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Notación
:= signiÞca �igual por deÞnición�;

xt ∈ <n vector de estado del sistema no-lineal en el

tiempo t ∈ <+ := {t : t ≥ 0} ;bxt ∈ <n estado de la red neuronal dinámica;

xt ∈ <n estado del observador de modo deslizante;

ut ∈ < acción de control dado;

yt ∈ < vector de la salida;

f(xt, ut, t) : <n+2 → <n vector de la función no-lineal que describe la

dinámica del sistema;

C ∈ <nxm matriz de salida desconocida;

A ∈ <nxn matriz Hurwitz (estable);

a ∈ < con a < 0;

W1,t ∈ <nxm y W2,t ∈ <nxm matrices de los pesos (f, g respectivamente);

W ∗
1 y W ∗

2 valores Þjos de W1,t y W2,t;

W 1 y W 2 cotas superiores de W1,t y W2,t;fW1 y fW2 estimados del error de W1,t y W2,t;

ki ∈ < y Ki ∈ <nxn ganancias del algoritmo de aprendizaje;

φ (·) función diagonal matricial;

σ (·) función vectorial n-dimensional;

∆t error de identiÞcación;

r error de seguimiento;ef error de modelado;

k·k norma Euclidiana para vectores y para cualquier

matriz A se deÞne como: kAk :=pλmax (ATA)
λmax es el maximo eigenvalor de la matriz A

k·kW norma euclidiana del vector x ∈ < :
kxkW := xTWx
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Capítulo 1

Introducción

Indudablemente, desde que ha habido un fuerte renacimiento en la última década, las

redes neuronales artiÞciales (RNA) están jugando cada vez un papel más importante en la

Ingeniería. Por algunos años, éstas han sido una considerable promesa para aplicaciones

en control no-lineal.

En su mayor extensión, la aplicación de las RNA al control automático es usualmente

para aproximar el modelo de la planta [10] y, en base a este modelo, diseñar la ley de

control. La principal estructura de las RNA en uso es la red neuronal estática (RNE)

[15][13]: éstas procesan la información entrada/salida, lo cual, da como resultado un

mapeo algebraico no-lineal.

En base a la capacidad de las RNE para aproximar cualquier función continua no-

lineal, una extensión natural es aproximar el comportamiento entrada/salida de los sis-

temas no-lineales usando redes neuronales dinámicas (RND): su proceso de la informa-

ción está descrito por ecuaciones diferenciales en tiempo continuo o por ecuaciones en

diferencias en tiempo discreto. Existen resultados en este tipo de redes, pero requieren

de condiciones muy restrictivas como: estabilidad en lazo abierto o que el tiempo sea

Þnito[36].

Esta tesis busca familiarizar al lector con el nuevo campo de las RND aplicadas al

control no-lineal. Por lo cual, se presenta un análisis sistemático para la identiÞcación,
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estimación de estados, y seguimiento de trayectorias para sistemas no-lineales. La her-

ramienta principal para el análisis es el enfoque tipo Lyapunov.

1.1 El problema de identiÞcación y control

En esta tesis se plantea como objetivo general, proponer una herramienta que ayude en el

campo de la identiÞcación y en el caso del control para una clase de sistemas no-lineales,

como lo es el sistema no-lineal conocido como: Oscilador Traslacional con Actuador

Rotacional (TORA) para el cual se propone un control adaptable directo e indirecto. Se

asume que el sistema es de la forma:

·
x1= x2
·
x2= x3
...

·
xn= f(x) + g(x)u

y = x1

(1.1)

Las funciones f y g son desconocidas, por lo cual se propone una RND para identiÞcar

el sistema y diseñar una ley de control: u ∈ <1.

1.2 Motivación del trabajo

Debido a la complejidad y variedad de sistemas no-lineales, no existe una sola metodología

que resuelva los problemas de identiÞcación y control para esta clase de sistemas, por

lo que, en esta tesis se propone utilizar las redes neuronales dinámicas para resolver el

problema de identiÞcación y de control para la clase de sistemas no-lineales (1.1). Dado

que éstas han demostrado su gran capacidad como aproximadores [10], resultan ser una

herramienta adecuada para la solución de estos problemas.
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1.3 Estructura del trabajo

La estructura de la tesis que se presenta, consiste en dos partes principales:

1. El identiÞcador : Una RND es usada para reconstruir el modelo de la planta; así,

la RND se utiliza como identiÞcador. Se considera 2 casos:

(a) Dádo un sistema no-lineal, se tiene acceso a la medición de la salida del sistema;

así la RND se usa para identiÞcar al sistema.

(b) Dádo un sistema no-lineal, se cuenta con la medición parcial de los estados, por

lo que se implementa observadores de modos deslizantes para estimar algunos

de los estados y con base en este resultado se utiliza la RND para identiÞcar

al sistema.

2. El controlador: Una RND es usada para diseñar una ley de control que resuelva

el problema de seguimiento de una trayectoria dada. Se consideran dos casos:

(a) Dado un sistema no-lineal, se diseña un neuro-controlador, sin tener ningun

tipo de información previa por lo que el aprendizaje de la RND, se lleva a

cabo en línea.

(b) Dado un sistema no-lineal, se usa una RND para identiÞcar al sistema y con

base al resultado de esta identiÞcación se diseña el neuro controlador.

En general, se obtuvieron 4 nuevos resultados que se encuentran en los siguientes

capítulos, cuyo contenido es el siguiente:

Capítulo 2: Redes Neuronales. Se presenta un breve panorama del desarrollo y es-

tructuras de las redes neuronales. Primero se muestra la estructura básica de las redes

neuronales biológicas (RNB). Despues, sé discuten diferentes estructuras de las RNA

como los son: de una capa, multicapa, funciones radiales básicas, ademas estableciendo

la diferencia entre las RNE y las RND. Luego, se presenta un panorama general de las

RNA en la identiÞcación, mostrando las estrategias más comúnmente usadas, el primer
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resultado que se presenta en la tesis que es la aproximación del perceptrón multicapa

dinámico, por último, se hace mención del algoritmo de propagación hacia atrás (back-

propagation) y la aplicación de las RNA en control..

Capítulo 3: Sistema TORA. Los resultados teóricos obtenidos en este trabajo, se

ejempliÞcan mediante el sistema no-lineal que se muestra en la Þgura 3-1 que repre-

senta un oscilador traslacional con actuador rotacional (TORA) [6]. Fue introducido por

primera vez en [45]. Se eligió este sistema ya que fue propuesto como un sistema no-lineal

estándar que permitirá realizar pruebas de comparación entre diferentes metodologías de

control. Se presenta el modelo Lagrangiano, el cual se normaliza para luego ser reescrito

como un sistema de primer orden, por último se presenta un cambio de variables de

estado con el cual se obtiene un modelo en cascada el cual se usará para ejempliÞcar los

resultados teóricos, por medio de simulaciones.

Capítulo 4: IdentiÞcación de sistemas no-lineales. Se presenta la aplicación de

las RND en el campo de la identiÞcación En este caso, para sistemas no-lineales. La

capacidad de estas en este proceso, justiÞca su aplicación al control no-lineal, en donde,

los modelos matemáticos de este tipo de sistemas son muy complejos o no es posible

contar con toda la información del mismo.

Primero, se presenta una RND de una capa, su algoritmo de aprendizaje y el análisis

de estabilidad. Luego, se introduce un observador de modo deslizante, para resolver el

problema cuando no se tiene acceso completo a todos los estados del sistema no-lineal,

para en base a esta estimación, realizar la identiÞcación con una RND multicapa, junto

con su algoritmo de aprendizaje y su análsis de estabilidad. El análisis de estabilidad,

como el diagrama de diseño para este tipo de observador es el segundo resultado obtenido

en este trabajo. Este trabajo fue sujeto a revisión y aceptado en el 38th IEEE Conference

on Decision and Control (CDC�99).

Capítulo 5: Control Adaptable Directo. Aquí, se plantea el problema de seguimiento

para un sistema no-lineal, para lo cual se deÞne un error de seguimiento, en base a este, se

propone una RND multicapa como neuro controlador, el cual resuelve este problema. Se
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presenta el algoritmo de aprendizaje y el análsis de estabilidad; éste es el tercer resultado

obtenido en la tesis. Este trabajo fue sujeto a revisión y aceptado en International Joint

Conference on Neural Networks (IJCNN�99).

Control Adaptable Indirecto. Al igual que en el capítulo anterior, se plantea el prob-

lema de seguimiento para un sistema no-lineal, sin embargo, dado que se busca implemen-

tar un control indirecto el análisis se divide en 2 partes: La primera es; la identiÞcación

del sistema no lineal con una red neuronal multicapa, de la cual, se presenta su algo-

ritmo de aprendizaje y el análisis de estabilidad. En la segunda, se deÞne el error de

seguimiento y se propone el neuro controlador que resuelve el problema, este es el cuarto

resultado obtenido en la tesis. Este trabajo fue sujeto a revisión y aceptado el la 5ta

Conferencia de Ingeniería Eléctrica (CIE�99).
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Capítulo 2

Redes Neuronales

2.1 Introducción

La última meta de la ingeniería en control es implementar sistemas automáticos los cuales

pudieran operar con un mayor grado de independencia de las acciones del humano en un

ambiente no estructurado y con incertidumbres [12]. Tal sistema puede ser nombrado

como autónomo o inteligente. Pudiera necesitar sólo ser presentado como una meta y

podría alcanzarse este objetivo con una iteracción continua con el ambiente a travéz

de una retroalimentación acerca de su comportamiento. Podría continuar adaptándose y

ejecutando tareas con una gran eÞciencia en condiciones inpredecibles y cambiantes. Esto

sería muy útil cuando la iteracción directa del humano pudiera ser peligrosa, propensa a

fallas, o imposible.

Los sistemas biológicos son posibles esqueletos para el diseño de tales sistemas autónomos.

Ellos proveen muchas pistas para el desarollo de aprendizaje robusto (altamente estable)

y algoritmos adaptables.que Los sistemas biológicos procesan la información, de forma

diferente que los esquemas de control convencionales; éstos no están basados en ningún

modelo y son muy eÞcientes para tratar con incertidumbres y complejidad. Estos no

requiren del desarrollo de un modelo matemático para ejecutar tareas complejas. Cierta-

mente, éstos puede aprender a ejecutar nuevas tareas y adaptarse fácilmente a cambios en
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el ambiente. Si los principios fundamentales de la computación encajaron en los sistemas

nerviosos, es comprensible que una generación totalmente nueva de métodos de control

pudieran ser desarollados mas allá de las capacidades de las presentes técnicas basadas

en un modelo matemático explícito.

Un sistema de control tiene la habilidad de aprender si adquiere información durante

la operación, acerca de comportamientos desconocidos de la planta y su ambiente tal

que la ejecución completa es mejorada. Con este enriquecimiento del controlador con el

aprendizaje, es posible expander la región de operación y Þnalmente la implementación

de sistemas autónomos.

Una clase de modelos que tiene la potencialidad de implementar este aprendizaje son

las redes neuronales artiÞciales. Ciertamente, la morfología neuronal del sistema nervioso

es mucho más compleja. No obstante, una analogía simpliÞcada puede ser desarollada,

la cual podría ser utilizada en aplicaciones de ingenieria. Basándose en esta comprensión

simpliÞcada, las estructuras de las redes neuronales artiÞciales pueden ser desarrolladas.

2.2 Modelo de una Neurona

Una red neuronal artiÞcial (RNA) [15] es un elemento capaz de procesar gran cantidad

de información de forma paralela y distribuida, inspirada de las redes neuronales bi-

ológicas (ver Fig.2-1), las cuales pueden almanecenar conocimiento exprimental y tenerlo

disponible para su uso [13]. Esta tiene algunas algunas similaridades con el cerebro, como

lo son:

1. El conocimiento es adquirido a través del proceso de aprendizaje.

2. La conectividad entre neuronas es llamada pesos sinápticos y son utilizados para

almacenar el conocimiento.

El procedimiento para el proceso de aprendizaje es conocido como el algoritmo de

aprendizaje. Su función es modiÞcar los pesos sinápticos de las redes para alcanzar una
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Figura 2-1: Esquema de una neurona biológica.

meta preestablecida. La modiÞcación de los pesos provee el método tradicional para el

diseño e implementación de las redes neuronales.

La neurona es la unidad fundamental para la operación de la red neuronal. La Fig.

2-2 muestra el esquema de una neurona.

x1

x2

xp

Wk1

Wk2

Wkp

uk fi(.)

Umbral

Salida

Funcion de
activacion

Señales
de entrada

Pesos
sinopticos

yk

Figura 2-2: Modelo no-lineal de una neurona.

Existen 3 elementos básicos de la RNA:

1. Un conjunto de uniones de sinápsis, con cada elemento caracterizado por su propio

peso.

2. Un sumador el cual suma los componentes de la señal de entrada, multiplicados

por su respectivo peso sináptico.
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3. Una función de activación no-lineal que transforma la salida del sumador en la

entrada de la siguiente neurona.

Un umbral externo es también aplicado para reducir la entrada a la función de acti-

vación. En términos matemáticos, la i-ésima neurona puede ser descrita como:

ui =
Pn

j=1 wij xj

yi = ϕ (ui − ρi)
(2.1)

donde:

xj j-ésimo componente de la entrada.

w ij peso de la conexión entre la j-ésima componente de la entrada y la i-ésima

neurona .

ui salida del sumador.

ρi umbral.

ϕ (.) función de activación no-lineal.

yi salida de la i-ésima neurona.

La función de activación no-lineal, es denotada por g(·) y genera el elemento de la
salida yi, recibiendo como entrada xi:

yi = g(xi) (2.2)

Una clasiÞcación de este tipo de funciones es:

1. Diferenciable y No-diferenciable

2. Tipo pulso y Tipo escalón

3. Positiva y Promedio cero

La clasiÞcación (1) se distingue por tener funciones suaves y discontinuas. Las fun-

ciones suaves son necesarias para algunos algoritmos de adaptación como el de propa-
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         Nombre Formula                             Caracteristicas

Umbral                +1 si x > 0 sino 0           No-difrenciable, tipo escalon, positiva

Umbral                +1 si x > 0 sino -1       No-difrenciable, tipo escalon, prom. cero

Sigmoide                 1 / (1 + e- x)       Diferenciable, tipo escalon, positiva

Tangente hiperbolica      tanh(x)       Diferenciable, tipo escalon, prom. cero

Gaussiana                       e (- x ∧ 2 / σ ∧ 2)                             Diferenciable, tipo pulso

Figura 2-3: Tabla de funciones No-lineales g(x).

gación hacia atrás, mientras que las funciones discontinuas por ejemplo, la funciónes de

umbral son necesarias para generar una salida binaria.

La clasiÞcación (2) se distingue por tener funciones, las cuales sólo tienen un valor

signiÞcativo de salida cuando las entradas estan cerca del cero, dado que las funciones

sólo cambian signiÞcativamente alrededor del cero.

La clasiÞcación (3) se reÞere a las funciones tipo escalón. Las funciones positivas que

cambian de 0 en −∞ a 1 en ∞. Las funciones de promedio cero cambian de −1 en −∞
a 1 en ∞.
Algunas funciones estandar pueden observarse en la Fig. 2-3.

2.3 Estructuras de las redes neuronales

La forma como las neuronas de una red neuronal están interconectadas determina su

estructura. Para propósitos de identiÞcación y control, las estructuras más usadas son:

1. Redes de alimentación hacia adelante de una capa.

2. Redes de alimentación hacia adelante multicapa.

3. Redes de funciones radiales básicas.
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4. Redes neuronales dinámicas.

2.3.1 Redes de alimentación hacia adelante de una capa

Esta es la forma mas simple de una red neuronal. Esta tiene sólo una capa de neuronas.

La más conocida es llamada Perceptrón. Básicamente, ésta consta de una neurona con

pesos sinápticos ajustables y una función de umbral.

El algoritmo de aprendizaje que ajusta los pesos de estas redes neuronales apareció

por primera vez en [34], [35]. Ahí, es probado que los vectores de información, usados

para entrenar el perceptrón son tomados de dos clases lineales separables, entonces el

algoritmo de aprendizaje del perceptrón converge y deÞne una superÞcie de decisión: un

hiperplano que separa las dos clases. La respectiva prueba de convergencia es conocida

como el teorema de convergencia del perceptrón.

El perceptrón básico es el llamado modelo de McCulloch-Pitts [22], en el cual la

función de activación ϕ(.) es de límites extremos.

El propósito del perceptrón es el de clasiÞcar la señal de entrada, con componentes:

u1, u2, . . . , un en una o dos clases: C1 o C2. La regla de decisión para la clasiÞcación es

asignar el punto correspondiente a una entrada u1, u2, . . . , un a la clase C1 si la salida

del perceptrón y es igual a +1 y la clase C2 si es −1.
Usualmente el umbral ρ es tratado como un peso sináptico conectado a una entrada

Þjada en −1 , asi el vector de entrada es deÞnido como:

(u (k))T = (−1, u1 (k) , u2 (k) , . . . , un (k)) (2.3)

donde k es la k-ésima entrada.

El sumador que produce la salida es calculado por:

v (k) = wT (k) u (k) = uT (k) w (k) (2.4)

donde w es el vector de los pesos sinápticos.
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Para cualquier k, en el espacio n-dimensional, la ecuación wTu, con coordenadas

u1, u2, . . . , un deÞne un hiperplano que separa las entradas en dos clases: C1 y C2. Si

estas clases son linealmente separables, entonces existe un vector w tal que:

wTu ≥ 0, ∀ u ∈ C1
y

wTu < 0, ∀ u ∈ C2
(2.5)

El algoritmo de aprendizaje adapta el vector de los pesos como sigue:

1.− w (k + 1) = w (k)
si wTu ≥ 0, ∀ u ∈ C1

o si wTu < 0, para u ∈ C2

2.− w (k + 1) = w (k)− η (k) u (k) si wTu ≥ 0, para u ∈ C2
o

w (k + 1) = w (k) + η (k) u (k) si wTu < 0, para u ∈ C1

(2.6)

La convergencia de este algoritmo puede ser demostrada utilizando un argumento por

contradicción ( ver [?]).

Si se observa únicamente la salida v (k) y se deÞne el error como:

e (k) = d (k)− v (k) (2.7)

El algoritmo de mínimos cuadrados (MC) puede ser aplicado para minimizar el error.

La obtención de este algoritmo está basado en el método del gradiente descendiente. El

resultado de la ley de aprendizaje para los pesos es la siguiente:

w (k + 1) = w (k) + η e (k) u (k) (2.8)

Puesto que el error depende linealmente de los pesos, este algoritmo asegura la ob-
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Figura 2-4: Perceptrón multicapa.

tención de un mínimo global.

2.3.2 Redes de alimentación hacia adelante multicapa

Estas se distinguen por la presencia de una o más capas ocultas, ver Fig. 2-4 cuyos

nodos computacionales se llaman neuronas ocultas. Típicamente, las neuronas en cada

capa tienen como señales de entrada, las señales de salida de la capa precedente. Si

cada neurona en cada capa es conectada con todas las neuronas de la capas adyacentes,

entonces la red neronal es llamada totalmente conectada, en el caso opuesto, es llamada

parcialmente conectada.

El perceptrón multicapa tiene las siguientes tres caracteristicas:

1. La función de activación para cada neurona es suave a oposición a la de límites

extremos usada en el perceptrón de una sola capa. Usualmente, esta función no-

lineal es una sigmoide deÞnida como:

ϕ
i
(v

i
) =

1

1+ e−
vi

(2.9)

2. La red esta compuesta por una o mas capas ocultas de neuronas.

3. La red presenta un alto grado de conectividad.
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El preceptrón multicapa obtiene su poder computacional a través de la combinación

de estas características y su habilidad de aprender de la experiencia. Sin embargo, la

presencia de no-linealiadades distribuidas y la alta conectividad de la red hacen el análisis

teórico difícil de realizar.

2.3.3 Redes de funciones radiales básicas

Este tipo de redes neuronales tiene tres clases totalmente diferentes de capas:

1. La capa artiÞcial de entrada de nodos de entrada.

2. La capa oculta, con un alto número de nodos (neuronas). Cada uno de estos nodos

ejecuta una transformación no-lineal a la entrada, denotadas funciones radiales

básicas.

3. La capa de salida, la cual es una combinacion lineal de las salidas de la neuronas

ocultas.

Las funciones radiales básicas fueron por primera vez introducidas para la solución

de problemas de interpolacion multivariables; los más recientes trabajos en este tema son

examinados en [30]. La primera aplicación de las funciones radiales básicas en el diseño

de redes neuronales fue reportado en [4]. Especiales contribuciones a la teoría, diseño, y

aplicación de estas funciones a las redes neuronales se encuentran en [24], [33], [28].

2.3.4 Redes neuronales dinámicas

Este tipo de redes se distinguen de las redes neuronales estáticas en el que éstas tienen al

menos un ciclo de retroalimentación. Estos ciclos involucran el uso del tiempo discreto,

y de bifurcaciones compuestas por elementos de una unidad de retraso. Esta unidad se

denota por q−1, tal que u (k − 1) = q−1 u(k), con k indicando el k-ésimo muestreo en el
tiempo. La ecuación de las redes neuronales dinámicas sería:
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Tiempo discreto:

y (k + 1) = g [y (k) , y(k + 1), · · · , y (k − n) ; u(k), u(k + 1), · · · , u(k −m)] (2.10)

Tiempo Continuo

�bx = A bx+ w1 σ (v1 x) + w2 φ (v2 x) u (2.11)

donde σ (·) y φ (·) son funciónes sigmoidales, ver Fig.2-5.

A

s
1

v2

v1

w2

w1

MLP

∑

Figura 2-5: Esquema de una red neuronal dinámica.

Los ciclos de retroalimentación resultan en un comportamiento dinámico no-lineal

debido a la función de activación no-lineal de las neuronas. De ahí que el término de las

redes neuronales dinámicas (RND) describe mejor este tipo de estructura de las redes

neuronales. Debido a estos hechos, las llamaremos redes neuronales dinámicas.

Estas pueden ofrecer grandes ventajas computacionales. De hecho, es bien sabido que

un sumador lineal estático Þnito es equivalente a un sistema lineal retroalimentado de un

solo polo, como se ve en la Fig.2-6.

De la Fig. 2-6, el sumador de salida es:

v (k) = u (k) + u (k − 1) + ...u (k − n) =
nX
i=0

u (k − i) , n→∞ (2.12)
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Figura 2-6: Sistemas dinámicos y estáticos equivalentes.

El sistema lineal es descrito por:

v (k) = v (k − 1) + u (k)
v(k)
u(k)

= 1
1−q−1 = 1+ q

−1 + q−2... q−n

v (k) = u (k) + u (k − 1) + ...u (k − n)
(2.13)

Es claro que las dos estructuras son equivalentes, pero desde el punto de vista com-

putacional, el sistema con retroalimentación es equivalente a una muy grande, posible-

mente inÞnita, estructura estática. Esta propiedad es muy interesante para identiÞcación

y control, y abre el camino para las aplicaciones de las redes neuronales dinámicas en

estos campos.

2.4 Redes Neuronales en IdentiÞcación

Las redes neuronales tienen el potencial de ser aplicadas para modelar sistemas no-

lineales. Una pregunta importante es si el sistema es identiÞcable [27], i.e, si puede

ser el sistema dinámico en consideración, adecuadamente representado sin ser necesario

dar un modelo estructurado particular. La IdentiÞcabilidad en redes neuronales está

relacionada a la unicidad de los pesos y si dos redes con diferentes parámetros pueden pro-

ducir un comportamiento idéntico entrada/salida. Resultados en este tema se encuentra
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en [40] para redes neuronales estáticas, y en [2] para las dinámicas.

Para representar los sistemas no-lineales con redes neuronales, una aproximación cor-

recta es incrementar las entradas de la redes con señales correspondientes a sus entradas

y salidas. Asumiendo que el sistema no-lineal está descrito por ver [15]:

y (k + 1) = g [y (k) , y(k + 1), · · · , y (k − n) ; u(k), u(k + 1), · · · , u(k −m)]
y, u ∈ <, m ≤ n

(2.14)

Este modelo no considera las perturbaciones directamentamente. Para un método

que incluya las perturbaciones, ver [7]. Casos especiales de este modelo son considerados

en [3].

Una aproximación obvia del modelo del sistema es seleccionar la estructura de en-

trada/salida de la red neuronal para que sea la misma que tiene el sistema. Denotando

la salida de la red neuronal como ynn ,existen dos posibles estrategias.

2.4.1 Estrategias de IdentiÞcación

Existen 2 tipos de modelos:

Modelo serie paralelo: En este caso, las salidas del sistema y son usadas como en-

tradas de la red neuronal.

ynn (k + 1) = g [y (k) , y(k + 1), · · · , y (k − n) ; u(k), u(k + 1), · · · , u(k −m)] (2.15)

Dado que no existe recursividad en la ecuación, esta corresponde a una red neuronal

estática como la que se muestra en la Fig.2-7.

Modelo paralelo: En este modelo las salidas pasadas de la red neuronal son usadas

como componentes de la entrada de la red.
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Figura 2-7: Esquema de identiÞcación de una red dinámica.

y nn (k + 1) = g [y nn (k) , y nn(k + 1), · · · , y (k − n) ; u(k), u(k + 1), · · · , u(k −m)]
(2.16)

Dado que existe una recursividad de y nn en esta ecuación, esta corresponde a una

red neuronal dinámica.

Observación 2.1 La regla de actualización de pesos de la estructura serie paralelo [36,

37] y la estructura paralelo son muy similares, la única diferencia es que la serie paralelo

obtiene a la matriz de ganancia P de la solución de la siguiente ecuación de Lyapunov

PA+ATP = −Q. (2.17)

La paralela obtiene a la matriz de ganancia P de la solución de la ecuacion de Riccati.
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2.4.2 Aproximación de Perceptrón Dinámico Multicapa

Considere el siguiente perceptrón dinámico multicapa (PDM) en tiempo continuo.

.bxt= Abxt +W1,tσ(V1,tbxt) +W2,tφ(V2,tbxt)ut (2.18)

donde ∀t ∈ [0,∞), el vector bxt ∈ <n es el estado de la red neuronal, ut ∈ <k es la entrada.
Si k < m, ui = 0, para i = k+1, · · ·m. La matriz A ∈ <n×n es una matriz estable, la cual
será especiÞcada despues. Las matrices W1,t ∈ <n×m y W2,t ∈ <n×m son los pesos de las
capas de salida. V1 ∈ <m×n y V2 ∈ <m×n son los pesos de las capas ocultas. σ (·) ∈ <m

son funciones vectoriales sigmoidales , φ(·) es <m×m una matriz diagonal, i.e.,

φ(·) = diag [φ1(V2,tbxt)1 · · ·φm(V2,tbxt)m] . (2.19)

Los elementos de σi(·) (como lo es φi(·)) son usualmente funciones sigmoidales, i.e.,

σi(xi) =
ai

1+ e−bixi
− ci. (2.20)

La estructura del perceptrón dinámico se muestra en la Fig.2-8. Las redes neuronales

dinámicas convecionales (RND) son las redes neuronales que corresponden al caso:

m = n y V1 = V2 = I. (2.21)

Usando el PDM (2.18) para identiÞcar el siguiente sistema no-lineal.

úxt = f (xt, ut) , ∀t ∈ [0,∞). (2.22)

donde xt ∈ <n, ut ∈ <m, f : <n+m → <n es un campo vectorial suave continuo deÞnido
en un conjunto compacto Θ ∈ <n+m. Se asume que f (xt, ut, t) satisface la condición
de Lipschitz, i.e., existe una constante l > 0 tal que para todo par de puntos (x1,t, ut) ,
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Figura 2-8: Estructura general del perceptrón dinámico multicapa.

(x2,t, ut) ∈ Θ
|f (x1,t, ut)− f (x1,t, ut)| ≤ l |x1,t − x2,t| (2.23)

Problema 2.1 El problema de identiÞcación del sistema dinámico consiste en determi-

nar si existe un perceptrón dinámico multicapa (PDM) tal que (2.18) pueda aproximar

el comportamiento entrada-salida del sistema dinámico (2.22).

Si se deÞneWt := [W1,t W2,t], ΦVt (bxt, ut) := [σ(V1,tbxt) φ(V2,tbxt)ut]T , asi (2.18) y (2.22)
quedarían

.bxt= Abxt +WtΦVt (bxt, ut)
úxt = Axt +G (xt, ut)

(2.24)

donde G (xt, ut) := f (xt, ut) − Axt. Obsérvese WtΦVt (bxt, ut) es una PDM en tiempo

continuo, del teorema Stone-Weierstrass si la capa oculta (V1,t V2,t) es lo suÞcientemente

grande (m es suÞcientemente grande), WtΦVt (xt, ut) puede aproximarse G (xt, ut) con
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cualquier grado de exactitud para todo (xt, ut) ∈ Θ. Por ello existeWt = W
∗ := [W ∗

1 W
∗
2 , ]

y Vt = V ∗ := [V ∗1 V
∗
2 ] , tal que

sup³∧
x,ut

´
∈ Θ

|G (xt, ut)−W ∗ΦV ∗ (xt, ut)| ≤ δ (2.25)

donde δ es cualquier constante pequeÿna. Basado en las suposiciones anteriores se obtiene

el siguiente nuevo resultado.

Teorema 2.1 Sea el sistema dinámico (2.22) y el perceptrón dinámico multicapa (2.18)

inician en el mismo estado x0 = bx0. Para cualquier ε > 0 y un tiempo Þnito T > 0,

existe un entero m tal que el estado del PDM bxt con pesos [W ∗
1 W

∗
2 V

∗
1 V

∗
2 ] satisface

sup
0≤t≤T

|xt − bxt| < ε (2.26)

Prueba. Se deÞne el error de identiÞcación como:

∆t := xt − bxt (2.27)

De (2.24) se sabe que existe un entero m y los pesos [W ∗
1 W

∗
2 V

∗
1 V

∗
2 ] tal que

.bxt= Abxt +W ∗ΦV ∗ (bxt, ut)
·
∆t= A∆t +G (xt, ut)−W ∗ΦV ∗ (bxt, ut) (2.28)

Dado que x0 = bx0, se tiene que ∆0 = 0. La solución de la ecuación diferencial (2.28) es
∆t =

Z t

0

eA(t−τ) [G (xτ , uτ )−W ∗ΦV ∗ (bxτ , uτ )] dτ (2.29)

=

Z t

0

eA(t−τ) [W ∗ΦV ∗ (xτ , uτ )−W ∗ΦV ∗ (bxτ , uτ )] dτ
+

Z t

0

eA(t−τ) [G (xτ , uτ )−W ∗ΦV ∗ (xτ , uτ )] dτ
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Desde que A es una matriz estable, existe una constante positiva α tal que

°°eAt°° ≤ e−αt, α > 0

Asi (2.29) se convierte

|∆t| ≤
Z t

0

°°eA(t−τ)°° kW ∗k |ΦV ∗ (xτ , uτ )− ΦV ∗ (bxτ , uτ )| dτ
+

Z t

0

°°eA(t−τ)°° |G (xτ , uτ )−W ∗ΦV ∗ (xτ , uτ )| dτ

Usando la condición de Lipschitz (2.23) y el teorema de aproximación de una funcion

(2.25) se tiene

|∆t| ≤
Z t

0

e−α(t−τ)L |xτ − bxτ | dτ + Z t

0

e−α(t−τ)δdτ =
δ

α

¡
1− e−αt¢+ Z t

0

e−α(t−τ)L |∆t| dτ

donde L := l kW ∗k . Dado que e−αt ≤ 1, para αt > 0. Utilizando la desigualdad de

Gronwall-Bellman [18], se tiene

|∆t| ≤ δ

α
+ L

δ

α

Z t

0

¡
1− e−αt¢ e−α(t−τ)eR tτ Le−α(t−s)dsdτ

=
δ

α
+ L

δ

α

Z t

0

¡
1− e−αt¢ e−α(t−τ)eLα(1−e−α(t−τ))dτ

Aplicando la siguiente desigualdad

1− e−x ≤ x, x ≥ 0

se tiene

|∆t| ≤ δ

α
+ L

δ

α

Z t

0

¡
1− e−αt¢ e−α(t−τ)eL(t−τ)dτ

=
δ

α
+ L

δ

α

Z t

0

¡
1− e−αt¢ ¡1− e−ατ¢ e(L−α)(t−τ)dτ
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=
δ

α
+
(α− L) e−αt − αe−(α−L)t + L

α (α− L) δ

=
δ

α
+

·
1

α
e−αt − e

−(α−L)t

(α− L) +
L

α (α− L)
¸
δ

≤ δ

α
+

·
1

α
− e(α−L)t

(α− L) +
L

α (α− L)
¸
δ

=
δ

α
+

δ

α− L
£
1− e−(α−L)t¤

≤ δ

α
+

δ

α− L =
(2α− L)
α (α− L)δ

Si se deÞne

ε :=
(2α− L)
α (α− L)δ

y se selecciona α ≥ L, asi ε > 0,por lo tanto |∆t| = |xt − bxt| ≤ ε. Del teorema de aprox-
imación de una función (2.25) se conoce que δ puede ser cualquier constante pequeÿna.

Dado que α y L son constantes, asi ε puede ser tan bien cualquier constante pequeÿna.

Esto es (2.26).

Observación 2.2 Si la condición inicial de la red neuronal y el sistema dinámico son

distintos, x0 6= bx0, La solución de la ecuación diferencial (2.28) es
∆t =

Z t

0

eA(t−τ) [G (xτ , uτ )−W ∗ΦV ∗ (bxτ , uτ )] dτ +∆0eAt
El término adicional ∆0e

At que inßuye en el resultado Þnal es

|∆t| ≤ (2α− L)
α (α− L)δ +

1

L
e−(α−L)t |∆0| .
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Dado que (α− L) t > 0, l y ∆0 son constantes

lim
t→∞

1

L
e−(α−L)t |∆0| = 0

Asi la inßuencia de la condición inicial del PDM decae exponencialmente a cero

Algoritmo de propagación hacia atras (Backpropagation)

El algoritmo de aprendizaje usado para ajustar los pesos sinápticos del perceptrón mul-

ticapa estático es conocido como backpropagation. La idea básica fue por primera vez

descrita en [15]. Este algoritmo provee un método eÞciente para el entrenamiento del

perceptrón multi-capa.

El error en la salida de la j-ésima neurona de la capa de salida, esta dado por:

ej (k) = dj (k)− yj (k) (2.30)

donde:

dj es la salida deseada.

yj es la neurona de salida.

k indica la k-ésima muestra.

La suma instantánea del cuadrado de los errores de salida está dado por:

E (k) = 1

2

lX
j=1

ej (k) (2.31)

donde l es el número de neuronas de la capa de salida.

El error cuadrático promedio se obtiene a sumar E (k) para todas las muestras (una
iteración) y normalizarlo con respecto al tamaño de la iteracion.

Eav = 1

N

NX
k=1

E (k) (2.32)

con N como el número de muestras, que forman cada iteración.
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Usando el gradiente descendiente, los pesos de la conexiones entre la i-ésima neurona

y la j-ésima neurona se actualiza como:

∆w
ji
(k) = w

ji
(k + 1)− w

ji
(k) = −η ∂E (k)

∂w
ji
(k)
. (2.33)

La correción que realiza ∆w
ji
(k) es conocida como la regla delta, donde el término

∂E(k)
∂wji (k)

puede ser calculado como:

∂E (k)
∂w

ji
(k)

=
∂E (k)
∂e

j
(k)

∂e
j
(k)

∂y
j
(k)

∂y
j
(k)

∂v
j
(k)

∂v
j
(k)

∂w
ji
(k)
. (2.34)

Las derivadas parciales estan dadas por:

∂E(k)
∂ej (k)

= e
j
(k) ,

∂ej (k)

∂yj (k)
= −1,

∂yj (k)

∂vj (k)
= ϕ

0
j

¡
v
j
(k)
¢

con ϕ
0
j
(β) =

∂ϕ
j
(β)

∂β

∂vj (k)

∂wji (k)
= y

i
(k) .

(2.35)

Asi la regla delta puede ser reescrita como:

∆w
ji
(k) = ηδ

j
(k) y

i
(k) (2.36)

con:

δ
j
(k) = − ∂E (k)

∂y
j
(k)

∂y
j
(k)

∂v
j
(k)
. (2.37)

Dos casos pueden ser distinguidos: la j-ésima neurona está en la capa de salida o se

encuentra en la capa oculta.

Caso 1: Si la j-ésima neurona está localizada en la capa de salida es correcto calcular

δ
j
(k) .

Caso 2: Si la j-ésima neurona está localizada en la capa oculta, no hay una respuesta

deseada para esta neurona. Asi, la señal de error tiene que ser derivada recursiva-
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mente en términos del error para todas la neuronas a la que esté conectada. En

este caso es posible establecer la siguiente ecuación:

δ
j
(k) =

∂y
j
(k)

∂v
j
(k)

mX
n=1

δn (k)wnj
(k) (2.38)

donde n indica la n-ésima neurona a la que la j-ésima neurona esta conectada y m

es el número total de estas neuronas.

Este es un resumen del algoritmo tomado de [13], donde la derivación completa es

presentada. Este algoritmo se ha convertido en el mas popular para el entrenamiento

del percetrón multicapa. Es muy eÞciente y tiene la capacidad de clasiÞcar información

que debe ser separada de forma no-lineal. El algoritmo es una técnica de gradiente,

implementando sólo la minimización en una sola dirección, la cual puede no ser la óptima.

Asi, no es posible demostrar la convergencia del algoritmo a un mínimo global.

Como podemos ver las redes neuronales nos permiten obtener un mapeo entrada-

salida del comportamiento del sistema, con lo cual no es necesario obtener un modelo

matematico del mismo, esto, puede ser una ventaja al tratar con sistemas muy complejos

de los cuales es muy diÞcil obtener su modelo matemático. Por otra parte las redes

neuronales nos permiten implementar un controlador para un sistema a partir de la

informacion obtenida de por la red.

2.5 Redes Neuronales en Control

Con una referencia especíÞca en las redes neuronales en control las siguientes caracteris-

ticas y propiedades son importantes:

1. Sistemas no-lineales: Las redes neuronales son una gran promesa en el campo de

los problemas del control no-lineal. Esta proviene de su teórica habilidad para

aproximar mapeos no-lineales arbitrarios.
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2. Procesamiento Distribuido Paralelo: Las redes neuronales tienen una estructura

sumamente paralela que les permiten imediatamente realizar una implementación

paralela. Con tal implementación puede esperarse alcanzar un mayor grado de

tolerancia a errores que los esquemas convencionales.

3. Implementación en Hardware: Este punto está muy relacionado con el punto ante-

rior. Las redes no sólo pueden ser implementadas en paralelo, algunos vendedores

han introducido recientemente implementaciones utlizando un hardware dedicado

VLSI. Este proporciona velocidad adicional y incrementa el número de redes que

pueden ser implementadas.

4. Aprendizaje y Adaptación: Las redes neuronales son entrenadas utilizando datos

pasados del sistema en estudio. Una red propiamente entrenada tiene la habildad

de generalizar cuando se le introducen datos diferentes a los utilizados para su

entrenamiento. Las redes pueden ser además adaptadas en línea.

5. Fusión de Datos: Las redes neuronales pueden operar simultáneamente con datos

cualitativos y cuantitativos en este punto las redes se encuentran en algun lugar en

medio del campo entre los sistemas tradicionales de ingeniería (Datos cuantitativos)

y técnicas de procesamiento del campo de la inteligencia artiÞcial (datos simbólicos).

6. Sistemas multivariables: Las redes neuronales naturalmente procesan muchas en-

tradas y tiene muchas salidas; por lo que ellas pueden facilmente ser aplicadas para

sistemas multivaribles.

Desde el punto de vista de la teoría de control la habilidad de las redes neuronales de

tratar con los sistemas no-lineales es muy importante. La gran diversidad de los sistemas

no-lineales es la primera razón del porque no una teoría general y sistemática aplicable

para el diseño de control no-lineal no ha sido todavía desarrollada. Sin embargo, existen

algunos métodos tradicionales para el análisis y síntesis de controladores no-lineales para

35



clases especíÞcas de sistemas no-lineales, como lo son: métodos en el plano de fase,

técnicas de linealización y funciones descriptivas.

Sin embargo, es la habilidad de las redes neuronales para representar mapeos no-

lineales, y de modelar sistemas no-lineales, la caracteristica más importante para usar

a las redes neuronales en la realización de controladores no-lineales. Una vista de las

relaciones generales entre los campos de la ciencia del control y las redes neuronales es

mostrada en la Fig .2-9. Los cuadros blancos son utilizados cuando una similitud obvia

no exista.

Proceso técnico Biologia

Psicologia

Fisiologia

REDES NEURONALESCONTROL

Sistemas Adaptables

Modelos No-lineales y
sus inversos

Teoria de sistemas 
retroalimentados

Teoria de sistemas No-lineales

Aprendizaje Supervisado

Aprendizaje Clasificado

Auto-aprendizaje

Redes de alimentacion 
hacia adelante

Redes Recurrentes

Figura 2-9: Relación entre las redes neuronales y el control.

2.5.1 Estructuras de Control

Una gran cantidad de estructuras de control han sido propuestas. Para una revisión

reciente y completa, ver [1]. En la literatura de aquitecturas de redes neuronales aplicadas

en el control han sido propuestas y usadas una gran cantidad de estructuras de control;
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aquí se muestran dos de las más importantes

Control Directo

En esta estructura [41], el neuro-controlador es entrenado sin tener el modelo de la planta.

En este esquema, ver Fig. (2-10) se busca que el resultado del lazo cerrado que contiene

a la planta y al sistema de como resultado un mapeo identidad. La acción de control

busca que la planta siga la señal de referencia xd.

u
Planta

d

y

xd

C

Figura 2-10: Esquema general del control directo.

Control Indirecto

En esta estructura [41], primero un neuro-identiÞcador estima el comportamiento de

la planta, usando como información únicamente la salida del sistema, luego el neuro

controlador es diseñado en base al modelo identiÞcado, ver Fig. (2-11). La acción de

control busca que la planta siga la señal de referencia xd.

Observación 2.3 Notese que el la Þgs. (2-10), (2-11) dado que se trantan de RND,

solo es necesario usar la información dada por la salida de la planta (y) y no se requiere

de los pares entrada/salida como el caso de las RNE.

37



I

Planta

d

Neuro 
Controlador

y
xd

A, W

u

Figura 2-11: Esquema general del control indirecto.

2.5.2 Control Adaptable

Existe una diferencia entre el control adaptable directo y indirecto en el contexo de

esta estructura. En los métodos indirectos, primero el sistema es identiÞcado desde las

medidas entrada/salida de la planta y despues el controlador es adaptado basándose en

el modelo identiÞcado. En los métodos directos el controlador es aplicado sin realizar

una identiÞcación previa del sistema, por lo que esta se lleva acabo en linea. Las redes

neuronales pueden ser utilizadas en ambos métodos.

Parte del control adaptable neuronal es basado en el método indirecto. En este método

primero, un modelo del sistema es obtenido por la red neuronal en línea utilizando me-

didas de la planta y entonces una de las estructuras de control citadas anteriormente es

implementada encima de este modelo adaptable neuronal. Uno de los primeros resulta-

dos en redes neuronales adaptables no-lineales es [3], donde en base a modelos neuronales

especíÞcos, el controlador basado en el modelo adaptativo indirecto es implementado. En

[38], un control adaptable IMC es desarrollado usando redes neuronales RNFB. Aplica-

ciones para control de robots, donde las RNE son usadas para estimar adaptativamente

parte de la dinámica del robot son presentadas en [21]. Basado en un modelo identiÞcado

del sistema en línea por una RND, explicada anteriormente, en [36], la ley de control es
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construida para asegurar el seguimiento del modelo de referencia lineal.

Estimando un control neuronal adaptable directo, en [39], un controlador adaptable es

desarollado usando redes neuronales RBF. En [41], una combinacion de ambos métodos

es usado; de hecho, un modelo de una RND es adaptado en línea, también como un

neuro-controlador dinámico.
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Capítulo 3

Modelado del sistema no-lineal

TORA

3.1 Introducción

El sistema mostrado en la Fig. 3-1 representa un oscilador traslacional con actuador

rotacional (TORA) [6]. Fue introducido por primera vez en [45], siendo utilizado como un

sistema no-lineal estándar en un numero reciente de trabajos [6], [45] con el propósito de

comparación y realizar pruebas de comparación entre diferentes metodologías de control.

3.2 Modelo Lagrangiano

El oscilador consiste en una carro de masa M conectado con una pared Þja por un

resorte lineal con una constante de rigidez k. El carro está límitado a una dimensión de

movimiento. El actuador que esta unido al carro tiene una masa m y un momento de

inercia I desde su centro de masa, que está localizado a una distancia e desde el punto

en el cual la masa rota. El movimiento ocurre en el plano horizontal, por lo que la fuerza

gravitacional no requiere ser considerada (ver Fig. 3-1), donde N denota el control del

torque aplicada a la masa m, y F es una fuerza de pertubarción sobre el carro.
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 m

Mk

F Iθ

e

N

q

Figura 3-1: Oscilador Traslacional con Actuador Rotacional (TORA).

Sea q y
·
q la posición traslacional y la velocidad del carro, y sea θ y

·
θ la posición

angular y la velocidad angular de masa m, donde θ = 0 es perpendicular al movimiento

del carro, y θ = 90◦ está alineado con la dirección positiva de q. Las ecuaciones del

movimiento están dadas por:

(M +m)
··
q +kq = −me

µ··
θ cos θ−

·
θ
2

sin θ

¶
+ F (3.1)¡

I +me2
¢ ··
θ = −me ··q cos θ +N

3.3 Modelo Normalizado

Usando las normalizaciones [45]:

ξ ,
r
M +m

I +me2
q, τ ,

r
k

M +m
t

u , M +m

k (I +me2)
N, w , 1

k

r
M +m

I +me2
F,
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Las ecuaciones de movimiento se convierten en:

··
ξ +ξ = ε

µ ·
θ
2

sin θ−
··
θ cos θ

¶
+ w (3.2)

··
θ = −ε

··
ξ cos θ + u

donde ξ es la posición normalizada de la posición del carro, y w y u representan

una perturbación adimensional, el control del torque, respectivamente. En las ecuaciones

normalizadas, el símbolo (·) representa la diferenciación con respecto al tiempo normal-
izado τ . La unión entre el movimiento traslacional y el rotacional esta representado

por el parámetro ε el cual es deÞnido por (un valor típico ε = 0.1 es utilizado en las

simulaciones):

ε , mep
(I +me2) (M +m)

(3.3)

3.4 Modelo de Primer Orden

Tomando x = [x1, x2, x3, x4]
T =

·
ξ,

·
ξ, θ,

·
θ

¸T
, las ecuaciones adimensionales del movimiento

de primer orden estarían dadas por:

·
x= f(x) + g(x)u+ d(x)w, (3.4)

donde

f(x) =


x2

−x1+ εx24 sinx3
1− ε2 cos2 x3

x4
ε cosx3(x1− εx24 sinx3)

1− ε2 cos2 x3

 =

f1

f2

f3

f4

 , g(x) =


0

−ε cosx3
1− ε2 cos2 x3

0

1
1− ε2 cos2 x3

 =

0

g1

0

g2

 (3.5)
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d(x) =


0

1
1− ε2 cos2 x3

0

−ε cosx3
1− ε2 cos2 x3


3.5 Modelo en Cascada

DeÞnición 3.1 Un sistema no-lineal

·
x = f(x) + g(x)u

y = h(x)
(3.6)

donde f : D → <n, g : D → <n y h : D → < son suÞcientemente suaves en el dominio
D ⊂ <n, se dice que tienen un grado relativo r , 1 ≤ r ≤ n, en una region Do ⊂ D Si

∂ψi
∂x
g(x) = 0, i = 1, 2, · · · , r − 1; ∂ψr

∂x
g(x) 6= 0

para todo x ∈ Do donde ψ1(x) = h(x) y ψi+1(x) = ∂ψi
∂x
f(x), i = 1, 2, · · · , r − 1

Si el sistema (3.6) tiene grado relativo r, entonces es linealizable entrada-salida. Si

tiene grado relativo n, entonces es linealizable entrada-estado y entrada-salida.

Ahora se veriÞcará esta condición para el modelo TORA usando (3.4), (3.5) y y =

h(x) = x3:

1.− Lgh(x)

Lgh(x) =
∂h
∂x
g(x) =

h
0 0 1 0

i

0

g1

0

g2

 = 0
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2.− LgLfh(x)

Lfh(x) =
∂h
∂x
f(x)

h
0 0 1 0

i

f1

f2

f3

f4

 = f3 = x4

LgLfh(x) =
∂(Lfh)

∂x
f(x) =

h
0 0 0 1

i

0

g1

0

g2

 = g2 6= 0

La planta tiene un grado relativo r=2, que es más pequeño que el orden de la planta

n=4, por lo que es linealizable entrada-salida. Para transformar (3.4) en la forma de

cascada con la parte lineal de máxima dimensión, se aplica el siguiente procedimiento:

Lgzi = 0, Ladf g(x)zi = 0, i = 1, 2

donde

adf g(x) =
∂g

∂x
f − ∂f

∂x
g

∂g
∂x
f =

0 0 0 0

0 0 ε sinx3
1−ε2 cos2 x3 + 2ε

3 cos2 x3
(1−ε2 cos2 x3)2 sin x3 0

0 0 0 0

0 0 − 2
(1−ε2 cos2 x3)2 ε

2 cosx3 sin x3 0




x2

−x1+ εx24 sinx3
1− ε2 cos2 x3

x4
ε cosx3(x1− εx24 sinx3)

1− ε2 cos2 x3

 =
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0³

ε sinx3
1−ε2 cos2 x3 + 2ε

3 cos2 x3
(1−ε2 cos2 x3)2 sinx3

´
x4

0

− 2
(1−ε2 cos2 x3)2ε

2 (cosx3 sin x3)x4

 =


0

ε (sin x3) (1+ ε
2 cos2 x3)

x4
1−2ε2 cos2 x3+ε4 cos4 x3

0

−2ε2 (cosx3 sin x3) x4
1−2ε2 cos2 x3+ε4 cos4 x3



∂f
∂x
g =

0 1 0 0

− 1
1−ε2 cos2 x3 0 F1 2εx4

sinx3
1−ε2 cos2 x3

0 0 0 1

ε cosx3
1−ε2 cos2 x3 0 F2 −2ε2x4 (cosx3) sinx3

1−ε2 cos2 x3




0

−ε cosx3
1− ε2 cos2 x3

0

1
1− ε2 cos2 x3

 =


−ε cosx3

1−ε2 cos2 x3
2εx4

sinx3
(1−ε2 cos2 x3)2

1
1−ε2 cos2 x3

−2ε2x4 (cosx3) sinx3
(1−ε2 cos2 x3)2

 =


ε cosx3
−1+ε2 cos2 x3

2εx4
sinx3

1−2ε2 cos2 x3+ε4 cos4 x3
− 1
−1+ε2 cos2 x3

−2ε2 (cosx3 sin x3) x4
1−2ε2 cos2 x3+ε4 cos4 x3


donde F1 = εx24

cosx3
1−ε2 cos2 x3 − 2

−x1+εx24 sinx3
(1−ε2 cos2 x3)2 ε

2 cosx3 sinx3,

F2 =
−εx1 sinx3+ε2x24 sin2 x3−ε2x24 cos2 x3

1−ε2 cos2 x3 − 2 εx1 cosx3−ε2x24 cosx3 sinx3
(1−ε2 cos2 x3)2 ε2 cosx3 sin x3
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∂g
∂x
f − ∂f

∂x
g =

0

ε (sin x3) (1+ ε
2 cos2 x3)

x4
1−2ε2 cos2 x3+ε4 cos4 x3

0

−2ε2 (cosx3 sinx3) x4
1−2ε2 cos2 x3+ε4 cos4 x3

−
ε cosx3
−1+ε2 cos2 x3

2εx4
sinx3

1−2ε2 cos2 x3+ε4 cos4 x3
− 1
−1+ε2 cos2 x3

−2ε2 (cosx3 sin x3) x4
1−2ε2 cos2 x3+ε4 cos4 x3

 =


−ε cosx3

−1+ε2 cos2 x3
ε (sin x3) (1+ ε

2 cos2 x3)
x4

1−2ε2 cos2 x3+ε4 cos4 x3 − 2εx4 sinx3
1−2ε2 cos2 x3+ε4 cos4 x3

1
−1+ε2 cos2 x3

0

 =
−ε cosx3

−1+ε2 cos2 x3
εx4

sinx3
−1+ε2 cos2 x3

1
−1+ε2 cos2 x3

0


Un conjunto de ecuaciones para las ecuaciones anteriores es:

z3 = x1 + ε sinx3

z4 = x2 + εx4 cosx3

VeriÞcando:
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Lgz3 =
∂z3
∂x
g =

h
1 0 ε cosx3 0

i


0

−ε cosx3
1− ε2 cos2 x3

0

1
1− ε2 cos2 x3

 = 0

Lgz4 =
∂z4
∂x
g =

h
0 1 −εx4 sinx3 ε cosx3

i


0

−ε cosx3
1− ε2 cos2 x3

0

1
1− ε2 cos2 x3

 = 0

Ladf g(x)z3 =
∂z3
∂x

adf g(x) =
h
1 0 ε cosx3 0

i

−ε cosx3

−1+ε2 cos2 x3
εx4

sinx3
−1+ε2 cos2 x3

1
−1+ε2 cos2 x3

0

 = 0

Ladf g(x)z4 =
∂z4
∂x

adf g(x) =
h
0 1 −εx4 sin x3 ε cosx3

i

−ε cosx3

−1+ε2 cos2 x3
εx4

sinx3
−1+ε2 cos2 x3

1
−1+ε2 cos2 x3

0

 = 0

Las nuevas variables de estado en la parte linearizada del sistema transformado pueden

ser obtenidas eligiendo z1 (x) tal que:

Lgz1 = 0, Ladf g(x)z1 6= 0

y con los vectores:

47



µ
∂z1
∂x

¶T
,

µ
∂z3
∂x

¶T
,

µ
∂z4
∂x

¶T
sean linealmente independientes [23]. La solución mas simple a estas condiciones es:

z1 = x3

z2 = Lfz3 =
∂z3
∂x
f =

h
0 0 1 0

i


x2
−x1+ εx24 sinx3
1− ε2 cos2 x3

x4
εx1 cosx3− ε2x24 cosx3 sinx3

1− ε2 cos2 x3

 = x4

veriÞcando:

µ
∂z1
∂x

¶T
,

µ
∂z3
∂x

¶T
,

µ
∂z4
∂x

¶T
=


0 1 0

0 0 1

1 ε cosx3 −εx4 sin x3
0 0 ε cosx3

 , rank : 3

Lgz1 =
∂z1
∂x
g =

h
0 0 1 0

i


0

−ε cosx3
1− ε2 cos2 x3

0

1
1− ε2 cos2 x3

 = 0

Ladf g(x)z1 =
∂z1
∂x

adf g(x) =
h
0 0 1 0

i

−ε cosx3

−1+ε2 cos2 x3
εx4

sinx3
−1+ε2 cos2 x3

1
−1+ε2 cos2 x3

0

 =
1

−1+ ε2 cos2 x3 6= 0

Asi, las nuevas variables de estado son:
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x1 = z3 − ε sinx3
x2 = z4 − εx4 cosx3
x3 = z1

x4 = z2

Se calcula el sistema transformado:

z1 = h(x) =⇒ ·
z1=

∂h
∂x

·
x= Lfh(x) + Lgh(x)u = x4

z2 = Lfh(x) =⇒ ·
z2=

∂Lfh(x)

∂x

·
x= L2fh(x) + LgLfh(x)u = f4 + g2u

z3 = Lfz3(x) =⇒ ·
z3=

∂z3
∂x
f =

=
h
1 0 ε cosx3 0

i


x2
−x1+ εx24 sinx3
1− ε2 cos2 x3

x4
εx1 cosx3− ε2x24 cosx3 sinx3

1− ε2 cos2 x3


= x2 + ε (cosx3)x4

z4 = Lfz4(x) =⇒ ·
z4=

∂z4
∂x
f =

=
h
0 1 −εx4 sin x3 ε cosx3

i


x2
−x1+ εx24 sinx3
1− ε2 cos2 x3

x4
εx1 cosx3− ε2x24 cosx3 sinx3

1− ε2 cos2 x3


= f2 + f3 (−εx4 sin x3) + f4 (ε cosx3) = −x1
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El sistema se reescribe de la siguiente forma:

·
z1= z2
·
z2=

ε cos z1
1− ε2 cos2 z1

(z3 − ε(1+ z24) sin z1 − F ) + 1
1− ε2 cos2 z1

u
·
z3= z4
·
z4= −z3 + ε sin z1 + F
y = z2

(3.7)

En el resto del trabajo, ver [16], se asume que no existen perturbaciones, i.e. F = 0.

Observación 3.1 El modelo Lagrangiano, Normalizado y el de primer orden son utiliza-

dos para la identiÞcación de este sistema usando RND. El modelo en cascada se obtuvo

para implemetar una acción de control usando este modelo via redes neuronales dinámi-

cas.
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Capítulo 4

IdentiÞcación de Sistemas

No-lineales

4.1 Introducción

La identiÞcación es uno de los puntos esenciales en la teoria de control en el caso cuando no

se cuenta con la información completa del sistema. Un solución efectiva es utilizar RNA,

pues han mostrado ser una herramienta muy útil para identiÞcar sistemas no-lineales

complejos [10], aun cuando la planta es considerada como una �caja negra�. Los neuro-

identiÞcadores pueden ser clasiÞcados como estáticos y dinámicos [3]. La mayoria de las

publicaciones que presentan la identiÞcacación de sistemas no-lineales usan RNE, como

por ejemplo el perceptrón multicapa, el cual es implementado para la aproximación de

funciones no-lineales que se encuentran en el lado derecho de la ecuación que representa

la dinamica del modelo [42]. La principal desventaja de las RNE es que la regla de

actualización de los pesos utiliza información local contenida en la estructura de los

datos que se le presentan, por otra parte, la función de aproximación es sensible a los

datos utilizados para su entrenamiento [13]. Las RND pueden superar exitosamente esta

desventaja dado que su estructura incorpora una retroalimentacion [19] [36] [48].

En el caso cuando no se cuenta con la medición de todos los estados del sistema, lo
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cual puede ser un grave problema cuando la planta tiene una gran cantidad de estados

internos. Para resolver este problema existen al menos dos formas:

1. Usar una RNA que contenga un observador tipo Luenberger [17] [49], donde la

RNA debe tener la misma dimension de los estados de la planta. Dado que solo

se cuenta el error de la salida, los pesos correspondientes a los estados internos no

cambian cuando se aplica la regla de aprendizaje. Asi, se requiere añadir otros

terminos, como un termino de retraso [49] o un termino lineal [17].

2. Utilizar el �principio de separación�, i.e, un observador de los estados y un sis-

tema de identiÞcación son tratados de forma separada. La diÞcultad radica en que

ninguna otra informacion de la planta puede ser utilizada, por lo que un observador

no-lineal libre de la estructura del sistema se requiere, como lo es un observador de

alta ganancia [26]. Sin embargo, el observador de alta ganancia rquiere que el sis-

tema no-lineal tenga una forma linealizada, esta condición no es aceptable cuando

se busca identiÞcar un sistema que se considera como una �caja negro�. Por lo que

un observador de modo deslizante [14] es usado.

En este trabajo, se utiliza la segunda forma para resolver este problema, dado que no

se busca tratar con términos.como los retrasos y el capítulo trata en su mayor parte al

problema de identiÞcación.

4.2 Redes Neuronales Dinámicas de una capa para

IdentiÞcación de Sistemas No-lineales

4.2.1 Estructura de la red neuronal de una capa

El sistema no-lineal a ser identiÞcado es de la forma:

·
xt= f(xt, ut, t), xt ∈ <n, ut ∈ <m (4.1)
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Diferentes redes neuronales se proponen en [36, 37, 19, 31], en esta seccion se analizará

la siguiente red neuronal de una capa [48]:

.bxt= Abxt +W1,tσ(bxt) +W2,tφ(bxt) ut (4.2)

donde bxt ∈ <n son los estados de la red neuronal, ut ∈ <n es el control dado,W1,t ∈ <n×n,
W2,t ∈ <n×n son las matrices de pesos, A ∈ <n×n es una matriz estable. σ(·) ∈ <n es
una funcion vectorial sigmoidal,. φ(·) ∈ <n×m es una matriz diagonal, i.e.

φ(bxt) = diag(φ1(bx1) · · ·φn(bxn))
Los elementos σi(·) (como los de φi(.)) son usualmente funciones sigmoidales, i.e.

σi(xi) =
ai

1+ e−bixi
− ci.

Esta red neuronal dinámica es la mas simple, ya que no contiene capas ocultas.

4.2.2 Preliminares

Considerese las siguientes suposiciones:

Suposición 4.1 (A1) : El control ut es seleccionado como acotado, entonces :

ut ≤ u

En el caso general, cuando la RND (4.2) no puede identiÞcar exactamente el sistema

no-lineal dado (4.1), el sistema no-lineal (4.1) puede ser representado como:

·
xn= axn +W

∗
1 σ(x) +W

∗
2 φ(x) ut +

eft. (4.3)

donde eft es el error de modelado, W ∗
1 , W

∗
2 , V

∗
1 y V

∗
2 son matrices constantes. Dado

que las funciones sigmoidales σ y φ son uniformente acotadas, es razonable asumir que
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las dinámicas no-modeladas eft, satisfacen la siguiente suposicion:
Suposición 4.2 (A2) Existe una constante positiva η tal que

°°° eft°°°2
∆f
≤ η, Λf = Λ

T
f > 0

DeÞnición 4.1 Sea el error de identiÞcación:

∆t := x− bx
Suposición 4.3 (A3) Es claro que las funciones sigmoidales, comúnmente usadas en

las redes neuronales satisfacen la condición de Lipschitz, basado en el Lema 1 (ver

Apéndice) se concluye que:

eσTt Λ1eσt ≤ ∆Tt Λσ∆t, ³eφtut´T Λ2 ³eφtut´ ≤ u2∆T
t Λφ∆t

donde eσt := σ(xt)− σ(bxt), eφt := φ(xt)− φ(bxt)fW1,t := W
∗
1 −W1,t, fW2,t := W

∗
2 −W2,t

Λσ y Λφ son matrices deÞnidas positivas.

Se conoce [44] que si la matriz A es estable, el par (A,R1/2) es controlable, el par

(Q1/2, A) es observable, y la condición especial local de frecuencia o su matriz equivalente:

ATR−1A−Q ≥ 1

4

£
ATR−1 −R−1A¤R £ATR−1 −R−1A¤T ≥ 0 (4.4)

se cumple, entonces la matriz de Riccati

ATP + PA+ PRP +Q = 0 (4.5)

tiene una solución positiva. Siguiendo este hecho, se introduce adicionalmente la siguiente

suposición
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Suposición 4.4 (A4) Para una matriz estable A dada, existe una matriz estrictamente

positiva Q1 tal que la ecuación de la matriz de Riccati (4.5) con:

R = 2W 1 + 2W 2 + Λ
−1
f , W 1 :=W

∗T
1 Λ

−1
1 W

∗
1 , W 2 := W

∗T
2 Λ

−1
2 W

∗
2

Q = Q1 + Λσ + u
2Λφ,

tiene una solución positiva. Estas condiciones se cumplen facilmente si se selecciona A

como una matriz diagonal estable.

4.2.3 Regla de Actualización de Pesos

La regla dinámica de acualización de los pesos dada por:

·
W 1,t= −st

£
k1P∆tσ(bxt)T ¤

·
W 2,t= −st

£
k2P ∆tutφ(bxt)T ¤ (4.6)

donde ki ∈ <1 (i = 1, 2), P es la solución de la ecuación matricial de Riccati dada por
(4.5). Las condiciones iniciales son W1,0 = W ∗

1 , W2,0 = W ∗
2 . st es la función de zona

muerta deÞnida como:

st :=

·
1− µ

kP 1/2∆k
¸
+

, [z]+ =

 z

0

z ≥ 0
z < 0

(4.7)

µ =
η

λmin

³
P−

1
2Q1P

− 1
2

´ (4.8)

4.2.4 Análisis de Estabilidad

Teorema 4.1 Se considera el sistema no-lineal (4.1) y la red neuronal de una capa (4.2).

Si se cumplen las suposiciones A1-A4 y los pesos de esta red se ajustan de acuerdo a (4.6).

Los siguientes hechos se cumplen:

∆t,W1,t,W2,t ∈ L∞ (4.9)
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el error de identiÞcación ∆t satisface el siguiente desempeño de seguimiento:

lim sup
T→∞

1

T

Z T

0

∆Tt Q1∆tstdt ≤ η (4.10)

Prueba. De (4.2) y (4.3) la ecuación del error puede ser expresada como:

·
∆t= A∆t +fW1,tσ +fW2,tφut +W

∗
1 eσt +W ∗

2
eφtut + eft. (4.11)

donde σ,φ,fW1,t,fW2,t se deÞnen en A3. Sea la función candidata de Lyapunov:

Vt :=
h°°°P 1

2∆t

°°°− µi2
+
+ tr

hfW T
1,tK

−1
1
fW1,t

i
+ tr

hfW T
2,tK

−1
2
fW2,t

i
(4.12)

donde P = P T > 0, entonces con base en el Lema 2 (ver Apéndice), se calcula la derivada

de Vt:

úVt ≤ 2
h°°°P 1

2∆t

°°°− µi
+

³
P
1
2∆t

´T°°°P 1
2∆t

°°° P
1
2

·
∆t +2tr

" ·fW T

1,t K
−1
1
fW1,t

#
+ 2tr

" ·fW T

2,t K
−1
2
fW2,t

#

= 2

·
1− µ

°°°P 1
2∆t

°°°−1¸
+

∆tP
·
∆t +2tr

" ·fW T

1,t K
−1
1
fW1,t

#
+ 2tr

" ·fW T

2,t K
−1
2
fW2,t

#
(4.13)

Si se deÞne st como en (4.7), entonces (4.13) queda como:

úVt ≤ st2∆Tt P
·
∆t +2tr

" ·fW T

1,t K
−1
1
fW1,t

#
+ 2tr

" ·fW T

2,t K
−1
2
fW2,t

#

De (4.11) se tiene:

2∆T
t P

·
∆t= 2∆

T
t PA∆t+

2∆Tt P
³fW1,tσ +fW2,tφut +W

∗
1 eσt +W ∗

2
eφtut + eft´ (4.14)
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Usando la desigualdad matricial:

XTY +
¡
XTY

¢T ≤ XTΛ−1X + Y TΛY (4.15)

la cual es valida para cualquier X,Y ∈ <n×k y para cualquier matriz deÞnada positiva
0 < Λ = ΛT ∈ <n×n, de A2 el error de modelado 2∆Tt P eft puede ser estimado como:

2∆Tt P
eft ≤ ∆Tt PΛ−1f P∆t + efTt Λf eft ≤ ∆Tt PΛ−1f P∆t + η (4.16)

Usando A3 los términos ∆T
t P
³
W ∗
1 eσt +W ∗

2
eφtut´ en (4.14) pueden ser reescritos como:

2∆Tt PW
∗
1 eσt ≤ ∆Tt PW ∗

1Λ
−1
1 W

∗T
1 P∆t + eσTt Λ1eσt ≤ ∆T

t

¡
PW 1P + Λσ

¢
∆t

2∆T
t PW

∗
2
eφtut ≤ ∆T

t

¡
PW 2P + u

2Λφ
¢
∆t.

(4.17)

Dado que st ≥ 0 y usando (4.14), (4.17), (4.16). La ecuación (4.13) se reescribe como

·
V t≤ st∆Tt L∆t + Lw1 + Lw2 −∆Tt Q1∆tst + ηst (4.18)

donde
L = ATP + PA+ PRP +Q,

Lw1 = 2tr

" ·fW T

1,t k
−1
1
fW1,t

#
+ 2∆T

t PfW1,tσst

Lw2 = 2tr

" ·fW T

2,t k
−1
2
fW2,t

#
+ 2∆T

t PfW2,tutst

Usando A4 y la regla de actualizacion (4.6) y dado que

·fW 1,t= −
·
W 1,t,

·fW 2,t= −
·
W 2,t

se obtiene:

Lw1 = 0, Lw2 = 0
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Finalmente, de (4.18) se obtiene que:

·
V t≤ −st

£
∆Tt Q0∆t − η

¤
(4.19)

El lado derecho de esta desigualdad puede ser estimada de la siguiente forma:

·
V t≤ −stλmin

³
P

1
2Q1P

− 1
2

´µ°°°P 1
2∆t

°°°2 − µ¶ ≤ 0 (4.20)

donde µ es deÞnido como en (4.8). Asi, Vt es acotada, por lo que (4.9) es probada.

Desde que 0 ≤ st ≤ 1, de (4.20) se tiene:

·
V t≤ −∆Tt Q1∆tst + ηst ≤ −∆T

t Q0∆tst + η

Integrando (4.19) de 0 hasta T se obtine:

VT − V0 ≤ −
Z T

0

∆TQ0∆stdt+ η

asi, Z T

0

∆TQ1∆stdt ≤ V0 − VT + ηT ≤ V0 + ηT

Dado que W1,0 = W
∗
1 y W2,0 = W

∗
2 , V0 estan acotadas, (4.10) es probada.

Observación 4.1 (C1) La estructura (4.2) de la RND de una capa es mas sencilla y al

ser utilizada para identiÞcar un sistema, para un sistema no-lineal dado (caso particular)

esta RND puede llegar a obtener mejores resultados que otras estructuras mas complejas

(RND multicapa), entonces puede ser utilizada para obtener la acción de control propuesta

en el diseño de un control indirecto.

4.2.5 Simulaciones

Problema 4.1 IdentiÞcar los 4 estados del sistema no lineal TORA (3.7), usando una

red neuronal dinámica de una capa (4.2).
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Solución 4.1 Se usa la red neuronal dinámica de una capa (4.3), junto con la regla de

actualización de pesos (4.6) y W1,t ∈ R4×4, W2,t ∈ R4×4, σ(x) = 2
(1+e−2x) − 0.5. Las

condiciones iniciales para las matrices de los pesos son:

W1,0 = W2,0 =


1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1


con η = 0.2, k1,2 := 1006, para la identiÞcación de sistema. La simulaciones se llevaron

acabo usando el paquete matlab y el simulink, el diagrama general se muestra en la Þgura

B-1 . Los resultados obtenidos de identiÞcación de los 4 estados se muestran en las

Þguras 4-1, 4-2, 4-3, 4-4.

                                     1�x

                   1x

0 5 10 15
0

1

2

3

4

5

6

Figura 4-1: IdentiÞcación usando una RND con una capa del estado q.

Observación 4.2 Como se puede ver en las Þguras anteriores, en el caso particular del

sistema no lineal TORA, el resultado de identiÞcación obtenido por la RND de una capa,

es muy satisfactorio, lo cual, puede ser muy útil en el diseño de un control indirecto.

59



                                             2�x

                     2�x
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Figura 4-2: IdentiÞcación usando una RND con una capa del estado
·
q.

                                   3�x

                 3x
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Figura 4-3: IdentiÞcación usando una RND con una capa del estado θ.
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                                              4�x

                          4�x

0 5 10 15
-5

0

5

Figura 4-4: IdentiÞcación usando una RND con una capa del estado
·
θ .

Observación 4.3 El rango de ajuste de las ganancias k1,2 estan entre [500, 1300] por lo

que la sintonización fue fácíl hasta obtener le valor Þnal de 1006.

4.3 Estimación de los estados internos de un sistema

no-lineal

4.3.1 Introducción

Existen algunas publicaciones usan la suposición de tener completa acesibilidad a los

estados del sistema [15]. Pero en realidad esto no es siempre valido. En el caso cuando

sólo la entrada y la salida es medible, una red neuronal compleja puede relacionar los

pares entrada-salida. Si el sistema no-lineal tiene muchos estados internos, el mapeo

entrada-salida no es suÞciente para modelar totalmente el sistema no-lineal. Por lo que

se puede utilizar un observador para estimar los estados internos, entonces poder utilizar

todos los estados para identiÞcar el sistema no-lineal.

Muchos de los observadores no-lineales están basados en la estructura de la planta. En
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el caso cuando sólo se cuenta con los pares entrada/salida, este es un problema bastante

diÞcil que no ha recibido mucha atención, en comparación a los trabajos que se han

enfocado en la modiÞcacion de las redes neuronales. Por lo cual en esta sección, se propone

la combinacion de un observador no-lineal libre de la estructura del sistema [18] con una

RND para atacar este problema, obteniendo un buen resultado en la identiÞcación del

sistema no-lineal del cual no se tiene completo acceso a sus estados.

4.3.2 Observador de modo deslizante

En general (3.4) puede ser escrito como.

·
xt= f(xt, ut)

yt = Cxt
(4.21)

donde xt ∈ <n es el estado de la planta, ut ∈ < es el control de entrada, yt ∈ < es la
salida medible. La clase de sistemas no-lineales descritos de esta forma pueden tratarse

con la siguiente suposición. Transformando el sistema (4.21) en la forma normal:

·
xt= Axt + F (xt, ut)

yt = Cxt
(4.22)

donde F (xt, ut) := f(xt, ut) − Axt, A es una matrix especial tal que el par (A,C) es

observable. Ahora, se construye un observador independiente del modelo del sistema:

Un observador de modo deslizante como:

·
xt= Axt + S (xt, e)−Ket

yt = Cxt
(4.23)

DeÞnición 4.2 Sea el error de salida:

et = yt − yt = C∆t = C (xt − xt) (4.24)
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donde ∆t es el error de observación

S (xt, et) es seleccionado como:

S (xt, et) = −P
−1CTC∆t
kC∆tk ρ, (4.25)

Asi, la derivada del error de observacion es:

·
∆t= A∆t + S (xt, et)−KC∆t − F (xt, ut)
= (A−KC)∆t + S (xt, et)− F (xt, ut)

= A0∆t + S (xt, et)− F (xt, ut)

donde A0 := A−KC. Dado que (A,C) es observable, esto signiÞca que existe K tal que

A0 es estable. Asi, existe Q > 0 tal que la siguiente ecuación algebraica de Lyapunov

tiene una solución P > 0.

AT0 P + PA0 = −Q, Q = QT > 0

Suposición 4.5 (A1) Para la función no-lineal f(xt, uu), se asume que satisface:

f(xt, ut)−Axt = −P−1CTh(xt, ut)

donde h (xt, ut) esta acotada por: kh (xt, ut)k < ρ, ρ > 0.

4.3.3 Diagrama de diseño

Algoritmo 4.1 El proceso de diseño de la dinámica de un observador de este tipo se

muestra en la Fig.4-5
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Seleccionar A

(A,C)
 observable?

No

Seleccionar K > 0

A0=A-KC
 estable?

Si

Si

No

Inicio

 1

Solucion 
 P > 0?

No

Seleccionar Q > 0

Seleccionar h(x) acotada

-P-1 CT h = f-Ax

No

Si

Si

Fin

 1

Figura 4-5: Diagrama de diseño del observador.
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4.3.4 Análisis de Estabilidad

Teorema 4.2 Bajo la suposición A1, el error de observación entre el observador de

modo deslizante (4.23) y el sistema no-lineal (4.21) es asintóticamente estable.

lim
t→∞

∆t = 0 (4.26)

Prueba. Se considera la siguiente función candidata de Lyapunov :

Vt = ∆
T
t P∆t

Calculando su derivada

·
V t= ∆

T
t

¡
AT0 P + PA0

¢
∆t + 2∆

T
t P [S (xt, et)− F (xt, ut)] .

Usando A1

F (xt, ut) = −P−1CTh(xt, ut), kh(xt, ut)k < ρ.

y aplicando (4.25), se tiene

·
V t= −∆Tt Q∆t + 2∆T

t C
Th(xt, ut)− 2∆

T
t C

TC∆t
kC∆tk ρ

= −∆Tt Q∆t + 2∆
T
t C

Th(xt, ut)− 2 kC∆tk ρ
≤ −∆T

t Q∆t + 2 kC∆tk (kh(xt, ut)k− ρ) < 0

dado que
·
V t< 0 se obtiene que el error de observación ∆ es asistóticamente estable, así

lim
t→∞

∆t = 0.

Observación 4.4 El observador de alta ganancia (4.23) no depende de la planta no-

lineal (4.21) o de (3.4), sólo se requiere la salida y.

Observación 4.5 Para eliminar el castañeo que se presenta en las dinámicas no mode-
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ladas de alta frecuencia. El siguiente compensador acotado es usado

S (xt, et) = −P
−1CTC∆t
kC∆tk ρ =

 −ρP−1CTsign (C∆t)
−ρP−1CTC∆t/δ

|C∆t| ≥ δ
|C∆t| < δ

(4.27)

Este ofrece una aproximación continua de las discontinuidades que se presentan al usar

el observador de modo deslizante, así el compensador acotado garantiza que el error de

observación permanecera dentro de una vecindad del origen [9].

4.3.5 Simulaciones

Ejemplo 4.1 Se aplicará el algoritmo de diseño al sistema TORA

1.- Seleccionar A, y checar que el par (A,C) sea observable .

A =

 0 1

1 0

 , C =
h
1 0

i

Para veriÞcar que el par (A,C) sea observable, se debe calcular la siguiente matriz, la

cual debe tener rango completo:

rango

 C

CA

 = 2
C =

h
1 0

i
, CA =

h
1 0

i 0 1

1 0

 = h 0 1
i

rango

 1 0

0 1

 = 2
Por lo tanto, el par (A,C) es observable por lo tanto existe K tal que A0 = A −KC es

estable

2.- Seleccionar K > 0 para que la matriz A0 sea estable. Si tomamos K =

 2
2
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entonces.
A0 = A−KC

A0 =

 0 1

1 0

−
 2

2

 h 1 0
i

A0 =

 0 1

1 0

−
 2 0

2 0


A0 =

 −2 1

−1 0


Se veriÞca que la matriz A0 resultante sea estable, obteniendo su polinomio característico

y sus raices, las cuales deben ser reales negativas:

det |sI −A0| = det
¯̄̄̄
¯̄
 s 0

0 s

−
 −2 1

−1 0

¯̄̄̄¯̄ = det
¯̄̄̄
¯̄
 s+ 2 −1

1 s

¯̄̄̄¯̄
polinomio caracteristico : s2 + 2s+ 1

raices : s1 = −1, s2 = −1

como las raíces tienen parte real negativa la matriz A0 es estable.

3.- Selecionar Q > 0 y obtener la solución P de la ecuación algebraica de Lyapunov

Q =

 3 1

8 3

 , A0 =

 −2 1

−1 0


A0P + PA

T
0 = −Q

la solución es:

P =

 1.5 −0.25
3.25 0


y es única, entonces se veriÞca que sea deÞnida positiva, utilizando la condición de

Sylvester:

P =

 1.5 −0.25
3.25 0

 =
 P1 P2

P3 P4
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realizando el cálculo de los menores

P1 = 1.5 > 0

det |P | = P1P4 − P2P3 = 0 + 0.8125 = 0.8125 > 0

asi la matriz P es deÞnida positiva..

4.- Obtener una funcion h(x) acotada a partir de las matrices P y A:

−P−1CTh = f − Ax

Podemos reescribir el sistema de la forma:

·
x1 = x2 (4.28)
·
x2 =

−x1 + εx24 sin x3
1− ε2 cos2 x3

= f1

x3 y x4 se consideran perturbaciones

·
x3 = x4 (4.29)
·
x4 =

ε cosx3 (x1 − εx24 sin x3)

1− ε2 cos2 x3
= f2

x1 y x2 se consideran perturbaciones
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5.- Se realiza el calculo de h para el sistema (4.28):

−P−1CTh = f − Ax

−
 0 0.3077

−4 1.8462

 1
0

 h =

 x2
f1

−
 0 1

1 0

 x1
x2

 0
4

 h =

 x2
f1

−
 x2
x1

 0

4 h

 =
 0

f1 − x1


h = 1

4
[f1 − x1]

Sustituyendo f1 :

h =
1

4

·−x1 + εx24 sin x3
1− ε2 cos2 x3

− x1
¸

h = −1
4

−2x1 + εx24 sin x3 + x1ε2 cos2 x3
−1+ ε2 cos2 x3

Se realiza el calculo de h para el sistema (4.29):

−P−1CTh = f − Ax

−
 0 0.3077

−4 1.8462

 1
0

 h =

 x4
f2

−
 0 1

1 0

 x3
x4

 0
4

 h =

 x4
f2

−
 x4
x3

 0

4 h

 =
 0

f2 − x3


h = 1

4
[f2 − x3]

Substituyendo f2 :

h =
1

4
[f2 − x3]
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h =
1

4

·
ε cosx3 (x1 − εx24 sin x3)

1− ε2 cos2 x3
− x3

¸
h = −1

4

ε cos (x3x1 − x3εx24 sin x3)− x3 + x3ε2 cos2 x3
−1+ ε2 cos2 x3

Una vez obtenido las funciones h , para el sistema TORA se plantea el siguiente

problema:

Problema 4.2 Estimar los estados x2, x4 que corresponden a los estados que describen

las velocidad del carro
·
q y la velocidad angular

·
θ respectivamente del sistema no lineal

TORA (3.2), usando un observador de modo deslizante .

Solución 4.2 Se usa un observador de modo deslizante (4.23), seleccionado ρ = 10, para

realizar la estimación La simulaciones se llevaron acabo usando el paquete matlab y el

simulink, el diagrama general se muestra en la Þgura B-2. Los resultados de observación

obtenidos de los 2 estados se muestran en las Þguras 4-6, 4-7.

                                     2�x

                                                           2x

0 2 4 6 8 10
-5

0

5

Figura 4-6: Resultados de observación para el modo deslizante del estado
·
q .

Observación 4.6 Como se puede ver en las Þguras anteriores, el castañeo provocado por

la función signo, da como resultado una estimación muy pobre, por lo que se sustituye por
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                                                           4�x

                            4x

0 2 4 6 8 10

-5

0

5

Figura 4-7: Resultados de observación para el modo deslizante del estado
·
q .

0 2 4 6 8 10

-10

-5

0

5

10
2�x

2x

Figura 4-8: Resultados de observación usando el compensador del estado
·
q .
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0 2 4 6 8 10

-6

-4

-2

0

2

4

6

4�x

4x

Figura 4-9: Resultados de observación usando el compesador del estado
·
θ .

el compensador acotado (4.27). Los resultados de observación obtenidos de los 2 estados

usando este compensador se muestran en las Þguras , 4-8, 4-9.

Observación 4.7 El ajuste de la mayoria de las ganacias esta entre [−10,−1] , siendo
−50 el valor mas grande utilizado.

4.4 Redes Neuronales Dinámicas Multicapa para Iden-

tiÞcación de Sistemas No-lineales con medición

parcial de sus estados

4.4.1 Planteamiento del Problema

De una entrada u y una salida y es posible identiÞcar al sistema no-lineal (4.21) o (3.4)

via redes neuronales dinámicas, sin embargo, este modelo neuronal puede sólo reßejar la

relacion entrada/salida. En la sección anterior se muestró la estimación asimptótica de

los estados internos, si estos estados xi en (4.23) son usados para identiÞcar el sistema,
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el modelo de la RND podra aproximar completamente el sistema no-lineal.

Problema 4.3 La meta de identiÞcación es hacer que los estados del modelo neuronal

(4.33) sigan a los de la planta real (4.21) o (3.4).

DeÞnición 4.3 Sea la siguiente semi-norma:

kzk2R =lim sup
τ→∞

1

τ

τZ
0

zT (t)Rz (t) dt, (4.30)

donde R = RT > 0

Para resolver este problema, puede ser formulado con el siguiento criterio:

Jmin = min
W
J, J = kx− bxk2R (4.31)

Asi, para cualquier η > 0, se tiene

J ≤ (1+ η) kx− xk2R +
¡
1+ η−1

¢ kx− bxk2R . (4.32)

el mínimo del término kx− xk2R ya ha sido resuelto en la sección anterior. Seleccionando
�R = (1+ η−1)R, ahora podemos reformular nuestro objetivo de identiÞcación como:

minimizar el término kx− bxk2R. Entonces
DeÞnición 4.4 Sea el error de identiÞcación:

∆ := x− bx.
4.4.2 Estructura de la red neuronal dinámica multicapa

Considere la siguiente RND, para identiÞcar el sistema no-lineal:

.bxt= Abxt +W1,tσ(V1,tbxt) + ut (4.33)
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donde ∀t ∈ [0,∞), el vector bxt ∈ <n son los estados de la RND, A ∈ <n×n es la matriz
estable la cual puede ser seleccionada despues. Las matrices W1,t ∈ <n×m y V1 ∈ <m×n

son los pesos que describen las conexiones entre las capas ocultas y la de salida, ut ∈ Rn es
el campo vectorial de control dado. σ (·) ∈ Rm son las funciones vectoriales sigmoidales.
Los elementos σi(·) son usualmente funciones sigmoidales, i.e.,

σi(xi) =
ai

1+ e−bixi
− ci.

La estructura de este sistema dinámico se muestra en la Þgura (4-10).

±°²¯
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±°²¯

±°²¯
σ2

σmf

f -
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Á

µ

-

±°²¯

±°²¯
Σ

Σ

z

w

:

~

µ

:

-

-
qqq

qqq qqq
v1,11

v1,mn

w1,11

w1,nm

x1

xn

qr

r
qqq

-

-

Σ-

-

?
- -

-

-

-

u1

uj

-

-

a1,1

an,n

qqq

R
6

Figura 4-10: Estructura general de una red neuronal dinámica.

4.4.3 Preliminares

Considerese las siguientes suposiciones:

Suposición 4.6 (A1) El control ut es seleccionado como acotado, entonces:

ut ≤ u
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En el caso general, cuando la RND (4.33) no puede identiÞcar exactamente el sistema

no-lineal dado (4.21), el sistema no-lineal (4.21) puede ser representado como:

·
xt= Axt +W

∗
1 σ(V

∗
1 xt) + ut +

eft. (4.34)

donde eft es el error de modelado, W ∗
1 y V ∗1 son matrices constantes. Dado que las

funciones sigmoidales σ y φ son uniformente acotadas. Es razonable asumir que las

dinámicas no-modeladas eft, satisfacen la siguiente suposición:
Suposición 4.7 (A2) Existe una constante positiva η tal que

°°° eft°°°2
Λf
≤ η, Λf = Λ

T
f > 0

DeÞnición 4.5 Sea el error de identiÞcación:

∆t := xt − bxt
Suposición 4.8 (A3) Es claro que las funciones sigmoidales, comúnmente usadas en

las redes neuronales satisfacen la condición de Lipschitz, basado en el Lema 1 (ver

Apéndice) se concluye que

eσTt Λ1eσt ≤ ∆Tt Λσ∆t, eσ0t = Dσ eV1,tbxt + νσ
donde: eσt := σ(V ∗1 xt)− σ(V ∗1 bxt), eσ0t := σ(V ∗1 bxt)− σ(V1,tbxt),

Dσ =
∂σT (Z)
∂Z

|Z=V1,tbxt∈ Rm×m, kνσk2Λ1 ≤ l1
°°°eV1,tbxt°°°2

Λ1
, l1 > 0eV1,t := V ∗1 − V1,t, fW1,t :=W

∗
1 −W1,t,

Λ1 y Λσ son matrices deÞnidas positivas.
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Se conoce [44] que si la matriz A es estable, el par (A,R1/2) es controlable, el par

(Q1/2, A) es observable, y la condición especial local de frecuencia o su matriz equivalente:

ATR−1A−Q ≥ 1

4

£
ATR−1 −R−1A¤R £ATR−1 −R−1A¤T ≥ 0 (4.35)

se cumple, entonces que la matriz de Riccati

ATP + PA+ PRP +Q = 0 (4.36)

tiene una solución positiva. Siguiendo este hecho, se introduce adicionalmente la siguiente

suposición:

Suposición 4.9 (A4) Para una matriz estable A dada, existe una matriz estrictamente

positiva Q1 tal que la ecuacion de la matriz de Riccati (4.36) con

R = 2W 1 + Λ
−1
f , W 1 :=W

∗T
1 Λ

−1
1 W

∗
1 ,

Q = Q1 + Λσ,
(4.37)

tiene una solución positiva. Estas condiciones se cumplen facilmente si se selecciona A

como una matriz diagonal estable.

4.4.4 Regla de Actualización de Pesos

La regla dinámica de acualización de los pesos dada por

·
W 1,t= −st

h
K1P∆tσ

T −K1P∆tbxTt eV T1,tDσi
·
V 1,t= −st

h
K2PW1,tDσ∆tbxTt − l1

2
K2Λ1eV1,tbxtbxTt i (4.38)

donde Ki ∈ Rn×n (i = 1, 2) son matrices positivas deÞnidas, P es la solución de la

ecuación matricial de Ricatti dada por (4.36). Las condiciones iniciales son W1,0 = W
∗
1 ,
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V1,0 = V
∗
1 .st es la función de zona muerta deÞnida como:

st :=

·
1− µ1

kP 1/2∆k
¸
+

, [z]+ =

 z

0

z ≥ 0
z < 0

(4.39)

µ =
η

λmin

³
P−

1
2Q1P

− 1
2

´ (4.40)

4.4.5 Análisis de Estabilidad

Teorema 4.3 Se considera el sistema no-lineal (4.1) y la red neuronal de una capa

(4.33). Si se cumplen las suposiciones A1-A4 y los pesos de esta red se ajustan de

acuerdo a (4.38). Los siguientes hechos se cumplen:

∆t,W1,t, V1,t ∈ L∞ (4.41)

el error de identiÞcación ∆t satisface el siguiente desempeño de seguimiento:

lim sup
T→∞

1

T

Z T

0

∆Tt Q1∆tstdt ≤ η (4.42)

Prueba. De (4.33) y (4.34) la ecuación del error puede ser expresada como:

·
∆t= A∆t +fW1,tσ +W

∗
1 eσt +W ∗

1 eσ0t + eft. (4.43)

Sea la función candidata de Lyapunov:

Vt :=
h°°°P 1

2∆t

°°°− µi2
+
+ tr

hfW T
1,tK

−1
1
fW1,t

i
+ tr

heV1,tK−1
3
eV T1,ti
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donde P = P T > 0, entonces con base en el Lema 2 (ver Apéndice), se calcula la derivada

de Vt:

úVt ≤ 2
h°°°P 1

2∆t

°°°− µi
+

³
P
1
2∆t

´T°°°P 1
2∆t

°°° P
1
2

·
∆t +2tr

" ·fW T

1,t K
−1
1
fW1,t

#
+ 2tr

· ·eV 1,t K−1
3
eV T1,t¸

= 2

·
1− µ

°°°P 1
2∆t

°°°−1¸
+

∆P
1
2

·
∆t +2tr

" ·fW T

1,t K
−1
1
fW1,t

#
+ 2tr

· ·eV 1,t K−1
3
eV T1,t¸

(4.44)

Si se deÞne a st como en (4.39), entonces (4.44) se tiene:

úVt ≤ st2∆TP
·
∆ +2tr

" ·fW T

1,t K
−1
1
fW1,t

#
+ 2tr

· ·eV 1,t K−1
3
eV T1,t¸

De (4.43) se tiene:

2∆T
t P

·
∆t= 2∆

T
t PA∆t + 2∆

T
t PW

∗
1 eσt + 2∆T

t PfW1,tσ + 2∆
T
t PW

∗
1 eσ0t (4.45)

Usando la desigualdad matricial:

XTY +
¡
XTY

¢T ≤ XTΛ−1X + Y TΛY (4.46)

la cual es valida para cualquier X,Y ∈ <n×k y para cualquier matriz deÞnada positiva
0 < Λ = ΛT ∈ <n×n, y usando A3 ∆Tt PW ∗

1 eσt en (4.45) puede ser reescrita como
2∆Tt PW

∗
1 eσt ≤ ∆Tt PW ∗

1Λ
−1
1 W

∗T
1 P∆t + eσTt Λ1eσt ≤ ∆T

t

¡
PW 1P + Λσ

¢
∆t (4.47)

Usando A3, el último término en (4.45) puede ser reescrita como:

2∆T
t PW

∗
1 eσ0t = 2∆Tt PW1,tDσ eV1,tbxt + 2∆T

t P
fW1,tDσ eV1,tbxt + 2∆Tt PW ∗

1 νσ (4.48)

78



El término 2∆Tt PW
∗
1 νσ en (4.48) puede ser reescrito como:

2∆Tt PW
∗
1 νσ ≤ ∆Tt PW ∗T

1 Λ
−1
1 W

∗
1P∆t + ν

T
σΛ1νσ ≤ ∆T

t PW 1P∆t + l1

°°°eV1,tbxt°°°2
Λ1

(4.49)

De A2 2∆T
t P
eft puede ser estimado como:
2∆Tt P

eft ≤ ∆T
t PΛ

−1
f P∆t +

efTt Λf eft ≤ ∆Tt PΛ−1f P∆t + stη (4.50)

Usando (4.45), (4.47), y (4.50) se reescribe como:

·
V t≤ st∆Tt L∆t + Lw1 + Lv1 − st∆Tt Q1∆t + stη (4.51)

donde:

L = ATP + PA+ PRP +Q,

Lw1 = 2tr

" ·fW T

1,t K
−1
1
fW1,t

#
+ 2st∆

T
t PfW1,tσ + 2st∆

T
t PfW1,tDσ eV1,tbxt,

Lv1 = 2tr

· ·eV 1,t K−1
3
eV T1,t¸+ 2st∆Tt PW1,tDσ eV1,tbxt + stl1 °°°eV1,tbxt°°°2

Λ1

Usando la regla de actualización (4.38), y dado que

·fW 1,t= −
·
W 1,t,

·eV 1,t= − ·
V 1,t

se obtiene

Lw1 = 0, Lv1 = 0

Finalmente, de (4.51) se obtiene que:

·
V t≤ −st

£
∆Tt Q0∆t − η

¤
(4.52)
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El lado derecho de esta desigualdad puede ser estimada de la siguiente forma:

·
V t≤ −stλmin

³
P

1
2Q1P

− 1
2

´µ°°°P 1
2∆t

°°°2 − µ¶ ≤ 0 (4.53)

donde µ es deÞnido como en (4.40). Asi, Vt es acotada, por lo que (4.41) es probada.

Desde que 0 ≤ st ≤ 1, de (4.53) se tiene:

·
V t≤ −∆Tt Q1∆tst + ηst ≤ −∆T

t Q0∆tst + η

Integrando (4.52) de 0 hasta T se obtiene:

VT − V0 ≤ −
Z T

0

∆TQ0∆stdt+ η

asi, Z T

0

∆TQ1∆stdt ≤ V0 − VT + ηT ≤ V0 + ηT

Dado que W1,0 = W
∗
1 , V1,0 = V

∗
1 , V0 estan acotadas, (4.42) es probada.

Observación 4.8 Se puede ver que la regla de actualizacion de pesos (4.38) de red neu-

ronal dinamica (RND) (4.33) tiene una estructura parecida al algoritmo de propagacion

hacia atras (backpropagation) de perceptrón multicapa (MLP) (ver [13]). Si consideramos

KiP como la taza de actualizacion, el primer termino K1P∆tσ
T corresponde exactamente

al esquema propuesto por dicho algoritmo (backpropagation). Los segundos términos son

nuevos elementos y son utilizados para asegurar que el aprendizaje sea estable.

Observación 4.9 Dado que la regla de aprendizaje propuesta es parecida al algoritmo

de propagacion hacia atras (backpropagation) con un término adicional, la estabilidad

global asimptótica del error es garantizada puesto que es derivada en base al enfoque de

Lyapunov. Asi el problema de mínimos locales (el cual es un punto importante en las

redes neuronales estáticas) no se presenta en este caso.
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4.4.6 Simulaciones

Problema 4.4 IdentiÞcar los 4 estados del sistema no lineal TORA (3.7), usando el

resultado obtenido de la estimación parcial de sus estados y una red neuronal dinámica

multicapa (4.33).

Solución 4.3 Se usa la red neuronal dinámica multicapa (4.34), junto con la regla de

actualización de pesos (4.38) y W1,t ∈ R4×3, V1,t ∈ R3×4, σ(x) = 2
(1+e−2x) − 0.5. Las

condiciones iniciales para las matrices de los pesos son:

W T
1,0 = V10 =


1 1 1 1

1 2 1 2

2 1 2 1


con η = 0.2, K1,2 := 350I4, para realizar la identiÞcación. La simulaciones se llevaron

acabo usando el paquete matlab y el simulink, el diagrama general se muestra en la Þgura

B-3. Los resultados obtenidos de identiÞcación de los 4 estados se muestran en las Þguras

4-11, 4-12, 4-13, 4-14.

Observación 4.10 Como se puede ver en las Þguras anteriores, el resultado de iden-

tiÞcación obtenido por la RND multicapa usando 2 estados estimados mediante un ob-

servador, es satisfactorio. Es importante mencionar que la RND multicapa usada para

obtener estos resultados corresponde al caso cuando W ∗
2 φ(V

∗
2 xt) := 1 , el caso general

cuando W ∗
2 φ(V

∗
2 xt) 6= 1, se muestra en el capítulo 6.

Observación 4.11 El rango de ajuste de las ganancias K1,2 estan entre [500, 1300] por

lo que la sintonización fue fácíl hasta obtener le valor Þnal de 300.
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Figura 4-11: IdentiÞcación con estimación del estado q.
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Figura 4-12: IdentiÞcación con estimación del estado
·
q .
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Figura 4-13: IdentiÞcación con estimación del estado θ.
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Figura 4-14: IdentiÞcación con estimación del estado
·
θ .
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Capítulo 5

Control Adaptable usando Redes

Neuronales Dinámicas

5.1 Introducción

Las redes neuronales son una herramienta muy efectiva para controlar sistemas no-lineales

complejos, cuando no se cuenta con información completa del modelo ó cuando se con-

sidera a la planta a ser controlada como una �caja negra�. Un panorama general del

control neuronal puede ser revisado en [15].

Existen dos tipos de control neuronal: El control directo [19] y el control indirecto [37].

El control neuronal directo, es aquel donde la RNA se coloca en cascada con el sistema a

ser controlado. El objetivo es que el sistema compuesto por la RNA y el sistema no-lineal

den como resultado un mapeo identidad entre la entrada y la salida del sistema.

En el control neuronal indirecto, el controlador se basa en la identiÞcación del sistema

no-lineal, por lo que el proceso de identiÞcación se convierte en la parte central de la

construcción del neuro-controlador. En esta dirección existen 2 tipos de estructuras: El

modelo serie-paralelo y el modelo paralelo [3]. El modelo serie-paralelo puede asegurar

que todas las señales estan acotadas, si la planta es BIBO estable como se muestra en

[3] para las redes neuronales multicapa de propagación hacia adelante y en [36] [19] para
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las RND. Muchos trabajos publicados utilizan este modelo, aprobechando este resultado

de estabilidad.

Por otra parte, el modelo paralelo es muy útil cuando se trabaja con sistemas con

ruido, dado que este modelo elimina los problemas del bias causados, por el ruido gener-

ado por la salida del sistema real [47], ademas dado que la identiÞcación de un modelo

usualmente se realiza fuera de linea, el modelo paralelo es mas adecuado. Sin embargo,

este modelo carece de veriÞcación teórica, por lo cual, se requiere cubrir esta carencia

para poder disfrutar de sus ventajas.

No existen muchos análisis de estabilidad en el campo del control neuronal, por lo

que existen pocos resultados publicados que se reÞeran al análisis de sistemas no-lineales

controlados por RND. En [19], [20] se presentan resultados de una version particular de

las redes neuronales de alto orden. En [31], [32] una cota al error de identiÞcación es

dado usando un análisis tipo Lyapunov. Es importante mencionar que la metodologia

del análisis de estabilidad presentada a continuacion es muy similar a la presentada en

[46].

5.2 Control Adaptable Directo

5.2.1 Planteamiento del Problema

La clase de sistemas no-lineales:

·
x1= x2
·
x2= x3
...

·
xn= f(x) + g(x)u

y = x1

(5.1)

con x = [x1, x2, . . . , xn]
T , f, g : <n → < funciones suaves desconocidas con f (0) = 0

85



Problema 5.1 Diseñar un neuro-controlador u que resuelva el problema de seguimiento

para el sistema (5.1), usando una red neuronal dinámica

5.2.2 Estructura de la red neuronal dinámica

La RND tiene la siguiente estructura:

·bx1= bx2
·bx2= bx3
...

·bxn= abxn +W1,tσ (V1,tbx) +W2,tφ (V2,tbx)uby = bx1
(5.2)

donde ∀t ∈ [0,∞), el vector bxt ∈ <n son los estados de la RND, a ∈ <, con a < 0 y sera
especiÞcado después. Las matricesWi ∈ <1×m, Vi ∈ <m×n.i = 1, 2 son los pesos de la red
que describen las conexiones de las capas ocultas y de salida, ut ∈ <1 es el control dado.
σ (·) ∈ <m es una función vectorial sigmoidal, φ(·) es <m×m una matriz diagonal, i.e.,

φ(·) = diag [φ1(V2,tbx)1 · · ·φm(V2,tbx)m] .
Los elementos de σi(·) (como los de φi(·)) son usualmente funciones sigmoidales, i.e.,

σi(xi) =
ai

1+ e−bixi
− ci.

5.2.3 Diseño del Neuro-controlador

La linearización por retroalimentación es muy útil para resolver el problema de seguimiento:

Problema 5.2 Dada una salida deseada yd (t), encontrar una acción de control u tal

que la planta siga una trayectoria deseada con una precisión aceptable (i.e. error de

seguimiento acotado), mientras que todos los estados del sistema y el control permanezcan
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acotados.

Para resolver este problema, se requieren establecer las siguientes suposiciones las

cuales son comunmente usadas. Primero defínase el vector:

xd (t) =
h
yd

·
yd . . . y

(n−1)
d

iT
Suposición 5.1 (A1) El vector de la trayectoria deseada xd (t) es continuo y disponible

para su medición , y kxd (t)k ≤ D con D una cota conocida.

DeÞnición 5.1 Sea el error de seguimiento:

e = x− xd

y el Þltro del error

r =
h
ΛT 1

i
e ∈ <1

donde Λ = [λ1,λ2, . . . ,λn−1]
T y los coeÞcientes del vector son apropiadamente selec-

cionados, tal que e → 0 exponencialmente como r → 0 ( sn−1 + λn−1sn−2 + . . . + λ1 es

Hurwitz). Asi la derivada en tiempo del Þltro del error se reescribe como:

·
r = f(x) + g(x)u+ Yd (5.3)

donde Yd = −x(n)d +
h
ΛT 0

i
e.

Ahora, dado que las funciones f, g no son conocidas, se elige la acción de control

uc ∈ R1 como:

uc =
1bg(x) h− bf(x) + vi (5.4)

donde

v = −Kvr − Yd. (5.5)
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Asi
·
r = f + gu+ Yd + v − v
= f + guc + Yd + v − v
= f +

h
(eg + bg)³1bg h− bf + vi´i+ Yd − Yd −Kvr − v

= −Kvr +
³
f − bf´+ (g − bg)uc

(5.6)

5.2.4 Preliminares

Suposición 5.2 (A2) El control ut es seleccionado como acotado, entonces:

ut ≤ u

La sub-estructura de (5.2) (sin el integrador), con entrada x y salida h :

h(x) = Wσ (V x)

Sea h(x) una función continua.

Suposición 5.3 (A3) Dado el tamaño de la red neuronal, existe W ∗ y V ∗ tal que

h(x) =W ∗σ (V ∗x) + εm (x) (5.7)

con εm (x) el error mínimo de reconstrucción de la red neuronal en u. Note que εm (x)

es mas pequeño cuando el número de neuronas m en la capa oculta se incrementa.

Suposición 5.4 (A4) Dado σ (V ∗x) ,xd (t), y un número lo suÞcientemente grande de

neuronas ocultas m. Sea el error de reconstrución de la red neuronal acotada de acuerdo

con

kεm (x)k =sup
x∈U

|h−W ∗σ (V ∗x)| ≤ ε ∀x ∈ U (5.8)

con ε una cota conocida.
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Suposición 5.5 (A5) Dado que σ es una función sigmoidal, satisface la condición de

Lipschitz, basado el Lema 1 (ver Appendix) se concluye que

eσTt Λ1eσt ≤ ∆Tt Λσ∆t, ³eφtut´T Λ2 ³eφtut´ ≤ u2∆T
t Λφ∆teσ0t = Dσ eV1,tbxt + νσ, eφ0tut := DφeV2,tbxt + νφ

donde h
σ (V ∗1 x)− σ

³bV1x´i = Dσ eV1x+ νσh
φ (V ∗2 x) uc − φ

³bV2x´uci = DφeV2ucx+ νφ
Dσ =

∂σT (Z)
∂Z

|Z=bV1x∈ <m×m, kνσk2Λ1 ≤ l1
°°°eV1x°°°2

Λ1
, l1 > 0

Dφ =
∂(φ uc)

T (Z)
∂Z

|Z=bV2x∈ Rm×m, kνφk2Λ2 ≤ l2
°°°eV2x°°°2

Λ2
, l2 > 0eV1,t := V ∗1 − V1,t, eV2,t := V ∗2 − V2,tfW1,t := W

∗
1 −W1,t, fW2,t := W

∗
2 −W2,t

(5.9)

Λ1,Λ2 son matrices deÞnidas positivas

Se conoce [44] que si la matriz A es estable, el par (A,R1/2) es controlable, el par

(Q1/2, A) es observable, y la condición especial local de frecuencia o su matriz equivalente:

ATR−1A−Q ≥ 1

4

£
ATR−1 −R−1A¤R £ATR−1 −R−1A¤T ≥ 0 (5.10)

se cumple, entonces la matriz de Riccati

ATP + PA+ PRP +Q = 0 (5.11)

tiene una solución positiva. Siguiendo este hecho, se introduce adicionalmente la siguiente

suposición.

Suposición 5.6 (A6) Para una matriz estable A dada, existe una matriz estrictamente

89



positiva Q1 tal que la ecuación de la matriz de Riccati (5.11) con

R = W 1 +W 2 − l−14 − l−15 , W 1 := W
∗T
1 Λ

−1
1 W

∗
1 , W 2 :=W

∗T
2 Λ

−1
2 W

∗
2

Q = Q1 + 2kv

tiene una solución positiva. Estas condiciones se cumplen facilmente si se selecciona A

como una matriz diagonal estable.

5.2.5 Regla de actualización de pesos

La regla dinámica de acualización de los pesos dada por

·fW 1,t= − st
h
K1Pσ

T r +K1P rx
T eV T1 Dσi

·fW 2,t= − st
h
K3Pφ

Tucr +K3Pucrx
T eV T2 Dφ+i

·eV 1,t= − st hK2PDσcW T
1 x

T r +K2
eV1 l22 IxxTΛ2i

·eV 2,t= − st hK4PDφcW T
2 x

Tucr +K4
eV2 l32 |uc|2 IxxTΛ3i

(5.12)

donde K1,2 ∈ <1, K3,4 ∈ <m∗m.y I es la matriz identidad, P es la solucion de la ecuacion
matricial de Riccati. Las condiciones iniciales son W1,0 = W ∗

1 , W2,0 = W ∗
2 , V1,0 = V ∗1 ,

V2,0 = V
∗
2 . st es la función de zona muerta deÞnida como:

st :=

·
1− µ

kP 1/2∆k
¸
+

, [z]+ =

 z

0

z ≥ 0
z < 0

(5.13)

µ =
η

λmin

³
P−

1
2Q1P

− 1
2

´ (5.14)

donde η = ε1 + ε2u.
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5.2.6 Análisis de Estabilidad

Teorema 5.1 Se considera el sistema no-lineal (5.1) y la red neuronal dinámica multi-

capa (5.2). Si se cumplen las suposiciones A1-A6 y los pesos de esta red se ajustan de

acuerdo a (5.12). Los siguientes hechos se cumplen:

rt,W1,t,W2,t, V1,t, V2,t ∈ L∞ (5.15)

el error de seguimiento rt satisface el siguiente desempeño:

lim sup
T→∞

1

T

Z T

0

rTt Q1rtstdt ≤ η (5.16)

Prueba. Dado xd(t), Kv y las aproximaciones de la red neuronal cumplen con la

precision ε1,2.

La expresion de error:

·
rt = −Kvr +

³
f − bf´+ (g − bg)uc (5.17)

Sea la función candidata de Lyapunov

Vt :=
h°°°P 1

2 rt

°°°− µi2
+
+ tr

hfW T
1,tK

−1
1
fW1,t

i
+ tr

hfW T
2,tK

−1
2
fW2,t

i
+tr

heV1,tK−1
3
eV T1,ti+ tr heV2,tK−1

4
eV T2,ti

donde P = P T > 0, entonces con base en el Lema 2 (ver Apéndice), se calcula la derivada

de Vt:

úVt ≤ 2
h°°°P 1

2 rt

°°°− µi
+

³
P
1
2∆t

´T°°°P 1
2∆t

°°° P
1
2
·
rt +2tr

" ·fW T

1,t K
−1
1
fW1,t

#

+2tr

" ·fW T

2,t K
−1
2
fW2,t

#
+ 2tr

· ·eV 1,t K−1
3
eV T1,t¸+ 2tr · ·eV 2,t K−1

4
eV T2,t¸
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= 2

·
1− µ

°°°P 1
2 rt

°°°−1¸
+

rtP
·
rt +2tr

" ·fW T

1,t K
−1
1
fW1,t

#

+2tr

" ·fW T

2,t K
−1
2
fW2,t

#
+ 2tr

· ·eV 1,t K−1
3
eV T1,t¸+ 2tr · ·eV 2,t K−1

4
eV T2,t¸ (5.18)

Si se deÞne st como en (5.13), entonces (5.18) se obtiene:

úVt ≤ st2rtP
³ ·
rt

´
+ 2tr

" ·fW T

1,t K
−1
1
fW1,t

#
+ 2tr

" ·fW T

2,t K
−1
2
fW2,t

#
+2tr

· ·eV 1,t K−1
3
eV T1,t¸+ 2tr · ·eV 2,t K−1

4
eV T2,t¸

Sustituyendo (5.17) se obtiene:

úVt ≤ st2rtP
³
−Kvr +

³
f − bf´+ (g − bg) uc´

+2tr

" ·fW T

1,t K
−1
1
fW1,t

#
+ 2tr

" ·fW T

2,t K
−1
2
fW2,t

#
+2tr

· ·eV 1,t K−1
3
eV T1,t¸+ 2tr · ·eV 2,t K−1

4
eV T2,t¸

Usando (5.7) y A2 (5.9) se tiene:

f − bf = W ∗
1 σ (V

∗
1 x)−cW1σ

³bV1x´+ ε1
= W ∗

1

h
σ (V ∗1 x)− σ

³bV1x´i+ ³W ∗
1 −cW1

´
σ
³bV1x´+ ε1

= W ∗
1Dσ

eV1x+W ∗
1 νσ +

fW1σ
³bV1x´+ ε1

= cW1Dσ eV1x+fW1Dσ eV1x+W ∗
1 νσ +fW1σ

³bV1x´+ ε1
(5.19)

y

g − bg = cW2DφeV2x+fW2DφeV2x+W ∗
2 νφ +fW2φ

³bV2x´+ ε2 (5.20)
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De (5.19) y (5.20) se obtiene:

st2rtP
³ ·
rt

´
= 2rtP{−Kvrt +cW1Dσ eV1x+fW1Dσ eV1x+W ∗

1 νσ +
fW1σ

³bV1x´+ ε1+cW2DφeV2xuc+fW2DφeV2xuc +W ∗
2 νφuc +fW2φ

³bV2x´uc + ε2uc}
(5.21)

Usando la desigualdad matricial:

XTY +
¡
XTY

¢T ≤ XTΛ−1X + Y TΛY (5.22)

la cual es valida para cualquier X, Y ∈ <n×k y para cualquier matriz deÞnida positiva
0 < Λ = ΛT ∈ <n×n. El término 2rtPε1 puede ser rescrito como:

2rtPε1 ≤ rTt Pl−14 P rt + ε21l4 ≤ rTt Pl−14 P rt + ε1 (5.23)

2rtP ε2uc puede ser rescrito como:

2rtP ε2uc ≤ rTt Pl−15 P rt + ε22u2c l5 ≤ rTt Pl−15 P rt + ε2u (5.24)

2rtPW
∗
1 νσ puede ser rescrito como:

2rtPW
∗
1 νσ ≤ rTt PW T∗

1 Λ
−1
2 W

∗
1P rt + ν

T
σΛ2νσ ≤ rTt PW ∗

1P rt + l2

°°°eV1x°°°2
Λ2

≤ l2eV1Λ2x (5.25)

2rtPW
∗
2 νφuc puede ser rescrito como:

2rtPW
∗
2 νφuc ≤ rTt PW T∗

2 Λ
−1
3 W

∗
2P rt + |uc|2 νTφΛ3νφ ≤ rTt PW ∗

2P rt + l3 |uc|2
°°°eV2x°°°2

Λ3

≤ l3 |uc|2 eV2Λ3x
(5.26)
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Asi

·
V 1,t≤ strTt Lrt + Lw1 + Lw2 + Lv1 + Lv2 − strTt Q1rt + stε1 + stε2u

·
V 1,t≤ strTt Lrt + Lw1 + Lw2 + Lv1 + Lv2 − strTt Q1rt + stη

(5.27)

donde:

L = ATP + PA+ PRP +Q

Lw1 = 2tr

" ·fW T

1 K
−1
1
fW1

#
+ 2st tr

nhfW1Dσ eV1x+fW1σ
³bV1x´iP rtofW1

Lw2 = 2tr

" ·fW T

2 K
−1
2
fW2

#
+ 2st tr

nhfW2DφeV2x+fW2φ
³bV2x´iPucrtofW2

Lv1 = 2tr

" ·eV T1 K −1
1
eV1#+ 2st trncW1PDσ eV1xrt + eV1l2IxxTΛ2o eV1

Lv2 = 2tr

" ·eV T2 K −1
2
eV2#+ 2st trncW2PDφeV2xucrt + eV2l3 |uc|2 IxxTΛ3o eV2,

(5.28)

Usando la regla de actualización (5.12), y dado que

·fW 1,t= −
·
W 1,t,

·fW 2,t= −
·
W 2,t

·eV 1,t= − ·
V 1,t,

·eV 2,t= −
·
V 2,t

se obtiene

Lw1 = 0, Lw2 = 0, Lv1 = 0, Lv2 = 0

Finalmente, de (5.27) se obtiene que:

·
V t≤ −st

£
rTt Q0rt − η

¤
(5.29)

El lado derecho de esta desigualdad puede ser estimada de la siguiente forma:

·
V t≤ −stλmin

³
P

1
2Q1P

− 1
2

´µ°°°P 1
2 rt

°°°2 − µ¶ ≤ 0 (5.30)
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donde µ es deÞnido como en (5.14). Asi, Vt es acotada, por lo que (5.15) es probada.

Desde que 0 ≤ st ≤ 1, de (5.30) se tiene:

·
V t≤ −rTt Q1rtst + ηst ≤ −rTt Q0rtst + η

Integrando (5.29) de 0 hasta T se obtiene:

VT − V0 ≤ −
Z T

0

rTt Q0rtstdt+ η

asi, Z T

0

rTt Q1rtstdt ≤ V0 − VT + ηT ≤ V0 + ηT

Dado que W1,0 = W ∗
1 , W2,0 = W ∗

2 , V1,0 = V ∗1 , V2,0 = V ∗2 , V0 estan acotadas, (5.16) es

probada.

5.2.7 Simulaciones

Problema 5.3 Hallar la ley de control directo, que resuelva el problema de seguimiento

con xd = [0, 0, 0, 0] para el sistema no lineal TORA (3.7), usando una red neuronal

dinámica.

Solución 5.1 Se usa la red neuronal dinámica multicapa (5.2), junto con la regla de

actualización de pesos (5.12) y W1,2 ∈ <1×6, V1,2 ∈ <6×4, σ(x) = 2
(1+e−2x) − 0.5. Las

condiciones iniciales para las matrices de los pesos son:

W1,2 =
h
1 1 1 2 1 2

i
V1,2 =



1 1 1 1

1 2 1 2

2 1 2 1

1 1 1 1

1 2 1 2

2 1 2 1
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con η = 0.2, K1,2,3,4 := 0.005 I6, l2 = l3 = 1, Λ = [−1,−1,−1], Λ2 = Λ3 = 0.01I4,

Kv = 0.1, para obtener la acción de control. La simulaciones se llevaron acabo usando

el paquete matlab y el simulink, el diagrama general se muestra en la Þgura B-4. Los

resultados obtenidos de aplicar la ley de control se muestran en las Þguras 5-2, 5-3, 5-4,

5-5, ademas la señal de control se muestra en la Þgura 5-1.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

Figura 5-1: Comportamiento en tiempo de la ley de control (5.4).

Observación 5.1 Como se puede ver en las Þguras anteriores, la acción de control

obtenida a partir de la RND multicapa aplicando la actualización de los pesos en linea, es

satisfactorio. Es importante mencionar que la RND multicapa usada para obtener estos

resultados corresponde al caso cuando general cuando W ∗
2 φ(V

∗
2 xt) 6= 1.

Observación 5.2 El rango de ajuste de las ganancias K1,2 estan entre [0.001, 0.1] por

lo que la sintonización requirio de bastante tiempo hasta obtener el valor Þnal de 0.005.

Sin embargo este resultado puede compararse por el obtenido en [16], donde la acción

de control utiliza directamente los estados del sistema y elimina directamente algunas

no linealidades para obtener un resultado muy similar al aqui presentado, por que la

diÞcultad para hallar el valor de las ganancias se justiÞca.

96



0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-1

-0.5

0

0.5

1

Figura 5-2: Control Directo para el estado q.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-1

-0.5

0

0.5

1

Figura 5-3: Control Directo para el estado
·
q .
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-0.5
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Figura 5-4: Control Directo para el estado θ.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

Figura 5-5: Control Directo para el estado
·
θ .
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5.3 Control Adaptable Indirecto

5.3.1 Planteamiento del Problema

La clase de sistemas no-lineales:

·
x1= x2
·
x2= x3
...

·
xn= f(x) + g(x)u

y = x1

(5.31)

con x = [x1, x2, . . . , xn]
T , y f, g : <n → < funciones suaves desconocidas con f (0) = 0

Problema 5.4 IndentiÞcar el sistema (5.31) y diseñar el neuro-controlador u que re-

suelva el problema de seguimiento, usando una red neuronal dinámica

5.3.2 Estructura de la red neuronal dinámica

La RND multicapa tiene la siguiente estructura:

·bx1= bx2
·bx2= bx3
...

·bxn= abxn +W1,tσ (V1,tbx) +W2,tφ (V2,tbx)uby = bx1
(5.32)

donde ∀t ∈ [0,∞), el vector bxt ∈ <n son los estados de la RND, a ∈ <, con a < 0 y será
especiÞcado despues. Las matrices Wi ∈ <1×m, Vi ∈ <m×n.i = f, g son los pesos de la

red que describen las conexiones de las capas ocultas y de salida, ut ∈ <1 es el control
dado. σ (·) ∈ <m es una función vectorial sigmoidal, φ(·) es <m×m una matriz diagonal,
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i.e.,

φ(·) = diag [φ1(V2,tbx)1 · · ·φm(V2,tbx)m] .
Los elementos de σi(·) (como los de φi(·)) son usualmente funciones sigmoidales, i.e.,

σi(xi) =
ai

1+ e−bixi
− ci.

5.3.3 Preliminares

Considerese las siguientes suposiciones:

Suposición 5.7 (A6) El control ut es seleccionado como acotado, entonces:

ut ≤ u

En el caso general, cuando la RND (5.32) no puede identiÞcar exactamente el sistema

no-lineal dado (5.31), el sistema no-lineal (5.31) puede ser representado como:

·
xn= axn +W

∗
1 σ(V

∗
1 x) +W

∗
2 φ(V

∗
2 x)ut +

eft. (5.33)

donde eft es el error de modelado, W ∗
1 , W

∗
2 , V

∗
1 y V

∗
2 son matrices constantes. Dado

que las funciones sigmoidales σ y φ son uniformente acotadas. Es razonable asumir que

las dinámicas no-modeladas eft, satisface la siguiente suposición.
Suposición 5.8 (A7) Existe una constante positiva η tal que

°°° eft°°°2
Λf
≤ η, Λf = Λ

T
f > 0

DeÞnición 5.2 Sea el error de identiÞcación:

∆t := x− bx
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Suposición 5.9 (A8) Dado que σ es una función sigmoidal, satisface la condición de

Lipschitz, basado el Lema 1 (ver Appendix) se concluye que

eσTt Λ1eσt ≤ ∆Tt Λσ∆t, ³eφtut´T Λ2 ³eφtut´ ≤ u2∆T
t Λφ∆teσ0t = Dσ eV1,tbxt + νσ, eφ0tut := DφeV2,tbxt + νφ

donde

eσt := σ(V ∗1 xt)− σ(V ∗1 bxt), eφt := φ(V ∗2 xt)− φ(V ∗2 bxt)eσ0t := σ(V ∗1 bxt)− σ(V1,tbxt), eφ0tut := φ(V ∗2 bxt)ut − φ(V2,tbxt)ut
Dσ =

∂σT (Z)
∂Z

|Z=V1,tbxt∈ <m×m, kνσk2Λ1 ≤ l1
°°°eV1,tbxt°°°2

Λ1
, l1 > 0

Dφ =
∂(φiui)

T (Z)
∂Z

|Z=V2,tbxt∈ <m×m, kνφk2Λ2 ≤ l2
°°°eV2,tbxt°°°2

Λ2
, l2 > 0,eV1,t := V ∗1 − V1,t, eV2,t := V ∗2 − V2,tfW1,t := W

∗
1 −W1,t, fW2,t := W

∗
2 −W2,t

.

Λ1, Λ2, Λσ y Λφ son matrices deÞnidas positivas.

Se conoce [44] que si la matriz A es estable, el par (A,R1/2) es controlable, el par

(Q1/2, A) es observable, y la condición especial local de frecuencia o su matriz equivalente:

ATR−1A−Q ≥ 1

4

£
ATR−1 −R−1A¤R £ATR−1 −R−1A¤T ≥ 0 (5.34)

se cumple, entonces la matriz de Riccati

ATP + PA+ PRP +Q = 0 (5.35)

tiene una solución positiva. Siguiendo este hecho, se introduce adicionalmente la siguiente

suposición.

Suposición 5.10 (A9) Para una matriz estable A dada, existe una matriz estricta-
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mente positiva Q1 tal que la ecuación de la matriz de Riccati (5.35) con

R = 2W 1 + 2W 2 + Λ
−1
f , W 1 :=W

∗T
1 Λ

−1
1 W

∗
1 , W 2 := W

∗T
2 Λ

−1
2 W

∗
2

Q = Q1 + Λσ + u
2Λφ,

tiene una solución positiva. Estas condiciones se cumplen facilmente si se selecciona A

como una matriz diagonal estable.

5.3.4 Regla de Actualización de Pesos

La regla dinámica de acualizacion de los pesos dada por:

·fW 1,t= −st
h
K1P∆tσ

T −K1P∆tbxTt eV T1,tDσi
·fW 2,t= −st

h
K2P∆t (φut)

T −K2P∆tbxTt eV T2,tDφi
·eV 1,t= −st hK3PW1,tDσ∆tbxTt − l1

2
K3Λ1eV1,tbxtbxTt i

·eV 2,t= −st hK4PW2,tDφ∆tbxTt − l2
2
K4Λ2eV2,tbxtbxTt i

(5.36)

donde Ki ∈ <n×n (i = 1 · · · 4) son matrices deÞnidas positivas, P es la solucion de la

ecuacion matricial de Riccati equation dada por (5.35). Las condiciones iniciales son

W1,0 = W
∗
1 , W2,0 = W

∗
2 , V1,0 = V

∗
1 , V2,0 = V

∗
2 . st es la función de zona muerta deÞnida

como:

st :=

·
1− µ

kP 1/2∆k
¸
+

, [z]+ =

 z

0

z ≥ 0
z < 0

(5.37)

µ =
η

λmin

³
P−

1
2Q1P

− 1
2

´ (5.38)

5.3.5 Análisis de Estabilidad

Teorema 5.2 Se considera el sistema no-lineal (5.31) y la red neuronal dinámica mult-

icapa (5.32). Si se cumplen las suposiciones A5-A9 y los pesos de esta red se ajustan de
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acuerdo a (5.36). Los siguientes hechos se cumplen:

∆t,W1,t,W2,t, V1,t, V2,t ∈ L∞ (5.39)

el error de identiÞcación ∆t satisface el siguiente desempeño de seguimiento:

lim sup
T→∞

1

T

Z T

0

∆Tt Q1∆tstdt ≤ η (5.40)

Prueba. De (5.32) y (5.33) la ecuación del error puede ser expresada como:

·
∆t= A∆t +fW1,tσ +fW2,tφut +W

∗
1 eσt +W ∗

2
eφtut +W ∗

1 eσ0t +W ∗
2
eφ0tut + eft. (5.41)

Sea la función candidata de Lyapunov:

Vt :=
h°°°P 1

2∆t

°°°− µi2
+
+ tr

hfW T
1,tK

−1
1
fW1,t

i
+ tr

hfW T
2,tK

−1
2
fW2,t

i
+tr

heV1,tK−1
3
eV T1,ti+ tr heV2,tK−1

4
eV T2,ti

donde P = P T > 0, entonces con base en el Lema 2 (ver Apéndice), se calcula la derivada

de Vt:

úVt ≤ 2
h°°°P 1

2∆t

°°°− µi
+

³
P
1
2∆t

´T°°°P 1
2∆t

°°° P
1
2

·
∆t +2tr

" ·fW T

1,t K
−1
1
fW1,t

#

+2tr

" ·fW T

2,t K
−1
2
fW2,t

#
+ 2tr

· ·eV 1,t K−1
3
eV T1,t¸+ 2tr · ·eV 2,t K−1

4
eV T2,t¸

= 2

·
1− µ

°°°P 1
2∆t

°°°−1¸
+

∆P
1
2

·
∆t +2tr

" ·fW T

1,t K
−1
1
fW1,t

#

+2tr

" ·fW T

2,t K
−1
2
fW2,t

#
+ 2tr

· ·eV 1,t K−1
3
eV T1,t¸+ 2tr · ·eV 2,t K−1

4
eV T2,t¸

(5.42)
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Si se deÞne st como en (5.37), entonces (5.42) se obtiene:

úVt ≤ st2∆TP
·
∆ +2tr

" ·fW T

1,t K
−1
1
fW1,t

#
+ 2tr

" ·fW T

2,t K
−1
2
fW2,t

#
+2tr

· ·eV 1,t K−1
3
eV T1,t¸+ 2tr · ·eV 2,t K−1

4
eV T2,t¸

De (5.41) se tiene:

2∆T
t P

·
∆t= 2∆

T
t PA∆t + 2∆

T
t P
³
W ∗
1 eσt +W ∗

2
eφtut´

+2∆Tt P
³fW1,tσ +fW2,tφut

´
+ 2∆Tt P

³
W ∗
1 eσ0t +W ∗

2
eφ0tut´ . (5.43)

Usando la desigualdad matricial:

XTY +
¡
XTY

¢T ≤ XTΛ−1X + Y TΛY (5.44)

la cual es valida para cualquier X,Y ∈ <n×k y para cualquier matriz deÞnada positiva
0 < Λ = ΛT ∈ <n×n, y usando A8 ∆T

t P
³
W ∗
1 eσt +W ∗

2
eφtut´ en (5.43) puede ser reescrita

como

2∆Tt PW
∗
1 eσt ≤ ∆Tt PW ∗

1Λ
−1
1 W

∗T
1 P∆t + eσTt Λ1eσt ≤ ∆T

t

¡
PW 1P + Λσ

¢
∆t

2∆T
t PW

∗
2
eφtut ≤ ∆T

t

¡
PW 2P + u

2Λφ
¢
∆t.

(5.45)

Usando A8, el último término en (5.43) puede ser reescrita como:

2∆T
t PW

∗
1 eσ0t = 2∆Tt PW1,tDσ eV1,tbxt + 2∆T

t PfW1,tDσ eV1,tbxt + 2∆Tt PW ∗
1 νσ

2∆Tt PW
∗
2
eφ0tut = 2∆Tt PW2,tDφeV2,tbxt + 2∆Tt PfW2,tDφeV2,tbxt + 2∆Tt PW ∗

2 νφ
(5.46)

El término 2∆Tt PW
∗
1 νσ en (5.46) puede ser reescrito como:

2∆Tt PW
∗
1 νσ ≤ ∆Tt PW ∗T

1 Λ
−1
1 W

∗
1P∆t + ν

T
σΛ1νσ ≤ ∆T

t PW 1P∆t + l1

°°°eV1,tbxt°°°2
Λ1

(5.47)
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asi como 2∆T
t PW

∗
2 νφ en (5.46) puede ser reescrito como:

2∆T
t PW

∗
2 νφ ≤ ∆Tt PW 2P∆t + l2

°°°eV2,tbxt°°°2
Λ2
. (5.48)

De A7 2∆T
t P
eft puede ser estimado como:
2∆Tt P

eft ≤ ∆T
t PΛ

−1
f P∆t +

efTt Λf eft ≤ ∆Tt PΛ−1f P∆t + stη (5.49)

Usando (5.43), (5.45), (5.47), (5.48) y (5.49) se reescribe como:

·
V t≤ st∆Tt L∆t + Lw1 + Lw2 + Lv1 + Lv2 − st∆T

t Q1∆t + stη (5.50)

donde

L = ATP + PA+ PRP +Q,

Lw1 = 2tr

" ·fW T

1,t K
−1
1
fW1,t

#
+ 2st∆

T
t PfW1,tσ + 2st∆

T
t PfW1,tDσ eV1,tbxt,

Lw2 = 2tr

" ·fW T

2,t K
−1
2
fW2,t

#
+ 2st∆

T
t PfW2,tφut + 2st∆

T
t PfW2,tDφeV2,tbxt

Lv1 = 2tr

· ·eV 1,t K−1
3
eV T1,t¸+ 2st∆Tt PW1,tDσ eV1,tbxt + stl1 °°°eV1,tbxt°°°2

Λ1

Lv2 = 2tr

· ·eV 2,t K−1
4
eV T2,t¸+ 2st∆T

t PW2,tDφeV2,tbxt + stl2 °°°eV2,tbxt°°°2
Λ2

Usando la regla de actualización (5.36), y dado que

·fW 1,t= −
·
W 1,t,

·fW 2,t= −
·
W 2,t

·eV 1,t= − ·
V 1,t,

·eV 2,t= −
·
V 2,t

se obtiene

Lw1 = 0, Lw2 = 0, Lv1 = 0, Lv2 = 0
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Finalmente, de (5.50) se obtiene que:

·
V t≤ −st

£
∆Tt Q0∆t − η

¤
(5.51)

El lado derecho de esta desigualdad puede ser estimada de la siguiente forma:

·
V t≤ −stλmin

³
P

1
2Q1P

− 1
2

´µ°°°P 1
2∆t

°°°2 − µ¶ ≤ 0 (5.52)

donde µ es deÞnido como en (5.38). Asi, Vt es acotada, por lo que (5.39) es probada.

Desde que 0 ≤ st ≤ 1, de (5.52) se tiene:

·
V t≤ −∆Tt Q1∆tst + ηst ≤ −∆T

t Q0∆tst + η

Integrando (5.51) de 0 hasta T se obtiene:

VT − V0 ≤ −
Z T

0

∆TQ0∆stdt+ η

asi, Z T

0

∆TQ1∆stdt ≤ V0 − VT + ηT ≤ V0 + ηT

Dado que W1,0 = W ∗
1 , W2,0 = W ∗

2 , V1,0 = V ∗1 , V2,0 = V ∗2 , V0 estan acotadas, (5.40) es

probada.

5.3.6 Diseño del Neuro Controlador

La linearizacion por retroalimentacion es muy util para resolver el problema de seguimiento:

Problema 5.5 Dada una salida deseada yd (t) , encontrar una acción de control u tal

que la planta siga una trayectoria deseada con una precisión aceptable (i.e. error de

seguimiento acotado), mientras que todos los estados del sistema y el control permanezcan

acotados.
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Para resolver este problema, se requieren establecer las siguientes suposiciones las

cuales son comunmente usadas. Primero defínase el vector:

xd (t) =
h
yd

·
yd . . . y

(n−1)
d

iT
Suposición 5.11 (A10) El vector de la trayectoria deseada xd (t) es continuo y disponible

para su medición , y kxd (t)k ≤ D con D una cota conocida.

DeÞnición 5.3 Sea la siguiente semi-norma:

kzk2Q =lim sup
τ→∞

1

τ

τZ
0

zT (t)Qz (t) dt, (5.53)

donde Q = QT > 0

Asi el seguimiento de esta trayectoria por los estados de sistema, puede formularse

como:

Jmin = min
u(t)

J, J = kx− xdk2Qc (5.54)

Asi, para cualquier η > 0, se tiene

J ≤ (1+ η) kx− bxk2Qc + ¡1+ η−1¢ kbx− xdk2Qc (5.55)

el mínimo del término kx− bxk2Qc ya ha sido resuelto en la sección anterior. Seleccio-
nando �Rc = (1+ η−1)Rc, ahora podemos reformular nuestro objetivo de control como:

minimizar el termino .kbx− xdk2Qc Entonces
DeÞnición 5.4 Sea el error de seguimiento:

e = bx− xd (5.56)

y el Þltro del error

r =
h
ΛT 1

i
e ∈ <1
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donde Λ = [λ1,λ2, . . . ,λn−1]
T y los coeÞcientes del vector son apropiadamente selecciona-

dos, tal que e→ 0 exponencialmente como r → 0 ( sn−1+λn−1sn−2+ . . .+λ1 es Hurwitz).

Asi la derivada en tiempo del Þltro del error se reescribe como:

·
r =

h
λ1 · · · λn−1 1

i


bx1− ·
xd
...bxn−1 − xn−1dbxn − xnd


·
r = λ1

³bx1− ·
xd

´
+ · · ·+ λn−1

¡bxn−1 − xn−1d

¢
+ (bxn − xnd)

·
r =

£
ΛT 0

¤
e+ (bxn − xnd)

·
r = bf + bgu+ Yd

(5.57)

donde Yd = axn − x(n)d +
£
ΛT 0

¤
e

Además

bf = W ∗
1,tσ(V

∗
1,tbx)bg =W ∗

2,tφ(V
∗
2,tbx) (5.58)

Ahora, dado que las funciones f, g no son conocidas, se elige la acción de control uc ∈ R1
como:

u =
1bg h− bf + vi (5.59)

donde

v = −Kvr − Yd. (5.60)

Asi,
·
r = bf + bgu+ Yd + v − v
= bf + bg ³1bg h− bf + vi´+ Yd − Yd −Kvr − v
= bf − bf + v − v −Kvr

= −Kvr

(5.61)

108



Observación 5.3 Si se selecciona Kv > 0 el error de seguimiento es estable y ademas

r→ 0

5.3.7 Simulaciones

Problema 5.6 Hallar la ley de control indirecto, que resuelva el problema de seguimiento

con xd = [0, 0, 0, 0] para el sistema no lineal TORA (3.7), usando una red neuronal

dinámica.

Solución 5.2 La identiÞcación del sistema TORA (3.7) obtenida usando la RND mult-

icapa (5.32) se muestran en las Þgs. 5-6, 5-7, 5-8, 5-9.

                                1�x

                  1x

0 5 10 15
0

1

2

3

4

5

6

Figura 5-6: IdentiÞcación usando una RND multicapa de estado q.

Como se puede ver en estas gráÞcas el resultado no es satisfactorio. Por lo que:

Solución 5.3 Se usa la red neuronal dinámica de una capa (ver Observación C1) (4.33),

junto con la regla de actualización de pesos (4.6) y W1,2 ∈ <1×4, σ(x) = 2
(1+e−2x) − 0.5.

Las condiciones iniciales para las matrices de los pesos son:

W1 =
h
1 1 1 2

i
W2 =

h
1 2 1 2

i
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                        2�x

              2x

0 5 10 15
-3

-2

-1

0

1

2

3

Figura 5-7: IdentiÞcación usando una RND multicapa de estado
·
q .

                                                 3�x

                             3x

0 5 10 15
0

2

4

6

8

Figura 5-8: IdentiÞcación usando una RND multicapa de estado θ.
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                                                                 4�x

                                     4x

0 5 10 15
-5

0

5

Figura 5-9: IdentiÞcación usando una RND multicapa de estado
·
θ .

con η = 0.2, K1,2 := 560, Λ = [−1,−1,−1], Kv = 0.1, para identiÞcar al sistema y luego

obtener la acción de control. La simulaciones se llevaron acabo usando el paquete matlab

y el simulink, el diagrama general se muestra en la Þgura B-5 Los resultados obtenidos de

aplicar la acción de control se muestran en las Þguras 5-11, 5-12, 5-13, 5-14, ademas

la señal de control se muestra en la Þgura 5-10.

10 20 30 40 50 60 70 80
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Figura 5-10: Comportamiento en tiempo de la ley de control (5.59).
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10 20 30 40 50 60 70 80

-4

-2

0

2

4

Figura 5-11: Control Indirecto para el estado q.

10 20 30 40 50 60 70 80

-4

-2

0

2

4

Figura 5-12: Control Indirecto para el estado
·
q .

10 20 30 40 50 60 70 80

-25

-20

-15

-10

-5

Figura 5-13: Control Indirecto para el estado θ.
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10 20 30 40 50 60 70 80

-30

-20

-10

0

10

20

Figura 5-14: Control Indirecto para el estado
·
θ .

Observación 5.4 Como se puede ver en las Þguras anteriores, la acción de control

obtenida a partir de la de una capa aplicando la actualización de los pesos, no es muy sat-

isfactorio. Es importante mencionar que dado que, primero se realizar la identiÞcación

del sistema el error producido por esta, afecta en parte el desempeño de la acción de

control.

Observación 5.5 El rango de ajuste de las ganancias K1,2 estan entre [450, 700] por lo

que la sintonización no requirio de mucho tiempo hasta obtener el valor Þnal de 560.

113



Capítulo 6

Conclusiones

En este reporte de tesis, se presentaron diferentes estructuras de redes neuronales di-

namicas y su aplicación el la identiÞcación y seguimiento de trayectorias para sistemas

no-lineales.

En el Capítulo 2, se muestran las diferentes estructuras de redes neuronales, siendo

la de mayor importancia para este trabajo las redes neuronales dinámicas para las cuales

se presenta un nuevo teorema que muestra la aproximacion entre el sistema no-lineal y la

red neuronal dinámica, converge a un número menor a ε. Este teorema es el equivalente

al presentado en 1988 por G. Cybenko (ver Apéndice teorema AP1, mas información

en [10]) para redes neuronales estáticas. Ademas, se menciona la estructuras de control

mas conocidas.

En el Capítulo 3, se muestra el sistema no-lineal (TORA) y diferentes modelos

del mismo, el cual es utilizado como ejemplo para aplicar los algoritmos obtenidos en los

siguientes capítulos, este fue seleccionado dado que fue propuesto en [45], como un sistema

estándar a partir del cual poder establecer comparaciones entre diferentes metodologias

de control.

En el Capítulo 4, se enfoca en la identiÞcación de sistemas no-lineales usando re-

des neuronales dinámicas. Las condiciones de estabilidad del error de identiÞcación se

determinan mediante el uso de un análisis tipo Lyapúnov en el cual mediante el uso
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de una función deÞnida positiva se puede mostrar la estabilidad, ver [18]; las reglas de

aprendizaje (4.6) y (4.38) propuestas, la primera para una RND de una capa y la se-

gunda para una RND multicapa, aseguran la convergencia del error de identiÞcación a

una región acotada. De esta forma, se presentan un análisis completo para diferentes

arquitecturas de RND, con lo cual se cuenta con una herramienta completa cuando se

desee utilizar las RND en el campo de la identiÞcación, se tiene la facílidad de elegir que

tipo de arquitectura se desea usar.

En el Capítulo 5, Primero se presenta un control adaptable directo para el cuál

se realiza un análisis completo tipo Lyapunov mediante el cuál se puede llevar acabo

el estudio de estabilidad ver [18], para el diseño de un control adapatable directo, como

resultado se obtiene la regla de aprendizaje (5.12) la cual es nueva y es usada por el neuro

controlador que resuelve el problema de seguimiento, esta nueva regla es el resultado más

importante de la tesis.

En la segunda parte, se realiza un análisis muy similar al del la primera parte, aunque

dado que se busca implementar un control adaptable indirecto, la mayor parte del de-

sarrollo se enfoca a la identiÞcación del sistema no-lineal usando la regla de aprendizaje

(5.36), con base a la cual se diseña el neuro controlador que resuelve el problema de

seguimiento. Es importante mencionar que aunque se propone una red neuronal dinam-

ica para realizar la identiÞcación, en el caso particular del sistema no-lineal (TORA), se

obtuvo un mejor resultado (comparar Þgs. 4-1 - 4-4 con 5-6 - 5-9) usando una RND de

una capa, por lo que se eligio utilizar esta última RND para implementar la identiÞcación

y ley de control en las simulaciones.
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Apéndice A

Matemático

Teorema A.1 (AP1) (Cybenko [10]) sea ϕ(.) una funcion creciente, monotona, aco-

tada y estacionaria. Sea In denotado como un hipercubo n-dimensional. Sea C(In) el

espacio de funciones continuas en In. Entonces para cualquier f ∈ C(I n) y ² > 0,

Existe un entero m y unas constantes reales αi, ρi y wij con i = 1, ...m j = 1, ...n,

tal que deÞniendo F (u1, u2, ...un) como:

F (u1, u2, ...un) =
mX
i=1

αiϕ

Ã
nX
j=1

wij uj − ρi
!

es una realizacion aproximada de f(.) ; esto es:

|F (u1, u2, ...un)− f (u1, u2, ...un)| < ², ∀ (u1, u2, ...un) ∈ In.

Este teorema aplica directamente en un perceptron multicapa, con las siguientes car-

acteristicas:

1. Los nodos de entrada son: u1, u2, ...un.

2. La capa oculta de m neuronas que estan completamente conectadas a la entrada.

3. La funcion de activacion, para las neuronas ocultas, es una funcion monotona cre-
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ciente, acotada y constante.

4. La salida de la red es una combinacion lineal de las neuronas de salida ocultas.

Lema A.1 Para cualquier funcion vectorial diferenciable g(x) ∈ <m, (x ∈ <n) que
ademas satisfaga la condicion de Lipschitz globalmente, i.e. Existe una constante positiva

Lg tal que

kg(x1)− g(x2)k ≤ Lg kx1 − x2k , ∀x1, x2 ∈ <n (A.1)

para cualquier x1, x2 ∈ <n, la siguiente propiedad se cumple para cualquier x,∆x ∈ <n:

g(x+4x) = g(x) +∇Tg(x)4x+ vg (A.2)

donde el vector vg cumple con: kvgk ≤ 2Lg k4xk .

Lema A.2 Si se deÞne una función positiva V (x), x ∈ <n como

V (x) := [kx− x∗k− µ]2+

donde [·]2+ :=
¡
[·]+
¢2
, [·]+ es deÞnido como:

[z]+ =

 z

0

z ≥ 0
z < 0

entonces, la función V (x) es diferenciable y su gradiente es:

∇V (x) = 2 [kx− x∗k− µ]+
x− x∗
kx− x∗k

con la constante de Lipschitz igual a 1.
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Apéndice B

Diagramas de Simulink

Figura B-1: Diagrama Principal de la RND de una capa.
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Figura B-2: Diagrama Principal de los observadores usados para estimar los estados.

Figura B-3: Diagrama Principal de IdentiÞcación usando la estimación de 2 estados.
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Figura B-4: Diagrama Principal del Control Directo.

Figura B-5: Diagrama Principal del Control Indirecto.
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