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Capítulo 1

Introducción.

1.1 Antecedentes.

De los robots manipuladores que existen en la industria, un gran número de ellos están

equipados con un control proporcional-derivativo (control PD) el cual, además de tener una

estructura sencilla y de fácil implementación (aunque el proceso de sintonizar las ganacias

proporcional y derivativa puede ser complicado y en muchos casos requiera de la experiencia

o experimentación), es capaz de posicionar de manera precisa al robot en cualquier punto

dentro de su espacio de trabajo. Varias versiones de éste control han sido estudiadas e

implementadas por [21], [22].

Sin embargo, el control PD es incapaz de hacer que el manipulador siga una trayectoria

continua variante en el tiempo (una trayectoria cuyos valores cambien constantemente de

manera continua) sin que se presente un error de seguimiento. Esta falta de precisión en el

seguimiento de las trayectorias hace que el robot no pueda realizar tareas como el maquinado

de piezas, donde la precisión con que se guía la herramienta de corte es muy importante.

Obviamente, se reduce el número de aplicaciones que un robot, equipado con un control PD,

es capaz de hacer.

Los estudios realizados sobre éste control muestran que es necesario añadir al control PD

términos adicionales de compensación o de pre-alimentación para poder garantizar que el

robot siga una trayectoria variante y continua en forma precisa, [24] y [3]. Dichos términos

de compensación deben contemplar los efectos de la gravedad, la fricción no lineal y las

dinámicas no modeladas del manipulador.

La otra desventaja del control PD es la medición de la velocidad de cada eslabón del
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manipulador, lo cual introduce la necesidad de equipar al robot con sensores de velocidad

además de los sensores de posición. Los sensores de velocidad son llamados tacómetros y

presentan las desventajas de entregar la medición de la velocidad contaminada con ruido [23]

y de ser muy costosos, por el contrario, los sensores de posición, conocidos como �encoders�,

están ampliamente difundidos y cualquier sistema que presente movimiento requiere de ellos.

Es así, que al equipar al robot con ambos sensores, en cada eslabón, se encarece su costo de

venta y de mantenimiento.

En base en los argumentos anteriores, es posible concluir que el control PD presenta las

dos desventajas siguientes:

1. Se require la medición de la velocidad de cada eslabón del robot.

2. Es necesario compensar la gravedad, la fricción no lineal y las dinámicas no modeladas

para que el robot pueda seguir una trayectoria.

Para resolver las desventajas anteriores, se hace uso de las siguientes técnicas: imple-

mentar un observador para estimar la velocidad de los eslabones en base a la medición de la

posición únicamente. Y estimar los términos que modelan los efectos de la gravedad en el

robot, de la fricción no lineal y de las dinámicas no modeladas, para incluirlas después en el

control.

En el caso de los observadores para los robots manipuladores, existen dos enfoques:

aquellos que hacen uso de la dinámica del sistema y aquellos que son independientes de ella.

Los primeros necesitan conocer la dinámica del manipulador en forma total o parcial, por

ejemplo: un observador usando modos deslizantes fue propuesto en [14] donde la matriz de

inercia debe ser conocida. De igual forma, un observador basado en la teoría de sistemas

adaptables fue propuesto en [15] y otro basado en métodos de pasividad en [16]. Por su parte,

los observadores independientes de la dinámica del robot no requieren conocerla en forma

alguna, siendo los de alta ganancia los más populares [17]. Recientemente, observadores

independientes de la dinámica del robot han sido desarrollados con ayuda de redes neuronales,

como en el trabajo de [23]. Tales observadores requieren conocer una cota sobre la matriz

de inercia de la dinámica del robot y no su estructura exacta.

Por lo que se reÞere al problema de compensación, existen varios trabajos: si los parámet-

ros del término de gravedad del robot son desconocidos [26] propone una versión del control

PD usando control adaptable, [25] garantiza la estabilidad global asintótica (del sistema
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robot-control) empleando compensación discontínua de gravedad. Otro enfoque es el con-

trol PID (proporcional-derivativo-integral) que no requiere conocer la dinámica del robot

en forma alguna; pero que carece de una prueba que garantice la estabilidad global asin-

tótica, además de que el término integral puede crecer demasiado afectando el desempeño

del robot [13]. Finalmente, en [24] y [27] se pre-alimenta al robot con términos integrales

para garantizar la estabilidad global asintóticamente del control PD.

Un enfoque completamente distinto a los anteriores se presenta en [23], donde se emplean

redes neuronales para estimar la velocidad del manipulador y para disminuir el error de

seguimiento, es decir, no añade términos de compensación al control PD sino que se enfoca

directamente en disminuir el error de seguimiento.

1.2 Motivación de la tesis.

Aún cuando las dos desventajas del control PD ya han sido estudiadas ampliamente e im-

plementadas exitósamente un gran número de veces, esta tesis tiene como objetivo proponer

un control que enriquezca dichas opciones, brindando una solución para las dos desventajas

del control PD.

Primeramente, el control PD tiene la gran ventaja de ser independiente de la dinámica del

manipulador. Así que, para no perder dicha ventaja se implementará un observador que sea

independiente de la dinámica del robot. Tales observadores pueden ser: los de alta ganancia,

los que usan redes neuronales, etc. Pero si se considera que la velocidad del manipulador

corresponde a la derivada de la posición y que los observadores de alta ganancia estiman

la derivada de los estados del sistema que se esté observando, la decisión de considerar un

observador de alta ganancia, para estimar la velocidad del manipulador, se justiÞca por sí

misma. Resta solamente seleccionar la estructura de la dinámica de dicho observador, para

lo cual se hace uso de [17]. En ese trabajo, la dinámica del observador de alta ganancia no

es muy compleja y además ofrece una prueba de que el observador estima con error cero los

estados de cualquier sistema no-lineal para el cual exista un control capaz de hacer que sus

estados sigan una trayectoria, continua y acotada, sin error. Para un robot manipulador,

un control PD compensado o pre-alimentado es capaz de garantizar lo anterior, así que el

observador de alta ganancia propuesto en [17] es la elección que ésta tesis toma.

Como argumento extra, el trabajo de [17] hace uso de un sistema no-lineal en general

y no hace referencia explícita al robot manipulador ni al control PD compensado o pre-
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alimentado. Posteriormente, el mismo autor propone en [18] el uso del mismo observador

enfocado a un robot manipulador con articulaciones ßexibles; pero no propone una prueba

formal ni tampoco hace referencia de los controles PD compensados o pre-alimentados. Esta

tesis desarrolla una prueba formal de estabilidad, en el sentido de Lyapunov, del sistema

robot-observador-control.

Con respecto al observador de alta ganacia, nunca se establece el valor que el parámetro de

alta ganancia puede tomar, dejándolo a que debe ser muy pequeño y que entre más pequeño

mejor. En ese sentido, esta tesis plantea una prueba adicional de estabilidad en el sentido de

Lyapunov, del mismo sistema robot-observador-control; pero usando un enfoque de sistemas

singularmente perturbados básado en el trabajo de [20]. Con dicho enfoque, se garantiza la

estabilidad asíntotica del sistema en lazo cerrado y se obtiene una fórmula para calcular el

valor máximo que el parámetro de alta ganacia puede tomar. Dicha fórmula también tiene

la interpretación de una condición necesaria para la implementación del observador de alta

ganacia a un robot manipulador y el control PD.

Es así, que el observador de alta ganancia propuesto en [17] puede retroalimentar la

velocidad del manipulador al control PD, manteniendo la independencia de la dinámica del

manipulador.

Por otro lado, y con respecto a la pre-alimentación del control PD, en [3] se determinan

los términos que deben de incluirse en la pre-alimentación del control PD para garantizar

que el manipulador pueda seguir una trayectoria (continua y acotada) con cero error. El

teorema es el siguiente:

Teorema 1.1 La ley de control:

τ =M(q)
··
q
d

+C(q,
·
q)

·
q
d

+P (q,
·
q)−Kpq −Kd

·
q

aplicada al sistema:

M(q)
··
q +C(q,

·
q)

·
q +P (q,

·
q) = τ

resulta en un error de seguimiento, q, cero. Donde Kp y Kd son matrices constantes deÞnidas

positivas, (q,
·
q) son los ángulos de rotación de las articulaciones del robot (posición y veloci-

dad), q = q − qd, ·q= ·
q − ·

q
d

y qd la trayectoria deseada.

Observación 1.1 La prueba de éste teorema se muestra en el Apéndice B al Þnal de esta
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tesis.

Al igual que con el observador, el control PD debe seguir siendo independiente de la

dinámica del robot y al mismo tiempo incluir los términos de compensación o de pre-

alimentación necesarios. Por ello, se ha elegido usar una red neuronal para estimar los

términos de compensación.

En [40] se muestra la capacidad de las redes neuronales de aproximar una función no-lineal

con cualquier exactitud.

De toda la gama de redes neuronales existentes, se ha elegido una red neuronal dinámica

de funciones radiales básicas porque requiere de un menor número de neuronas. Las redes de

funciones radiales básicas se pueden implementar con una sólo capa oculta y siendo una red

dinámica requiere de pocas neuronas en dicha capa oculta, además, al tener una función de

activación no-lineal se mejora la aproximación de cualquier función no lineal, Cover (1965).

Éste enfoque ha sido estudiado por [23] y [28]; pero la red neuronal se usa para disminuir

el error de seguimiento, dejando al control PD sin compensación o pre-alimentación. En

esta tesis, la red neuronal sólo aproxima los términos de la compensación y no del error de

seguimiento, el cual es resultado de la dinámica conjunta del robot y el control PD. Es decir,

en esta tesis se pretende que la red neuronal estime una dinámica menos compleja que la

resultante del error de seguimiento.

Al igual que en los trabajos de [23] y [28], se obtienen las ventajas de una red neuronal

que no requiere de entrenamiento previo ni de pesos iniciales especíÞcos.

Finalmente, es necesario unir al observador de alta ganancia con la red neuronal para

obtener un control PD sin las dos desventajas mencionadas al inicio (la medición de la ve-

locidad y los términos de compensación) y llegar al resultado principal de esta tesis. Como se

muestra en el capítulo 5, la teoría de sistemas singularmente perturbados permite aprovechar

el estudio del observador y de la red neuronal para concluir que el sistema completo es estable.

Observación 1.2 Se puede ver que la unión de los tres elementos (el control PD, el ob-

servador y la red neuronal) permanecen independientes de la dinámica del robot y al mismo

tiempo son una solución más a las dos desventajas que el control PD tiene y que fueron

expuestas al inicio.

Observación 1.3 La estructura del observador [17] y su aplicación a robots manipuladores

fue propuesto en [18] (usándo el enfoque de sistemas singularmente perturbados). Sin em-
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bargo, no se presenta una prueba formal. Éste trabajo llena ese hueco, con una prueba basada

en el trabajo [20].

1.3 Estructura de la tesis.

Capítulo 2: Preliminares. Primero se presenta una breve descripción del cálculo de la

dinámica de un robot manipulador de n eslabones rígidos, empleando el método de Newton-

Euler y el de Euler-Lagrange. Posteriormente, se muestran las propiedades más importantes

que la dinámica del manipulador posee y que serán empleadas a lo largo de toda la tesis.

Debido a que la teoría desarrollada en esta tesis será ejempliÞcada con simulaciones, se

calculan los valores numéricos de un robot manipulador particular.

Como segundo punto, se ofrece un panorama básico del desarrollo y estructura de las redes

neuronales. Se muestra la estructura de las redes neuronales biológicas (RNB). Y después

se discuten diferentes estructuras de las redes neuronales artiÞciales, como los son: de una

capa, multicapa, de funciones radiales básicas, etc. Se hace énfasis en las características y

ventajas de las redes neuronales de funciones radiales básicas.

Para terminar éste capítulo, se exponen los conceptos más importantes de la teoría de los

sistemas singularmente perturbados: la forma en que éste análisis se lleva acabo, la estructura

que presenta el sub-sistema lento y el rápido, las condiciones que se tienen que satisfacer

para garantizar que el análisis sea adecuado. Y se presenta el teorema de Tikhonov.

Capítulo 3: Observador de alta ganancia. Se inicia presentando la estructura del obser-

vador de alta ganacia propuesto en [17] y el control PD pre-alimentado a utilizar. Después,

se calcula el sistema en lazo cerrado (robot, observador y control) para obtener como punto

de equilibrio al error de observación. Un análisis de estabilidad, en el sentido de Lyapunov,

muestra que el sistema en lazo cerrado es asintóticamente estable y permite encontrar una

cota superior sobre el parámetro de alta ganancia del observador. Esta cota se traduce

en una condición necesaria para poder usar éste observador en un robot manipulador. En

el mismo análisis de estabilidad, se muestra también al sistema en lazo cerrado como dos

sub-sistemas escalas de tiempo distintas: una rápida y otra lenta, para entender mejor las

propiedades del observador de alta ganancia. Por último, las simulaciones muestran como

la dinámica del observador es más rápida que la dinámica del robot-control. Hasta aquí, se

ha resuelto el problema de medición de la velocidad del control PD.

Capítulo 4: Red neuronal de funciones radiales básicas. Se presenta la estructura de la
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red neuronal a usar (una red de funciones radiales básicas) y la forma en que estimará los

términos a compensar. En seguida, se deÞne el error de seguimiento, siendo éste el punto

de equilibrio del sistema en lazo cerrado del robot y del control. Al realizar el análisis de

estabilidad, en el sentido de Lyapunov, se determina la dinámica de las leyes de aprendizaje

de la red neuronal y se muestra la estabilidad del sistema completo. Se puede ver que el

control propuesto es independiente de la dinámica del robot y que no requiere de entre-

namiento previo. Cabe mencionar, que se está haciendo uso de la velocidad del robot y no

del observador. La parte Þnal la constituyen las simulaciones del control PD, compensado

con la red neuronal, en un robot manipulador.

El trabajo de éste capítulo fue sujeto a revisión y aceptado en el International Joint

Conference on Neural Networks (IJCNN�99).

Capítulo 5: Control PD con compensación neuronal y el observador de alta ganancia.

Es aquí donde se aplican conjuntamente los dos resultados anteriores: el sistema en lazo

cerrado del robot, el control PD, la red neuronal y el observador de alta ganacia, siendo el

error de observación y el error de seguimiento el punto de equilibrio del sistema completo en

lazo cerrado. Al igual que en los capítulos anteriores, el análisis de estabilidad en el sentido de

Lyapunov; pero haciendo uso de la teoría de sistemas singularmente perturbados; garantiza

la estabilidad del sistema completo y determina la dinámica de las leyes de aprendizaje de la

red. Como era de esperarse, las leyes de aprendizaje cambian con la inclusión del observador

haciendo necesario conocer una cota sobre la matriz de inercia de la dinámica del robot.

El resto de las propiedades de la red neuronal y del observador permanecen iguales. Otra

consecuencia son 3 condiciones necesarias para poder aplicar el control y el observador a un

robot manipulador. Por último, se presentan los resultados de las simulaciones de la teoría

desarrollada.

Capítulo 6: Conclusiones. Se detallan los resultados obtenidos en la tesis, como son:

(1) un control que sólo requiere conocer una cota sobre la matriz de inercia del manipulador,

de fácil implementación, (2) un observador independiente de la dinámica del robot, (3) una

red neuronal pequeña que no requiere de entrenamiento previo.

El sistema estudiado está conformado por el robot manipulador [26], el observador de

alta ganacia [17] y el control PD compensado con una red neuronal.

La existencia de 3 condiciones necesarias, que se deben satisfacer, para garantizar la

estabilidad del sistema.
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Capítulo 2

Preliminares.

2.1 Dinámica de los robots manipuladores.

Se debe entender por dinámica a las ecuaciones de movimiento del manipulador, es decir,

la manera en que el manipulador se mueve como consecuencia de fuerzas externas aplicadas

a cada eslabón. La dinámica está constituida por un conjunto de ecuaciones diferenciales

ordinarias de segundo órden no lineales, que dependen de las propiedades cinemáticas e

inerciales del robot.

La dinámica del manipulador presenta dos enfoques: el primero, considera un punto

dentro de una trayectoria dada (en el área de trabajo del manipulador) determinado por θ,
·
θ,

··
θ y se desea encontrar el vector de torques τ necesario para satisfacer la ecuación dinámica.

Este enfoque es útil para posicionar al manipulador en cualquier punto de su área de trabajo.

El segundo, calcula los movimientos del manipulador θ,
·
θ,

··
θ como resultado de un vector de

torques dado. Este enfoque es útil para simular al robot.

Existen dos métodos para calcular la dinámica de un manipulador: el de Euler-Lagrange

y el de Newton Euler. Ambos métodos, aunque distintos, son completamente equivalentes y

para el caso de los manipuladores considerados en esta tesis, dan como resultado el mismo

conjunto de ecuaciones diferenciales.

Observación 2.1 En el contexto de esta tesis se tratará con manipuladores rígidos, planares,

con articulaciones rotacionales y una rotación por cada articulación. Se asumirá, tambien,

rigidez en los eslabones y en las articulaciones. El robot consta de n grados de libertad y

sensores de posición únicamente (a menos que se indique lo contrario).
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2.1.1 Método de Euler-Lagrange.

Aunque en principio, las ecuaciones dinámicas pueden obtenerse sumando todas las fuerzas

en cada eslabón del manipulador, en el método de Euler-Lagrange sólo es necesario calcular

la energía cinética y potencial del sistema, dejando a un lado el tener que sumar las fuerzas

inerciales, las de coriolis, las centrífugas, las de los actuadores y todas las otras fuerzas que

pudieran estar actuando en cada articulación del robot.

Para escribir las ecuaciones de movimiento, es necesario deÞnir el Lagrangiano, L, como

la diferencia entre la energía cinética y la potencial del sistema, es decir [3]:

L(q,
·
q) = T (q,

·
q)− V (q)

donde T es la energía cinética y V es la energía potencial del robot, ambos escritos en coorde-

nadas generalizadas de posición q y de velocidad
·
q. Para el caso de los robots manipuladores

con eslabones rígidos, las coordenadas generalizadas (q,
·
q) son los ángulos de rotación de las

articulaciones del robot (posición y velocidad). Estos ángulos determinan de manera única

la posición de todos los eslabones que componen al robot.

El siguiente teorema establece la forma de calcular las ecuaciones dinámicas para un

robot manipulador:

Teorema 2.1 ([3]) Las ecuaciones de movimiento para un sistema mecánico con coorde-

nadas generalizadas q ∈ Rn y el lagrangiano L, están dadas por:

d

dt

δL

δ
·
qi
− δL

δqi
= τ i (2.1)

donde i = 1, ..., n y τ i es una fuerza externa que actúa en la i-ésima coordenada generalizada.

La ecuación (2.1) se denomina Ecuación de Lagrange y en forma vectorial se escribe

como:

d

dt

δL

δ
·
q
− δL
δq
= τ

donde δL

δ
·
q
, δL
δq
y τ son vectores Þla; pero por conveniencia de notación se escriben como

vectores columna. τ son los torques producidos por los actuadores y el punto denota derivada

con respecto al tiempo.
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Una prueba del teorema anterior puede encontrarse en libros de dinámica de sistemas

mecánicos, por ejemplo [4].

La ecuación de lagrange es una formulación elegante de la dinámica de un sistema

mecánico. Reduce el número de ecuaciones necesarias para describir el movimiento del sis-

tema dem, el número de particulas del sistema, a n, el número de coordenadas generalizadas,

si tal es el caso.

2.1.2 Método de Newton-Euler.

En éste método se considera cada eslabón del manipulador como un cuerpo rígido. Si de

éste cuerpo rígido se conoce dónde se localiza su centro de masa y el valor de su tensor de

inercia, se puede caracterizar completamente la distribución de su masa. Por su parte, para

mover los eslabones es necesario acelerarlos o desacelerarlos y la fuerza necesaria para lograr

lo anterior está en función de la aceleración deseada y de la distribución de masa de los

eslabones. Las ecuaciones de Newton junto con su análogo rotacional, la ecuación de Euler,

describe la relación entre las fuerzas, las inercias y las aceleraciones del manipulador.

Figura 2-1: Cuerpo rígido acelerado por
·
vc

La Þgura 2-1 muestra un cuerpo rígido cuyo centro de masa está siendo acelerado por
·
vc.

En esta situación, la fuerza F que actúa en el centro de masa está dada por:

F = m
·
vc

donde m es la masa total de cuerpo rígido.

La Þgura 2-2 muestra un cuerpo rígido rotando con velocidad angular w y aceleración

angular
·
w. El momento N , que debe de estar actuando en el cuerpo para producirle dicha
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Figura 2-2: Cuerpo rígido rotando.

rotación, está dado por la ecuación de Euler:

N = Ic
·
w +w × Icw

donde Ic es el tensor de inercia del cuerpo rígido con respecto a un eje de coordenadas C,

cuyo origen está situado en su centro de masa.

Para calcular los torques que corresponden al manipulador, cuando sigue una trayecto-

ria, es necesario asumir que se conoce la posición, velocidad y aceleración de los eslabonesµ
θ,

·
θ,
··
θ

¶
. Y con esto y el conocimiento de la cinemática y la distribución de masa del robot

es posible calcular los torques necesarios para que el manipulador siga dicha trayectoria.

A continuación se presenta el algoritmo de Newton-Euler publicado por Luh, Walker y

Paul en [5].

Primero se calculan las velocidades y las aceleraciones de cada eslabón en forma iterativa

empezando por el eslabón 1 y hacia el eslabón Þnal n, aplicando las ecuaciones de Newton-

Euler en cada eslabón.

En el segundo paso, se calculan las fuerzas y los torques debidos a la interacción de

los eslabones, así como los torques que deben de aplicar los actuadores. Esto, de manera

recursiva, comenzando por el eslabón n al primer eslabón 1.

Las ecuaciones de éste proceso iterativo, para un manipulador con articulaciones rota-

cionales, son:
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Primer paso (i = 0 a n),

i+1wi+1 = i+1
i R iwi+

·
θi+1

i+1 bZi+1
i+1 ·
wi+1 = i+1

i R i ·
wi +

i+1
i R iwi×

·
θi+1

i+1 bZi+1+ ··
θi+1

i+1 bZi+1
i+1 ·
vi+1 = i+1

i R (i
·
wi ×iPi+1 +i wi × (iwi ×i Pi+1)+i ·vi)

i+1 ·
vCi+1 = i+1 ·

wi+1 ×i+1PCi+1 +i+1 wi+1 × (i+1wi+1 ×i+1 PCi+1)+i+1
·
vi+1

i+1Fi+1 = mi+1
i+1 ·
vCi+1

i+1Ni+1 = Ci+1Ii+1
i+1 ·
wi+1 +

i+1wi+1 ×Ci+1 Ii+1 i+1wi+1

Segundo paso (i = n a 1),

ifi = i
i+1R

i+1fi+1 +
i Fi

ini = iNi +
i
i+1 R

i+1ni+1 +
i PCi ×i Fi +i Pi+1 ×ii+1 R i+1fi+1

τ i = inTi
i bZi

donde:

mi - masa del eslabón i.

ivj - velocidad lineal del eslabón j, medido desde el eje coordenado situado en el eslabón

i.

iwj - velocidad angular del eslabón j, medido desde el eje coordenado situado en el

eslabón i.

i
jR - matriz de rotación de la matriz de transformación de Denavit-Hartemberg de i a j.

θi -ángulo articular desde el eje xi−1 al eje xi alrededor del eje zi−1.
i bZi - proyección en el eje z del sistema coordenado situado en i.
iPj - vector de posición de la matriz de transformación de Denavit-Hartemberg de i a j.

ivCi - velocidad lineal del dentro de masa del eslabón j, medido desde el eje coordenado

situado en el eslabón i.

ifi - fuerza ejercida en el eslabón i debido al eslabón i− 1.
iFi - suma de fuerzas lineales en el eslabón i.

iNi - suma de torques en el eslabón i.

ini - torque ejercido en el eslabón i debido al eslabón i− 1.
τ i - torque requerido (el que los actuadores proporcionarán) en el eslabón i.
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iPci - vector que localiza el centro de masa del eslabón i.

CiIi - tensor de inercia en el centro de masa del eslabón i.

2.2 Dinámica de un robot manipulador rígido, planar,

rotacional, de dos grados de libertad.

Debido a que esta tesis realiza las simulaciones con un robot manipulador de dos grados

de libertad, con eslabones rígidos, con articulaciones rotacionales y planar; se calculará su

dinámica asociada haciendo uso de los dos métodos explicados anteriormente. También se

verá como ambos métodos resultan en el mismo conjunto de ecuaciones diferenciales.

Se asume que cada eslabón es un péndulo invertido, con toda su masa concentrada en el

punto Þnal del eslabón.

La Þgura 2-3 muestra el esquema de un manipulador de dos grados de libertad, planar y

rotacional.

Figura 2-3: Robot Manipulador.

2.2.1 Método de Euler-Lagrange.

Partiendo de que:

x1 = l1 cos θ1

y1 = l1 sin θ1

x2 = l1 cos θ1 + l2 cos(θ1 + θ2)

y2 = l1 sin θ1 + l2 sin(θ1 + θ2)
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cuyas derivadas son:

·
x1 = −l1

·
θ1 sin θ1

·
y1 = l1

·
θ1 cos θ1

·
x2 = −l1

·
θ1 sin θ1 − l2

·
θ1 sin(θ1 + θ2)− l2

·
θ2 sin(θ1 + θ2)

·
y2 = l1

·
θ1 cos θ1 + l2

·
θ1 cos(θ1 + θ2) + l2

·
θ2 cos(θ1 + θ2)

La energía cinética del sistema queda determinada por:

T =
1

2
m1 kV1k2 + 1

2
m2 kV2k2

donde:

kV1k =
·
x
2

1 +
·
y
2

1= l
2
1

·
θ
2

1

kV2k =
·
x
2

2 +
·
y
2

2= l
2
1

·
θ
2

1 +2l
2
2

·
θ1

·
θ2 +l

2
2

·
θ
2

1 +l
2
2

·
θ
2

2 +2l1l2
·
θ
2

1 cos θ2 + 2l1l2
·
θ1

·
θ2 cos θ2

Entonces,

T = 1
2
m1l

2
1

·
θ
2

1 +
1
2
m2l

2
1

·
θ
2

1 +m2l
2
2

·
θ1

·
θ2 +

1
2
m2l

2
2

·
θ
2

1 +
1
2
m2l

2
2

·
θ
2

2 +m2l1l2
·
θ
2

1 cos θ2

+m2l1l2
·
θ1

·
θ2 cos θ2

Y la energia potencial del sistema queda determinada por:

V = −m1g(l1 − l1 sin θ1)−m2g(l1 − l1 sin θ1 + l2 − l2 sin(θ1 + θ2))

Luego, el lagrangiano queda determinado de la siguiente manera:

L = T − V = 1
2
m1l

2
1

·
θ
2

1 +
1
2
m2l

2
1

·
θ
2

1 +m2l
2
2

·
θ1

·
θ2 +

1
2
m2l

2
2

·
θ
2

1 +
1
2
m2l

2
2

·
θ
2

2 +m2l1l2
·
θ
2

1 cos θ2

+m2l1l2
·
θ1

·
θ2 cos θ2 +m1gl1 −m1gl1 sin θ1 +m2gl1 +m2gl2 −m2gl1 sin θ1 −m2gl2 sin(θ1 + θ2))

El cálculo de las derivadas para obtener la ecuación de lagrange (después de reducir
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términos mediante identidades trigonométricas) está dado por:

δL

δθ1
= −m1gl1 cos θ1 −m2gl1 cos θ1 −m2gl2 cos(θ1 + θ2)

δL

δθ2
= −m2l1l2

·
θ
2

1 sin θ2 −m2l1l2
·
θ1

·
θ2 sin θ2 −m2gl2 cos(θ1 + θ2)

δL

δ
·
θ1

= m1l
2
1

·
θ1 +m2l

2
1

·
θ1 +m2l

2
2

·
θ2 +m2l

2
2

·
θ1 +2m2l1l2

·
θ1 cos θ2 +m2l1l2

·
θ2 cos θ2

δL

δ
·
θ2

= m2l
2
2

·
θ1 +m2l

2
2

·
θ2 +m2l1l2

·
θ1 cos θ2

d

dt

δL

δ
·
θ1

= m1l
2
1

··
θ1 +m2l

2
1

··
θ1 +m2l

2
2

··
θ2 +m2l

2
2

··
θ1 −2m2l1l2

·
θ1

·
θ2 sin θ2

+2m2l1l2
··
θ1 cos θ2 −m2l1l2

·
θ
2

2 sin θ2 +m2l1l2
··
θ2 cos θ2

d

dt

δL

δ
·
θ2

= m2l
2
2

··
θ1 +m2l

2
2

··
θ2 −m2l1l2

·
θ1

·
θ2 sin θ2 +m2l1l2

··
θ1 cos θ2

Finalmente,

τ1 = m1l
2
1

··
θ1 +m2l

2
1

··
θ1 +m2l

2
2

··
θ2 +m2l

2
2

··
θ1 −2m2l1l2

·
θ1

·
θ2 sin θ2 + 2m2l1l2

··
θ1 cos θ2

−m2l1l2
·
θ
2

2 sin θ2 +m2l1l2
··
θ2 cos θ2 +m1gl1 cos θ1 +m2gl1 cos θ1 +m2gl2 cos(θ1 + θ2)

τ 2 = m2l
2
2

··
θ1 +m2l

2
2

··
θ2 +m2l1l2

··
θ1 cos θ2 +m2l1l2

·
θ
2

1 sin θ2 +m2gl2 cos(θ1 + θ2)

(2.2)

2.2.2 Método de Newton-Euler.

Primero, se calcula el vector que localiza el centro de masa de cada eslabón:

1PC1 = l1
�

X1

2PC2 = l2
�

X2

donde
�

Xi denota la coordenada en el eje X del eje de coordenadas localizado en la i-ésima

articulación del robot.

Debido a que toda la masa del eslabón se concentra en un punto, no aparece la inercia

en el manipulador. Y los tensores de inercia, en el centro de masa de cada eslabón, están
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dados por:

c1I1 = 0

c2I2 = 0

Dado que no existen fuerzas que actúen en el elemento Þnal del robot, es posible hacer

la siguiente consideración:

f3 = 0

n3 = 0

donde f3 y n3 son la fuerza y la torca en el extremo Þnal del segundo eslabón (es decir, donde

se encontraría la tercera articulación si hubiese un cuarto eslabón conectado al robot).

La base del robot no gira, por lo tanto:

0w0 = 0

0 ·
w0 = 0

Para incluir la fuerza de gravedad, se considera que:

0 ·
v0= g

�

Y 0

donde
�

Y i denota la coordenada en el eje Y del eje de coordenadas localizado en la i-ésima

articulación del robot y g es el valor de la fuerza de gravedad.

Las matrices rotacionales entre eslabones consecutivos son:

0
1R =


cos θ1 − sin θ1 0

sin θ1 cos θ1 0

0 0 1


1
2R =


cos θ2 − sin θ2 0

sin θ2 cos θ2 0

0 0 1



23



y

1
0R =


cos θ1 sin θ1 0

− sin θ1 cos θ1 0

0 0 1


2
1R =


cos θ2 sin θ2 0

− sin θ2 cos θ2 0

0 0 1


Ahora, se realizan los cálculos del primer paso para el eslabón 1:

1w1 =
·
θ
1

1

�

Z1=


0

0
·
θ1


·

1w1 =
··
θ
1

1

�

Z1=


0

0
··
θ1


·

1v1 =


cos θ1 sin θ1 0

− sin θ1 cos θ1 0

0 0 1



0

g

0

 =

g sin θ1

g cos θ1

0



1 ·
vC1 =


0

l1
··
θ1

0

+

−l1

·
θ
2

1

0

0

+

g sin θ1

g cos θ1

0

 =

−l1

·
θ
2

1 +g sin θ1

l1
··
θ1 +g cos θ1

0



1F1 =


−m1l1

·
θ
2

1 +m1g sin θ1

m1l1
··
θ1 +m1g cos θ1

0



1N1 =


0

0

0


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Los resultados del primer paso para el eslabón 2 son:

2w2 =
·
θ
2

2

�

Z2=


0

0
·
θ1 +

·
θ2


·
2w2 =

··
θ
2

2

�

Z2=


0

0
··
θ1 +

··
θ2


·

2v2 =


cos θ2 sin θ2 0

− sin θ2 cos θ2 0

0 0 1



−l1

·
θ
2

1 +g sin θ1

l1
··
θ1 +g cos θ1

0



=


l1

··
θ1 sin θ2 − l1

·
θ
2

1 cos θ2 + g sin(θ1 + θ2)

l1
··
θ1 cos θ2 + l1

·
θ
2

1 sin θ2 + g cos(θ1 + θ2)

0



2 ·
vC2 =


0

l2(
··
θ1 +

··
θ2)

0

+

−l2(

·
θ1 +

·
θ2)

2

0

0

+

l1

··
θ1 sin θ2 − l1

·
θ
2

1 cos θ2 + g sin(θ1 + θ2)

l1
··
θ1 cos θ2 + l1

·
θ
2

1 sin θ2 + g cos(θ1 + θ2)

0



=


l1
··
θ1 sin θ2 − l1

·
θ
2

1 cos θ2 + g sin(θ1 + θ2)− l2(
·
θ1 +

·
θ2)

2

l1
··
θ1 cos θ2 + l1

·
θ
2

1 sin θ2 + g cos(θ1 + θ2) + l2(
··
θ1 +

··
θ2)

0



2F2 =


m2l1

··
θ1 sin θ2 −m2l1

·
θ
2

1 cos θ2 +m2g sin(θ1 + θ2)−m2l2(
·
θ1 +

·
θ2)

2

m2l1
··
θ1 cos θ2 +m2l1

·
θ
2

1 sin θ2 +m2g cos(θ1 + θ2) +m2l2(
··
θ1 +

··
θ2)

2

0


2N2 =


0

0

0


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Ahora, el cálculo del segundo paso para el eslabón 2 es:

2f2 = 2F2 =


m2l1

··
θ1 sin θ2 −m2l1

·
θ
2

1 cos θ2 +m2g sin(θ1 + θ2)−m2l2(
·
θ1 +

·
θ2)

2

m2l1
··
θ1 cos θ2 +m2l1

·
θ
2

1 sin θ2 +m2g cos(θ1 + θ2) +m2l2(
··
θ1 +

··
θ2)

2

0



2n2 =


0

0

m2l1l2
··
θ1 cos θ2 +m2l1l2

·
θ
2

1 sin θ2 +m2l2g cos(θ1 + θ2) +m2l
2
2(
··
θ1 +

··
θ2)

2


Las ecuaciones del segundo paso para el eslabón 1 son:

1f1 =


cos θ2 − sin θ2 0

sin θ2 cos θ2 0

0 0 1



m2l1

··
θ1 sin θ2 −m2l1

·
θ
2

1 cos θ2 +m2g sin(θ1 + θ2)−m2l2(
·
θ1 +

·
θ2)

2

m2l1
··
θ1 cos θ2 +m2l1

·
θ
2

1 sin θ2 +m2g cos(θ1 + θ2) +m2l2(
··
θ1 +

··
θ2)

2

0



+


−m1l1

·
θ
2

1 +m1g sin θ1

m1l1
··
θ1 +m1g cos θ1

0



1n1 =


0

0

m2l1l2
··
θ1 cos θ2 +m2l1l2

·
θ
2

1 sin θ2 +m2l2g cos(θ1 + θ2) +m2l
2
2(
··
θ1 +

··
θ2)

2



+


0

0

m1l
2
1

··
θ1 +m1l1g cos θ1



+


0

0

m2l
2
1

··
θ1 −m2l1l2(

·
θ1 +

·
θ2)

2 sin θ2 +m2l1g sin θ2 sin(θ1 + θ2)

+m2l1l2(
··
θ1 +

··
θ2) cos θ2 +m2l1g cos(θ1 + θ2) cos θ2


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Finalmente, las ecuaciones dinámicas del sistema son:

τ1 = m2l
2
2(
··
θ1 +

··
θ2) +m2l1l2(2

··
θ1 +

··
θ2) cos θ2 + (m1 +m2)l

2
1

··
θ1 −m2l1l2

·
θ
2

2 sin θ2

−2m2l1l2
·
θ1

·
θ2 sin θ2 +m2l2g cos(θ1 + θ2) + (m1 +m2)l1g cos θ1

τ 2 = m2l1l2
··
θ1 cos θ2 +m2l1l2

·
θ
2

1 sin θ2 +m2l2g cos(θ1 + θ2) +m2l
2
2(
··
θ1 +

··
θ2)

(2.3)

Para ver que ambos metodos generan el mismo resultado,basta observar las ecuaciones

(2.2) y (2.3).

Estas ecuaciones pueden ser escritas en la siguiente forma matricial:

M(θ)
··
θ +C(θ,

·
θ)

·
θ +G(θ) = τ (2.4)

que para el caso de (2.2) y (2.3), las matrices de (2.4) tienen la forma siguiente:

M(θ) =

 l22m2 + 2l1l2m2 cos θ2 + l
2
1(m1 +m2) l22m2 + l1l2m2 cos θ2

l22m2 + l1l2m2 cos θ2 l22m2


C(θ,

·
θ) =

 −2m2l1l2
·
θ2 sin θ2 −m2l1l2

·
θ2 sin θ2

m2l1l2
·
θ1 sin θ2 0


G(θ) =

 m2l2g cos(θ1 + θ2) + (m1 +m2)l1g cos θ1

m2l2g cos(θ1 + θ2)


τ =

 τ 1
τ 2


·
θ =

 ·
θ1
·
θ2


En la literatura, las matrices M(θ), C(θ,

·
θ), G(θ) de (2.4) se les conoce con el nombre de

inercia, de coriolis y de gravedad respectivamente.

En la práctica, el robot manipulador está sujeto a fuerzas de fricción y perturbaciones.

Por lo tanto, generalizaremos el modelo que se ha calculado añadiendole un término de

fricción viscoza, F (
·
θ), y uno de perturbaciones, τd. De esta forma, (2.4) se transforma en:

M(θ)
··
θ +C(θ,

·
θ)

·
θ +G(θ) + F (

·
θ) + τd = τ (2.5)
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donde

F (
◦
θ) =

 k1 0

0 k2

 ·
θ1
·
θ2

 (2.6)

y τ d es un término cuya estructura desconocemos y que representa las dinámicas no mode-

ladas del robot.

Observación 2.2 El término de fricción no es fácil de modelar, ya que depende de la es-

tructura física del robot. En esta tesis, por simplicidad, se asume fricción viscoza; pero un

análisis más profundo se puede hallar en [6].

Observación 2.3 A diferencia de la fricción vizcosa, la cual es benéÞca para el robot; la

fricción no lineal, por ejemplo la fricción de Coulomb, es dañina para la estabilidad del

sistema y debe ser compensada de alguna forma.

Las dos ecuaciones que componen (2.5) son:

τ 1 = m1l
2
1

··
θ1 +m2l

2
1

··
θ1 +m2l

2
2

··
θ2 +m2l

2
2

··
θ1 −2m2l1l2

·
θ1

·
θ2 sin θ2 + 2m2l1l2

··
θ1 cos θ2

−m2l1l2
·
θ
2

2 sin θ2 +m2l1l2
··
θ2 cos θ2 +m1gl1 cos θ1 +m2gl1 cos θ1 +m2gl2 cos(θ1 + θ2) + k1

·
θ1

τ 2 = m2l
2
2

··
θ1 +m2l

2
2

··
θ2 +m2l1l2

··
θ1 cos θ2 +m2l1l2

·
θ
2

1 sin θ2 +m2gl2 cos(θ1 + θ2) + k2
·
θ2

(2.7)

donde k1, k2 son los coeÞcientes de fricción de (2.6).

2.3 Valores numéricos de un robot manipulador.

Para poder llevar a efecto las simulaciones en esta tesis, es necesario deÞnir los valores

numéricos de (2.5), por lo tanto, se consideran los siguientes parámetros del robot: m1 =

m2 = 1Kg, l1 = 1m, l2 = 2m; los coeÞcientes de fricción son de 0.3 y la gravedad tiene un

valor de 9.8m
s2
.
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El resultado Þnal es el siguiente:

M =

 4 cos (θ2) + 6 2 cos (θ2) + 4

2 cos (θ2) + 4 4

 , C =
 −4 cos

µ ·
θ2

¶
sin (θ2) 2

·
θ1 sin (θ2)

−2 cos
µ ·
θ2

¶
sin (θ2) 0


G =

 19.6 cos(θ1 + θ2) + 19.6 cos θ1
19.6 cos(θ1 + θ2)

 , F =
 0.3 0

0 0.3


(2.8)

donde (θ1, θ2) y
µ ·
θ1,

·
θ2

¶
son los vectores de posición y de velocidad del primer y segundo

eslabón del manipulador respectivamente.

2.4 Propiedades estructurales de las ecuaciones dinámi-

cas del robot manipulador.

Estas propiedades corresponden al estudio del modelo dinámico (2.7), dicho estudio se en-

cuentra con mayor detalle en [2] y [7].

Estas propiedades permitirán mejorar el diseño del controlador en las secciones subse-

cuentes y serán empleadas a lo largo de toda la tesis.

2.4.1 Propiedades de la matriz de inercia M(θ).

Intuitivamente, es posible escribir la energía cinética del manipulador en la forma cuadrática

siguiente:

1

2

·
θ
T

K(θ)
·
θ (2.9)

dondeK(θ) es una matriz que describe la distribución de la masa del manipulador en función

de θ. Cada elemento deK(θ) debe tener unidades de inercia (kgm2). Claramente, K(θ) debe

ser positiva deÞnida para que el valor de (2.9) sea siempre positivo y represente energía. Más

aún, dada la forma cuadrática de (2.9) es posible sumar cualquier matriz skew-symmetric1 sin

alterar el valor de la forma cuadrática. Luego, dado que cualquier matriz puede escribirse

1Una matriz S ∈ Rn×n se llama skew-symmetric si satisface que ST = −S.

29



como la suma de una matriz simétrica y una skew-symmetric, podemos concluir que la

matriz skew-symmetric que corresponde a K(θ) debe ser nula porque de lo contrario el

sistema tendría masa que no contribuye en la energía cinética. Por lo tanto, la matriz K(θ)

es simétrica y deÞnida positiva.

Por otra parte, la energía potencial del manipulador puede escribirse como una función

escalar, P (θ), en términos de θ. Con lo cual, el lagrangiano estaría dado por:

L =
1

2

·
θ
T

K(θ)
·
θ −P (θ)

Y la ecuación de Lagrange como:

d
dt

³
δL

δ
·
θ

´
− δL

δθ
= τ

d
dt

µ
K(θ)

·
θ

¶
− δ

δθ

µ
1
2

·
θ
T

K(θ)
·
θ −P (θ)

¶
= τ

·
K (θ)

·
θ +K(θ)

··
θ −1

2

·
θ
T ¡

δ
δθ
K(θ)

¢ ·
θ + δ

δθ
P (θ) = τ

(2.10)

Si comparamos la última ecuación de (2.10) con (2.5) se observa, después de igualar los

términos de
··
θ, que:

M(θ) = K(θ)

con lo que M(θ) debe ser la matriz de la energía cinética del manipulador.

Si de la misma forma, se igualan los coeÞcientes de
·
θ:

C(θ,
·
θ)

·
θ=

·
M (θ)

·
θ −1

2

·
θ
T
µ
δ

δθ
K(θ)

¶ ·
θ (2.11)

es posible demostrar (ver [8]) que:

·
M (θ) = 2C(θ,

·
θ)− J

donde J es una matriz skew-symmetric. Entonces, la forma cuadrática de J satisface la

propiedad:

xT
µ

·
M (θ)− 2C(θ,

·
θ)

¶
x = 0
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para cualquier vector x de dimensiones adecuadas.

Otra propiedad importante, es que toda la dependencia de θ de los elemento deM(θ) es a

través de funciones trigonométricas senos y cosenos, las cuales están acotadas para cualquier

valor en su argumento y todas ellas en el numerador de M(θ). Por lo tanto, M(θ) está

acotada para cualquier valor de θ.

Para resumir, la matriz M(θ) tiene las siguientes propiedades:

1. Es simétrica.

2. Es positiva deÞnida y está acotada superior e inferiormente. Es decir,

αmIm ≤M(θ) ≤ βmIm

donde Im es la matriz identidad y 0 ≤ αm ≤ βm escalares.

3. Su inversa existe, es deÞnida positiva y acotada.

4. Su derivada está deÞnida por
·
M (θ) = 2C(θ,

·
θ) − J , donde J es una matriz skew-

symmetric.

5. M(θ) es la matriz de la energía cinética del manipulador.

2.4.2 Propiedades de la matriz de coriolis C(θ,
·
θ).

A esta matriz se le conoce con el nombre de matriz de coriolis y de fuerzas centrífugas.

Tomando como base (2.11), es posible escribir:

C(θ,
·
θ)

·
θ=



·
θ
T

V1(θ)
·
θ

·
θ
T

V2(θ)
·
θ

...
·
θ
T

Vn(θ)
·
θ


(2.12)

donde Vi(θ) son matrices simétricas de n× n.
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De lo anterior, se puede obtener que:

C(θ,
·
θ) =



·
θ
T

V1(θ)
·
θ
T

V2(θ)
...

·
θ
T

Vn(θ)


(2.13)

Nótese que C(θ,
·
θ) puede escribirse en la forma C(θ,

·
θ) = Cp(θ)Cv(

·
θ)

·
θ; donde Cv(

·
θ) es

una matriz de tamaño 1
2
n(n+ 1)× n dada por:

Cv(
·
θ) =


On−1,1

·
θ1 In

...
·
θ2 In−1

...
...

O1,n
·
θn


donde On,m es una matriz de ceros de tamaño n × m y Cp(θ) es una matriz de tamaño

n× 1
2
n(n+ 1).

Tambien es posible escribir la matriz C(θ,
·
θ) en la forma:

C(θ,
·
θ) = B(θ)

· ·
θ
·
θ

¸
+ C(θ)

· ·
θ
2
¸

(2.14)

donde B(θ) es una matriz de tamaño n × 1
2
n(n − 1) de coeÞcientes de coriolis y

· ·
θ
·
θ

¸
un

vector de tamaño 1
2
n(n− 1)× 1 cuyos elementos están dados por:

· ·
θ
·
θ

¸
=
h ·
θ1

·
θ2

·
θ1

·
θ3 . . .

·
θn−1

·
θn

iT

C(θ) una matriz de coeÞcientes centrífugos y
· ·
θ
2
¸
un vector n × 1 con elementos descritos

por:

· ·
θ
2
¸
=

·
·
θ
2

1

·
θ
2

2 . . .
·
θ
2

n

¸T
Nuevamente, la dependencia de θ aparece sólo en función de senos y cosenos, en el

numerador, así que C(θ,
·
θ)

·
θ tiene una cota independiente de θ; pero que se incrementa
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cuadráticamente en función de
·
θ.

Para resumir, la matriz C(θ,
·
θ)

·
θ tiene las siguientes propiedades:

1. Es cuadrática en función de
·
θ.

2. Puede ser escrita de distintas maneras: (2.12), (2.13) y (2.14).

3. Se relaciona con la derivada de la matriz de inercia a través de la igualdad:

C(θ,
·
θ) =

1

2

³ ·
M (θ) + J

´
donde J es una matriz skew-symmetric.

2.4.3 Propiedades de la matriz de gravedad G(θ).

La dependencia de θ de esta matriz, también es a través de senos y cosenos en el numerador.

Por lo tanto, G(θ) tiene una cota superior e inferior, independiente de θ.

2.4.4 Propiedades de la matriz de fricción F (
·
θ).

El término de fricción, dependiente de
·
θ, que esta tesis considera tiene únicamente tres

propiedades:

1. La fricción es un efecto local, así que los elementos de F (
·
θ) son fi(

·
θi); i = 1, ..., n.

2. La fuerza de fricción es disipativa, es decir,
·
θ
T

F (
·
θ) ≥ 0.

3. F (
·
θ) depende linealmente de

·
θ.

Los tres puntos anteriores dan como resultado que:

F (
·
θ) =


f1

·
θ1 0 0

0
. . . 0

0 0 fn
·
θn


donde fi son constantes positivas e i = 1, ..., n.

Observación 2.4 En ocasiones, el término de fricción F (
·
θ) puede depender también de θ

debido a efectos en los engranes del robot y otras características inherentes a la estructura
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del manipulador. Es entonces que se hace necesario compensar la fricción para obtener un

buen desempeño del robot al seguir una trayectoria continua y variante en el tiempo.

2.5 Redes neuronales.

Los sistemas biológicos proveen de muchas pistas para el desarrollo del aprendizaje robusto

(altamente estable) y de algoritmos adaptables.

Dichos sistemas procesan la información en forma diferente a los esquemas de control

convencionales, ya que no están basados en ningún modelo, sin embargo son muy eÞcientes

para tratar con incertidumbres y complejidades.

Tales sistemas no requieren del desarrollo de un modelo matemático para ejecutar tareas

complejas. Ciertamente, pueden aprender a ejecutar nuevas tareas y adaptarse fácilmente

a cambios en el ambiente. Si los principios fundamentales de la computación encajaran en

los sistemas biológicos (por ejemplo: el cerebro), entonces una generación totalmente nueva

de métodos de control podría ser desarollada mas allá de las capacidades de las técnicas

actuales, basadas en un modelo matemático explícito.

Se dice que un sistema de control tiene la habilidad de aprender si adquiere información

durante la operación, de comportamientos desconocidos de la planta y de su ambiente, tal

que la ejecución completa sea mejorada. Con éste enriquecimiento el controlador podría

expander su región de operación , implementando así un sistema autónomo.

Una clase de modelos, con la potencialidad de implementar éste aprendizaje, son las redes

neuronales artiÞciales. Y aunque la morfología neuronal del sistema nervioso es mucho más

compleja, una analogía simpliÞcada puede ser desarrollada, la cual podría ser utilizada en

aplicaciones de ingenieria.

Tomándo como base esta comprensión simpliÞcada, las estructuras de las redes neuronales

artiÞciales pueden ser desarrolladas.

2.5.1 Modelo de una neurona.

Una red neuronal artiÞcial (RNA) [39] es un elemento capaz de procesar gran cantidad de

información en forma paralela y distribuida, inspirada en las redes neuronales biológicas (ver

Fig.2-4), las cuales pueden almacenar conocimiento experimental y tenerlo disponible para

su uso [40]. Algunas de sus similaridades con el cerebro son:
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1. El conocimiento es adquirido a través del proceso de aprendizaje.

2. La conectividad entre neuronas es llamada pesos sinápticos y estos son utilizados para

almacenar el conocimiento.

dentritas

soma

Uniones
sinapticas

Entradas desde
otras neuronas

Axon Bifurcaciones
de salida

Direccion de
la informacion

Figura 2-4: Esquema de una neurona biológica.

El procedimiento para el proceso de aprendizaje es conocido como algoritmo o leyes de

aprendizaje. Su función es modiÞcar los pesos sinápticos de la red neuronal para alcanzar

una meta preestablecida. La modiÞcación de los pesos provee el método tradicional para el

diseño e implementación de las redes neuronales.

La neurona es la unidad fundamental para la operación de la red neuronal. La Fig. 2-5

muestra el esquema de una neurona.

x1

x2

xp

Wk1

Wk2

Wkp

uk fi(.)

Umbral

Salida

Funcion de
activacion

Señales
de entrada

Pesos
sinopticos

yk

Figura 2-5: Modelo no-lineal de una neurona.

Existen 3 elementos básicos de la RNA:
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1. Un conjunto de uniones sinápticas, en cada elemento, caracterizadas por su propio

peso.

2. Un sumador, el cual suma los componentes de la señal de entrada multiplicados por

su respectivo peso sináptico.

3. Una función de activación no-lineal que transforma la salida del sumador en la entrada

de la siguiente neurona.

4. Un umbral externo para reducir la entrada de la función de activación.

En términos matemáticos, la i-ésima neurona se describe como:

ui =
Pn

j=1 wij xj

yi = ϕ (ui − ρi)
(2.15)

donde:

xj j-ésimo componente de la entrada.

w ij peso de la conexión entre la j-ésima componente de la entrada y la i-ésima neurona

.

ui salida del sumador.

ρi umbral.

ϕ (·) función de activación no-lineal.
yi salida de la i-ésima neurona.

La función de activación no-lineal es denotada por g(·) y genera el elemento de la salida
yi, recibiendo como entrada xi:

yi = g(xi) (2.16)

Una clasiÞcación para éste tipo de funciones es la siguiente:

1. Diferenciable y No-diferenciable.

2. Tipo pulso y Tipo escalón.

3. Positiva y Promedio cero.
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La clasiÞcación 1 se distingue por tener funciones suaves y discontinuas. Las funciones

suaves son necesarias para algunos algoritmos de adaptación como el de propagación hacia

atrás (backpropagation), mientras que las funciones discontinuas (por ejemplo: la funciones

de umbral) son necesarias para generar una salida binaria. La clasiÞcación 2 se distingue por

tener funciones con un solo valor signiÞcativo de salida cuando las entradas están cerca del

cero, porque las funciones sólo cambian signiÞcativamente alrededor del cero. La clasiÞcación

3 se reÞere a las funciones positivas que cambian de 0 en −∞ a 1 en∞ y a las funciones de

promedio cero que cambian de −1 en −∞ a 1 en ∞.
Algunas funciones estándar pueden observarse en la Fig. 2-6. y cuyas gráÞcas se muestran

Figura 2-6: Tabla de funciones no lineales.

a continuación:
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Figura 2-7: Primera función de umbral.
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Figura 2-8: Segunda función de umbral.
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Figura 2-9: Función Sigmoide.
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Figura 2-10: Función tangente hiperbólica.
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Figura 2-11: Función gaussiana.

2.5.2 Estructuras de las redes neuronales.

La forma en que las neuronas de una red neuronal están interconectadas determina su es-

tructura. Para propósitos de identiÞcación y control, las estructuras más usadas son:

1. Redes de alimentación hacia adelante de una capa.

2. Redes de alimentación hacia adelante multicapa.

3. Redes de funciones radiales básicas.

4. Redes neuronales dinámicas.

Redes de alimentación hacia adelante de una capa.

Esta es la forma más simple de una red neuronal. Tiene sólo una capa de neuronas. La más

conocida es llamada Perceptrón. Básicamente consta de una neurona con pesos sinápticos

ajustables y de una función de activación.

El algoritmo de aprendizaje que ajusta los pesos de estas redes neuronales apareció por

primera vez en [41], [42]. Ahí es probado que los vectores de información, usados para

entrenar el perceptrón, son tomados de dos clases lineales separables, entonces el algoritmo

de aprendizaje del perceptrón converge y deÞne una superÞcie de decisión: un hiperplano que

separa las dos clases. La prueba de convergencia, respectiva, es conocida como el teorema

de convergencia del perceptrón.

El perceptrón básico es el llamado modelo de McCulloch-Pitts [43], en el cual la función

de activación ϕ(.) es de límites extremos.
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El propósito del perceptrón es el de clasiÞcar la señal de entrada, con componentes:

u1, u2, . . . , un, en una o dos clases: C1 ó C2. La regla de decisión para la clasiÞcación

consiste en asignar a cada punto, que corresponde a una entrada u1, u2, . . . , un, la clase

C1 si la salida del perceptrón y es igual a +1 y la clase C2 si es −1.
Usualmente el umbral ρ es tratado como un peso sináptico conectado a una entrada Þjada

en −1, así el vector de entrada queda deÞnido por:

(u (k))T = (−1, u1 (k) , u2 (k) , . . . , un (k)) (2.17)

donde k es la k-ésima entrada.

El sumador que produce la salida es calculado por:

v (k) = wT (k) u (k) = uT (k) w (k) (2.18)

donde w es el vector de los pesos sinápticos.

Para cualquier k, en el espacio n-dimensional, la ecuación wTu, con coordenadas u1, u2,, un,

deÞne un hiperplano que separa las entradas en dos clases: C1 y C2. Si estas clases son lin-

ealmente separables existe un vector w tal que:

wTu ≥ 0, ∀ u ∈ C1
y

wTu < 0, ∀ u ∈ C2
(2.19)

El algoritmo de aprendizaje adapta el vector de los pesos como sigue:

1.− w (k + 1) = w (k)
si wTu ≥ 0, ∀ u ∈ C1

ó si wTu < 0, para u ∈ C2
2.− w (k + 1) = w (k)− η (k) u (k) si wTu ≥ 0, para u ∈ C2

ó

w (k + 1) = w (k) + η (k) u (k) si wTu < 0, para u ∈ C1

(2.20)

La convergencia de éste algoritmo puede ser demostrada utilizando un argumento por

contradicción.
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Si se observa únicamente la salida v (k) y se deÞne el error como:

e (k) = d (k)− v (k) (2.21)

el algoritmo de mínimos cuadrados puede ser aplicado para minimizar el error. La obtención

de éste algoritmo está basado en el método del gradiente descendiente. El cual da por

resultado la siguiente ley de aprendizaje:

w (k + 1) = w (k) + η e (k) u (k) (2.22)

Puesto que el error depende linealmente de los pesos, éste algoritmo asegura la obtención de

un mínimo global.

Redes de alimentación hacia adelante multicapa.

Estas se distinguen por la presencia de una o más capas ocultas (ver Fig. 2-12) cuyos nodos

computacionales se llaman neuronas ocultas. Típicamente, las neuronas en cada capa tienen

como señal de entrada las señales de salida de la capa precedente. Si cada neurona, en cada

capa, es conectada con todas las neuronas de la capas adyacentes la red neronal se dice que

está totalmente conectada, en el caso opuesto, es llamada parcialmente conectada.

Capa de
 salida

Primer 
Capa 
Oculta

Segunda
Capa 
Oculta

Figura 2-12: Perceptrón multicapa.

El perceptrón multicapa tiene las siguientes tres caracteristicas:

1. La función de activación para cada neurona es suave, en oposición a la de límites

extremos usada en el perceptrón de una sola capa. Usualmente, esta función no-lineal
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es una sigmoide deÞnida por:

ϕ
i
(v

i
) =

1

1 + e−
vi

(2.23)

2. La red está compuesta por una o más capas ocultas de neuronas.

3. La red presenta un alto grado de conectividad.

El perceptrón multicapa obtiene su poder computacional a través de la combinación de

estas características y su habilidad de aprender de la experiencia. Sin embargo, la presencia

de no-linealidades distribuidas y la alta conectividad de la red hacen el análisis teórico difícil

de realizar.

Redes de funciones radiales básicas.

En el contexto de una red neuronal, los nodos de la capa escondida proveen una serie de

�funciones� que constituyen una �base� arbitraria para los patrones de entrada (vectores)

cuando éstos se expanden a los espacios de los nodos de la capa escondida; esas funciones se

les denomina �funciones radiales básicas�. Las funciones radiales básicas fueron introducidas

por primera vez para la solución de problemas de interpolación multivariable reales.

Cuando una red estándar de funciones radiales básicas se usa para desarrollar una tarea

de clasiÞcación de patrones complejos, el problema se soluciona básicamente al llevarlo a un

espacio de muchas dimensiones de una manera no lineal. La justiÞcación para hacer ésto,

está provista por el teorema de Cover (1965) sobre los patrones de separabilidad, en donde se

establece que un problema de clasiÞcación de patrones complejos, enmarcada en un espacio

no lineal multidimensional, es más facil de separar de manera lineal, que si se enmarca en

un espacio de baja dimensión lineal.

Básicamente, el mapeo no lineal se usa para transformar un problema de clasiÞcación

separable no linealmente en uno separable linealmente.

De forma similar, se puede utilizar un mapeo no lineal para aproximar una función no

lineal en un contexto más sencillo.

Éste tipo de red neuronal tiene tres capas totalmente diferentes:

1. La capa de nodos de entrada.
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2. La capa oculta. Donde cada nodo ejecuta una transformación no-lineal de la entrada,

denotada como función radial básica.

3. La capa de salida. Formada por una combinacion lineal de las salidas de la neuronas

de la capa oculta.

Los trabajos pioneros en éste tema se llevaron acabo por Powell, [33]. La primera apli-

cación de las funciones radiales básicas en el diseño de redes neuronales fue reportado en

[34]. Contribuciones especíÞcas a la teoría, diseño y aplicación de estas funciones a las redes

neuronales, se encuentran en [35], [36] y [37].

Redes neuronales dinámicas.

Éste tipo de redes se distinguen de las redes neuronales estáticas porque tienen al menos un

ciclo de retroalimentación. Éstos ciclos involucran el uso del tiempo discreto y de bifurca-

ciones compuestas por elementos de una unidad de retraso. Esta unidad se denota por q−1,

tal que u (k − 1) = q−1 u(k), con k indicando el k-ésimo muestreo en el tiempo. La ecuación
de las redes neuronales dinámicas es:

Tiempo discreto:

y (k + 1) = g [y (k) , y(k + 1), · · · , y (k − n) ; u(k), u(k + 1), · · · , u(k −m)] (2.24)

Tiempo Continuo:

�bx = A bx+ w1 σ (v1 x) + w2 φ (v2 x) u (2.25)

donde σ (·) y φ (·) son funciones sigmoidales (ver Fig.2-13).
Los ciclos de retroalimentación traen como resultado un comportamiento dinámico no-

lineal debido a la función de activación no-lineal de las neuronas. Como consecuencia, se les

llama redes neuronales dinámicas.

Estas redes neuronales ofrecen grandes ventajas computacionales. De hecho, es bien

sabido que un sumador lineal estático Þnito es equivalente a un sistema lineal retroalimentado

de un solo polo, como se ve en la Fig.2-14.
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Figura 2-13: Esquema de una red neuronal dinámica.
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Figura 2-14: Sistemas dinámicos y estáticos equivalentes.

De la Fig. 2-14, el sumador de salida es:

v (k) = u (k) + u (k − 1) + ...u (k − n) =
nX
i=0

u (k − i) ; n→∞ (2.26)

El sistema lineal está descrito por:

v (k) = v (k − 1) + u (k)
v(k)
u(k)

= 1
1−q−1 = 1 + q

−1 + q−2... q−n

v (k) = u (k) + u (k − 1) + ...u (k − n)
(2.27)

Es claro que las dos estructuras son equivalentes, pero desde el punto de vista com-

putacional, el sistema con retroalimentación es equivalente a una muy grande, posiblemente

inÞnita, estructura estática. Esta propiedad es muy interesante para identiÞcación y control,
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y abre el camino para las aplicaciones de las redes neuronales dinámicas en éstos campos.

Finalmente, esta tesis empleará la siguiente estructura matemática de una red neuronal

de funciones radiales básicas:

y = W Tσ(V Tx) (2.28)

donde x =
£
xT0 , x

T
1 , ..., x

T
N1

¤T
es el vector de entrada, y =

£
yT1 , y

T
2 , ..., y

T
N2

¤T
es el vector

de salida y xT0 = 1 (para el umbral). Los pesos de la red neuronal corresponden a las

matrices W = [wij ] ∈ RN3xN2 , V = [vjk] ∈ RN1xN3 . La función de activación es σ(z) =
[σ(z1),σ(z2), ..., σ(zN3)]. N3 es el número de nodos de la capa oculta.

Con la siguiente función de activación:

σ(z) = e−
(z−m)2

s (2.29)

donde m y s son constantes positivas.

2.6 Sistemas Singularmente Perturbados.

Esta teoría permite simpliÞcar un modelo dinámico que contenga parámetros constantes

pequeños, que incrementen el órden del sistema. Sin embargo, trabajar con un modelo

sobre-simpliÞcado puede llevar a resultados alejados del punto óptimo, o en algunos casos,

a una inestabilidad del sistema. Es por ello, que la teoría de perturbaciones singulares

propone trabajar con el modelo simpliÞcado como primer paso, porque éste modela las

características principales del sistema; y posteriormente estudia los fenómenos relativos a los

parámetros que se despreciaron, para determinar su importancia en la respuesta del modelo.

Las características principales, o promedio, del modelo están determinadas por una respuesta

lenta, mientras que los fenómenos relativos a los parámetros despreciados se desarrollan a

mayor velocidad.

La teoría de sistemas singularmente perturbados permite determinar cuándo unmodelo se

puede simpliÞcar, bajo qué condiciones y qué características presentan los sub-sistemas lento

y rapido. Todo ésto permite el cálculo de un mejor control, el desarrollo de un observador o

de cualquier otro interés.

Esta parte del capítulo está basada en [12].
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2.6.1 El modelo estándar de los sistemas singularmente perturba-

dos.

El modelo que a continuación se presenta es el más común dentro de la literatura de con-

trol, teoría de sistemas, matemáticas, etc. Y ha sido estudiado ampliamente por Tikhonov

(1948,1952), Levinson (1950), Vasileva (1963), Wasow (1956), etc. El modelo es el siguiente:

·
x = f(x, z, ², t), x(t0) = x0, x ∈ Rn (2.30)

²
·
z = g(x, z, ², t), z(t0) = z0, z ∈ Rm

donde el punto denota derivada con respecto al tiempo t; f , g son campos vectorial contin-

uamente diferenciables en sus argumentos x, z, ², t. ² es una constantes escalar pequeña que

representa los parámetros que se van a despreciar.

El considerar un solo parámetro pequeño ² en (2.30) no es una restricción. Por ejemplo:

si T1 y T2 son parámetros pequeños de la misma magnitud, uno de ellos puede ser tomado

como ² y el otro como un múltiplo del primero, es decir, T1 = ² y T2 = α², donde α = T2
T1
es

una constante conocida.

Para llevar acabo la reducción del modelo se hace ² = 0, convirtiendo a ² en una pertur-

bación llamada �singular� y reduciendo el orden del sistema, o modelo, de n+m a órden n.

La segunda ecuación de (2.30) se transforma en:

0 = g(x, z, 0, t) (2.31)

donde la barra signiÞca que la variable pertenece al sistema cuando ² = 0. Se dice que (2.30)

está en la forma estándar si la siguiente aseveración se cumple:

A1: (2.31) tiene k ≥ 1 raices reales distintas

z = φi(x, t), i = 1, 2, ...k (2.32)

en algún dominio de interés.

Cuando la aseveración 1 se satisface, se garantiza que existe un sistema n dimensional

bien planteado por cada raíz de (2.32). Para obtener el modelo reducido (o sistema lento)
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basta sustituir (2.32) en (2.30):

·
x= f(x,φi(x, t), 0, t), x(t0) = x

0 (2.33)

o en una notación más compacta:

·
x= f(x, t), x(t0) = x0 (2.34)

Éste modelo se llama �modelo quasi-estacionario� (quasi-steady-state model) porque la

velocidad de z (
·
z= g(·)

²
) es bastante grande cuando ² es muy pequeña, haciendo que z llegue

rápidamente a una raíz de (2.32), la cual es la forma quasi-estacionaria de (2.30).

2.6.2 Propiedades de las dos escalas de tiempo del modelo están-

dar de los sistemas singularmente perturbados.

Los sistemas singularmente perturbados tienen dinámicas en dos escalas de tiempo diferentes:

un sub-sistema lento y otro rápido. Haciendo un abuso del lenguaje, podemos decir que el

sub-sistema lento (el modelo quasi-estacionario) está caracterizado por el modelo reducido

(2.34), mientras que la diferencia entre la respuesta del sistema quasi-estacionario y la del

sistema original (2.30) está caracterizado por el sistema rápido. Para comprender mejor éste

punto, basta examinar la variable z, la cual ha sido excluída del modelo reducido al sustituirla

por su estado �quasi-estacionario� z. A diferencia de la condición inicial z(t0) = z0, la

condición inicial de z está dada por: z(t0) = φ(x(t0), t0), teniendo así una discrepancia entre

ambos casos. Por lo tanto, z no puede ser una aproximación uniforme de z y lo mejor que

se puede esperar es una aproximación de tipo:

z = z(t) +O(²) (2.35)

para algún intervalo t ∈ [t1, T ] donde t1 > t0. Sin embargo, las condiciones iniciales de x y
de x si son las mismas (x(t0) = x(t0) = x0), siendo su aproximación:

x = x(t) +O(²) (2.36)

uniforme y válida en un intervalo t ∈ [t0, T ] donde x(t) exista.
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La aproximación (2.35) muestra que durante el intervalo inicial o capa frontera (�bound-

ary layer�) [t0, t1] la variable z tiende a z y posteriormente, en el intervalo [t1, T ], permanece

muy cerca de z. Es importante hacer notar que la velocidad de z (
·
z= g(·)

²
) puede hacerse

lo suÞcientemente grande llegando hasta ² = 0 donde el transitorio de z será instantáneo

siempre que g(·) 6= 0.
Sin embargo, hay que determinar si z tendrá un tiempo de escape Þnito o convergerá a

z durante el intervalo transitorio y para ello hay que estudiar el comportamiento de ²
·
z, el

cual deberá permanecer Þnito aún cuando ² tienda a cero y
·
z tienda a inÞnito. Defínase lo

siguiente:

²
dz

dt
=
dz

dτ
, o lo que es igual:

dτ

dt
=
1

²
(2.37)

y considerese τ = 0 como el valor inicial en t = t0. La nueva variable de tiempo

τ =
t− t0
²
, τ = 0 cuando t = t0 (2.38)

implica que cuando ² tiende a cero τ tiende a inÞnito, incluso con valores de t ligeramente

más grandes que t0, es decir, τ representa un estiramiento del tiempo. Así que mientras z y

τ cambian casi instantaneamente, x permanece muy cercano a su valor x0.

Para describir el comportamiento de z con respecto a τ se hace uso de la llamada cor-

rección de capa frontera (�boundary layer correction�) bz = z − z, la cual deÞne el siguiente
sistema de capa frontera (�boundary layer system�):

dbz
dτ
= g

¡
x0, bz(τ ) + z(t0), 0, t0¢ (2.39)

con la condición inicial z0−z(t0), y x0, t0 parámetros constantes. La solución de esta ecuación
diferencial sirve para deÞnir la corrección de capa frontera para una posible aproximación

uniforme de:

z = z(t) + bz(τ) +O(²) (2.40)

donde z(t) es la respuesta lenta de z y bz(τ ) es la respuesta rápida de z. Ahora bien, para
que (2.40) se aproxime a (2.35), luego de un corto periodo de tiempo, es necesario que bz(τ )
tome valores de magnitud O(ε) conforme τ → ∞, lo cual se lleva acabo rápidamente en la
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escala de tiempo t porque:

dbz(τ)
dt

=
dbz(τ)
dτ

dτ

dt
=
1

²

dbz(τ)
dτ

Las propiedades de estabilidad del sistema de capa frontera (2.39); las cuales son in-

dispensables para satisfacer las aproximaciones (2.35), (2.36) y (2.40); se enumeran en las

siguientes dos aseveraciones:

A2: El punto de equilibrio bz(τ) = 0 de (2.39) es uniforme asintóticamente estable en x0
y t0. Y z0 − z(t0) está contenido en su dominio de atracción, así que bz(τ ) existe para todo
τ ≥ 0.
Si esta aseveración se satisface, entonces:

lim
τ→∞

bz(τ ) = 0 (2.41)

uniformemente en x0, t0, lo cual implicaría que z se aproxima a su estado quasi-estacionario

z en algún tiempo t1 > t0. Para garantizar que z permanezca cerca de z, considere cualquier

tiempo t ∈ [t1, T ] como el instante inicial y suponga lo siguiente, sobre la linealizacion de
(2.39):

A3: Los eigenvalores de δg
δz
; evaluados en ² = 0 y a lo largo de x(t), z(t); tienen partes

reales menores a un número negativo constante, i. e.

Reλ

½
δg

δz

¾
≤ −c < 0 (2.42)

Ambas aseveraciones son condiciones fuertes de estabilidad para (2.39). Si z0 es lo suÞ-

cientemente cercano a z(t0), entonces A3 implica A2. De igual forma, la no singularidad de
δg
δz
implica que las raíces z(t) son todas diferentes, tal como lo pide la A1.

Estas 3 aseveraciones son comunes en mucha de la literatura de perturbaciones singulares,

por ejemplo: Tikhonov (1984, 1952); Levinson (1950); Vasileva (1963); Hoppensteadt (1971).

Estas referencias contienen la prueba y los detalles del siguiente teorema:

Teorema 2.2 Si las aseveraciones A2 y A3 se satisfacen, las aproximaciones de (2.36) hasta

(2.40) son válidas para toda t ∈ [t0, T ] y además existe también un t1 ≥ t0 tal que (2.35) es
válida para toda t ∈ [t1, T ].

Éste resultado es conocido como el teorema de Tikhonov, aunque aquí está presentado

49



en la forma propuesta por Vasileva y otros autores. La prueba del teorema hace uso de una

técnica que expande asintóticamente a x y a z en dos escalas de tiempo, teniendo términos

deÞnidos en t y en τ . Pero la prueba del teorema se omitirá en esta tesis y sólo se ejempliÞcará

el uso de dicha técnica.

Primeramente,.se sustituye x = x(t)+bx(τ ), z = z(t)+bz(τ ), las derivadas de x y de z con
respecto a t y τ , la relacion (2.30) en el sistema (2.37), para obtener el siguiente resultado:

·
x (t) +

dbx(τ)
dτ

dτ

dt
= f (x+ bx, z + bz, ², t) (2.43)

²
·
z (t) + ²

dbz(τ )
d

dτ

dt
= g (x+ bx, z + bz, ², t) (2.44)

Si x(t) satisface el modelo reducido (2.33), (2.43) se transforma en:

dbx(τ)
dτ

= ² [f (x+ bx, z + bz, ², t)− f (x, z, 0, t)] (2.45)

y dbx(τ)
dτ

→ 0 cuando ²→ 0. Entonces bx(τ) es constante cuando ² = 0 y dado que x(t0) = x0,
esa constante debe ser cero, i. e. bx(τ) = 0 cuando ² = 0. Esto muestra que si la cantidad
entre corchetes de (2.45) permanece acotada, x(t, ²) → x(t) cuando ² → 0. Para mostrar

que el error no es mayor a O(²) se requiere de un análisis más detallado de (2.45).

Partiendo de que bx(τ ) = 0 y suponiendo que z(t) satisface (2.31), (2.44) se transforma
en:

dbz(τ)
dτ

= g (x(t), bz(τ) + z(t), ², t)− ² ·
z , bz(0) = z0 − z(t0) (2.46)

donde
·
z se obtuvo al diferenciar (2.32) con respecto al tiempo. Nótese que (2.46) es una

forma más general de un sistema de capa frontera que (2.39). Ahora, se sustituye t = t0+²τ ,

la relación (2.38) y ²→ 0 en (2.46), para obtener (2.39). Siendo éste último el caso límite de

(2.46). Para que todo lo anterior sea posible, es necesario que el punto de equilibrio bz(τ ) = 0
de (2.39) tenga las propiedades de estabilidad que las aseveraciones A2 y A3 piden.

Las expansiones asintóticas hacen uso de dos series de potencias en términos de ² para

representar x(t, ²). Los coeÞcientes de las primeras series son funciones de t y los de las

segundas series son funciones de τ . De igual forma, se emplean dos series de potencias
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en términos de ² para representar z(t, ²). Luego, estas series se sustituyen en (2.30) para

obtener unas ecuaciones parecidas a (2.43) y (2.44), las cuales se igualan término a término

para poder calcular los valores de sus coeÞcientes.
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Capítulo 3

Control PD con observador de alta

ganancia.

En éste capítulo y debido a la argumentación del principio de la tesis, se resuelve el primer

problema del control PD: la necesidad de medir la velocidad de los eslabones del manipulador.

Para ello, se hace uso de un observador de alta ganacia evitando el ruido que los sensores de

velocidad (tacómetros) generan y disminuyendo, también, el costo del robot porque dichos

sensores son considerablemente más costosos que los sensores de posición.

El observador de alta ganancia es capaz de estimar la derivada de los estado del sistema,

en éste caso la velocidad.

Éste capítulo presenta dos pruebas de estabilidad, para el sistema completo, con enfo-

ques diferentes: el primero, hace uso de una función de Lyapunov y sigue el procedimiento

mostrado en [17]. El segundo, hace uso de la teoría de sistemas singularmente perturbados

y está basado en el trabajo [20]. Éste enfoque será la base para el desarrollo del resto de la

teoría de esta tesis.

El contenido de éste capítulo se conforma, primeramente, por la implementación del

observador de alta ganancia propuesto en [17] y un control PD pre-alimentado, [3], a un

robot manipulador. Posteriormente, el sistema en lazo cerrado que resulta se le analiza su

estabilidad. Siendo el enfoque de sistemas singularmente perturbados el más interesante

porque divide al sistema original en dos sub-sistemas en escalas de tiempo distintas: la parte

rápida (la dinámica del observador) y la parte lenta (la dinámica del robot con el control

PD). También se dá una fórmula para calcular una cota superior del parámetro de alta

ganancia del observador. Finalmente, se muestran los resultados de las simulaciones, donde
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es posible observar la velocidad de convergencia del observador y corroborar las propiedades

de estabilidad del sistema completo.

Observación 3.1 Éste capítulo es una extensión del trabajo de [18] porque: (1) ofrece la

prueba de estabilidad del sistema robot-observador-control que el trabajo de [18] carece. (2)

Añade una forma para calcular la cota superior del parámetro de alta ganancia del obser-

vador, la cual resulta en una condición necesaria para la estabilidad asintótica del sistema

en lazo cerrado (robot-observador-control PD) y corresponde a la mínima velocidad de con-

vergencia del observador.

3.1 El observador de alta ganancia.

Las ecuaciones dinámicas de un robot manipulador de n−eslabones, como el planteado en
el capítulo de Preliminares, se pueden escribir de la siguiente manera [17]:

·
x1= x2
·
x2= f(x1, x2) + g(x1)u

y = x1

(3.1)

donde x1 = q ∈ <n es el vector de posiciones, x2 =
·
q∈ <n es el vector de velocidades (en ambos

casos se trata de posiciones y velocidades de los eslabones que componen al manipulador),

y ∈ <n es el vector de salida, el cual es medible, y

f(x1, x2) =M(x1)
−1[−C(x1, x2)x2 −G(x1)− Fx2]

g(x1) =M(x1)
−1u

(3.2)

El observador de alta ganacia propuesto en [17] tiene la forma siguiente:

·bx1= bx2 + 1
ε
Hp(y − bx1)

·bx2= 1
ε2
Hv(y − bx1) (3.3)

donde bx1 ∈ <n, bx2 ∈ <n denotan los valores observados, o estimados, de los estados x1, x2
respectivamente; ε es una constante positiva pequeña (el parámetro de alta ganancia) y Hp,
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Hv son matrices constantes deÞnidas positivas tales que: −Hp I

−Hv 0


es una matriz estable en el sentido de Hurwitz.

Observación 3.2 Para entender mejor la naturaleza del observador de alta ganancia (3.3)

se muestra, a continuación, su función de transferencia:

bx2
y
(s) =

1
²2
Hvs

s2 + 1
²
Hps+

1
²2
Hv

(3.4)

Defínase el siguiente error de observación:

ex1 := x1 − bx1, ex2 := x2 − bx2
entonces, la dinámica del error de observación tomando en cuenta (3.1) y (3.3) queda deÞnida

por la siguiente ecuación diferencial:

·ex1= ex2 − 1
ε
Hpex1

·ex2= − 1
ε2
Hvex1 + f(x1, x2) + g(x1)u (3.5)

El sistema (3.5) se puede escribir en términos de las siguientes variables:

ez1 : = ex1 (3.6)

ez2 : = εex2
como:

ε
·ez1= ez2 −Hpez1

ε
·ez2= −Hvez1 + ε2 [f(x1, x2) + g(x1)u] (3.7)

y también en la forma matricial siguiente:

ε
·ez= Aez + ε2B [f(x1, x2) + g(x1)u] (3.8)
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donde

ez := [ezT1 , ezT2 ]T , A :=
 −Hp I

−Hv 0

 , B :=
 0
I

 (3.9)

3.2 El control PD y el observador de alta ganancia.

Toca el momento de mostrar el control PD que se emplerá junto con el observador de alta

ganancia (3.3).

Considere el siguiente control PD, [3]:

u =M(x1)
·
x2
d
+C(x1, bx2)xd2 + Fbx2 +G(x1)−Kp(x1 − xd1)−Kd(bx2 − xd2) (3.10)

donde xd1 ∈ <n es el vector de posiciones deseadas, xd2 es el vector de velocidades deseadas y
Kp, Kd ² R

nxn son matrices positivas constantes.

Cabe notar que el vector de posiciones y velocidades deseadas corresponden a la trayec-

torias deseadas (una para cada eslabón del robot), las cuales son continuas y variantes en el

tiempo, para el caso de seguimiento de trayectorias, o constantes, para el caso de regulación.

Y que las matrices Kp, Kd corresponden a las ganacias proporcional y derivativa del control

PD.

Éste control PD compensa los efectos de la gravedad y de la fricción del robot y añade

dos términos extra para poder garantizar que el robot siga la trayectoria deseada con error

cero. En resumen, los términos adicionales al control PD (3.10) y que se denominan términos

de pre-alimentación son:

M(x1)
·
x2
d
+C(x1, bx2)xd2 + F bx2 +G(x1)

Observación 3.3 A lo largo de esta tesis, se asume que las trayectorias deseadas son aco-

tadas (en posición y en velocidad) y que sus dos primeras derivadas también lo son.

Observación 3.4 Si el vector de velocidades pudiese ser medido, el control PD propuesto

quedaría igual. Sólo sería necesario cambiar la variable bx2 por x2.
Más adelante y a manera de conÞrmación del punto anterior, se presenta un teorema que

muestra que éste control PD hace del sistema en lazo cerrado (robot-control PD) asintótica-

mente estable si la velocidad del robot fuese medible.
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Para continuar con el análisis, se deÞne el error de seguimiento de la siguiente forma:

x1 := x1 − xd1, x2 := x2 − xd2

De las ecuaciones (3.1) y (3.10) la dinámica del error de seguimiento queda dada por:

·
x1=

·
x1 − ·

x
d

1= x2
·
x2=

·
x2 − ·

x
d

2= f(x1, x2) + g(x1)u−
·
x
d

2

que a su vez se transforma en:

·
x1= x2

·
x2= H(x1, x2, x

d
1, x

d
2, ex2)− ·

x
d

2

(3.11)

donde:

H = M(x1 + x
d
1)
−1[−Fex2 −Kpx1 +Kdex2 −Kdx2 − C(x1 + xd1, xd2)ex2

+M(x1)
·
x2
d −C(x1 + xd1, x2 + xd2)x2]

Ahora, es posible integrar a la dinámica del error de observación (3.7) el control (3.10),

para obtener:

ε
·ez1= ez2 −Hpez1

ε
·ez2= −Hvez1 + ε2H(x1, x2, xd1, xd2, ex2) (3.12)

De esta forma, el sistema en lazo cerrado completo queda formado por las ecuaciones

(3.1), (3.10) y (3.3), i.e. por el error de seguimiento, el error de observación y el control PD

compensado, con la forma siguiente:

·
x1 = x2 (3.13)
·
x2 = H− ·

x
d

2

²
·ez1 = ez2 −Hpez1

²
·ez2 = −Hvez1 + ²2H

y punto de equilibrio (x1, x2, ez1, ez2) = (0, 0, 0, 0).
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3.3 Análisis de estabilidad del sistema en lazo cerrado.

Aunque se presentan dos enfoques para mostrar la estabilidad del sistema (3.13): el primero

basado en [17], y el segundo basado en la teoría de sistemas singularmente perturbados, no

son enfoques que se contraponen, ya que el primero muestra que el observador estima los

estados reales del sistema con un error distinto a cero; sin embargo, no pone ninguna restric-

ción sobre ² ni sobre la capacidad de implementar el observador al robot y el control PD. Por

su parte, el segundo enfoque si establece una condición necesaria para poder implementar

el observador al control PD y al manipulador; pero garantiza la estabilidad asintótica del

sistema.

Si dicha condición necesaria no se satisface, se dice que el teorema falló y no es posible

concluir nada, i. e. queda abierta la posibilidad de que el observador pueda ser implementado

exitósamente.

La condición necesaria tambien es una cota sobre el máximo valor que puede tomar ² y

corresponde a la mínima velocidad de convergencia del observador.

Observación 3.5 En éste trabajo se dará más importancia al segundo enfoque (de sistemas

singularmente perturbados) porque establece la estabilidad asintótica del sistema mediante

una combinación convexa de las funciones de Lyapunov del sub-sistema lento y rápido. El

uso de una combinación convexa de funciones de Lyapunov será de gran utilidad cuando al

robot manipulador se le añada el control PD compensado neuronalmente y el observador de

alta ganancia (capítulo 5). De usar el primer enfoque, el encontrar una función candidata de

Lyapunov para el sistema robot-PD-red neuronal-observador podría resultar muy complicado.

3.3.1 Enfoque de Lyapunov.

Teorema 3.1 Usando el observador de alta ganacia (3.3) para estimar la velocidad de la

dinámica del robot manipulador (3.1), el error de observación ex converge al conjunto:
Dε =

©ex | kexk ≤ 2ε2CTª
donde

CT := sup
t∈[0,T ]

kBH(x, u)kT kPk (3.14)
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Prueba. Debido a que A es una matriz Hurwitz estable, existe una matriz constante

deÞnida positiva P tal que satisface la siguiente ecuación de Lyapunov:

ATP + PA = −I (3.15)

donde A está deÞnida en (3.9). Considere la siguiente función candidata de Lyapunov:

V (ez) = εezTPez
Su derivada con respecto al tiempo y a lo largo de las trayectorias de (3.12) es:

·
V= ε

·ezT Pez + εezTP ·ez
= (Aez + ε2BH(x, u))T Pez + ezTP (Aez + ε2BH(x, u))

= ezT ¡ATP + PA¢ ez + 2ε2 (BH(x, u))T Pez
≤ ezT ¡ATP + PA¢ ez + 2ε2 kBH(x, u)kT kPk |ez|

(3.16)

Dado que con el control u siempre existe una solución para (3.12) para cualquier t ∈ [0, T ],
entonces kH(x, u)k está acotado para cualquier tiempo Þnito T [19]. Por lo tanto, es posible
concluir que kBH(x, u)kT kPk está acotado en la forma (3.14).
Tomando como base (3.15) se obtiene:

·
V≤ − kezk2 +K (ε) kezk

donde

K (ε) := 2ε2CT .

Cabe notar que si se cumple:

kez(t)k > K (ε) (3.17)

entonces
·
V i< 0, ∀t ∈ [0, T ] . Así que el tiempo total durante el cual kez(t)k > K (ε) es Þnito.

Sea Tk el intervalo de tiempo en el cual kez(t)k > K (ε), entonces:
� El tiempo en que ez(t) está fuera del círculo de radio K (ε) es Þnito (porque después
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entra en el círculo),es decir, ez(t) prácticamente permanece dentro de dicho círculo.
� Si ez(t) sale del círculo un número Þnito de veces y siendo tal tiempo Þnito, i. e.

∞P
k=1

Tk <∞, entonces:

lim
k→∞

Tk = 0 (3.18)

Por lo tanto ez(t) es acotado en base a los argumentos anteriores. De (3.8) ·ez (t) también
está acotada. Sea kezk(t)k el error de seguimiento más grande en el intervalo Tk, entonces
(3.18) y el hecho de que

·ez (t) es acotada implican que:
lim
k→∞

£kezk(t)k−K (ε)¤ = 0
lo que a su vez implica que kezk(t)k va a converger al conjunto K (ε).
Finalmente, dado que ex =

 I 0

0 1
ε
I

 ez y 0 < ε < 1, entonces kexk convergirá al círculo
de radio K (ε) .

Observación 3.6 Debido a que CT es acotado, es posible seleccionar ε arbitrariamente

pequeña para hacer el error de observación lo suÞcientemente pequeño.

3.3.2 Enfoque de sistemas singularmente perturbados.

Primero, se hace notar que el sistema (3.13) tiene la forma de un sistema singularmente

perturbado (2.30), por lo tanto se puede analizar siguiendo dicha teoría.

Para comenzar, se hace ² = 0,

0 = ez2 −Hpez1
0 = −Hvez1

lo cual implica que:

ez1 = 0 = x1 − bx1ez2 = 0 = ² (x2 − bx2)
y por consecuencia, se tiene un punto de equilibrio (x1, x2) = (bx1, bx2), es decir, el sistema
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(3.13) tiene la forma estándar de un sistema singularmente perturbado.

Observación 3.7 Aunque para efectos de éste análisis se hace ² = 0, en realidad 0 < ² < 1

teniendo como consecuencia que el punto de equilibrio (x1, x2) = (bx1, bx2) sea único.
Análisis de los sub-sistemas lento y rápido.

Substituyendo el punto de equilibrio (x1, x2) = (bx1, bx2) en las dos primeras ecuaciones de
(3.13), se obtiene el modelo quasi-estacionario con la forma siguiente:

·
x1= x2

·
x2= H(x1, x2, x

d
1, x

d
2, 0)−

·
x
d

2

=M(x1 + x
d
1)
−1[−Kpx1 −Kdx2 − C(x1 + xd1, x2 + xd2)x2 +M(x1)

·
x2
d
]− ·
x
d

2

(3.19)

Por otro lado, el sistema de capa frontera de (3.13) queda deÞnido por:

δ

δτ
ez1(τ ) = ez2(τ )−Hpez1(τ) (3.20)

δ

δτ
ez2(τ ) = −Hvez1(τ)

donde τ = t
²
.

(3.20) se puede escribir como:

δ

δτ
ez(τ ) = Aez(τ) (3.21)

donde ez(τ) = £ezT1 (τ), ezT2 (τ)¤T y A deÞnida en (3.9).
El siguiente teorema muestra las propiedades de estabilidad de los puntos de equilibrio

(x1, x2) = (0, 0) y (ez1, ez2) = (0, 0) para los sistemas (3.19) y (3.21) respectivamente.
Teorema 3.2 El punto de equilibrio (x1, x2) = (0, 0) de (3.19) y el punto de equilibrio

(ez1, ez2) = (0, 0) de (3.21) son asintóticamente estables.
Prueba. Para el primer sistema, considere la siguiente función candidata de Lyapunov:

V1(x1, x2) =
1

2
xT2M(x1 + x

d
1)x2 +

1

2
xT1KPx1 (3.22)
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cuya derivada con respecto al tiempo y a lo largo de las trayectorias de (3.19) es:

·
V1= x

T
2

£−Kpx1 −Kdx2 − C(x1 + xd1, x2 + xd2)x2
¤
+ 1

2
xT2

·
M (x1 + x

d
1)x2 + x

T
1KPx2

= xT2

h
1
2

·
M (x1 + x

d
1)− C(x1 + xd1, x2 + xd2)

i
x2 − xT2Kdx2

= −xT2Kdx2 ≤ 0

Aplicando el teorema de Lasalle, las únicas soluciones de (3.19) que se desenvuelven en

el conjunto:

ΩV1 = {(x1, x2)|x2 = 0}

son:

·
x1= 0

0 = − £M(x1 + xd1)−1Kp

¤
x1

lo que implica que x1 = 0 (ver Propiedades de la matriz de inercia M(θ)) y por lo tanto

(x1, x2) = (0, 0) es asintóticamente estable.

Con lo que respecta al segundo sistema, dado que A es una matriz Hurwitz estable, existe

una matriz deÞnida positiva P tal que:

ATP + PA = −Q (3.23)

donde Q es una matriz deÞnida positiva.

Considere la siguiente función candidata de Lyapunov:

V2(ez1, ez2) = ezTPez (3.24)

cuya derivada con respecto al tiempo y a lo largo de las trayectorias de (3.21) es:

·
V2= ezT ¡ATP + PA¢ ez = −ezTQez < 0

lo cual prueba la estabilidad asintótica de (ez1, ez2) = (0, 0).
La ventaja de utilizar la teoría de perturbaciones singulares, es que se puede dividir

el problema original en dos sub-subsistemas: el sub-sistema lento o quasi-estacionario y
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el sub-sistema rapido o de capa frontera; para posteriormente estudiar cada uno en forma

independiente en distintas escalas de tiempo: t para el sistema lento y τ para el sistema

rápido.

Debido a que la velocidad del observador (3.3) está dada por:

·ez= Aez + ε2B [f(x1, x2) + g(x1)u]
ε

al hacer ² → 0 se incrementa notablemente, explicando por qué la dinámica del observador

estima en (bx1, bx2) los valores de (x1, x2) con la velocidad suÞciente para que la dinámica del
robot y del control PD vean en (bx1, bx2) valores muy proximos a los reales. Bajo la suposición
de que ² = 0, el error de observación y el error de seguimiento tienden a cero.

Análisis de estabilidad del sistema en lazo cerrado.

Como parte última de éste analisis y debido a que es imposible hacer que el observador (3.3),

de manera práctica, tenga un valor de ² = 0, es necesario encontrar los valores positivos de ²

para los cuales las propiedades de estabilidad mostradas anteriormente sigan siendo válidas.

Y para ello, proponemos la siguiente modiÞcación al trabajo de [20].

Teorema 3.3 El origen (x, ez) = (0, 0) de (3.13) es asintóticamente estable si existe un

intervalo continuo Γ = (0, ²) tal que para toda ² ∈ Γ se satisfaga:
µ
d2K2

2

2

¶
²4 + ((1− d)dβ1K2) ²

2 + ((1− d)α1K1) ²+
(1− d)2β21

2
− (1− d)dα1α2 < 0 (3.25)

donde α1, α2, β1, K1, K2 son constantes no negativas, 0 < d < 1 y ² una raíz positiva del

polinomio (3.25).

Prueba. Considere la siguiente función candidata de Lyapunov para (3.13):

Vcl(x, z) = (1− d)V1(x1, x2) + dV2(ez1, ez2) (3.26)
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cuya derivada con respecto al tiempo y a lo largo de las trayectorias de (3.13) es:

·
Vcl= (1− d)

h
xT2M(x1 + x

d
1)

·
x2 +

1
2
xT2

·
M (x1 + x

d
1)x2 + x

T
1KPx2

i
+d
²

·ezTP ·ez + ·ezT Pez¸
= (1− d)

h
xT2M(x1 + x

d
1)H(x1, x2, x

d
1, x

d
2, 0) +

1
2
xT2

·
M (x1 + x

d
1)x2 + x

T
1KPx2

i
+(1− d) £xT2M(x1 + xd1) £H(x1, x2, xd1, xd2, ²)−H(x1, x2, xd1, xd2, 0)¤¤

+d
²

£ezT ¡PA+ATP ¢ ez¤+ d
²

£
2ezTP²2BH(x1, x2, xd1, xd2, ²)¤

Tomando en cuenta el teorema 3.2, es posible obtener:

·
Vcl= −(1− d)xT

 0 0

0 Kd

x
+(1− d) £xT2M(x1 + xd1) £H(x1, x2, xd1, xd2, ²)−H(x1, x2, xd1, xd2, 0)¤¤

−d
²
ezTQez + d

²

£
2ezTP²2BH(x1, x2, xd1, xd2, ²)¤

(3.27)

Antes de continuar, es necesario simpliÞcar los siguientes términos:

£
xT2M(x1 + x

d
1)
£
H(x1, x2, x

d
1, x

d
2, ²)−H(x1, x2, xd1, xd2, 0)

¤¤
= xT2

£−Fex2 +Kdex2 − C(x1 + xd1, xd2)ex2¤
= xT 1

²

 0 0

0 −F +Kd − C(x1 + xd1, xd2)

 ez (3.28)

usando (3.6). Nótese que esta matriz es acotada porque F y Kd son matrices constantes y

porque C(x1 + xd1, x
d
2) es acotada haciendo uso de las propiedades de la matriz de Coriolis.
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De la misma manera, las propiedades de la matriz de Coriolis y (3.6), hacen que las

siguientes relaciones sean válidas:

£
2ezTP²2BH(x1, x2, xd1, xd2, ²)¤

= 2ezTP²2


0

M(x1 + x
d
1)
−1

 −Fex2 −Kpx1 +Kdex2 −Kdx2

−C(x1 + xd1, xd2)ex2 − C(x1 + xd1, x2) ¡x2 + xd2¢



≤ 2ezTP²2


0

M(x1 + x
d
1)
−1

 −Fex2 −Kpx1 +Kdex2 −Kdx2

−C(x1 + xd1, xd2)ex2 − C(x1 + xd1, xd2)x2



≤ ezTP²
 0 0

0 −2M(x1 + xd1)−1
¡
F −Kd + C(x1 + x

d
1, x

d
2)
¢
 ez

+ezTP²2
 0 0

−M(x1 + xd1)−1Kp −M(x1 + xd1)−1
¡
Kd + C(x1 + x

d
1, x

d
2)
¢
x

(3.29)

Después de incluir (3.28) y (3.29) en (3.27) se obtiene:

·
Vcl= −(1− d)xT

 0 0

0 Kd

x+ (1− d)1
²
xT

 0 0

0 −F +Kd − C(x1 + xd1, xd2)

 ez
−dezT

1
²
Q− P

 0 0

0 −2M(x1 + xd1)−1
¡
F −Kd + C(x1 + x

d
1, x

d
2)
¢
 ez

+d²ezTP
 0 0

−M(x1 + xd1)−1Kp −M(x1 + xd1)−1
¡
Kd + C(x1 + x

d
1, x

d
2)
¢
x

≤ −(1− d)α1ψ2(x) + (1− d)1²β1ψ(x)φ(ez)− d £α2² −K1

¤
φ2(ez) + d²K2ψ(x)φ(ez) (3.30)

donde:

α1 =

°°°°°°
 0 0

0 Kd

°°°°°° , α2 = kQk
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K1 =

°°°°°°P
 0 0

0 −2M(x1 + xd1)−1
¡
F −Kd + C(x1 + x

d
1, x

d
2)
¢
°°°°°°

K2 =

°°°°°°P
 0 0

−M(x1 + xd1)−1Kp −M(x1 + xd1)−1
¡
Kd + C(x1 + x

d
1, x

d
2)
¢
°°°°°°

β1 =

°°°°°°
 0 0

0 −F +Kd − C(x1 + xd1, xd2)

°°°°°°
ψ(x) = kxk , φ(ez) = kezk

(3.30) se puede escribir en forma matricial como:

·
Vcl≤ −

 ψ(x)
φ(z)

T T
 ψ(x)
φ(z)


donde:

T =

 (1− d)α1 − (1−d)β1
2²

− ²dK2

2

− (1−d)β1
2²

− ²dK2

2
d
£
α2
²
−K1

¤


En éste punto, es necesario que T sea una matriz deÞnida positiva. Y lo es siempre que

exista un intervalo continuo Γ = (0, ²) tal que para toda ² ∈ Γ se cumpla:
µ
d2K2

2

2

¶
²4 + ((1− d)dβ1K2) ²

2 + ((1− d)α1K1) ²+
(1− d)2β21

2
− (1− d)dα1α2 < 0

Finalmente, ² es una cota superior de ².

Observación 3.8 Debido a que (3.25) tiene 4 posibles raíces, el teorema es válido siempre

que exista una raíz real (sin parte imaginaria) positiva tal que en el intervalo (0, ²) (3.25)

sea negativa, donde ² es dicha raíz real positiva.

Observación 3.9 La ecuación (3.25) es la condición necesaria para poder implementar el

observador (3.3) en el robot y el control PD (3.10).

Las diferencias principales entre [20] y el teorema anterior son:

� Se quitó la suposición 3-a del teorema original porque la función de Lyapunov del
teorema anterior no depende de x.
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� El lado derecho de la suposición 3-b del teorema original no depende de ².

� El término que incluye a la constante K2, de la suposición 3-c del teorema original,

está multiplicada por ²2 mientras que en esta tesis está multiplicada por ².

� La fórmula para calcular ² en el trabajo [20] es mucho más sencilla que la encontrada
anteriormente (un polinomio de grado cuatro).

3.4 Simulaciones.

3.4.1 Aplicación de la teoría a un robot manipulador de dos grados

de libertad.

El robot manipulador que se considerará es el mismo que fue explicado en el capítulo Pre-

liminares, valores numéricos de un robot manipulador.

En éste capítulo sólo se añaden los valores numéricos que corresponden a los parámetros

del control PD y del observador de alta ganancia. Así como los valores de las trayectorias

deseadas.

Valores de las ganacias del control y del observador.

Se seleccionaron las siguientes ganancias para el control PD:

Kp =

 24950 0

0 40050

 , Kd =

 9630 0

0 9630


Hp = Hv =

 10 0

0 10


Los valores de las matrices P y Q son:

P =


5 0 −1

2
0

0 5 0 −1
2

−5 0 1 0

0 −5 0 1

 , Q =

45 0 0 0

0 45 0 0

−45 0 5.5 0

0 −45 0 5.5


Dada la información anterior, el cálculo de las constantes del teorema 3.3 dió por resul-
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tado:

α1 =

°°°°°°
 0 0

0 Kd

°°°°°° = 80, α2 = kQk = 45

K1 =

°°°°°°P
 0 0

0 −2M(x1 + xd1)−1
¡
F −Kd + C(x1 + x

d
1, x

d
2)
¢
°°°°°° = 42.71

K2 =

°°°°°°P
 0 0

−M(x1 + xd1)−1Kp −M(x1 + xd1)−1
¡
Kd + C(x1 + x

d
1, x

d
2)
¢
°°°°°° = 84.3242

β1 =

°°°°°°
 0 0

0 −F +Kd − C(x1 + xd1, xd2)

°°°°°° = 80.0288
donde kAk = £λmax ¡ATA¢¤ 12 denota la norma 2 inducida.
Cálculo de la cota superior del parámetro ² del observador de alta ganacia.

El polinomio (3.25) está dado por:

f (²) = 3555.3d2²4 + 6748.4(1− d)d²2 + 6745.9(1− d)²+ 3202.3(1− d)2 − 3600(1− d)d
(3.31)

Con un valor de d = 0.5, el polinomio (3.31) se muestra en la Þgura 3-1.

Por lo tanto, con los valores de 0 < ² < 0.0558309561787 el polinomio (3.31) es negativo.

Siendo ² = 0.056, i. e., Γ = (0, 0.056).

Observación 3.10 Con los valores anteriores de Hv, Hp y de ², la función de transferencia

del observador de alta ganancia (3.4) queda deÞnido por:

bx2
y
(s) =

40000s

(s+ 1774.596)(s+ 225.403)

Resultados de las simulaciones para el seguimiento de trayectorias.

Se usó el valor de ² = 0.003 para el observador de alta ganancia (3.3). Y cada eslabón del

robot debe seguir una trayectoria senoidal.
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Figura 3-1: Polinomio de épsilon.

La Þgura 3-2 muestra una convergencia rápida de los valores del observador a los valores

reales de velocidad. El error de observación se vuelve cero en un intervalo corto de tiempo.

La Þgura 3-3 muestra que los eslabones del manipulador siguen la trayectoria deseada, como

efecto del control PD sobre el manipulador y haciendo uso del observador.

0 2 4 6 8
-10

-5

0

5

10
eslabón 1
eslabón 1 estimado

eslabón 2
eslabón 2 estimado

Figura 3-2: Velocidad del robot y del observador.

La estabilidad asintótica asegura que la posición deseada sea alcanzada por el robot

conforme t→∞. La convergencia rápida y precisa del observador de alta ganancia es muy
importante para el buen funcionamiento del control PD porque los valores observados son

parte de la retroalimentación del controlador. El observador (3.3) posee tales características.

La Þgura 3-4 muestra el comportamiento del observador de alta ganacia cuando una

perturbación se añade al sistema en el tiempo t = 3. La perturbación consiste en un

incremento del 20% en la masa de la segunda articulación. Esta prueba tiene como objetivo
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Figura 3-3: Posición del robot.

probar la robustez del sistema de control (observador + PD). La Þgura 3-5 muestra el

desempeño de la tarea de regulación cuando la misma incertidumbre es añadida al sistema

en el tiempo t = 3.
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0

5

10
eslabón 1
eslabón 1 estimado

eslabón 2 estimado
eslabón 2

Figura 3-4: Velocidad del robot y del observador con la perturbación.

3.4.2 Comparación en laboratorio del observador de alta ganacia.

A efecto de comparar la efectividad con que el observador de alta ganancia (3.3) estima la

velocidad del manipulador se implementó en un motor de corriente continua (i. e. en un

robot manipulador de un grado de libertad planar).

Posteriormente, se hicieron mediciones de la velocidad en la ßecha del motor y se com-

pararon los resultados con los obtenidos usando un observador de Luenberguer. Éste último

considerando un módelo lineal del motor.
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Figura 3-5: Posición del robot con la perturbación.

Características de la implementación del equipo de laboratorio.

El equipo con que se implementaron los dos observadores (el de alta ganacia y el de Luen-

berguer) es el siguiente:

1. Una tarjeta MultiQ-3.

2. El programa WinCon 3.1Beta.

3. Un motor de corriente directa.

4. Un encoder óptico de 10,000 pulsos por revolución.

5. Una computadora como cliente y otra como servidor.

MultiQ-3 es una tarjeta de propósito general de control y de adquisición de datos. Cuenta

con 8 entradas analógicas, 8 salidas analógicas, 16 bits de entrada, 16 bits de salida, 3 relojes

(timers) programables y hasta 8 entradas para encoders. Es capaz de generar interrup-

ciones por uno de los tres timers, por una línea de entrada digítal y por el Þn de una

conversión análogo-digital. La tarjeta se conecta al bus de una computadora y se accesa

empleando 16 direcciones de memoria consecutivas, las cuales se seleccionan ajustando los

micro-interruptores montados en la tarjeta.

Cada entrada para encoder trabaja con 24 bits de precisión, pudiendo contar de 0 hasta

16,777,215. Si se conecta un encoder de 8000 pulsos por revolución, se pueden medir 2097

revoluciones sin saturar al contador. Mediante programación es posible aumentar dicha cota.

Las salidas analógicas trabajan con un convertidor analógico-digital de 12 bits sin signo.

Un valor de 0x000 equivale a -5 volts, 0x3FF a 0 volts y 0xFFF a 5 volts. Por lo tanto,
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Figura 3-6: Tabla de tiempos de la tarjeta MultiQ-3.

el programa debe escribir un número de 12 bits (0 a 4095) en el registro apropiado y luego

habilitarlo (latched). La salida análogica cambia de valor hasta que el número es habilitado.

La tabla 3-6 muestra las velocidades de entrada/salida de datos a la tarjeta MultiQ-3

usándo un procesador Pentium II a 200 Mhz:

El programa WinCon 3.1Beta consta de dos partes: una para la computadora cliente y

otra para el servidor. En el servidor se genera código para una máquina virtual a partir de

un esquema en Simulink. Después, se ensambla y compila usando un compilador de Visual

C++. Para al Þnal cargar el código ejecutable en la computadora cliente. El servidor se

encarga de iniciar y parar los procesos en el cliente, de mantener la comunicación (TCP/IP)

con el cliente, recibir información del cliente relativa a un proceso que se esté ejecutando

y almacenar todos los datos de cada proceso. La computadora cliente trabaja ejecutando,

en tiempo real, el programa que el servidor le haya pasado, con un periodo de muestreo

determinado por el servidor. Así mismo, se encarga de recabar la información del proceso y

pasarsela al servidor.

La tarjeta MultiQ-3 y el programa WinCon 3.1Beta fueron desarrollados por Quanser

Consulting Inc.

Resultados obtenidos.

Primeramente, el observador de Luenberguer requiere conocer la dinámica del sistema del

cual va a estimar los estados. Y es necesario que el sistema sea lineal, i. e. se pueda escribir

como:

·
x= A(t)x+B(t)u

y = C(t)x+D(t)u
(3.32)

71



donde x ∈ Rn es el vector de estados, y ∈ Rm es el vector de salida y A, B, C, D son matrices
de dimensiones apropiadas las cuales pueden ser variantes en el tiempo o constantes.

La dinámica del observador de Luenberguer es la siguiente:

·bx= A(t)bx+B(t)u+ L(y − C(t)bx) (3.33)

donde bx es el vector de estimación de los estados, L una matriz constante, x, y, A, B, C, D
deÞnidas en la forma anterior.

De (3.33) resulta claro la necesidad de conocer la dinámica del sistema a observar, a

diferencia del observador de alta ganacia (3.3), que es independiente de la dinámica del

sistema a observar.

La dinámica de un motor de corriente contínua se puede escrbir de la forma [21]:

Jm
d2θm
dt2

+Bm
dθm
dt

= Kmia (3.34)

donde Jm es la inercia del rotor del motor, Bm representa fuerzas no conservativas que se opo-

nen al movimiento del rotor (por ejemplo, la fricción), Km es un parámetro de construcción,

ia es la corriente de armadura y θm es la posición de la ßecha del motor.

La ecuación (3.34) es un sistema no-lineal. Sin embargo, bajo ciertas suposiciones se

puede aproximar por un sistema lineal del tipo (3.32). Con las desventajas de obtener resul-

tados con un error mayor, dependiendo de la aproximacion que se haya hecho, en compara-

ción con el error que se podría obtener usándo un modelo no lineal que considere la mayor

cantidad de efectos del motor (eléctricos y mecánicos); sin embargo, un modelo no lineal

así, es bastante más complejo. Cuando se sabe que el motor opera en una región pequeña

de trabajo o cuando se sabe que ciertos efectos en él son despreciables, las aproximaciones

lineales simpliÞcan grandemente el estudio teórico del sistema. En el mismo sentido, puede

haber parámetros de construcción del motor que no se conozcan, lo cual también conduce a

un modelo dinámico simpliÞcado.

Para el caso del motor, en el que se hicieron los experimentos, no se cuenta con los

parámetros de construcción, por lo tanto, se realizó un proceso de identiÞcación para deter-

minar el modelo lineal al cual respondiera con el menor margen de error.

El trabajo de identiÞcación del motor se llevó acabo de manera independiente a esta tesis
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Figura 3-7: Velocidad vista por los dos observadores y el tacómetro.

y su resultado es el siguiente:

y =

·
a

s (s + b)

¸
u (3.35)

donde y es la posición de la ßecha del motor, a = 3021.135797663987, b = 0.42087163896558

y u es la entrada al motor proveniente de la tarjeta MultiQ-3.

Entonces, (3.35) es el modelo lineal que el observador de Luenberguer empleará, para dar

paso a la dinámica [30]:

 ·bx1
·bx2
 =

 0 1

0 −b

 bx1bx2
+

 0
a

u+
 l1
l2

 (y − bx1) (3.36)

donde bxi es el valor estimado de xi, i = 1, 2; l1 = l2 = 0.3.
Los argumentos anteriores permiten comprender por qué el observador de alta ganancia

resulta más sencillo de implementar, aunque presenta la siguiente desventaja: es muy sensible

a perturbaciones. El observador no puede anticipar si una desviación de los estados es

parte del comportamiento normal del sistema o una respuesta no deseada producto de una

perturbación.

La Þgura 3-7 muestra el desempeño de los dos observadores (el de alta ganacia y el de

Luenberguer) estimando la velocidad de la ßecha del motor. El observador de Luenberguer

tiene el mayor error debido a la aproximación lineal del motor, mientras que el observador

de alta ganacia se aproxima más a la velocidad real.

Las Þguras 3-8 y 3-9 muestran la velocidad medida a través de un tacómetro y a través

del observador de alta ganancia (3.3). Como se explicó en el capitulo de Preliminares, los
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Figura 3-8: Velocidad real.
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Figura 3-9: Salida del observador de alta ganancia.

tacómetros entregan la salida contaminada por ruido. El observador de alta ganacia no

varía tanto aunque no es posible considerar su salida como perfecta, pues presenta una gran

cantidad de variaciones.

Como complemento de los resultados anteriores, se retroalimentó la velocidad estimada

por ambos observadores y el tacómetro a un control PD, para que la ßecha del motor siguiera

una trayectoria senoidal.

La Þgura 3-10, 3-11 y 3-12 muestran la posición de la ßecha del motor, cuando se retroali-

menta la velocidad del tacómetro, del observador de alta ganacia y del observador de Luenber-

guer respectivamente. En las tres gráÞcas de seguimiento de trayectorias, la línea punteada

representa la trayectoria deseada, mientras que la línea contínua representa la trayectoria

seguida por la ßecha del motor.

En todos los casos anteriores, se usaron las mismas ganancias proporcional y derivativa

del control PD. Únicamente se cambió la forma de medir la velocidad del motor (tacómetro,
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Figura 3-10: Seguimiento de trayectorias con la velocidad real.
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Figura 3-11: Seguimiento de trayectoria usando el observador de alta ganancia.
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Figura 3-12: Seguimiento de trayectoria usando el observador de Luenberguer.
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observador de alta ganancia y observador de Luenberguer).

El observador de alta ganacia tiene un mejor desempeño porque la medición de velocidad

que hace es más exacta. Esto coincide con el argumento dado en la primera parte del

experimento.

Comentarios Þnales.

Aunque el observador de alta ganancia ha demostrado ser más eÞcaz y más sencillo de im-

plementar que el observador de Luenberguer, es más sensible a perturbaciones, lo cual puede

diÞcultar la tarea del control porque éste último tendría que compensar las perturbaciones

en el sistema mismo y en el observador. Mientras que el observador de Luenberguer es menos

inestable a perturbaciones.

Finalmente, los sistemas de alta ganancia tienden a saturar los dispositivos en los cuales

se implementan.

3.5 Comentario Þnal.

En éste capítulo se re-examinó el observador de alta ganacia propuesto en [17], el cual se

usa para estimar la velocidad de las articulaciones de un robot manipulador. Se obtuvo, así

mismo, una forma de calcular una cota superior para ², basada en la investigación de [20].

Se muestra que el sistema completo en lazo cerrado es asintóticamente estable. Finalmente,

se muestra la efectividad de la teoría mediante unas simulaciones, donde es posible que el

manipulador sigue las trayectorias especiÞcadas con error cero.
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Capítulo 4

Control PD con compensación

neuronal.

Si se desea posicionar al robot en puntos Þjos de su espacio de trabajo (problema de regu-

lación) el control PD puede prescindir de términos de compensación o de pre-alimentación

y hacer el error de posicionamiento cero [26], [2]. Pero como se vió en el capítulo anterior,

el control PD requiere de términos adicionales (términos de compensación) para compensar

algunas no-linealidades de la dinámica del robot, con el propósito de hacer cero el error de

seguimiento. Y como lo demuestran los trabajos de [29] y [21], al menos el efecto de la

gravedad se debe compensar para mejorar el error de seguimiento.

El uso de las redes neuronales para compensar algunos términos no lineales de la dinámica

del robot puede encontrarse en [28] y [23]. En [28] los autores usan una red neuronal para

aproximar el sistema completo del robot y después usan ese compensador neuronal hacia

adelante con un control PD para garantizar un seguimiento de trayectorias eÞciente. Pero

como es sabido, basta añadir algunos términos de compensación al control PD, [3], para

hacer del sistema en lazo cerrado asintóticamente estable.

Así que en éste capítulo, se toman como base tales trabajos y se propone una red neuronal

de funciones radiales básicas para estimar la compensación que el control PD necesita para

resolver el problema de seguimiento de trayectorias. Dicha compensación consta de los

efectos de fricción no lineales, de los efectos de gravedad y de las dinámicas no modeladas

de la dinámica del robot.

Posteriormente se garantiza que el punto de equilibrio del sistema en lazo cerrado (robot

y control PD compensado) es el error de seguimiento y que además es estable.
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Aunque la compensación que se proponé en éste capítulo hace uso de menos términos

que en el capítulo anterior, la prueba de estabilidad asegura que el sistema en lazo cerrado

es estable. Esto simpliÞca la implementación del controlador en un robot real, reduciendo el

tiempo de cómputo y requiriendo una red neuronal de baja complejidad.

Las leyes de aprendizaje que se obtienen son muy parecidas a la versión continua del

algoritmo de propagación hacia atrás (backpropagation), con algunos términos adicionales.

Además, la red neuronal no requiere de entrenamiento previo o fuera de línea antes de

incluirse en el control y los valores iniciales de los pesos son independientes de la dinámica

o parámetros del robot.

Finalmente, se presentan los resultados de simular el control PD compensado con la red

neuronal al mismo robot manipulador de dos grados de libertad del capítulo anterior. En

ellas es posible observar la estabilidad del sistema completo y su desempeño comparado con

un control PD sin compensar y con un control PD compensado de manera exacta.

Observación 4.1 En éste capítulo se asume que las velocidades del robot se encuentran

disponibles, i. e. no se hace uso de ningún tipo de observador.

4.1 Compensación neuronal.

Las ecuaciones dinámicas de un robot manipulador de n−eslabones, como se planteo en el
capítulo de Preliminares, se pueden escribir de la manera siguiente [17]:

·
x1= x2
·
x2= f(x1, x2) + g(x1)u

y = x1

(4.1)

donde x1 = q ∈ <n es el vector de posiciones, x2 =
·
q∈ <n es el vector de velocidades (en ambos

casos se trata de posiciones y velocidades de los eslabones que componen al manipulador),

y ∈ <n es el vector de salida, el cual es medible y:

f(x1, x2) =M(x1)
−1[−C(x1, x2)x2 −G(x1)− Fx2]

g(x1) =M(x1)
−1u

(4.2)

Los términos de fricción, de gravedad y de las dinámicas no modeladas del sistema (4.1)
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se pueden aproximar con la siguiente red neuronal de funciones radiales básicas (2.28):

P (x1, x2) =W
∗Φ(V ∗s) + eP (4.3)

donde

P (x1, x2) := G (x1) + Fx2 + τd (4.4)

W ∗, V ∗ son valores constantes Þnitos para los pesos, eP es el error de aproximación cuya

magnitud depende de los valores de W ∗ y de V ∗, y τ d es un término cuya estructura de-

sconocemos que representa las dinámicas no modeladas del robot. Dado que esta tesis asume

que la fricción es vizcosa, al compensarla sólo se está inyectándo más amortiguamiento al

robot por parte del control.

La estimación de P (x1, x2) se puede deÞnir como bP (x1, x2):
bP (x1, x2) =cWΦ(bV s) (4.5)

En éste punto, es necesario hacer notar que la función de activación (2.29) usada en la

red neuronal (4.5) satisface la condición de Lipschitz, es decir, [31]:

eΦt := Φ(V ∗Ts)− Φ(bV Tt s) = Dσ eV Tt s + νσ,
Dσ =

∂ΦT (Z)
∂Z

|Z=bV Tt s, kνσk2Λ ≤ l
°°°eV Tt s°°°2

Λ
, l > 0

(4.6)

donde Λ es una matriz deÞnida positiva y

fW =W ∗ −cW, eV = V ∗ − bV (4.7)

La prueba de la condición anterior se muestra en el apéndice A, al Þnal de esta tesis.

Observación 4.2 Esta condición es parecida a [28] (el resultado de la serie de Taylor).Y

la cota superior establecida para νσ será de gran importancia para probar la estabilidad del

control PD con el compensador neuronal.

Para el buen desarrollo de éste capítulo, es necesario hacer la siguiente suposición:
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Suposición 1.

eP TΛ1 eP ≤ η, η > 0 (4.8)

4.2 Estructura del control PD y de la compensación

neuronal.

El control PD compensado neuronalmente, que esta tesis propone, es el siguiente:

u = −Kp(x1 − xd1)−Kd(x2 − xd2) +cWΦ(bV s) (4.9)

donde sT = (1, xT1 , x
T
2 )
T , xd1 ∈ <n es la posición deseada, xd2 es la velocidad deseada, ambos

acotados por:

°°xd2°° ≤ xd2, °°°° ·xd2°°°° ≤ ·
x
d

2

Kp yKd son matrices constantes diagonales deÞnidas positivas que corresponden a las ganan-

cias proporcional y derivativa del control.

El error de seguimiento se deÞne como:

x1 := x1 − xd1, x2 := x2 − xd2

De las ecuaciones (4.1) y (4.9) la dinámica del error de seguimiento está descrita por:

·
x1= x2

·
x2=

·
x2 − ·

x
d

2= H(x1, x2, x
d
1, x

d
2)−

·
x
d

2

(4.10)

donde

H(x1, x2, x
d
1, x

d
2) =M(x1 + x

d
1)
−1[−Kpx1 −Kdx2 +cWΦ(bV s)

−W ∗Φ(V ∗s)− eP − C ¡x2 + xd2¢] (4.11)

con punto de equilibrio (x1, x2) = (0, 0).

El siguiente teorema muestra las propiedades de estabilidad de (4.10).

80



Teorema 4.1 Empleando las siguientes leyes de aprendizaje para la red neuronal en (4.9):

·cW t= −2dtKwσ(bV Tt s)xT2 − 2dtKwDσ eV Tt sxT2
·bV t= −2dtKvsx

T
2
cW T
t Dσ + 2dtlKvss

T eVtΛ3 (4.12)

donde 0 < Λ1 = ΛT1 ∈ <n×n,

P0 =

 M(x1) 0

0 Kp


dt :=

1
2
− µ

°°°°°°P 1
2
0

 x2
x1

°°°°°°
−1

+

µ = χ2

4λmin(Γ)
λmin

P− 1
2

0

 R 0

0 0

P− 1
2

0


(4.13)

[z]+ =

 z si z ≥ 0
0 si z < 0

y habiendo deÞnido:

Γ := Kd − 1
4
Λ−11 − kc

°°xd2°° I −R, R = RT > 0
χ := η + kc

°°xd2°°2 + λmax(M)°°°° ·xd2°°°°
Entonces, el punto de equilibrio (x1, x2) = (0, 0) de (4.10) es estable y además:

(I) Los pesos de la red neuronal cWt, bVt están acotados.
(II) Para cualquier T ∈ (0,∞) el error de seguimiento x2 satisface el siguiente índice de

desempeño:

lim
T→∞

sup
1

T

Z T

0

dtx
T
2Rx2dt ≤

χ2

8λmin (Γ)
(4.14)

Prueba. El sistema (4.10) puede expresarse como:

M(x1)
·
x2 +C(x1,

·
x1)x2 +Kpx1 +Kdx2 −cWtΦ(bVts) +W ∗Φ(V ∗s) + eP = 0 (4.15)
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Considere la siguiente función candidata de Lyapunov:

V1 =

1
2

°°°°°°°
 M(x1) 0

0 Kp

 1
2
 x2
x1


°°°°°°°− µ


2

+

+
1

2
tr
³fW T

t K
−1
w
fWt

´
+
1

2
tr
³eV Tt K−1

v
eVt´
(4.16)

donde Kw y Kv son matrices deÞnidas positivas invertibles. Haciendo uso del lema del

apéndice C, la derivada (4.16) con respecto al tiempo es:

·
V 1= 2

12 − µ
°°°°°°°
 M 0

0 Kp

 1
2
 x2
x1


°°°°°°°
−1

+

h
xT2M(x1)

·
x2 +

1
2
xT2

·
M (x)x2 + x

T
2Kpx1

i

+tr

ÃfW T
t K

−1
w

·fWt

!
+ tr

µeV Tt K−1
v

·eV t¶
(4.17)

Es posible obtener del segundo paréntesis del primer término de (4.17) el siguiente resul-

tado:

xT2M
·
x2= −xT2M

·
x
d

2 −xT2
h
Cx2 +Kpx1 +Kdx2 −cWtΦ(bVts) +W ∗Φ(V ∗s) + ePi

= −xT2M
·
x
d

2 −xT2Cx2 − xT2Cxd2 − xT2Kpx1 − xT2Kdx2 − xT2
h
−cWtΦ(bVts) +W ∗Φ(V ∗s) + ePi

(4.18)

Usando las propiedades de la matriz de inercia, de la matriz de coriolis y (4.18), (4.17) se

transforma en:

·
V 1= 2dt

·
−xT2M

·
x
d

2 −xT2Cxd2 − xT2Kdx2

¸
−2dtxT2

h
−cWtΦ(bVts) +W ∗Φ(V ∗s) + ePi+ trÃfW T

t K
−1
w

·fWt

!
+ tr

µeV Tt K−1
v

·eV t¶ (4.19)

donde el término −cWtΦ(bVtx) +W ∗Φ(V ∗x) puede expresarse como:

W ∗Φ(V ∗s)−W ∗Φ(bVts) +W ∗Φ(bVts)−cWtΦ(bVts)
=fW T

t Φ(bV Tt s) +W ∗TDσ eV Tt s+W ∗Tνσ = fW T
t Φ(bV Tt s) +cW T

t Dσ eV Tt s+fW TDσ eV Tt s+W ∗Tνσ

(4.20)
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Aplicando la desigualdad matricial:

XTY +
¡
XTY

¢T ≤ XTΛ−1X + Y TΛY (4.21)

que es válida para cualquierX, Y ∈ <n×k con la matriz deÞnida positiva 0 < Λ = ΛT ∈ <n×n,
−xT2

h eP +W ∗Tνσ
i
se puede acotar por:

−xT2
h eP +W ∗Tνσ

i
≤ kx2k

°°° eP°°°+ 1
4
xT2Λ

−1
1 x2 +

£
W ∗Tνσ

¤T
Λ1
£
W ∗Tνσ

¤
≤ kx2k η + 1

4
xT2Λ

−1
1 x2 + l

°°°eV Tt s°°°2
Λ3

(4.22)

donde Λ3 := W ∗Λ1W ∗T . Usando, nuevamente, las propiedades de la matriz de coriolis,

−xT2C(x1, x2)xd2 ≤ kx2k kC(x1, x2)k
°°xd2°° ≤ °°xd2°°xT2 kcIx2 + kc °°xd2°°2 kx2k

−xT2M(x1)
·
x
d

2≤ λmax(M)
°°°° ·xd2°°°° kx2k (4.23)

Por lo tanto,

·
V 1≤ −2dtxT2 Γx2 + 2dtχ kx2k+ Lw + Lv − 2dtxT2Rx2
≤ −2dtλmin (Γ)

³
kx2k− χ

2λmin(Γ)

´2
+ 2dtχ2

4λmin(Γ)
− 2dtxT2Rx2 + Lw + Lv

≤ 2dtχ2

4λmin(Γ)
− 2dtxT2Rx2 + Lw + Lv

(4.24)

donde:

Lw := tr

"Ã
Kw

−1
·fW t −2dtσ(bV Tt s)xT2 − 2dtDσ eV Tt sxT2

!fW T
t

#
Lv := tr

·µ
K−1
v

·eVt −2dtsxT2cW T
t Dσ + 2dtlss

T eVtΛ3¶ eV Tt ¸

La leyes de aprendizaje (4.12) hacen de (4.24):

·
V 1≤ −2dt

·
xT2Rx2 −

χ2

4λmin (Γ)

¸
(4.25)

la cual puede acotarse por:

·
V 1≤ −4dtλmin

³
P
− 1
2

0 RP
− 1
2

0

´1
2

°°°°°°P 1
2
0

 x2
x1

°°°°°°
2

− µ
 ≤ 0
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donde P0 y µ están deÞnidas en (4.13).

Integrando (4.25) de 0 a T > 0, se obtiene:

V1,T − V1,0 ≤ −2
Z T

0

dt

·
xT2Rx2 −

χ2

4λmin (Γ)

¸
dt

de donde es posible decir que:

2

Z T

0

dtx
T
2Rx2dt ≤ V1,0 − V1,T +

·
χ2

4λmin (Γ)

¸
T ≤ V1,0 +

·
χ2

4λmin (Γ)

¸
T

Dado que V1,0 es acotada porque fWt = W
∗ y eVt = V ∗, (4.14) es probada.

Observación 4.3 Es importante hacer notar que :
·fWt= −

·cW t y
·eVt= − ·bV t, porque W ∗ y

V ∗ son matrices constantes.

Observación 4.4 La compensación neuronal (4.9) no puede estimar en forma exacta el

término no lineal P (x1, x2) en (4.4), presenta irremediablemente un error de estimación eP
(aún cuando éste sea muy pequeño). Y por eso, sólo es posible garantizar que el punto de

equilibrio de (4.10) es estable en lugar de asintóticamente estable.

4.3 Simulaciones.

El robot manipulador que se considerará es el mismo que fue explicado en el capítulo de

Preliminares, valores numéricos de un robot manipulador.

En éste capítulo sólo se añaden los valores numéricos que corresponden a los parámetros

del control PD y de la red neuronal. Así como los valores de las trayectorias deseadas.

4.3.1 Valores de las ganacias del control y de los parámetros de

la red neuronal.

Se seleccionaron las siguientes ganancias para el PD:

Kp =

 24950 0

0 40050

 , Kd =

 9630 0

0 9630

 (4.26)

W ∗ ≡ V ∗ ≡ 0
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Aunque la red neuronal necesita de pesos iniciales, estos pueden tomar cualquier valor.

No es necesario investigar las características del manipulador antes de aplicar el control ni

de entrenar previamente a la red neuronal. Aunque si es necesario seleccionar el valor de las

ganancias proporcional y derivativas antes de accionar la red neuronal.

4.3.2 Resultados de las simulaciones para el seguimiento de las

trayectorias.

La Þgura 4-1 y la Þgura 4-2 comparan el desempeño de un control PD sin compensación

con un control PD con compensación exacta del término P (q,
·
q) (ver (4.3)) y con el control

PD con la compensación neuronal que éste capítulo propone. El suponer una compensación

exacta es para efecto de comparar los tres controles PD porque es imposible obtener dicha

compensación en un robot real.

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

Figura 4-1: Posiciones para el primer eslabón.

En todas las gráÞcas, la línea continua es para el control PD con compensación exacta,

la línea discontinua para el control PD con la compensación neuronal y la línea discontinua

con puntos es para el control PD sin compensación.

Hasta el momento es posible ver que los tres controles tienen un error de seguimiento.

Las gráÞcas siguientes (Þgura 4-3 y Þgura 4-4) muestran dicho error de seguimiento con el

propósito de observar mejor el desempeño de cada control.

Es claro que el mejor desempeño lo tiene el control compensado exactamente y que el

peor desempeño el control sin compensación. El control con compensación neuronal, aunque
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Figura 4-2: Posiciones para el segundo eslabón.
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Figura 4-3: Error de seguimiento del primer eslabón.
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Figura 4-4: Error de seguimiento del segundo eslabón.
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no es mejor que el control compensado exactamente, se aproxima bastante a él. El tiempo

de aprendizaje de la red neuronal se reßeja en el segundo eslabón, donde el desempeño del

control compensado es mayor para posteriormente ir disminuyendo.

Los tres controles PD, usados en todas las simulaciones, fueron sintonizados con las

mismas ganacias, proporcional y derivativa, mostradas en (4.26).

4.4 Comentario Þnal.

En éste capítulo se usa una red neuronal de funciones radiales básicas para estimar los

términos no lineales de la dinámica del manipulador, necesarios para el buen desempeño del

control PD. Para implementar la red neuronal no es necesario usar una muy complicada,

porque al ser una red neuronal dinámica y de funciones radiales básicas, requiere de pocas

neuronas en la capa interna (la capa de entrada tiene dos neuronas y la capa de salida una

neurona). Además, no es necesario calcular el error de seguimiento Þltrado (Þltering tracking

error) como se propone en [28].

Las leyes de aprendizaje (4.12) se componen de dos términos. El primero es la versión

contínua del algoritmo de propagación hacia atrás (backpropagation) y el segundo es un

término especíÞco de esta tesis.

Es importante notar que la red neuronal que se propone no requiere de entrenamiento

previo ni de pesos iniciales especiales, lo cual facilita su implementación.

Los valores de los pesos iniciales, W ∗ y V ∗, van a determinar el valor inicial del error

de estimación eP . Esto va afectar el tiempo de convergencia de la red neuronal a su punto
óptimo. Si los pesos iniciales son muy diferentes a los pesos óptimos, el aprendizaje de la

red va a ser mayor que si los pesos iniciales son cercanos a los óptimos.

Al igual que en [28], si la red neuronal fuese cero el control PD haría el trabajo de

controlar al sistema en forma adecuada. Y mientras mejor se desempeñe la red neuronal

menor va a ser el error de seguimiento.

Por último, para tener una estimación exacta por parte de la red neuronal, hace falta que

la entrada de la misma sea de excitación persistente, lo cual para el caso del manipulador,

no siempre se pueda garantizar.
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Capítulo 5

Control PD con compensación

neuronal y observador de alta

ganancia.

En éste capítulo se unen los resultados obtenidos en los dos capítulos anteriores: el observador

de alta ganancia propuesto en [17], la red neuronal de funciones radiales básicas (4.5) y el

robot manipulador (5.1); para obtener un control independiente de la dinámica del robot,

de fácil implementación y que enriquezca la gama de controles propuestos que resuelven las

dos desventajas del control PD que se mencionaron al inicio de esta tesis.

El capítulo inicia con el cálculo del sistema en lazo cerrado de las tres ecuaciones anteri-

ores, obteniendo como punto de equilibrio el error de observación y el error de seguimiento.

Posteriormente, se analiza la estabilidad del sistema completo usando la teoría de sis-

temas singularmente perturbados, donde el sistema lento y rápido corresponde al estudio

de los capítulos 3 y 4 respectivamente. Resta únicamente estudiar ambos sistemas de man-

era conjunta, tal como se analizan los sistemas singularmente perturbados, empleando una

función candidata de Lyapunov resultado de la combinación convexa de las funciones de

Lyapunov de cada sub-sistema (lento y rápido).

Se obtienen las leyes de aprendizaje para la red neuronal, que como consecuencia de

introducir el observador a la red neuronal, se hace necesario el conocer una cota superior

de la matriz de inercia de la dinámica del manipulador. Éste nuevo requerimiento reduce la

independencia del control sobre la dinámica del robot, sin embargo es mucho más sencillo

calcular una cota que la estructura exacta de dicha matriz. Como lo muestra el trabajo de
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[23], parece ser necesario el conocimiento de alguna propiedad de la matriz de inercia cuando

se usa un control neuronal junto con un observador.

También se calcula una cota superior para el parámetro de alta ganacia del observador

y aunque también corresponde a una ecuación cuadrática, sus coeÞcientes son diferentes de

(3.25). Sin embargo, su papel de condición necesaria para poder aplicar el observador al

manipulador y al control PD (ya que la red neuronal no interviene) sigue siendo la misma.

También representa la velocidad de convergencia mínima del observador.

Al igual que en los capítulos anteriores, se termina mostrando el resultado de las sim-

ulaciones. En éste caso, tampoco se garantiza un seguimiento de trayectorias exacto, sin

embargo, se obtiene un desempeño del control propuesto bastante adecuado.

5.1 El control PD con compensación neuronal y el ob-

servador de alta ganancia.

Tal como se describió en los dos capítulos anteriores, la estructura de un robot manipulador

de n−eslabones se puede escribir de la manera siguiente [17]:

·
x1= x2
·
x2= f(x1, x2) + g(x1)u

y = x1

(5.1)

donde x1 = q ∈ <n es el vector de posiciones, x2 =
·
q∈ <n es el vector de velocidades (en ambos

casos se trata de posiciones y velocidades de los eslabones que componen al manipulador),

y ∈ <n es el vector de salida, el cual es medible y

f(x1, x2) =M(x1)
−1[−C(x1, x2)x2 −G(x1)− Fx2]

g(x1) =M(x1)
−1u

La estructura del observador de alta ganacia es [17]:

·bx1= bx2 + 1
ε
Hp(y − bx1)

·bx2= 1
ε2
Hv(y − bx1) (5.2)

donde bx1 ∈ <n, bx2 ∈ <n denotan los valores observados, o estimados, de los estados x1, x2
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respectivamente; ε es una constante positiva pequeña (el parámetro de alta ganancia); y Hp,

Hv son matrices constantes deÞnidas positivas tales que: −Hp I

−Hv 0

 (5.3)

es una matriz estable en el sentido de Hurwitz.

DeÞniendo el error de observación como:

ex1 := x1 − bx1, ex2 := x2 − bx2
la dinámica del error de observación queda dada por:

·ex1= ex2 − 1
ε
Hpex1

·ex2= − 1
ε2
Hvex1 + f(x1, x2) + g(x1)u

La cual se puede escribir deÞniendo las nuevas variables:

ez1 : = ex1
ez2 : = εex2

de la forma:

ε
·ez= Aez + ε2B [f(x1, x2) + g(x1)u]

donde

ez := [ezT1 , ezT2 ]T , A :=
 −Hp I

−Hv 0

 , B :=
 0
I


El control que se propone es el siguiente:

u = −Kp(x1 − xd1)−Kd(bx2 − xd2) +cWΦ(bV s) (5.4)

donde sT = (1, xT1 , bxT2 )T , xd1 ∈ <n es la posición deseada, xd2 es la velocidad deseada, ambos
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acotados por:

°°xd2°° ≤ xd2, °°°° ·xd2°°°° ≤ ·
x
d

2

Kp yKd son matrices constantes diagonales deÞnidas positivas que corresponden a las ganan-

cias proporcional y derivativa del control.

Observación 5.1 Nótese que la entrada de la red neuronal depende de bx2 en lugar de x2 a
diferencia del capítulo 3.

Los términos de fricción, de gravedad y de las dinámicas no modeladas del sistema (5.1)

se pueden aproximar con la siguiente red neuronal de funciones radiales básicas (2.28):

P (q,
·
q) =W ∗Φ(V ∗s) + eP (5.5)

donde P (q,
·
q) := G (q) + F

·
q +τd, W ∗, V ∗ son valores constantes Þnitos para los pesos, eP

es el error de aproximación cuya magnitud depende de los valores de W ∗ y de V ∗ y τ d es un

término cuya estructura desconocemos que representa las dinámicas no modeladas del robot.

Dado que esta tesis asume que la fricción es vizcosa, al compensarla sólo se está inyectándo

más amortiguamiento al robot por parte del control.

La estimación de P (q,
·
q) se puede deÞnir como bP (q, ·q):

bP (q, ·q) = cWΦ(bV s) (5.6)

Al igual que en el capítulo anterior, la función de activación (2.29) para la red neuronal

(5.6) satisface la condición de Lipschitz, es decir [31]:

eΦt := Φ(V ∗Ts)− Φ(bV Tt s) = Dσ eV Tt s + νσ,
Dσ =

∂ΦT (Z)
∂Z

|Z=bV Tt s, kνσk2Λ ≤ l
°°°eV Tt s°°°2

Λ
, l > 0

(5.7)

donde Λ es una matriz deÞnida positiva y

fW =W ∗ −cW , eV = V ∗ − bV (5.8)

Cuya prueba se muestra en el apéndice A, al Þnal de esta tesis.
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Observación 5.2 Esta condición es parecida a [28] (el resultado de la serie de Taylor).Y

la cota superior establecida para νσ será de gran importancia para probar la estabilidad del

control PD con el compensador neuronal.

En el mismo sentido, es necesario plantear nuevamente la suposición 1 del capítulo ante-

rior:

Suposición 1.

eP TΛ1 eP ≤ η, η > 0 (5.9)

Para continuar, deÞna el error de seguimiento como:

x1 := x1 − xd1, x2 := x2 − xd2

El sistema en lazo cerrado del manipulador (5.1), el control PD compensado (5.4) y el

observador (5.2) es:

·
x1= x2

·
x2= H(x1, x2, x

d
1, x

d
2, ex2)− ·

x
d

2

ε
·ez1= ez2 −Hpez1

ε
·ez2= −Hvez1 + ε2H(x1, x2, xd1, xd2, ex2)

(5.10)

donde

H(x1, x2, x
d
1, x

d
2, ex2) =M(x1 + xd1)−1[−Kpx1 +Kdex2 −Kdx2 +cWΦ(bV s)

−W ∗Φ(V ∗s)− eP − C ¡x2 + xd2¢] (5.11)

con punto de equilibrio (x1, x2, ez1, ez2) = (0, 0, 0, 0).
5.2 Análisis del sistema mediante perturbaciones sin-

gulares.

Claramente, (5.10) tiene la forma de un sistema singularmente perturbado estándar (2.30).

El resto de análisis consta de separar al sistema (5.10) en su parte lenta y rápida. Realizar el

análisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov de cada uno de ellos en forma independiente.
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Y Þnalmente, hacer el análisis de estabilidad del sistema original tomando como función

candidata de Lyapunov la combinación convexa de la funciones de Lyapunov del sub-sistema

lento y del rápido, aprovechando los resultados obtenidos de ellos.

5.2.1 Análisis de estabilidad del sub-sistema lento y del sub-sistema

rápido.

La separación de ambos sistemas comienza con ε = 0,

0 = ez2 −K1ez1, 0 = −K2ez1
lo cual implica que:

ez1 = x1 − bx1 = 0, ez2 = ε (x2 − bx2) = 0
con punto de equilibrio (x1, x2) = (bx1, bx2).
Observación 5.3 Aunque para efectos de éste análisis se hace ² = 0, en realidad 0 < ² < 1

siendo (x1, x2) = (bx1, bx2) el único punto de equilibrio posible.
Al substituir el punto de equilibrio (x1, x2) = (bx1, bx2) en (5.10) se obtiene el sistema

quasi-estacionario o sub-sistema lento:

·
x1= x2

·
x2= H(x1, x2, x

d
1, x

d
2, 0)−

·
x
d

2

=M(x1 + x
d
1)
−1[−Kpx1 −Kdx2 − C

¡
x2 + x

d
2

¢
+cWΦ(bV s)−W ∗Φ(V ∗s)− eP ]− ·

x
d

2

(5.12)

De igual forma, el sub-sistema rápido o sistema de capa frontera es:

·ez1 (τ ) = ez2 −K1ez1(τ)
·ez2 (τ) = −K2ez1(τ ) (5.13)

donde τ = t
ε
. (5.13) se puede escribir en la siguiente forma matricial:

·ez (τ ) = Aez(τ) (5.14)
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En éste punto, es posible notar que (5.14) y (5.12) corresponden a las ecuaciones (3.21)

y (4.10) de los capítulos 3 y 4 de esta tesis. Cuyas propiedades de estabilidad fueron de-

mostradas ya y se resumen en los siguientes dos teoremas:

� Para el sub-sistema lento.

Teorema 5.1 Empleando las siguientes leyes de aprendizaje:

·cW t= −2dtKwσ(bV Tt s)xT2 − 2dtKwDσ eV Tt sxT2
·bV t= −2dtKvsx

T
2
cW T
t Dσ + 2dtlKvss

T eVtΛ3
para la red neuronal en el control:

u = −Kp(x1 − xd1)−Kd(x2 − xd2) +cWΦ(bV s) (5.15)

donde sT = (1, xT1 , x
T
2 )
T , 0 < Λ1 = ΛT1 ∈ <n×n,

P0 =

 M(x1) 0

0 Kp


dt :=

1
2
− µ

°°°°°°P 1
2
0

 x2
x1

°°°°°°
−1

+

µ = χ2

4λmin(Γ)
λmin

P− 1
2

0

 R 0

0 0

P− 1
2

0



[z]+ =

 z si z ≥ 0
0 si z < 0

(5.16)

y habiendo deÞnido:

Γ := Kd − 1
4
Λ−11 − kc

°°xd2°° I −R, R = RT > 0
χ := η + kc

°°xd2°°2 + λmax(M)°°°° ·xd2°°°°
Entonces, el punto de equilibrio (x1, x2) = (0, 0) de (5.12) es estable y además:

(I) Los pesos de la red neuronal cWt, bVt están acotados.
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(II) Para cualquier T ∈ (0,∞) el error de seguimiento x2 satisface el siguiente índice de
desempeño:

lim
T→∞

sup
1

T

Z T

0

dtx
T
2Rx2dt ≤

χ2

8λmin (Γ)

Observación 5.4 Se debe recordar que para el sistema lento (5.12), el estado x2 si está

disponible. Por lo tanto el control (5.4) se transforma en (5.15).

� Para el sub-sistema rápido.

Teorema 5.2 El punto de equilibrio (ez1, ez2) = (0, 0) de (5.13) es asintóticamente estable.
Observación 5.5 En la prueba de estabilidad de (5.13), se hace uso de la siguiente relación:

ATP + PA = −Q (5.17)

donde Q y P =

 P11 P12

P21 P22

 son matrices constantes deÞnidas positivas. A =
 −Hp I

−Hv 0


deÞnida como en (3.9) y (5.3). Es claro que P22 ∈ <n×n puede seleccionarse libremente
mientras satisface que P sea una matriz constante deÞnida positiva y (5.17).

5.2.2 Análisis de estabilidad del sistema completo.

Resta entonces, probar la estabilidad del sistema completo (5.10) empleando como función

candidata de Lyapunov la combinación convexa de la funciones de Lyapunov de los dos

teoremas anteriores.

Observación 5.6 Una de las contribuciones de éste trabajo es proponer una nueva ley de

aprendizaje para una red neuronal de funciones radiales básicas, que no requiera de entre-

namiento previo.

Dicha ley es:

·cW t= − 2
(1−d)dtKwσ(bV Tt s)ΨT − 2

(1−d)dtKwDσ eV Tt sΨT
·bV t= − 2

(1−d)dtKvsΨ
TcW T

t Dσ +
2

(1−d)dtlKvss
T eVtΛ3 (5.18)
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donde

Ψ = 2dεη
M
(x1 − bx1)T P12 − 2dε2ηM bxT2 P22 − (1− d)xdT2 (5.19)

P1 :=


1
2
(1− d)Kp 0 0

0 1
2
(1− d)M 0

0 0 dP



dt :=

1− µ
°°°°°°°°°P

1
2
1


x1

x2ez


°°°°°°°°°
−1

+

µ = (a−(1−d)2dtkx2k(λmin(Kd)kx2k−b))
λmin

µ
P
− 1
2

1 R1P
− 1
2

1

¶ , R1 = RT1 > 0

y :=

 kxk
kezk

 , a := Ψη + λmax(Λ−11 )
4

Ψ
2
, b := k2cx

d2
2 + λmax(M)

·
x
d

2

Ψ ≥ 2dεη
M
kex1k kP12k+ 2dε2ηM kbx2k kP22k+ (1− d)xd2
η
M
= sup kM−1(x1)k , 0 < d < 1

(5.20)

El operador [z]+ deÞnido como en (5.16).

El siguiente teorema establece las propiedades de estabilidad del equilibrio (x, ez) = (0, 0)
de (5.10) usando el control (5.4) y la ley de aprendizaje (5.18).

Teorema 5.3 Si existe una matriz constante P22 tal que satisfaga (5.17) y al mismo tiempo

P22 = −2 (1− d)
4dε2η

M

I (5.21)

y además exista un intervalo continuo Γ = (0, ²) tal que para toda ² ∈ Γ se satisfaga:
µ
d2K2

2

2

¶
ε4 + ((1− d)dβ1K2) ε

2 + ((1− d)α1K1) ε+
(1− d)2β21

2
− (1− d)dα1α2 < 0

(5.22)

Entonces, la ley de aprendizaje (5.18) para la red neuronal en (5.4) hará que el punto de

equilibrio (x, ez) = (0, 0) de (5.10) sea estable y además:
(I) Los pesos cWt, bVt están acotados.
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(II) Para cualquier T ∈ (0,∞) el error de identiÞcación y converge al conjunto

lim
T→∞

sup
1

T

Z T

0

yTR1ydt ≤ a− (1− d)2dt kx2k (λmin (Kd) kx2k− b) (5.23)

Prueba. Considere la siguiente función candidata de Lyapunov:

V3 = (1− d)V1(x1, x2) + dV2(ez1, ez2)
= (1− d)

h
1
2
xT2M(x1)x2 +

1
2
xT1Kpx1 +

1
2
tr
³fW T

t K
−1
w
fWt

´
+ 1

2
tr
³eV Tt K−1

v
eVt´i

+dezTPez
(5.24)

donde 0 < d < 1 y V1, V2 deÞnidas en (4.16), (3.24). En éste punto es posible ver como V3

es la combinación convexa de V1 y de V2.

La ecuación (5.24) puede escribirse de la forma:

V3 =


°°°°°°°°°°


1
2
(1− d)Kp 0 0

0 1
2
(1− d)M 0

0 0 dP


1
2

x1

x2ez


°°°°°°°°°°
− µ


2

+

+(1− d)
h
1
2
tr
³fW T

t K
−1
w
fWt

´
+ 1

2
tr
³eV Tt K−1

v
eVt´i

(5.25)

La derivada de V3 con respecto al tiempo es:

2


°°°°°°°°°°


1
2
(1− d)Kp 0 0

0 1
2
(1− d)M 0

0 0 dP


1
2

x1

x2ez


°°°°°°°°°°
− µ


+·

(1− d)
³
xT2M

·
x2 +

1
2
xT2

·
M x2 + x

T
2Kpx

T
1

´
+ 2dezTP ·ez¸

+(1− d)
"
tr

ÃfW T
t K

−1
w

·fWt

!
+ tr

µeV Tt K−1
v

·eV t¶#
(5.26)

habiendo usado el lema del apéndice C.

En lo que sigue de la prueba, es necesario escribir las últimas dos líneas de (5.10) con la

siguiente forma matricial:

·ez= 1

ε
Aez + εBH(x1, x2, xd1, xd2, ex2)
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donde H(x1, x2, xd1, x
d
2, ex2) está deÞnida en (5.11).

De (5.10) es posible hacer:

·
x2=

·
H(x1, x2, x

d
1, x

d
2, 0)−

·
x
d

2

¸
+
£
H(x1, x2, x

d
1, x

d
2, ex2)−H(x1, x2, xd1, xd2, 0)¤

y

H(x1, x2, x
d
1, x

d
2, ex2)−H(x1, x2, xd1, xd2, 0) = 1

ε
M−1Kdez2 (5.27)

Así que (5.26), evaluada a lo largo de las trayectorias de (5.10), es:

(1− d)2dt
h
xT2MH(x1, x2, x

d
1, x

d
2, 0) + x

T
2

·
M x2 + x

T
2Kpx

T
1

i
+(1− d)

"
tr

ÃfW T
t K

−1
w

·fWt

!
+ tr

µeV Tt K−1
v

·eV t¶#
+(1− d) 2dt 1²xT2M−1Kdez2

+2dt
¡
d
ε

£ezT ¡PA+ATP ¢ ez¤+ £2dεezTPBH(x1, x2, xd1, xd2, ex2)¤¢
donde dt está deÞnida en (5.20).

Se puede ver que los dos primeros renglones, del lado derecho de la igualdad anterior,

son similares a (4.19), la cual corresponde al sistema (5.12). Por lo tanto, es posible usar los

resultados obtenidos en el capítulo 4, es decir:

·
V3= (1− d)2dt

·
−xT2M

·
x
d

2 −xT2Cxd2 − xT2Kdx2

¸
−(1− d)2dtxT2

h
−cWtΦ(bVts) +W ∗Φ(V ∗s) + ePi

+(1− d)
"
tr

ÃfW T
t K

−1
w

·fWt

!
+ tr

µeV Tt K−1
v

·eV t¶#
+(1− d) 2dt 1²xT2M−1Kdez2

+2dt
¡−d

ε

£ezTQez¤+ £2dεezTPBH(x1, x2, xd1, xd2, ex2)¤¢
De (5.11) es posible obtener que:

2dεezTPBH = −2dεezTPBM−1 (Cx2 +Kpx1 +Kdx2 −Kdex2)
−2dεezTPBM−1

³
−cWΦ(bV s) +W ∗Φ(V ∗s) + eP´ (5.28)
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El último término de (5.28) tiene la misma estructura que el último término de (4.18), por

lo tanto:

·
V 3=

£
(1− d)2dtxT2 + 4dtdεezTPBM−1¤ hcWΦ(bV s)−W ∗Φ(V ∗s)− ePi

+(1− d)
"
tr

ÃfW T
t K

−1
w

·fWt

!
+ tr

µeV Tt K−1
v

·eV t¶#
+(1− d)2dt

h
−xT2M

·
x2
d −xT2Cxd2 − xT2Kdx2

i
+ (1− d)1

²
2dtx

T
2M

−1Kdez2
−2dtd1εezTQez + 4dtdεezTPBM−1 (−Cx2 −Kpx1 −Kdx2 +Kdex2)

(5.29)

También es posible hacer:

(1− d) 2dtxT2 + 4dtdεezTPBM−1

= (1− d) 2dt
¡
x2 − xd2

¢T
+ 4dtdεηM (x1 − bx1)T P12 + 4dtdε2ηM (x2 − bx2)T P22

= dtx
T
2

£
2 (1− d) I + 4dε2η

M
P22
¤
+ 4dtdεηM (x1 − bx1)T P12

−4dtdε2ηMbxT2 P22 − (1− d) 2dtxdT2
donde η

M
= sup kM−1(x1)k. Usando (5.21), 2 (1− d) I + 4dε2ηMP22 es idénticamente cero.

De la ecuación (4.20):

−cWΦ(bV s) +W ∗Φ(V ∗s) + eP =fW T
t Φ(

bV Tt s) +cW TDσ eV Tt s+fW TDσ eV Tt s+W ∗νσ + eP
Los dos primeros renglones de (5.29) pueden escribirse de la forma:

Lw1 + Lv1 − 2dtΨT
³
W ∗νσ + eP´ (5.30)

donde Ψ está deÞnido en (5.19) y:

Lw1 := tr

"Ã
Kw

−1
·fW t − 2

(1−d)dtσ(
bV Tt s)ΨT − 2

(1−d)dtDσ
eV Tt sΨT

!fW T

#
Lv1 := tr

·µ
K−1
v

·eV − 2
(1−d)dtsΨ

TcW T
t Dσ

¶ eV T¸

De manera similar a (4.22), −ΨT
³
W ∗νσ + eP´ se puede acotar por:

−ΨT
³
W ∗νσ + eP´ ≤ kΨk η + 1

4
ΨTΛ−11 Ψ+ l

°°°eV Tt x°°°2
Λ3

(5.31)
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donde 0 < Λ = ΛT ∈ <n×n, Λ3 := W ∗Λ1W ∗T , η deÞnida en (5.9) y Λ1 elegida para que

satisfaga (4.21).

El último término de (5.31) se puede unir a (5.30). Con la ley de aprendizaje (5.18),

(5.30) y el último término de (5.31), (5.29) se transforma en:

·
V 3≤ kΨk η + 1

4
ΨTΛ−11 Ψ− 4dtdεezTPBM−1 (C (x1, x2)x2 +Kpx1 +Kdx2 −Kdex2)

+(1− d)2dt
h
−xT2M

·
x2
d −xT2Cxd2

i
+ (1− d)1

²
2dtx

T
2 ηMKdez2 − (1− d)2dtxT2Kdx2 − 2dtd1εezTQez

(5.32)

Por otro lado,
h
−xT2M

·
x2
d −xT2Cxd2

i
se puede acotar como se hizo en (4.23):

−xT2M
·
x2
d −xT2Cxd2 ≤ −xT2Qqx2 + kc

°°xd2°°2 kx2k+ λmax(M)°°°° ·xd2°°°° kx2k
donde Qq ∈ R1 tal que C(x1, xd2) < QqI, kc satisface

°°C(x1, xd2)°° ≤ kc °°xd2°° haciendo uso de
las propiedades de la matriz de Coriolis. Del mismo modo, dεezTPBM−1 (Cx2) se transforma

en:

dεezTPBM−1 [C (x1, x2) x2] ≤ 2dεezTPBM−1C0 (x1)x2

donde C0 = C0(x1) <∞, empleando las propiedades de la matriz de Coriolis.
Acotando el siguiente término:

4dtdεezTPBM−1 [2C0 (x1) x2 +Kpx1 +Kdx2 −Kdex2]
≤ 4dtdεηMezTP

 0 0

Kp Kd + 2C0

x− 4dtdηM ezTP
 0 0

0 Kd

 ez
(5.32) se convierte en:

·
V 3≤ −yTTy + a+ (1− d)2dt

¡
b kx2k− λmin (Kd) kx2k2

¢
= −2dtyTT0y + a− (1− d)2dt kx2k (λmin (Kd) kx2k− b)− yTR1y

(5.33)
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donde

T = 2dtT0 −R1 = 2dt
 (1− d)α1 − (1−d)β1

2ε
− εdK2

2

− (1−d)β1
2ε

− εdK2
2

d
£
α2
ε
−K1

¤
−R1

y =

 kxk
kezk



α1 =

°°°°°°
 0 0

0 Qq

°°°°°° , α2 = kQk , β1 =
°°°°°°ηM

 0 0

0 Kd

°°°°°°
K1 =

°°°°°°2ηMP
 0 0

0 Kd

°°°°°° , K2 =

°°°°°°2ηMP
 0 0

Kp Kd + 2C0

°°°°°°
La matriz T0 es deÞnida positiva si existe un intervalo continuo Γ = (0, ε) tal que para toda

ε ∈ Γ se satisface (5.22). Y ε será la cota superior del parámetro de alta ganancia ε.
Finalmente, (5.33) queda como:

·
V 3≤ (a− (1− d)2dt kx2k (λmin (Kd) kx2k− b))− yTR1y (5.34)

El lado derecho de (5.34) puede ser estimada de la siguiente forma:

·
V 3≤ −λmin

³
P
− 1
2

1 R1P
− 1
2

1

´ h°°°P 1
2
1 y
°°°− µi ≤ 0

donde µ está deÞnida en (5.20). Es importante notar que y =

 kxk
kezk

 =

°°°°°°
 x1
x2

°°°°°°
kezk

.
Integrando (5.34) de 0 a T > 0, se obtiene:

V3,T − V3,0 ≤ −
Z T

0

£
yTR1y − ζ

¤
dt

donde ζ = a− (1− d)2dt kx2k (λmin (Kd) kx2k− b). De donde es posible decir:Z T

0

yTR1ydt ≤ V3,0 − V3,T + ζT ≤ V3,0 + ζT

Dado que V3,0 es acotada porque fWt = W
∗ y eVt = V ∗, (5.23) es probada.
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Observación 5.7 Como consecuencia de no poder medir
h
xT1 xT2 ezT iT (porque existe

una dependencia del estado x2), la zona muerta (dead zone) dt en (5.20) no se puede imple-

mentar. Para resolver esto, se hace uso de las siguientes desigualdades:

kxik ≤
°°bxi − xdi°°+ 2²2CT

kexik ≤ 2°°bxi − xdi °°+ 2²2CT
donde i = 1, 2, CT está deÞnida en (3.14) y siendo los estados bxi y xdi medibles. De esta
forma, la nueva zona muerta queda deÞnida por:

dt :=

1− µ
°°°°°°°°°°°°
P

1
2
1


x1bx2 − xd2 + 2²2CTez1

2²
¡bx2 − xd2¢+ 2²3CT



°°°°°°°°°°°°

−1
+

Debe recordarse que, a diferencia de x2, el estado x1 es medible.

5.3 Simulaciones.

El robot manipulador que se considerará es el mismo que fue explicado en el capítulo de

Preliminares, valores numéricos de un robot manipulador.

En éste capítulo sólo se añaden los valores numéricos que corresponden a los parámetros

del control PD, la red neuronal y el observador de alta ganancia. Así como los valores de las

trayectorias deseadas.

5.3.1 Valores de las ganancias del control y parámetros de la red

neuronal.

Se seleccionaron las siguientes ganancias para el PD:

Kp =

 24950 0

0 40050

 , Kd =

 9630 0

0 9630


Hp = Hv =

 10 0

0 10


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W ∗ ≡ V ∗ ≡ 0

Aunque la red neuronal necesita de pesos iniciales, estos pueden tomar cualquier valor.

No es necesario investigar las características del manipulador antes de aplicar el control, ni

de entrenar previamente a la red neuronal. Aunque si es necesario seleccionar el valor de las

ganancias proporcional y derivativas antes de accionar a la red neuronal.

Seleccionando d = 0.5 y considerando un valor de 0.001 < ² < 1, la elección:

P22 =

 −1.1 0

0 −1.1


hace que (5.21) se satisfaga.

Los valores de las matrices P y Q son:

P =


5 0 1.5 0

0 5 0 1.5

−5 0 −1.1 0

0 −5 0 −1.1

 , Q =

65 0 0 0

0 65 0 0

−66 0 3.5 0

0 −66 0 3.5


5.3.2 Cálculo de la cota superior del parámetro ² del observador

de alta ganancia.

Dada la información anterior, el cálculo de las constantes de (5.22) dió por resultado:

α1 =

°°°°°°
 0 0

0 Qq

°°°°°° = 5003780298, α2 = kQk = 92.6673

K1 =

°°°°°°2ηMP
 0 0

0 Kd

°°°°°° = 3582600
K2 =

°°°°°°2ηMP
 0 0

Kp Kd + 2C0

°°°°°° = 15324000
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β1 =

°°°°°°ηM
 0 0

0 Kd

°°°°°° = 963000, C0 =
 4 2

2 0



η
M
= 100, kc = 4

donde kAk = £λmax ¡ATA¢¤ 12 denota la norma 2 inducida.
El polinomio (5.22) está dado por:

f (²) = 1.174× 1014d2²4 + 1.4757× 1013(1− d)d²2 + 14330400(1− d)²
+463684500000(1− d)2 − 463686810000(1− d)d

(5.35)

Con un valor de d = 0.5, el polinomio (5.35) se muestra en la Þgura 5-1.

0
-5

0

5

10

15

20
x 106

Epsilon = 0.00250

Figura 5-1: Polinomio de épsilon.

Por lo tanto, con los valores de 0 < ² < 0.00250 el polinomio (5.35) es negativo. Siendo

² = 0.00250, i. e., Γ = (0, 0.00250).

La incorporación de la compensación neuronal reduce la cota sobre ² porque se requiere

que el observador sea más rápido para que la red neuronal pueda aprender de manera cor-

recta, i. e. el aprendizaje de la red neuronal debe considerar que los datos de entrada son

correctos, de lo contario estaría aprendiendo sobre un conjunto de entrada erróneo.
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Figura 5-2: Seguimiento del primer eslabón.
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Control PD
sin compensar

Figura 5-3: Seguimiento del segundo eslabón.

5.3.3 Resultados de las simulaciones para el seguimiento de trayec-

torias.

Se usó el valor de ² = 0.0023 para el observador de alta ganancia (5.2). Cada eslabón del

robot debe seguir una trayectoria senoidal, de frecuencia y amplitud diferentes.

El desempeño del control aquí propuesto (5.4) se compara con un control PD sin ningún

tipo de compensación. Ambos controles hacen uso del observador de alta ganancia (5.2)

para la medición de la velocidad del robot.

La Þgura 5-2 y la Þgura 5-3 muestran el seguimiento de trayectoria del eslabón 1 y 2 del

manipulador respectivamente.

En las gráÞcas siguientes, la línea segmentada representa la trayectoria deseada, la línea

continua al control PD con compensación neuronal y la línea segmentada con puntos al

control PD sin compensar.
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Figura 5-4: Error de seguimiento del primer eslabón.

0 0.5 1 1.5 2
-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15
Control PD
compensado

Control PD
sin compensar

Figura 5-5: Error de seguimiento del segundo eslabón.

Hasta el momento es posible ver que existe un error de seguimiento para ambos con-

troles. Las gráÞcas siguientes (Þguras 5-4 y 5-5) muestran el comportamiento de dicho error

de seguimiento, para el primer y segundo eslabón, con el propósito de observar mejor el

desempeño del control (5.4).

Para una mejor visualización del error de seguimiento, las Þguras 5-6 y 5-7 muestran el

valor cuadrático del error de seguimiento.

Tomándo como referencia el error de seguimiento, es posible ver que el desempeño del

control PD compensado es mejor. El tiempo de aprendizaje de la red neuronal se reßeja en el

segundo eslabón, donde el desempeño del control compensado es mayor para posteriormente

ir disminuyendo.

Por último, las Þguras 5-8 y 5-9 muestran el comportamiento de los pesos, de dos nodos

en la capa oculta, de la red neuronal (5.6). En ellas se aprecia que los pesos son acotados.
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Figura 5-6: Índice de desempeño del primer eslabón.
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Figura 5-7: Índice de desempeño del segundo eslabón.
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Figura 5-8: Comportamiento del peso de un nodo en la capa oculta de la red neuronal.
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Figura 5-9: Comportamiento del peso de un nodo en la capa oculta de la red neuronal.

5.4 Comentario Þnal.

En éste capítulo se examinó el comportamiento en lazo cerrado del robot manipulador (5.1),

el observador de alta ganancia (5.2) y el control (5.4) para el seguimiento de trayectorias.

Éste último, tomando como referencias a [28] y [32]. Se mostró que el sistema en lazo cerrado

es localmente estable bajo ciertas suposiciones y sin necesidad de medir la velocidad de los

eslabones del robot.

Dado que no es posible hacer que el observador (5.2) tomé como valor ε = 0, es necesario

encontrar una cota superior, ², tal que la estabilidad de todo el sistema se siga manteniendo.

Para ello, se propusó una versión de [20].

Los resultados mostrados en éste capítulo presentan las siguientes ventajas: (1) un control

PD compensado neuronalmente de fácil implementación; (2) un observador independiente

de la dinámica no-lineal del robot manipulador; (3) nuevas leyes de aprendizaje para una

red neuronal de funciones radiales básicas.

Las leyes de aprendizaje (5.18) se componen de dos términos. El primero es la versión

contínua del algoritmo de propagación hacia atrás (backpropagation) y el segundo es un

término especíÞco de éste capítulo.

Es importante mencionar que la red neuronal, aquí propuesta, no requiere de entre-

namiento previo ni de pesos iniciales especiales, lo cual facilita su implementación. Los

valores de los pesos iniciales, W ∗ y V ∗, van a determinar el valor inicial del error de esti-

mación eP . Y esto va afectar el tiempo de convergencia de la red neuronal a su punto óptimo.
Si los pesos iniciales son muy diferentes a los pesos óptimos, el aprendizaje de la red va a ser

mayor que si los pesos iniciales son próximos a los óptimos.
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A diferencia de las leyes de aprendizaje (4.12), las leyes de aprendizaje (5.18) requieren

del conocimiento de una cota superior de la matriz de inercia de la dinámica del manipulador.

Se incluyeron unas simulaciones para ilustrar el desempeño del controlador (5.4).
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Capítulo 6

Conclusiones.

Éste trabajo analiza las propiedades de estabilidad de un control PD con compensación neu-

ronal y un observador de alta ganancia para resolver el problema de seguimiento de trayec-

torias de un robot manipulador. Y contribuir con una solución más a las dos desventajas

del control PD:

1. Se require la medición de la velocidad de cada eslabón del robot.

2. Es necesario compensar la gravedad y las dinámicas no modeladas para que el robot

pueda seguir una trayectoria.

Como se enfatizó al inicio de la tesis, el observador de alta ganancia propuesto en [17]

fue una elección adecuada para estimar la derivada de los estados del manipulador, es decir,

estimar la velocidad del robot. Posteriormente, la prueba de estabilidad mostró que el

observador estima los estados del robot en forma exacta. La cota sobre el parámetro de

alta ganancia proporciona una herramienta más para poder implementar éste observador en

un robot real porque proporciona un rango de valores especíÞcos en lugar de pedir un valor

pequeño, cuya interpretación queda incierta. Y para hacer un mayor énfasis en el desempeño

que éste observador de alta ganancia tiene, se mostraron los resultados de comparar ese

observador con un observador de Luenberguer y con un tacómetro. La comparación anterior

puso en relieve las características del observador de alta ganacia:

1. Su fácil implementación porque es independiente de la dinámica del sistema a observar.

2. Su sensibilidad a perturbaciones como consecuencia de hacer ² muy pequeña.
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En cuanto a la red neuronal, la prueba de estabilidad muestra que el sistema es estable;

pero las simulaciones reßejan un buen desempeño del control, claro que éste buen desempeño

depende de las ganancias proporcional y derivativa del control PD y de los parámetros

especíÞcos de cada robot. Por lo que no se puede esperar que el control tenga siempre un

excelente despempeño.

Las leyes de aprendizaje que se proponen, para la red neuronal, basan su funcionamiento

en el algoritmo de propagación hacia atrás (backpropagation) porque son la versión contínua

de éste, siendo los términos extras pequeños en comparación con los primeros.

Es importante mencionar que la red neuronal, aquí propuesta, no requiere de entre-

namiento previo antes de incluirse en el control PD ni de pesos iniciales especiales, lo cual

facilita su implementación. Los valores de los pesos iniciales, W ∗ y V ∗, van a determinar el

valor inicial del error de estimación eP y esto afectará el tiempo de convergencia de la red

neuronal a su punto óptimo.

Al igual que en [28], si la red neuronal fuese cero el control PD haría el trabajo de

controlar al sistema en forma adecuada. Y mientras mejor se desempeñe la red neuronal

menor va a ser el error de seguimiento. Es decir, la parte fuerte de control la realiza el

control PD.

La teoría de sistemas singularmente perturbados permitió ir construyendo y probando

cada parte del control en forma independiente, es decir, primero el control PD compensado,

luego el observador de alta ganancia y por último la red neuronal de funciones radiales

básicas. Éste enfoque fácilita el análisis teórico y proporciona una forma de obtener la

función candidata de Lyapunov que probará la estabilidad del sistema completo (como una

combinación convexa de las funciones de Lyapunov de los sub-sistemas). En el momento de

derivar la función de Lyapunov completa y evaluarla a lo largo de las trayectorias del sistema,

se pueden emplear los resultados obtenidos en el estudio de cada sub-sistema independiente

y quedarse únicamente con los términos de interconección, tal como lo muestra [20].

Las contribuciones de ésta tesis son:

1. Proporcionar la prueba formal de estabilidad que falta en el trabajo de [18]

2. Adecuar el trabajo de [20] a un robot manipulador con un control PD compensado y

un observador de alta ganancia.

3. Contribuir con una solución más a las dos desventajas del control PD, planteadas al
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inicio de esta tesis, independientes de la dinámica del robot.

4. Encontrar una cota del parámetro de alta ganancia del observador, para no pedir un

valor pequeño cuya interpretación queda incierta.

5. Una nueva ley de aprendizaje para una red neuronal de funciones radiales básicas, que

no requiere de entrenamiento previo.

6. Condiciones necesarias para aplicar el control PD propuesto (5.4) a un robot manipu-

lador con el observador de alta ganancia (5.2).
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Capítulo 7

Apéndices.

7.1 Apéndice A. Prueba de la condición de Lipschitz,

[31].

Las funciones de activación sigmoidales, para las redes neuronales, pueden tener la estructura

siguiente:

σ(z) = e−
(z−m)2

s (7.1)

donde m y s son constantes positivas.

La función anterior fue usada en esta tesis. Dicha función satisface lo siguiente:

eσt := σ(V ∗Tx)− σ(bV Tt x) = Dσ eV Tt x+ νσ,
Dσ =

∂σT (Z)
∂Z

|Z=bV Tt x, kνσk2Λ ≤ l
°°°eV Tt x°°°2

Λ
, l > 0

donde W ∗, V ∗ son matrices constantes; cWt, eVt son matrices variantes en el tiempo; fWt ≡
W ∗−cWt, eVt ≡ V ∗ − bVt; Λ es una matriz deÞnida positiva; y σ(·) es la función de activación
sigmoidal (7.1) que satisface la condición de Lipschitz. Esta suposición es válida y se da la

prueba a continuación.

Lema 7.1 Para cualquier función vectorial diferenciable g(x) ∈ <m, (x ∈ <n) que además
satisfaga la condición de Lipschitz globalmente, i.e. exista una constante positiva Lg tal que

kg(x1)− g(x2)k ≤ Lg kx1 − x2k ,∀x1, x2 ∈ <n (7.2)
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para toda x1, x2 ∈ <n, entonces la siguiente propiedad es válida para toda x,∆x ∈ <n:

g(x+4x) = g(x) +∇Tg(x)4x+ vg (7.3)

donde el vector vg satisface: kvgk ≤ 2Lg k4xk .

Prueba. Basados en la identidad:

R 1
0
∇Tg(x+ θ4x)4xdθ = g(x+ θ4x) |θ=1θ=0

= g(x+4x)− g(x)

la cual es válida para todo vector x, ∆x ∈ <n. Es posible derivar lo siguiente:

g(x+4x)− g(x)
=
R 1
0

£∇Tg(x+ θ4x)−∇Tg(x) +∇Tg(x)
¤4xdθ

=
R 1
0

£∇Tg(x+ θ4x)−∇Tg(x)
¤4xdθ +∇Tg(x)4x

y por consiguiente:

°°g(x+4x)− g(x)−∇Tg(x)4x°°
≤ R 1

0

°°£∇Tg(x+ θ4x)−∇Tg(x)
¤4x°° dθ

≤ R 1
0
k∇g(x+ θ4x)−∇g(x)k k4xk dθ.

(7.4)

Haciendo uso de (7.2), se puede decir que para toda x ∈ <n:

k∇g(x)k ≤ Lg

la que después se aplica a (7.4) para obtener:

°°g(x+4x)− g(x)−∇Tg(x)4x°°
≤ R 1

0
(k∇g(x+ θ4x)k+ k∇g(x)k) k4xk dθ
≤ R 1

0
2Lg k4xk dθ = 2Lg k4xk .

Finalmente, al deÞnir vg := g(x+4x)− g(x)−∇Tg(x)4x, se obtiene (7.3).
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7.2 Apéndice B. Sobre el control PD compensado, [3].

Teorema 7.1 La ley de control:

τ =M(q)
··
q
d

+C(q,
·
q)

·
q
d

+P (q,
·
q)−Kpeq −Kd

·eq
aplicada al sistema:

M(q)
··
q +C(q,

·
q)

·
q +P (q,

·
q) = τ

resulta en un error de seguimiento, eq, cero. Donde Kp y Kd son matrices constantes deÞnidas

positivas, (q,
·
q) son los ángulos de rotación de las articulaciones del robot (posición y veloci-

dad), eq = q − qd, ·eq= ·
q − ·

q
d

y qd la trayectoria deseada.

Prueba. El sistema en lazo cerrado es:

M(q)
··eq +C(q, ·q) ·eq +Kpeq +Kd

·eq= 0 (7.5)

Considere la siguiente función candidata de Lyapunov:

V (eq, ·eq) = 1

2

·eqT M(q) ·eq +1
2
eqTKpeq (7.6)

Al evaluar
·
V a lo largo de las trayectorias de (7.5):

·
V=

·eqT M ··eq +1
2

·eqT ·
M

·eq + ·eqT Kpeq
= −

·eqT kd ·eq +1
2

·eqT ³ ·
M −2C(q, ·q)

´ ·eq

= −
·eqT kd ·eq≤ 0 (7.7)

donde el punto representa la derivada con respecto al tiempo.

Las únicas soluciones de (7.5) que se desenvuelven en el conjunto:

Ω =
n³
q,

·
q
´
tal que

·
q= 0

o
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son (q,
·
q) = (0, 0).

Por lo tanto, empleando el teorema de La Salle, el punto de equilibrio (q,
·
q) = (0, 0) del

sistema (7.5) es asintóticamente estable.

7.3 Apéndice C.

Lema 7.2 Si se deÞne una función positiva V (x), x ∈ <n como

V (x) := [kx− x∗k− µ]2+

donde [·]2+ :=
¡
[·]+
¢2
, [·]+ es deÞnido como:

[z]+ =

 z

0

z ≥ 0
z < 0

entonces, la función V (x) es diferenciable y su gradiente es:

∇V (x) = 2 [kx− x∗k− µ]+
x− x∗
kx− x∗k

con la constante de Lipschitz igual a 1.
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