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Capitulo 1
Introduccion

En los 1ltimos anos, el problema de sincronizacién de sistemas caéticos ha recibido gran
atencion entre los cientificos en muchos campos [24, 22, 17, 23]. Como es bien sabido el estudio
del problema de sincronizacién para sistemas no lineales ha sido muy importante desde el
punto de vista no lineal, en particular en aplicaciones a la biologfa, medicina, criptografia,

transmisién segura de informacion, etc.

En general, la investigacién de la sincronizacién se ha enfocado en dos dreas. La primera
tiene que ver con el empleo de observadores de estado, donde las principales aplicaciones
recaen en la sincronizacion de osciladores no lineales. La segunda es el uso de leyes de control,
las cuales permiten alcanzar la sincronizacién entre osciladores no lineales con diferente
estructura y orden. [30]. Un interés particular es la conexién entre los observadores para
sistemas no lineales y la sincronizacién cadtica, que se conoce también como configuracién
maestro-esclavo. Por lo que el problema de sincronizacién cadtica se puede ver como un
procedimiento de diseno de observadores, donde el ruido de acoplamiento equivale a la salida

y el sistema esclavo es el observador [21].

Los principales tendencias usan métodos de geometria diferencial y estén relacionados con
la construcciéon de observadores asintéticos para procesos no lineales. La idea es encontrar
una transformacién de estado para representar al sistema como una ecuacién lineal mas un

término no lineal, el cual es funcién de la salida del sistema. De todos modos, encontrar



2 Introduccion

una transformacién no lineal que lleve al sistema de orden n a la llamada forma canénica
observador, requiere de la integracion de n ecuaciones diferenciales parciales acopladas. Mas

alun, esta metodologia necesita un conocimiento preciso de la dindmica del sistema.

En un esquema de comunicacién caética normal, el transmisor y el receptor son sistemas
cadticos. Estos se pueden describir en forma de un sistema no lineal. En general, la mayoria
de los sistemas caéticos tienen grado relativo n, de modo que existe una transformacién que

lleva al sistema cadtico a una forma normal [14]

La idea general para transmitir informacién a través de sistemas cadticos es que la senal
de informacion esté inmersa en el sistema transmisor, el cual produce una senal cadtica, esta
senal es recobrada cuando el transmisor y el receptor son idénticos. Desde la observacién
de Pecora y Carroll acerca de la posibilidad de sincronizar dos sistemas cadticos, se han
desarrollado bastantes esquemas de sincronizacién. La sincronizacién se puede clasificar en
sincronizacién mutua (o acoplamiento bidireccional) [28] y sincronizacién maestro-esclavo (o
acoplamiento unidireccional) [24]. Las comunicaciones seguras basadas en sistemas cadticos
actualizaron su cuarta generacion [27]. La sincronizacién continua se adopta en las primeras
tres generaciones, mientras que la sincronizacién discreta se usa en la cuarta generacion. Se
necesita menos de 94 Hz de ancho de banda para transmitir la senal de sincronizacién para
un transmisor cadtico de tercer orden de cuarta generacién, mientras que para las otras tres

generaciones el ancho de banda necesario es de 30 KHz [26].

Hay muchas aplicaciones en comunicaciones caéticas [11] y sincronizacién de redes cadti-
cas [6]. Las técnicas de comunicacién cadtica se pueden dividir en tres categorias (a) en-
mascarado cadtico [15], la sefial de informacién se suma directamente al transmisor; (b)
modulacién caética [4, 11, 17, 30], se basa en la sincronizacién maestro esclavo, donde la
senal de informacién se inyecta en el transmisor usdndolo como un filtro no lineal; (c) mod-
ulacién por desviacién cadtica [23], la informacién es binaria y se mapea en el transmisor y
el receptor. En estos tres casos se puede recobrar la informacién mediante un receptor que
esté sincronizado con el receptor. Para ésto el receptor debe ser una réplica del transmisor
[11].

La teorfa de observadores no lineales y lineales se puede aplicar para el diseno de recep-



tores. El receptor se considera como un observador cadtico que presenta dos partes: una es

el sistema cadtico duplicado del transmisor y la otra una ganancia ajustable del observador
[17].

Se han hecho algunas modificaciones cuando es dificil obtener una réplica de la sin-
cronizacién. Por ejemplo si el transmisor y el receptor tienen la misma estructura, se pueden
usar métodos de identificacién de pardmetros para construir el receptor [12]; cuando hay in-
certidumbres en la sincronizacién (el transmisor no se conoce exactamente, existe ruido en el
canal de transmisién, etc.), el transmisor y el receptor se pueden establecer dentro del mismo
modelo difuso, el diseno basado en modelos difusos se aplica para alcanzar la sincronizacion
[16]; algunos andlisis de estabilidad de comunicaciones caéticas basadas en observadores en

lo que respecta a incertidumbres se pueden encontrar en [1, 4, 20].

Debido al término de modos deslizantes que contienen los observadores de este mismo

nombre, proporcionan robustez a pesar de errores de modelado y de salidas ruidosas.

Los primeros trabajos en observadores de modos deslizantes que consideran ruidos en la
medicién fueron propuestos por Utkin y Drakunov [9]. Ellos discuten la estimacién de estado
usando la técnica de modos deslizantes. De Carlo et al. [7] discutieron el control de estructura
variable como una retroalimentacién de control velozmente cambiante resultando un modo
deslizante. Anulova [2] trata un anélisis de sistemas con modos deslizantes en presencia de
ruidos. Slotine et al. [25], disenaron el llamado método de modos deslizantes para construir
observadores que son altamente robustos con respecto a ruidos en la entrada del sistema. Pero
por otro lado, el andlisis de estabilidad correspondiente no se puede aplicar directamente a
situaciones en las que existe ruido en la salida (o incertidumbres compuestas). Por lo tanto,
sigue siendo un reto proponer una técnica adecuada para analizar la estabilidad del error
de identificacién generado por los observadores de modos deslizantes (con no linealidad de
discontinuidad). [19, 31].
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1.1. Motivacion del tema de tesis

En este trabajo se propone un nuevo observador de modelo libre, este nuevo observador
presenta una estructura simple que contiene un término de modos deslizantes, el cual es
robusto a ruidos en la salida asi como a perturbaciones sostenidas, el sistema esclavo es
un observador de modos deslizantes puro. Como sabemos, en la literatura, esta clase de

observadores no ha sido usada en el problema de sincronizacion.

1.2. Objetivo de la tesis

Se desea mostrar la ventaja comparativa de utilizar el observador de modos deslizantes
propuesto como sistema esclavo en una sincronizacién de sistemas caéticos y como receptor
en un esquema de comunicaciones cadticas, ya que, por se de modelo libre, no requiere del
conocimiento exacto del sistema maestro, lo cual lo hace bastante robusto y portable. Se
hara una comparacién con observadores basados en el modelo tanto de la técnica de diseno

como su desempeno.

1.3. Distribuciéon de la tesis

= En este capitulo se presenta una breve introduccién incluyendo algunos antecedentes

histéricos, la motivacion de la la tesis, asi como su objetivo.

= El capitulo 2 presenta algunos conceptos bésicos de la sincronizacion de sistemas caéti-
cos, sus principales configuraciones y caracteristicas. Ademds, se plantean dos proble-

mas de sincronizacion.

= El capitulo 3 expone los métodos de transmision segura de informacion a través sistemas

cadticos.

= En capitulo 4 se presentan los conceptos bésicos del dlgebra de Lie que son utilizados

tanto para establecer algunas formas candnicas (Observador de Bestle-Zeitz y Ob-
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servador de modos deslizantes), asi como una breve explicacién de la teoria de dos
observadores basados en el modelo que son el de Bestle-Zeitz y el de Thau, con los
que después se comparard el observador de modos deslizantes que se propone en este

trabajo.

» En el capitulo 5 se introduce el observador de modos deslizantes para el problema de
sincronizacién, también se resuelven dos problemas de sincronizacién que son el sistema

de Lorenz y el circuito de Chua.

= En el capitulo 6 se muestra el esquema de comunicaciéon a utilizar por medio del
observador de modos deslizantes; asi mismo se exponen tres ejemplos utilizando el
observador de modos deslizantes, los sistemas utilizados son el sistema descrito por las

ecuaciones de Dulffin, el oscilador de Van Der Pol y el circuito de Chua.
= En el capitulo 7 se presentan las conclusiones finales y los trabajos a futuro.

= Finalmente en el apéndice se incluyen a texto completo los articulos publicados en base

a esta trabajo.
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Capitulo 2
Sincronizacion de sistemas caoticos

El concepto de sincronizacion estd usualmente ligado al movimiento periédico Dos senales
periédicas estdn sincronizadas si sus periodos son idénticos. Esta definicién resulta ser in-
adecuada en el contexto de las senales cadticas En este caso se requiere que las senales sean
idénticas, al menos asintéticamente cuando ¢ — oco. Esta nocién es més débil que la que se
usard aqui, y de cierta manera imita la sincronizacién de senales periédicas.

Se considera un sistema lineal S descrito por:

{ z(k+1) = Az (k) + Bu (k) 1)

y (k) = Cux (k)

Se consideran dos subsistemas acoplados cuyos estados estan denotados por vy (k) y ve (k)

Se dice que éstos estan (M, ¢)—sincronizados [28] si
vy (k) — My (k) = ¢

donde M es una matriz cuadrada de dimensiones adecuadas y ¢ es un vector constante.

Si ¢ = 0 se dice simplemente que los subsistemas estdn M-sincronizados. Si M = [ se
tiene el caso conocido como sincronizacién en fase y si M = —1I se tiene la sincronizacién en
contrafase.

Se asume que M es no singular por lo que 3 M. Se considera el siguiente sistema lineal
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S*:
wk+1)=M"'(A+ HC)Mw (k) + M 'B (u(k)+d) — M "Hy (k) (2.2)
donde d es un vector constante. Entonces se tiene

v (k+1) — Mw (k) = (A+ HC) (x (k) — Mw (k) — Bd

Seleccionando H de tal manera que (A + HC') sea estable, la matriz (I — A — HC') es no
singular y se tiene

i (2 (k) — Mw (k) = — (I — A - HC) ™' Bd
Por lo tanto se puede construir sistemas (M, ¢)—sincronizados [28] basandonos en las ecua-
ciones (2.1) y (2.2), donde ¢ = — (I — A— HC) ™' Bd

2.1. Sincronizacion Maestro-esclavo

Sean el sistema maestro (M) y el sistema esclavo (E) descritos por las siguientes ecua-

M:{g'c:F(:r) E:{ézﬁ(s,w (2.3)
donde .
F(z,9(z)) = F(z) (2.4)

9(z, g(x)) = g()
La condicién (2.4) asegura que si tanto el sistema maestro como el sistema esclavo tienen la
misma condicién inicial, tendrédn la misma evolucién temporal. La cuestién ahora es saber
que pasa si los sistemas comienzan desde diferentes condiciones iniciales. Aqui, se puede
observar una gran variedad de fenémenos, y a este respecto, hay diferentes definiciones que

pueden ser apropiadas para distinguir entre los diferentes casos.

Definicién 2.1 El sistema esclavo se sincroniza exponencialmente con el sistema maestro
8%

[n(t) = y(®)] < e [n(0) — y(0)] (2.5)
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para todas las combinaciones de estados iniciales de los sistemas maestro y esclavo. Donde

« es el indice de sincronizacién. De hecho, (2.5) es equivalente a

Shnlt) — (0] < ~aln(t) — () (2.6

Si el indice de sincronizacion a solo depende de la distancia de sincronizacion |n(t) — y(t)|
y no de las condiciones iniciales particulares se dice que el sistema esclavo se sincroniza

uniformemente con el sistema maestro.

Para las aplicaciones se considera una propiedad importante a la sincronizacién exponen-
cial, o de manera mds general, la sincronizacién uniforme, ya que permite dar cotas a piori
con respecto al tiempo necesario para alcanzar la sincronizacién con una precisién dada.

Usualmente no solo se sincronizan las senales de salida de los sistemas maestro y esclavo,
sino que también lo hacen sus estados, aunque para las aplicaciones solo se requiere de la

sincronizaciéon de las seniales de salida.

Definicién 2.2 El sistema esclavo se sincroniza exponencialmente con el sistema maestro
i

n(t) —y(t)] — 0 (2.7)

t—o0
para cast todas las combinaciones de estados iniciales de los sistemas maestro y esclavo

(con respecto a la medida de Lebesgue).

En esta definicién no se requiere ningtin tipo de uniformidad del indice de sincronizacién
con respecto a la combinacion de estados iniciales de los sistemas maestro y esclavo. Tipica-
mente, para algunas combinaciones, alcanzar la sincronizacién puede tomar un largo tiempo
y probablemente para un subconjunto de medida de Lebesgue cero, la sincronizacién no po-
drd ser alcanzada. Para aplicaciones técnicas, este tipo de sincronizacién no es tan deseable,
pero aun asi es aceptable si la medida de las combinaciones de condiciones iniciales que
conducen a tiempos de sincronizacién muy largos, es suficientemente pequena.

Es posible observar formas de sincronizacién todavia mas débiles. Puede ocurrir que la

sincronizacién tome lugar solamente cuando las condiciones iniciales del sistema esclavo estén
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suficientemente cercanas a las del sistema maestro. En [18] se puede encontrar una forma
de sincronizacién aun méds débil, ahi, aun si las condiciones iniciales de los sistemas maestro
y esclavo estan relativamente cercanas, existe un conjunto de combinaciones de condiciones
iniciales para las que no hay sincronizacién, y dicho conjunto tiene medida de Lebesgue
positiva.

Otra manera de introducir la nocién de sincronizacién es considerar al sistema maestro y
al esclavo como un solo sistema dindmico. El sistema esclavo se sincroniza con el maestro si
en el sistema combinado las trayectorias convergen hacia el subespacio diagonal £ = x. Este
es el caso si el(los) atractor(es) cae(n) en dicho subespacio. Esta formulacién sugiere ademés
la nocién de sincronizacion generalizada, donde en vez del subespacio diagonal, cualquier

interseccion de subespacios diagonales (submanifold) atrae las trayectorias.

2.2. Sincronizacion mutua

Il
SR

Para este tipo de sincronizacién solo basta redefinir los sistemas de la siguiente forma:
(&)

SI{IL'ZF(I',U) Sg{g
y = g(x,n) n=239&y)

De nuevo se tiene que si ambos sistemas comienzan de la misma condicién inicial, ten-

(2.8)

drédn el mismo comportamiento, y se repiten las definiciones para los diferentes tipos de

sincronizacion.

2.3. Sincronizacion caotica usando diseno de observadores

de estado lineales

Se considera el siguiente sistema no lineal:

t=Axr+ f(z,y) + Bd

e (2.9)
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donde y € R es la salida del sistema, x € R™ es el vector de estado, d € R es un término
aditivo de corriente directa (dc bias) del sistema controlado y A, B, C' son matrices constantes
de dimensiones adecuadas. Ademds, el par (C, A) es detectable. Se asume que f es un campo
vectorial real analitico en R", con f (0,y) = 0y que el sistema (2.9) tiene solucién unica x (t)
para la condicién inicial z (0) = x¢, dicha solucién esta bien definida en el intervalo [0, 00),

Mas aun f (z,y) satisface la condicién de Lipschitz en x.

Comentario 2.1 La clase de sistemas dindmicos no lineales incluye una extensa variedad

de sistemas cadticos, como los sistemas de Rossler y Lorenz.

Para sincronizacién cadtica el sistema maestro se modela por (2.9) y la salida y se usa
como entrada para acoplar el sistema esclavo.
El sistema sincronizado basado en el método de diseno por observadores se muestra en

la figura 2.1

.
L

Chaotic
Response-System
(State Observer)

TR
Eess

{i-.
L J

i Chaotic
' Drive-System |

Y

Figura 2.1: Sistema de sincronizacién caética basado en el disenio de observadores de estado

lineales.

Se tiene el siguiente observador para el sistema (2.9):
t=Az+ f(2,y)+ Bd+ L(y —9)
y=Czt
donde 7 es el estado estimado de x y f (Z,y) representa el vector estimado de f (z,y) basado

en el estado estimado . El vector constante L € R" se escoge de modo que (A — LC) sea

una matriz exponencialmente estable, lo que es posible ya que el par (C, A) es detectable.
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Un analisis del error de estado definido por
e=x—3 (2.10)

muestra que éste tiende exponencialmente a cero bajo ciertas condiciones [17].

2.4. Acoplamiento de sistemas auténomos similares para

lograr la sincronizacién

Aqui se dan expresiones explicitas para F'y ¢ introducidas en la ecuacién (2.3). Hay dos
caminos a seguir para acoplar sistemas auténomos similares con el objetivo de alcanzar la
sincronizacién. El primero es mediante la imposicién parcial (o completa) de un estado, con

lo que la ecuacién (2.3) queda:

d )
%1 Al
i,

dx —2 = Fn(é.l?é.)

7=F@ el o (2.11)
ol 1, )
dfl_é\f = FN(mbé)

Y= n==&

donde § = (&, ..., &x)
El estado x; es impuesto en las ultimas N — n ecuaciones del sistema esclavo en lugar de

su propio estado &;. El esquema original introducido por Pecora y Carrol [24] cae dentro de
esta categoria.

El segundo método proviene del campo del control automaético. Las senales de salida de
los sistemas maestro y esclavo se comparan y la senal de error resultante e (t) =y (t) — n (¢)

se utiliza para controlar al sistema esclavo. Se puede aplicar una gran variedad de métodos
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de control; en el caso del control lineal la ecuacién (2.3) queda:

dx dg§
- =F (@) —=F(+aly—n) (2.12)

donde a es un vector de dimensiones adecuadas.

Debemos enfatizar que la sincronizacién no se garantiza automdticamente ni para la
forma de acoplamiento maestro-esclavo (2.11) ni para la forma (2.12). Se debe establecer
para cada sistema particular y sus pardmetros. En algunos casos, la sincronizacién se puede
demostrar facilmente. Aun asi, dicha demostracién puede ser extremadamente complicada,

si no es que imposible.

2.5. Acoplamiento de sistemas no auténomos:

El enfoque del sistema inverso

Para sistemas no auténomos se usa una definicién de sincronizacién un poco diferente,

debido a su uso en sistemas de comunicacién. Sean los sistemas mostrados en la figura 2.2

X g

ye ¥ system2 | se¥

se T system 1

Figura 2.2: Sistemas no auténomos acoplados

y descritos por las ecuaciones:

da de

" = F(,s) I =®(&,y)

y=g(z,s) o=7&y)

(2.13)
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Para poder formular una definicién correcta de sistema inverso, se debe especificar, para
cada sistema, el conjunto de senales de entrada admisibles, asi como las senales de salida

correspondientes obtenidas resolviendo (2.13).
Definicién 2.3 FEl sistema 2 es un sistema inverso del sistema 1 si

(i) El conjunto ¥ de entradas admisibles del sistema 1 coincide con el conjunto de seriales
de salida del sistema 2, y El conjunto ¥ de entradas admisibles del sistema 2 coincide

con el conjunto de senales de salida del sistema 1

(ii) Para cada serial s € ¥ y cada c.i. v € RY del sistema 1, 3 una c.i. £ € RN del sistema
2 tal que o (t) =s(t) YVt >0.

(#ii) La misma condicion que en (ii), pero los papeles del sistema 1 y 2 se invierten.

Ya que la definicién 2.3 es simétrica, si el sistema 2 es un sistema inverso del sistema 1,
entonces el sistema 2 es también un sistema inverso del sistema 2. La definicién 2.3 requiere
de la existencia de una condicién inicial adecuada para que el sistema inverso produzca
la senal original. La pregunta queda en el aire, que pasa si se usa otro condicién inicial.
De nuevo, para la aplicaciéon de transmisién de informacion, requerimos de independencia

asintética al comportamiento debido las condiciones iniciales.

Definicién 2.4 FEl sistema inverso se sincroniza con el sistema original si para cada senal
s € X y para cualquier combinacion de condiciones iniciales de ambos sistemas se tiene:

o () =5 (8)] — 0

t—o0

donde o se obtiene de la solucion correspondiente de (2.13).

Notese que al contrario de la definicién 2.3, la definicién 2.4 no es simétrica. En realidad,
en nuestro interés, se supone que el sistema original produce una senal caética; por lo tanto,
su evolucién en el tiempo estd lejos de ser globalmente asintéticamente estable, si se espera

satisfacer la condicién de sincronizacion.
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2.6. Dos problemas de sincronizacion

Estor problemas se resolverdn més adelante tanto con los onservadores basados en el

modelo como con el observador de modos deslizantes propuesto en este trabajo.

2.6.1. Sistema de Lorenz

El sistema de Lorenz tiene la siguiente dindmica no lineal:

‘1.'1 = O'(.Tg —Il)
To = px1+ To— 11X
S .2 PIy 2 173 (2.14)
T3 = 1Ty — Pug
y = I

y se sabe bien que con 0 = 10, p =28y § = %, el sistema de Lorenz presenta un compor-

tamiento cadtico.

2.6.2. Circuito de Chua

La dindmica que gobierna al circuito de Chua es la siguiente:

0151 = G —&1) —9(&) tu
Caby = G(& — &)+ &
Lé:s = =&
y = &
donde g(¢;) = mon; + %(ml —mo) [[[€1 + Byll + [|€1 = Byl v &1, €2, € denotan los voltajes
a través de C1, Cy y L. Se sabe bien que con C; = é, Co=1,L= %, G = 0.7, mg = —0.5,

(2.15)

my = —1.5y B, =1 el circuito muestra doble ciclo.
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Capitulo 3

Comunicaciones seguras via sistemas

caoticos

3.1. Enmascarado cadtico

En este método [23] una senal analdgica portadora de informacién s (t) se agrega a la
salida y (t) del sistema caético en el transmisor. En el lado del receptor un sistema cadtico
idéntico trata de sincronizarse con y (t). Desde este punto de vista la sefal de informacién
s (t) es una perturbacion, y la sincronizacién se da solo aproximadamente. Aun asi, si el
error de sincronizacién es pequeno con respecto a s (t), esta tltima puede ser recuperada por

substraccién como se ve en la figura 3.1

Es de esperarse que este método sea sensible al ruido del canal de transmisién. Realmente,
el ruido aditivo, no se puede distinguir de s (¢) en la configuracién de la figura y tiene que
eliminarse en una etapa posterior; Esta es una tarea dificil, si no es que imposible, si la

amplitud de s (f) no es suficientemente grande con respecto al nivel del ruido.



18 Comunicaciones seguras via sistemas caéticos

chaotic
system

e L

Trans mit ter

Figura 3.1: Transmisién usando enmascarado cadtico

3.2. Modulacién por desviacién caética (CSK)

Usando este método [8] la senal s (t) debe ser binaria. La sefial controla un interruptor
cuya accién cambia los pardmetros del sistema cadtico. Asi, de acuerdo con el valor de s ()
en un instante de de tiempo dado , el sistema cadtico tiene ya sea el vector de pardmetros p
o el vector de pardmetros p’. La salida y (t) del sistema caético es transmitida hacia 2 copias

idénticas del mismo, una con el vector de pardmetros p y otra con el vector de pardmetros
P (figura 3.2).

Si la posicién momentdnea del interruptor en el transmisor se encuentra en p , entonces el
sistema con el vector de pardmetros p en el receptor se sincronizard, mientras que el sistema
con el vector de pardmetros p’ se desincronizard. Por lo que la senal de error e (t) tendera
a cero, mientras que € (t) tendra una forma de onda irregular con una distintiva amplitud
diferente de cero. Si el interruptor en el transmisor se encuentra en la posicién p’, entonces se
tiene la situacién opuesta, €’ (t) serd la que tienda a cero y e (t) tendra una amplitud diferente
de cero; consecuentemente, la senal s (t) se puede obtener de las senales de error e (t) y €' ().
Claramente se tiene que dejar el interruptor en el transmisor en la misma posicién por cierto
tiempo para que se pueda observar la convergencia a cero de la correspondiente senal de

€rror.
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Figura 3.2: Transmision via CSK

3.3. Modulacién cadtica directa

Este método se basa en la sincronizacion de sistemas inversos ya descrito anteriormente.
La informacién se puede inyectar directamente en una forma analégica [10] o s (t) puede
ser por si misma una senal analégica modulada por informacién binaria. La transmision de
una senal digital modulada en s () se puede esperar que alcance mayores bitrates que con
CSK. En CSK, siempre que la senal cambia su valor, hay que esperar la sincronizacién ya
que las condiciones iniciales en los subsistemas transmisor y receptor que van a sincronizarse
son diferentes. En la modulacién caédtica directa, el receptor sigue de manera continua al

transmisor y por lo tanto, los estados de ambos sistemas cadticos nunca son tan distintos.

3.4. Comunicacién cadtica segura usando diseno de ob-

servadores de estado lineales

El sistema de comunicacién propuesto en [17] se muestra en la figura 3.3

El transmisor es un sistema caético descrito por (2.9) con una pequenia modificacién y se
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Chaotic masking

-
»

I ¥ | /_’ —
| s i i

I AN ’;"—

+

Chaotic —1 Chaoctic Receiver
Transmitter (State Observer)

T i
-"-CA-:. E R T,
AY ’ SRR R R
information signal

Figura 3.3: Comunicacién segura basado en el diseno de observadores de estado lineales.

representa por:
t=Ax+ f(z,y)+ Bd+ Ls

Yy =Cr+s=y+s
donde s € R es la senal de informacién o mensaje, ' € R es la senal transmitida caéticamente

Empleando el disenio de observadores de estado el receptor se construye como sigue:

Az + f(Z,y)+ Bd+ Ly —9)
C

SI
I

<>
I
=>

De nuevo un andlisis del error de sincronizacién definido como en (2.10) nos lleva a que el
mismo también tiende a cero exponencialmente bajo ciertas condiciones.

Asi, definiendo la senal recuperada como:

sr(t) =y (1) =9 (1)
y usando un andlisis similar al del error de sincronizacién en el apartado 2.3 se observa que

lim (sg (t)) = s(t)

t—o0

Para encontrar las condiciones en las que el error tiende a cero es necesario encontrar
algunas constantes que no son faciles de obtener analiticamente por lo que se propone resolver
una desigualdad de Riccati numéricamente utilizando el LMI-toolbox de MATLAB.



Capitulo 4

Sincronizacion y comunicacién via

observadores basados en el modelo

Considere las funciones vectoriales f : R" — R" y g : R — R", donde f y g son campos

vectoriales en C'*°, sea el corchete de Lie

Lof 0

donde % y % son las matrices jacobianas de f y ¢ respectivamente. Usando una notacién

alternativa el corchete de Lie se puede representar como

[f,9] = (ad' f, g)

Sea también
(ad®f,g) = [f,(ad* " f,9)], 1<k<n
donde por definicién
(ad’f.9) =g
Considérese ahora una funcién h : R" — R € C*. Sea (-,-) el producto interno usual
sobre R". Sea dh el gradiente de h (dh = V' h) con respecto a . Entonces derivada de Lie

de h con respecto a f se define por:

Lyh=Lg(h) = (dh, ) =V"h- |
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Se empleard la siguiente notacion:

0
L$h = h
Lih = Lyh

Lih = Ly (L5 'h)

La derivada de Lie de dh con respecto al campo vectorial f se define por

Ly = () = (557 + g

Es posible verificar facilmente que estas derivadas de Lie satisfacen la siguiente férmula de
Leibnitz:

L[f’g]h = <dha [fa g]> = Lgth - Lngh

Mis atn, la siguiente relacién es valida:

dLsh = Ly (dh)

4.1. Observador de Bestle-Zeitz para sincronizacion

4.1.1. Transformacion del sistema a la forma candénica

Se considera la clase de sistemas no lineales descritos por la siguiente ecuacién

z:}f g; } (4.1)

Se asumird que f es un campo vectorial C* en R" y que h es una funcién C'*°. También se

desea encontrar una transformacioén no lineal 7' : R™ — R", que sea uno a uno en C'*° donde

x="T(z) (4.2)
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tal que el sistema (4.1) se pueda transformar en la forma candnica definida enseguida

(

0 e 0 f3(2)
;= | e
4 ' ' (4.3)
i 1 O_ _f;fl(z)_
Ly=0o - 0 1]z
Derivando (4.2) con respecto al tiempo obtenemos
oT
h— 2 4.4
=20 (4.0
donde ~
or _[or_dr
dz |0z 0z,

Haciendo un poco de manipulacion algebrdica y usando la notacién de las derivadas de

Lie se puede obtener lo siguiente

or [ ..., 0T B
a_Zk_ (ad f> 821) (k_la 7n)

Por lo que ahora es posible expresar todas las columnas de g—f en términos de un soélo vector

Lo aT .
inicial 3_- como sigue [3]

oT ,
_ 0f OT 1p OT n—1¢ OT
e = (e 8E) (. 8E) o (a2 4E)) (4:5)
Ahora se debe emplear la siguiente ecuacion para obtener una expresién para el vector inicial
ar
Oz1°

y = h(z) = 2, (4.6)
Tomando la derivada parcial de (4.6) con respecto a z nos da

Oh(x) 0T [0
or 0z

01} (4.7)
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Note que la primera componente de (4.7) se escribe como

on T T\ .o, 0T
e <dh, 8zl> = Lj(dh)5—- =0 (4.8)

Similarmente, se puede usar la férmula Leibnitz para simplificar el segundo elemento de (4.7).
y mediante la aplicacién iterativa de la férmula de Leibnitz y el uso de (4.5), se obtiene la

siguiente matriz que involucra al vector inicial

L0(dh)(x) 0
Ly(dh)(z) | or  |:
: 92 |o

| L} (dh)(z) | 1]

donde la matriz

L (dh) ()

es conocida como la matriz de observabilidad del sistema definido por (4.1). Entonces el

vector inicial g—z es igual a la 1ltima columna de O~}

4.1.2. Diseno del observador para sincronizacién

La ventaja de usar la técnica precedente de llevar al sistema a la forma candnica ob-
servador es que el diseno del observador se simplifica de manera considerable en el nuevo

sistema de coordenadas

Para el caso de una sola salida se considera el observador gobernado por la siguiente
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ecuacion:
(o o] [ s ]
: .| i) X
i= = | |~ K-y
i 1 O_ _f;fl(z)_
L g=]0 - 0 1]z
T
donde K = |ky --- kn—1] . Definamos el error como
e, —Z2—2

Por lo tanto el error obedece la ecuacion diferencial

[0 0 —ko |
. —ks
€, = . . €
1 0 —kys

El polinomio caracteristico de (4.10) estd dado por

p<3) =kotkis+- -+ knilsnfl 4 ogn

25

(4.10)

(4.11)

Con lo que podemos asignar facilmente el espectro de (4.11) mediante una seleccién apropiada

de K.

Los trabajos de Hunt et al. [13] muestran que la dindmica del error linealizado es invari-

ante bajo estas transformaciones.
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4.1.3. Observador de Bestle-Zeitz para la sincronizaciéon del sis-

tema de Lorenz

Aplicando el método descrito en el apartado 4.1, hemos obtenido el jacobiano de la

transformacién deseada para el sistema de Lorenz:

5 0 0 1
T _
=] 0 - b ()
om e T V()
donde
x Ty — X Tl — Tg — T1X
V(l_>:_1_6 s 4 T2 1 +P 1 2 123
o oy 12 212
5 T2 — I1 )
+ [ — -2 —x o(xe—x
( e BT AT

Ahora solo necesitamos integrar considerando 7°(0) = 0 para obtener la transformacién
deseada, después, la aplicacién de dicha transformacion al sistema de coordenadas nos da la

forma candnica observador del sistema de Lorenz:
(

000 f3(2)
2=11 0 0fz—|ff(2)
010 f3(2)

Ly=1]0 0 1]:

donde
" _ Zg(t)_ o o)z
fi(z) = <1/2Z3<t) 1/2—p-1/2 ) 1 (t)
. 1/4% —3/4 8% (1) — (1/28 — 20) (25 (£))°

—(=Bo+1/4B0>+1/43% —1/2 B2 +3/2B0p+1/45+1/45%)2 (1)
fi(z) =(1/2+1/20) 2 (t) + (zs (1))’ = (6p—1/2B0 +1/2 = 1/2 3+ 1/207) 2 5 (1)
f3(2) =1/22 (t) = (—=1/2 = 1/28 = 1/20) 25 (1)
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Por lo tanto el observador de Bestle-Zeitz es

(

N>
I
o = O
_ O O
o O O
N>
|
—
N> N>
S~—
|
=
N3
I
<
N—

Q>
S—

L g=]0 0 1]z

T
Escogemos K = [30 30 30} , los resultados de sincronizacién se muestran en la figura 4.1

y la figura 4.2.

50

20 7

101 7

Figura 4.1: Error de sincronizacién del sistema de Lorenz via observador de Bestle-Zeitz

4.1.4. Observador de Bestle-Zeitz para la sincronizaciéon del cir-

cuito de Chua

T
Se procede de la misma manera que con el sistema de Lorenz, escogemos K = [13 13 13} ,

los resultados de sincronizacién se muestran en la figura 4.3 y la figura 4.4.
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30

201

-10

-207

-30 5 10 15

Figura 4.2: Estados del sistema de Lorenz en sincronizacién via observador de Bestle-Zeitz

0.5f

0.5 5 10 15 20 25 30

Figura 4.3: Error de sincronizacién del circuito de Chua via observador de Bestle-Zeitz
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Figura 4.4: Estados del circuito Chua en sincronizacién via observador de Bestle-Zeitz

4.2. Observador de Thau para sincronizacion

Considere el sistema no lineal descrito por

{ i = Az+ f(z)+ Bu (41

y = Cx

donde f(-) : R" — R"™ es continua y localmente Lipchitz alrededor del origen; A € R™*"
B € R y C' € RP*". La funcién no lineal f(-) puede contener términos lineales en x.
Se asume que el par (A, C) es completamente observable. Por lo tanto se puede encontrar
K € R"*P tal que los valores propios de Ay = A— K (' estén en el semiplano abierto izquierdo

(OLHP).

Sea 7 el estimado del estado real x, entonces Z satisface la ecuacién

{

= Apz+ f(z)+ Ky + Bu

4.13
= (% (4.13)

@) =B
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Sea e el error de sincronizacién definido como
e=1—21a

Ya que el espectro de A esté contenido en el semiplano izquierdo (LHP), existe, para
cualquier matriz positiva definida () € R™™ una tnica matriz definida positiva P € R™*"
tal que

AP+ PA = -2Q (4.14)

Teorema 4.1 El error de sincronizacion e tiende asintéticamente a cero en (/.17) si la
funcion f(-) es localmente Lipschitz alrededor del origen; esto es, existe una constante positiva
L tal que

1/ (1) = fla2)|| < Lijz1 — 2] (4.15)
para todas x1, x5 en alguna region abierta R que contenga el origen y existe () solucion de

(4.14) tal que
a
— > L (4.16)
1Pl
onde a es el valor propio minimo de Q y || P|| es valor propio mdzimo de P

Demostracion. Se tiene que e satisface la ecuacién diferencial
é=Ape+ f(z — f(x) = Aoe + f(x +¢€) — f(z) (4.17)
Ahora, considere la siguiente funcién candidata de Lyapunov
V(e) = e’ Pe

La derivada de V' (e) evaluada a lo largo la solucién de la ecuacién diferencial del error (4.17)
estd dada por

Vie) =é'Pe+ el =2e"Qe + 2" P[f(z + €) — f(z)]
Por lo tanto, de (4.15), si e se encuentra dentro de R entonces las siguientes desigualdades

son validas:

V(e) < —2¢"Qe +2L||Pel|le]| < (—2a+2L|| P|)lle]
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4.2.1. Observador de Thau para la sincronizacién del sistema de

Lorenz
Primero se necesita reescribir las ecuaciones del sistema en la forma requerida por el

método descrito en el apartado 4.2. Por lo tanto el sistema de Lorenz se puede expresar

como en (4.12) usando los siguientes valores

—0 0o 1 —T3
A=1 p -1 0 |, [fl@)=]| -z

0o 0 -p T1T2

B= C= ( 100 )

Asi, el sistema se describe como sigue:
(
—0 0o 1 —x3
T = P -1 0 T+ |—2123
0 0 —6 T1T2

Ly:[1 0 O}x

Por lo que el observador queda

( N
—0 O 1 —I3
g=|p =1 0 |i+ |-22s| —K@G—v)
0 0 -p Ty
L g=[1 0 0]

T
Seleccionamos K = [13 13 13] , los resultados de sincronizacién se muestran en la figura

4.5 y la figura 4.6.
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50 T T

401 7

301 7

10 . .

Figura 4.5: Error de sincronizacién del sistema de Lorenz via observador de Thau

Figura 4.6: Estados del sistema de Lorenz en sincronizacién via observador de Thau
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4.2.2. Observador de Thau para la sincronizacion del circuito de
Chua

T
Se procede de la misma manera que con el sistema de Lorenz, escogemos K = [3 3 3} ,

los resultados de sincronizacién se muestran en la figura 4.7 y la figura 4.8.

1.5

0.5 4

-0.5 1

-1.50

Figura 4.7: Error de sincronizacién del circuito de Chua via observador de Thau
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0 5 10 15 20 25 30

Figura 4.8: Estados del circuito Chua en sincronizacién via observador de Thau



Capitulo 5

Sincronizacion via observador de
modos deslizantes (SMO)

5.1. Forma canodnica de sistemas no lineales

Consideramos un sistema no lineal descrito como sigue
E = 1O +9(E )
y = h(¢)

donde ¢ € R” es el estado de la planta,u € R es la entrada de control, y € R es una salida

medible y f,g v h son funciones suaves. Si el sistema tiene grado relativo uniforme n, i.e.
Lgh(€) = -+ = Lyl 2h(€) = 0,  LgLy 'h(€) #0
Entonces existe un mapeo
n="T() (5.2)

que lleva al sistema (5.1) a la siguiente forma canénica

i = Mg, t=1--n—-1
M, = @00 u) (5-3)
Yy =
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donde ®(7n,u) es una funcién continua no lineal. Aqui, consideramos la salida y = 7, + 9,

siendo ¢ un ruido aditivo acotado.

5.2. SMO para el problema de sincronizacion

La sincronizacién de sistemas cadticos se puede clasificar en dos tipos dependiendo del
tipo de configuracién: sincronizacién mutua y sincronizacién maestro-esclavo. En la primera
configuracién se tiene un sistema con acoplamiento bidireccional y en la segunda es unidi-
reccional. En este trabajo consideramos la configuracién maestro-esclavo.

En este trabajo, proponemos un nuevo observador de modelo libre, un observador de

modos deslizantes, para disenar el sistema esclavo. Este tiene la siguiente forma:

0 = i Fmrlsign(y —9), i=1---n—1

0, = mum "sign(y — 1) (5.4)
y = m

donde 1 > 7 > 0, las constantes m; son tales que 4™ +m? 1y"~1 ... +m; = 0 tenga todas

sus raices en LHP. La funcién sign(y — 3) se define como
1 si (y—9)>0
sign(y —9) =< —1 si (y—9) <0
0 si (y—9)=0
Consideraremos un caso simple de dos dimensiones. El sistema esclavo es:

1, = Ty +m7 tsign(y —9), m >0

iy = m*12sign(y — §)

(5.5)
donde 7);,7), son los estados del sistema esclavo, 7 es el estimado de la salida y, ademés
mi1 =m, me = m? y T son pardmetros pequenos y positivos.
Ya que la salida del sistema maestro es y = 1, + 9. Definiremos el error de sincronizacién
como
er =1y — 1)

€2 = %(772 — )s) 58)
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El ruido recuperado en el esclavo es
5 =Y — ]) = €1 -+ 5
de (5.5) y (5.6) se puede obtener la dindmica del error de sincronizacién

é¢=Ae— Ksign(Ce+0)+ Af (5.7)

1% 0 . ) 1 )
[ mT

1> 0, Af:<2f;e2>, O:(1 0)

i es un pardmetro de regularizacién, Af es un término de incertidumbre (o un término de

con

(5.8)

dindmica no modelada).
Para nuestro resultado tedrico se usan las siguientes hipétesis:
H1. Existen constantes no negativas Los, L1y tales que para cualquier e se cumple la

siguiente condicién quasi-Lipschitz:
IAfI] < Log + (Las + [[Aul) llell (5.9)

H2. Se asume que el ruido de informacién esta acotado como ||6]|3 = 67 Ad < 6 < o0
donde A es una matriz simétrica definida positiva.
H3. Existe una matriz definida positiva Qo = Qf > 0 tal que la siguiente ecuacién

matricial de Riccati
PA,+ ALP+PRP+Q =0 (5.10)
donde
R=A;"+ 2| Af|| LigL, 0 < Ap = AT,
Q= Qo+ 2(Liy + [[Aul)?I
tiene como solucién una matriz definida positiva P = P > 0. Como P > 0, existe k > 0 tal
que K = kP1CT.

(5.11)
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Comentario 5.1 Note que la dinamica ®(n,,ny) en (5.3) es Lipschitz respecto a 1y y 1,
entonces se satisface la hipotesis HI para sistemas cadticos. La medicion estd alterada por
un ruido acotado § (hipdtesis H2). Para calcular la solucion a la ecuacion de Riccati (5.10),

se seleccionaron los siguientes pardmetros:
Ap =Xl Lig=p, R= (A\f' + 20 p) T
Qo =qol, Q= (qo+84°) I

con Ay =20, = 0.0001, go = p?, obtenemos

3.16099  —0.22096
—0.22096  3.16099

P=10"3

lo cual satisface la hipotesis H3
El resultado principal es el siguiente:

Teorema 5.1 El observador de modos deslizantes (5.5) puede alcanzar la sincronizacion y

converge al siguiente conjunto residual:
De ={e| llellr < a(k)} (5.12)

donde P es una solucion de la ecuacion de Riccati (5.10)

2

k) = ph) (5.13)
Ve 4 plk)ag + ko,

p(k) = 2| Af|| L3, + 4k (, /nAfl) 5

ko, =k (Amin (P7H2CTCP7Y2))
ag = Amm (P72QTQP?) >0

donde

donde n es la dimension del sistema cadtico.
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Demostracién. Sea V' (e) la siguiente funcién candidata de Lyapunov
Vie)=llelp =e"Pe, 0 < P=P" (5.14)

Usando la desigualdad
XY +YTX < XTAX +YTALYY (5.15)

valida para cualquier X,Y € R™™ 0 < Ay = A?, se sigue

Vie) = 2TPé

2¢T P(A,e — Ksign(Ce + 0) + Af)

2eT"PA,e — 2keT CTsign(Ce + §) + 2e" PAf

e’ (PA, + ATP) e — 2ke"CTsign(Ce + &) + €T PA™ Pe + AT fA A f
e’ (PA,+ AP+ PRP+Q)e—e"Qe

(L2 (Lug + A [el?) 20| — 2667 CTsign(Ce +5)

el (PA, + Al'P 4+ PRP + Q)e

—e"Qe + 2| Ay|| LG, — 2k (Ce)" sign(Ce + 0)

VAN VAN VAN

(5.16)

usando

«signle +2] 2 Y ||zl — 2v/nll2]
i=1

Entonces

V(e) < —€"Qe + 2||Ay]| LG, — 2k (Z 1(Ce)ill — 2\/5||5||>

< —"Qe =2k Y _[[(Ce)sl + p(k)

=1
donde
p(k) = 2| A L2) + 4k (\/nA*l) 5

Por lo tanto

V(e) < ~lellq — 2kaplle|p + p(k) (5.17)
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donde
n 2 n
(Z I (Ce); H) > I1(Ce), | = [ Cel? (5.18)
i=1 i=1
=||CP7Y2P~12¢||> > a,e” Qe
con

ap = A (P7V2CTCP?) > 0 (5.19)

Entonces, de(5.17) obtenemos

Vie) = —agV(e) —9\/V(e) + (5.20)
donde

ag = Amin (P72QTQP7?) > 0, (5.21)
Y = 2kay,, = p(k)

Si se satisfacen las hipétesis H1-H3, entonces

[1 - gL =0 (5.22)

donde la funcién |-|, se define como

+

z s 2>0

2], = { (5.23)

0 si 2<0

La demostraciéon de este resultado se puede consultar en el final de la seccién. El teorema de
hecho establece que la estimaciéon ponderada del error V (e) = e’ P e converge asint6ticamente

a la zona fi(k), esto es, esta finalmente acotado.

(k) > el Pe > el Pe,
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Comentario 5.2 Porque

2
2/|Af L3

Tof-i—ll( nA]T1>§

2AflIL3, | 4(y/mAs)s
\/ag—l—{ s Of—l-( kf>]aQ—|—ap

(k) = (5.24)

Como P esta acotada, podemos seleccionar T arbitrariamente pequena (la ganancia del es-
clavo (5.8) aumenta) para hacer k muy grande (ya que K = kP~'CT = m7~! < m:_l > ),

asi el primer término de (5.2/) tiende a cero. AJTI es una matriz positiva en HS3, podemos

escogerla tan pequena que el sequndo término de (5.2/) tienda también a cero.

Comentario 5.3 Aunque nos hemos restringido al caso de sistemas cadticos de sequndo
orden, la construccion del observador y el andlisis de convergencia se puede extender al caso

n—dimensional. El sistema maestro es

M, = H(n)
Yy="n

el sistema esclavo basado en el observador de modos deslizantes se construye como
i = m"T " sign(y — 9)

donde la constantes m; se escogen de tal manera que el polinomio muu™ + my,_1 "' +
... +mq =0 tenga todas sus raices en OLHP. Como en el caso de sequndo orden, se puede
demostrar que el error de sincronizacion converge con alguna precision definida seleccionando

valores de la ganancia del observador suficientemente pequenos.

Considere la funcién de Lyapunov V'(e) que satisface la igualdad

V=-aV-9vV+8
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El punto de equilibrio V* de esta ecuacion, que satisface
—aV* —9vV*+ 3 =0,

es como sigue

( (9/20) +5/a—19/2a)2
(8/a)*
( (¥/2a) +ﬁ/a+z9/2a)2

Demostracién. Se define A := (V — V*)*, derivamos
A=2(V-VV <2V =V*) [-aV — VT + ] =
—2(V - V) [—aV—ﬁ\/V+6+ <av*+ﬁﬁ—ﬁ)]
2(V =) [~a (v =v) -0 (VI = V)| =
20 (V = V) =20 (V7 + VT (W—JW)Q <0

para cualquier V' # V* esto implica: V' 7 V*. Para
il
G=[V-p=V1-—

obtenemos

G:=2[V-p,V=2V[1-£] V<
2V [1- 2], <—aV—19\/_+5> =
—v [1-£], [aw V)40 (VW= V7)) <0
La iltima desigualdad implica que G; converge, ésto es,

Gy — G} < o0

Integrando la 1ltima desigualdad de 0 a 7" se obtiene

Gr— Gy <
2TV ], 0 G- )+ 0 (V- )] d
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ésto nos lleva a la siguiente desigualdad

2[fVil—£], [a(Vi = V) + 0 (VVi — VV7)] dt
< Go—Gr <Gy

Dividiendo entre T" y tomando los limites superiores de ambos lados, obtenemos:

g [ [ 2] v (v )<

y, por lo tanto, existe una subsucesién t; tal que

Entonces, se sigue que G' = 0, ésto es equivalente al hecho de que
]
+

1- 2

%

5.2.1. SMO para la sincronizacion del sistema de Lorenz
El SMO no se puede aplicar directamente al sistema de Lorenz, por lo que aplicando la

transformacion (5.2), el sistema de Lorenz queda en la siguiente forma candnica:

Z1 = 2o
s Z2 = z3
) s = f)
y = =

donde f(2) = o{p(22 — 21) + f1(2) + 21./2(2) — 222(2) — 21 [21.f1(2) = Bfa(2)] = 2} v fu(2) =

o
R ORVES RS
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Ahora el se puede aplicar al sistema de Lorenz y su dindmica se puede describir como

sigue:
L o= Z+ kisign(y — 9)
(y—9

2y = 33+ kosign ) (5.26)
Z3 = kgsign(y - ?3)
gy = 21

Escogemos ky = 100, ky = 70, k3 = 100, los resultados de sincronizacién se muestran en la

figura 5.1 y la figura 5.2.

50

40 b

20 b

10 b

-10 : :

Figura 5.1: Error de sincronizacién del sistema de Lorenz via SMO

5.2.2. SMO para la sincronizacion del circuito de Chua

Al ogual que en el sistema de Lorenz, el SMO no se puede aplicar directamente al circuito

de Chua, por lo que si hacemos la transformacién n = T'(£) como

m =&
ny = —L&, (5.27)

N3 = %(fé — &) — 0%53
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Figura 5.2: Estados del sistema de Lorenz en sincronizacién via SMO

El circuito de Chua obtiene la siguiente forma:

M =13

12 =13 (5.28)
N3 = f(771:772a773) + gu

y=m

2
donde f(11,7,73) = — &=t h— s [—2772 — gt — Ens— &9 (—m — grm - %773)],

g = chCZ' Ahora podemos aplicar el observador de modos deslizantes (5.26). Escogemos

ky = 300, k3 = 100, k3 = 2, los resultados de sincronizaciéon se muestran en la figura 5.3 y la

figura 5.4.
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1

0.8

0.61

0.4

0.21

15

10

Figura 5.3: Error de sincronizacién del circuito de Chua via SMO

15

10

Figura 5.4: Estados del circuito Chua en sincronizacién via SMO



Capitulo 6

Comunicacion via SMO

6.1. Esquema de comunicacién

En la comunicacion caética normal, el transmisor y el receptor son sistemas cadticos, Se
pueden describir en la forma del siguiente sistema no lineal considerado en (5.1). La mayoria
de los sistemas cadticos tienen grado relativo uniforme n, y como se dijo en el apartado 5.1

existe un mapeo que transforma al sistema en la forma canénica (5.3)
Al igual que en el apartado 5.2, se tratard el caso de simple de dos dimensiones, en

este caso, tanto el transmisor como el receptor son sistemas cadticos de segundo orden, por

ejemplo la ecuacién de Duffing y el oscilador de Van der Pol. Cuando n = 2, (5.3) se vuelve

771 =T
Ny = ®(11, 15, u) (6.1)
y=m

En este trabajo se usard para la comunicacion caética el método de enmascarado caético,
donde como ya se dijo, la senal de informaciéon s se esconde en la salida del transmisor

cadtico. El transmisor caético es una ligera modificacién del sistema cadtico normal (6.1)
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como sigue:

771 =12
Ny = (I)(771a772) (6-2)
y=1m-+s

donde la salida y = n; + s es el enmascarado cadtico.
El receptor serd el SMO descrito por (5.5). El diagrama esquemético de la comunicacién

cadtica basada en el SMO se muestra en la figura 6.1.

1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
: |—> :
i Chaotic dynamic > £ > ]; Y >
: > S S H
1 + 1
! 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
s ! :
1 1
1 1
i Chaotic transm itter !
m e
; :
H 1
: ~ 1
H
; 1 1 yoi
1 - — - > !
E p S X, S Xy !
! | :
: 1
1 . _ . H
! m z 'sign() m ¢ 'sign() :
H
! - N
I N t s,
P . ; g
H receiver !

Figura 6.1: Comunicacién via SMO

El receptor aqui propuesto se puede aplicar muy facilmente y es mas robusto en com-

paracién con otros receptores en comunicacién caética. Por ejemplo en [1, 4, 17] el receptor
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€S )
/771 :/772 + ll(y - /y\)
Ty = a1 [(1 = asfi?) Ty — sty ] + la(y — 7) (63)

donde [; y [y son la soluciéon de una desigualdad de Riccati. Cualquier incertidumbre en
el lado del transmisor, por ejemplo los pardmetros ai, as y asz no se conocen exactamente,
afectard la precisién de la recuperacién de la senal de informacién.

Si definimos el error como en (5.6) la senal recuperada en el receptor es
S=y—y=e +s

por (6.2) y (5.5) el error de sincronizacién queda:

é¢=Ae— Ksign(Ce+s)+ Af (6.4)
con A,, K, pi, Af y C como en (5.8)

Corolario 6.1 FEl receptor basado en el SMO (5.5) puede recuperar la serial de informacion
s que se encuentra escondida en el transmisor cadtico (6.2), el error en la recuperacion de

la senal s = s —5 converge al siguiente conjunto residual

D ={s|[Isllp < p(k)} (6.5)

donde P es la solucion de la ecuacion de Riccati (5.10)

k) = pk) (21)
\/(k‘ap)2 + p(k)ag + kay,

p(k) =2 ||Af|| LE; + 4k (. /nA;1> 5

koy, = k (Amm (P7H2CTCP7?))
ag = Amm (P72QTQP7?) >0

donde

donde n es la dimension del sistema cadtico.
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X2

Figura 6.2: Comportamiento caético de la ecuaciéon de Duffing con (0) = [0, 0]"

6.2. Tres ejemplos de comunicacién

6.2.1. Ecuaciéon de Duffing

La ecuacién de Duffing describe un circuito caético especifico [5]. Este se puede escribir
como
M =1y
Ty = Pu7y — P21]; — Plly + qeos(wt) +ug

donde p, p1, p2, ¢ y w son constantes. u; es la entrada de control. Se sabe que la solucién

(6.6)

de (6.6) presenta un comportamiento cadtico casi periédico. Para el caso sin control, si
seleccionamos p; = 1.1, po =1, p = 0.4, ¢ = 2.1, w = 1.8, el oscilador de Duffing (6.6) tiene
una respuesta cadtica como en la figura 6.2.
Para transmitir informacién a con las ecuaciones de Duffing tenemos el siguiente sistema:
=1y + %s
ny = —1.1y — y® — 0.4, + 2.1 cos(1.8t) + % (6.7)
y=m+s, n0(0)=[0,0]"
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x2

Figura 6.3: Comportamiento caético del oscilador de Van der Pol con z(0) = [1,1]".

6.2.2. Oscilador de Van der Pol

El oscilador de Van der Pol se puede describir por [29]

771:772

| (6.9)
Ny = a1 [(1 - @277%) Ny — a3771] + Uy

En el caso sin control, si se selecciona a; = 1.5, as = 1, az = 1, el oscilador de Van der Pol

(6.8) tiene una respuesta cadtica como en la figura 6.3.

El oscilador de Van der Pol queda como sigue para poder transmitir informacién con él:

771 =1y + %5
ny=1.5[(1— 77%) Mg — Ml + 7_128 (6.9)
Yy=m + S, 77<0> - [27 _1]T
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6.2.3. Circuito de Chua

Usamos los siguientes pardmetros: ¢y = ¢, Co = 1, L = 1, G = 0.7, mg = —0.5,
my = —1.5, B, = 1. el circuito de chua tiene el compeortamiento que se muestra en la figura

6.4 Por la transformacién (5.27), el circuito de Chua (2.15) se puede escribir como

15

10

x3
0 x1 5

Figura 6.4: Comportamiento caético del circuito de Chua con condicién inicial [0, 0, 1]T.

M =1

Ty = 13

773 = %773 - %0771 - %773 - 2_72772 - &70771 — 0.7y — Ty +229(11, 72, M3)
y=1y n(0)=[1,0,-7"
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donde g(ny,12,13) = | 1573 — 312 — 20y + 1| — | =157 — 212 — 2, — 1| . Usamos 1, y 13
como el transmisor
Ny =13+ +5
N3 =2ty — Ay — 2y — By — 20, — 0.7y — Ty + 229(ny, Y, 13) + 255 (6.10)
Yy=1ny+s

donde 7, satisface 1, = 7,.
Ahora disenamos el receptor de modos deslizantes como (5.5). Escogemos m = 0.1,
7 = 0.01. El receptor basado en el SMO es

7, = 1)y + 10sign (y — )
Ty = 10%sign (y — 7))
g=m, n0)=[11"

(6.11)

6.2.4. Resultados numéricos

La senal de informacién s se escoge como una senal sinusoidal con frecuencia de 100Hz
como en [4] y [17], i.e.,
s = 0.05sin (2007t)

Las figuras 6.5-6.7 muestran el proceso de comunicacién con tres diferentes transmisores
cadticos y un receptor, aqui la forma de onda de la senal transmitida y se muestra en la
subgrafica (a), el comportamiento de la convergencia de s — s se muestra en las subgraficas
(b).

Después del estado transitorio (¢ > 0.1s), el error relativo méximo se define como

méx (|s — s|)
€méx = 7T
méax (|s|)

Para el oscilador de Duffing, e = 1.5%. Para el oscilador de Van der Pol, e = 2%.
Para el circuito de Chua, ens = 1.915%. Aunque los errors relativos son diferentes, todos
son aceptables para comunicacién. Es interesante ver que un receptor (5.5) puede recuperar

la senal de informacién de tres transmisores cadticos diferentes.
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4 T T T
The outputs of transmitter and receiver
Time (s)
_4 1 L L L
0 2 4 6 8 10
0.6/ formation recovery error (S — §)
0.41 *
0.2 *
or
0.2 ) ‘ ‘ Time (s)
) 2 4 6 8 10

Figura 6.5: Oscilador de Duffing para comunicaciones cadticas

41— . . .
A ~ The outputs of transmitter and receiver
Time (s)
-4 . . . .
0 2 4 6 8 10
2 - i T =
Information recovery error (s — §)
1 B
or vk
1F -
5 ) ) ) Time (s)
0 2 4 6 8 10

Figura 6.6: Oscilador de Van der Pol para comunicaciones caéticas
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4 .
The outputs of transmitter and receiver

‘Time(s)

Information recovery error (S — $§)

Time (s)
0 1 2 3 4 5

Figura 6.7: Circuito de Chua para comunicaciones caéticas

Los observadores basados en el modelo requieren de informacién completa acerca del
transmisor. Para comparar los resultados de comunicacién usamos un observador lineal [17],
ver figura 6.8. Se encontrén que el onservador basado en el modelo tiene mejor desempeno,
pero si el transmisor es desconocido o se conoce solo parcialmente, ésta clase de observador
no funciona. Otra ventaja del observador basado en el modelo es que se puede aplicar a
cualquier transmisor cadtico como en (5.1), mientras que el SMO sélo se puede aplicar a

aquellos sistemas que cumplen con la forma (5.3)
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0.3
0.25

0.2

Comunicacién via SMO

Signal error (s - §)

Model-based observer

Sliding mode observer

0.05f
ol
-0.04
01 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Time (second)
o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Figura 6.8: Senales de error para diferentes tipos de receptores



Capitulo 7
Conclusiones y trabajo futuro

Para el caso de sincronizacién, los observadores basados en el modelo (Thau y Bestle-
Zeitz) requieren informacién completa del sistema maestro. El observador de Bestle-Zeitz
necesita una transformacién complicada, el error de sincronizacién puede converger a cero. La
ganancia del observador de Thau no es dificil de obtener, el error de sincronizacién converge
a una zona acotada. Podemos ver que en ambos sistemas, el de Lorenz y el de Chua, el mejor
desempeno lo presenta el observador de Bestle-Zeitz, pero, aun si el observador de Thau
también presenta un mejor desempeno que el observador de modos deslizantes, debemos
recordar que ambos, el observador de Bestle-Zeitz y el de Thau requieren de informacién
completa acerca del sistema mientras que el observador de modelo libre propuesto en este
trabajo no requiere de informacién alguna del sistema maestro, es robusto a errores acotados,
pero el error de sincronizacién es mas grande que en los observadores basados en el modelo.

En lo referente a comunicacién, podemos observar que el observador de modos deslizantes
no puede trabajar tan bien como lo hacen los receptores normales, pero podemos establecer
que existe un riesgo de seguridad al transmitir informacién a través del esquema actual que
comprende a los sistemas cadticos.

Nuestro observador aiin no tiene una aplicacién practica, pero esperamos que este trabajo
inspire la investigacion al respecto.

Como trabajo futuro se considera aplicar el observador a otros sistemas caéticos para la
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sincronizacién, asi como usar otros métodos de comunicacion.
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