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Capítulo 1

Introducción

En los últimos años, el problema de sincronización de sistemas caóticos ha recibido gran

atención entre los científicos en muchos campos [24, 22, 17, 23]. Como es bien sabido el estudio

del problema de sincronización para sistemas no lineales ha sido muy importante desde el

punto de vista no lineal, en particular en aplicaciones a la biología, medicina, criptografía,

transmisión segura de información, etc.

En general, la investigación de la sincronización se ha enfocado en dos áreas. La primera

tiene que ver con el empleo de observadores de estado, donde las principales aplicaciones

recaen en la sincronización de osciladores no lineales. La segunda es el uso de leyes de control,

las cuales permiten alcanzar la sincronización entre osciladores no lineales con diferente

estructura y orden. [30]. Un interés particular es la conexión entre los observadores para

sistemas no lineales y la sincronización caótica, que se conoce también como configuración

maestro-esclavo. Por lo que el problema de sincronización caótica se puede ver como un

procedimiento de diseño de observadores, donde el ruido de acoplamiento equivale a la salida

y el sistema esclavo es el observador [21].

Los principales tendencias usan métodos de geometría diferencial y están relacionados con

la construcción de observadores asintóticos para procesos no lineales. La idea es encontrar

una transformación de estado para representar al sistema como una ecuación lineal más un

término no lineal, el cual es función de la salida del sistema. De todos modos, encontrar
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una transformación no lineal que lleve al sistema de orden n a la llamada forma canónica

observador, requiere de la integración de n ecuaciones diferenciales parciales acopladas. Más

aún, esta metodología necesita un conocimiento preciso de la dinámica del sistema.

En un esquema de comunicación caótica normal, el transmisor y el receptor son sistemas

caóticos. Éstos se pueden describir en forma de un sistema no lineal. En general, la mayoría

de los sistemas caóticos tienen grado relativo n, de modo que existe una transformación que

lleva al sistema caótico a una forma normal [14]

La idea general para transmitir información a través de sistemas caóticos es que la señal

de información esté inmersa en el sistema transmisor, el cual produce una señal caótica, esta

señal es recobrada cuando el transmisor y el receptor son idénticos. Desde la observación

de Pecora y Carroll acerca de la posibilidad de sincronizar dos sistemas caóticos, se han

desarrollado bastantes esquemas de sincronización. La sincronización se puede clasificar en

sincronización mutua (o acoplamiento bidireccional) [28] y sincronización maestro-esclavo (o

acoplamiento unidireccional) [24]. Las comunicaciones seguras basadas en sistemas caóticos

actualizaron su cuarta generación [27]. La sincronización continua se adopta en las primeras

tres generaciones, mientras que la sincronización discreta se usa en la cuarta generación. Se

necesita menos de 94 Hz de ancho de banda para transmitir la señal de sincronización para

un transmisor caótico de tercer orden de cuarta generación, mientras que para las otras tres

generaciones el ancho de banda necesario es de 30 KHz [26].

Hay muchas aplicaciones en comunicaciones caóticas [11] y sincronización de redes caóti-

cas [6]. Las técnicas de comunicación caótica se pueden dividir en tres categorías (a) en-

mascarado caótico [15], la señal de información se suma directamente al transmisor; (b)

modulación caótica [4, 11, 17, 30], se basa en la sincronización maestro esclavo, donde la

señal de información se inyecta en el transmisor usándolo como un filtro no lineal; (c) mod-

ulación por desviación caótica [23], la información es binaria y se mapea en el transmisor y

el receptor. En estos tres casos se puede recobrar la información mediante un receptor que

esté sincronizado con el receptor. Para ésto el receptor debe ser una réplica del transmisor

[11].

La teoría de observadores no lineales y lineales se puede aplicar para el diseño de recep-
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tores. El receptor se considera como un observador caótico que presenta dos partes: una es

el sistema caótico duplicado del transmisor y la otra una ganancia ajustable del observador

[17].

Se han hecho algunas modificaciones cuando es difícil obtener una réplica de la sin-

cronización. Por ejemplo si el transmisor y el receptor tienen la misma estructura, se pueden

usar métodos de identificación de parámetros para construir el receptor [12]; cuando hay in-

certidumbres en la sincronización (el transmisor no se conoce exactamente, existe ruido en el

canal de transmisión, etc.), el transmisor y el receptor se pueden establecer dentro del mismo

modelo difuso, el diseño basado en modelos difusos se aplica para alcanzar la sincronización

[16]; algunos análisis de estabilidad de comunicaciones caóticas basadas en observadores en

lo que respecta a incertidumbres se pueden encontrar en [1, 4, 20].

Debido al término de modos deslizantes que contienen los observadores de este mismo

nombre, proporcionan robustez a pesar de errores de modelado y de salidas ruidosas.

Los primeros trabajos en observadores de modos deslizantes que consideran ruidos en la

medición fueron propuestos por Utkin y Drakunov [9]. Ellos discuten la estimación de estado

usando la técnica de modos deslizantes. De Carlo et al. [7] discutieron el control de estructura

variable como una retroalimentación de control velozmente cambiante resultando un modo

deslizante. Anulova [2] trata un análisis de sistemas con modos deslizantes en presencia de

ruidos. Slotine et al. [25], diseñaron el llamado método de modos deslizantes para construir

observadores que son altamente robustos con respecto a ruidos en la entrada del sistema. Pero

por otro lado, el análisis de estabilidad correspondiente no se puede aplicar directamente a

situaciones en las que existe ruido en la salida (o incertidumbres compuestas). Por lo tanto,

sigue siendo un reto proponer una técnica adecuada para analizar la estabilidad del error

de identificación generado por los observadores de modos deslizantes (con no linealidad de

discontinuidad). [19, 31].
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1.1. Motivación del tema de tesis

En este trabajo se propone un nuevo observador de modelo libre, este nuevo observador

presenta una estructura simple que contiene un término de modos deslizantes, el cual es

robusto a ruidos en la salida así como a perturbaciones sostenidas, el sistema esclavo es

un observador de modos deslizantes puro. Como sabemos, en la literatura, esta clase de

observadores no ha sido usada en el problema de sincronización.

1.2. Objetivo de la tesis

Se desea mostrar la ventaja comparativa de utilizar el observador de modos deslizantes

propuesto como sistema esclavo en una sincronización de sistemas caóticos y como receptor

en un esquema de comunicaciones caóticas, ya que, por se de modelo libre, no requiere del

conocimiento exacto del sistema maestro, lo cual lo hace bastante robusto y portable. Se

hará una comparación con observadores basados en el modelo tanto de la técnica de diseño

como su desempeño.

1.3. Distribución de la tesis

En este capítulo se presenta una breve introducción incluyendo algunos antecedentes

históricos, la motivación de la la tesis, asi como su objetivo.

El capítulo 2 presenta algunos conceptos básicos de la sincronización de sistemas caóti-

cos, sus principales configuraciones y características. Además, se plantean dos proble-

mas de sincronización.

El capítulo 3 expone los métodos de transmisión segura de información a través sistemas

caóticos.

En capítulo 4 se presentan los conceptos básicos del álgebra de Lie que son utilizados

tanto para establecer algunas formas canónicas (Observador de Bestle-Zeitz y Ob-
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servador de modos deslizantes), así como una breve explicación de la teoría de dos

observadores basados en el modelo que son el de Bestle-Zeitz y el de Thau, con los

que después se comparará el observador de modos deslizantes que se propone en este

trabajo.

En el capítulo 5 se introduce el observador de modos deslizantes para el problema de

sincronización, también se resuelven dos problemas de sincronización que son el sistema

de Lorenz y el circuito de Chua.

En el capítulo 6 se muestra el esquema de comunicación a utilizar por medio del

observador de modos deslizantes; así mismo se exponen tres ejemplos utilizando el

observador de modos deslizantes, los sistemas utilizados son el sistema descrito por las

ecuaciones de Duffin, el oscilador de Van Der Pol y el circuito de Chua.

En el capítulo 7 se presentan las conclusiones finales y los trabajos a futuro.

Finalmente en el apéndice se incluyen a texto completo los artículos publicados en base

a esta trabajo.
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Capítulo 2

Sincronización de sistemas caóticos

El concepto de sincronización está usualmente ligado al movimiento periódico Dos señales

periódicas están sincronizadas si sus periodos son idénticos. Esta definición resulta ser in-

adecuada en el contexto de las señales caóticas En este caso se requiere que las señales sean

idénticas, al menos asintóticamente cuando t →∞. Esta noción es más débil que la que se
usará aquí, y de cierta manera imita la sincronización de señales periódicas.

Se considera un sistema lineal S descrito por:(
x (k + 1) = Ax (k) +Bu (k)

y (k) = Cx (k)
(2.1)

Se consideran dos subsistemas acoplados cuyos estados están denotados por v1 (k) y v2 (k)

Se dice que éstos están (M, c)−sincronizados [28] si

v1 (k)−Mv2 (k) = c

donde M es una matriz cuadrada de dimensiones adecuadas y c es un vector constante.

Si c = 0 se dice simplemente que los subsistemas están M-sincronizados. Si M = I se

tiene el caso conocido como sincronización en fase y si M = −I se tiene la sincronización en
contrafase.

Se asume queM es no singular por lo que ∃M−1. Se considera el siguiente sistema lineal
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S∗ :
w (k + 1) =M−1 (A+HC)Mw (k) +M−1B (u (k) + d)−M−1Hy (k) (2.2)

donde d es un vector constante. Entonces se tiene

x (k + 1)−Mw (k) = (A+HC) (x (k)−Mw (k))−Bd

Seleccionando H de tal manera que (A+HC) sea estable, la matriz (I −A−HC) es no

singular y se tiene

ĺım
k→∞

(x (k)−Mw (k)) = − (I −A−HC)−1Bd

Por lo tanto se puede construir sistemas (M, c)−sincronizados [28] basándonos en las ecua-
ciones (2.1) y (2.2), donde c = − (I −A−HC)−1Bd

2.1. Sincronización Maestro-esclavo

Sean el sistema maestro (M) y el sistema esclavo (E) descritos por las siguientes ecua-

ciones:

M :

(
ẋ = F (x)

y = g(x)
E :

(
ξ̇ = F̂ (ξ, y)

η = ĝ(ξ, y)
(2.3)

donde
F̂ (x, g(x)) = F (x)

ĝ(x, g(x)) = g(x)
(2.4)

La condición (2.4) asegura que si tanto el sistema maestro como el sistema esclavo tienen la

misma condición inicial, tendrán la misma evolución temporal. La cuestión ahora es saber

que pasa si los sistemas comienzan desde diferentes condiciones iniciales. Aquí, se puede

observar una gran variedad de fenómenos, y a este respecto, hay diferentes definiciones que

pueden ser apropiadas para distinguir entre los diferentes casos.

Definición 2.1 El sistema esclavo se sincroniza exponencialmente con el sistema maestro

si

|η(t)− y(t)| ≤ e−αt|η(0)− y(0)| (2.5)
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para todas las combinaciones de estados iniciales de los sistemas maestro y esclavo. Donde

α es el índice de sincronización. De hecho, (2.5) es equivalente a

d

dt
|η(t)− y(t)| ≤ −α|η(t)− y(t)| (2.6)

Si el índice de sincronización α solo depende de la distancia de sincronización |η(t)− y(t)|
y no de las condiciones iniciales particulares se dice que el sistema esclavo se sincroniza

uniformemente con el sistema maestro.

Para las aplicaciones se considera una propiedad importante a la sincronización exponen-

cial, o de manera más general, la sincronización uniforme, ya que permite dar cotas a piori

con respecto al tiempo necesario para alcanzar la sincronización con una precisión dada.

Usualmente no solo se sincronizan las señales de salida de los sistemas maestro y esclavo,

sino que también lo hacen sus estados, aunque para las aplicaciones solo se requiere de la

sincronización de las señales de salida.

Definición 2.2 El sistema esclavo se sincroniza exponencialmente con el sistema maestro

si

|η(t)− y(t)| −→
t→∞

0 (2.7)

para casi todas las combinaciones de estados iniciales de los sistemas maestro y esclavo

(con respecto a la medida de Lebesgue).

En esta definición no se requiere ningún tipo de uniformidad del índice de sincronización

con respecto a la combinación de estados iniciales de los sistemas maestro y esclavo. Típica-

mente, para algunas combinaciones, alcanzar la sincronización puede tomar un largo tiempo

y probablemente para un subconjunto de medida de Lebesgue cero, la sincronización no po-

drá ser alcanzada. Para aplicaciones técnicas, este tipo de sincronización no es tan deseable,

pero aun así es aceptable si la medida de las combinaciones de condiciones iniciales que

conducen a tiempos de sincronización muy largos, es suficientemente pequeña.

Es posible observar formas de sincronización todavía más débiles. Puede ocurrir que la

sincronización tome lugar solamente cuando las condiciones iniciales del sistema esclavo estén
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suficientemente cercanas a las del sistema maestro. En [18] se puede encontrar una forma

de sincronización aun más débil, ahí, aun si las condiciones iniciales de los sistemas maestro

y esclavo están relativamente cercanas, existe un conjunto de combinaciones de condiciones

iniciales para las que no hay sincronización, y dicho conjunto tiene medida de Lebesgue

positiva.

Otra manera de introducir la noción de sincronización es considerar al sistema maestro y

al esclavo como un solo sistema dinámico. El sistema esclavo se sincroniza con el maestro si

en el sistema combinado las trayectorias convergen hacia el subespacio diagonal ξ = x. Este

es el caso si el(los) atractor(es) cae(n) en dicho subespacio. Esta formulación sugiere además

la noción de sincronización generalizada, donde en vez del subespacio diagonal, cualquier

intersección de subespacios diagonales (submanifold) atrae las trayectorias.

2.2. Sincronización mutua

Para este tipo de sincronización solo basta redefinir los sistemas de la siguiente forma:

S1 :

(
ẋ = F (x, η)

y = g(x, η)
S2 :

(
ξ̇ = F̂ (ξ, y)

η = ĝ(ξ, y)
(2.8)

De nuevo se tiene que si ambos sistemas comienzan de la misma condición inicial, ten-

drán el mismo comportamiento, y se repiten las definiciones para los diferentes tipos de

sincronización.

2.3. Sincronización caótica usando diseño de observadores

de estado lineales

Se considera el siguiente sistema no lineal:

ẋ = Ax+ f (x, y) +Bd

y = Cx
(2.9)
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donde y ∈ R es la salida del sistema, x ∈ Rn es el vector de estado, d ∈ R es un término
aditivo de corriente directa (dc bias) del sistema controlado yA,B,C son matrices constantes

de dimensiones adecuadas. Además, el par (C,A) es detectable. Se asume que f es un campo

vectorial real analítico en Rn, con f (0, y) = 0 y que el sistema (2.9) tiene solución única x (t)

para la condición inicial x (0) = x0, dicha solución está bien definida en el intervalo [0,∞) ,
Mas aun f (x, y) satisface la condición de Lipschitz en x.

Comentario 2.1 La clase de sistemas dinámicos no lineales incluye una extensa variedad

de sistemas caóticos, como los sistemas de Rössler y Lorenz.

Para sincronización caótica el sistema maestro se modela por (2.9) y la salida y se usa

como entrada para acoplar el sistema esclavo.

El sistema sincronizado basado en el método de diseño por observadores se muestra en

la figura 2.1

Figura 2.1: Sistema de sincronización caótica basado en el diseño de observadores de estado

lineales.

Se tiene el siguiente observador para el sistema (2.9):
·
x̂ = Ax̂+ f (x̂, y) +Bd+ L (y − ŷ)

ŷ = Cx̂

donde x̂ es el estado estimado de x y f (x̂, y) representa el vector estimado de f (x, y) basado

en el estado estimado x̂. El vector constante L ∈ Rn se escoge de modo que (A− LC) sea

una matriz exponencialmente estable, lo que es posible ya que el par (C,A) es detectable.
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Un análisis del error de estado definido por

ê = x− x̂ (2.10)

muestra que éste tiende exponencialmente a cero bajo ciertas condiciones [17].

2.4. Acoplamiento de sistemas autónomos similares para

lograr la sincronización

Aquí se dan expresiones explícitas para F y g introducidas en la ecuación (2.3). Hay dos

caminos a seguir para acoplar sistemas autónomos similares con el objetivo de alcanzar la

sincronización. El primero es mediante la imposición parcial (o completa) de un estado, con

lo que la ecuación (2.3) queda:

dx

dt
= F (x)

dξ1
dt
= F1(ξ1, ξ̂)

...
dξn
dt

= Fn(ξ1, ξ̂)

dξn+1
dt

= Fn+1(x1, ξ̂)

...
dξN
dt

= FN(x1, ξ̂)

y = x1 η = ξ1

(2.11)

donde ξ̂ = (ξ2, . . . , ξN)

El estado x1 es impuesto en las ultimas N −n ecuaciones del sistema esclavo en lugar de

su propio estado ξ1. El esquema original introducido por Pecora y Carrol [24] cae dentro de

esta categoría.

El segundo método proviene del campo del control automático. Las señales de salida de

los sistemas maestro y esclavo se comparan y la señal de error resultante e (t) = y (t)− η (t)

se utiliza para controlar al sistema esclavo. Se puede aplicar una gran variedad de métodos
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de control; en el caso del control lineal la ecuación (2.3) queda:

dx

dt
= F (x)

dξ

dt
= F (ξ) + a(y − η)

y = g (x) η = g(ξ)
(2.12)

donde a es un vector de dimensiones adecuadas.

Debemos enfatizar que la sincronización no se garantiza automáticamente ni para la

forma de acoplamiento maestro-esclavo (2.11) ni para la forma (2.12). Se debe establecer

para cada sistema particular y sus parámetros. En algunos casos, la sincronización se puede

demostrar fácilmente. Aún así, dicha demostración puede ser extremadamente complicada,

si no es que imposible.

2.5. Acoplamiento de sistemas no autónomos:

El enfoque del sistema inverso

Para sistemas no autónomos se usa una definición de sincronización un poco diferente,

debido a su uso en sistemas de comunicación. Sean los sistemas mostrados en la figura 2.2

Figura 2.2: Sistemas no autónomos acoplados

y descritos por las ecuaciones:

dx

dt
= F (x, s)

dξ

dt
= Φ(ξ, y)

y = g (x, s) σ = γ(ξ, y)
(2.13)
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Para poder formular una definición correcta de sistema inverso, se debe especificar, para

cada sistema, el conjunto de señales de entrada admisibles, así como las señales de salida

correspondientes obtenidas resolviendo (2.13).

Definición 2.3 El sistema 2 es un sistema inverso del sistema 1 si

(i) El conjunto Σ de entradas admisibles del sistema 1 coincide con el conjunto de señales

de salida del sistema 2, y El conjunto Ψ de entradas admisibles del sistema 2 coincide

con el conjunto de señales de salida del sistema 1

(ii) Para cada señal s ∈ Σ y cada c.i. x ∈ RN del sistema 1, ∃ una c.i. ξ ∈ RN del sistema

2 tal que σ (t) = s (t) ∀ t ≥ 0.

(iii) La misma condición que en (ii), pero los papeles del sistema 1 y 2 se invierten.

Ya que la definición 2.3 es simétrica, si el sistema 2 es un sistema inverso del sistema 1,

entonces el sistema 2 es también un sistema inverso del sistema 2. La definición 2.3 requiere

de la existencia de una condición inicial adecuada para que el sistema inverso produzca

la señal original. La pregunta queda en el aire, que pasa si se usa otro condición inicial.

De nuevo, para la aplicación de transmisión de información, requerimos de independencia

asintótica al comportamiento debido las condiciones iniciales.

Definición 2.4 El sistema inverso se sincroniza con el sistema original si para cada señal

s ∈ Σ y para cualquier combinación de condiciones iniciales de ambos sistemas se tiene:

|σ (t)− s (t)| −→
t→∞

0

donde σ se obtiene de la solución correspondiente de (2.13).

Nótese que al contrario de la definición 2.3, la definición 2.4 no es simétrica. En realidad,

en nuestro interés, se supone que el sistema original produce una señal caótica; por lo tanto,

su evolución en el tiempo está lejos de ser globalmente asintóticamente estable, si se espera

satisfacer la condición de sincronización.
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2.6. Dos problemas de sincronización

Estor problemas se resolverán más adelante tanto con los onservadores basados en el

modelo como con el observador de modos deslizantes propuesto en este trabajo.

2.6.1. Sistema de Lorenz

El sistema de Lorenz tiene la siguiente dinámica no lineal:

ΣL :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ẋ1 = σ(x2 − x1)

ẋ2 = ρx1 + x2 − x1x3

ẋ3 = x1x2 − βx3

y = x1

(2.14)

y se sabe bien que con σ = 10, ρ = 28 y β = 8
3
, el sistema de Lorenz presenta un compor-

tamiento caótico.

2.6.2. Circuito de Chua

La dinámica que gobierna al circuito de Chua es la siguiente:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
C1ξ̇1 = G(ξ2 − ξ1)− g(ξ1) + u

C2ξ̇2 = G(ξ1 − ξ2) + ξ3

Lξ̇3 = −ξ2
y = ξ3

(2.15)

donde g(ξ1) = m0η1 +
1
2
(m1 −m0) [kξ1 +Bpk+ kξ1 −Bpk] y ξ1, ξ2, ξ3 denotan los voltajes

a través de C1, C2 y L. Se sabe bien que con C1 =
1
9
, C2 = 1, L =

1
7
, G = 0.7, m0 = −0.5,

m1 = −1.5 y Bp = 1 el circuito muestra doble ciclo.
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Capítulo 3

Comunicaciones seguras vía sistemas

caóticos

3.1. Enmascarado caótico

En este método [23] una señal analógica portadora de información s (t) se agrega a la

salida y (t) del sistema caótico en el transmisor. En el lado del receptor un sistema caótico

idéntico trata de sincronizarse con y (t). Desde este punto de vista la señal de información

s (t) es una perturbación, y la sincronización se da solo aproximadamente. Aun así, si el

error de sincronización es pequeño con respecto a s (t), esta última puede ser recuperada por

substracción como se ve en la figura 3.1

Es de esperarse que este método sea sensible al ruido del canal de transmisión. Realmente,

el ruido aditivo, no se puede distinguir de s (t) en la configuración de la figura y tiene que

eliminarse en una etapa posterior; Esta es una tarea difícil, si no es que imposible, si la

amplitud de s (t) no es suficientemente grande con respecto al nivel del ruido.
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Figura 3.1: Transmisión usando enmascarado caótico

3.2. Modulación por desviación caótica (CSK)

Usando este método [8] la señal s (t) debe ser binaria. La señal controla un interruptor

cuya acción cambia los parámetros del sistema caótico. Así, de acuerdo con el valor de s (t)

en un instante de de tiempo dado t, el sistema caótico tiene ya sea el vector de parámetros p

o el vector de parámetros p0. La salida y (t) del sistema caótico es transmitida hacia 2 copias

idénticas del mismo, una con el vector de parámetros p y otra con el vector de parámetros

p0 (figura 3.2).

Si la posición momentánea del interruptor en el transmisor se encuentra en p , entonces el

sistema con el vector de parámetros p en el receptor se sincronizará, mientras que el sistema

con el vector de parámetros p0 se desincronizará. Por lo que la señal de error e (t) tendera

a cero, mientras que e0 (t) tendrá una forma de onda irregular con una distintiva amplitud

diferente de cero. Si el interruptor en el transmisor se encuentra en la posición p0, entonces se

tiene la situación opuesta, e0 (t) será la que tienda a cero y e (t) tendrá una amplitud diferente

de cero; consecuentemente, la señal s (t) se puede obtener de las señales de error e (t) y e0 (t).

Claramente se tiene que dejar el interruptor en el transmisor en la misma posición por cierto

tiempo para que se pueda observar la convergencia a cero de la correspondiente señal de

error.
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Figura 3.2: Transmision via CSK

3.3. Modulación caótica directa

Este método se basa en la sincronización de sistemas inversos ya descrito anteriormente.

La información se puede inyectar directamente en una forma analógica [10] o s (t) puede

ser por si misma una señal analógica modulada por información binaria. La transmisión de

una señal digital modulada en s (t) se puede esperar que alcance mayores bitrates que con

CSK. En CSK, siempre que la señal cambia su valor, hay que esperar la sincronización ya

que las condiciones iniciales en los subsistemas transmisor y receptor que van a sincronizarse

son diferentes. En la modulación caótica directa, el receptor sigue de manera continua al

transmisor y por lo tanto, los estados de ambos sistemas caóticos nunca son tan distintos.

3.4. Comunicación caótica segura usando diseño de ob-

servadores de estado lineales

El sistema de comunicación propuesto en [17] se muestra en la figura 3.3

El transmisor es un sistema caótico descrito por (2.9) con una pequeña modificación y se
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Figura 3.3: Comunicación segura basado en el diseño de observadores de estado lineales.

representa por:
ẋ = Ax+ f (x, y0) +Bd+ Ls

y0 = Cx+ s = y + s

donde s ∈ R es la señal de información o mensaje, y0 ∈ R es la señal transmitida caóticamente
Empleando el diseño de observadores de estado el receptor se construye como sigue:

·
x̂ = Ax̂+ f (x̂, y0) +Bd+ L (y0 − ŷ)

ŷ = Cx̂

De nuevo un análisis del error de sincronización definido como en (2.10) nos lleva a que el

mismo también tiende a cero exponencialmente bajo ciertas condiciones.

Así, definiendo la señal recuperada como:

sR (t) = y0 (t)− ŷ (t)

y usando un análisis similar al del error de sincronización en el apartado 2.3 se observa que

ĺım
t→∞

(sR (t)) = s (t)

Para encontrar las condiciones en las que el error tiende a cero es necesario encontrar

algunas constantes que no son fáciles de obtener analíticamente por lo que se propone resolver

una desigualdad de Riccati numéricamente utilizando el LMI-toolbox de MATLAB.



Capítulo 4

Sincronización y comunicación vía

observadores basados en el modelo

Considere las funciones vectoriales f : Rn → Rn y g : Rn → Rn, donde f y g son campos

vectoriales en C∞, sea el corchete de Lie

[f, g] , ∂f

∂x
g − ∂g

∂x
f

donde ∂f
∂x
y ∂g

∂x
son las matrices jacobianas de f y g respectivamente. Usando una notación

alternativa el corchete de Lie se puede representar como

[f, g] = (ad1f, g)

Sea también

(adkf, g) = [f, (adk−1f, g)], 1 ≤ k ≤ n

donde por definición

(ad0f, g) = g

Considérese ahora una función h : Rn → R ∈ C∞. Sea h·, ·i el producto interno usual
sobre Rn. Sea dh el gradiente de h (dh = ∇Th) con respecto a x. Entonces derivada de Lie

de h con respecto a f se define por:

Lfh = Lf(h) = hdh, fi = ∇Th · f
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Se empleará la siguiente notación:

L0fh = h

L1fh = Lfh

...

Lk
fh = Lf

¡
Lk−1
f h

¢
La derivada de Lie de dh con respecto al campo vectorial f se define por

Lf = (dh) =

µ
∂(dh)T

∂x
f

¶T

+ (dh)
∂f

∂x

Es posible verificar fácilmente que estas derivadas de Lie satisfacen la siguiente fórmula de

Leibnitz:

L[f,g]h = hdh, [f, g]i = LgLfh− LfLgh

Más aún, la siguiente relación es válida:

dLfh = Lf (dh)

4.1. Observador de Bestle-Zeitz para sincronización

4.1.1. Transformación del sistema a la forma canónica

Se considera la clase de sistemas no lineales descritos por la siguiente ecuación

ẋ = f (x)

g = h (x)

)
(4.1)

Se asumirá que f es un campo vectorial C∞ en Rn y que h es una función C∞. También se

desea encontrar una transformación no lineal T : Rn → Rn, que sea uno a uno en C∞ donde

x = T (z) (4.2)
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tal que el sistema (4.1) se pueda transformar en la forma canónica definida enseguida⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ż =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 · · · 0

1
. . .

...

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ z −
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f∗0 (z)

f∗1 (z)
...

f∗n−1(z)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , f∗(z)

y =
h
0 · · · 0 1

i
z

(4.3)

Derivando (4.2) con respecto al tiempo obtenemos

ẋ =
∂T

∂z
f∗(z) (4.4)

donde
∂T

∂z
=

"
∂T

∂z1
˜· · · ∂̃T
∂zn

#
Haciendo un poco de manipulación algebráica y usando la notación de las derivadas de

Lie se puede obtener lo siguiente

∂T

∂zk
=

µ
adk−1f,

∂T

∂z1

¶
(k = 1, · · · , n)

Por lo que ahora es posible expresar todas las columnas de ∂T
∂z
en términos de un sólo vector

inicial ∂T
∂z1

como sigue [3]

∂T

∂z
=
h³

ad0f, ∂T
∂z1

´ ³
ad1f, ∂T

∂z1

´
· · ·

³
adn−1f, ∂T

∂z1

´i
(4.5)

Ahora se debe emplear la siguiente ecuación para obtener una expresión para el vector inicial
∂T
∂z1
.

y = h(x) = zn (4.6)

Tomando la derivada parcial de (4.6) con respecto a z nos da

∂h(x)

∂x

∂T

∂z
=
h
0 · · · 0 1

i
(4.7)
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Note que la primera componente de (4.7) se escribe como

∂h

∂x

∂T

∂z1
=

¿
dh,

∂T

∂z1

À
= L0f(dh)

∂T

∂z1
= 0 (4.8)

Similarmente, se puede usar la fórmula Leibnitz para simplificar el segundo elemento de (4.7).

y mediante la aplicación iterativa de la fórmula de Leibnitz y el uso de (4.5), se obtiene la

siguiente matriz que involucra al vector inicial

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
L0f(dh)(x)

L1f(dh)(x)
...

Ln−1
f (dh)(x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∂T

∂z1
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
...

0

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
donde la matriz

O(x) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
L0f(dh)(x)

L1f(dh)(x)
...

Ln−1
f (dh)(x)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
es conocida como la matriz de observabilidad del sistema definido por (4.1). Entonces el

vector inicial ∂T
∂z1

es igual a la última columna de O−1

4.1.2. Diseño del observador para sincronización

La ventaja de usar la técnica precedente de llevar al sistema a la forma canónica ob-

servador es que el diseño del observador se simplifica de manera considerable en el nuevo

sistema de coordenadas

Para el caso de una sola salida se considera el observador gobernado por la siguiente
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ecuación: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

˙̂z =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 · · · 0

1
. . .

...

1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ẑ −
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f∗0 (z)

f∗1 (z)
...

f∗n−1(z)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦−K(ŷ − y)

ŷ =
h
0 · · · 0 1

i
ẑ

(4.9)

donde K =
h
k0 · · · kn−1

iT
. Definamos el error como

ez = ẑ − z

Por lo tanto el error obedece la ecuación diferencial

ėz =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 · · · 0 −k0
1 −k1
. . .

...

1 0 −kn−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ez (4.10)

El polinomio característico de (4.10) está dado por

p(s) = k0 + k1s+ · · ·+ kn−1s
n−1 + sn (4.11)

Con lo que podemos asignar fácilmente el espectro de (4.11) mediante una selección apropiada

de K.

Los trabajos de Hunt et al. [13] muestran que la dinámica del error linealizado es invari-

ante bajo estas transformaciones.
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4.1.3. Observador de Bestle-Zeitz para la sincronización del sis-

tema de Lorenz

Aplicando el método descrito en el apartado 4.1, hemos obtenido el jacobiano de la

transformación deseada para el sistema de Lorenz:

∂T

∂z
=

⎡⎢⎢⎣
0 0 1

0 1
σ

− 1
σ
− x1

³
β
σx1
+ x2−x1

x12

´
− 1

σx1

β
σx1
+ x2−x1

x12
ν(x)

⎤⎥⎥⎦
donde

ν(x) =
x1
σ
− β

µ
β

σx1
+

x2 − x1
x12

¶
+

ρ x1 − x2 − x1x3
x12

+

µ
− β

σ x12
− 2x2 − x1

x13
− x1

−2
¶
σ (x2 − x1)

Ahora solo necesitamos integrar considerando T (0) = 0 para obtener la transformación

deseada, después, la aplicación de dicha transformación al sistema de coordenadas nos da la

forma canónica observador del sistema de Lorenz:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
ż =

⎡⎢⎢⎣
0 0 0

1 0 0

0 1 0

⎤⎥⎥⎦ z −
⎡⎢⎢⎣
f∗0 (z)

f∗1 (z)

f∗2 (z)

⎤⎥⎥⎦
y =

h
0 0 1

i
z

donde

f∗0 (z) =−
µ
1/2

z2 (t)

z3 (t)
− 1/2− β − 1/2σ

¶
z1 (t)

+ 1/4
β (z2 (t))

2

z3 (t)
− 3/4β2z2 (t)− (1/2β − 2σ) (z3 (t))3

− (−β σ + 1/4β σ2 + 1/4β2σ − 1/2 β3 + 3/2β σ ρ+ 1/4β + 1/4β2)z3 (t)

f∗1 (z) = (1/2 + 1/2σ) z2 (t) + (z3 (t))
3 −

¡
σ ρ− 1/2β σ + 1/2− 1/2β + 1/2σ2

¢
z 3 (t)

f∗2 (z) =1/2 z2 (t)− (−1/2− 1/2β − 1/2σ) z3 (t)
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Por lo tanto el observador de Bestle-Zeitz es⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
˙̂z =

⎡⎢⎢⎣
0 0 0

1 0 0

0 1 0

⎤⎥⎥⎦ ẑ −
⎡⎢⎢⎣
f∗0 (ẑ)

f∗1 (ẑ)

f∗2 (ẑ)

⎤⎥⎥⎦−K(ŷ − y)

ŷ =
h
0 0 1

i
ẑ

Escogemos K =
h
30 30 30

iT
, los resultados de sincronización se muestran en la figura 4.1

y la figura 4.2.

0 5 1 0 1 5
-1 0

0  

1 0

2 0

3 0

4 0

5 0

Figura 4.1: Error de sincronización del sistema de Lorenz via observador de Bestle-Zeitz

4.1.4. Observador de Bestle-Zeitz para la sincronización del cir-

cuito de Chua

Se procede de la mismamanera que con el sistema de Lorenz, escogemosK =
h
13 13 13

iT
,

los resultados de sincronización se muestran en la figura 4.3 y la figura 4.4.
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Figura 4.2: Estados del sistema de Lorenz en sincronización via observador de Bestle-Zeitz
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Figura 4.3: Error de sincronización del circuito de Chua via observador de Bestle-Zeitz
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Figura 4.4: Estados del circuito Chua en sincronización via observador de Bestle-Zeitz

4.2. Observador de Thau para sincronización

Considere el sistema no lineal descrito por(
ẋ = Ax+ f(x) +Bu

y = Cx
(4.12)

donde f(·) : Rn → Rn es continua y localmente Lipchitz alrededor del origen; A ∈ Rn×n,

B ∈ Rn×m y C ∈ Rp×n. La función no lineal f(·) puede contener términos lineales en x.

Se asume que el par (A,C) es completamente observable. Por lo tanto se puede encontrar

K ∈ Rn×p tal que los valores propios de A0 = A−KC estén en el semiplano abierto izquierdo

(OLHP).

Sea x̂ el estimado del estado real x, entonces x̂ satisface la ecuación(
˙̂x = A0x̂+ f(x̂) +Ky +Buby = Cx̂

(4.13)
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Sea e el error de sincronización definido como

e = x̂− x

Ya que el espectro de A0 está contenido en el semiplano izquierdo (LHP), existe, para

cualquier matriz positiva definida Q ∈ Rn×n una única matriz definida positiva P ∈ Rn×n

tal que

AT
0 P + PA = −2Q (4.14)

Teorema 4.1 El error de sincronización e tiende asintóticamente a cero en (4.17) si la

función f(·) es localmente Lipschitz alrededor del origen; esto es, existe una constante positiva
L tal que

kf(x1)− f(x2)k ≤ Lkx1 − x2k (4.15)

para todas x1, x2 en alguna región abierta R que contenga el origen y existe Q solucion de

(4.14) tal que
a

kPk > L (4.16)

onde a es el valor propio mínimo de Q y kPk es valor propio máximo de P

Demostración. Se tiene que e satisface la ecuación diferencial

ė = A0e+ f(x̂− f(x) = A0e+ f(x+ e)− f(x) (4.17)

Ahora, considere la siguiente función candidata de Lyapunov

V (e) = eTPe

La derivada de V (e) evaluada a lo largo la solución de la ecuación diferencial del error (4.17)

está dada por

V̇ (e) = ėTPe+ eT = 2eTQe+ 2eTP [f(x+ e)− f(x)]

Por lo tanto, de (4.15), si e se encuentra dentro de R entonces las siguientes desigualdades

son válidas:

V̇ (e) ≤ −2eTQe+ 2LkPekkek ≤ (−2a+ 2LkPk)kek
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4.2.1. Observador de Thau para la sincronización del sistema de

Lorenz

Primero se necesita reescribir las ecuaciones del sistema en la forma requerida por el

método descrito en el apartado 4.2. Por lo tanto el sistema de Lorenz se puede expresar

como en (4.12) usando los siguientes valores

A =

⎛⎜⎜⎝
−σ σ 1

ρ −1 0

0 0 −β

⎞⎟⎟⎠ , f(x) =

⎛⎜⎜⎝
−x3
−x1x3
x1x2

⎞⎟⎟⎠

B =

⎛⎜⎜⎝
0

0

0

⎞⎟⎟⎠ C =
³
1 0 0

´

Así, el sistema se describe como sigue:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
ẋ =

⎡⎢⎢⎣
−σ σ 1

ρ −1 0

0 0 −β

⎤⎥⎥⎦x+
⎡⎢⎢⎣
−x3
−x1x3
x1x2

⎤⎥⎥⎦
y =

h
1 0 0

i
x

Por lo que el observador queda⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
˙̂x =

⎡⎢⎢⎣
−σ σ 1

ρ −1 0

0 0 −β

⎤⎥⎥⎦ x̂+
⎡⎢⎢⎣
−x̂3
−x̂1x̂3
x̂1x̂2

⎤⎥⎥⎦−K(ŷ − y)

ŷ =
h
1 0 0

i
x̂

Seleccionamos K =
h
13 13 13

iT
, los resultados de sincronización se muestran en la figura

4.5 y la figura 4.6.
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Figura 4.5: Error de sincronización del sistema de Lorenz via observador de Thau
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Figura 4.6: Estados del sistema de Lorenz en sincronización via observador de Thau
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4.2.2. Observador de Thau para la sincronización del circuito de

Chua

Se procede de la misma manera que con el sistema de Lorenz, escogemosK =
h
3 3 3

iT
,

los resultados de sincronización se muestran en la figura 4.7 y la figura 4.8.
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Figura 4.7: Error de sincronización del circuito de Chua via observador de Thau
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Figura 4.8: Estados del circuito Chua en sincronización via observador de Thau



Capítulo 5

Sincronización vía observador de

modos deslizantes (SMO)

5.1. Forma canónica de sistemas no lineales

Consideramos un sistema no lineal descrito como sigue(
ξ̇ = f(ξ) + g(ξ)u

y = h(ξ)
(5.1)

donde ξ ∈ Rn es el estado de la planta,u ∈ R es la entrada de control, y ∈ R es una salida
medible y f ,g y h son funciones suaves. Si el sistema tiene grado relativo uniforme n, i.e.

Lgh(ξ) = · · · = LgL
n−2
f h(ξ) = 0, LgL

n−1
f h(ξ) 6= 0

Entonces existe un mapeo

η = T (ξ) (5.2)

que lleva al sistema (5.1) a la siguiente forma canónica

η̇i = ηi+1, i = 1 · · ·n− 1
η̇n = Φ(η, u)

y = η1

(5.3)
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donde Φ(η, u) es una función continua no lineal. Aquí, consideramos la salida y = η1 + δ,

siendo δ un ruido aditivo acotado.

5.2. SMO para el problema de sincronización

La sincronización de sistemas caóticos se puede clasificar en dos tipos dependiendo del

tipo de configuración: sincronización mutua y sincronización maestro-esclavo. En la primera

configuración se tiene un sistema con acoplamiento bidireccional y en la segunda es unidi-

reccional. En este trabajo consideramos la configuración maestro-esclavo.

En este trabajo, proponemos un nuevo observador de modelo libre, un observador de

modos deslizantes, para diseñar el sistema esclavo. Éste tiene la siguiente forma:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
˙̂ηi = η̂i+1 +miτ

−isign(y − ŷ), i = 1 · · ·n− 1
˙̂ηn = mnτ

−nsign(y − ŷ)

ŷ = η̂1

(5.4)

donde 1 > τ > 0, las constantes mi son tales que γn+mn−1
n γn−1+ · · ·+m1 = 0 tenga todas

sus raíces en LHP. La función sign(y − ŷ) se define como

sign(y − ŷ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 si (y − ŷ) > 0

−1 si (y − ŷ) < 0

0 si (y − ŷ) = 0

Consideraremos un caso simple de dos dimensiones. El sistema esclavo es:

˙̂η1 = η̂2 +mτ−1sign(y − ŷ), m > 0

˙̂η2 = m2τ−2sign(y − ŷ)
(5.5)

donde η̂1, η̂2 son los estados del sistema esclavo, ŷ es el estimado de la salida y, además

m1 = m, m2 = m2 y τ son parámetros pequeños y positivos.

Ya que la salida del sistema maestro es y = η1+ δ. Definiremos el error de sincronización

como
e1 = η1 − η̂1

e2 =
1
m
(η2 − η̂2)

(5.6)
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El ruido recuperado en el esclavo es

δ̂ = y − ŷ = e1 + δ

de (5.5) y (5.6) se puede obtener la dinámica del error de sincronización

ė = Aµe−Ksign(Ce+ δ) +∆f (5.7)

con

Aµ =

Ã
−µ m

0 −µ

!
, K = mτ−1

Ã
1

mτ−1

!
,

µ > 0, ∆f =

Ã
µe1

Φ
m
+ µe2

!
, C =

³
1 0

´ (5.8)

µ es un parámetro de regularización, ∆f es un término de incertidumbre (o un término de

dinámica no modelada).

Para nuestro resultado teórico se usan las siguientes hipótesis:

H1. Existen constantes no negativas L0f , L1f tales que para cualquier e se cumple la

siguiente condición quasi-Lipschitz:

k∆fk ≤ L0f + (L1f + kAµk)kek (5.9)

H2. Se asume que el ruido de información esta acotado como kδk2Λ = δTΛδ ≤ δ+ < ∞
donde Λ es una matriz simétrica definida positiva.

H3. Existe una matriz definida positiva Q0 = QT
0 > 0 tal que la siguiente ecuación

matricial de Riccati

PAµ +AT
µP + PRP +Q = 0 (5.10)

donde
R = Λ−1f + 2kΛfkL1fI, 0 < Λf = ΛT

f ,

Q = Q0 + 2(L1f + kAµk)2I
(5.11)

tiene como solución una matriz definida positiva P = P T > 0. Como P > 0, existe k > 0 tal

que K = kP−1CT .
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Comentario 5.1 Note que la dinámica Φ(η1, η2) en (5.3) es Lipschitz respecto a η1 y η2,

entonces se satisface la hipótesis H1 para sistemas caóticos. La medición está alterada por

un ruido acotado δ (hipótesis H2). Para calcular la solución a la ecuación de Riccati (5.10),

se seleccionaron los siguientes parámetros:

Λf = λfI, L1f = µ, R =
¡
λ−1f + 2λfµ

¢
I

Q0 = q0I, Q =
¡
q0 + 8µ

2
¢
I

con λf = 20, µ = 0.0001, q0 = µ2, obtenemos

P = 10−3

"
3.16099 −0.22096
−0.22096 3.16099

#
> 0

lo cual satisface la hipótesis H3

El resultado principal es el siguiente:

Teorema 5.1 El observador de modos deslizantes (5.5) puede alcanzar la sincronización y

converge al siguiente conjunto residual:

Dε = {e | kekP ≤ µ̄(k)} (5.12)

donde P es una solución de la ecuación de Riccati (5.10)

µ̄(k) =

⎛⎝ ρ(k)q
(kαp)

2 + ρ(k)αQ + kαp

⎞⎠2

(5.13)

donde

ρ(k) = 2kΛfkL20f + 4k
µq

nΛ−1f

¶
δ+

kαp = k
¡
λmı́n

¡
P−1/2CTCP−1/2

¢¢
αQ = λmı́n

¡
P−1/2QTQP−1/2

¢
> 0

donde n es la dimensión del sistema caótico.
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Demostración. Sea V (e) la siguiente función candidata de Lyapunov

V (e) = kek2P = eTP e, 0 < P = P T (5.14)

Usando la desigualdad

XTY + Y TX ≤ XTΛfX + Y TΛ−1f Y (5.15)

valida para cualquier X,Y ∈ Rnxm, 0 < Λf = ΛT
f , se sigue

V̇ (e) = 2eTP ė

= 2eTP (Aµe−Ksign(Ce+ δ) +∆f)

≤ 2eTPAµe− 2keTCTsign(Ce+ δ) + 2eTP∆f

≤ eT
¡
PAµ +AT

µP
¢
e− 2keTCTsign(Ce+ δ) + eTPΛ−1Pe+∆TfΛf∆f

≤ eT
¡
PAµ +AT

µP + PRP +Q
¢
e− eTQe

+
¡
L20f + (L1f + kAµk)2 kek2

¢
2kΛfk− 2keTCTsign(Ce+ δ)

= eT
¡
PAµ +AT

µP + PRP +Q
¢
e

−eTQe+ 2kΛfkL20f − 2k (Ce)
T sign(Ce+ δ)

(5.16)

usando

xTsign[x+ z] ≥
nX
i=1

kxik− 2
√
nkzik

Entonces

V̇ (e) ≤ −eTQe+ 2kΛfkL20f − 2k
Ã

nX
i=1

k(Ce)ik− 2
√
nkδk

!

≤ −eTQe− 2k
nX
i=1

k(Ce)ik+ ρ(k)

donde

ρ(k) = 2kΛfkL20f + 4k
³√

nΛ−1
´
δ+

Por lo tanto

V̇ (e) ≤ −kekQ − 2kαPkekP + ρ(k) (5.17)
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donde Ã
nX
i=1

k (Ce)i k
!2
≥

nX
i=1

k (Ce)i k2 = kCek2 (5.18)

= kCP−1/2P−1/2ek2 ≥ αpe
TQe

con

αP = λmı́n
¡
P−1/2CTCP−1/2

¢
≥ 0 (5.19)

Entonces, de(5.17) obtenemos

V̇ (e) = −αQV (e)− ϑ
p
V (e) + β (5.20)

donde

αQ = λmı́n
¡
P−1/2QTQP−1/2

¢
> 0, (5.21)

ϑ = 2kαp, β = ρ(k)

Si se satisfacen las hipótesis H1-H3, entoncesh
1− µ̄

V

i
+
→ 0 (5.22)

donde la función [·]+ se define como

[z]+ =

(
z si z ≥ 0
0 si z < 0

(5.23)

La demostración de este resultado se puede consultar en el final de la sección. El teorema de

hecho establece que la estimación ponderada del error V (e) = eTP e converge asintóticamente

a la zona µ̄(k), esto es, esta finalmente acotado.

µ̄(k) ≥ eTPe ≥ eT1 Pe1
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Comentario 5.2 Porque

µ̄(k) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
2kΛfkL20f

k
+ 4

³q
nΛ−1f

´
s̄s

α2p +

∙
2kΛfkL20f

k2
+

4 nΛ−1f s̄

k

¸
αQ + αp

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
2

(5.24)

Como P esta acotada, podemos seleccionar τ arbitrariamente pequeña (la ganancia del es-

clavo (5.8) aumenta) para hacer k muy grande (ya que K = kP−1CT = mτ−1
µ

1

mτ−1

¶
),

así el primer término de (5.24) tiende a cero. Λ−1f es una matriz positiva en H3, podemos

escogerla tan pequeña que el segundo término de (5.24) tienda también a cero.

Comentario 5.3 Aunque nos hemos restringido al caso de sistemas caóticos de segundo

orden, la construcción del observador y el análisis de convergencia se puede extender al caso

n−dimensional. El sistema maestro es

η̇j = ηj+1 j = 1, ..., n− 1
η̇n = H(η)

y = η1

el sistema esclavo basado en el observador de modos deslizantes se construye como

˙̂ηj = η̂j+1 +mjτ−jsign(y − by) j = 1, ..., n− 1
˙̂ηn = mnτ−nsign(y − ŷ)

(5.25)

donde la constantes mj se escogen de tal manera que el polinomio mnµ
n + mn−1µ

n−1 +

... +m1 = 0 tenga todas sus raíces en OLHP. Como en el caso de segundo orden, se puede

demostrar que el error de sincronización converge con alguna precisión definida seleccionando

valores de la ganancia del observador suficientemente pequeños.

Considere la función de Lyapunov V (e) que satisface la igualdad

V̇ = −αV − ϑ
√
V + β
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El punto de equilibrio V ∗ de esta ecuación, que satisface

−αV ∗ − ϑ
√
V ∗ + β = 0,

es como sigue

V ∗ =

µq
(ϑ/2α)2 + β/α− ϑ/2α

¶2
=

(β/α)2µq
(ϑ/2α)2 + β/α+ ϑ/2α

¶2
Demostración. Se define ∆ := (V − V ∗)2 , derivamos

∆̇ = 2 (V − V ∗) V̇ ≤ 2 (V − V ∗)
h
−αV − ϑ

√
V + β

i
=

= 2 (V − V ∗)
h
−αV − ϑ

√
V + β +

³
αV ∗ + ϑ

√
V ∗ − β

´i
2 (V − V ∗)

h
−α (V − V ∗)− ϑ

³√
V −
√
V ∗
´i
=

−2α (V − V ∗)2 − 2ϑ
³√

V +
√
V ∗
´³√

V −
√
V ∗
´2

< 0

para cualquier V 6= V ∗, esto implica: V →
t→∞

V ∗. Para

G := [V − µ̃]2+ = V 2

∙
1− µ̃

V

¸2
+

obtenemos
Ġ := 2 [V − µ̃]+ V̇ = 2V

£
1− µ̃

V

¤
+
V̇t ≤

2V
£
1− µ̃

V

¤
+

³
−αV − ϑ

√
V + β

´
=

−2V
£
1− µ̃

V

¤
+

h
α (V − V ∗) + ϑ

³√
V −
√
V ∗
´i
≤ 0

La última desigualdad implica que Gt converge, ésto es,

Gt → G∗t <∞

Integrando la última desigualdad de 0 a T se obtiene

GT −G0 ≤
−2
R T
0
Vt
£
1− µ̃

V

¤
+

£
α (Vt − V ∗t ) + ϑ

¡√
Vt −

√
V ∗t
¢¤
dt
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ésto nos lleva a la siguiente desigualdad

2
R T
0
Vt
£
1− µ̃

V

¤
+

£
α (Vt − V ∗t ) + ϑ

¡√
Vt −

√
V ∗t
¢¤
dt

≤ G0 −GT ≤ G0

Dividiendo entre T y tomando los límites superiores de ambos lados, obtenemos:

ĺım
T→∞

1

T

Z T

0

Vt

∙
1− µ̃

V

¸
+

h
α (Vt − V ∗t ) + ϑ

³p
Vt −

p
V ∗t

´i
dt ≤ 0

y, por lo tanto, existe una subsucesión tk tal que

Vtk
£
1− µ̃

V

¤
+

h
α
¡
Vtk
− V ∗t

¢
+ ϑ

³p
Vtk
−
√
V ∗t

´i
→ 0

o,

Gtk →
k→∞

0

Entonces, se sigue que G = 0, ésto es equivalente al hecho de que∙
1− µ̃

V

¸
+

→ 0

5.2.1. SMO para la sincronización del sistema de Lorenz

El SMO no se puede aplicar directamente al sistema de Lorenz, por lo que aplicando la

transformación (5.2), el sistema de Lorenz queda en la siguiente forma canónica:

Σ̄LC :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ż1 = z2

ż2 = z3

ż3 = f(z)

y = z1

donde f(z) = σ{ρ(z2− z1) + f1(z) + z1f2(z)− z2f2(z)− z1[z1f1(z)− βf2(z)]− z3} y f1(z) =
z2+z1
σ

, f2(z) = ρ− 1− z2(σ+1)+z3
z1
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Ahora el se puede aplicar al sistema de Lorenz y su dinámica se puede describir como

sigue: ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
˙̂z1 = ẑ2 + k1sign(y − ŷ)

˙̂z2 = ẑ3 + k2sign(y − ŷ)

˙̂z3 = k3sign(y − ŷ)

ŷ = ẑ1

(5.26)

Escogemos k1 = 100, k2 = 70, k3 = 100, los resultados de sincronización se muestran en la

figura 5.1 y la figura 5.2.
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Figura 5.1: Error de sincronización del sistema de Lorenz via SMO

5.2.2. SMO para la sincronización del circuito de Chua

Al ogual que en el sistema de Lorenz, el SMO no se puede aplicar directamente al circuito

de Chua, por lo que si hacemos la transformación η = T (ξ) como

η1 = ξ3

η2 = −Lξ2
η3 =

LG
C2
(ξ2 − ξ1)− L

C2
ξ3

(5.27)
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Figura 5.2: Estados del sistema de Lorenz en sincronización via SMO

El circuito de Chua obtiene la siguiente forma:

η̇1 = η2

η̇2 = η3

η̇3 = f(η1, η2, η3) + gu

y = η1

(5.28)

donde f(η1, η2, η3) = − G
C2
η3− 1

C2L
η1− G2

C1C2

h
−2η2 − 1

GL
η1 − C2

G
η3 − 1

C1
g
¡
−η1 − 1

GL
η1 − C2

G
η3
¢i
,

g = G
C1C2

. Ahora podemos aplicar el observador de modos deslizantes (5.26). Escogemos

k1 = 300, k2 = 100, k3 = 2, los resultados de sincronización se muestran en la figura 5.3 y la

figura 5.4.
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Figura 5.3: Error de sincronización del circuito de Chua via SMO
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Figura 5.4: Estados del circuito Chua en sincronización via SMO



Capítulo 6

Comunicación vía SMO

6.1. Esquema de comunicación

En la comunicación caótica normal, el transmisor y el receptor son sistemas caóticos, Se

pueden describir en la forma del siguiente sistema no lineal considerado en (5.1). La mayoría

de los sistemas caóticos tienen grado relativo uniforme n, y como se dijo en el apartado 5.1

existe un mapeo que transforma al sistema en la forma canónica (5.3)

Al igual que en el apartado 5.2, se tratará el caso de simple de dos dimensiones, en

este caso, tanto el transmisor como el receptor son sistemas caóticos de segundo orden, por

ejemplo la ecuación de Duffing y el oscilador de Van der Pol. Cuando n = 2 , (5.3) se vuelve

·
η1 = η2
·
η2 = Φ(η1, η2, u)

y = η1

(6.1)

En este trabajo se usará para la comunicación caótica el método de enmascarado caótico,

donde como ya se dijo, la señal de información s se esconde en la salida del transmisor

caótico. El transmisor caótico es una ligera modificación del sistema caótico normal (6.1)
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como sigue:
·
η1 = η2
·
η2 = Φ(η1, η2)

y = η1 + s

(6.2)

donde la salida y = η1 + s es el enmascarado caótico.

El receptor será el SMO descrito por (5.5). El diagrama esquemático de la comunicación

caótica basada en el SMO se muestra en la figura 6.1.

s
1

s
1

s

y

C h a o t ic  t r a n s m it te r

s
1

s
1 ŷ

2x̂ 1x̂

r e c e iv e r

ŝ

C h a o t ic  d y n a m ic +

+

+

+

+
+

+

-

( )1 s i g nm −τ( )1 s ig nm −τ

Figura 6.1: Comunicación via SMO

El receptor aquí propuesto se puede aplicar muy fácilmente y es mas robusto en com-

paración con otros receptores en comunicación caótica. Por ejemplo en [1, 4, 17] el receptor



6.1 Esquema de comunicación 49

es
·bη1 = bη2 + l1(y − by)
·bη2 = a1

£¡
1− a2bη21¢bη2 − a3bη1¤+ l2(y − by)by = bη1

(6.3)

donde l1 y l2 son la solución de una desigualdad de Riccati. Cualquier incertidumbre en

el lado del transmisor, por ejemplo los parámetros a1, a2 y a3 no se conocen exactamente,

afectará la precisión de la recuperación de la señal de información.

Si definimos el error como en (5.6) la señal recuperada en el receptor es

bs = y − by = e1 + s

por (6.2) y (5.5) el error de sincronización queda:

ė = Aµe−Ksign(Ce+ s) +∆f (6.4)

con Aµ, K, µ, ∆f y C como en (5.8)

Corolario 6.1 El receptor basado en el SMO (5.5) puede recuperar la señal de información

s que se encuentra escondida en el transmisor caótico (6.2), el error en la recuperación de

la señal es = s− bs converge al siguiente conjunto residual

Dε = {es | keskP ≤ µ̄(k)} (6.5)

donde P es la solución de la ecuación de Riccati (5.10)

µ̄(k) =

⎛⎝ ρ(k)q
(kαp)

2 + ρ(k)αQ + kαp

⎞⎠2

(21)

donde

ρ(k) = 2 kΛfkL20f + 4k
µq

nΛ−1f

¶
s̄

kαp = k
¡
λmı́n

¡
P−1/2CTCP−1/2

¢¢
αQ = λmı́n

¡
P−1/2QTQP−1/2

¢
> 0

donde n es la dimensión del sistema caótico.
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Figura 6.2: Comportamiento caótico de la ecuación de Duffing con x(0) = [0, 0]T .

6.2. Tres ejemplos de comunicación

6.2.1. Ecuación de Duffing

La ecuación de Duffing describe un circuito caótico específico [5]. Éste se puede escribir

como
·
η1 = η2
·
η2 = p1η1 − p2η

3
1 − pη2 + q cos(ωt) + ut

(6.6)

donde p, p1, p2, q y ω son constantes. ut es la entrada de control. Se sabe que la solución

de (6.6) presenta un comportamiento caótico casi periódico. Para el caso sin control, si

seleccionamos p1 = 1.1, p2 = 1, p = 0.4, q = 2.1, ω = 1.8, el oscilador de Duffing (6.6) tiene

una respuesta caótica como en la figura 6.2.

Para transmitir información a con las ecuaciones de Duffing tenemos el siguiente sistema:
·
η1 = η2 +

1
τ
s

·
η2 = −1.1y − y3 − 0.4η2 + 2.1 cos(1.8t) + 1

τ2
s

y = η1 + s, η(0) = [0, 0]T
(6.7)
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Figura 6.3: Comportamiento caótico del oscilador de Van der Pol con x(0) = [1, 1]T .

6.2.2. Oscilador de Van der Pol

El oscilador de Van der Pol se puede describir por [29]

·
η1 = η2
·
η2 = a1 [(1− a2η

2
1) η2 − a3η1] + ut

(6.8)

En el caso sin control, si se selecciona a1 = 1.5, a2 = 1, a3 = 1, el oscilador de Van der Pol

(6.8) tiene una respuesta caótica como en la figura 6.3.

El oscilador de Van der Pol queda como sigue para poder transmitir información con él:

·
η1 = η2 +

1
τ
s

·
η2 = 1.5 [(1− η21) η2 − η1] +

1
τ2
s

y = η1 + s, η(0) = [2,−1]T
(6.9)
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6.2.3. Circuito de Chua

Usamos los siguientes parámetros: C1 = 1
9
, C2 = 1, L = 1

7
, G = 0.7, m0 = −0.5,

m1 = −1.5, Bp = 1. el circuito de chua tiene el compeortamiento que se muestra en la figura

6.4 Por la transformación (5.27), el circuito de Chua (2.15) se puede escribir como
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15

x2 
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Figura 6.4: Comportamiento caótico del circuito de Chua con condición inicial [0, 0, 1]T .

·
η1 = η2
·
η2 = η3
·
η3 =

31
4.9
η3 − 310

7
η1 − 22

4.9
η3 − 22

7
η2 − 220

7
η1 − 0.7η2 − 7η1 + 22g(η1, η2, η3)

y = η2, η(0) = [1, 0,−7]T
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donde g(η1, η2, η3) =
¯̄
− 1
4.9
η3 − 1

7
η2 − 10

7
η1 + 1

¯̄
−
¯̄
− 1
4.9
η3 − 1

7
η2 − 10

7
η1 − 1

¯̄
. Usamos η2 y η3

como el transmisor
·
η2 = η3 +

1
τ
s

·
η3 =

31
4.9
η3 − 310

7
η1 − 22

4.9
η3 − 22

7
y − 220

7
η1 − 0.7y − 7η1 + 22g(η1, y, η3) + 1

τ2
s

y = η2 + s

(6.10)

donde η1 satisface
·
η1 = η2.

Ahora diseñamos el receptor de modos deslizantes como (5.5). Escogemos m = 0.1,

τ = 0.01. El receptor basado en el SMO es

·bη1 = bη2 + 10sign (y − by)
·bη2 = 102sign (y − by)by = bη1, bη(0) = [1, 1]T (6.11)

6.2.4. Resultados numéricos

La señal de información s se escoge como una señal sinusoidal con frecuencia de 100Hz

como en [4] y [17], i.e.,

s = 0.05 sin (200πt)

Las figuras 6.5-6.7 muestran el proceso de comunicación con tres diferentes transmisores

caóticos y un receptor, aquí la forma de onda de la señal transmitida y se muestra en la

subgráfica (a), el comportamiento de la convergencia de s− bs se muestra en las subgráficas
(b).

Después del estado transitorio (t > 0.1s), el error relativo máximo se define como

emáx =
máx (|s− bs|)
máx (|s|)

Para el oscilador de Duffing, emáx ∼= 1.5%. Para el oscilador de Van der Pol, emáx ∼= 2%.

Para el circuito de Chua, emáx ∼= 1.915%. Aunque los errors relativos son diferentes, todos
son aceptables para comunicación. Es interesante ver que un receptor (5.5) puede recuperar

la señal de información de tres transmisores caóticos diferentes.
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Figura 6.5: Oscilador de Duffing para comunicaciones caóticas

 

0  2  4 6 8 1 0  
-4  

-2  

0  

2  

4  

0  2  4 6 8 1 0  
-2  

-1  

0  

1  

2  

T he  o u tp u ts  o f tran sm itte r  an d  rece ive r

In fo rm a tio n  reco very  e rro r )ˆ( ss −  

T im e  (s)

T im e  (s)

Figura 6.6: Oscilador de Van der Pol para comunicaciones caóticas
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Figura 6.7: Circuito de Chua para comunicaciones caóticas

Los observadores basados en el modelo requieren de información completa acerca del

transmisor. Para comparar los resultados de comunicación usamos un observador lineal [17],

ver figura 6.8. Se encontrón que el onservador basado en el modelo tiene mejor desempeño,

pero si el transmisor es desconocido o se conoce solo parcialmente, ésta clase de observador

no funciona. Otra ventaja del observador basado en el modelo es que se puede aplicar a

cualquier transmisor caótico como en (5.1), mientras que el SMO sólo se puede aplicar a

aquellos sistemas que cumplen con la forma (5.3)
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Figura 6.8: Señales de error para diferentes tipos de receptores



Capítulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

Para el caso de sincronización, los observadores basados en el modelo (Thau y Bestle-

Zeitz) requieren información completa del sistema maestro. El observador de Bestle-Zeitz

necesita una transformación complicada, el error de sincronización puede converger a cero. La

ganancia del observador de Thau no es difícil de obtener, el error de sincronización converge

a una zona acotada. Podemos ver que en ambos sistemas, el de Lorenz y el de Chua, el mejor

desempeño lo presenta el observador de Bestle-Zeitz, pero, aun si el observador de Thau

también presenta un mejor desempeño que el observador de modos deslizantes, debemos

recordar que ambos, el observador de Bestle-Zeitz y el de Thau requieren de información

completa acerca del sistema mientras que el observador de modelo libre propuesto en este

trabajo no requiere de información alguna del sistema maestro, es robusto a errores acotados,

pero el error de sincronización es más grande que en los observadores basados en el modelo.

En lo referente a comunicación, podemos observar que el observador de modos deslizantes

no puede trabajar tan bien como lo hacen los receptores normales, pero podemos establecer

que existe un riesgo de seguridad al transmitir información a través del esquema actual que

comprende a los sistemas caóticos.

Nuestro observador aún no tiene una aplicación práctica, pero esperamos que este trabajo

inspire la investigación al respecto.

Como trabajo futuro se considera aplicar el observador a otros sistemas caóticos para la
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sincronización, así como usar otros métodos de comunicación.
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