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Resumen

En este trabajo de tesis se propone un controlador serial que supere los problema del control

de un robot manipulador den grados de libertad con incertidumbre paramétrica, específica-

mente, con desconocimiento de los vectores de fricción y gravedad. El controlador consta de

un control Proporcional-Derivativo (PD) con compensación por redes neuronales en serie y con

un control por modos deslizantes de segundo orden. Mediante un análisis de Lyapunov se pre-

sentan las condiciones de estabilidad práctica y mediante el principio de invarianza extendida

se demuestra estabilidad global uniforme asintótica del error de seguimiento. Después, se pre-

sentan los resultados de simulación de las siguientes leyes de control a comparar, control PD,

control PD con compensación por redes neuronales, Control por modos deslizantes de segundo

orden y Control PD con compensación por redes neuronales y por modos deslizantes se segundo

orden en serie.
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Abstract

This thesis proposes a serial controller which overcomes the control problem of a robot

manipulator withn degrees of freedom with parametric uncertainty, specifically, the lack of

knowledge of the friction and gravity vectors. The proposed controller is a Serial Proportional-

Derivative with Neural Second Order Sliding Modes Compensation. A Lyapunov analysis de-

termines the conditions for stability, practical stability and global asymptotical stability of the

tracking error. Therefore, we present the simulation results for the follows control laws we com-

pare: PD control, PD control with Neural compensation , Twisting control and PD control with

serial neural compensation and sliding modes.
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I
Introducción

En el control de robots manipuladores industriales, la gravedad y la fricción son factores

de modelado que no se pueden despreciar en el diseño de la ley de control, ya que dadas las

características de peso y tamaño de los robots los vectores de gravedad y fricción tienen gran

importancia en la dinámica del sistema.

Por otra parte, el controlador PD es el más usado en el control de robots manipuladores

industriales [1]. En el caso de seguimiento de trayectoria el control PD clásico garantiza estabil-

idad cuando la ganancia PD es muy grande, sin embargo, el error de seguimiento no tiende a cero

cuando fuerzas gravitacionales y de fricción son incluidas en la dinámica del robot manipulador

[9].

En el caso de que las fuerzas gravitacionales y de fricción no puedan ser modeladas, el

controlador PID puede ser el mejor controlador ya que sus ganancias pueden ser ajustadas en

forma independiente [31]. Para atenuar el error en estado estable la ganancia de la parte integral

se aumenta lo que lleva a un error grande en el transitorio que puede producir inestabilidad y

además, dicha acción integral reduce el ancho de banda del sistema en lazo cerrado.

Dadas las características del control PID se tienen alternativas como el control PD con com-

pensación de modelo [31], tales técnicas necesitan información del modelado de la gravedad en
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Introducción

el robot [9],[27], [32].

Cuando la fricción y la gravedad son desconocidas, las redes neuronales, y los modos desli-

zantes son técnicas que pueden compensar estos efectos. En esta tesis se hace uso de las redes

neuronales artificiales, que son llamadas, por simplicidad, redes neuronales (NN por sus siglas

en inglés). Las NN proveen controladores no basados en el modelo con capacidad de aprendizaje

[13].

La técnica de control por modos delizantes, SM por sus siglas en inglés, consiste en agregar

un término discontinuo en la señal de control, el cual hace que el sistema rechace perturbaciones

y algunas diferencias entre el sistema real y el modelo usado para efectos de diseño e identifi-

cación [19]. La ténica estándar de control con SM es robusta y exacta respecto perturbaciones

internas o externas, pero está restringida al caso en que la salida es de grado relativo 1. Además,

las altas frecuencias que producen los modos deslizantes pueden causar el fenómeno conocido

como chattering. Por otra parte, el control por modos deslizantes con acotamiento puede asegu-

rar que el efecto de chattering no sucede cuando el error de seguimiento es menor a un" dado;

pero el error converge a"; es decir, no es asintóticamente estable [30]

1.1. Motivación

Asumiendo un controlador PD con compensación NN para robots manipuladores indus-

triales, debido al error de estructura de una red neuronal, no se puede asegurar la estabilidad

asintótica del error de seguimiento.

En años recientes se han presentado algoritmos basados en modos deslizantes de segundo

orden [22], [16]. El control por modos deslizantes de orden superior es una extensión natural

del método estándar que tiene mejor desempeño ya que reduce el chattering y además se tiene

convergencia en tiempo finito como en el caso del controlador TA [17] y el controlador Super-

twisting [4], ambas con técnicas geométricas.

Combinaciones del control PD con NN y Modos Deslizantes de Segundo Orden, SOSM

por sus siglas en inglés, pueden ser aplicados al mismo tiempo, mientras la NN compensa

CINVESTAV-DCA 2



1.2 Objetivos de la tesis

los parámetros desconocidos [14], SOSM reduce el error del control PD con compensación

por Redes Neuronales (PD+NN) y rechaza perturbaciones externas, además de que el error de

seguimiento es asintóticamente estable [13]. El chattering permanece por que los controladores

PD+NN y SOSM trabajan en paralelo, ya que mientras la NN es entrenada, el modo deslizante

es aplicado, es decir, la NN no está activa aún y eso lleva a que la ganancia SM sea lo suficiente-

mente grande tal que cancele el error de estructura de la red neuronal en fase de entrenamiento.

Que como ya se sabe, mientras mayor sea la ganancia del SM mayor es la amplitud del chatter-

ing.

En esta tesis se propone aplicar en serie los controladores PD+NN y SOSM. El control

PD+NN aproxima la planta no lineal garantizando estabilidad práctica determinada en primera

instancia por el error de estructura de la red neuronal. Una vez que el error de seguimiento entra

a la zona del error de estructura, se activa un control SOSM. Específicamente se usa el algoritmo

twisting, TA por sus siglas en inglés, el cual garantiza convergencia global uniforme asintótica

del error de seguimiento del sistema en lazo cerrado. Así, el controlador total (PD+NNC/SOSM)

por medio del Principio de Invarianza Extendida mejora los resultados previamente reportados.

1.2. Objetivos de la tesis

1.2.1. General

Diseñar una ley control usando técnicas de control clásico y moderno para el caso de

seguimiento de trayectoria de un robot manipulador den grados de libertad con incer-

tidumbres paramétricas que sea libre de modelo y robusto ante varaciones paramétricas y

perturbaciones.

1.2.2. Particulares

Estudiar el sistema en lazo cerrado para el seguimiento de trayectoria formado por un

controlador PD clásico y un robot manipulador con modelo conocido mediante un análisis

CINVESTAV-DCA 3
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de Lyapunov para establecer sus condiciones de estabilidad.

Estudiar el sistema en lazo cerrado para el seguimiento de trayectoria formado por un

controlador PD clásico y un robot manipulador con incertidumbre paramétrica y establecer

condiciones de estabilidad mediante un análisis de Lyapunov.

Estudiar el sistema lazo cerrado para el seguimiento de trayectoria formado por un contro-

lador PD con compensación NN y un robot manipulador con incertidumbre paramétrica

mediante un análisis de Lyapunov y establecer condiciones de estabilidad práctica.

Diseñar un controlador TA para el seguimiento de trayectoria de un robot manipulador

con incertidumbre paramétrica, mediante el Principio de Invarianza Extendida encontrar

condiciones que garanticen estabilidad global uniforme asintótica del error de seguimien-

to.

Diseñar un controlador PD con compensación NN en serie con un control TA para el

seguimiento de trayectoria de un robot manipulador con incertidumbre paramétrica, me-

diante un análisis de Lyapunov y el Principio de Invarianza Extendida para establecer

condiciones de estabilidad global uniforme asintótica del error de seguimiento.

1.3. Contribuciones de este trabajo

Se diseñó una ley de control que incorpora técnicas de control clásico y control moderno,

aplicadas al problema seguimiento de trayectoria de un robot manipulador den grados de

libertad cuya dinámica contiene incertidumbres paramétricas.

Para la ley de control serial propuesta, se obtuvieron pruebas de estabilidad global uni-

forme asintótica, mediante un análisis de Lyapunov y el principio de invarianza extendida.

Se presenta un análisis comparativo con base en resultados de simulación para los casos

analizados y el control propuesto.
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1.4. Estructura de la tesis

La estructura de este trabajo se presenta de la forma siguiente:

El capítulo 1. Introducción

Se explica el tema a desarrollar, la motivación que da origen a este trabajo, los objetivos

general y particulares y se expone la contribución de esta tesis.

El capítulo 2. Preliminares

Se divide en 5 partes:

a) Redes neuronales. Se presenta un panorama conciso del origen y estructura de las

redes neuronales artificiales.

b) Modos deslizantes. Se introduce una breve descripción y una clasificación de los

Modos deslizantes.

c) Teoría de estabilidad. Se detalla la teória usada para efectos de prueba de estabilidad

y estabilidad asintótica en el control de sistemas no autónomos descritos por una

ecuación diferencial con el lado derecho discontinuo.

d) Dinámica de un robot manipulador. Se presenta el modelo mecánico de un robot

manipulador, asi como las propiedades de dicho modelo.

e) Control de un robot manipulador. Se presentan de forma breve los resultados conoci-

dos del Control aplicado a robots manipuladores, específicamente, los controladores

PD y PD con compensación NN.

El capítulo 3Control PD con compensación en serie empleando NN y SOSM

Se divide en 2 partes:

a) Control por SOSM. Se plantea el problema a resolver y se propone la ley de control

usando el controlador TA. Así mismo, se adjunta la prueba de estabilidad global

uniforme asintótica.
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b) Control PD con compensación NN y SOSM. De la misma manera que en la primera

parte, se plantea en problema a rerolver y se propone una ley de control serial, segui-

do de la prueba de estabilidad práctica y estabilidad global uniforme asintótica.

El capítulo 4Resultados de simulación

Se presentan los detalles de simulación de cada controlador analizado, y los resultados

obtenidos seguidos de un análisis comparativo.

El capítulo 5Conclusiones y trabajo a futuro

Finalmente, en base a los resultados obtenidos y al análisis respectivo, se presentan las con-

clusiones y los trabajos y mejoras que se pueden realizar a futuro.
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II
Preliminares

En esta sección se detallan los conceptos usados en el desarrollo de la tesis tales como el

modelo y estructura de las NN, SOSM y teoría de establidad.

2.1. Redes Neuronales

Los sistemas biológicos poseen propiedades tales como robustez y adaptabilidad, las cuales

son requeridas para interactuar con el medio ambiente, tomando en cuenta que el medio ambien-

te cambia de manera suave o brusca. Por tal motivo, en años recientes se ha dado importancia

al diseño de sistemas de control que imiten las funciones de los sistemas biológicos y que sean

independientes del modelo, es decir, que no necesitan el modelo matemático de la planta a con-

trolar.

Las técnicas que cumplen con las propiedades anteriores son la lógica difusa y las redes neu-

ronales artificiales. La primera imita las funciones lingüísticas y de razonamiento y la segunda

está inspirada en las redes neuronales biológicas.

La implementación de redes neuronales ha tenido gran éxito en aplicaciones tales como la

clasificación, reconocimiento de patrones y en general en el procesamiento digital de señales.

Existe un tratado extenso de topologías de NN que permite elegir que estructura de red neuronal
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es la adecuada según las especificaciones del modelo.

2.1.1. Estructura y Modelo de las Redes Neuronales tipo perceptrón

Perceptrón Simple

La Figura (2.1) muestra un diagrama de bloques de un perceptrón simple.

Figura 2.1: Perceptón Simple.

La entrada escalar esx y en la otra entrada se coloca un1; el peso sináptico escalarw, el

umbralb son parámetros ajustables . La multiplicación dex y w y la multiplicación de1 y b son

pasadas por el bloque suma. La salida de la suma esn y es la entrada a la función de activación�

la cual produce el escalary como salida del perceptrón simple. La salida del perceptrón simple

se calcula entonces como

y = � (wx+ b)

Dicha la saliday depende de la función de activación� que es elegida por el diseñador y los

parámetrosw y b pueden ser ajustados por una regla de aprendizaje.

Perceptrón con Múltiples Entradas

Un percétron con múltiples entradas se muestra en la Figura (2.2).

Las entradas sonxi, donde cada entradaxi es multiplicada por su correspondiente pesow1;i

con i = 1; :::; R. El umbralb se suma con las entradas ponderadas para obtener a la salida del
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Figura 2.2: Perceptrón con Múltiples Entradas.

sumadorn

n = w1;1x1 + w1;2x2 + :::+ w1;RxR + b

la expresión anterior se pude escribir en forma matricial como

n = Wx+ b (2.1)

Para la Figura (2.2),W es un vector fila. La salida del perceptrón es

y = � (Wx+ b) (2.2)

En la Figura (2.3) se muestra el perceptrón con múltiples entradas usando la notación (2.2).

Red Neuronal de una Capa

La Figura (2.4) muestra una red neuronal de una capa conS neuronas yR entradas conec-

tadas a cada neurona, lo cual da lugar a una matrizW deS filas conR columnas.

La capa incluye la matriz de pesos sinápticosW , sumadores, el vector de umbralesb las

funciones de activación y el vector de saliday. Cada elemento del vector de entradax se conecta
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Figura 2.3: Perceptrón con Múltiples Entradas usando vectores.

Figura 2.4: Red Neuronal de una Capa.
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a cada neurona através de la matriz pesos sinápticosW

W =

266666664
w1;1 w1;2 ::: w1;R

w2;1 w2;2 ::: w2;R
:
:

:
:

:
:

wS;1 wS;2 ::: wS;R

377777775
Cada neurona tiene un umbralbi, un sumador, una función de activación (las neuronas

pueden no tener la misma función de activación) y una salidayi: La salida del red neuronal

de una capa es

y = � (Wx+ b) (2.3)

El diagrama de la red neuronal de una capa conS neuronas yR entradas con la notación

(2.3) se muestra en la Figura (2.5).

Figura 2.5: Red Neuronal de una Capa usando matrices y vectores.

Red Neuronal Multicapa

La Figura (2.6) muestra un perceptrón de dos capas completamente conectada (únicamente

conexiones hacia adelante) por lo que no tiene dinámica interna, es decir, es estática y es llamada

feedforwardo de conexiones hacia adelante. Una red neuronal multicapa tiene como salida el

vectory con componentesyi coni = 1; :::; R: Cada capa tiene una matriz de pesos sinápticos y

su vector de bias, un vector de entrada y un vector de salida.
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Figura 2.6: Red Neuronal Multicapa.

La capa1 tieneS1 neuronas y la capa2 tieneS2 neuronas. La salida de la capa1 es la entrada

de la capa2, por lo que la capa2 puede verse como una red de una capa donde el número de

entradas esR = S1: La salida de la capa1 esy1 y la salida de la capa2 esy2:

La salida de la red neuronal de dos capas es

y2 = �
2
�
W 2�1

�
W 1x+ b1

�
+ b2

�
(2.4)

En la Figura (2.7) se muestra una red neuronal multicapa usando la notación (2.4).

La ecuación (2.4) con la función de activación�2 = I; puede representarse en términos de

un vector de entradax como

y = W T�
�
V Tx

�
(2.5)

donde la función de activación�1 = � y W T = W 2; V T = W; son matrices que contienen los

pesos de la red neuronal de la capa de salida y de la capa oculta, respectivamente. Los umbrales

son incluidos en la primer columna de las matrices, de tal forma que, el vectorx incrementa su

dimensión en una unidad para incluir el término unitario.
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Figura 2.7: Red Neuronal Multicapa usando matrices y vectores.

x = [1; x1; x2; :::; xR]
T

2.1.2. Propiedad de aproximación universal

Un perceptrón multicapa como el de la Figura (2.6), se puede usar para aproximar una fun-

ción no lineal. Cybenko fue el primero en demostrar que una capa oculta es suficiente para

aproximar una función continua arbitraria, y lo estableció en el Teorema 2 [2], de la siguiente

manera.

SeaIn un cubo unitarion�dimensional,[0; 1]n: El espacio de funciones continuas sobreIn

es denotado porC(In) y haciendo uso dekhk para denotar la norma suprema (o uniforme) de

h 2 C(In).

Teorema 2.1 (Cybenko [2]) Sea� una función sigmoidal continua. Entonces las sumas finitas

de la forma

G(x) =
LX
j=1

wj�
�
vTj x+ bj

�
(2.6)

pertenecen aC(In). En otras palabras, dada unah(x) 2 C(In).y� > 0, existe una suma,G(x);
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de la forma (2.6), para la cual

jG(x)� h(x)j < � para todox 2 In

El teorema anterior se puede ver de la forma matricial como

h(x) =W T�
�
V Tx

�
+ � (2.7)

para algún número de neuronasL de la capa oculta.

La variable� es llamado error de aproximación de la NN (error de estructura), y por lo

general el valor de� disminuye al aumentarL: Es decir, para cualquier valor arbitrariamente

pequeño y positivo de�; existe una NN con conexiones hacia adelante,

k�k < ��

Las matricesW;V no son únicas, entonces, una estimación deh(x) puede escribirse como

ĥ = Ŵ T�
�
V̂ Tx

�
dondeW;V son estimaciones de los pesos ideales que son dados por la regla de aprendizaje. Se

define el error de estimación de los pesos como

~W = W � Ŵ; ~V = V � V̂

2.2. Modos deslizantes

En aplicaciones reales se presentan variables a considerar en la dinámica del sistema que

no son fácilmente manejables, tales como incertidumbre en los parámetros del sistema y pertur-

baciones externas. Tales condiciones generan inestabilidad en el sistema en lazo cerrado para

los problemas de regulación y seguimiento de trayetoria. La técnica de modos deslizantes es un

enfoque efectivo en el manejo de perturbaciones e incertidumbres. El control por modos desli-

zantes es un caso del control por estructura variable. En los sistemas de estuctura variable (VSS,
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por sus siglas en inglés), el control es capaz de restringir el comportamiento de un sistema con

incertidumbres o perturbaciones a una superficie (superficie de deslizamiento) por medio de un

control que reacciona inmediatamente a cualquier desviación del sistema, lo cual implica un

esfuerzo suficiente de energía por parte del control.

La metodología del diseño del control por modos deslizantes consiste en diseñar la superficie

encargada de regir el sistema cuando se encuentra en modo de deslizamiento, y diseñar una ley

de control que garantice que las trayectorias cerca de la superficie de deslizamiento convergan a

la superficie.

2.2.1. Modo Deslizante Clásico

El control por SM, se basa en mantener una variable de salida nula (llamada superficie de

deslizamiento). Una vez que la superficie se alcanza se obtiene la dinámica deseada del sistema.

El sistema es mantenido sobre la superficie por medio de un control discontinuo que actúa sobre

la primera derivada de la salida, el control discontinuo conmuta, a una frecuencia teóricamente

infinita, entre valores opuestos de amplitud. En la práctica, debido a imperfecciones inevita-

bles en el dispositivo de conmutación, se presenta el fenómeno del chattering, el cual conlleva

oscilaciones no deseadas en el sistema que ocasionan su deterioro.

2.2.2. Modos Deslizantes de Orden Superior

Como una extensión natural de la idea de modos deslizantes de primer orden se introduce

el control por modos deslizantes de orden superior (HOSM) [6], que se caracteriza por ser un

control discontinuo que aparece en la derivada de orden superior de la variable auxiliar, análogo

a lo que se hace con el modo deslizante de primer orden donde el control aparece en la primer

derivada de la superficie. El orden del modo deslizante se define como el número de derivadas

continuas de la superficie de deslizamiento, el ordenr implica que lar � �esima derivada es

igual a cero.

Los HOSM preservan las ventajas de SM, tales como la insensibilidad ante perturbaciones

acopladas, al mismo tiempo que reducen el efecto de chattering al aumentar su precisión y
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permitir suavizar la señal de control.

2.2.3. Modos Deslizantes de Segundo Orden

Uno de algoritmos de SOSM más usados (y cronológicamente el primero) es el TA. El primer

resultado de estabilidad del TA es presentado en [17]. Sin embargo, en la prueba de estabilidad

se basan en métodos geométricos, además muestra una estimación del tiempo de convergencia

que es muy difícil de obtener.

Controlador Twisting

Considere el sistema de segundo orden

�s = f(s; _s) + g(s; _s)u (2.8)

donde las funcionesf y g son inciertas pero satisfacen

jf j � C; 0 < Km � g � KM

El controlador TA se define como sigue

u = ��sign (s)� �sign ( _s) � > � > 0 (2.9)

Teorema 2.2 Si las ganancias� y � satisfacen las siguientes condiciones

(�+ �)Km � C > (�� �)KM + C; (�� �)Km > C (2.10)

entonces el controlador por modos deslizantes de segundo orden (2.9) garantizas = _s = 0;

después de tiempo finito.

2.3. Teoría de Estabilidad

2.3.1. Definiciones Básicas

Definición 2.1 El punto de equilibrox = 0 es estable si para cada" > 0 existe� = �(") tal

quekx(0)k < � ) kx(t)k < " para todat > 0.
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Definición 2.2 El punto de equilibrox = 0 es asintóticamente estable si es estable y� puede

se elegido para satisfacerkx(0)k < � ) l��mt!1 x(t) = 0 [8].

Definición 2.3 El punto de equilibrox = 0 es prácticamente estable si dadas� y " con� < "

se tienekx(0)k < � implicakx(t)k < " para t � t0 para algúnt0 > 0 [12].

2.3.2. Función Definida Positiva

Una función escalar continuaV (x) es definida positiva si y solo siV (0) = 0 y V (x) > 0

para todax 6= 0 [23].

2.3.3. Teorema de Lyapunov

Seax = 0 un punto de equilibrio del sistema. SeaV : <n ! <+ una función continuamente

diferenciable tal que

V (0) = 0 y V (x) > 0 8x 2 <n� f0g (2.11)

_V (x) � 0 8x 2 <n (2.12)

entoncesx = 0 es estable. Más aún si_V (x) < 0 en<n� f0g entoncesx = 0 es asintótica-

mente estable.

Para el caso de un sistemas dinámico con el lado derecho discontinuo se puede usar la misma

intuición para demostrar estabilidad una función positiva que decrece a lo largo de las trayecto-

rias del sistema. Sin embargo, es necesario generalizar algunos conceptos como el de solución

a la ecuación diferencial y el que la función de Lyapunov sea continuamente diferenciable. Sea

el sistema discontinuo no autónomo

_x = '(x; t) (2.13)

dondex = (x1; :::; xn)
T es el vector,t 2 < es el tiempo,'(x; t) = ('1(x; t); :::; 'n(x; t))

T es

una función continua a pedazos de<n+1:
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Las soluciones en el sentido de Filippov a una ecuación diferencial con el lado derecho

discontiuo (2.13), se define como la solución a la inclusión diferencial asociada, esto es

_x 2 �(x; t) (2.14)

donde�(x; t) cumple

Si se conocek'(x; t)k � '+, entonces

_x 2
�
�'+; '+

�
, _x 2 �(x; t)

1. No está vacio

2. Localmente acotada

3. Compacta

4. Convexa

5. Semicontinua por arriba, es decir

dist[�(x; t);�(x0; t)]! 0; x! x0

La soluciónx(t) debe ser absolutamente continua y satisfacer la inclusión diferencial casi

en todos lados, además,x(t) no es única.

La estabilidad del sistema discontinuo (2.13) se deduce a partir de la incluisión diferencial

(2.14) como sigue.

Seax = 0 un punto de equilibrio de la inclusión diferencial (2.14) y x(t0) = x0 una condi-

ción inicial, entoncesx(t; t0; x0) es la solución dex(t) de (2.14).

Definición 2.4 El punto de equilibriox = 0 de la inclusión diferencial (2.14) es estable (uni-

formemente estable) si y solo sí para cadat0 2 <; " > 0; existe� = �("; t0) > 0; dependiente de

" y t0 (independiente det0 respectivamente) tal que cada soluciónx(t; t0; x0) de (2.14) donde
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la condición inicialx(t0) = x0 2 B� dentro de la bolaB�; centrado en el origen con radio�;

existe para todot � t0 y satisface la desigualdadx(t; t0; x0) < "; t0 � t <1
Definición 2.5 El punto de equilibriox = 0 de la inclusión diferencial (2.14) se dice (uniforme-

mente) asintóticamente estable si es (uniformemente) estable y la convergencia

l��m
t!1

x(t; t0; x0) = 0 (2.15)

se mantiene para todas las soluciones de (2.14) inicializadas dentro deB� (uniformemente en

t0 y x0)

Definición 2.6 Si la convergencia (2.15) se mantiene para todas las soluciones de (2.14) inde-

pendientemente de la condición inicial (y si es uniforme ent0 y enx0 2 B� para� > 0) el punto

de equilibriox = 0 de la inclusión diferencial (2.14) se dice que es globalmente (uniforme-

mente) asintóticamente estable.

2.3.4. Teorema de LaSalle (Principio de Invarianza)

Un conjuntoS es un conjunto invariante de un sistema dinámico si cada trayectoria del

sistema que inicia en un punto deS permanece enS para todo el tiempot � 0: El teorema

de LaSalle es una herramienta útil para el análisis de estabilidad de un sistema autónomo y se

enuncia como sigue.

Teorema 2.3 SeaS � D un conjunto compacto invariante y seaV (x) : D ! < una función

definida positiva continuamente diferenciable tal que_V (x) � 0 en S: SeaE el conjunto de

todos los puntos enS donde _V (x) = 0. SeaM el conjunto invariante más grande contenido en

E: Entonces cada solución que inicie enS se aproxima aM cuandot!1.

2.3.5. Principio de Invarianza Extendida

En [23] se expone el principio de Invarianza aplicado a sistemas dinámicos discontinuos no

autónomos para demostrar estabilidad asintótica global uniforme, en términos de una función
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de Lyapunov con derivada a lo largo de las trayectorias negativa semidefinida y una función

auxiliar de signo indefinido. Para el análisis de Estabilidad de (2.13) se enuncian las condiciones

siguientes.

1. Existe una función definida positivaV (x) radialmente no acotada y continuamente Lips-

chitz, tal que la derivada en el tiempo_V (x(t)) de la funciónV (x(t)); a lo largo de las

trayectorias de (2.13), es semidefinida negativa, es decir,

_V (x(t)) � �V1(x(t)) para casi todot 2 <

dondeV1(x) es una función continua semidefinida positiva.

2. Existe una funciónW (x) continuamente Lipschitz (posiblemente indefinida) y una cons-

tante� > 0 tal que la derivada en el tiempo_W (x) de la funciónW (x(t)); a lo largo de las

trayectorias del sistema (2.13), pertencen al conjuntoV 1 = fx 2 <n : V1(x) � g (por la

condición 1); satisfacen la siguiente desigualdad

_W (x(t)) � �W1(x(t)) + c1V1(x(t)) para casi todot 2 <

dondec1 es una constante positiva yW1(x) es una función continua semidefinida positiva,

entonces, la combinaciónV1(x) yW1(x) es definida positiva.

En términos generales, la condición1 solo garantiza que la funciónV1(x) sobre las trayec-

torias del sistema (2.13)

V1(x(t))! 0 cuandot!1

mientras que la condición2 asegura que la funciónW1(x) sobre las trayectorias del sistema

(2.13)

W1(x(t))! 0 cuandot!1

Entonces, dado que la combinaciónV1(x(t)) +W1(x(t)) que es definida positiva por hipótesis,

si se satisfacen las condiciones 1 y 2, se tiene como resultado que el sistema es globalmente

asintóticamente estable y esto se enuncia en el siguiente teorema.
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Teorema 2.4 (Principio de Invarianza Extendida)Si las condiciones1 y 2 se satisfacen y sea

en lado derecho de (2.13) uniformemente acotada ent. Entonces el punto de equilibriox = 0

de (2.13) es globalmente asintóticamente estable. Además, si el sistema (2.13) es autónomo,

entonces el punto de equilibrio es globalmente uniformemente asintóticamente estable.

CINVESTAV-DCA 21



III
Dinámica y Control de un Robot

Manipulador

En este capítulo se presentan los resultados teóricos ya conocidos del control PD clásico

[31], PD con compensación NN (PD+NN) [13], PD con compensación NN y SM en parale-

lo (PD+NN+SM). Además, se detalla como se realizaron las simulaciones para comprobar el

funcionamiento de los controladores expuestos en este capítulo.

3.1. Dinámica de un robot manipulador

3.1.1. Modelo mecánico

La dinámica de un robot manipulador rígido den eslabones conectados de manera serial se

escribe como [31].

M (q)
��
q + C

�
q;

�
q
�
�
q +G (q) + F

�
�
q
�
= � (3.1)

dondeq 2 <n es el vector de variables articulares y determina la posición de los eslabones,
�
q 2

<n es el vector de velocidades articulares,M(q) 2 <n�n es la matriz de inercia,C(q;
�
q) 2 <n�n

CINVESTAV-DCA 22



3.2 Control de un Robot Manipulador

es la matriz de fuerzas centripetas y de Coriolis,G(q) 2 <n representa el vector de gravedad,

F ( _q) 2 <n es un vector que contiene los términos de fricción (fricción de Coulomb), y� 2 <n

es el vector que representa la entrada de control.

La ecuación dinámica del robot (3.1) tiene las siguientes propiedades estructurales [31].

Propiedad 1.La matriz de inerciaM es simétrica y definida positiva,i.e.,

�1I � M(q) � �2I

m1 � kM(q)k � m2

dondem1,m2 son escalares constantes positivos , yk�k es la norma euclidiana del vector.

Propiedad 2.La matriz de fuerzas centripetas y de Coriolis es antisimétrica,

S(q; _q) =
�
M(q)� 2C(q; �q)

por lo que la siguiente relación se satisface

xT
�
�
M(q)� 2C(q; �q)

�
x = 0

Propiedad 3.El vector de fricción es acotado, i.e,

F ( _q) = Kdsign(
�
q) conKd = diagfkig

kF ( _q)k � k conk constante

Propiedad 4.El vector de gravedad es acotado, i.e,

kG(q)k � gb congb constante

3.2. Control de un Robot Manipulador

3.2.1. Control tipo PD de un Robot Manipulator

La estructura de un control PD tradicional es

� = �Kp(q � qd)�Kd(
�
q �

�
qd) (3.2)
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dondeKp; Kd 2 <n�n; son matrices diagonales definidas positivas, simétricas y constantes, las

cuales corresponden a las ganancias proporcional y derivativa,qd 2 <n es la posición articu-

lar deseada,
�
qd 2 <n es la velocidad articular deseada. En esta tesis se discute el problema de

seguimiento de trayectoria, por lo que
�
qd 6= 0: En el caso de seguimiento de trayectoria debido

a los cambios en la posición deseada se tiene que la velocidad no es cero. Seax1 = q la posi-

ción articular deseada yx2 = _q el vector de velocidad, entonces se puede definir el error de

seguimiento y la derivada del error de seguimiento como

x1 = x1 � xd1; x2 = _x1 � _xd1;
�
x1 = x2

dondexd1 es la posición articular deseada yxd2 es la velocidad articular deseada. En [14], se

definer como una combinación lineal de el eror de seguimiento y su respectiva derivada, como

r = x2 + �x1 (3.3)

donde� = �T > 0: El control PD (3.2) se puede ver como

� = �Kvr (3.4)

dondeKv 2 <n�n; es una matriz diagonal definida positiva, simétrica y constante. De (3.3) y

premultiplicando por la matriz de inercia, se tiene

M
�
r = M

�
x2 +M�

�
x1

= M
��
q �M

�
qd +M�

�
x1

utilizando (3.1),

M
�
r = � � C �

q �G� F �M
��
qd +M�

�
x1

sumando cero al lado derecho de la ecuación

M
�
r = � � C �

q �G� F �M
��
qd +M�

�
x1 + C

�
qd � C

�
qd + C�x1 � C�x1

= � � Cr +
�
M

�
�
�
x1 �

��
qd
�
+ C

�
�x1 �

�
qd
�
�G� F

�
Si la dinámica de (3.1) es conocida, el control PD con compensación de modelo es

� = �Kvr � z +G+ F (3.5)
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dondez =M

�
�
�
x1 �

��
qd
�
+ C

�
�x1 �

�
qd
�
: El sistema en lazo cerrado es

M
�
r = � � Cr + z �G� F

= �Kvr � Cr

Si se propone la función candidata de LyapunovV (r) = 1
2
rTMr , por laPropiedad 2, rT

�
�
M � 2C)

�
r =

0,

�
V (r) = rTM

�
r +

1

2
rT

�
Mr

= rT (�Kvr � Cr) +
1

2
rT

�
Mr

= �rTKvr

se observa queKv � 0; _V � 0. Por el Teorema Lyapunov, el punto de equilibrior = 0 es

estable y la expresión (3.3), se reduce de la siguiente manera

0 = x2 + �x1 =
�
x1 + �x1

�
x1 = ��x1

cuyo polinomio en el dominio de la frecuencia tiene una raíz en el lado izquierdo del plano

complejo ya que� > 0: Concluyendo que el error de seguimientox1 es estable.

Si F y G son desconocidos, el control PD es

� = �Kvr (3.6)

entonces

�
V = rTM

�
r +

1

2
rT

�
Mr

= �rTKvr � rTCr +
1

2
rT

�
Mr + rT (z �G� F )

por laPropiedad 2, rT
�
�
M � 2C

�
r = 0, se tiene

�
V = �rTKvr + r

T (z �G� F )
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F y G son desconocidos, pero se conoce su cotakz �G� Fk � D: Si la matrizKv se puede

escribir comoKv = kvI ; entonces

�
V � �kv krk2 + krkD

dondeD es una constante,krk es la norma del vectorr. Con el fin de asegurar que
�
V � 0;

se necesita quekrk > D
kv
: Lo cual significa que el error de seguimientor va a converger a

una bola con radio determinado porkv de manera inversamente proporcional. Se puede concluir

estabilidad práctica del sistema en lazo cerrado con el controlador PD (3.6).

3.2.2. Control PD con compensación por Redes Neuronales

Si F y G son desconocidos, una NN tipo perceptrón multicapa (2.4) con V = I; puede

usarse para aproximar dichos términos

cWt�(x) � G+ F � z

dondez =M

�
�
�
x1 �

��
qd
�
+ C

�
�x1 �

�
qd
�
: Dado que

G+ F � z = W ��(x) + �

�T�� � �
(3.7)

dondeW � es una matriz de pesos constante,� es el error de error de estructura de la NN,�

es una matriz tal que� = �T > 0; entoncesk�k� < ��; �(x) es una función de activación y

x =

�
xT1 ; x

T
2 ; x

T
1 ; x

T
2 ; q

d;
�
qd
�T
:

El control PD+NN es

� = �Kvr �cWt�(x) (3.8)

el sistema en lazo cerrado

M
�
r = � � Cr � z + (G+ F )

= �Kvr �cWt�(x)� Cr +W ��(x) + �

= �Kvr �fWt�(x)� Cr + �
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Si la función candidata de Lyapunov es

V (r;fWt) =
1

2
rTMr +

1

2
tr
�fW T

t K
�1
w
fWt

�

la derivada a lo largo de las trayectorias es

_V = rTM
�
r +

1

2
rT

�
Mr + tr

 fW T
t K

�1
w

�fWt

!

= rT
�
�Kvr �fWt�(x)� Cr + �

�
+
1

2
rT

�
Mr + tr

 fW T
t K

�1
w

�fWt

!

= �rTKvr + r
T� � rTCr + 1

2
rT

�
Mr + tr

 fW T
t

 
K�1
w

�fWt � �(x)rT
!!

por laPropiedad 2, rT
�
�
M � 2C)

�
r = 0 , la ley de actualización de pesos es

�cWt = Kw�(x)r y

la siguiente desigualdad

rT� � rT�r + �T��1� � rT�r + �

k�k��1 < ��; entonces

�
V � �rT (Kv � �) r + � (3.9)

De acuerdo al teorema de Lyapunov si se cumpleKv � � > 0:La variabler definida como la

combinación lineal del error de seguimiento y la derivada del error de seguimiento es última-

mente acotadokrk2Kv�� pues converge a��

Si la matrizKv se puede escribir comoKv = kvI; entonces

�
V � �kv krk2 + �� krk

Con el fin de asegurar que
�
V � 0; se necesita quekrk > ��

kv
: Lo cual significa que el error

de seguimientor va a converger a una circunferencia con radio determinado porkv de manera

inversamente proporcional. Concluyendo asi estabilidad práctica del sistema .
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3.3. Control PD con compensación Redes Neuronales y Mo-

dos Deslizantes en paralelo

Se pueden hacer combinaciones del control PD clásico con ambas técnicas de control mod-

erno, NN y SM [15]. A continuación se muestra la combinación paralelo, es decir, PD+SM+NN

es

� = �Kvr �cWt�(x)�Kssign(ri) (3.10)

dondeKv; Ks 2 <n�n; son matrices diagonales definidas positivas, simétricas y constantes,

son las ganancias del controlador PD y del SM, respectivamente. Ademássign(ri) es un vector

definido como

sign(ri) = [sign(r1); sign(r2); :::; sign(rn)]
T

El teorema 3.1 proporciona estabilidad asintótica del control PD con compensación por redes

neuronales y modos deslizantes de primer orden en paralelo (3.10).

Teorema 3.1 Si la ley de adaptación de los pesos sinápticos de la red neuronal en (3.10) es

�cWt = Kw�(x)r
T (3.11)

dondeKw > 0; y si las ganancias PD,Kv; y del modo deslizante,Ks; se pueden escribir como

Kv = kvI yKs = ksI; con

ks > �� (3.12)

donde�� es la cota superior del error de estructura de la red neuronal (3.7), entonces el control

PD+NN+SM (3.10) proporciona estabilidad asintótica del error de seguimiento, con

l��m
t!1

r (t) = 0 (3.13)

Demostración.De (3.1)

M
�
r = �� � Cr + z + d
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dondez (x) = M

�
� _e+

��
qd
�
+ C

�
�e+

�
qd
�
; d = � (G+ F ). Los parámetros desconocidos

son aproximados por una NN tipo perceptrón multicapa (2.4)

z + d = cWt�(x) + � (3.14)

donde� es el error de estructura de NN. Usando el control (3.10), el sistema en lazo cerrado es

M
�
r = �Kvr �Kssign(r)� Cr + ~z + �

donde~z = z + d� ẑ . Esto se puede escribir como

M
�
r = �Kvr �Kssign(r)� Cr + ~W�(x) + � (3.15)

Definiendo la función candidata de Lyapunov

V =
1

2
rTMr +

1

2
tr
�fW TK�1

w
fW�

La derivada de la función candidata de Lyapunov es

�
V = �rTKvr � rTKssign(r) +

1
2
rT
�

�
M � 2C

�
r

+tr

"fW T

 
K�1
w

�fW + �(x)rT

!#
+ rT�

Usando la ley de actualización de los pesos sinápticos (3.11), por laPropiedad 2, rT
�
�
M � 2C)

�
r =

0 y si la matricesKv; Ks se pueden escribir comoKv = kvI; Ks = kvI; entonces

�
V � �kv krk2 � ks krk+ �� krk

Si ks satistace (3.12)
�
V � 0

lo cual implica quer = 0 es alcanzado en tiempo finito, ya que

�
V = �Const

tZ
0

dV = �Const
tZ
0

dt

V (t)� V (0) = �t Const
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en un tiempot = T; V (t) = 0; ya que es una función de energía con derivada negativa

t Const = V (0)� V (t)

T =
V (0)

Const

entonces todas las variables convergen exponencialmente a cero. Esto es (3.13).

Comentario 3.1 En análisis del controlador PD+NN+SM se asume, que al iniciar el contro-

lador, la red neuronal ya compensó los parámetros desconocidos del modelo, sin embargo, esto

no es posible ya que la red neuronal requiere un tiempo de entrenamiento y al iniciar el modo

deslizante al mismo tiempo que la red neuronal, esta puede tomar como parámetro desconocido

al modo deslizante.

3.4. Simulación

Para efectos de simulación se usa como modelo de referencia, un robot manipulador de dos

eslaboles para evaluar los algoritmos de control analizados y el algoritmo propuesto. Se sabe

que el modelo dinámico de un robot es

M (q)
��
q + C

�
q;

�
q
�
�
q +G (q) + F

�
�
q
�
= �

donde, para el caso de un robot planar de dos eslabones, la matriz de Inercia,M(q) es

M (q) =

24 M11 M12

M21 M22

35
M11 = m1 (r

2
1=4 + l

2
1=3)

+m2 (l
2
1 + r

2
2=4 + l

2
2=3 + l1l2 cos q2)

M12 = m2

�
r22=4 + l

2
2=3 +

1
2
l1l2 cos q2

�
+mLl

2
2 =M21

M22 = m2 (r
2
2=4 + l

2
2=3) +mLl

2
2
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3.4 Simulación

La matriz de fuerzas centrípetas y de Coriolis,C
�
q;

�
q
�

es

C
�
q;

�
q
�
=

24 �Vm �
q2 sin q2 �Vm sin q2

�
�
q1 +

�
q2

�
Vm

�
q1 sin q2 0

35
Vm =

�
1
2
m2l1l2 +mLl1l2

�
El vectores de fuerzas gravitacionales y de fricción,G (q) y F

�
�
q
�

, respectivamente, son

G (q) =

24 �12m1 +m2

�
gl1 cos q1 +

1
2
m2gl2 cos (q1 + q2)

1
2
m2gl2 cos (q1 + q2)

35
F
�
�
q
�
=

24 v1sign( �q1)
v2sign(

�
q2)

35
Los parámetros usados para el robot son:m1 = 4;5 kg; m2 = 1;3 kg r1 = r2 = 0;5 m,

l1 = l2 = 1 m; v1 = 0;8; v2 = 0;8; g = 9;81kg�m
s2

. Las entradas de referencia sonqd1(t) =

2 sin t; qd2(t) = 2 cos t; con condiciones incialesqd(0) = [qd1(0); q
d
2(0)]

T = [0; 2]T ;
�
qd(0) =

[
�
q
d

1(0);
�
q
d

2(0)]
T = [2; 0]T :

3.4.1. Controlador PD clásico

Un controlador PD clásico para para el seguimiento de posición de un robot de dos eslabones

es

� = Kvr = Kv (x2 + �x1) = Kpx1 +Kdx2 (3.16)24 � 1
� 2

35 = �Kp

24 q1 � qd1
q2 � qd2

35�Kd

24 �
q1 � _qd1
�
q2 � _qd2

35

dondeKp =

24 300 0

0 300

35 ; Kd =

24 30 0

0 30

35 : Los resultados del seguimiento de trayectoria

deq1 y q2 al aplicar el control (3.16) se muestran en Figura3.1y Figura3.2. La señal de control se

puede observar en la Figura3.4. Existen dos problemas para el control PD estándar, (a) El error

en estado estable no es cero tal como se muestra en la Figura3.3; (b) La ganancia del controlador
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tiempo [s ]

Posición de q1

Figura 3.1: Trayectoria deseadaqd1 [rad]; línea sólida. Pocisión angularq1 [rad]; línea segmen-

tada.
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Figura 3.2: Trayectoria deseadaqd2 [rad]; línea sólida. Pocisión angularq2 [rad]; línea segmen-

tada.
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tiempo [s ]

Error de seguimiento

Figura 3.3: Error de seguimiento de trayectoria,e1 [rad] con línea segmentada paraq1 y e2 [rad]

con línea sólida paraq2.
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Control u
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Control u
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Figura 3.4: Señales de control para seguimiento de trayectoria,u1 [N ]; arriba, paraq1.y u2 [N ];

abajo, paraq2:
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PD es grande por lo que el esfuerzo de control es grande cuando el error de seguimiento es de

magnitud considerable como en el caso de incertidumbre parámetrica.

El error en estado estable no es cero, tal como se muestra en la Figura3.5.

0 5 10 15
0.2

0.1

0

0.1

0.2

tiempo [s ]

Error de seguimiento

Figura 3.5: Error en estado estable.e1 [rad] con línea segmentada paraq1 y e2 [rad] con línea

sólida paraq2.

3.4.2. Control PD con compensación por Redes Neuronales

Para la simulación del caso en que la fricción y la gravedad son aproximados por una NN

estática tipo perceptrón multicapa (2.4), se considera que la función de activación�(x) es

�(x) = tanh(x);

La ley de control es

� = �Kvr �cW�(x)
dondeKp =

24 10 0

0 10

35 ; Kd =

24 1 0

0 1

35 ; con condiciones iniciales para los pesos sinápticos

W � = [�10;�10;�10;�10;�10;�10;�10;�10;�10;�10;�10;�10]. La ley de actualiza-

ción de pesos es

�cW = K!�(x)r
T
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dondeK! =

24 300 0

0 300

35 :La Figura3.6 y la Figura3.7 muestran el seguimiento de la

posiciónq = [q1; q2]. Después, La Figura3.8 muestra el error de seguimiento y la Figura3.9

muestra la señales de control para cada eslabón.

0 5 10 15
1

0.5

0

0.5

1

1.5

2

tiempo [s]

Posición de q1

Figura 3.6: Trayectoria deseadaqd1 [rad]; línea sólida. Pocisión angularq1 [rad]; línea segmen-

tada.

El error en estado estable no es cero, tal como se muestra en la Figura3.10.

3.4.3. Control PD con compensación Redes Neuronales y Modos Deslizan-

tes en paralelo

Para la simulación del caso en que la fricción y la gravedad son aproximados por una NN

estática tipo perceptrón multicapa (2.4) y un control SM en paralelo, se considera la función de

activación�(x) es

�(x) = tanh(x);

La ley de control es

� = �Kvr �cW�(x)�Kssign(ri)
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Figura 3.7: Trayectoria deseadaqd2 [rad]; línea sólida. Pocisión angularq2 [rad]; línea segmen-

tada.
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Figura 3.8: Error de seguimiento de trayectoria,e1 [rad] con línea segmentada paraq1 y e2 [rad]

con línea sólida paraq2.
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0 5 10 15
100

0

100

Control u
1
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Figura 3.9: Señales de control para seguimiento de trayectoria,u1 [N ]; arriba, paraq1.y u2 [N ];

abajo, paraq2:
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Figura 3.10: Error en estado estable.e1 [rad] con línea segmentada paraq1 y e2 [rad] con línea

sólida paraq2.
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dondeKp =

24 10 0

0 10

35 ; Kd =

24 1 0

0 1

35 ; con condiciones iniciales para los pesos sinápticos

W � = [�40;�45;�85;�65;�20;�10;�15; 5;�25;�1;�50;�15]. La ley de actualización de

pesos es

�cW = K!�(x)r
T

dondeK! =

24 300 0

0 300

35 y la ganancia del SM esKs =

24 40 0

0 40

35 : La Figura3.11

y la Figura3.12muestran el seguimiento de la posiciónq = [q1; q2]. Enseguida, la Figura3.13

muestra el error de seguimiento y la Figura3.14muestra la señales de control para cada eslabón.

0 5 10 15
1

0

1

2

tiempo [s ]

Posición de q1

Figura 3.11: Trayectoria deseadaqd1 [rad]; línea sólida. Pocisión angularq1 [rad]; línea segmen-

tada.

El error en estado estable no es cero tal como se muestra en la Figura3.15.
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Posición de q2

Figura 3.12: Trayectoria deseadaqd2 [rad]; línea sólida. Pocisión angularq2 [rad]; línea segmen-

tada.
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Figura 3.13: Error de seguimiento de trayectoria,e1 [rad] con línea segmentada paraq1 y e2

[rad] con línea sólida paraq2.
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Figura 3.14: Señales de control para seguimiento de trayectoria,u1 [N ]; arriba, paraq1.y u2 [N ];

abajo, paraq2:
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Figura 3.15: Error en estado estable.e1 [rad] con línea segmentada paraq1 y e2 [rad] con línea

sólida paraq2.
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IV
Control PD con compensación por Redes

Neuronales y Modos Deslizantes de

Segundo Orden en serie para un Robot

Manipulador

En este capítulo se plantea el problema de control de un robot manipulador den eslabones

con incertidumbre paramétrica.F y G que son términos no lineales que se pueden aproximar

por una NN. Se propone un control PD con compensación NN serie con un control SOSM. En

particular se usa el controlador TA. Mientras el Control PD+NN lleva el error de seguimiento

a una zona determinada por el error de aproximación de la red neuronal y la ganancia PD, el

controlador TA asegura que el error sea llevado a cero cuandot tiende a infinito.

A partir del resultado del Capítulo 3 donde se demuestra estabilidad práctica del sistema

en cuestión usando un control PD con compensación NN, primero se muestra que el origen es

un punto de equilibrio globalmente uniformemente asintóticamente estable del sistema en lazo

cerrado usando el controlador TA. Para el control serial que se propone, PD+NN+SOSM, se
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demuestra estabilidad global uniforme asintótica del sistema en lazo cerrado, después, se discute

los beneficios del controlador y finalmente se detalla como se realizaron las simulaciones para

comprobar su funcionamiento.

4.1. Control de un Robot Manipulador con Modos Deslizan-

tes de Segundo Orden

Considere el sistema (3.1)

M (q)
��
q + C

�
q;

�
q
�
�
q +G (q) + F

�
�
q
�
= �

Introduzca las variablesx1 = q 2 <n y x2 = _q 2 <n; y el error de seguimiento

x1 = x1 � xd1; x2 = _x1 � _xd1;
�
x1 = x2

dondexd1 es un vector de posición articular deseada yxd2 es el vector de velocidad articular

deseada. Para el caso escalar, i.e. cuandoq 2 < , el control puede ser diseñado directamente

usando SOSM.

Particularmente, de nuevo para el caso escalar, es posible usar directamente el controlador

TA [17] como ley de control

u = ��sign(x1)� �sign(x2) (4.1)

donde� y � son constantes positivas. El algoritmo garantiza estabilidad en tiempo finito del

error de seguimiento bajo perturbaciones acotadas. Para esto se reescribe el sistema como2n

ecuaciones diferenciales de primer orden

�
�x1 = �x2

M
�
�x2 = � � C�x2 �M �qd � C _qd + d

donded es

d = �G� F
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Recordando que la matrizM(q) es invertible, ya queM(q) =MT (q) es estríctamente defini-

da positiva, se puede reescribir

�
�x1 = �x2

�
�x2 = f (t; �x1; �x2) + g(�x1) � + �(t) (4.2)

donde la parte nominal del sistema es

f (t; �x1; �x2) = �M�1 �C�x2 �M �qd � C _qd� ; g(�x1) =M
�1(�x1)

y las incertidumbres están concentradas en�(t) =M�1d; lo cual cumple que las perturbaciones

son acopladas y están acotadas por hipótesis, i.e.,j�(t)j � �� 8 t � 0.

El control puede ser elegido como se muestra en el teorema 4.1 que proporciona estabilidad

global uniforme asintótica, del error de seguimiento, del sistema (4.2).

Teorema 4.1 El control

� = g�1(�x1)(u� f (t; �x1; �x2)) (4.3)

dondeu = (u1;:::; un)T ,

ui = ��isign(xi1)� �isign(xi2); i = 1; :::; n: (4.4)

con las ganacias seleccionadas para satisfacer

�i > �i > ��i (4.5)

garantiza estabilidad global uniforme asintótica cuando t tiende a infinito del error de

seguimiento, es decir

l��m
t!1

�x1(t) = 0 (4.6)

Demostración.Primero note queg�1(�x1) = M , por lo que esta bien definido. Ahora apli-

cando el control� (4.3), agrupando las ecuaciones del sistema (4.2) por bloques donde cada

bloque tiene su propia entrada y está acoplado con los demás solo a través de la perturbación, se

obtiene

�
�x
i

1 = �xi2
�
�x
i

2 = ui + �i
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ui es el controlador (4.4), es decir,

ui = ��isign(xi1)� �isign(xi2); i = 1; :::; n:

el sistema en lazo cerrado es

�
�x
i

1 = �xi2
�
�x
i

2 = ��isign(xi1)� �isign(xi2) + �i (4.7)

Ahora bien, proponiendo el siguiente conjunto de funciones candidatas de Lyapunov, una por

cada subsistema,

Vi
�
xi1; x

i
2

�
=
1

2

�
xi2
�2
+ �

��xi1�� ; i = 1; :::;m;
se puede observar que esVi no es contínuamente diferenciable por lo se realiza un análisis

usando el Principio de Invarianza Extendida. Calculando la derivada a lo largo de las trayectorias

de cada subsistema

�
Vi
�
xi1; x

i
2

�
j �
�x
i

1;
�
�x
i

2

= xi2
�
�x
i

2 + �sign(x
i
1)
�
�x
i

1

= �xi2
�
�isign(x

i
1) + �isign(x

i
2) + �i

�
+ �sign(xi1)x

i
2

= �xi2�isign(xi2) + xi2�i

cuando�i = 0;
�
Vi
�
xi1; x

i
2

�
j �
�x
i

1;
�
�x
i

2

= �xi2�isign(xi2)

el sistema en lazo cerrado (4.7) es estable. Ahora bien, considerando�i 6= 0

�
Vi � �

��xi2�� �i ��sign(xi2)��+ ��xi2�� ��i
= �

��xi2�� �i + ��xi2�� ��i
= �

��xi2�� ��i � ��i�
Si las ganancias del controlador TA satistacen (4.5), entonces

�
Vi � 0
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Se concluye estabilidad del error de seguimiento para cada subsistema, y por tanto, para el

sistema completo. Además, usandoVi = 1
2

�
xi2
�2
+ �

��xi1�� y Wi = x
i
1x
i
2 [23], se prueba que el

error de seguimiendo es globalmente asintóticamente estable, es decir, (4.6). Para verificar la

condición1;
�
Vi � �

��xi2�� ��i � ��i� = �V i1 �xi2�
ya que se cumple queV1 es una función continua semidefinida positiva

V i1
�
xi2
�
=
��xi2�� ��i � ��i�

con

_W i
1 =

�
xi2
�2 � xi1 ��isign(xi1) + �isign(xi2)� �i�

�
��xi2�� ��xi2��� ��xi1���i + xi1�isign(xi2)� xi1 j�ij

�
�
�i � ��i

� �
�i � ��i

��1 ��xi2�� ��xi2��� ��xi1�� ��i � �i + ��i�
= 

�
�i � ��i

��1 ��xi2��� ��xi1�� ��i � �i + ��i�
= 

�
�i � ��i

��2
V i1
�
xi2
�
�
��xi1�� ��i � �i + ��i�

= 
�
�i � ��i

��2
V i1
�
xi2
�
�W i

1(x
i
1)

la cual es menor que cero en el conjuntoV 1 =
��
xi1; x

i
2

�
:
��xi2�� ��i � ��i� � 	 : Dado que

�i > �i > ��i, V
i
1

�
xi2
�
+W i

1(x
i
1) =

��xi2�� (�i � �i) + ��xi1�� ��i � �i + ��i� es una función definida

positiva, por el teorema del principio de invarianza extendida el origen,�x1(t) = 0; es un punto

de equilibrio globalmente uniformemente asintóticamente estable del sistema (4.7).

Comentario 4.1 �� es la cota superior dekG+ Fk ; por lo que, las ganancias deben ser lo

suficiente grandes para compensar la perturbación, generando un mayor efecto de chattering.

4.2. Control PD con compensación por Redes Neuronales y

Modos Deslizantes de Segundo Orden en serie

Existen dos problemas con el controlador paralelo (3.10)
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El PD+NN y la compensación por SM, son aplicados a la planta al mismo tiempo. Mien-

tras la NN es entrenada, el SM es aplicado, es decir, la ganancia SM debe ser lo sufi-

cientemente grande tal que cancele el error de estructura de la red neuronal en fase de

entrenamiento.

Esta restringido a sistemas con grado relativo 1.

Dado el problema anterior en el control PD+NN+SM, en esta tesis se propone el siguiente

modelo de Control PD con NN y SOSM en serie, (PD+NN/SOSM), para resolverlo.

Primero, un algoritmo de conmutación, conmutándo solo una vez, asegura que el controlador

SOSM inicie después que el entrenamiento de la NN termine. El controlador PD+NN/SOSM es

� = st� 1 + (1� st) � 2 (4.8)

Dondest es una variable que conmuta entre entre el controlador� 1 y el controlador� 2 y toma

los valores1 y 0, lo cual se define como

st =

8<: 1 if krk2Q � ��

0 if krk2Q < ��
(4.9)

donde�� es definida como la cota superior del error de seguimiento del controlador PD+NN,

krk2Q = rTQr; Q = Kv � ��11 ; �1 es definido en (3.7): El control (4.8) es llamado de compen-

sación serial, porque el control neuronal� 1 y el modo deslizante� 2 no son aplicados al mismo

tiempo al robot manipulator, por el contrario, son aplicados uno a uno. El control� 1 es el control

PD+NN, esto es

� 1 = �Kvr �cWt�(x) (4.10)

donde la NN aproxima los parámetros desconocidos

cWt�(x) � d+ f

dondez (x) = M

�
�
�
x1 �

��
qd
�
+ C

�
�x1 �

�
qd
�
; d = � (G+ F ) : La ley de actualización de

los pesos sinápticos es
�cWt = stKw�(x)r

T (4.11)
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El control� 2 es un control SOSM usando, como en la sección 3.1, un controlador TA [17]

para el caso escalar, es decir,q 2 <n con la ley de control (4.1). En el caso general, cuando

q 2 <n, es posible usar la misma idea, de la misma manera descomponiendo el sistema original

enn subsistemas escalares. Para esto reescribe el sistema como2n ecuaciones diferenciales de

primer orden

�
�x1 = �x2

M
�
�x2 = � � C�x2 + d

donded es

d = �

Recordando que la matrizM(x) es invertible, ya queM(x) =MT (x) es estríctamente definida

positiva, se puede reescribir

�
�x1 = �x2

�
�x2 = f (t; �x1; �x2) + g(�x1) � + � (4.12)

donde la parte nominal del sistema es

f (t; �x1; �x2) = �M�1 (C�x2) ; g(�x1) =M
�1(�x1)

y las incertidumbres están concentradas en� = M�1d; lo cual cumple que la condición de

acoplamiento para la incertidumbre y, además, están acotadas por hipótesis, i.e.,k�k � ��;8

t � 0.

El teorema 4.2 proporciona estabilidad global uniforme asintótica del error de seguimiento,

cuando t tiende a infinito, del sistema (4.12).

Teorema 4.2 Sea el control (4.8) const 2 [0; 1]; donde el controlador� 1 es el control PD con

compensación NN (4.10), con la ley de adaptación de los pesos sinápticos (4.11) y el controlador

es� 2

� 2 = g
�1(�x1)(u� f (t; �x1; �x2))

CINVESTAV-DCA 47



Control PD con compensación por Redes Neuronales y Modos Deslizantes de Segundo
Orden en serie para un Robot Manipulador

dondeu = (u1;:::; un)T ,

ui = ��isign(xi1)� �isign(xi2); i = 1; :::; n;

con las ganancias seleccionadas para satisfacer

�i > �i > �� (4.13)

garantiza estabilidad global uniforme asintótica cuando t tiende a infinito del error de

seguimiento, es decir

l��m
t!1

�x1(t) = 0 (4.14)

Demostración.La prueba se divide en dos partes:

I) Si krk2Q � ��, st = 1 y � = � 1: Con la función candidata de LyapunovW = 1
2
rTMr +

1
2
tr
�fW T

t K
�1
w
fWt

�
: Por (3.9) r converge a una bola de radio��:

II) Si en el tiempot = t0; krk2Q < ��; entonces,st = 0 y � = � 2: Aplicando el control

� 2, agrupando las ecuaciones del sistema (4.2) por bloques donde cada bloque tiene su propia

entrada y está acoplado con los demás a través de la perturbación, se obtiene

�
�x
i

1 = �xi2
�
�x
i

2 = ui + �i

ui es el controlador (4.1), es decir,

ui = ��isign(xi1)� �isign(xi2); i = 1; :::; n:

el sistema en lazo cerrado es

�
�x
i

1 = �xi2
�
�x
i

2 = ��isign(xi1)� �isign(xi2) + �i (4.15)

con

k�ik � ��
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Ahora bien, proponiendo el siguiente conjunto de funciones candidatas de Lyapunov, una por

cada subsistema,

Vi
�
xi1; x

i
2

�
=
1

2

�
xi2
�2
+ �

��xi1�� ; i = 1; :::;m;
se puede observar queVi no es contínuamente diferenciable por lo se realiza un análisis

usando el Principio de Invarianza Extendida, de manera análoga al análisis del controlador (4.3),

canculando la derivada a lo largo de las trayectorias de cada subsistema

�
Vi
�
xi1; x

i
2

�
j �
�x
i

1;
�
�x
i

2

� �
��xi2�� (�i � ��)

cuando�� = 0;
�
Vi
�
xi1; x

i
2

�
j �
�x
i

1;
�
�x
i

2

= �xi2�isign(xi2)

el sistema en lazo cerrado (4.15) es estable. Ahora bien, considerando�i 6= 0

�
Vi � �

��xi2�� (�i � ��)
Si las ganancias del controlador TA satistacen (4.13), entonces

�
Vi � 0

Se concluye estabilidad del error de seguimiento para cada subsistema, y por tanto, para el

sistema completo. Además, usando el principio de invarianza extendida, conVi =
1
2

�
xi2
�2
+

�
��xi1�� yWi = x

i
1x
i
2 [23], se prueba que el error de seguimiendo es globalmente uniformemente

asintóticamente estable, es decir, (4.14). Para verificar la condición1;

�
Vi � �

��xi2�� (�i � ��) = �V i1 �xi2�
ya que se cumple queV1 es una función continua semidefinida positiva

V i1
�
xi2
�
=
��xi2�� (�i � ��)

con

_W i
1 �  (�i � ��)

�2 V i1
�
xi2
�
�W i

1(x
i
1)

el cual es menor que cero en el conjuntoV 1 =
��
xi1; x

i
2

�
:
��xi2�� (�i � ��) � 	 : Dado que�i >

�i > �� V
i
1

�
xi2
�
+W i

1(x
i
1) =

��xi2�� (�i � ��) + ��xi1�� (�i � �i + ��) es una función definida positiva
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si , por el teorema del principio de invarianza extendida el origen,�x1(t) = 0; es un punto de

equilibrio globalmente uniformemente asintóticamente estable del sistema (4.15).

Comentario 4.2 �� es la cota superior del error de estructura de la red neuronal, i.e.��; por

lo que las ganancias deben ser lo suficientemente grandes para compensar la perturbación

determinada por�� lo que conlleva a un menor efecto de chattering.

Comentario 4.3 El controlador (4.9) requiere un parámetro de diseño:��, la cota superior del

error de estructura de la red neuronal, ya que es la constante de conmutación. Cuando inicia la

compensación del modo deslizante,�� decide cuando se termina el aprendizaje de la red neuronal

e inicia el control por modos deslizantes. Como elegir este parámetro es elección del usuario.

Cuando más grande es��; el tiempo de entrenamiento de la red neuronal es más pequeño. En este

caso, el error de modelo de la red neuronal es más grande. Si�� es muy pequeño la dinámica no

modelada evita que la condiciónkrk2Q < �� se cumpla, por lo que el controlador (4.9) no puede

activar la compensación por modos deslizantes.

4.3. Simulación

Para efectos de simulación se usa el modelo de referencia del capitulo 3, un robot manipu-

lador de dos eslaboles, para evaluar el algoritmo propuesto. De las misma manera, son usados

los párametros del modelo del robot, de referencia y de condiciones iniciales.

4.3.1. Controlador Twisting

Con un controlador TA, para cada eslabón, de la forma

ui = ��isign(xi1)� �isign(xi2); i = 1; 2: (4.16)

donde�1 = 12; �2 = 15; �1 = 6; �2 = 9: La Figura4.1y la Figura4.2muestran el seguimiento

de la posiciónq. Por otra parte, la Figura4.3 muestra el error de seguimiento y la Figura4.4

muestra la señales de control para cada eslabón.
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Posición de q1

Figura 4.1: Trayectoria deseadaqd1 [rad]; línea sólida. Pocisión angularq1 [rad]; línea segmen-

tada.
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Figura 4.2: Trayectoria deseadaqd2 [rad]; línea sólida. Pocisión angularq2 [rad]; línea segmen-

tada.
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Figura 4.3: Error de seguimiento de trayectoria,e1 [rad] con línea segmentada paraq1 y e2 [rad]

con línea sólida paraq2.
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Figura 4.4: Señales de control para seguimiento de trayectoria,u1 [N ]; arriba, paraq1.y u2 [N ];

abajo, paraq2:
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Se observa que el control SOSM es rápido y el error de seguimiento converge a cero tal como

se muestra en la Figura4.5.

0 5 10 15
0.1

0.05

0

0.05

0.1

tiempo [s ]

Error de seguimiento

Figura 4.5: Error en estado estable.e1 [rad] con línea segmentada paraq1 y e2 [rad] con línea

sólida paraq2.

4.3.2. Control PD con compensación por Redes Neuronales y Modos Des-

lizantes de Segundo Orden en serie

La velocidad de convergencia del control de SM es rápida pero siempre hay chattering en la

señal de control. El control por NN no presenta chattering, pero la velocidad de convergencia

es más lenta y el error de seguimiento es grande. En el controlador PD+NN/SOSM, la fricción

y la gravedad son aproximados por una NN estática tipo perceptrón multicapa (2.4), donde la

función de activación�(x); es

�(x) = tanh(x);

con la ley de control� 1

� 1 = �Kvr �cW�(x)
dondeKp =

24 10 0

0 10

35 ; Kd =

24 1 0

0 1

35 ; con condiciones iniciales para los pesos sinápticos

W � = [�40;�45;�85;�65;�20;�10;�15; 5;�25;�1;�50;�15]. La ley de actualización de
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pesos es

�cW = K!�(x)r
T

dondeK! =

24 100 0

0 100

35 : La ley de control

� 2 = g
�1(�x1)(u� f (t; �x1; �x2))

dondeu = (u1; u2)T , es un controlador TA de la forma

ui = ��isign(xi1)� �isign(xi2); i = 1; 2: (4.17)

donde�1 = 12; �2 = 15; �1 = 6; �2 = 9: Se observa que el control por modos delizantes de

segundo orden es rápido y el error de seguimiento converge a cero. La Figura4.6y la Figura4.7

muestran el seguimiento de la posiciónq cuando el modo deslizante inicia ent = 6 seg. Por otra

parte, la Figura4.8muestra el error de seguimiento y la Figura4.9muestra la señales de control

para cada eslabón.
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1

0

1

2

tiempo [s ]

Posición de q1

Figura 4.6: Trayectoria deseadaqd1 [rad]; línea sólida. Pocisión angularq1 [rad]; línea segmen-

tada.

El error en estado estable es cero tal como se muestra en la Figura4.10.
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Figura 4.7: Trayectoria deseadaqd2 [rad]; línea sólida. Pocisión angularq2 [rad]; línea segmen-

tada.
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Figura 4.8: Error de seguimiento de trayectoria,e1 [rad] con línea segmentada paraq1 y e2 [rad]

con línea sólida paraq2.
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Figura 4.9: Señales de control para seguimiento de trayectoria,u1 [N ]; arriba, paraq1.y u2 [N ];

abajo, paraq2:
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Figura 4.10: Error en estado estable.e1 [rad] con línea segmentada paraq1 y e2 [rad] con línea

sólida paraq2.
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4.3 Simulación

Se puede observar que el controlador PD con compensación por NN conmutado al contro-

lador TA ent = 6 seg, converge mas rápido que el controlador PD+NN y tiene menos chattering

que el controlador TA.

A continuación se muestran los resultados para una propuesta de trabajo futuro, tal caso es,

un control serial es PD+NN/PD+NN+SOSM.

4.3.3. Controlador PD+NN/PD+NN+SOSM

En este tipo de controlador, el control PD+NN inicia y después de cierto tiempo de entre-

namiento de la NN, (cuando el error de seguimiento ha entrado a la zona del error de estructura

de la NN), se activa el SOSM para compensar el error de estructura de la NN, sin desconectar

el controlador PD+NN. Los parámetros de simulación del controlador son los mismos para el

control PD+NN, sin embargo para el controlador

� 2 = g
�1(�x1)(u� f (t; �x1; �x2))

dondeu = (u1; u2)T , es un controlador TA de la forma

ui = ��isign(xi1)� �isign(xi2); i = 1; 2: (4.18)

las ganancias son�1 = 4; �2 = 5; �1 = 2; �2 = 3: Las Figuras4.11 y 4.12 muestran el

seguimiento de trayectoria de la posiciónq1 y q2. En la Figura4.14se puede observar las señales

de control para cada eslabón y en la Figura4.13se muestra el error de seguimiento.

El error en estado estable es cero tal como se muestra en la Figura4.15.

El principal problema a resolver es encontrar la función de Lyapunov que demuestre que

la red neuronal y el modo deslizante cooperan, es decir la red no toma como incertidumbre la

modo deslizante y viceversa.
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Figura 4.11: Trayectoria deseadaqd1 [rad]; línea sólida. Pocisión angularq1 [rad]; línea segmen-

tada.
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Figura 4.12: Trayectoria deseadaqd2 [rad]; línea sólida. Pocisión angularq2 [rad]; línea segmen-

tada.
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0 5 10 15
1

0

1

2

tiempo [s ]
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Figura 4.13: Error de seguimiento de trayectoria,e1 [rad] con línea segmentada paraq1 y e2

[rad] con línea sólida paraq2.
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Figura 4.14: Señales de control para seguimiento de trayectoria,u1 [N ]; arriba, paraq1.y u2 [N ];

abajo, paraq2:
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Figura 4.15: Error en estado estable.e1 [rad] con línea segmentada paraq1 y e2 [rad] con línea

sólida paraq2.

4.4. Análisis Comparativo

Finalmente, para comparar la eficiencia de cada controlador, la Tabla 1 muestra el tipo de

controlador con su respectiva amplitud máxima que se interpreta como el esfuerzo máximo del

control y los valores entre los que oscila el error en estado estable.

Tabla 1. Tabla comparativa

Controlador Amplitud MáximaControl[N ] Error en estado estable[rad]

PD 500 0;1

PD+NN 70 0;05

PD+NN+SM 100 0;02

SOSM 90 0

PD+NN/SOSM 70 0

PD+NN/PD+NN+SOSM 70 0

Se observa la ventaja clara del controlador propuesto ya que se tiene error cero y menos es-

fuerzo de control, sin embargo, el control propuesto como trabajo futuro presenta menos chatter-

ing, tal como se ve en la Figura (4.14).
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V
Conclusiones

5.1. Conclusiones finales

Se diseñó un esquema de control combinando un control PD clásico, NN y SOSM que

garantiza estabilidad asintótica del error de seguimiento para el problema de seguimiento

de trayectoria de un robot manipulador con fricción y gravedad desconocidas.

La prueba de estabilidad del sistema en lazo cerrado con el controlador propuesto es de-

tallada.

Se realizó una comparación del esquema propuesto con otros existentes, mostrando una

mejora en la precisión.

Aunque existen muchos tipos de controladores PD con redes neuronales y PD con mo-

dos deslizantes, el controlador PD con redes neuronales y modos deslizantes serial que

garantiza convergencia global uniforme asintótica, no existe en la literatura.
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5.2. Trabajos futuros

1. Probar convergencia en tiempo finito del controlador propuesto.

2. Usar la red neuronal para adaptar las ganancias del twisting y reducir el chattering.

3. La red neuronal es un control lento y el control por modos deslizantes es rápido, por lo

que se puede encontrar un parámetro que acelere la convergencia del la red neuronal y asi

tener una rápida convergencia al combinar ambas leyes de control.

4. Usar los algoritmos de control SOSM (e.g., cuasicontinuo, terminal) con Ganancia Vari-

able junto con NN.
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