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Resumen

Los avances del aprendizaje automático permiten desarrollar estructuras y combinaciones

de redes neuronales arti�ciales que facilitan y mejoran el rendimiento en las tareas a las que

se aplican. En este trabajo se genera una estructura que combina la información disponible

con la información estadística de los datos de entrada-salida en el sistema dinámico, a

partir de la cual se puede generar una estructura de ajuste �no de pesos con dos lotes de

entrenamiento, el primer lote entrena la red neuronal con la información de entrada y salida

disponible mientras que el segundo lote utiliza la información estadística para actualizar

de nuevo los pesos en la red neuronal. Por otro lado, una red neuronal se aplica para

modelar distribuciones de probabilidad combinadas con la inferencia bayesiana para obtener

distribuciones de probabilidad a posteriori que pueden aplicarse a información importante

como pueden ser los parámetros sísmicos.

Abstract

Machine learning advances allow to development structures and combinations of arti�cial

neural networks that facilitate and improve the performance on tasks to which they are

applied. In this work we generate a structure that combines available information with the

statistical information of input-output data in the dynamic system, from which a �ne tuning

structure of weights can be generated with two training batches, the �rst batch trains the

neural network with the available input and output information while the second batch uses

the statistical information to update again the weights in the neural network. On the other

hand, a neural network is applied to model probability distributions combined with Bayesian

inference to obtain posterior probability distributions that can be applied to important

information such as seismic parameters.
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Capítulo 1

Introducción

Las metodologías de inferencia Bayesiana surgen como herramienta de aprendizaje

automático por sus facilidades de crear conocimientos y actualizaciones en el enfoque

probabilístico de los datos, siendo una herramienta similar a las redes neuronales arti�ciales.

Incluso estas herramientas se han implementado y asimilado dentro de los procesos de

aprendizaje automático, donde la diferencia principal con las redes neuronales arti�ciales,

que minimizan el error de modelado en la salida de la red con los datos reales analizados

para actualizar los pesos en una red, en la metodología Bayesiana en redes neuronales busca

una distribución de probabilidad en los pesos de la red aplicando la teoría Bayesiana para

identi�car una distribución de probabilidad que se tiene en los datos y que es llamada como

predicción de la distribución.

Los aprendizajes de redes neuronales con enfoque Bayesiano se han presentado en los

años ochenta sumando esta alternativa a la identi�cación de sistemas dinámicos obteniendo

resultados para los datos representados mediante información de probabilidad como lo

es una distribución. Por lo que estas redes neuronales que podemos llamar de tipo

Bayesiano se utilizan principalmente para obtener clasi�cación, identi�cación y predicción

de distribuciones de probabilidad.

Con los resultados que arrojan los enfoques de aprendizaje en las redes neuronales y

los obtenidos con las redes neuronales Bayesianas, se busca realizar redes neuronales con
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estructuras profundas que combinen estos resultados y mejoren el rendimiento al momento

de aplicar la red neuronal a datos reales.

1.1. Motivación

En este trabajo se busca realizar la combinación de las metodologías Bayesianas y las redes

neuronales para generar una estructura profunda que nos permita realizar los procedimientos

de inferencia Bayesiana para distribuciones posteriores, así como una estructura que

combinen estos enfoques para la identi�cación de sistemas dinámicos.

1.2. Objetivos

Objetivo General:

Generar una estructura con redes neuronales para la identi�cación de sistemas dinámicos

mediante la combinación de información estadística disponible en el sistema analizado.

Objetivos particulares:

Utilizar la inferencia Bayesiana para la obtención de distribuciones a posteriori por

medio de información reciente.

Aplicar la inferencia Bayesiana para el modelado de la distribución de probabilidad de

parámetros sísmicos.

Combinar una red neuronal y la metodología Bayesiana para la obtención distribuciones

de probabilidad a posteriori.

Combinar redes neuronales con información estadística para la identi�cación de

sistemas dinámicos.
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1.3. Estructura

En este trabajo se analiza la teoría Bayesiana así como la aplicación de esta en redes

neuronales, desarrollando en el capítulo 2 el teorema de Bayes para obtener distribuciones de

probabilidad además de las estructuras principales de las redes neuronales hasta de�nir una

estructura profunda y aprendizaje profundo para una red neuronal, el capítulo 3 describe

el análisis sobre el cálculo de distribuciones de probabilidad posteriores y una mejora en

el proceso de actualización de distribuciones por medio de datos recientes realizando una

implementación sobre distribuciones de probabilidad para parámetros sísmicos, el capítulo 4

realiza la combinación de las redes neuronales y el método Bayesiano para la obtención

de distribuciones posteriores, así como, una estructura para obtener identi�car sistema

dinámicos mediante la información estadística disponible, en el capítulo 5 se tienen la

aplicación del cálculo de distribuciones a posteriori para parámetros sísmicos así como la

identi�cación de dos sistemas dinámicos, mientras que en los capítulo 6 y 7 se presentan las

conclusiones y trabajos a futuro respectivamente.

1.4. Contribuciones

La primera parte de este trabajo se enfoca en el análisis y desarrollo de técnicas

basadas en distribuciones de probabilidad para la búsqueda de distribuciones que re�ejen

información de eventos que ocurren en el futuro. Debido a las facilidades que presentan las

teorías Bayesianas para el cálculo de distribuciones posteriores y su analogía con resultados

predictivos que realiza una red neuronal, se utilizan estas herramientas en este trabajo

para obtener un análisis y resultados sobre las distribuciones a posteriori por medio de

información reciente en el cálculo de la inferencia Bayesiana. Se estudió e implementó el

método de Monte Carlo para obtener las distribuciones a posteriori de los parámetros

de magnitud, distancia y tiempo en los sismos en una región de Italia y México, además

implementar información reciente para el cálculo de las distribuciones obteniendo mejoras

en la predicción de estas.
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Con esto se presentaron dos trabajos en conferencias internacionales:

Morales, J., Yu, W., & Telesca, L. (2019). Bayesian Analysis of the Magnitude of

Earthquakes Located in a Seismic Region of Italy. MDPI Proceeding, Vol.24(1),

DOI:10.3390/IECG2019-06214.

Morales, J., & Yu, W. (2021, October). A novel Bayesian inference based

training method for time series forecasting. In 2021 IEEE International

Conference on Systems, Man, and Cybernetics (SMC) (pp. 909-913). IEEE. DOI:

10.1109/SMC52423.2021.9659009.

Una vez que se plantearon las bases de los enfoques de probabilidad para la predicción

de las distribuciones, se realizaron combinaciones de este enfoque con las redes neuronales

arti�ciales con el objetivo de obtener distribuciones a posteriori. También se obtuvo una

estructura basada en redes neuronales que permite identi�car sistemas dinámicos mediante

la información estadística disponible en el sistema dinámico analizado.

Con estos enfoques se publicaron los siguientes trabajos en revistas especializadas:

Morales, J., Yu, W., & Telesca, L. (2020). Bayesian Approach for Estimating the

Distribution of Magnitudes, Interevent Times and Distances of Earthquake Sequences.

Cybernetics and Systems, 51(8), 733-745. DOI:10.1080/01969722.2020.1814582.

Morales, J., Yu, W., & Telesca, L. (2022). Bayesian inference for data-driven training

with application to seismic parameter prediction. Soft Computing, 26(2), 867-876.

DOI:10.1007/s00500-021-06232-z.

Morales, J., & Yu, W. (2021). Improving neural network's performance using Bayesian

inference. Neurocomputing, 461, 319-326. DOI:10.1016/j.neucom.2021.07.054.



5

Capítulo 2

Redes neuronales y enfoque Bayesiano

para modelado de datos.

En este trabajo se desarrolla la teoría y aplicación de redes neuronales considerando el

empleo de información estadística en el modelado de sistemas dinámicos e implementación

de redes neuronales Bayesianas para el modelado de distribuciones de probabilidad, con

esto se busca modelar sistemas dinámicos además de obtener distribuciones de probabilidad

sobre parámetros del mismo sistema. Se presentan estructuras que complementan a las

redes neuronales simples con las cuales se busca la mejora en el rendimiento en la capacidad

de identi�cación de sistemas dinámicos por medio de la red neuronal.

En los años cincuenta, Frannk Roseblant implementó ideas presentadas por McCulloch y

Pitts (1943) para implementar ordenadores que fungieran como redes neuronales arti�ciales,

donde apareció la estructura de una red neuronal arti�cial. En este trabajo se aplica una

estructura simple que simula la neurona arti�cial cerebral llamada �perceptrón�, con la cual

se pueden realizar tareas de clasi�cación sencilla como lo es una tarea de tipo seleccionador

�OR� donde se elige una sección u otra, así como, una tarea de seleccionador �AND� donde

se determinan conjuntos de una sección. Pero al presentarse tareas como un seleccionador

de tipo �XOR� este tipo de red neuronal tiene complicaciones [25]. En la siguiente �gura 2.1
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se observa la estructura de una red neuronal arti�cial simple con sólo una capa de pesos con

una función de activación, además de que el número que se indica en las redes neuronales

arti�ciales para sus capas esta dado por el número de capas de pesos que esta contiene.

Figura 2.1: Modelo de una red neuronal con una Neurona (Perceptrón).

La red neuronal arti�cial tiene como salida y que es la sumatoria de las entradas x al cual

se le otorga un índice llamado peso ω y que pasa por medio de una función de activación ϕ:

ŷ = ϕ

(
i=m∑
i=1

Wixi

)
(2.1)

En la estructura de una red neuronal se modi�ca el número de sus capas para cumplir

con la tarea asignada, obteniendo una profundidad asignando un numero de capas en la

red neuronal de forma horizontal y el aumento de neuronas por capa de forma vertical, se

considera el número de capas en la red como el número de pesos en la red y no el número

de capas de neuronas:

ŷ = ϕ

(
i,j=m∑
i,j=1

Wjixi

)
(2.2)

La estructura que contiene más de una capa es conocida como perceptrón multicapa y a

estas modi�caciones en la estructura para hacerla más grande se también lleva el nombre de
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estructura profunda para la red neuronal. Los principales cambios en la estructura profunda

de una red se llevan a cabo por medio de más capas ocultas en la estructura u otra red

neuronal conectada en serie para la modi�cación en horizontal y la profundidad en la

estructura vertical puede llevarse a cabo mediante el aumento de nodos en las capas ocultas

de la red u otra red neuronal conectada en paralelo.

El entrenamiento de la red se basa en el error modelado el cual se de�ne como la diferencia

entre la salida del sistema dinámico y la salida de la red que lo modela. Este error se emplea

en una función de costo J como se observa en la ecuación (2.3), la cual se debe minimizar

mediante la modi�cación de los pesos de la red neuronal. Para este caso, como se identi�ca

un sistema dinámico con las variables x como la entrada y y como la salida se tomará una

nueva nomenclatura para la red como u para la entrada a la red y ŷ será la salida de la red:

J(k) =
1

2
e2 =

1

2
(y(k)− ŷ(k))2 (2.3)

Para optimizar los pesos se utiliza la metodología de entrenamiento conocida como

propagación hacia atrás del error (Back-propagation), en la cual el error cuando se propaga

a la capa oculta en la red representa la derivada del error analizada en la salida con relación

a cada uno de los pesos Wi:

∂J

∂Wi

=
∂ŷ

∂Wi

∂J

∂ŷ
=
∂ŷi
∂ϕ

∂ϕ

∂Wi

∂J

∂ŷ
(2.4)

Por lo que la actualización de los pesos queda representada en función del error de

modelado que aparece en la capa de pesos de la red neuronal analizado mediante una taza

de aprendizaje (η):

∆ωi = −η ∂J
∂Wi

(2.5)

La última parte de la estructura de la red neuronal es procesada por una función de lógica

aplicada a la salida de la red neuronal, quedando clasi�cados los valores que salen de la red

neuronal, y que se conoce como función de activación que puede tener valores binarios o en

la mayoría de los casos se encuentra con una forma sigmoide.
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(a) Función Binaria (b) Función Sigmoide

Figura 2.2: Funciones de activación.

En el caso de la salida de la red neuronal se tiene una función que transmite la información

de las partes internas de la red neuronal hacia la información de salida de la red, estas

funciones pueden corresponder a un �ltro, un límite o un umbral para los datos, con los

cuales se transmite la información de la red que proviene de las sumatoria de los pesos y

entradas (ωx) hacia la salida de esta. Las funciones de activación de tipo sigmoidal más

comunes:

Función logística o escalón entre cero y uno [0,1]:

ϕ(v) =
1

1 + e−av

Función tangente hiperbólica entre menos uno y uno [-1,1]:

ϕ(v) = tanh(v) =
ev − e−v

ev + e−v

Donde v es la entrada a la función de activación como v =
∑
ωmxm.

Aunque también se pueden encontrar otras funciones de activación en las redes neuronales

que también son utilizadas aunque se emplean con menor frecuencia.
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función identidad con rango [-∞,∞]:

ϕ(v) = (v)

función Gaussiana con rango [0,1]:

ϕ(v) = AeBv

función sinusoidal con rango [-1,1]:

ϕ(v) = Asen($v + %)

donde A,$ y % representan la amplitud, la frecuencia angular y la fase respectivamente.

En la �gura 2.3 se muestran las funciones de activación para la red neuronal que se usan

con menos frecuencia.

2.1. Redes neuronales con aprendizaje profundo.

En esta sección se desarrollan los principales puntos teóricos y prácticos cuando una

red neuronal se complementa por medio de una estructura de tipo profunda, enfocando en

el tipo de análisis que se ocupa para el aprendizaje automático (Machine Learning). Se

encuentran dos principales características para generar una estructura profunda, generando

una estructura horizontal aumentando el número de capas en la red neuronal, o una

estructura vertical donde se aumenta el número de nodos en la red neuronal. Estas estructuras

aparecen debido a que se desea mejorar el rendimiento de las redes neuronales ante las tareas

a realizar evitando que las redes neuronales crezcan demasiado en la cantidad de neuronas

en la capa oculta aunque el teorema de aproximación universal nos lo permita [31] pero

recordando el problema de sobre ajuste en la cual la etapa de entrenamiento se ajusta
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Figura 2.3: Funciones de activación.

muy bien mientras que la prueba de la red con el conjunto de datos de prueba tiene malos

resultados [70].

2.1.1. Aprendizaje en redes neuronales con múltiples capas (Deep

Learning).

El aprendizaje profundo permite realizar modelos de redes neuronales que están

compuestos de múltiples capas de procesamiento. Estos métodos han obtenido buenos

resultados en reconocimiento de voz, reconocimiento de objetos visuales, detección de objetos

entre otras tareas de la ingeniería [40]. El aprendizaje profundo desarrolla estructura compleja
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en grandes conjuntos de datos mediante el uso del algoritmo de propagación hacia atrás

del error (Back-Propagation) para indicar cómo una máquina debe cambiar sus parámetros

internos que se tienen en la estructura de la red. Un gran ejemplo de estas estructuras como

las redes neuronales convoluciones (CNN ) profundas han mejorado el rendimiento en los

campos de procesamiento de imágenes, video, voz y audio, así como, estructuras de redes

neuronales profundas de tipo recurrente se han aplicado en análisis de texto y el habla

obteniendo buenos resultados [40].

Figura 2.4: Red Neuronal vs Red neuronal de múltiples capas [40].

Aprendizaje Supervisado con múltiples capas.

El aprendizaje supervisado es la herramienta más común para la implementación de

las estructuras profundas en una red neuronal [40]. Para la ejecución de este tipo de

aprendizaje se debe contar con un grupo de datos disponibles catalogados en cada una de

sus especi�caciones, como la entrada y salida de un sistema.

El entrenamiento en la red ajusta sus parámetros, como lo son los pesos ω, para otorgar

los mejores resultados de la tarea a realizar, como lo puede ser en la identi�cación de un

sistema dinámico el comportamiento en la salida de este sistema. Recordando que el ajuste

de los parámetros por medio del entrenamiento de la red se realiza mediante el error de
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modelado e = y − ŷ y minimizando una función de costo basado en este mismo error.

Debido a que nos encontramos con estructuras que aumentan la cantidad de capas ocultas

en estas se ajustan un mayor número de parámetros debido a que cada una de las capas que

se aumenta tienen sus propios pesos.

El objetivo principal en la función de costo es reducir el error de modelado en la red

neuronal mediante el cambio de los pesos en cada una de las capas de la estructura en la

red, a este proceso le conoce como gradiente descendente. Por lo general este proceso se

aplica en pequeños pasos hasta que el promedio de la función objetivo deja de disminuir.

Una vez que se obtiene la estructura entrenada se pone a prueba con un conjunto de datos

que se desconocen para evaluar su rendimiento.

Una de las principales razones y ventajas por las cuales se implementan estas estructuras

es que son insensibles a grandes variaciones en el conjunto de datos como el fondo, la pose,

iluminación y objetos circundantes en la identi�cación de una imagen [40], o como la perdida

de datos y hasta el ruido en un sistema dinámico.

2.1.2. Entrenamiento de Redes con múltiples capas.

Las estructuras con múltiples capas en las redes neuronales generalmente se entrenan

por medio del método de gradiente descendente aplicando el procedimiento propagación

hacia atrás del error de modelado.

La aplicación del método de gradiente descendente para una red neuronal con dos o

más capas de neuronas ocultas se realiza mediante la regla de la cadena para derivadas que

contienen el error de modelado que se distribuye a cada una de las capas en la estructura

de la red neuronal. Con lo que la aplicación de la propagación del error hacia atrás puede

ser aplicada a estructuras con muchas capas de neuronas ocultas con el objetivo de llevar el

análisis del error �propagar�, desde la salida en el sistema dinámico analizado hasta llegar a
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la capa donde se ingresan los datos a la red.

En la �gura 2.5 se puede observar una red neuronal con múltiples capas en su estructura

con la aplicación del entrenamiento de retro propagación. Donde se muestra a) Separación

de las regiones de entrada. b) Regla de la cadena para derivadas. c) Ecuaciones para realizar

el paso hacia adelante en una red. d) Ecuaciones para realizar un paso hacia atrás en una

red.

Debido a la aplicación de estas metodologías en el aprendizaje de redes con estructura

profunda se sigue teniendo el inconveniente de encontrarse con un mínimo local en el error o

un punto silla, que no se consideran grandes problemas y que no son el objetivo de análisis

de este trabajo.

Para la profundidad de las capas se adapta el proceso de entrenamiento de propagación

hacia atrás por medio las ecuaciones del error cuadrático medio J = (y − ŷ)2 sus derivadas

se obtienen con la aplicación de regla de la cadena.

La salida de la red puede representarse como:

ŷ = ϕ1

(
m∑
i=1

Wiai + b1

)
= ϕ1(z) (2.6)

donde ai = ϕ2(
∑m

j=1 Vijxj + b2) representa a una capa oculta, b1 es el sesgo que se tiene en

la salida red neuronal, ϕ1 y ϕ2 son las funciones de activación en la red, con i = (1, ..,m)

debido a que m es el total de neuronas. Con lo que la función de costo a minimizar puede

representare en función de los parámetros de la red neuronal:

J =

(
y − ϕ1

(
m∑
i=1

Wiai + b1

))2

(2.7)

Para simpli�car vamos a sustituir los parámetros en la red como z =
∑m

i=1Wiai + b1

obteniendo a la red neuronal ŷ = ϕ1(z), con lo que se obtiene la salida de la red dependiendo

de cada uno de los pesos Wi:
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Figura 2.5: Aprendizaje de una red con múltiples capas [40].

∂ŷ

∂Wi

=
∂ŷi
∂ϕ1

∂ϕ1

∂z

∂z

∂Wi

(2.8)

Además de la relación que se tiene en la salida con respecto de los sesgo en la red neuronal:



2.1 Redes neuronales con aprendizaje profundo. 15

∂ŷ

∂b1

=
∂ŷi
∂ϕ1

∂ϕ1

∂z

∂z

∂b1

(2.9)

Para propagar el error en las capas ocultas de la red se utilizan las siguientes expresiones:

∂J
∂ai

= Wi
∂J
∂z

∂J
∂ri

= ∂J
∂ai

∂ai
∂ri

(2.10)

donde ri representa a la combinación de las entradas y pesos de la capa oculta mas el sesgo

de esta capa ri = Vijxj + b2:

∂J
∂xj

=
m∑
i=1

Vij
∂J
∂ri

∂J
∂Vij

=
m∑
i=1

∂J
∂ri

∂ri
∂Vji

(2.11)

La actualización de los pesos de la capa de salida y de la capa oculta contigua se representa

de la siguiente forma:

∆Wi = −η ∂J
∂Wi

∆Vij = Vij − η ∂J
∂Vij

(2.12)

Si la estructura tiene más capas se sigue el mismo procedimiento considerando los pesos

y las variables correspondientes en cada capa.

2.1.3. Tipos de aprendizaje en la redes neuronales

Las redes neuronales contienen parámetros que se ajustan para realizar una actividad

como lo puede ser la clasi�cación o la identi�cación. A los algoritmos que realizan estas

tareas se les conoce como métodos de aprendizaje y se clasi�can en tres grupos:

Aprendizaje Supervisados.

Aprendizaje No supervisados.

Aprendizaje por refuerzo.
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Aprendizaje supervisado.

En los métodos de entrenamiento supervisado se cuenta con un instructor que muestra

los valores de los parámetros y además indica las acciones correspondientes para ajustar

los parámetros de la red neuronal. Estos algoritmos pueden involucrar dos partes en su

funcionamiento: El entrenamiento que corresponde al ajuste de los parámetros de la red

para generar un modelo adecuado de esta, y la parte de prueba que es la ejecución de la red

sobre los datos a identi�car o clasi�car. En este tipo de aprendizaje se encuentran algunos

algoritmos habituales para actualizar los pesos en las redes neuronales como los son:

Algoritmo de regresión (Back propagation).

Regresión por Mínimos Cuadrados.

Arboles de decisión.

Además de que existen estructuras con algoritmos de aprendizaje supervisado como lo

son:

Support Vector Machine (SVM).

Máquinas Restringidas de Boltzmann (RBM).

En la �gura 2.6 se puede observar la estructura que se sigue para generar una red

neuronal arti�cial con un algoritmo de aprendizaje supervisado, en la imagen se presenta

una estructura que tiene como objetivo identi�car un grupo de imágenes las frutas.

Los algoritmos de aprendizaje para las redes neuronales más comunes son:

Red de memoria a largo plazo: Estas redes están compuestas por capas de memoria

[28]. Son llamadas redes de memoria a largo plazo o Long short-term memory (LSTM) por

sus siglas en inglés, y cada una de las células de la memoria está basada en compuertas con

diferentes funciones, como lo es la compuerta de entrada que tiene como función la escritura
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Figura 2.6: aprendizaje supervisado.

en la celda, la compuerta de salida que funciona como lectura, la compuerta de olvido que

descarta información no necesaria para la celda, estas partes de la red de largo plazo y su

estructura se puede observar en la �gura 2.7 con ht unidades de celda para cada unidad de

memoria en la red.

Figura 2.7: Arquitectura de la celda de memoria para una red LSTM [69].
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En el caso de presentar una conexión entre celdas la red de memoria a largo plazo

se conecta en serie. Se puede observar la conexión de 3 células de memoria en la red de

memoria a largo plazo en la �gura 2.8.

Figura 2.8: Conexión de 3 células de memoria de una LSTM [69].

Para esta estructura se puede generar un algoritmo con el cual se entrenan las células

de memoria de las redes de memoria a largo plazo, el cual corresponde a las siguientes

ecuaciones:

it = σi(Wxixt +Whiht−1 +Wcict−1 + bi) (2.13)

ft = σf (Wxfxt +Whfht−1 +Wcfct−1 + bf ) (2.14)

ct = ftct−1 + itσc(Wxcxt +Whcht−1 + bc) (2.15)

ot = σo(Wxoxt +Whoht−1 +Wcoct + bo) (2.16)

ht = otσh(ct) (2.17)
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donde σ representa la función de activación para cada compuerta, xt es la entrada en

el instante t para la célula de memoria, W representa a los pesos de la red, así como b

representa los sesgos en la red. Además se identi�ca a it, ft, ot, ct como las compuertas de

entrada, olvido, salida y activación respectivamente.

Máquinas de soporte vectorial o SVM por sus siglas en inglés: Este tipo de

aprendizaje es comúnmente empleado para realizar tareas de clasi�cación. En este algoritmo

se busca realizar la separación de los datos de entrada mediante un hiperplano que genera las

clases en las cuales se separaran los datos. Con lo que se tiene como objetivo una separación

óptima obteniéndose un hiperplano que tenga un margen mayor (máxima distancia con los

puntos cercanos al hiperplano) con los puntos mas cercanos a este, en donde el vector formado

por los puntos más cercanos al hiperplano son conocidos como vectores de soporte [13].

En este algoritmo se considera la clasi�cación lineal de los datos (x1, y1), · · · , (xn, yn),

para el cual yi obtiene valores de 1 y -1, lo que corresponde a dos clases diferentes en este

ejemplo. El hiperplano tiene la forma f(x) = wTx+ b, de tal manera que yif(xi) > 0 indica

que la clasi�cación es correcta, con los pesos de la red como w y los sesgos en la red como b.

Con lo que el hiperplano se puede construir satisfaciendo que wTx+ b = 0 para un conjunto

de puntos x. Con el termino b
||w|| se puede determinar el desplazamiento del hiperplano desde

el origen. En el caso de una separación lineal de los datos, se puede de�nir dos vectores de

soporte con las formas wTx + b = 1 y wTx + b = −1, también conocidos como hiperplano

negativo e hiperplano positivo, con la distancia entre estos dos vectores de�nida como 2
||w||

el cual representa el margen del hiperplano central. En donde se busca optimiza el margen

por medio de intentar minimizar a ||w||.

Si xi pertenece a la clase 1, se tiene:

(wTxi + b) ≥ 1, yi = 1 (2.18)
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Por otro lado, si xi pertenece a la clase 2, se tiene:

(wTx(i) + b) ≤ −1, yi = −1 (2.19)

A partir de las desigualdades (2.18) y (2.19) se obtiene el algoritmo:

min(w,b)||w|| (2.20)

sujeto a: yi(w
Txi + b) ≥ 1, i = 1, 2, · · · ,m (2.21)

Obteniendo el máximo margen posible en el hiperplano se genera un valor mínimo

para el parámetro de los pesos w en la red [13]. En la �gura 2.9 se muestra un ejemplo de

clasi�cación aplicando una red de soporte vectorial.

Figura 2.9: Red de vectores de soporte SVM.

Redes Neuronales Convolucionales: Estas redes también conocidas como
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Convolutional Neural Networks CNN por sus siglas en inglés se implementaron

principalmente en la identi�cación de imágenes y su algoritmo está formado principalmente

de capas convolución y submuestreo en su estructura. En la capa convolucional como

elemento principal de la red se tienen hiper-parámetro que consisten en un conjunto de �ltros

de convolución k(`). Cada �ltro realiza una convolución con todo el campo de visión y(`−1),

produciendo un mapa de características y(`) [8]. Cada elemento del mapa de características

es como una neurona que tiene relación con la entrada y comparte parámetros con neuronas

que se encuentran en el mismo mapa. El j−ésimo mapa de características de una capa está

dada por:

y
(`)
j = f

∑
i∈Mj

y
(`−1)
i k

(`)
ji + bj

 (2.22)

donde Mj representa el conjunto de entradas seleccionadas y el super índice ` representa

la capa actual. La convolución transpuesta puede verse como la operación inversa

correspondiente a la convolución, también conocida como deconvolución [87]. Mientras que

para la capa de submuestreo se busca reducir el tamaño de la entrada en la red, con la

posibilidad de tener perdidas de información pero reduciendo los cálculos. La salida de esta

capa es de la siguiente forma:

y`j = f(βjsub(y
(`−1)
j ) + bj) (2.23)

donde sub(·) representa la función de submuestreo. Usando la operación max-pool [62], esta

divide la entrada en bloques, y de cada uno de esta conserva el elemento de mayor valor

para realizar la reducción del tamaño. En el caso de la reducción también se pueden usar

las operaciones de agrupamiento estocástico en el cual se elige al azar la activación de la

red acuerdo con una distribución multinomial con la cual se asegura que las activaciones no

maximales en el mapa de características se puedan utilizar, agrupamiento Lp donde se busca
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mejorar la generalización de procedimiento de max-pool :

yi,j,k =

 ∑
(m,n)∈<i,j

(am,n,k)
p

 1
p

(2.24)

con la salida yi,j,k del operados de posición (i, j) en el k-ésimo mapa de características para

el valor de posición (m,n) dentro de la región <i,j [11] o el agrupamiento multiescala sin

orden donde se extraen características profundas de activación para la imagen total y para

los parches locales a diferentes escalas [64]. Por último este algoritmo cuenta con una capa

completamente conectada. Después de las etapas de convolución y submuestreo se cuenta

con una con�guración de neuronas completamente conectadas y que dictan el número de

clasi�caciones que se buscan hacer, por lo que esta parte �nal se utiliza principalmente

para realizar clasi�caciones usando el operador softmax, aunque también se pueden utilizar

con�guraciones para la identi�cación de sistemas, lo cual se realiza mediante una sola neurona

en la capa de salida y una función de activación como la sigmoide o una función lineal

recti�cada ReLU. Esta ultima se expresa de la siguiente forma:

f(x) = max(0, x) (2.25)

Esta función de activación es comúnmente utilizada para estructuras de redes neuronales

convencionales o de redes con estructuras profundas debido a que acelera la etapa de

aprendizaje. En la �gura 2.10 se muestra una representación de las etapas para el algoritmo

de una red neuronal convolucional.

Aprendizaje no supervisado.

En el caso del aprendizaje no supervisado se emplean estructuras que por lo general

no cuentan con un conocimiento a priori de los datos, por lo que sus procedimientos están

basados en observaciones y son tratados como conjunto de datos con variables aleatorias.

Este tipo de aprendizajes son aplicados en tareas de agrupaciones, aunque no están limitados
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Figura 2.10: Red neuronal convolucional CNN.

a esta aplicación. En la �gura 2.11 se muestra la estructura con la cual se lleva a cabo el

método de aprendizaje no supervisado.

Figura 2.11: Aprendizaje no supervisado.

Aprendizaje por refuerzo.

Este tipo de aprendizaje usa algoritmos que están basados en procesos de realimentación

en los cuales se construye un modelo o aprendiz basados en observaciones del mundo que
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rodea a la tarea a realizar y otorgando un valor a la acción realizada en cada paso de la tarea.

Por lo que este tipo de aprendizaje está basado en las pruebas y análisis del error de cada

tarea. En la �gura 2.12 se puede observar un esquema de un aprendizaje de tipo reforzado.

Figura 2.12: Aprendizaje por reforzado.

2.2. Teoría Bayesiana

En la vida cotidiana aparecen acontecimientos que nos rodean si saber cómo es que

pasaron, pero con base a nuestras experiencias les damos un valor cuantitativo a las

características que los rodean para describir la causa que los produce, por ejemplo, cuando

realizamos el lanzamiento de una moneda se sabe que se tienen dos posibilidades y asignamos

el 50 por ciento a cada una de ellas. A esta asignación de valores se le llama probabilidad.

Dentro de las redes neuronales también se pueden aplicar probabilidades Bayesianas en el

tipo de aprendizaje que se aplica en estas, con el objetivo de realizar buenas estimaciones de

parámetros, predicciones de datos, así como la selección y validación de modelos [29].

2.2.1. Probabilidad de Bayes.

La probabilidad Bayesiana indica una distribución de probabilidad que está condicionada,

es decir, los cálculos de una distribucion posterior se llevan a cabo en el contexto de algunas

creencias previas, como cuando queremos determinar las condiciones del clima dependiendo
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de la estación del año. Pero la asignación de estos valores se di�culta debido a que depende

totalmente de la experiencia. Por lo que se puede llevar acabo la asignación de probabilidades

a sucesos únicos [3], como lo puede ser el resultado de un enfrentamiento deportivo dados

los resultados anteriores de cada equipo. Los juegos comunes en los cuales se presenta la

asignación de probabilidades se observan en la �gura 2.13

Por otra parte, existe la idea de que la probabilidad se re�ere a la frecuencia relativa

con que ocurre un suceso, continuando con el ejemplo del lanzamiento de la moneda seria

obtener el valor de probabilidad de obtener 2 caras en 5 lanzamientos, con lo que no se podría

asignar probabilidades a eventos únicos porque no tendrían frecuencia relativa. Aunque tanto

el enfoque clásico de probabilidad como el enfoque de frecuencias relativas cumplen con los

axiomas de probabilidad [3].

Figura 2.13: Juegos de probabilidad.

2.2.2. Teorema de Bayes.

Dentro de la teoría de probabilidad se consideran los siguientes axiomas:

1. La probabilidad de un evento se encuentra entre cero y uno.



26 Redes neuronales y enfoque Bayesiano para modelado de datos.

2. La probabilidad de que el evento suceda con seguridad es igual a uno.

3. La probabilidad de dos eventos independientes es igual a la suma de las probabilidades
de cada uno de ellos.

Existe un cuarto axioma que tiene como base la probabilidad condicionada: Si A y B

son dos eventos, entonces la probabilidad del evento A, dado que se cumpla B, se representa

como p(A|B) [29] y está dada por la siguiente ecuación:

p(A|B) =
p(A U B)

p(B)
(cuando p(B) 6= 0) (2.26)

El teorema de Bayes nos permite calcular la probabilidad condicional a posteriori, la cual

es la representación de la probabilidad condicional que existe en los datos (X) basados en una

hipótesis (H) resultando en p(H | X), con lo cual se obtiene la probabilidad condicionada a

partir de los valores de otras hipótesis:

p(H | X) =
p(H)p(X|H)

p(X)
(p(X) 6= 0) (2.27)

Este resultado en el enfoque de las probabilidades puede aplicarse al calculo de

probabilidad de un suceso único así como al cálculo de probabilidad en frecuencia relativa.

Debido al resultado de la fórmula de Bayes se puede observar como una persona cambia sus

creencias cuando consigue nueva información [3].

El teorema de Bayes nos permite actualizar las probabilidades previas aplicando la

probabilidad de una determinada hipótesis. Por lo que la estimación de probabilidad en

una situación similar a la anterior se conoce como inferencia Bayesiana [3].

En resumen, el método de probabilidad de Bayes es una regla para actualizar las creencias

sobre una nueva información utilizando los conocimientos previos, por lo cual este método

puede ser utilizado como un aprendizaje cuantitativo, teniendo en cuenta de que en casos

con muchos datos será difícil formular de manera cuantitativa cuales son las creencias [29].
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2.3. Metodología en Redes Neuronales Bayesianas

En las redes neuronales se puede aplicar un enfoque de estadística o probabilidad donde

se puede generar la metodología Bayesiana y se conocen como redes neuronales Bayesianas.

La diferencia de las redes neuronales Bayesianas con el perceptrón o perceptrón de múltiples

capas se encuentra en los resultados ya que el aprendizaje Bayesiano se expresa en términos

de una distribución de probabilidad, o función de distribución de probabilidad probability

density function PDF por sus siglas en inglés. Por lo que el aprendizaje Bayesiano se

ejecuta mediante reglas de probabilidad en donde los valores y diseño de la distribución de

probabilidad depende totalmente de las creencias relacionadas con las tareas analizadas [52].

2.3.1. Redes Neuronales Bayesianas.

Hay antecedentes y motivaciones en el campo de las redes neuronales Bayesianas, como

Rumelhart y McClelland (1986) y los libros de Hertz, Krogh y Palmer (1991), Bishop (1995) y

Ripley (1996) quienes introdujeron las teorías del enfoque Bayesiano en las redes neuronales.

En las estructuras de redes Bayesianas existen dos clases, una que funciona como estructura

de árbol para encontrar probabilidades, y otra que maneja el cálculo de los datos para obtener

distribuciones de probabilidad. En la �gura 2.14 se observa un ejemplo de red Bayesiana de

tipo árbol de probabilidad donde se busca identi�car caries en un paciente que siente dolor

en su dentadura.

Las Redes Neuronales Bayesianas (Bayesian neural network BNN), también son

conocidas como redes de creencias o redes de Bayes, estas representan un modelo grá�co

probabilístico. Este tipo de estructuras representa el dominio de conocimiento de los eventos

de la tarea que se analiza. Los nodos de la red representan a las variables y los enlaces

representan sus probabilidades como se observa en la �gura 2.14, en donde los enlaces

representan dependencias entre las variables aleatorias que se conectan. Estas dependencias

son las que se calculan dentro de la red utilizando métodos computacionales y estadísticos.

Con estas características este tipo estructuras para redes neuronales se encuentran
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Figura 2.14: Ejemplo de red Bayesiana de tipo árbol.

dentro del campo de análisis de grafos así como dentro de la teoría de probabilidad y

estadística.

La estructura grá�ca en la red Bayesiana garantiza que no hay ningún nodo que pueda

ser su propio antepasado o descendiente. Tal condición es de vital importancia para el

cálculo de la probabilidad conjunta de una colección de nodos [4].

Para las estructuras de redes neuronales de tipo árbol de probabilidades se de�nen los

nodos en la grá�ca cómo G = X1, X2, ..., Xn donde se selecciona un modelo de distribución de

probabilidad con los parámetros θ generando los parámetros de la red B = (G, θ), donde el

conjunto de parámetros tiene condicionada la probabilidad πi para cada una de las acciones

xi en cada uno de los nodosXi obteniéndose una probabilidad condicional θXi|πi = PB(Xi|πi).
Con lo cual se genera una distribucion de probabilidad para todo el conjunto de nodos en la

red:
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PB(X1, X2, ..., Xn) =
n∏
i=1

PB(Xi|πi) =
n∏
i=1

θXi|πi (2.28)

En el caso en el que un nodo Xi no tiene un nodo conectado anterior su distribución de

probabilidad es local y llamado incondicionado.

2.3.2. Aprendizaje en Redes Bayesianas

El aprendizaje en las redes neuronales está basado en optimizar parámetros de esta por

medio de funciones de costo relacionados con el procedimiento, como lo puede ser el error de

modelado. En el caso de las redes Bayesianas se busca maximizar la probabilidad del conjunto

de datos en los parámetros como parte de su entrenamiento a diferencia de minimizar el error

modelado en el perceptrón. Por lo que si se tiene un conjunto de datos de entrenamiento

X = {x1, ..., xm}, y un conjunto de parámetros de la distribución de probabilidad como

Θ = (θ1, ..., θn) se calcula la máxima verosimilitud L del conjunto de datos de entrenamiento

como la suma de cada uno de estos términos, uno para cada nodo:

logL(Θ|X) =
∑
m

∑
n

logP (xli|πi, θi) (2.29)

Con lo que cada distribución de probabilidad en los nodos es maximizada

independientemente. Pero también se pueden calcular las distribuciones posteriores

asignando una distribución previa a cada nodo y actualizándola con los datos de

entrenamiento [4].

2.3.3. Estructura general en una red neuronal Bayesiana.

La metodología aplicada al aprendizaje en una red neuronal Bayesiana se puede

convertir en un estimado de probabilidades desconocidas. Considérense los siguientes tipos

de aprendizaje para una red neuronal de tipo Bayesiana.
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1. El Modelo y función de verosimilitud (likelihood): Sea una variable aleatoria

independiente xi = x1, ..., xn se puede asignar un modelo probabilístico para calcular las

probabilidades en esta variable, en el que un conjunto de parámetros θ determina las

distribuciones de probabilidad de xi Con lo que la distribución de probabilidad condicional de

la variable puede ser representada como P (xi|θ) xi. El ejemplo de distribución más utilizado

para la variable xi es una distribución Gaussiana debido al teorema de límite central donde

se menciona que las medias de una variable aleatoria tienden a formar una distribución

normal o Gaussiana [[29]], donde la distribución normal considera los parámetros de media

y desviación estándar como θ = (µ, σ):

P (xi|µ, σ) = exp(−(xi − µ)2/2σ2)/
√

2πσ. (2.30)

Este análisis de la distribución de probabilidad y cálculo de una distribución condicionada

se puede ejecutar como aprendizaje en una red neuronal Bayesiana por medio de la

función de verosimilitud (likelihood) representada por L(θ) = L(θ|x1, ..., xn), representado

la probabilidad de las observaciones en relación con los parámetros de la distribución de

probabilidad. La verosimilitud L es proporcional �∝� a p(xi | θ) debido a la obtención de

valores de la verosimilitud con base a los valores en los parámetros θ [52]:

L(θ) = L(θ|x1, ..., xn)

∝ P (x1, ..., xn|θ) =
∏n

i=1 P (xi|θ)
(2.31)

Para el ajuste de los parámetros en la red se utiliza la metodología de máxima

verosimilitud, en la cual se asignan valores a los parámetros en θ que maximiza la

probabilidad en L(θ|x1, ..., xn). La aplicación de estos modelos para el aprendizaje de la red

neuronal tiene ventajas como la convergencia al valor verdadero de probabilidad a medida

que aumenta la cantidad de datos observables [52].

2. Aprendizaje y Predicción: El aprendizaje Bayesiano resulta en una distribución de

probabilidad sobre los parámetros del modelo que expresan una creencia sobre los diferentes

valores de los parámetros. El primer paso consiste en asignar una probabilidad en los
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parámetros P (θ) que será conocida como información a priori la cual depende totalmente de

las creencias para asignarlos.

El segundo paso en el aprendizaje es usar la Regla de Bayes para actualizar la distribución

de probabilidad al momento de agregar la información de los datos observados en xi:

P (θ|x1, ..., xn) = P (x1,...,xn|θ)P (θ)
P (x1,...,xn)

∝ L (θ|x1, ..., xn)P (θ)
(2.32)

La actualización de la distribución de probabilidad en el aprendizaje de la red genera una

distribución a posteriori, la cual combina la información de la probabilidad de verosimilitud y

la información a priori. En otras palabras, la probabilidad a priori construye una distribución

de probabilidad usando la función de verosimilitud.

Finalmente, en este tipo de aprendizaje se puede estimar un valor futuro, o también

llamado �predicción� x(n+1), agregando las observaciones del modelo con respecto a la

distribución a posteriori de los parámetros:

P (x(n+1)|x1, ..., xn) =

∫
P (x(n+1)|θ)P (θ|x1, ..., xn)dθ (2.33)

Este proceso de aprendizaje es conocido como inferencia Bayesiana completa para x(n+1)

la cual representa una distribución predictiva de x(n+1) dados los datos x1, ..., xn, generando

predicciones la cual es la mayor diferencia de una red Bayesiana con el perceptrón [52].

3. Modelos Jerárquicos : Cuando el modelo que se utiliza tiene muchos parámetros a

determinar θ = {θ1, ...θp}, se puede representar su distribución previa por medio de un

hiperparámetro común γ en el cual se contienen todos los parámetros de θ. Estos esquemas

se pueden llevar a un gran número de niveles y se conocen como modelos jerárquicos.

Si los parámetros θk son independientes dado γ, tendremos la distribución de probabilidad

siguiente:

P (θ) = p(θ1, ...θp) =

∫
P (γ)

p∏
k=1

P (θk|γ)dγ (2.34)
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2.4. Redes neuronales de enfoque probabilístico.

En el estudio de las estructuras de redes neuronales aparecen enfoques probabilísticos

como las máquinas restringidas de Boltzman (Restricted Boltzmann Machine RBM ) que

aparecieron en los años ochenta [1], donde se considera la probabilidad p(x) dentro de un

vector x para estudiar al sistema con base a creencias y características no observadas en los

datos c por medio de la energía de pares booleanos como E(c, v) = −
∑

i aici −
∑

j bjvj −∑
i

∑
j ciωi,jvi donde ω representa los pesos y ai, bi representa al sesgo de los pesos para la

entrada ci y la salida vi respectivamente [1]. En la �gura 2.15 se observa la estructura de

una máquina restringida de Boltzmann:

Figura 2.15: Maquina restringida de Boltzmann.

p (x) =
∑
c

eE(x,c)∑
u,g e

−e(u,g) (2.35)

El procedimiento de los cálculos de esta distribución para el aprendizaje de la máquina

restringida de Boltzmann están basados en probabilidades condicionales p(c | v) y p(v | h)

de�nidas por la función de la energía E donde h representa a las características no observadas,

describiendo las distribuciones de la siguiente forma:

P (vi = y | c) =
1

σ
√

2π
e−

(y − ai − σi
∑

j ωijcj)
2

2σ2
i

(2.36)
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P (cj = 1 | v) = sigmoide(bj +
∑
i

vi
σi
ωij) (2.37)

En las ecuaciones (2.36) y (2.37) los pesos ωij que relacionan las entradas vi con las

variables en cj, con los sesgos ai para para las entradas y bj para c.

La estructura de las maquinas restringidas de Boltzmann se puede modi�car conectando

en serie estructuras de la máquina restringida de Boltmann simple, donde solo la primera capa

tiene como entrada los valores reales del sistema analizado y las otras capas son estructuras

binarias de probabilidad, siendo p(c1 | v) la nueva entrada a las segunda celda de la máquina

restringida de Boltzmann para poder calcular la probabilidad condicional de p(c2 | c1), esta

estructura se puede observar en la �gura 2.16.

Figura 2.16: Estructura profunda para una maquina restricta de Boltzman.

2.5. Identi�cación de sistemas dinámicos con aprendizaje

automático.

Es posible generar un modelo mediante el análisis de fenómenos físicos y químicos que se

representan mediante conceptos matemáticos y que indican el funcionamiento de un sistema.

Para la gran mayoría de los sistemas nos encontramos con representaciones no lineales, pero
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en algunos casos se pueden generar representaciones de modelo lineal debido a que estos

también pueden representar un caso práctico además de ser fáciles de manipular [2]. Estos

modelos permiten generar simulaciones de la dinámica obtenida además permite diseñar un

control para manipular al sistema.

Aunque en principio generar un modelo suena fácil, cuando se opta por el empleo de

fenómenos físicos o químicos se debe tener un conocimiento su�cientemente del sistema para

determinar la mayoría de las dinámicas que lo rigen y generar valores o ajustes de sus

parámetros.

El objetivo en la identi�cación de los sistemas dinámicos por medio de redes neuronales

es generar un modelo que pueda describir al sistema, cuando no se tiene un conocimiento

su�ciente del mismo. En lo general cuando no se conoce el detalle de un modelo del sistema,

pero se tiene disponible los datos de entrada y salida estos se representan como series de

tiempo. Los datos de entrada y salida del sistema pueden generar información para crear

un modelo de la planta a identi�car, donde generalmente el sistema que se genera puede

representarse por medio de ecuaciones diferenciales [36].

En el aprendizaje automático nos encontramos con la opción de las redes neuronales

para modelar un sistema. Las redes neuronales son modelos de caja negra o caja gris debido

a que no necesita contar con la información completa del sistema a modelar, y es posible

generara un modelo sólo con analizar los datos que se tienen en la entrada y salida del

sistema. En la ejecución de estos modelos basados sólo en los datos disponibles se tienen

algunas desventajas como lo es el diseño de la estructura debido a que no existe un método

que permita generar los parámetros con los que cuentan las redes neuronales entre los que

se encuentran la cantidad de capas en la red neuronal, así como el número de los nodos

en cada una de las capas [41]. Por otro lado, una red neuronal puede modelar un sistema

dinámico seleccionando una estructura con una capa e ir aumentando el número de nodos,

como lo dicta el teorema de aproximación universal de redes neuronales [31]. Mientras que

si se seleccionan un número grande de nodos para la red neuronal de una capa este tiende a

generar un sobre ajuste en la red [70].
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2.5.1. Identi�cación de sistemas con enfoques Bayesianos.

Existen procesos similares al aprendizaje automático enfocados en las teorías Bayesianas

para la identi�cación de los sistemas dinámicos. Principalmente nos encontramos a los

procesos gaussianos (Gaussian Process GP) para generar modelos que identi�can sistemas

dinámicos. Los procesos Gaussianos se basan en obtener el modelo de un sistema generando

distribuciones de probabilidad, estos modelos generan sus propios parámetros, como la

media y varianza en una distribución normal, y realizan el ajuste de estos parámetros

mediante la maximización de la verosimilitud en las distribuciones.

Estos modelos también presentan problemas. Primero, sin la experiencia acerca del

modelo a interpretar es posible especi�car mal la función del modelo más adecuada. En

segundo lugar, los procesos gaussianos pueden ser limitados y no ser capaces de capturar

algunos tipos de comportamientos no lineales. Por esta razón este tipo de modelos son

empleados para modelar series de tiempo [6], [34], [26], [37], y [54].

Este tipo de modelos también está basado en los datos, con las características de

representar distribuciones utilizando a estos como variables aleatorias y estas forman un

modelo de probabilidad [84]:

p(y|X,w) =
n∏
i=1

p(yi|xi, w)

=
n∏
i=1

1√
2πσn

exp

(
−(yi−xTi w)

2

2σ2
n

)
= 1

(2πσ2
n)

exp
(
− 1

2σ2
n

∣∣y −XTw
∣∣2)

= N(XTw, σ2
nI)

(2.38)

Este tipo de modelado genera una predicción de los datos por medio del cálculo de una

distribución a posteriori, en la cual se tiene un conocimiento a priori de las distribuciones que

está totalmente basado en los conocimientos y observaciones del usuario de una distribucion

normal N . Con lo que el modelado del sistema por medio de los procesos Gaussianos GP
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queda en función de los parámetros en el proceso gaussiano.

f(x) ∼ GP (m(x), k(x, x′)) (2.39)

En el proceso se generan parámetros que provienen directamente del modelo de

distribución de probabilidad como la función de la media m(x) y la función de covarianza

k(x, x′). Con el manejo de estos parámetros para el proceso Gaussiano se busca optimizar el

valor de la verosimilitud del proceso:

θopt = argmax
θ

p (y|X, θ) (2.40)

En la �gura 2.17 se representa un ejemplo de identi�cación de una serie de tiempo por

medio de un proceso Gaussiano.

Figura 2.17: Proceso gaussiano para identi�cación de sistemas dinámicos.

2.5.2. Aprendizaje profundo en Redes de tipo Bayesianas

La combinación que surge de la estructura de una red neuronal profunda y el proceso

estocástico de una red Bayesiana se denomina aprendizaje profundo Bayesiano (BDL

Bayesian Deep Learning) [88].

Estas arquitecturas pueden modelar tareas complejas aprovechando el poder de

representación jerárquica del aprendizaje profundo, a la vez que pueden inferir distribuciones
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posteriores. Los modelos Bayesianos de aprendizaje profundo típicamente forman

estimaciones de incertidumbre, ya sea empleando distribuciones para de�nir a los pesos

del modelo, o aprendiendo un modelo de distribucion de probabilidad [35]. Recientemente

el aprendizaje profundo Bayesiano está experimentado un resurgimiento de interés en las

investigaciones, esto puede ser ocasionado debido a que los sistemas automáticos con

aprendizaje profundo enfocados en estimaciones de incertidumbre obtienen buenos resultados

[53].

Para calcular progresivamente en cada capa de la red los pesos, la unión de las técnicas

de aprendizaje automático principalmente consisten en la aplicación de un regresor lineal de

tipo Bayesiano a la última capa de una red neuronal profunda, restringiendo sólo los pesos

de la capa �nal a un proceso Bayesiano y calculando de forma convencional los parámetros

restantes. De esta manera el tiempo de evaluación y de modelo se reduce [65].

Estructuras generales de aprendizaje profundo Bayesiano.

En este caso se busca uni�car la teoría básica del aprendizaje profundo con el enfoque

Bayesiano en el funcionamiento de una red neuronal Bayesiana, recordando que una de las

grandes ventajas de este tipo de redes neuronales es trabajar con un conjunto de datos que

puede contener los siguientes tipos de incertidumbre [81]:

1. Incertidumbre en los parámetros de la red neuronal.

2. Incertidumbre en los parámetros especí�cos de la tarea.

3. Incertidumbre de intercambio de información entre componente de percepción y el
componente especí�co de la tarea.

2.5.3. Enfoque Bayesiano para control de sistemas dinámicos.

El aprendizaje profundo Bayesiano también se puede aplicar al control de sistemas

dinámicos no lineales. Si se desea controlar un sistema dinámico complejo, una forma de

resolver este problema de control es mediante la iteración entre dos tareas, la tarea de
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identi�cación y la tarea de control. La etapa de identi�cación se puede calcular usando

múltiples capas de simple transformación no lineal (aprendizaje profundo) mientras que en

la etapa de control se aplica un modelo de control al sistema. Se necesita de una comunicación

entre los procesos de modelado de datos y control para que la ejecución sea óptima. Siendo el

proceso de modelado de donde se obtienen los parámetros para realizar la acción de control

[81].
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Capítulo 3

Enfoque Bayesiano para pronóstico de

series de tiempo

La inferencia Bayesiana es una de las herramientas más útiles en la predicción de eventos,

con la característica de representar distribuciones de probabilidad futuras de esos eventos, con

lo cual nos acercamos a resultados de predicción de eventos importantes en la vida cotidiana

como lo es la estimación de eventos meteorológicos o clima, estimación de eventos sísmicos,

estimación de valores de mercado de bolsa o el caso más utilizado que es la estimación de

resultados en eventos o competencias deportivas.

En este trabajo hacemos un énfasis en la estimación de parámetros sísmicos en regiones

de alta actividad sísmica dada su importancia y los riesgos que involucran estos eventos

para las personas. Y nos encontramos con un auge en la identi�cación de estos eventos

gracias a una variedad de herramientas implementadas. Las teorías Bayesianas han tenido

un gran crecimiento en su aplicación por la facilidad de su implementación, empezando

con aplicaciones de los años ochenta y noventa en las zonas de Grecia [12], [66], [67] para

predicción de sismos fuertes en su magnitud, así como trabajos recientes, Wang, et. al. en el

2015, con algoritmos Bayesianos para predecir sismos próximos en Taiwán [82]. Un trabajo

desarrollado para predicción de sismos fuertes en su magnitud Wang, et. al. en el 2015, así

como la aplicación de algoritmos Bayesianos para predecir sismos en un región de Taiwán
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[48].

Debido a su aplicación en predicción, los procedimientos Bayesianos surgen como

aplicación de alertas tempranas a estos acontecimientos importantes, además de que estas

metodologías pueden ser implementadas cuando los datos son imprecisos o surgen pérdidas

en los datos [16],[14].

3.1. Modelos de distribución para Inferencia Bayesiana.

El enfoque Bayesiano para producir distribuciones de probabilidad está basado en la

probabilidad condicional donde se cumplen con todos los axiomas de la probabilidad básica

como se mostró en el capítulo 2 de este trabajo. Los resultados de las distribuciones de

probabilidad generados por medio del teorema de Bayes representan información de eventos

futuros.

Con base en la teoría de Bayes se pueden determinar las distribuciones posteriores o a

posteriori de datos que se podrían representar como series de tiempo, las cuales representa

la información que conocemos y los datos observables del sistema, y que en el enfoque de la

probabilidad este también puede ser visto como una variable aleatoria:

x = (x1, x2, ..., xn) (3.1)

Ya que se ha conocido la información a priori del sistema analizado se tienen el enfoque

de probabilidad donde si se conocen dos eventos A y B se pueden generar las probabilidades

de dichos eventos como p(A) y p(B) además de una probabilidad condicional del evento B

dado el evento en A como p(B | A), o en el caso de una probabilidad condicionada de un

evento A dado que ocurrió el evento en B como p(A | B). Con lo que se puede aplicar el

teorema de Bayes para obtener una distribución de probabilidad que pertenecerá eventos

posteriores:
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p(A|B) =
p(B|A)p(A)

p(B)
(3.2)

La distribución a posteriori puede ser calculada mediante eventos aleatorios, donde toda

la evidencia de los eventos es tomada en cuenta en la cual se puede seleccionar el modelo

a seguir en la distribución de probabilidad, por lo que la distribución posterior puede ser

representada de la siguiente forma:

p(θ|x) ∝ p(θ)p(x|θ) (3.3)

En el teorema de Bayes en la ecuación (3.3) p(θ) representa la distribución de

probabilidad con un conocimiento a priori, y dada una variable observada x se tienen una

probabilidad de verosimilitud p(x|θ).

En los métodos de Monte Carlo se pueden generar distribuciones de probabilidad, así

como calcular predicciones en la distribución con base a los parámetros del modelo de

distribución que se selecciona facilitando el cálculo de una distribución a posteriori ya que

no se calculan probabilidades condicionales de los parámetros θ dados los datos de análisis

x [29]. Debido a que nos hemos encontrado con distribuciones normales y exponenciales en

los sismos analizados en el capítulo 5.1. de este trabajo se analiza el modelo de distribución

normal y exponencial así como el método de Monte Carlo para estas distribuciones y generar

un procedimiento para el cálculo de distribuciones posteriores que se aplique a los parámetros

sísmicos en Italia.

3.1.1. Modelos de distribución.

Para un conjunto de variables se pueden seleccionar modelos con los cuales calcular sus

probabilidades, aunque en la teoría tenemos el teorema de límite central que dicta que la

suma de todas las medias en las distribuciones tienden a una distribución Gaussiana (o

también llamada distribución normal) [29].
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Modelo Gaussiano o normal.

El modelo de distribucion normal también es conocido como modelo de distribucion

Gaussiana o campana de Gauss por la forma que obtiene. En la �gura 3.1 se observa un

ejemplo de la distribución de tipo normal para una variable aleatoria con media cero.
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Figura 3.1: Distribución con modelo normal.

Para la construcción de una distribución normal en una variable aleatoria x se depende

completamente de los parámetros estadísticos promedio µ y desviación estándar σ:

p
(
µ, σ2|x

)
=

1√
2πσ

exp

[
−(x−µ)2

2σ2

]
= P

(
µ, σ2

)
(3.4)

El modelo de distribución para una variable x también puede denotarse de la siguiente

forma:

x ∼ N (µ, σ) (3.5)

Dentro del enfoque estadístico la distribución normal cumple con las siguientes

propiedades:

1) La moda de la distribución normal es única y es equivalente a su media y mediana.

2) El área bajo la curva de la distribución es igual a 1.
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3) La curva de la distribución es simétrica con respecto de la media µ.

4) El área bajo la curva entre el intervalo (µ− 1,96σ, µ+ 1,96σ) es igual a 0.95.

En el caso que una variable x tenga una distribución normal N (µ, σ) se puede calcular

la probabilidad de un valor con respecto de los parámetros de media µ y desviación estándar

σ.

Z =
x− µ
σ

(3.6)

Para la distribución normal se tiene la media muestral con respecto del número de

muestras n como se presenta a continuación:

x̄ ∼ N

(
µ,

σ√
n

)
(3.7)

El resultado de la ecuación (3.7) se debe al teorema de límite central el cual dicta

que las medias en las muestras aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

de la variable siguen una distribución normal con la media de la población y desviación

estándar de la población entre
√
n. Este mismo resultado puede representarse en el intervalo(

µ− 1,96σ√
n
, µ+

1,96σ√
n

)
cumpliendo con la propiedad 4 de la distribución normal para el

cual se conocerán el 95 % de los valores de la media muestral.

En el caso cuando se presentan dos distribuciones de tipo normal X y Y se puede calcular

la diferencia entre las distribuciones por medio de la divergencia de Kullback-Leibler :

DKL (X ‖Y ) =
1

2

(
log

(
σ2
Y

σ2
x

)
+
σ2
Y

σ2
x

+
(µY − µx)2

σ2
Y

− 1

)
(3.8)

3.1.2. Monte Carlo para modelar distribuciones normales.

El método de Monte Carlo se utiliza para obtener las distribuciones de probabilidad.

Donde se emplean muestras de x1 · · ·xn para obtener la distribución p (x | θ) donde θ
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representa a los parámetros del modelo de distribución. Modelando la distribución de

probabilidad p(x):

p (xi) ≈
xi∑n
i=1 xi

(3.9)

Una de las ventajas de la aplicación del método de muestreo de Monte Carlo es que si

se tiene un número grande de observaciones la aproximación de la densidad es alta [29].

Por lo que aproximamos a los datos como x̂ dados los parámetros en θ, es decir, obtenemos

resultados para p (x = x̂ | x1 · · · xn), y se puede obtener la distribución posterior p (θ | x):

p (θ | x) =

∫
p (x̂ | θ) p̂ (θ | x1 · · ·xn) dθ (3.10)

En la ecuación (3.10) p̂ (θ | x1 · · ·xn) representa la distribución de las muestras en

el procedimiento de Monte Carlo mientras que p (x̂ | θ) representa la expectativa de la

distribución posterior.

Realizar la metodología de Monte Carlo para generar una distribución a posteriori se

convierte en una modelación por medio de la estimación de los parámetros del modelo

de distribución como lo es θ = [µ, σ2] en el modelo normal. Realizaremos el caso para

el cual se �ja la varianza σ2 y se trabaja con la media µ en el procedimiento. Para el

conjunto de datos x con n número de datos observados como {x1 . . . xn} con una distribución

normal (x1 . . . xn | µ, σ2) ∼ N (µ, σ2). La distribución a posteriori está relacionado con el

conocimiento en las parámetros a priori de media cuando esta tiene una distribucion normal

µ ∼ N(µ0, τ
2
0 ) obteniendo un modelo para la media de la distribucion posterior µn y una

varianza para la distribucion posterior τ 2
n:

µn =

1
τ20
µ0 + n

σ2 x̄

1
τ20

+ n
σ2

(3.11)

τ 2
n =

1
1
τ20

+ n
σ2

(3.12)
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En el caso en el que la desviación σ2 es calculada se usa la familia de la distribución de

tipo Gamma como:

1
σ2 ∼ γ (a, b)

σ2 ∼ γ−1 (a, b)
(3.13)

De�niendo los datos para a = υ0
2
y b = υ0

2
σ2 con σ2

0 como la varianza y v0 como el número

de muestras de las observaciones en la información a priori, resultando la distribución a

posteriori de la siguiente forma:

p
(
µ, σ2 | x1 . . . xn

)
= p

(
µ | σ2, x1 . . . xn

)
p
(
σ2 | x1 . . . xn

)
(3.14)

El procedimiento de Monte Carlo para generar la distribución a posteriori se puede

obtener de un número de muestras k0 para las observaciones en la cual se parametriza a

la varianza por medio de una distribucion Gamma 1/σ2 ∼ γ
(
v0
2
, v0

2
σ2

0

)
obteniendo una

distribucion para la media como (µ | x, σ2) ∼ N(µn, σ/kn) con kn = k0 + n:

(
µ | x1 . . . xn, σ

2
)
∼ N

(
µn,

σ2

κn

)
(3.15)

Estos métodos de muestreo de los parámetros de la distribución se pueden incluir en

el cálculo de distribuciones condicionales para obtener la distribución de probabilidad a

posteriori con respecto de los parámetros del modelo normal cuando se �ja a la variable de

varianza en toda la población σ2:

p (σ2 | x1 . . . xn) ∝ p (x1 . . . xn | σ2) p (σ2)

= p (σ2)
∫
p (x1 . . . xn | σ2, µ) p (µ | σ2) dµ

(3.16)

Resultando que el parámetro de la varianza este representado como:{
1

σ2
| x1 . . . xn

}
∼ γ

(υn
2
,
υn
2
σ2
n

)
(3.17)
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donde υn = υ0 + n, σ2
n = 1

υn

(
υ0σ

2
0 + (n− 1) s2 + κ0n(x̄−µ0)2

κn

)
, s2 = 1

n−1

∑
(x̄− µ0)2 son

las muestras de la varianza. Obteniendo el modelo de la distribución posterior para los

parámetros µ dados los datos (x1 . . . xn) en la siguiente ecuación:

σ2 ∼ γ−1 (a, b) ,
{
θ | x1 . . . xn, σ

2
}
∼ N

(
µn, τ

2
n

)
(3.18)

Con lo que se puede generar una predicción observada en los datos como x̂ basada en los

datos observados {x1 . . . xn}, con la distribucion {x̂ | µ, σ2} ∼ N (µ, σ2) ademas de que se

tiene una desviación en el modelo ε como x̂ = µ + ε, la desviación ε tiene una distribución

normal {ε | µ, σ2} ∼ N (0, σ2) o en otras palabras el modelo de predicción presenta una

desviación con una perturbación de distribución normal con medio cero:

(x̂ | σ2, x1, ..., xn) ∼ N(µn, τn + σ2) (3.19)

El método de Monte Carlo para los parámetros del modelo normal tiene los siguientes

pasos:

1. Generar muestras para la desviación estándar como σ ∼ γ−1
(
vn
2
, vn

2
σ2
n

)
.

2. Generar muestras para la media µ ∼ N
(
µn, σ

2(1)/kn
)
.

Con lo que se obtiene el estimador de la media µ en la media a posteriori por medio de

la esperanza:

µ̂b = E [µ | x1 . . . xn]

µ̂b = µn = n
k0+n

x̄+ k0
k0+n

µ0 = ωx̄+ [1− ω]µ0

(3.20)

Con ω = n
k0+n

. Además en el comportamiento del análisis en la ecuación (3.20) se puede

obtener dos casos del estimador de la media con el verdadero valor de la media en la población

µ∗:
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Caso 1 E [µ̂e | µ = µ∗] = µ∗,

Caso 1 E [µ̂b | µ = µ∗] = ωµ∗ + [1− ω]µ0

(3.21)

En el caso 2 de la ecuación (3.21) si µ0 6= µ∗ se dice que el estimador de la media µ̂b tiene

sesgo, mientras que µ̂e representa a un estimador sin sesgo.

Análisis del sesgo en el procedimiento de Monte Carlo para el modelo normal.

Con el sesgo se conoce qué tanto se aleja la estimación del modelo de la probabilidad real.

Con lo que se analiza que tanto el estimador de la media µ̂ se acerca a la media objetivo µ∗.

Por lo que se puede analizar esta desviación por medio del error medio cuadrático (MSE )

en la estimación de la distribución por medio de la varianza V AR en la media µ como

E[(µ̂−m2) | µ∗] y el sesgo en el modelo Sesgo para la media modelada como E[(m−µ∗)2 | µ∗]
con m = E[µ̂ | µast]:

MSE [µ̂ | µ∗] = V ar [µ̂ | µ∗] + Sesgo2 [µ̂ | µ∗] (3.22)

Modelo exponencial

Se tiene una función de distribución de probabilidad (PDF) para un modelo exponencial

debido a que con mucha frecuencia nos encontramos este tipo de modelos en los datos

analizados. La aplicación de un modelo de distribución exponencial suma resultados al

análisis de distribuciones de probabilidad sin la necesidad de forzar el cálculo de las

distribuciones a un modelo Gaussiano. La distribución del modelo exponencial para una

variable aleatoria x y que se de�ne con esta distribución x ∼ exponencial(λ) queda

representado como:

p(x | λ) = λe−λx (3.23)

En el caso del modelo exponencial se tiene un único parámetro λ del cual depende

la distribución y este representa la media en la distribución. Este modelo puede obtener
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la probabilidad acumulada para un punto de información a analizar dentro de los datos

mediante la función de probabilidad acumulada (CDF ) del modelo exponencial:

p(x | λ) = 1− e−λx (3.24)

La distribución de probabilidad exponencial cumple con las propiedades de media con

respecto de la esperanza E de la distribucion y su varianza, las cuales se pueden seguir con

respecto del valor λ de la distribución exponencial:

Media:

E[x] = 1/λ (3.25)

Varianza:

V ar[x] = 1/λ2 (3.26)

Mientras que si se conoce la distribución de probabilidad exponencial y queremos

determinar al parámetro λ se puede generar una función de verosimilitud de este parámetro

para un conjunto de datos x = x1, ..., xn:

L(λ) =
n∏
i=1

λexp(−λxi) = λn

(
−λ

n∑
i=1

xi

)
= λnexp(−λnx̄) (3.27)

Para la distribución exponencial como en la ecuación (3.27) se tiene que la media con

respecto de la muestra de los datos es x̄ = 1
2

∑n
i=1 xi. Con lo que se puede de�nir la derivada

del logaritmo natural de la función de verosimilitud de la siguiente forma:

d

dλ
lnL (λ) =

d

dλ
(n ln (λ)− λnx̄) =

n

λ
− nx̄ (3.28)

La derivada en la ecuación (3.28) queda de�nida en función del valor de λ:

n

λ
− nx̄


> 0 si 0 < λ < 1/x̄

= 0 si λ = 1/x̄

< 0 si λ > 1/x̄

(3.29)
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Con lo que se obtiene el valor de la máxima verosimilitud para el parámetro λ de la

distribución exponencial:

_

λ =
1

x̄
(3.30)

Además, la distribución exponencial puede generar una distribución predictiva generando

la forma inferencia Bayesiana con el modelo exponencial. En donde se denota que la

distribución exponencial representa un caso especial de la distribución Gamma G con lo

cual se pueden desarrollar los cálculos de la distribución a posteriori:

Γ(λ | α, β) = βα

Γ(α)
λα−1exp(−λβ)

con Γ (α) =
∫∞

0
tα−1e−tdt

(3.31)

El parámetro α > 0 sitúa la máxima probabilidad de la distribución conociéndose como

centro de la distribución y cuando este valor se acerca a cero la distribución toma forma de

una distribución exponencial, mientras que el parámetro β representa al tiempo promedio el

cual de�ne la simetría de la forma de distribución Gamma obteniendo la razón de cambio

como λ = 1/β. La distribución a posteriori del modelo exponencial puede generarse utilizando

una previa de modelo Gamma:

p(λ) ∝ L(λ)×G(λ | α, β) (3.32)

Por lo que la distribución posterior del modelo exponencial se genera con respecto del

parámetro de velocidad λ mediante una distribución Gamma:

p(λ) = λn exp (−λnx̄)× βα

Γ(α)
λ
α−1

exp (−λβ)

p (λ) ∝ λ(α+n)−1 exp (−λ (β + nx̄))
(3.33)

donde la distribucion posterior puede quedar representada en términos de la distribucion

Gamma:

p(λ) = Γ(λ | α + n, β + nx̄) (3.34)



50 Enfoque Bayesiano para pronóstico de series de tiempo

Finalmente dadas dos distribuciones con un modelo exponencial se puede calcular una

divergencia o distancia que se tiene entre estas mediante la divergencia de Kullback-Liebler

(KL):

KL(λ ‖ λ0) = log(λ)− log(λ0) +
λ0

λ
− 1 (3.35)

donde λ0 representa la media en la distribución aproximada exp(λ0), mientras que λ es la

media de la distribución exponencial verdadera. En la �gura 3.2 se representa un ejemplo de

la distribución exponencial para una variable aleatoria.
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Figura 3.2: Distribución empleando modelo exponencial.

3.1.3. Método de Monte Carlo para obtener una distribucion a

posteriori del modelo exponencial.

Se puede emplear el método Monte Carlo para generar el modelo de distribuciones de

probabilidad a posteriori como herremainta de inferencia Bayesiana, una opción presentada

en lugar del teorema de Bayes.

Para generar las distribuciones en un modelo de distribución exponencial se genera el

parámetro de interés θ el cual representa a los parámetros del modelo exponencial λ, aunque

se debe tomar en cuenta que la distribución exponencial se calcula mediante el modelo

Gamma o el modelo de Poisson con la distribucion para una variable x p(x) = e−λλn/n!.

Sea x = x1, ..., xn, se desea generar la muestra de distribución p(x | θ) con S número de
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muestras independientes para los valores de θ en la distribución posterior considerando los

siguientes pasos:

1. Generar muestras para los parámetros de la distribución θ(1), · · · θ(S) ∼ i.i.d.

p (θ | x, · · ·xn).

2. Aproximar la distribución p (x̂ | x1 · · ·xn) por medio de 1
S

∑S
i=1 p

(
x | θ(i)

)
.

donde x̂ representa las observaciones de los datos a predecir y 1
S

∑S
i=1 p

(
x̂ | θ(i)

)
necesita

de la distribución p (x | θ) lo cual se puede obtener directamente de los datos [29].

Las muestras del modelo predictivo x̂ se pueden obtener en los siguientes pasos:

1. Generar muestras para θ(i) ∼ p (θ | x, · · ·xn).

2. Generar muestras de x̂(i) ∼ p
(
x̂ | θ(i)

)
.

En la secuencia
(
x̂(i), θ(i)

)
se tienen S número de muestras independientes para la

distribución posterior conjunta de (θ, x̂). Mientras que la secuencia en x̂(i) contiene S

muestras independientes para la distribución posterior marginal de x̂, la cual representa a

la distribución predictiva. En el caso del modelo de Poisson en p (x̂ | θ) se genera un modelo

de distribucion Gamma para p (θ | x1 · · ·xn) resultando la distribución posterior predictiva

es un caso negativo de la distribución como Gamma (α +
∑
xi, β + n):

1. Generar muestras θ(i) ∼ Γ
(
α +

∑
x(i), β + n

)
.

2. Generar muestras de x̂(1) ∼ Poisson
(
θ(i)
)
.
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3.2. Modelado de la Probabilidad a posteriori de los

modelos normal y exponencial.

Una de las ventajas de conocer los datos a analizar es que se puede obtener el modelo

de distribución que se tiene en estos, con lo que se pueden seleccionar el tipo de modelo de

distribución para que el modelo se asemeje a la distribución verdadera y con esto implementar

el cálculo de distribuciones a posteriori con el modelo previamente seleccionado. En este

trabajo se implementó el método de Monte Carlo como inferencia Bayesiana seleccionado el

modelo de distribución normal o exponencial, para el cálculo de las distribuciones a posteriori

de parámetros sísmicos como se puede observar de los resultados obtenidos en la sección 5.1

de este trabajo. El método de Monte Carlo para modelar las distribuciones a posteriori surge

como opción al teorema de Bayes al obtener el cálculo de las distribuciones en la inferencia

Bayesiana aproximando la integral en la ecuación (3.10) que representa la distribución a

posteriori que en algunas ocasiones se vuelve intratable [29].

Método de Monte Carlo en una distribucion a posteriori Gaussiana

La distribución normal cuenta con dos parámetros para su obtención como lo es la media

µ en los datos y la varianza de estos que viene dado de la desviación estándar σ:

p
(
µ, σ2|x

)
=

1√
2πσ

exp

[
−(x−µ)2

2σ2

]
= P

(
µ, σ2

)
(3.36)

Para el modelo normal (µ, σ2) representan la media y la varianza respectivamente y que

están disponibles de la información analizada.

Con el conocimiento del modelo de distribución a utilizar para obtener la distribución

a posteriori se puede representar el cálculo de estas distribuciones en términos de

probabilidades condicionas como en la ecuación (3.2) agregando los términos de los datos

analizados y los parámetros del modelo de distribución seleccionado:
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p (A | B) =
p (B | A) p (A)

p (B)
(3.37)

En el caso de una distribución normal usando un conjunto de datos x = {x1 · · ·xn} y los

parámetros en la distribución θ = (µ, σ2) permite obtener la información necesaria para el

cálculo de la distribución a posteriori:

p (θ | x1 . . . xn) =
p (x1 . . . xn | θ) p (θ)

p (x1 . . . xn)
(3.38)

En el cálculo de distribución a posteriori como en la ecuación (3.38) se sabe que la

probabilidad marginal entendiendo que p (x1 . . . xn) es igual a 1 por lo que la distribución a

posteriori se puede aproximar p (θ | x) ∝ p (θ)× p (x | θ) de la siguiente forma:

p (θ | x1 . . . xn) ∝ p (x1 . . . xn | θ)× p (θ) (3.39)

Con lo que la distribución a posteriori en p (θ | x) se obtiene mediante una distribución

de creencia a priori p (θ) actualizando mediante una función de probabilidad p (x | θ).

Los cálculos de la distribución a posteriori por medio del teorema de Bayes se encuentran

con di�cultades al realzar el cálculo de una distribución predictiva p(θ | x) como en la

ecuación (3.10) en donde el método de Monte Carlo puede generar la aproximación de la

distribución a posteriori [29].

El método de Monte Carlo puede aproximar la distribución a posteriori o predictiva por

medio de la aproximación de la distribución de probabilidad a posteriori para el modelo de

distribución seleccionado en los datos, como lo puede ser el modelo normal o exponencial.

En el caso del modelo normal se tienen los siguientes pasos para una distribución a posteriori:

1. De�nimos un número n de muestras para la variable aleatoria x = x1, x2, . . . , xn los

cuales tienen una distribucion normal:

x | θ ∼ N(µ, σ2) (3.40)
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donde N representa a una distribución normal o Gaussiana y θ representa los parámetros

del modelo de distribución.

La distribución a posteriori del modelo normal utilizando el método de Monte Carlo se

convierte en el cálculo de los parámetros del modelo normal.

2. Se propone la distribucion que tendrá la media µ como conocimiento a priori µ ∼
N(µ, τ 2).

µ ∼ N(µ0, τ
2) (3.41)

La obtención de los parámetros en el modelo de la distribución µ y σ da como resultado

la distribución posterior por lo que, basado en el conocimiento de la información a priori

presentada en los primeros dos pasos se puede obtener la forma de los parámetros para la

distribución posterior µ̂ y σ̂2:

µ̂ =
τ 2

τ 2 + σ2

n

+
σ2

n

τ 2 + σ2

n

(3.42)

σ̂2 =
τ2σ2

n

τ 2 + σ2

n

(3.43)

Lo anterior permite obtener la distribución de probabilidad a posteriori del modelo normal

de la proyección de los parámetros de media µ y varianza σ2:

p(θ|x) = N

(
τ 2

τ 2 + σ2

n

+
σ2

n

τ 2 + σ2

n

,
τ2σ2

n

τ 2 + σ2

n

)
(3.44)

3. Finalmente, el modelo de la distribución a posteriori queda representado con los

valores nuevos de media µ̂ y varianza σ̂2:

P (θ|X) ∼ N(µ̂, σ̂2) (3.45)
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Modelo de Monte Carlo para una distribucion a posteriori exponencial

Debido a que nos encontramos con distribuciones exponenciales en la información se opta

por generar la metodología implementada para obtener las distribuciones a posteriori de este

modelo siendo un contraste para la distribución de modelo normal, se utiliza el método de

Monte Carlo para una distribución a posteriori con el modelo exponencial generando una

distribución predictiva como en la ecuación (3.31):

P (X|λ) = λe−λX (3.46)

donde λ representa la media de los datos, además de que es el único parámetro para

la construcción de esta forma de distribución. Con lo cual ejecutamos la metodología de

Monte Carlo en los siguientes pasos para generar la distribución a posteriori:

1. De�nimos una variable aleatoriaX = (x1, x2, ..., xk) de muestras k, como en la ecuación

(3.47).

X|θ ∼ ε(θ) (3.47)

En la distribución ε representa a la distribución de forma exponencial y θ representa a

los parámetros de la distribución.

2. Se obtiene una distribución a priori usando el modelo de distribución Gamma, debido

a que la distribución exponencial es un caso especial de la distribución Gamma:

θ ∼ Γ(α, β) (3.48)

Con lo que la distribución posterior de modelo exponencial se puede representar mediante

el modelo de distribución Gamma:

Γ(λ|α, β) =
βα

Γ(α)
λα−1e−λβ (3.49)
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Por lo que la distribución posterior en el modelo exponencial puede representarse en

términos de las observaciones:

P (θ|X) = L(θ)Γ(λ|α, β)P (θ|X) = θ(α+k)+1e−λ(β + kX̄) (3.50)

donde θ(α+k)+1 representa la función de actualización o verosimilitud, mientras que

e−λ(β + kx̄) representa la distribución a priori.

3. Se obtiene el modelo a posteriori para la distribución exponencial de la siguiente forma:

P (θ|X) ∼ γ(θ|α + 1, β + kX̄) (3.51)

3.3. Distribución a posteriori basada en una

actualización con datos recientes.

Basado en la idea de la obtención de las distribuciones a posteriori se genera una

metodología que realice el cálculo de las distribuciones a posteriori mediante el uso de

datos que contienen información reciente. Este procedimiento se ejecuta con el objetivo

de mostrar la efectividad en el cálculo de la distribución a posteriori por medio de eventos

con información nueva mejorando la predicción de las distribuciones de probabilidad debido

a que los parámetros encontrados en la informacion reciente encuentran más cerca de las

distribuciones a predecir.

La idea es implementar una metodología basada en la inferencia Bayesiana que genera

información nueva para el cálculo de las distribuciones a posteriori por medio de datos

recientes, así como la implementación del método de Monte Carlo para el cálculo de las

distribuciones a posteriori por medio de la informacion reciente. Los resultados de esta

metodología se aplicó a parámetros de sismos ocurridos en Italia.
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3.3.1. Distribución a posteriori basada en una actualización con

datos recientes.

El uso de observaciones que provienen de información reciente puede mejorar los

resultados del modelado de las distribuciones de probabilidad, por lo que se busca que la

actualización de la distribución a priori se realice con los conocimientos más recientes de

los parámetros en el modelo de distribución. En la �gura 3.3 se puede observar la forma

de implementación la metodología para calcular la distribución a posteriori usando datos

recientes.

Figura 3.3: Cálculo de una distribución a posteriori con información reciente.

El calculo de la distribución a posteriori con los datos recientes estará dada por la

información histórica en X1 y la información reciente como se observa en la �gura 3.3:

p (θ | X1, X2) = p(X2|θ)p(θ|X1)
p(X1,X2)

∝ p (X2 | θ)× p (θ | X1)
(3.52)

donde X1 =
[
x1 · · · xkn−1

]
representa a la información histórica y X2 =

[
xkn · · ·xk−1

]
representa a la información reciente como lo podemos observar en la �gura 3.3, además de

que la aproximación en la distribucion a posteriori ∝ está dada por el conocimiento de la

probabilidad marginal en p(X1, X2).
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El procedimiento de actualización por medio de datos recientes en la inferencia Bayesiana

representa a un proceso en lotes [50]. El modelo es ejecutado hasta el tiempo k, después

se utiliza la nueva información para actualizar la distribución utilizando los datos X3 =

[xk+1 · · · xk+m] para obtener una de actualización.

p (θ | X2, X3) = α× p (X3 | θ)× p (θ | X2)

p (θ | X2) = p (θ | X1, X2)

p (θ | X1, X2) = α× p (X2 | θ)× p (θ | X1)

(3.53)

En la metodología de actualización 1 > α > 0 representa el índice de entrenamiento

para el calculo de distribuciones a posteriori. Con lo que al obtener la distribución posterior

en los pasos de los datos en p (θ | X1, X2), se tiene una nueva información a priori p (θ | X1)

para ejecutar el nuevo cálculo de la distribución a posteriori por medio de los datos recientes.

Con los resultados de nuevo método de entrenamiento basado en datos recientes para la

inferencia Bayesiana se pueden generar los pasos a desarrollar por medio de la metodología

de Monte Carlo.

Distribución a posteriori por medio de una actualización con datos recientes

para el modelo normal:

Para el calculo de la distribución a posteriori se generan los pasos para modelar la

distribución predictiva en el modelo normal por medio del método de Monte Carlo en el cual

la distribución se modela con un primer paso basado en los datos recientes X1 y después

obtener la distribución en un segundo paso para los datos históricos X2.

1. Se obtiene un número n de muestras para la variable aleatoria para X1 representando

los datos históricos con un modelo normal:

x | θ ∼ N(µ, σ2) (3.54)
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donde N representa a una distribución normal o Gaussiana y θ representa los parámetros

del modelo de distribución.

2. Se calcula la distribución a posteriori con una distribución de la media a priori µ ∼
N(µ0, τ

2) para obtener los parámetros µ̂1 = τ2

τ2+σ2

n

+
σ2

n

τ2+σ2

n

y σ̂2 =
τ2σ2

n

τ2+σ2

n

por medio del

método de Monte Carlo dando como resultado la distribución para p(θ | X1):

p(θ | X1) ∼ N(µ̂, σ̂2) (3.55)

3. La distribución a posteriori se calcula usando información reciente mediante la

modi�cación de la inferencia:

p (θ | X1, X2) =
p (X2 | θ) p (θ | X1)

p (X1, X2)
∝ p (X2 | θ)× p (θ | X1) (3.56)

donde p (θ | X1) representa una nueva información a priori que proviene de una primera

etapa de inferencia y generar los nuevos pasos del método de Monte Carlo para obtener la

distribucion a posteriori p(θ | X1, X2).

Para esta actualización en la distribución a posteriori el conocimiento a priori se obtiene

de los parámetros µ̂1 y σ̂1
2 con la distribución del parámetro de la media µ1 ∼ N(µ0,2, τ

2
2 )

con n2 como el numero de muestras para esta etapa:

µ̂2 =
τ 2

2

τ 2
2 +

σ2
2

n2

+

σ2
1

n2

τ 2
2 +

σ2
1

n2

(3.57)

σ̂2
2 =

τ22σ
2
1

n2

τ 2
2 +

σ2
1

n2

(3.58)

Obteniendo la distribución de probabilidad a posteriori del modelo normal por medio del

calculo de los nuevos parametros de media µ2 y varianza σ2
2 en el modelo.



60 Enfoque Bayesiano para pronóstico de series de tiempo

(θ|X1, X2) = N

(
τ 2

2

τ 2
2 +

σ2
1

n2

+

σ2
1

n2

τ 2
2 +

σ2
1

n2

,

τ22σ
2
1

n2

τ 2
2 +

σ2
1

n2

)
(3.59)

4. Finalmente, el modelo de la distribución a posteriori queda representado con los valores

nuevos de media y varianza:

P (θ|X1, X2) ∼ N(µ̂2, σ̂
2
2) (3.60)

Distribución a posteriori por medio de una actualización con datos recientes

para el modelo exponencial:

Se aplica el método de Monte Carlo para una distribución exponencial por medio de

la obtención de una distribución predictiva como en la distribución exponencial (3.31)

obteniendo una distribución en el primer paso de análisis con los datos históricos X1 y una

distribución a posteriori con la aplicación de los datos recientes X2.

Se de�ne a X como una variable aleatoria independiente e idénticamente distribuida en

la cual se supone un modelo de su distribución de forma exponencial.

p(X|λ) = λe−λX (3.61)

El modelo exponencial sólo tiene la variable de la media como su único parámetro presente

en los cálculos. Con base en el cálculo de la distribución a posteriori del modelo exponencial

se puede generar el procedimiento para la metodología de inferencia con datos recientes.

p(λ|X) =
p(X|λ)p(λ)

p(X)
, p(λ|X) ∝ p(X|λ)p(λ) (3.62)

Debe recordarse que en la distribución a posteriori se tiene que p(X|λ) y p(λ) representan

las funciones de verosimilitud y la información a priori respectivamente. Con lo que se aplica

el método de Monte Carlo para la búsqueda de la distribución de probabilidad añadiendo el

método de entrenamiento utilizando información reciente.



3.3 Distribución a posteriori basada en una actualización con datos recientes. 61

El proceso de Monte Carlo para la inferencia por medio de datos recientes puede

obtenerse mediante los siguientes pasos:

1. Generar dos conjuntos de datos con muestras aleatorias como X1 = [x1 · · ·xk−n−1] y

X2 = [xk−n · · ·xk−1]:

X1|θ ∼ ε(θ1) X2|θ ∼ ε(θ2) (3.63)

donde ε representa el modelo exponencial y θ los parámetros de la distribución, como en

el caso simple de la inferencia Bayesiana se utiliza la distribución Gamma como herramienta

para la información a priori de θ:

θ2 ∼ γ(α, β) (3.64)

2. La distribución a posterirori queda representada en términos de la distribución Gamma:

γ(λ|α, β) =
βα

γ(α)
λα−1e−λβ (3.65)

3. La distribución a posteriori se calcula usando información reciente mediante la

modi�cación de la inferencia:

p (θ | X1, X2) =
p (X2 | θ) p (θ | X1)

p (X1, X2)
∝ p (X2 | θ)× p (θ | X1) (3.66)

p(λ|X1, X2) = L(θ|X2)× γ(λ|α, β,X1) (3.67)

De lo anterior se obtiene la inferencia Bayesiana utilizando datos en términos de las

observaciones como:

p(λ|X1, X2) = θ(α+k)−1e(−λ(β+kX̄)) (3.68)

En donde se tiene que la parte θ(α+k)−1 representa la función de verosimilitud que proviene

de X2, mientras que la información a prior e(−λ(β+kX̄)) proviene de la información en X1.
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Con la distinción de que el proceso de actualización o la función de verosimilitud

proviene de información reciente.

4. La distribución Posterior que usa información reciente en el modelo exponencial es

calculada de la siguiente forma:

p(λ|X1, X2) = γ(θ|α + k, β + kX̄) (3.69)

El cálculo de las distribuciones a posteriori para los modelos de distribución normal o

exponencial utilizando información reciente en la actualización de la información se aplicó

a los parámetros sísmicos de una región de Italia, los resultados se pueden observar en la

sección 5.1.1 de este trabajo.
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Capítulo 4

Modelado de series de tiempo mediante

redes neuronales e Inferencia Bayesiana.

En esta parte del trabajo se plantea la idea de combinar la metodología sobre inferencia

Bayesiana y la información estadística de los datos analizados por medio de una red neuronal

para agregar esta información en los procedimientos de la red neuronal para mejorar las

tareas de modelo de distribución de probabilidad y de identi�cación de sistemas dinámicos,

generando combinaciones entre estructuras para modelar distribuciones de probabilidad y

modelar sistemas dinámicos.

Tanto la herramienta de inferencia Bayesiana como las redes neuronales pueden generar

un modelo utilizando solo una parte de información de los sistemas analizados sin la

necesidad de tener un modelo de dichos sistemas [56][39] [10]. La mayoría de las estructuras

de las redes neuronales no utilizan la información estadística que puede estar contenida en

los mismos datos analizados, por lo que la combinación de las estructuras de red neuronal

para modelar distribuciones de probabilidad y para modelado de sistemas dinámicos se

realiza con base en que se tome en cuenta la información estadística de los datos analizados.

Se puede aprovechar la información estadística en los datos para modelar sistemas
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dinámicos por medio de una red neuronal [17], o en el caso de las distribuciones posteriores

se pueden aplicar las redes neuronales para modelar distribuciones de probabilidad de los

datos analizados y combinar con la inferencia Bayesiana para obtener distribuciones de

probabilidad a posteriori.

En el enfoque probabilista de las redes neuronales se han presentado trabajos que

realizan la inferencia Bayesiana junto con redes neuronales para el cálculo de distribuciones

de probabilidad por medio del algoritmo de Mínimos Cuadrados [17], o combinaciones en

la estructuras de la red neuronal para la densidad de mezcla [7], y enfoques variacionales

para el modelado de distribuciones [46]. Las tareas realizadas por estas herramientas no

se enfocan directamente en la identi�cación de sistemas. Mientras que por otro lado,

encontramos estructuras especí�camente enfocadas al cálculo de probabilidades como lo

son las máquinas restringidas de Boltzmann (Resticted Boltzmann Machine RBM) que se

enfocan en la probabilidad de un parámetro del sistema a modelar[19], [27].

La combinación de las redes neuronales y la información Bayesiana se ha implementado

principalmente en tareas de distribuciones de probabilidad [22] o la aplicación de las redes

enfocarse a tareas de reconocimiento de las distribuciones de probabilidad [68][43].

Otro enfoque a realizar es la combinación de redes neuronales con la informacion

estadistica que se encuentra de la informacion disponible para modelar sistemas dinámicos

como se presenta en la sección 4.1.2 de este trabajo.

4.1. Inferencia Bayesiana generada mediante una red

neuronal.

La primera tarea por desarrollar es generar la inferencia Bayesiana con la ayuda de una

red neuronal o combinaciones de estos métodos para la obtención del modelo de distribución

de probabilidad en un sistema analizado. Con estas combinaciones se busca mejorar las
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predicciones de las distribuciones realizadas en la inferencia Bayesiana debido a la interacción

con la red neuronal.

La idea es implementar una red neuronal que modela una distribución de probabilidad

implementada para generar la función de distribución p(x | θ) por medio de una red

de mezcla de densidad o Mixture Density Networks (MDN) con el cual se actualiza a la

distribución a priori p(θ) para aproximar una distribución a posteriori p(θ | x) en la inferencia

Bayesiana. Primero se desarrolla la teoría para implementar una red neuronal para modelar

distribuciones de probabilidad y después se plantea la idea y metodología a seguir en la

aplicación de la red neuronal al cálculo de una distribución a posteriori p(θ | x) ∝ p(x | θ)p(θ).

4.1.1. Red neuronal para modelar distribuciones de probabilidad.

En las redes neuronales Bayesianas existen dos caminos a seguir: 1) Se crea un árbol de

probabilidad en lo cual se calculan la probabilidades condicionales con el cual se obtienen

relaciones entre las variables de la tarea analizada cómo se observa en la �gura 2.14 con

el ejemplo de la caries dental, 2) Se forma una estructura de red neuronal para calcular el

modelo de distribución de probabilidad que se tiene en la tarea analizada. En este trabajo

nos enfocamos en las redes neuronales para generar las distribuciones de probabilidad MDN,

en otras palabras, la opción 2.

En la arquitectura de estas redes neuronales para distribuciones de probabilidad (MDN )

la meta es obtener el modelo de distribución de probabilidad que se tiene en los datos p(t | x)

donde x representa a las variables de entrada en la red y t representa al vector objetivo en

la tarea como lo puede ser la salida del sistema analizado. En este tipo de estructuras se

trabaja con los modelos de distribuciones Gaussianas:

p (t | x) = N
(
t | y (x, ω) , b−1

)
(4.1)

Por lo que el modelo de la red neuronal queda representado por los parámetros a modi�car

en la red neuronal, como lo pueden ser los pesos, el número de neuronas, etc., generando un
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número L de componentes:

p (t | x) =
L∑
j=1

πi (x)N
(
t | µi (x) , σ2

i (x)
)

(4.2)

Obteniendo una estructura para la red con el parámetro de mezcla en la densidad πi, y los

parámetros µi que representa el parámetro de la media y σ2
i como la varianza que provienen

del modelo de distribución normal. Con lo que la tarea de la red neuronal se convierte en una

predicción de los parámetros del modelo normal para lograr el modelo de la distribución de

probabilidad p(t | x). En la �gura 4.1 se muestra el bosquejo del objetivo de la red neuronal

para producir distribuciones de probabilidad p(t | x) dado un conjunto de datos x.

Figura 4.1: Distribución de probabilidad modelada mediante una red neuronal.

Para obtener la salida de la distribución de probabilidad por medio de la red neuronal

se aplica una red de densidad de mezcla la cual tiene dos etapas; la primera es generar los

datos por medio una red neuronal, y el paso dos es generar el modelo de la densidad. En la

�gura 4.2 se muestran las dos etapas a seguir por parte de la red neuronal Bayesiana para

obtener distribuciones de probabilidad.

La estructura de la red para determinar los parámetros θ está constituida por una capa
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Figura 4.2: Red neuronal para obtener Distribuciones de probabilidad (Mixture Density
Network).

oculta y una capa de salida de�nidas por las siguientes ecuaciones:

h1 = max
(
W T

1 x+ b1, 0
)

π = softmax(W T
π h1 + bπ)

µ =
(
W T
µ h+ bµ

)
σ =

(
W T
σ h+ bσ

) (4.3)

donde la salida de la red entrega a los parámetros de la densidad π, µ y σ, con los pesos de la

entrada a la capa oculta W1, Wπ representa a los pesos entre la capa oculta y el parámetro

de mezcla de densidad, Wµ son los pesos entre la capa oculta y la salida del parámetro de

la media µ y Wσ representa a los pesos en la capa oculta hacia la salida del parámetro σ.

La salida de la red neuronal para distribuciones de probabilidad forma una combinación

de una red neuronal para los datos del modelo junto con el modelo de la distribución de

probabilidad:

p (t | x) =
m∑
πi (x)φ (t | x) (4.4)

En donde la función de φ representa el modelo de probabilidad aplicado a la red neuronal:
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φi (t | x) =
1

(2π)c/2σi(x)c
exp

{
‖t− µi (x)‖2

2σi(x)2

}
(4.5)

En el caso de las redes neuronales para distribuciones de probabilidad se tiene el error

con el que se podrá evaluar la densidad modelada que depende directamente del modelo de

la distribución de probabilidad y no del error de modelado como en una red neuronal para

identi�cación:

Eq = − ln

{
m∑
i=1

πi (x
q)φi (t

q | xq)

}
(4.6)

Se introduce el parámetro de la mezcla α dentro del modelo de la ecuación (4.5) cumple

con las siguientes propiedades:

L∑
i=1

πi (x) = 1, 0 ≤ πi (x) ≤ 1 (4.7)

La salida del modelo en la red neuronal para modelar una distribución pasa por el

proceso softmax con lo cual el rango de la salida se encuentra en [0, 1] y se consigue cumplir

con las propiedades para la mezcla de densidad π:

πi (x) =
exp (θπi )
L∑
l=1

exp (θπi )

(4.8)

donde θαi representa a la salida de la red. Debido a los parámetros de la distribución Gaussiana

en la red neuronal para modelar distribuciones el procedimiento de entrenamiento en la red

también cumple con propiedades para el parámetro de la media µ:

µij(x) = θµij (4.9)

En donde µij(x) representa a los componentes del núcleo (Kernel) en los centros µi(x), θµij
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representa el número de salidas i ∗ j.
De la misma forma la red neuronal para modelar distribuciones por medio del modelo

normal cumple las siguientes propiedades para el parámetro de varianza σ2
l :

σ2
i (x) ≥ 0.

Con activaciones exponenciales se tiene que σi(x) = exp(θσi ).

La estructura de la red neuronal para modelar la distribución de probabilidad en términos

del modelo de distribución normal es:

p (t | x) =
L∑
l=1

πi (x)N
(
t | µi (x) , σ2

i (x)
)

(4.10)

El modelo en la ecuación (4.10) puede representarse en términos de los pesos de la red

neuronal para modelar distribuciones:

E (ω) = −
N∑
n=1

ln

{
L∑
l=1

πi (xn, ω)N
(
t
∣∣µi (xn, ω) , σ2

i (xn, ω)
)}

(4.11)

Para poder realizar las derivada del error en la ecuación (4.11) se presentan las

dependencias con respecto de los parámetros del modelo normal, pero antes de realizar

las derivada se puede representar al modelo de la red neuronal para modelar distribuciones

como el calculo de la distribución a posteriori:

γk (t |x) =
πiNi

k∑
i=1

πiNi

(4.12)

donde γk denota la distribución posterior con los parámetros N(tn | µk(xn), σ2
k(xn)). Ademas

los coe�cientes en πi(x) representan probabilidades a priori dependientes de la entrada x.

Obteniendo las derivadas del error con la dependencia de cada uno de los parámetros del

modelo de la distribución normal:
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Componente de mezcla de la distribución:

∂En
∂θπk

= πk − γk (4.13)

Media:
∂En
∂θµki

= γk

{
µki − ti
σ2
k

}
(4.14)

Varianza:
∂En
∂θσki

= −γk

{
‖t− µk‖2

σ2
k

− 1

σk

}
(4.15)

Una vez entrenada la red neuronal para modelar distribuciones se puede predecir la

función de distribución de probabilidad p(t | x) por medio de los datos objetivo t dado el

valor de las entradas x. Con esto se puede obtener los valores de los parámetros para la media

µ condicional a los datos objetivo t, por medio de la esperanza E y la varianza s2(x) sobre

la media condicional [7]. El promedio de la distribución objetivo se puede obtener mediante

la esperanza E:

E [t |x ] =

∫
tp (t |x) dt =

L∑
l=1

πi (x)µi (x) (4.16)

Encontrando la varianza para la media condicionada:

s2 (x) = E
[
‖t− E [t |x ]‖2 |x

]
s2 (x) =

L∑
l=1

πi (x)

{
σ2
i (x) +

∥∥∥∥µi (x)−
L∑
l=1

πi (x)µi (x)

∥∥∥∥2
}

(4.17)

4.1.2. Entrenamiento de una red neuronal para obtener

distribuciones de probabilidad.

En este proceso se busca minimizar la función de la suma de los cuadrados del error:
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ELS(W ) =
1

2

n∑
q=1

c∑
k=1

[fk(x
q;W )− tqk]

2 (4.18)

En este tipo de entrenamiento se de�ne el error ELS. El error del modelo se representa

en términos de las distribuciones de probabilidad mediante una integral que contiene a la

probabilidad conjunta de los datos x y el vector objetivo t como p(x, t) = p(t | x)p(x):

ELS = ĺım
n→∞

1
2n

∑n
q=1

∑c
k=1 [fk(x

q;W )− tqk]
2

ELS = 1
2

∑c
k=1

∫∫
[fk(x

q;W )− tqk]
2p (t, x) dtdx

(4.19)

donde tk es el vector objetivo de la forma t = (t1, ..., tc), fk(xq;W ) es el conjunto de salida en

la red neuronal y x es el conjunto de entradas en la red neuronal de la forma x = (x1, ..., xn).

En donde se busca minimizar el error por medio de la derivada de la función del error con

respecto a la red neuronal fk(xq;W ):

δELS

δfk(xq;W )
= 0 (4.20)

La expresión para minimizar la ecuación (4.20) por medio del ajuste de los pesos W en

la red fk se representa de la siguiente manera:

fk (x,W ∗) = 〈tk |x〉 (4.21)

donde W ∗ representa a los pesos obtenidos por medio del proceso de minimización. Se de�ne

a la media condicional para una cantidad Q:

〈Q |x〉 =

∫
Q (t) p (t |x) dt (4.22)

El resultado de entrenar la red neuronal fk por medio de Mínimos Cuadrados aproxima

a los parámetros estadísticos de los datos objetivo, la media que se tiene con respecto del

vector de entrada x y la varianza media de los datos con respecto del promedio condicionado.

Si conocemos los paramentos estadísticos podemos representar la distribución condicional de
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los datos objetivo por medio del modelo Gaussiano con centro obtenido mediante fk con un

parámetro de varianza global. El uso de mínimos cuadrados no asume que la distribución en

los datos objetivo sea normal pero tampoco puede distinguir entre una distribución normal

y otro tipo de distribución con las mismos parámetros de media condicional y varianza

global [7].

Si se de�ne a la distribución condicional de los datos objetivo como Gaussiana obtenemos

el formalismo del método de Mínimos Cuadrados al emplear la máxima verosimilitud con σ

como la varianza global:

p (t |x) =
1

(2π)1/2σ
exp

{
−|Fk (x)− tk|2

2σ2

}
(4.23)

Fk representa la media de los datos objetivo de tk y es una función general de x. La

distribución condicional del vector objetivo completo es:

p (t |x) =
c∏

k=1

p (tk |x) =
1

(2π)c/2σc
exp

{
− 1

2σ2

c∑
k=1

|Fk (x)− tk|2
}

(4.24)

En el entrenamiento de la red se tiene el objetivo de determinar la cantidad Fk por medio

de fk(x,W ) al maximizar la verosimilitud del conjunto de datos (xq, tq), Si asumimos que

el conjunto de datos entrenados se dibujan independientemente con el modelo dado en la

ecuación (4.24) entonces la verosimilitud del conjunto de datos se obtiene por el producto

de la verosimilitud de cada dato [7]:

L =
n∏
q=1

p (tq, xq) =
n∏
q=1

p (tq |xq ) p (xq) (4.25)

Se obtienen los valores adecuados para W maximizando a L. En la práctica se pre�ere

minimizar el logaritmo negativo de L de�nida como la función del error:

E = − lnL (4.26)
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donde E es la función del error para la actualización de los parámetros de la red neuronal.

Y esto se debe a que maximizar L en la ecuación (4.26) sería equivalente a minimizar la

función del error E , con el conocimiento de que la función logaritmo negativo es monótona

[7].

Al obtener los valores de los parámetros W ∗ se puede obtener el valor óptimo de σ que

minimiza a E con respecto de σ:

σ2 =
1

nc

n∑
q=1

c∑
k=1

[
fk (xq;ω∗)− tq

k

]2
(4.27)

Los parámetros W ∗ se obtienen a través del método de Mínimos Cuadrados el cual se

analiza en la sección 4.3.1 de este trabajo.

4.2. Combinación de la inferencia Bayesiana y la

red neuronal para obtener distribuciones de

probabilidad.

La combinación de la red neuronal para modelar una distribución de probabilidad con

la inferencia Bayesiana surge de la idea de obtener distribuciones a posteriori, además de la

idea de obtener una mejor distribución a posteriori por medio de información reciente en los

datos.

Retomando el modelo de inferencia Bayesiana por medio de las probabilidades

condicionales de modelos de distribución como en la ecuación (4.28) :

p (θ | x) = p (x | θ) p (θ) = p(x|θ)p(θ)∑
p(x)

∝ p (x | θ) p (θ)
(4.28)

donde p (θ | x) representa a la distribución a posteriori, p (θ) es la distribución a priori y

p (x | θ) la distribución de probabilidad que actualiza la distribución a priori. En esta última

parte del método de inferencia Bayesiana se implanta la estimación de la distribución de
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actualización por medio de una red neuronal para modelado de distribuciones de probabilidad

MDN. Por lo que el modelo obtenido para p(t | x) en la red neuronal representara a la

distribución de probabilidad p (x | θ) en la inferencia Bayesiana:

p (t | x) =
L∑
j=1

πj (x)N
(
t | µj (x) , σ2

j (x)
)

(4.29)

Con lo que la red neuronal MDN encuentra la función de distribución p(t | x)

maximizando la distribución del conjunto de parámetros (t, x) y esta distribución se aplica

como p (x | θ) en el cálculo de la distribución a posteriori:

E = − lnL (4.30)

En la tabla 4.1 se aplica la metodología para obtener el modelo de la distribución a

posteriori de un sistema con datos disponibles y aplicando una red neuronal para modelar

distribuciones de probabilidad que obtendrá p(t | y = x) con la cual se actualiza la

distribución a priori p(θ) la cual se puede generar con el conocimiento de los datos se puede

observar.

Tabla 4.1: Modelo estadístico usando redes neuronales
1. Generar la información a priori p(θ).
2. Con y calcular p(ŷ) con la MDN usando datos recientes.
3. Usar p(ŷ) como p(x|θ) para actualizar p(θ).
4. Obtener la distribucion a posteriori p(θ|X).

Para analizar los resultados del procedimiento de inferencia Bayesiana por medio de

una red neuronal se aplica esta metodología a distribuciones de parámetros sísmicos en

México en la sección 5.2 de este trabajo seleccionando un grupo de datos X1 = x1, . . . , xkn−1

de donde se calcula la distribución a prior p(θ) además de agregar un grupo de datos

X2 = xkn, . . . , xk−1 para obtener la distribución p(x | θ) por medio de la red neuronal

para distribuciones de probabilidad. Con este resultado se calcula la diferencia entre las

distribuciones por medio de la divergencia Kullbac-Leibler KL = p(yreal)log[p(yreal/p(θ|x))]
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donde la distribución p(yreal) representa a la distribución en los datos X3 = xkn+1, . . . , xkm

como se puede observar en la �gura 3.3.

En la �gura 4.3 se puede observar el modelo implementado de la combinación del método

de inferencia Bayesiana con el uso de una red neuronal para modelar distribuciones de

probabilidad. Con esta estructura se busca modelar la distribución del modelo que se tienen

en la dinámica de salida del sistema.

Figura 4.3: Inferencia Bayesiana modelada con red neuronal.

4.3. Modelado de un sistema dinámico por medio de

redes neuronales y la información estadística de los

datos disponibles.

Otro de los enfoques de este trabajo consiste en usar la información estadística x y

y disponible en el sistema dinámico para emplear esta información a una red neuronal. Al

agregar la información estadística a la red neuronal se emplean distribuciones de probabilidad

condicionadas p(y | x) con lo que la estructura de la red neuronal se entrena en lotes, en el

primer lote se identi�ca el sistema dinámico con los datos disponibles de entrada y salida

y el segundo lote entrena a la red con un procesos de poda en la estructura y analizando



76 Modelado de series de tiempo mediante redes neuronales e Inferencia Bayesiana.

la información estadística. La estructura de la red se puede observar en la �gura 4.4. En el

primer lote se entrena a la red con el método de propagación hacia atrás del error (BP),

el método de mínimos cuadrados o el método de aprendizaje extremo (Extreme Learning

Machines ELM) como se desarrolla en las primeras secciones 4.3.1 de este trabajo, después

se desarrolla la metodología para el segundo lote de entrenamiento empleando la información

estadística como se plantea en la sección 4.3.2.

Figura 4.4: Ajuste �no en la red neuronal

4.3.1. Modelado de un sistema dinámico por medio de redes

neuronales.

En las redes neuronales los sistemas se representan como modelos no lineales

autorregresivo con media móvil de entradas exógenas (NARMAX) como se representa en

las siguientes ecuaciones:

y(k) = F [x (k) , d (k)]

x (k) = [y (k − 1) , · · · y (k − ny) , u (k) , · · ·u (k − nu)]T

d (k) = [ξ (k) , · · · ξ (k − n2)]T

(4.31)
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Para este tipo de sistemas en la ecuación (4.31) se tienen los órdenes para la planta en

las ecuaciones ny y nu los cuales corresponden a la entrada u ∈ Rn y salida y ∈ Rm del

sistema a modelar para generar el vector de regresión x ∈ Rnu+ny donde las dimensiones

varían de sistema en sistema, aunque este conocimiento no es necesario en la red neuronal.

Debido a que se desconoce con exactitud el modelo dinámico para el sistema, pero si se

tienen disponibles la entrada y la salida del sistema se puede diseñar un sistema basado en

redes neuronales para identi�car el modelo anterior:

ŷ (k) = NN [x (k) , ω] (4.32)

Esta representación es un modelo de caja negra (se conocen pocas características del

modelo) que se ajusta por medio de los parámetros llamados pesos ω. El termino principal

para la aplicación de la red neuronal y su ajuste con respecto del modelo obtenido es el error

de la salida como:

e (k) = y(k)− ŷ (k) (4.33)

Primer lote de entrenamiento de la red neuronal.

En el primer lote de entrenamiento se ejecutan los métodos de propagación del error

hacia atrás (Back Propagation BP), el método de Mínimos Cuadrados o Aprendizaje

Extremo en la red neuronal.

Entrenamiento por el método de propagación del error hacia atrás.

La red neuronal necesita de una función de costo que ajuste el parámetro de los pesos ω:

L1(e) =
1

2
[y(k)− ŷ (k)]2 (4.34)

Se calculan los pesos con el �n de minimizar la función de costo de la red neuronal usando

una tasa de aprendizaje η en cada uno de los pasos del calculo de los pesos:
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Wi (k + 1) = Wi (k)− η∂L1(e)

∂Wi

(4.35)

donde i = 1, ...,m representa el número de pesos en la red neuronal y L1(e) = 1
2
e2 es el índice

de desempeño a minimizar, En el caso de tener una capa oculta V con el número de pesos

en esta capa como j = 1, ...,m se obtiene el ajuste de sus pesos como:

Vij (k + 1) = Vij (k)− η∂L1(e)

∂Vij
(4.36)

Entrenamiento de la red neuronal mediante el método de Mínimos Cuadrados.

Retomando el modelo de la red neuronal (4.32) tenemos su modelo representativo

(ejemplo de 2 capas) para la aplicación de su entrenamiento:

ŷ = NN [x (k)] = Wφ [V x (k)] (4.37)

donde x (k) ∈ R(nu+ny) está de�nido en el sistema de la ecuación (4.31), V (x) ∈ Rm×(nu+ny),

φ es una función de activación, el vector W ∈ Rm, ŷ ∈ R con m como el número de nodos

ocultos. El primer paso del entrenamiento de la red es escoger los pesos aleatoriamente en la

capa oculta, obteniéndose un modelo para la salida del sistema:

ŷ (k) = W (k) Φ (k) (4.38)

De la ecuación (4.38) se cumple que Φ (k) = [φ1, · · · , φm]T . Por lo que asignando un

numero q de datos para la entrada y la salida se tiene que:

Φ = [Φ1 · · ·Φm] , Φ1 = [φ1 (1) · · ·φ1 (q)] , Y = [y (1) · · · y (q)] (4.39)

Con lo que el modelo de la salida del entrenamiento queda representado en la ecuación

(4.40) :

Y = WΦ + E (4.40)
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donde E = [e (1) · · · e (q)], e(k) = y (k) − ŷ (k) es el error de modelado por la red. Por lo

que la función a minimizar tiene la forma 1
2

∑
[y(k)− ŷ (k)]2 y se obtiene por medio de la

inversa generalizada de Moore-Penrose la cual cumple con las siguientes de�niciones:

De�nición 4.1 [30] La matriz Φ+ ∈ <q×m es la inversa generalizada de Moore-Penrose

para Φ ∈ <m×q si se cumple lo siguiente.

ΦΦ+Φ = Φ, Φ+ΦΦ+ = Φ+,
(
Φ+Φ

)T
= Φ+Φ,

(
ΦΦ+

)T
= ΦΦ+ (4.41)

En un caso particular, cuando Φ tiene rango completo por columnas se tiene que:

Φ+ =
(
ΦTΦ

)−1
ΦT (4.42)

Mientras que cuando Φ sea de rango completo por �las se tiene que:

Φ+ = ΦT
(
ΦΦT

)−1
(4.43)

De�nición 4.2 [30] x0 ∈ <q se dice que es una solución por Mínimos Cuadrados de la

norma mínima del sistema lineal ŷ = NN [x] si cumple con lo siguiente:

‖NNx0 − y‖ = min
x
‖NNx− y‖ (4.44)

donde‖·‖ es la norma en el espacio Euclidiano. x̂ es solución de ŷ = Φx es una solución por

Mínimos Cuadrados en sentido de la norma mínima si y solo si x̂ = Φ+ŷ.

La inversa generalizada de Moore-Penrose puede minimizar la función de costo en la red

neuronal, tal que:

W ∗ = Y ΦT
(
ΦΦT

)−1
= Y Φ+ (4.45)

Por lo que W ∗ puede minimizar la función 1
2

∑
[y(k)− ŷ (k)]2 en el modelo de la red

neuronal (4.37).

La existencia y unicidad de la matriz Φ+ se describe en [76].
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Máquina de aprendizaje extremo (ELM) para una red neuronal.

Para el primer paso de entrenamiento en la red neuronal se utiliza un entrenamiento

diferente a la propagación del error hacia atrás de la red neuronal, y con el �n de obtener

una comparación de resultados, se utiliza el Aprendizaje Extremo (Extreme learning machine

ELM ) por su facilidad con la generalización en la identi�cación así como la rapidez en su

aplicación en el entrenamiento de redes neuronales [32].

El entrenamiento simple de una estructura de red neuronal con una capa es una función

para esta red representada como:

oi(x) = F (αi, βi, x) (4.46)

donde αi y βi son parámetros de los nodos ocultos. Obteniendo la salida del entrenamiento

aplicando Aprendizaje Extremo corresponde a la ecuación (4.47).

FL =
L∑
i

ΦiOi(x) (4.47)

En el Aprendizaje Extremo Φi es el peso en cada nodo oculto. Y O representa la salida en

la capa oculta de la red O = (o1, o2, ..., oL). Así que si se tienen j muestras de entrenamiento,

se puede obtener el Aprendizaje Extremo como una matriz para la capa oculta O:

O =


o (x1)
...

o (xj)

 =


F (α1, β1, x1) · · · F (αL, βL, x1)

... · · · ...

F (α1, β1, xj) · · · F (αL, βL, xj)

 (4.48)

Se tiene a T como las observaciones objetivo para el entrenamiento:

T =


t1
...

tj

 (4.49)

El objetivo del aprendizaje extremo es minimizar el error de entrenamiento y la norma
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de los pesos en la salida:

Φ = min
Φ

(
1

2
‖Φ‖2 +

C

2
‖OΦ− T‖2

)
(4.50)

donde C representa un parámetro de regularización. En el caso de tener solo una capa

oculta en la red de la forma ŷ = Wψ(V x) con ψ la función de activación y el grupo de

pares observados (x, y) donde x ∈ Rn y y ∈ Rm el aprendizaje extremo se puede aplicar de

la siguiente forma:

1. Iniciar los pesos en la capa oculta V .

2.Calcular los pesos W con un conjunto de datos observados de y por medio de la

pseudoinversa de Moore-Penrose W = ψ(V x)+y.

4.3.2. Segundo lote de entrenamiento de la red neuronal.

Para el segundo lote de entrenamiento se ejecuta el modelado del sistema por medio

de la información estadística disponible en los datos de entrada y salida, se hace uso de la

herramienta de ajuste �no de los pesos del método de poda en el cual se genera un recorte

de la estructura de la red neuronal lo que nos permite ejecutar un entrenamiento por épocas

de la red neuronal para el modelado de un sistema dinámico [9]. La red neuronal pasa por

un primer lote de entrenamiento para modelar al sistema dinámico y en el segundo lote de

entrenamiento reajustan los pesos de la red por medio el modelado de p(y | x).

ŷ = NN0 [x (k)] = Wφ [V x (k)] (4.51)

El objetivo principal de la poda es generar un recorte en el número de los pesos en la red

neuronal Wm. Para esta teoría se tienen los siguientes pasos para modi�car la estructura en

la red:

Paso 1: Ejecutar el análisis de la red neuronal con Wm.
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Paso 2: De�nir el número de elementos en los pesos a podarse. Lo cual indica que el

valor del peso se rede�ne como cero. se de�ne a d como el número de pesos a eliminar

como Wd = W1 = W2 = W3 = 0.

Paso 3: Comparar el rendimiento de la red utilizando Wd contra el rendimiento

empleado en Wm.

Paso 4: Paro del proceso. Detener el proceso cuando el rendimiento de la red neuronal

que emplea Wd sea de�ciente en comparación con el rendimiento obtenido con Wm.

En la �gura 4.5 se tiene una representación de la metodología de poda de las redes

neuronales, observando cómo se modi�ca un modelo original planteado para una red neuronal

y la posible reestructuración de la red para que realice su funcionamiento con menos

elementos en la red.

Figura 4.5: Ajuste �no en la red neuronal

Otro enfoque para la eliminación de pesos es agregar en la función de costo a minimizar

un elemento que contenga el parámetro que indica el número de elementos que se quieren

minimizar:

J =
m∑
k=1

yk − ŷk + %
m∑
c=1

W 2
d /W

2
m

1 +W 2
d /W

2
m

(4.52)
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El segundo término %
∑m

c=1

W 2
d /W

2
m

1 +W 2
d /W

2
m

de la función de costo determina la complejidad

del sistema basado en la suma de todos los componentes de la red neuronal y con el cual

se puede medir su tamaño. El valor % representa la importancia relativa del término en la

función de costo. Esta metodología es aplicada directamente en la función de costo para la

propagación del error hacia atrás calculando directamente los valores en la parte compleja

que no afecten el rendimiento de la red neuronal.

Debido a estas estructuras nos encontramos con diferentes métodos para la poda en la

red neuronal y se genera una pequeña clasi�cación en relación con sus diferencias entre estos.

Estructura: En este método se podan parámetros individualmente seleccionados en

la red neuronal y es conocido como poda no estructurada. Mientras que la poda

estructurada elimina grupos de parámetros como un conjunto de neuronas de una

capa en la red neuronal.

Puntuación: Son métodos de poda que comparan los valores de los pesos localmente,

podando una fracción de los parámetros con los valores más bajos dentro de cada capa

de la red neuronal.

Programación: Los métodos de poda di�eren en la cantidad de la red a podar en cada

paso. Algunos podan una fracción �ja de la red de forma iterativa a lo largo de varios

pasos mientras que otros métodos podan todos pesos a la vez en un solo paso.

Ajuste �no: En este método se sigue entrenando la red utilizando los pesos entrenados

antes de la poda.

En este trabajo se selecciona la metodología de ajuste �no en la poda de la red

neuronal para ejecutar los dos lotes de entrenamiento para una red neuronal de dos capas

representando el modelo de la red por el método de poda en la siguiente ecuación. Cuando

una red se representa mediante los datos de entrada x y los parámetros de la red M como

una función NN0 = f [x,M ], a partir de este se produce una estructura de la red con ajuste

�no de los pesos NNi:
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NNi = f
[
x, Pr �M i

]
(4.53)

donde Pr ∈ {0, 1}|M
i| con M i representa a los parámetros en la red neuronal a la cual se le

aplicó la poda y puede ser diferente de M , � es la representación del producto elemento

a elemento, donde i = 1, ..., ξ̄ que representa cada una de las época del segundo lote de

entrenamiento. NNi representa la estructura de la red neuronal después de haber realizado

la poda en ella.

Para obtener NNi se realiza el recorte de la estructura de la red por medio de la valoración

de los pesos con menor valor (los pesos que están más cercanos a cero). Debido a que la red

neuronal ha sido procesada con el primer lote de entrenamiento donde se obtuvo NN0,

para esta estructura calcula la probabilidad condicional pi(ŷ | x) por medio del modelo

de distribución normal para variables aleatorias independientes cumpliendo que p(x, ŷ) =

p(x)p(ŷ | x):

pi (ŷ | x) =
p (x, ŷ)

p (x)
(4.54)

La distribución de probabilidad p(ŷ | x) cumple con las propiedades de la probabilidad

siguientes:

∑
x

∑̂
y

p (x, ŷ) = 1

E [x|ŷ] =
∑
x

xpi (ŷ|x)
(4.55)

donde las distribuciones p(y | x) se pueden calcular de la misma forma que pi(ŷ | x) utilizando

la información real en los datos de entrada y salida de sistema dinámico.Una vez obtenidas las

distribuciones de probabilidad p(y | x) y p(ŷ | x) se calcula la divergencia Kullback-Leibler
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entre las distribuciones p(y | x) y p(ŷ | x):

KLi (p(y |x)‖p(ŷ |x)) =
n∑
j

pj(y |x) log

(
pj(y |x)

pj(ŷ |x)

)
(4.56)

donde n es el total de puntos en las distribuciones. La ejecución del recorte de la red neuronal

y el cálculo de KLi(p(ŷ | x) ‖ p(y | x))) se realiza en cada época de entrenamiento y

se almacenan. Además, para cada nueva estructura NNi es necesario actualizar los pesos

mediante el algoritmo de la propagación del error hacia atrás minimizando la misma de

costo dada por:

L(e) =
1

2
[y(k)− ŷ (k)]2 (4.57)

La actualización de los pesos W y V que minimizan la ecuación 4.57 se obtienen como se

tiene en las ecuaciones (4.35) y (4.36). Estos pesos actualizados forman al conjunto M i,

sobre los cuales se realiza la poda Pr.

Una vez que se terminan las épocas del segundo lote de entrenamiento se selecciona la

mejor estructura de la red neuronal NNO basándose en:

O = arg min
i

KLi (p(y | x) ‖ p(ŷ | x)). (4.58)

En la tabla 4.2 se presenta el procedimiento a seguir para la identi�cación de sistemas

dinámicos ejecutando los dos lotes de entrenamiento aplicado a estructuras de redes

neuronales con dos capas NN [W (V x)] con W ∈ Rm y V ∈ Rv×m. En el primer lote

de entrenamiento se utilizan los métodos de propagación hacia atrás del error BP o el

Aprendizaje Extremo ELM, mientras que en el segundo lote de entrenamiento se realiza

el recorte de la estructura, se analiza la información estadística y se entrena la red por

el método BP. Esta metodología se aplica a la identi�cación dos sistemas dinámicos en la

sección 5.3 de este trabajo.
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Tabla 4.2: Ajuste �no en la red neuronal.
1. Iniciar los pesos W,V para NN0 [W (V x (k))].
2. Entrenar la red NN0 [W (V x (k))] con BP o ELM.
3. Guardar los pesos W,V .
4. Calcular p0(ŷ | x).
5. Calcular KL0 (p(ŷ | x) ‖ (y | x))
for i=1 hasta ξ̄
6. Podar los pesos W,V en la red NNi−1 [W (V x (k))].
7. Entrenar la red con BP obteniendo NNi [W (V x (k))].
8. Calcular pi(ŷ | x).
9. Calcular KLi (p(ŷ | x) ‖ (y | x)).
10. Guardar NNi, KLi.
End for
11. Elegir la mejor estructura NNO con base a (4.58).



87

Capítulo 5

Aplicaciones y Simulaciones.

En este capítulo se desarrolla la aplicación de las metodologías presentadas en los

capítulos 3 y 4 de este trabajo. La primera parte del capítulo presenta la aplicación de

los pronósticos en las distribuciones de probabilidad de los parámetros sísmicos por medio

la inferencia Bayesiana, así como la inferencia Bayesiana actualizada con de información de

datos recientes. La aplicación del modelo de la distribución de probabilidad de los parámetros

sísmicos también se lleva a cabo mediante la combinación de la inferencia Bayesiana y

una red neuronal para calcular distribuciones a posteriori. Por último, se modelan dos

sistemas dinámicos mediante la combinación de redes neuronales y la información estadística

presentadas en la sección 4.3.2 de este trabajo.

5.1. Cálculo de distribuciones a Posteriori de parámetros

sísmicos en Italia.

Se analizan 4 catálogos de información sísmica de la región de central de Italia del

año 1995 al año 2018, en donde uno de los catálogos representa la información completa

de cada evento sísmico, mientras que los otros tres catálogos han sido procesados con

técnicas de rechazo de réplicas de los eventos sísmicos en los cuales se tendrá menos datos
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de informacion sísmica quedando solo los eventos sísmicos iniciales (Estas técnicas no se

realizan en este trabajo pero se puede revisar el trabajo de Van shipout [78]). En este

trabajo nos enfocamos en los parámetros de magnitud, distancia entre los eventos y el

tiempo entre los eventos para desarrollar la predicción de las distribuciones. En la �gura 5.1

se puede observar la región de interés que está comprendida entre las coordenadas 12.3◦E a

13.6◦E longitudinal y las coordenadas 41.6◦N hasta 44◦N latitudinales, donde se presentan

eventos con una magnitud mayor a 5.5 en la escala de Richter [72].

Figura 5.1: Área de investigación sísmica. El recuadro marca las coordenadas de interés.

Calculo de distribuciones a posteriori para parámetros sísmicos de una región

de Italia.

Se seleccionaron las fechas entre el primero de enero del 2014 a 31 de diciembre del

2016 para obtener la información con la que se construye el conocimiento a priori de las

distribuciones contando con 34772 datos para calcular la distribucion a posteriori de las

distribuciones de magnitud, distancia entre eventos y tiempo entre eventos, con lo cual nos
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acercamos a una predicción sobre las distribuciones de estos parámetros en el año 2017

donde se tiene un total de 13784 datos de la magnitud distancia y tiempo de los eventos

sísmicos. Toda esta información se encuentra disponible en cnt.rm.ingv.it/en/iside.

Para realizar la evaluación del modelo obtenido mediante la metodología de Monte Carlo

en las distribuciones a posteriori se obtuvo la divergencia entre las distribuciones por medio

de la divergencia de Kullback-Leibler, manejando el logaritmo natural en todos los cálculos

de la divergencia de distribuciones obteniendo los resultados en nats:

KL [p(yi) ‖p(θ |yi ) ] =
∑
i

p(yi) log
p(yi)

p(θ |yi )
(5.1)

donde la p(θ|y) representa la distribución obtenida mediante la inferencia Bayesiana y p(yi)

representa la distribución real en los datos para el año 2017.

Se analizó el modelo de distribución que tiene cada parámetro sísmico en cada uno de

los catálogos de información previo al cálculo de las distribuciones a posteriori seleccionando

el modelo normal o exponencial y �nalmente se calcula la divergencia de Kullback-Leibler

entre las distribuciones. Para el catálogo sin rechazo de replicas se seleccionó el modelo de

distribución exponencial para calcular las distribuciones a posteriori.

En la �gura 5.2 se tiene el comportamiento del error de cada uno de los parámetros

analizados contra el número de muestras k aplicadas en modelo de las distribuciones de

probabilidad a posteriori por medio del método de Monte Carlo encontrando la divergencia

de Kullback-Leibler con base e resultando la divergencia en nats.

El cálculo de las distribuciones a posteriori basada en información histórica disponible

como información previa, en el caso de los parámetros sísmicos de Italia son los datos entre

los años 2014 y 2016, nos permite comparar el resultado con la distribución que se tiene

en el año 2017 como análisis de la inferencia Bayesiana. El modelo de las distribuciones a

cnt.rm.ingv.it/en/iside.
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Figura 5.2: Resultados del error del catalogo principal

posteriori se calcula con el método de Monte Carlo en el cual se depende de un numero de

muestras k por lo que primero se analizó la divergencia entre distribuciones con respecto al

número de muestras para obtener una divergencia menor o igual a el 10 por ciento, esto se

representa con una línea en las �guras del análisis del error.

La metodología para el modelado de las distribuciones a posteriori de los parámetros

sísmicos se obtiene de los siguientes pasos:

1. Seleccionar el catálogo (con o sin replicas).

2. Clasi�car la información con base en la región de interés.

3. Seleccionar el modelo de distribución (normal o exponencial).

4. Calcular la distribucion a posteriori con el método de Monte Carlo.

5. Calcular la divergencia KUllback-Leibler entre distribuciones.
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Cálculo de distribuciones a posteriori para parámetros sísmicos en una región
de Italia para catálogos de información que han sido procesado con técnicas de
rechazo de réplicas.

La metodología inferencia Bayesiana por el método Monte Carlo se aplicó a tres catálogos
con la información sísmica de la región de interés en Italia, los datos proporcionados en estos
catálogos son resultados de metodologías de rechazo de réplicas: Método de Reasenberg en
el cual se identi�can réplicas de acuerdo con la zona y el tiempo de interacción, Método
de Knopo� y Gardner con ventana de Grunthal y Método de Knopo� y Gardner con
ventana de Humhammer, en los casos de los métodos con ventanas se analiza un evento con
magnitud M y los eventos que se encuentren en un tiempo cercano t (Para más detalles
sobre la aplicación de los métodos revisar las referencias [78], así como las referencias en ese
mismo trabajo). Los catálogos fueron obtenidos por medio del proyecto CNR-CINVESTAV
del Consiglio Nazionale delle Ricerche CNR.

En la �gura 5.3 se observan los resultados del modelado del error entre las distribuciones
modeladas en nats para los parámetros de magnitud, distancia y tiempo con el modelo
exponencial cuando se aplica el método de rechazo de perturbaciones de Rasenberg en
relación con el número de muestras utilizadas en el método de Monte Carlo la línea punteada
indica un error menos o igual al 10 por ciento.

En la �gura 5.4 se muestran los resultados del error de modelación para la distribución e
nats de los parámetros sísmicos en Italia cuando se le aplica el método de rechazo de replicas
con la ventana de Grunthal. Estas distribuciones emplean el modelo exponencial. La línea
punteada indica un error menor o igual a 10 por ciento.

Por último, se observa el error de distribución en nats de los parámetros sísmicos de
Italia cunado se aplica el método de rechazo de replicas con la ventana de Humhammer en
la �gura 5.5. En estos resultados se aplicó la forma normal para obtener las distribuciones
de los parámetros sísmicos de Italia y la linea punteada indica cuando se obtiene un error
menor o igual a 10 por ciento.

Como se puede observar de los resultados, la predicción de las distribuciones depende
del número de muestras que se seleccionan en cada caso, sin embargo, en ambos modelos
de distribución se ha producido satisfactoriamente la predicción de la distribución de
probabilidad de los parámetros sísmicos para esta región de Italia. Estos resultados otorgan
información sobre probabilidades de los parámetros de magnitud, distancia y tiempo de
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Figura 5.3: Error de modelado de los parámetros sísmicos en el catálogo con el método de
Rasenberg.

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

k

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

0.018

0.02

E
rr

o
r 

E
s
ti

m
a
d
o
 [

n
a
ts

]

Magnitud

Distancia

Tiempo

Figura 5.4: Error de modelado de los parámetros sísmicos en el catálogo con el método de la
ventana de Grunthal.

los sismos con lo cual podemos obtener un conocimiento de los parámetros para eventos
próximos.
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Figura 5.5: Error de modelado de los parámetros sísmicos en el catálogo con el método de la
ventana de Uhmhammer.

5.1.1. Cálculo de las distribuciones a posteriori usando datos de
información reciente aplicado a parámetros sísmicos.

Con la misma información sísmica de los catálogos de Italia se aplicó la metodología
de inferencia Bayesiana por medio la aplicación de datos con información reciente de los
parámetros de magnitud, distancia entre eventos y tiempo entre eventos de los sismos.

En el cálculo de las distribuciones posteriores por medio de la información reciente como
se observa en la �gura 3.3 se realiza mediante los siguientes pasos:

1. Dados los datos históricos X1 calcular la distribución de probabilidad por medio del
método de Monte Carlo.

2. Obtener p(θ | X1) y generar el nuevo conocimiento a priori p(θ | X2).

3. Para los datos recientes X2 iniciar el método de Monte Carlo para la distribución a
posteriori.

4. Calcular la nueva distribución a posteriori p(θ | X1, X2).
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5. Calcular la divergencia KUllback-Leibler entre distribuciones.

En las siguientes �guras 5.6 se observan los modelos de distribución obtenidos para los
parámetros de magnitud, distancia y tiempo generados desde el catálogo sin técnica de
rechazo de réplicas de la región de Italia. En el método se utilizó la información de los años
2014 a 2015 como datos históricos X1, mientras que los datos que se tienen en el año 2016 se
usan como información reciente X2 en la inferencia Bayesiana para predecir la distribución
que se tiene en el año 2017.

El procedimiento de inferencia Bayesiana con datos recientes se aplicó para los 3 catálogos
que han sido procesados con las técnicas de rechazo de réplicas de los sismos. Se puede
observar los resultados de las distribuciones a posteriori de los parámetros sísmicos analizando
la divergencia de las distribuciones en nats para cada uno de los catálogos en la tabla 5.1.

Tabla 5.1: Errores de predicción.
Catalogo Distribución Modelo Método Inferencia

Estadístico Bayesiano Bayesiana
×10−3 ×10−3 ×10−3

ITcat Magnitud 17.9 8.9 4.5
19952018zH Distancia 56.5 10.5 8.2

60Km Tiempo 9.7 35.8 5.1

IT_dec Magnitud 12.9 4.9 3.3
_RS_z Distancia 35.6 10.5 7.7

Tiempo 15.2 11.0 9.7

IT_dec Magnitud 12.9 4.9 3.2
_GR_z Distancia 48.4 9.3 4.5

Tiempo 75 24.4 12.7

IT_dec Magnitud 13.0 50.0 3.0
_UH_z Distancia 19.5 19.8 2.8

Tiempo 18.0 9.5 5.6

En la tabla 5.1 ITcat19952018zH60km representa el catálogo de información sísmica de
Italia que no ha sido procesado con algún método de rechazo de réplicas, IT_dec_RS_z
es el catálogo con el método de Rasenberg, IT_dec_GR_z representa el catálogo con
el método ventana de Grunthal y IT_dec_UH_z es el método con la ventana de
Umerhammer. Además de que se puede observar una comparación de los errores obtenidos
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Figura 5.6: Distribuciones Posteriores.

por la divergencia entre las distribuciones utilizando el modelo estadístico para una
distribución a posteriori como se observa en la �gura 5.7y utilizando el teorema de Bayes
aplicando la metodología de Monte Carlo para distribuciones a posteriori como se observa
en la �gura 5.8. Obteniendo los valores de las divergencias en nats.

El cálculo de distribuciones a posteriori por medio de información reciente ha conseguido
pronosticar la distribución de probabilidad de los parámetros sísmicos en los catálogos de
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Figura 5.7: Modelo estadístico para distribuciones de probabilidad.

Figura 5.8: Teorema de Bayes para distribución a posteriori.

información de Italia obteniendo mejoras en el modelo de la distribución a posteriori como se
observa en la tabla 5.1 en comparación con la aplicación del modelo estadístico y el teorema
de Bayes para las distribuciones a posteriori. El resultado de distribuciones de probabilidad a
posteriori tiene una mejor actualización cuando se utiliza información reciente acercándonos
a las predicciones de probabilidad para los parámetros sísmicos.

5.2. Cálculo de distribuciones de a posteriori de

parámetros sísmicos mediante una red neuronal y

la inferencia Bayesiana.

Se calculan las distribuciones a posteriori de los parámetros sísmicos en el país de
México utilizando la inferencia Bayesiana y una red neuronal con lo cual encontramos
información de la probabilidad de estos parámetros en eventos próximos. Para esta
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aplicación se ha seleccionado información sísmica que se presenta en el país de México,
basado en un catálogo de información que tiene información recabada desde el primero
de enero del 1985 hasta el 30 de septiembre del 2020 que se encuentra disponible en
http://www2.ssn.unam.mx:8080/catalogo/. Tomando la información de los parámetros
de magnitud y distancia entre eventos para realizar el modelo de la distribución a posteriori
utilizando la información de los años 2015 y 2016 para construir el modelo a priori y los
datos entre los años 2017 y 2018 para la aplicación de la red neuronal MDN para obtener
una distribución de probabilidad la cual se actualiza la distribución a priori para obtener
la distribución a posteriori del modelo en los años 2019 y 2020.Para el calculo de las
distribuciones a posteriori utilizando una red neuronal MDN en la inferencia Bayesiana se
utiliza el modelo de distribución normal cumpliendo con el teorema de limite central y con
el modelo utilizado en la red neuronal.

1. Generar la información a priori p(θ).

2. Con y calcular p(ŷ) con la NN usando datos recientes.

3. Usar p(ŷ) como p(x|θ) para actualizar p(θ).

4. Obtener la distribucion a posteriori p(θ|X).

5. Analizar divergencia Kullback-Leibler.

En las �guras 5.9 y 5.10 se observa los resultados de las distribuciones a posteriori de
parámetros sísmicos de magnitud y distancia entre eventos de México cuando se aplica la
inferencia Bayesiana por medio de una red neuronal y una comparación con el método de
Monte Carlo para distribuciones a posteriori.

En la tabla 5.2 se puede observar los resultados para la distribución a posteriori usando
una red neuronal en el procedimiento de inferencia Bayesiana comparada con el método de
Monte Carlo para distribuciones a posteriori, usando la divergencia de Kullback-Liebler para
determinar el error de modelado estimado en nats.

Los resultados en la 5.2 muestran que la aplicación de redes neuronales en la inferencia
Bayesiana puede obtener resultados para distribuciones a posteriori para la magnitud y
la distancia entre eventos de sismos en México. La aplicación de la red en la inferencia
Bayesiana para el cálculo de distribuciones a posteriori muestran una mejor actualización
como se obtuvo en la inferencia Bayesiana con datos recientes.

http://www2.ssn.unam.mx:8080/catalogo/
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Figura 5.9: Distribucion posterior para magnitud de sismos en México.
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Figura 5.10: Distribucion posterior para distancia de sismos en México.

Calculo de las distribuciones posteriores para la magnitud de sismos en Italia y
México con Redes Neuronales.

Se implementó el modelado de distribución a posteriori por medio de una red neuronal
MDN que esta entrenada por los métodos de aprendizaje obteniendo el modelo de
distribución como en la sección 4.1.1 y el método de Mínimos Cuadrados (LS) para la
optimización de los pesos en la estructura de la red como en la sección 4.1.2, con el objetivo
de comparar el rendimiento de las redes neuronales en la aplicación de las distribuciones
posteriores utilizando la información en los años 2015 y 2016 como un conocimiento a prior
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Tabla 5.2: Error de modelado en información sísmica (×10−3)
Monte Carlo Inferencia Bayesiana con MDN

Magnitud 26.5 2.2
Distancia 19.0 3.9

en la metodología y para la identi�cación de los datos por medio de la red se utilizan los
datos en los años 2017 y 2018.

En la �gura 5.11 se muestran los resultados para el modelado de la distribución a
posteriori de la magnitud de los sismos en Italia, mientras que en la �gura 5.12 se muestra
el resultado de la distribución a posteriori de la magnitud de los sismos en México. Los
resultados de las distribuciones a posteriori en las �guras se obtuvieron mediante el método
de Monte Carlo (MC), y la inferencia Bayesiana con una red neuronal MDN con dos
métodos del entrenamiento. A la combinación de la inferencia Bayesiana y la red MDN se
nombra Bayes-MDN en las �guras 5.11 y 5.12.
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Figura 5.11: Distribución posterior de la magnitud en Italia.

La Tabla 5.3 muestra los resultados de la divergencia en nats para el modelado de la
distribución a posteriori de la información sísmica obtenido de la aplicación de la inferencia
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Figura 5.12: Distribución posterior de la magnitud en México.

por medio de una red neuronal MDN, comparando con el método de Monte Carlo MC y
la inferencia Bayesiana con la red neuronal entrenada por medio del método de Mínimos
Cuadrados (LS).

Tabla 5.3: Errores de modelado de distribucion posterior (×10−3)
Error
de
MC

Error
de

MDN

Error
de

Mínimos Cuadrados
Magnitud

de
Italia

2.1 0.9 0.6

Magnitud
de

México
3 0.97 0.23
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5.3. Identi�cación de series de tiempo usando el método

de ajuste �no de los pesos.

Se han seleccionado dos sistemas no lineales para analizar la identi�cación de sistemas
dinámicos por medio de redes neuronales y el ajuste �no de los pesos por medio de la
información estadística p(y|x). Aplicando una red neuronal de dos capas para realizar la
identi�cación del sistema dinámico en un primer lote de entrenamiento y con la misma
estructura del número de pesos y número de capas se realiza el ajuste �no de los pesos en la
red con un segundo lote de entrenamiento por medio de la información estadística.

Horno de gas.

Este sistema cuenta con 296 puntos de información disponible de su entrada u y salida
y con los cuales se puede realizar la identi�cación por medio de la red neuronal. La entrada
u(k) representa el �ujo de metano que entra hacia el horno, mientras que la salida y(k)
representa el dióxido de carbono en la salida del mismo horno, obteniendo estas medidas
con un intervalo de 9 segundos [18]. Para la aplicación de la red neuronal se han tomado los
primeros 149 datos del sistema para realizar la identi�cación y los restantes 146 datos que
van desde el dato 150 al 296 para prueba de la red entrenada.

En la �gura 5.13 se tiene los resultados de la identi�cación del sistema de horno de gas por
medio de la red neuronal en cada etapa de entrenamiento, siendo la primera la identi�cación
por red neuronal y segunda por ajuste �no de los pesos. En este caso se realizó un recorte
en el número de pesos de la red neuronal empezando con una estructura NN0 con 30 pesos
en la capa de salida y 10× 30 pesos en la capa oculta, realizando el recorte de la estructura
ξ̄ = 12 veces encontrando la mejor divergencia KL en la poda número ξ̄ = 9 seleccionando
la estructura de la red NN9 la cual resultó con 10× 7 pesos en la capa oculta y 7 pesos en
la capa de salida.

Sistema de tanques en cascada.

Para el sistema de tanques conectados en cascada se tienen 1024 datos de información
disponibles que representa el sistema de control de nivel en dos tanques con alimentación
independiente por medio de dos bombas. El sistema está principalmente modelado por los
principios de Bernoulli y de conservación de la masa, pero el modelo no considera el efecto
de sobre �ujo que pueda aparecer [63]:
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Figura 5.13: Ajuste �no en el modelado del sistema de gas.

ẋ1 (t) = −k1

√
x1 (t)+k4u (t) +ζ1(t), (5.2)

ẋ2 (t) =k2

√
x1 (t)−k3

√
x2 (t)+ζ2(t), (5.3)

y (t) =x2 + ξ (t) (5.4)

donde u(t) representa la señal de entrada, x1(t) y x2(t) son los estados del sistema, ζ(t),
ζ(t) y ξ(t) son fuentes de ruido aditivas, por último k1, k2, k3 y k4 representan constantes
que dependen del modelado en el sistema [63].

En la �gura 5.14 se observa la identi�cación del sistema de tanques conectados en
casacas en la etapa de prueba de la red neuronal, así como la etapa de prueba del ajuste �no
de los pesos cuando la red mantiene la misma estructura de dos capas sin poda utilizando
600 datos de la entrada y salida del sistema para el entrenamiento de la red y a partir del
dato 601 hasta el dato 1024 se ha utilizado como referencia para probar la red neuronal
entrenada en cada lote. Utilizando una estructura inicial NN0 con 20 pesos en la capa de
salida, con 6 × 10 pesos en la capa oculta y se realizó la poda de la estructura ξ̄ = 10
veces encontrando la mejor divergencia KL en el paso de la poda ξ̄ = 4 seleccionando la
estructura NN4 que resultó con 4 pesos en la capa salida y 6× 4 pesos en la capa oculta.
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Figura 5.14: Ajuste �no en el modelado del sistema en cascada

En la tabla 5.4 se tiene un análisis del error acumulado en la red analizado mediante el
error cuadrático medio (MSE) en la etapa de prueba de la red y la etapa de prueba en la
red mediante el ajuste �no de los pesos.

Tabla 5.4: Errores modelados por medio de MSE ×10−3

Ajuste �no
Red neuronal Ajuste �no

Horno de Gas 9.0 3.8
Sistema en Cascada 3.3 0.97

5.3.1. Identi�cación de sistemas dinámicos comparando resultados
del entrenamiento BP y ELM en el primer lote de
entrenamiento.

Se aplicaron los tipos de entrenamiento BP y ELM en el primer lote de entrenamiento
de la red neuronal antes de realizar el ajuste �no de los pesos en la red, para obtener la
identi�cación de los sistemas dinámicos del horno de gas y el sistema de tanques conectados
en casada. Con estos resultados se busca comparar el rendimiento de los entrenamientos en
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la red, así como la aplicación y rendimiento del ajuste �no de los pesos en la estructura de la
red una vez entrenada en la primera etapa. Mediante los siguientes pasos se realiza el proceso
de ajuste �no de los pesos en la red neuronal para la identi�cación de los sistemas dinámicos.

1. Entrenar el primer lote con BP o ELM.

2. Guardar los pesos W,V .

3. Entrenar segundo lote con información estadística p(y|x).

4. Obtener los nuevos pesos W,V .

5. Probar la red con el ajuste �no de los pesos con los datos de prueba y de la salida del
sistema.

Horno de gas BP vs ELM

Del total de 296 puntos de análisis contenidos en el catálogo se utilizan 50 puntos de
información de la entrada y la salida del sistema para el entrenamiento de la red mientras
que los 246 puntos restantes se han utilizado como información desconocida para probar la
red entrenada en cada una de las etapas de entrenamiento para el proceso de ajuste �no de
los pesos de la red neuronal.

Los resultados del ajuste �no de los pesos en la red en el sistema de horno de gas se
muestran en la Figura 5.15. En este caso se realizó un recorte en el número de pesos de la
red neuronal empezando con una estructura NN0 con 30 pesos en la capa de salida y 10×30
pesos en la capa oculta, realizando el recorte de la estructura ξ̄ = 12 veces encontrando la
mejor divergencia KL en la poda número ξ̄ = 9 seleccionando la estructura de la red NN9

la cual resultó con 10× 7 pesos en la capa oculta y 7 pesos en la capa de salida, comparando
los resultados que se obtienen de identi�car el sistema cuando se entrena a la red neuronal
en el primer lote de entrenamiento con los métodos de propagación hacia atrás del error y
el Aprendizaje Extremo en la primera etapa de la red neuronal.

Sistema de tanques en cascada BP vs ELM

En este caso retomamos los 1024 puntos de información que se tienen en el sistema
de dos tanques conectados en cascada [63], con el objetivo de comparar los métodos de
entrenamiento que se ocupan en la primera etapa de entrenamiento para la metodología de
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Figura 5.15: Prueba de la red en la etapa de ajuste �no de los pesos para el sistema de horno
de gas.

ajuste �no de los pesos. Los resultados del modelado de las redes neuronales se muestran
en la Figura 5.16. Para los resultados de la identi�cación de este sistema se utilizan 300
puntos de datos para entrenar la red neuronal mediante los métodos de entrenamiento
de propagación hacia atrás del error y Aprendizaje Extremo, mientras que el resto de los
datos de la referencia se utilizan como puntos de prueba para la propia red. Utilizando una
estructura inicial NN0 con 20 pesos en la capa de salida, con 6× 10 pesos en la capa oculta
y se realizó la poda de la estructura ξ̄ = 10 veces encontrando la mejor divergencia KL en
el paso de la poda ξ̄ = 4 seleccionando la estructura NN4 que resultó con 4 pesos en la capa
salida y 6× 4 pesos en la capa oculta

Debido a que los resultados son muy cercanos en el momento de modelar al sistema
se opta por generar un pequeño acercamiento (zoom) de los últimos datos para observar
las diferencias entre los métodos al aplicar el ajuste �nos de los pesos en la red neuronal
por cada uno de los tipos de aprendizaje aplicados. El acercamiento de los resultados de la
prueba de la red neuronal en la etapa de ajuste �no se observa en la �gura 5.17.

En la tabla 5.5 se observan los resultados del erro cuadrático medio (MSE) en la etapa
de prueba para el procedimiento de ajuste �no de los pesos en la red neuronal usando la
información con estadística p(y|x) comparando cada uno de los métodos de aprendizaje BP y
ELM que se aplica en la red neuronal en wl primer lote de entrenamiento de esta metodología.
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Figura 5.16: Prueba de la red en la etapa de ajuste �no de los pesos para el sistema tanques
en cascada.
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Figura 5.17: Acercamiento en el modelado con ajuste �no en la red para el sistema de tanques
en cascada
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Tabla 5.5: Rendimiento del ajuste �no en la red neuronal
Sistema de Gas Sistema en Cascada

Error en la NN Error en el Ajuste �no Error en la NN Error en el ajuste �no
BP 1.5 0.8 0.6 0.05
ELM 1.4 0.17 0.3 0.006

5.3.2. Cálculo de la distribución en la dinámica de los sistemas
dinámicos por medio de una red MDN.

Para este sistema también se realizó el cálculo de la distribución de probabilidad que se
tiene en la salida del sistema para modelar por medio de la red neuronal MDN comparando
los resultados que se obtienen en la red cuando se aplican los procedimientos de aprendizaje
BP y Mínimos Cuadrados (LS), así como una comparación con el método de Monte Carlo
para obtener la distribución de probabilidad del sistema analizado. Estos resultados se pueden
observar en la �gura 5.18.
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Figura 5.18: Distribución de la salida del sistema de horma de gas.

La �gura 5.19 muestra la distribución de probabilidad en la salida del sistema de tanques
conectados en cascada, donde las distribuciones se obtienen mediante el modelado Bayesiano
de Monte Carlo y las redes neuronales MDN utilizando los métodos de entrenamiento de
propagación hacia atrás (BP) y el entrenamiento por Mínimos Cuadrados (LS), utilizando
la información encontrada entre los puntos 300 a 600 de la información disponible en la
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salida y del sistema.
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Figura 5.19: Distribución de la salida del sistema en Cascada.

Los resultados de la divergencia de las distribución de probabilidad en la salida de los
sistemas dinámicos por medio de la red neuronal MDN se puede observar en la tabla
5.6 calculados por medio de la divergencia de Kullback-Leibler en nats, comparando los
resultados obtenidos con el método de Monte Carlo MC y el procedimiento con la red
neuronal para inferencia Bayesiana utilizando los métodos de entrenamiento BP y Mínimos
cuadrados (LS) en la red neuronal.

Tabla 5.6: Red neuronal con inferencia Bayesiana (×10−3).
Sistema de Gas Sistema en Cascada

Error en la Red
Divergencia

KL
Error en la Red

Divergencia
KL

BP 2.4 1.2 0.6 0.53
ELM 1.4 1.1 0.3 0.71
MC - 2.07 - 1.28
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Análisis de los tiempos de cómputo en la aplicación de la metodología de ajuste
�no de los pesos para el modelado de los sistemas dinámicos.

En el proceso de identi�cación de sistemas dinámicos se puede analizar mediante el error
de modelado que se tiene en el proceso de la red neuronal, ya que se puede observar la
dinámica del error cuando la red neuronal es puesta a prueba. Con lo que se puede observar
el error de modelado de la red neuronal a lo largo de los puntos de prueba analizados para
cada sistema.

En la �gura 5.20 se observa el error modelado en la etapa de prueba de la red neuronal
para el sistema de horno de Gas y el error modelado en la etapa de prueba cuando se realiza
el ajuste �no de los pesos en la red.
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Figura 5.20: Error de identi�cación para el sistema de Gas.

El análisis de la dinámica del error en la etapa de prueba de la red y etapa de prueba
en el ajuste �no de los pesos se realizó para obtener el modelo del sistema de tanques
conectados en cascada como se puede observar en la �gura 5.21.

Se toma el análisis del tiempo que le toma la aplicación del programa para obtener el
modelo de los sistemas dinámicos en la etapa de prueba de la red neuronal con el objetivo
de analizar si existe un costo computacional importante al momento de la ejecución de
los procedimientos de identi�cación del sistema dinámico y la identi�cación del sistema
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Figura 5.21: Error de identi�cación para el sistema de Tanques en Cascada.

por medio del ajuste �no de los pesos. Tomando en cuenta que se tienen las mismas
características técnicas de la computadora en todo momento: con un procesador x64 de 64
bits, con memoria RAM de 4 GB y un almacenamiento de tipo SSD de un Terabyte de
capacidad, apoyándose de la herramienta de Matlab 2019a, siendo la única tarea ejecutada
en ese momento.

En la tabla 5.3 se muestran los resultados del tiempo para la ejecución de la etapa de
prueba en la red neuronal y una comparación con el tiempo que tarda la aplicación del
ajuste �no de los pesos en la red neuronal midiendo el tiempo en segundos (s).

Tabla 5.7: Tiempo de ejecución de las redes neuronales.
Perceptron Ajuste-�no

Sistema de Gas 0.025071s 0.106857s
Sistema en Cascada 0.033046s 0.11829s
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Capítulo 6

Conclusiones

La inferencia Bayesiana nos permite encontrar distribuciones de probabilidad con
información a posteriori con base en creencias que se obtienen de la información analizada,
en este trabajo se aplicó a los parámetros sísmicos generando un pronóstico de la distribución
de probabilidad en los parámetros de magnitud eventos, distancia entre eventos y tiempo
entre eventos, además se tuvieron mejoras en el cálculo de las distribuciones a posteriori
mediante el uso de información reciente. Con estas metodologías nos acercamos a poder
predecir la probabilidad de eventos futuros.

Las metodologías aplicadas en la inferencia Bayesiana por medio de la actualización de
las distribuciones con información reciente obtuvieron mejores resultados en el cálculo de
las distribuciones a posteriori, siguiendo esta idea se aplicó una red neuronal para modelar
una distribución de probabilidad la cual se aplica a la inferencia Bayesiana para calcular la
distribución a posteriori. De esta aplicación se obtuvieron buenos resultados al calcular la
distribución a posteriori de los parámetros sísmicos comparando con los métodos de Monte
Carlo.

Se pudo generar una estructura basada en redes neuronales para la identi�cación de
sistemas dinámicos agregando la información estadística de los datos de entrada y salida
del sistema. La cual se entrenó en dos lotes donde el primer lote actualiza los pesos con la
información de entrada y salida mientras que el segundo lote obtuvo un ajuste �no de los
pesos utilizando información estadística de los datos de entrada y salida. La aplicación del
ajuste �no de los pesos en la red neuronal generó mejoras de rendimiento en la identi�cación
sistemas dinámicos comparando con una red neuronal de estructura simple.
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Capítulo 7

Trabajo futuro

Se pueden implementar inferencia Bayesiana para distribuciones de probabilidad
combinado con las redes neuronales que tengan modelos de distribución distintos al modelo
normal. Obteniendo resultados de distribuciones posteriores con cualquier tipo de modelo
de distribución que pueda aparecer en la información analizada.

El cálculo de distribuciones a posteriori se puede implementar en problemas donde la
información cambia constantemente y toma mayor relevancia la información reciente como
en el caso eventos sísmicos, datos de contaminación o a los valores económicos en el mercado
de bolsa.

La identi�cación del sistema dinámico que se obtuvo mediante la metodología presentada
en este trabajo puede servir para realizar el control para el sistema analizado.
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