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Capítulo 1

Introducción

El conocimiento total del modelo de una planta en general es muy difícil tenerlo, ya que

al paso del tiempo, las condiciones de operación o climáticas y otros factores del entorno

de la planta pueden ocasionar desgaste o degradación de sus componentes, por lo que sus

parámetros pueden cambiar. De manera que si se construye un modelo de la planta antes

de que suceda algún deterioro a lo largo del tiempo, seguramente se esta enfrentando a un

problema en el que no se conocen completamente los parámetros del modelo, a esta falta de

conocimiento sobre el modelo de la planta se le llama incertidumbre paramétrica.

A su vez, es posible que en el modelo que se este construyendo no se hayan tomado en

cuenta por alguna razón ciertas dinámicas de la planta, en este caso la estructura real de la

planta tendrá diferencia con respecto a la estructura del modelo matemático, a esta falta de

información del modelo de la planta se le conoce como incertidumbre estructural.

Por esta razón, un problema interesante surge cuando alguna parte o toda la dinámica del

sistema no es conocida. Por esto, el diseño de controladores robustos que enfrentan esta falta

de información es un tema importante. Esto conduce a entender que un sistema que no ha

sido hecho a la medida y este sistema siempre tiene incertidumbre estructural o paramétrica.

Es decir, es mas fácil que un ingeniero de control se enfrente a controlar una planta con

incertidumbre que a una que tenga un modelo exacto.

Por esta razón, una manera natural de modelar las plantas que tienen incertidumbre,
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es considerando un modelo que tenga términos nominales o valores centrales conocidos mas

otra parte no modelada o incierta.

Este punto de vista es utilizado como una forma de enfrentar los sistemas no lineales con

incertidumbre en la presente tesis, debido a que la incertidumbre es parcial algunos autores

nombran a este sistema como caja gris, en lugar de caja negra que es la situación en la que

hay una incertidumbre total del sistema y sólo se tiene lectura de la salida e introducción de

señales en la entrada.

Resultados recientes muestran que la técnica de redes neuronales es muy efectiva para

identificar una gran cantidad de sistemas no lineales complejos cuando no se tiene información

completa del modelo. Las redes neuronales se clasifican en redes neuronales con conexión

hacia adelante y redes neuronales recurrentes [28]. Aunque el algoritmo de propagación

hacia atrás se ha usado ampliamente como método de entrenamiento para redes neuronales,

la limitación es que este algoritmo tiene una convergencia de parámetros muy lenta. La

estabilidad de un algoritmo de gradiente descendiente modificado se da en [93].

El método de modos deslizantes tradicional es la aplicación de una señal de control con-

mutando a alta frecuencia que consigue llevar el estado del sistema a una superficie cercana

al origen denominada superficie de deslizamiento o función de conmutación y una vez llegan-

do a la superficie de deslizamiento se debe permanecer en ésta ante posibles perturbaciones

externas. Dicha superficie de deslizamiento debe ser definida por el diseñador con el objeto

de que el estado cumpla las especificaciones deseadas. El control por modos deslizantes en

tiempo continuo genera castañeo debido a la discontinuidad en la acción de control y el

castañeo es indeseable en la mayoría de las aplicaciones [11].

1.1. Estado del arte

1.1.1. Redes neuronales

En 1957, Frank Rosenblat comenzó el desarrollo del perceptrón, el perceptrón es la red

neuronal más antigua. En 1959 Bernard Widrow y Marcial Hoff desarrollaron el modelo de
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elementos lineales adaptables, esta fue la primera red neuronal aplicada a un problema real

(filtro adaptable para eliminar ecos en las líneas telefónicas). En 1967 Stephen Grossberg

realizaron una red avalancha que consistía en elementos discretos con actividad que varia

con el tiempo que satisface ecuaciones diferenciales continuas para resolver actividades como

reconocimiento del habla y el aprendizaje del movimiento de los brazos de un robot. En

1982 Marvin Minsky y Seymour Papert publicaron el libro llamado Perceptrons. En 1977

Teuvo Kohonen desarrolló un modelo de red neuronal para el reconocimiento de patrones

visuales [43]. En 1982 John Hopfield presentó una red que le ha dado su nombre [30]. En

1985 se formó la International Neural Network Society (INNS) bajo la iniciativa y dirección

de Grosberg en Estados Unidos, Kohonen en Finlandia y Amari en Japón. En 1987 la IEEE

celebró la primer conferencia sobre redes neuronales. En 1988 se unieron la INNS y la IEEE

para formar la llamada International Joint Conference on Neural Networks (IJCNN ) [29].

1.1.2. Algoritmo elipsoidal

En 1979 L.G.Khachiyan indicó como un método elipsoidal se puede implementar para

programación lineal [3]. Este resultado ha causado gran interés y ha estimulado a la inves-

tigación en este tema. La técnica elipsoidal tiene importantes ventajas en la estimación de

estados con perturbaciones acotadas [21]. Hay muchas aplicaciones potenciales para proble-

mas semejantes a la programación lineal. [89] obtuvo elipsoides los cuales eran validos para

un número finito de datos. [69] presentó una programación elipsoidal tal que el nuevo elip-

soide satisface una relación afín con otro elipsoide. En [12], el algoritmo elipsoidal se usa

como una técnica de optimización que toma en cuenta las restricciones sobre coeficientes

agrupados. [52] describió a detalle varios métodos que pueden ser usados para derivar una

incertidumbre elipsoidal apropiada. En [57], se considera el problema elipsoidal con compor-

tamiento asintótico para sistemas lineales en tiempo discreto. Hay pocas publicaciones de

elipsoides en combinación con redes neuronales. En [15] se usan aprendizajes supervisado y

no supervisado en forma elipsoidal para encontrar y sintonizar las reglas de funciones difusas

para un proceso de identificación difuso. En [42] se proponen funciones de activación de tipo
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elipsoidal para redes neuronales con conexión hacia adelante.

1.1.3. Control por modos deslizantes en tiempo discreto

En 1987 Sarpturk fue el primero que consideró el control por modos deslizantes en tiempo

discreto al cual era un control de estructura variable [77]. En 1999 Sira y Ramirez trataron

las generalidades de los modos deslizantes en tiempo discreto [82]. En 1999 Fang diseñó un

control por modos deslizantes con redes neuronales recurrentes estable para el problema de

regulación [19]. En 2000 Muñóz propuso un controlador en modos deslizantes el cual usa

una superficie de deslizamiento que produce un bajo castañeo en la señal de control, este

usa un termino adaptable y una red neuronal para la modelado del error de modelado y la

cancelación de este, éste control satisface las condiciones necesarias pero no las suficientes

que aseguran la estabilidad del sistema en lazo cerrado [55].

1.1.4. Control con redes neuronales

En 1990 Narendra fue el primero en tratar el control con redes neuronales en tiempo

discreto [56]. En 1995 Chen y Khalil diseñaron un control con redes neuronales estable

para sistemas afines para el problema de seguimiento de trayectoria [8]. En 1999 Cabrera y

Narendra propusieron controladores por redes neuronales basados en el control inverso [5].

En 2000 Jagannathan propuso un control por redes neuronales para una clase de sistemas

desconocidos para el cual garantiza su estabilidad [38]. En 2004 Ge, Zhang y Lee propusieron

un controlador con redes neuronales para una clase de sistemas con múltiples entradas y

múltiples salidas [24].
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1.2. Motivación del tema de tesis

1.2.1. Tiempo discreto

Para el diseño de algoritmos de control en tiempo continuo se requiere usar Simulink

o LabView y una tarjeta de adquisición de datos especial lo cual muchas veces no esta

al alcance de cualquier persona o institución. Para el diseño de algoritmos de control en

tiempo discreto se tienen ecuaciones de diferencia las cuales se pueden pasar directamente

al sistema real a través de un programa en C, en Visual Basic o en Ensamblador y una

tarjeta de adquisición de datos diseñada por el usuario con lo cual los costos están al alcance

de prácticamente cualquier persona o institución. Esta situación ha favorecido el diseño de

algoritmos de control a partir de un modelo discretizado, o más aún cuando el proceso

original opera en tiempo discreto como es el caso de este documento. El trabajo a realizar

en el control en tiempo discreto es extender, hasta donde sea posible, la teoría de control

existente para sistemas no lineales en tiempo continuo, al caso de sistemas en tiempo discreto.

En el caso de sistemas lineales invariantes en tiempo, existe un paralelismo casi perfecto entre

los sistemas en tiempo continuo y en tiempo discreto. Desafortunadamente, en el caso no

lineal la situación es mucho más compleja.

1.2.2. Redes neuronales

Ocurre a menudo en ingeniería química, como en muchas otras disciplinas, que la prin-

cipal, y a veces única, información de que se dispone de un proceso es una serie numérica

temporal. Dicha serie se corresponde con los valores de una función, de una o más variables,

que contiene la dinámica interna del sistema. El problema radica entonces en la identificación

de la función generadora de la serie de valores, esta tarea se ha realizado ampliamente con

las redes neuronales [28], [29].
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1.2.3. Algoritmo elipsoidal

Comparado al algoritmo de aprendizaje de propagación hacia atrás, el algoritmo elipsoidal

acotado tiene una convergencia de parámetros más rápida, ya que este es similar en estructura

al algoritmo del filtro de Kalman extendido [70], pero en el algoritmo elipsoidal no se requiere

que la incertidumbre estructural se modele como un proceso Gaussiano como en el algoritmo

del filtro de Kalman extendido, solo se requiere que el error de la incertidumbre estructural

esté acotado.

1.2.4. Modos deslizantes

La principal ventaja del control por modos deslizantes es que aporta robustez ante per-

turbaciones cuando estas tienen cotas conocidas. El control por modos deslizantes en tiempo

discreto se tiene la ventaja de que puede o no presentarse castañeo a diferencia del control

por modos deslizantes en tiempo continuo en el que siempre se presenta castañeo [82]. Si se

desconoce la planta, se pueden usar redes neuronales para modelar la planta [8], [55].

Para el siguiente sistema:

y(k + 1) = f(z(k)) + u(k) (1.1)

con z(k) = y(k− 1), . . . , y(k−n), u(k− 1), . . . , u(k−m). Se tienen los siguientes casos para

el control.

Caso 1: Usar modos deslizantes para controlar (1.1). Se propone la ley de control u(k) =

−K1sign(ec(k)) + ym(k + 1) donde ec(k) = ym(k + 1) − y(k + 1), ym(k + 1) es la salida de

referencia, con K1 ≥ f, |f(z(k))| < f,, se asegura que es estable el controlador, en este caso

se genera castañeo con magnitud K1 que puede ser grande.

Caso 2. Usar redes neuronales. Si se usan redes neuronales para aproximar f(z(k)) comobf(z(k)) en línea con el controlador, se sabe que se tendrá un error de identificación ei(k) =by(k + 1) − y(k + 1), by(k + 1) es la salida de la planta modelada, entonces si se usa la ley
de control u(k) = − bf(z(k)) + ym(k+ 1) siempre persistirá el error de modelado ei(k) donde

ei(k)¿ f , pero no se asegura la estabilidad del controlador.
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Caso 3. Usar modos deslizantes y redes neuronales. Si se usa la ley de control u(k) =

− bf(z(k))−K2sign(ec(k)) + ym(k + 1) con K2 ≥ e, |ei(k)| < e, si se asegura la estabilidad

del controlador y además este control genera menos castañeo debido a que K2 ¿ K1 ya que

ei(k)¿ f .

1.3. Objetivo de la tesis

El primer objetivo de esta tesis es proponer un algoritmo de elipsoidal acotado para el

entrenamiento de una red neuronal recurrente, comparando su comportamiento con el del

algoritmo de propagación hacia atrás.

El segundo objetivo de esta tesis es proponer un control neuronal por modos deslizantes

en tiempo discreto con ganancia variante en tiempo, comparando su comportamiento con

el del control neuronal por modos deslizantes con ganancia fija y el del control neuronal

por retroalimentación para controlar una clase especial de sistemas no lineales en tiempo

discreto.

1.4. Contenido de la tesis

En el capítulo 2 se presenta la teoría general para el control en tiempo discreto aplicado

a una planta de naturaleza discreta o aplicado a una planta discretizada y sus méto-

dos de discretización, después se presenta la teoría general para el control en tiempo

discreto de una planta en tiempo continuo. Después se presenta un panorama gener-

al de las redes neuronales así como la descripción de las estructuras de identificación

empleadas para control y el algoritmo de propagación hacia atrás. Posteriormente se

presentan algunas definiciones espacios elipsoidales acotados. Finalmente, se presentan

las características el control por modos deslizantes en tiempo discreto.

En el capítulo 3 se propone un algoritmo elipsoidal acotado el cual se usa para el entre-

namiento de una red neuronal recurrente para la identificación de sistemas no lineales.
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Se modifica el algoritmo elipsoidal acotado tal que se garantice que se tiene un elipsoide

el cual acote la intersección de dos espacios elipsoidales en cada iteración. Se actualizan

capa oculta y capa de salida. Se prueba la estabilidad del error de identificación para el

algoritmo elipsoidal acotado usando una técnica semejante a la técnica de Lyapunov.

Desde el punto de vista de sistemas dinámicos, tal entrenamiento es útil para todas las

aplicaciones de redes neuronales que requieren la actualización de los pesos en línea.

En el capítulo 4 se presenta un control por modos deslizantes con un aproximador de

funciones neuronal. El aproximador de funciones neuronal usa doble zona muerta y

una modificación para asegurar la estabilidad del error de modelado y la no singu-

laridad del controlador. Con el fin de reducir el castañeo, se modifica el control por

modos deslizantes en tiempo discreto utilizando una ganancia variante en tiempo. Se

da una condición necesaria para la existencia de la función de conmutación en tiempo

discreto, la cual satisface la condición |s(k)| ≤ q donde q > 0. Se prueba que el sistema

en lazo cerrado del control por modos deslizantes y el aproximador de funciones por

redes neuronales es uniformemente estable y que el error de seguimiento de trayectoria

está acotado y la cota de este error depende de la cota del error de la incertidumbre

estructural.

En el capítulo 5 se presentan las conclusiones finales de esta tesis y el trabajo a futuro.



Capítulo 2

Modelado y control con redes

neuronales en tiempo discreto

Este capítulo se presenta se presenta la teoría general para el control en tiempo discreto

aplicado a una planta de naturaleza discreta o aplicado a una planta discretizada y sus

métodos de discretización, después se presenta la teoría general para el control en tiempo

discreto de una planta en tiempo continuo. Después se presenta un panorama general de

las redes neuronales así como la descripción de las estructuras de identificación empleadas

para control y el algoritmo de propagación hacia atrás. Posteriormente se presentan algunas

definiciones espacios elipsoidales acotados. Finalmente, se presentan las características el

control por modos deslizantes en tiempo discreto.

2.1. Control discreto para plantas en tiempo continuo

2.1.1. Sistema de control por computadora

Un lazo de control de proceso digital variable sencillo con un proceso de tiempo continuo,

sistema de datos muestreados una entrada una salida, tendrá la configuración que se muestra

en la Figura 2.1. Los subsistemas de actuación y medición pueden considerarse incorporados
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Figura 2.1: Sistema de control por computadora

en la planta, de modo que la estructura que se aprecia en la Figura es general. La salida

continua de planta y(t) debe convertirse en datos de tiempo discreto por muestreo en puntos

discretos en el tiempo. De manera física, el muestreo se lleva normalmente usando un dis-

positivo convertidor analógico digital y un programa de muestreo de computadora digital,

se da por hecho que el muestreo se lleva a cabo a intervalos iguales de tiempo, es decir, el

periodo de muestreo T . La Figura 2.2 deja ver la relación entre la función continua y(t) y la

función muestreada yk, que es una aproximación de tiempo discreto de la función de tiempo

continuo. La función muestreada es también una secuencia atrasada en el tiempo de valores

o números f(kT ), k = 0, 1, . . ., y tiene una transformada z y(z) [18].

Una serie de números mk = m(kT ), k = 0, 1, 2, . . ., es una descripción limitada de una

función continua m(t). En particular, los valores en tiempos diferentes de los instantes de

muestreo son indefinidos y deben aproximarse, por lo común mediante alguna técnica de

interpolación. La más simple de tales reconstrucciones de m(t) que utiliza la información

mínima es una aproximación de primer orden o de Euler de pendiente cero ilustrada en
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Figura 2.2: Operación del muestreador

la Figura 2.3, a esta operación se le conoce como retenedor de orden cero, es decir, una

operación en la que el valor de cada señal muestreada se mantiene constante con pendiente

cero sobre el periodo de muestreo de T unidades de tiempo. El resultado es una señal de

patrón de escalera como se muestra en la figura 2.3. Físicamente, la conversión de los datos

de tiempo discreto en una señal de tiempo continuo se suele llevar a cabo con un dispositivo

convertidor digital a analógico [18].

2.2. Control en tiempo discreto

2.2.1. Control para plantas en tiempo discreto

En este documento se trata con este tipo de controles, en este sistema de control no se

tiene periodo de muestreo. Ver Figura 2.4. Hay algunas plantas que se encuentran en tiempo

discreto:
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Figura 2.4: Control de una planta en tiempo discreto
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Figura 2.5: Control de una planta discretizada

1. La planta no se obtiene a través de un modelo físico ni a través de ecuaciones difer-

enciales sino que se obtiene a través de análisis de datos. Por ejemplo: tráfico urbano,

tráfico de redes, población, etc.

2. El modelo es una caja negra solamente se pueden tomar datos de entrada y salida para

el modelado. Por ejemplo, series de tiempo, sistemas financieros, procesamiento de gas,

etc.

Se tratará este caso mas a detalle en las simulaciones de los capítulos 3 y 4.

2.2.2. Control para plantas discretizadas

Este caso se representa en la Figura 2.5. Algunos autores recomiendan que el periodo de

muestreo de la planta sea 10 veces más pequeño que el del controlador para que se aproxime

el sistema continuo y que el controlador funcione correctamente [18], [60]. Los métodos de

discretización considerados en este texto son el método de Euler y el método de Runge-Kuta

los cuales se analizan a continuación. Notará que se tienen una planta discretizada diferente

para cada periodo de muestreo diferente.



14 Modelado y control con redes neuronales en tiempo discreto

Discretización de sistemas lineales

Primero se va a obtener la representación en tiempo discreto para la siguiente ecuación

en espacio de estados lineal en tiempo continuo:

·
x(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(2.1)

donde x(t) ∈ <n es el vector de estados, u(t) ∈ <m es el vector de entradas, A ∈ <nxn es

una matriz constante, B ∈ <nxm es una matriz constante, y(t) ∈ <r es el vector de salidas,

C ∈ <rxn es una matriz constante y D ∈ <rxm es una matriz constante. La ecuación (2.1)

tiene la siguiente solución [60]:

x(t) = eAtx(0) + eAt
tZ
0

e−AτBu(τ)dτ (2.2)

donde x(0) es la condición inicial de x(t). La representación de la ecuación (2.1) en tiempo

discreto dada en [60] es:

x(k + 1) = G(T )x(k) +H(T )u(k) (2.3)

Notar que las matrices G(T ) y H(T ) dependen del periodo de muestreo T , una ves que el

periodo de muestreo es fijo, G y H son matrices constantes. Para determinar G(T ) y H(T ),

se usa la ecuación (2.2). Se asume que la entrada u(t) es muestreada y alimentada a un

retenedor de orden cero así que todos los componentes de u(t) son constantes en el intervalo

entre cualquiera dos instantes consecutivos de muestreo, o:

u(t) = u(k) para k ≤ t < k + 1 (2.4)

entonces se tiene G(T ) y H(T ) como sigue [60]:

G(T ) = eAT (2.5)

H(T ) =

TZ
0

eAυdυB = eAT
TZ
0

e−AtdtB (2.6)
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La salida de la ecuación (2.1) se convierte en:

y(k) = Cx(k) +Du(k) (2.7)

donde las matrices C y D son constantes y no dependen del periodo de muestreo. Si la matriz

A es no singular y usando el hecho de que d
dt
e−At = −Ae−At = −e−AtA se tiene para H(T)

la siguiente equivalencia:

H(T ) = eAT
TZ
0

e−AtdtB = −A−1eAT
¡
e−AT − I

¢
B = A−1

¡
eAT − I

¢
B =

¡
eAT − I

¢
A−1B

(2.8)

Ejemplo 2.1 Considere el sistema en tiempo continuo dado a continuación:

·
x(t) = −ax(t) + u(t)

y(t) = x(t)

obtener la representación del sistema en espacio de estados en tiempo discreto.

Usando ecuaciones (2.5) y (2.6) se tiene lo siguiente:

G(T ) = e−aT

H(T ) =

TZ
0

e−aυdυ = 1−e−aT
a

por lo tanto el sistema en tiempo discreto es:

x (k + 1) = e−aTx(k) + 1−e−aT
a

u(k)

y(k) = x(k)

Método de Euler para discretización de sistemas no lineales

El problema que se desea resolver es el siguiente: dada la función vectorial f(x, t), encuen-

tre la función vectorial x que sea una solución aproximada a la ecuación ordinaria vectorial:

d

dt
x = f(x, t)____x(t0) = x0 (2.9)
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para el intervalo de tiempo t0 ≤ t ≤ tf . Considere el intervalo de tiempo [t0, tf ], dividido en

N subintervalos de longitud T , de manera que:

tk = t0 + kT (2.10)

es posible obtener los valores aproximados x1, x2, . . . , xN , para los valores exactos x(t1), x(t2), . . . , x(tN),

utilizando la aproximación directa más sencilla de la derivada en el punto (xk, tk) que es el

cociente de diferencia:

f(xk, tk) ≈
1

T
(xk+1 − xk) (2.11)

Esta aproximación da la fórmula de recursión conocida como método de Euler [18]:

xk+1 = xk + Tf(xk, tk)___tk = t0 + kT (2.12)

La desventaja de este sencillo método, es que para una precisión razonable la longitud del

paso T debe ser muy pequeño.

Ejemplo 2.2 Considere la ecuación de estado lineal y homogénea de primer orden:

d

dt
x = ax___x(0) = x0 (2.13)

La solución exacta:

x(t) = x0e
at (2.14)

sabemos que es estable para todo a < 0. Sin embargo, la solución aproximada, según el método

de Euler, esta determinada por la ecuación de diferencia:

xk+1 = xk + Taxk (2.15)

que se escribe como:

xk+1 = (1 + Ta)xk = pxk___x0 dado (2.16)

El modo para comportamiento de estabilidad es pk o (1+Ta)k. Así el sistema es inestable para

todo |1 + Ta| > 1, Esto proporciona la estabilidad para el método de Euler como −2 < Ta < 0

dado que a < 0.

T <

¯̄̄̄
2

a

¯̄̄̄
(2.17)
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Método de Runge-Kuta para discretización de sistemas no lineales

En el problema de Runge-Kuta para mejorar la solución de (2.9) consiste en calcular

f(x, t) en varios puntos elegidos de manera estratégica cerca de la curva de solución en

el intervalo [tk, tk + T ], y combinar estos valores de tal forma que se obtenga una buena

precisión en el incremento calculado xk+1 − xk. El método de Runge Kuta de cuarto orden

es el siguiente [18]:

R1 = Tf(xk, tk)

R2 = Tf(xk +
1
2
R1, tk +

1
2
T )

R3 = Tf(xk +
1
2
R2, tk +

1
2
T )

R4 = Tf(xk +R3, tk + T )

xk+1 = xk +
1
6
[R1 + 2R2 + 2R3 +R4]

(2.18)

Esta fórmula es de cuarto orden, lo que en esencia significa que el error global de truncado

en el polinomio de aproximación del orden T 4. Si bien la función f se calcula cuatro veces en

cada paso de tiempo, la programación de las fórmulas de la ecuación (2.18) es relativamente

sencilla.

2.3. Redes neuronales para modelado

Una variedad de arquitecturas de redes neuronales para control han sido propuestas para

el control de sistemas no lineales con incertidumbre. Una de las principales ventajas de las

redes neuronales en el diseño de control no lineal es precisamente la capacidad de construir

mapeos no lineales complejos.

Por esto, las metodologías con redes neuronales se pueden considerar para identificar

no linealidades desconocidas en un sistema y después utilizar este modelo identificado para

construir una ley de control que logre los propósitos de control deseados [28].
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Figura 2.6: Modelo de una neurona

2.3.1. Redes neuronales

Una red neuronal artificial es un elemento capaz de procesar gran cantidad de información

de forma paralela y distribuida y esta inspirada en las redes neuronales biológicas, las cuales

pueden almacenar conocimiento y tenerlo disponible para su uso. La red neuronal artificial

tiene similitudes con el cerebro, como lo son:

El conocimiento es adquirido a través de un proceso de aprendizaje.

Las conexiones entre neuronas son llamadas pesos sinápticos y son utilizados para

almacenar el conocimiento.

La función del proceso de aprendizaje es modificar los pesos sinápticos de las redes neu-

ronales con el objetivo de minimizar una función de costo. La modificación de los pesos

sinápticos es el método tradicional para el diseño y el funcionamiento de las redes neuronales.

La neurona es la unidad fundamental para la operación de la red neuronal. La Figura 2.6

muestra el esquema de una neurona, el cual esta compuesto por:

1. Un conjunto de pesos sinápticos, con cada elemento caracterizado por su propio peso

wi.
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2. Un sumador el cual suma los componentes de la señal de entrada, multiplicados por su

respectivo peso sináptico definido en 1.

3. Una función de activación no-lineal ϕ(·) que transforma la salida del sumador en la
salida y.

En términos matemáticos, la neurona se puede describir como:

v =
nX

j=1

wixi

y = ϕ (v) (2.19)

donde:

yi i ésima componente de la entrada.

wi peso de la conexión entre la i-ésima componente de la entrada y la neurona.

v salida del sumador.

ϕ(·) función de activación no lineal.
y salida neurona.

La función de activación no-lineal denotada por ϕ(·), recibe como entrada v y genera el
elemento de la salida y. La función de activación ϕ(·) tiene se clasifica en:

1. Diferenciable y no diferenciable. Las funciones de activación diferenciables (por ejemplo

la función sigmoidal o la función tangente hiperbólica) son necesarias para algunos

algoritmos de adaptación como es el caso del algoritmo de propagación hacia atrás,

mientras que las funciones discontinuas (por ejemplo la función escalón unitario o la

función signo) se emplean para generar una salida binaria y comúnmente se emplea en

el perceptrón de una sola capa.

2. Positiva y de promedio cero. Para las funciones diferenciables: las funciones positivas

(por ejemplo la función sigmoidal) pueden tomar cualquier valor entre 0 y 1 y las

funciones de promedio cero (por ejemplo la función tangente hiperbólica) pueden tomar

cualquier valor entre −1 y 1. Para las funciones discontinuas: las funciones positivas
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(por ejemplo la función escalón unitario) pueden tomar los valores de 0 y 1 y las

funciones de promedio cero (por ejemplo la función signo) pueden tomar los valores de

−1 y 1.

La forma como se interconectan las neuronas de una red neuronal determina su estructura.

Para propósitos de identificación y control, las estructuras más usadas son:

1. Red con conexión hacia adelante de una capa también llamada perceptrón de una sola

capa.

2. Red con conexión hacia adelante multicapa también llamada perceptrón multicapa.

3. Red con funciones de base radial.

Las redes neuronales anteriores se les conoce como redes neuronales con conexión hacia

adelante o redes neuronales estáticas.

Redes neuronales con conexión hacia adelante multicapa

La red neuronal con conexión hacia adelante multicapa también llamada perceptrón mult-

icapa se distingue por la presencia de una o más capas ocultas, (ver Figura 2.7). Típicamente,

las neuronas en cada capa tienen como señales de entrada las señales de salida de la capa

precedente. Si cada neurona en cada capa es conectada con todas las neuronas de las capas

adyacentes, entonces la red neuronal es llamada totalmente conectada, en el caso opuesto es

llamada parcialmente conectada [28], [29].

Las ecuaciones que describen el perceptrón multicapa son:

yj =
Pn

i=1wijyi para j = 1, 2, . . . q

yi = ϕ
i
(vi) , vi =

Pm
k=1wki

yk para i = 1, 2, . . . n

El perceptrón multicapa tiene las siguientes características [28], [29]:

1. La función de activación para cada neurona debe ser diferenciable a diferencia a la

función de activación discontinua la cual se puede usar en el perceptrón de una sola

capa. Comúnmente, la función no-lineal empleada es la sigmoide, definida como sigue:

ϕi(vi) =
1

1 + e−vi
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Figura 2.7: Perceptrón multicapa

2. La red esta compuesta por una o más capas ocultas.

3. La red presenta un alto grado de conectividad.

El perceptrón multicapa obtiene su poder computacional a través de la combinación de

estas características y su habilidad de aprender de la experiencia. Sin embargo, la presencia

de no linealidades distribuidas y la alta conectividad de la red complican su análisis teórico.

2.3.2. Algoritmo de propagación hacia atrás en tiempo discreto

El algoritmo de aprendizaje usado para ajustar los pesos del perceptrón multicapa es

conocido como el algoritmo de propagación hacia atrás. En la Figura 2.8 se muestra una

parte del perceptrón multicapa, donde dj es la salida deseada, yi es la i ésima neurona de

salida, i, j y k indican neuronas, wij son los pesos entre la neurona i y la neurona j. ϕi (·)
es la función de activación no lineal para la i ésima neurona.
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Figura 2.8: Algoritmo de propagación hacia atrás

La salida del perceptrón multicapa es:

yj = ϕ
j
(vj) , vj =

nX
i=1

w
ij
yi

El error de la neurona de salida j esta dado como sigue:

ej (k) = yj (k)− dj (k)

La suma instantánea de la suma de los errores de salida cuadrados es:

ε (k) =
1

2

qX
j=1

e2j (k)

donde q es el número de neuronas en la capa de salida. Usando el gradiente descendente, se

actualizan los pesos que conectan las neuronas i y j como sigue:

wij (k + 1) = wij (k)− η
∂ε (k)

∂wij (k)

donde η es el coeficiente de aprendizaje. El término ∂ε(k)
∂wij(k)

se calcula como sigue:

∂ε (k)

∂wij (k)
=

∂ε (k)

∂ej (k)

∂ej (k)

∂yj (k)

∂yj (k)

∂vj (k)

∂vj (k)

∂wij (k)
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Las derivadas parciales son ∂ε(k)
∂ej (k)

= ej (k) ,
∂ej(k)

∂yj(k)
= 1,

∂yj (k)

∂vj (k)
= ϕ

0

j

£
vj (k)

¤
,

∂vj (k)

∂wji(k)
= yi (k) .

Comúnmente se usa una función lineal en la capa de salida, así:

wij (k + 1) = wij (k)− ηyi (k) ej (k) (2.20)

Similarmente wki se calcula como sigue:

wki (k + 1) = wki (k)− η
∂ε (k)

∂wki (k)

donde:

yi = ϕ
i
(vi) , vi =

mX
k=1

w
ki
yk

el término ∂ε(k)
∂wki(k)

se calcula como sigue:

∂ε(k)
∂wki(k)

= ∂ε(k)
∂ej (k)

∂ej (k)

∂yj (k)

∂yj (k)

∂vj (k)

∂vj (k)

∂yi(k)

∂yi(k)

∂vi(k)

∂vi(k)

∂wki(k)
=n

ej (k)ϕ
0

j

£
vj (k)

¤
wij(k)

o
ϕ
0

i
[vi (k)] yk (k) =©

e
j (k)wij(k)

ª
ϕ
0

i
[vi (k)] yk (k) = ei(k)ϕ

0

i
[vi (k)] yk (k)

donde ei(k) = ej (k)wij(k). Así

wki (k + 1) = wki (k)− ηyk (k) ei (k)ϕ
0
i [vi (k)] (2.21)

donde ei (k)ϕ
0
i [vi (k)] es el error de propagación hacia atrás.

El algoritmo de propagación hacia atrás se ha convertido en el algoritmo más popular

para el entrenamiento del perceptrón multicapa [74]. Este es fácil de calcular y esta habilitado

para clasificar información no lineal separable. El algoritmo de propagación hacia atrás usa la

técnica del gradiente, la técnica del gradiente en cada paso busca el mínimo de una función de

costo del error de identificación, este podría ser un mínimo local y no se tendría optimización,

así que no es posible demostrar la convergencia del error de identificación hacia un mínimo

global.

La investigación de un algoritmo más rápido al algoritmo de propagación hacia atrás para

entrenar lo pesos de la red neuronal considera dos categorías. La primera categoría considera
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técnicas heurísticas dentro de las cuales incluye considerar un coeficiente de aprendizaje

variante en tiempo, usar el momento o usar variables de escalamiento [28]. En la otra categoría

de investigación se han considerado técnicas de optimización en donde la red neuronal con

conexión hacia adelante se convierte en un problema de optimización.

2.3.3. Estructuras de identificación que usan las redes neuronales

A continuación se presentan 4 estructuras para la representación de plantas con una

entrada y una salida, éstas se pueden generalizar para el caso multivariable. Estas estructuras

se han usado en sistemas adaptables para la identificación y para el control de sistemas no

lineales. Las cuatro estructuras para plantas en tiempo discreto se describen mediante las

siguientes ecuaciones de diferencias:

Estructura I y(k + 1) =
n−1X
i=0

αiy(k − i) + g [u(k), u(k − 1), . . . , u(k −m+ 1)]

Estructura II y(k + 1) = f [y(k), y(k − 1), . . . , y(k − n+ 1)] +
m−1X
j=0

βju(k − j)

Estructura III y(k + 1) = f [y(k), y(k − 1), . . . , y(k − n+ 1)] + g [u(k), u(k − 1), . . . , u(k −m+ 1)]

Estructura IV y(k + 1) = f [y(k), y(k − 1), . . . , y(k − n+ 1);u(k), u(k − 1), . . . , u(k −m+ 1)]

(2.22)

donde αi ∈ < para i = 0 . . . n y βj ∈ < para j = 0 . . .m son parámetros constantes

desconocidos, m ≤ n, u(k) ∈ < es la entrada de la planta y y(k) es la salida de la planta,

f [·], g [·] ∈ < son funciones no lineales de las cuales se desconoce su comportamiento.
Una aproximación obvia del método del sistema es seleccionar la estructura de la red

neuronal que sea la misma que tiene la planta.

A continuación se muestran las estructuras de identificación para el Modelo I con n = 1

y m = 1 como se denota a continuación [56]:

y(k + 1) = α0y(k) + g [u(k)]

El argumento es similar para las otras 3 estructuras de identificación.
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Figura 2.9: Estructura de identificación paralela

(a) Estructura de identificación paralela

En este caso se tiene la estructura siguiente:

by(k + 1) = bα0by(k) +N [u(k)] (2.23)

esta estructura de identificación se encuentra en la Figura 2.9.

(b) Estructura de identificación serie paralela

En este caso se tiene la estructura siguiente:

by(k + 1) = bα0y(k) +N [u(k)] (2.24)

esta estructura de identificación se encuentra en la Figura 2.10.

El proceso de identificación consiste en la estimación del parámetro α0 y en ajustar los

parámetros de la red neuronal para aproximar la función no lineal g [u(k)], esto se hace

comúnmente con el algoritmo de propagación hacia atrás basándose en el error e(k) entre la

salida de la estructura de identificación by(k) y la salida de la planta y(k). Estas estructuras
no consideran perturbaciones directamente.
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Figura 2.10: Estructura de identificación serie paralela

2.4. Espacios elipsoidales

Definición 2.1 Un espacio elipsoidal E1 = E1 (bx, P ) es todos los x que caen dentro del

siguiente espacio [69], [79]:

E1 =
n
x ∈ R4m | (bx− x∗)T P−1 (bx− x∗) ≤ 1

o
(2.25)

donde P > 0, el centro de la elipsoide se determina por bx, la orientación del elipsoide esta
dado por los vectores propios de P , (u1, . . . , u4m), y los ejes están dados por los valores

propios de P , (λ1, . . . , λ4m) como 1√
λi
[69], [79], en Figura 2.11 se ve un ejemplo para un

caso de dos dimensiones.

Ejemplo 2.3 Graficar la elipsoide que corresponde al espacio elipsoidal con P =

"
5 4

4 5

#

y bx = " 3
4

#
.

Los valores propios de P se obtienen con det (sI − P ) = 0 con I ∈ R2×2 matriz identidad

y s ∈ R escalar. Se tiene que λ1 = 9 y λ2 = 1, entonces se va a tener eje menor= 1√
λ1
= 1

3

y eje mayor= 1√
λ2
= 1. Los vectores propios se obtienen de λiui = Pui para i = 1, 2, se tiene
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Figura 2.11: Espacio elipsoidal

u1 =

"
1

1

#
y u2 =

"
1

−1

#
los cuales determinan la orientación de eje menor y eje mayor,

respectivamente a partir del centro bx. El resultado de ve en la Figura 2.12.
La intersección de dos espacios elipsoidales Ea =

n
x ∈ R4m : [x− bxa]T P−1a [x− bxa] ≤ 1o

y Eb =
n
x ∈ Rn : [x− bxb]T P−1b [x− bxb] ≤ 1o denotada como Ea ∩ Eb en general no es un

espacio elipsoidal. Entonces se emplea un espacio elipsoidal Ec el cual contenga la intersección

de los espacios elipsoidales, el cual de denota como Ea ∩Eb ⊂ Ec.

Definición 2.2 La intersección elipsoidal denotada como Ec se define como sigue [41], [69],

[79]:

Ec =
n
x ∈ Rn : (1− λ) [x− bxa]T P−1a [x− bxa] + λ [x− bxb]T P−1b [x− bxb] ≤ 1o (2.26)

donde (1− λ) [x− bxa]T P−1a [x− bxa] ≤ 1 − λ y λ [x− bxb]T P−1b [x− bxb] ≤ λ vienen de Ea y

Eb, respectivamente. Ver Figura 2.13.
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Figura 2.12: Ejemplo de un espacio elipsoidal

ba EE ∩
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ba EE ∩

bE
aE

cE

Figura 2.13: Espacio elipsoidal que contiene la intersección de dos espacios elipsoidales
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2.5. Control por modos deslizantes en tiempo discreto

El método de modos deslizantes tradicional se presenta como la aplicación de una señal

de control conmutando a alta frecuencia que consigue llevar el estado del sistema a una

superficie cercana al origen denominada superficie de deslizamiento o función de conmutación

y una vez llegando a la superficie de deslizamiento se debe permanecer en ésta ante posibles

perturbaciones externas. Dicha superficie de deslizamiento es definida por el diseñador con

el objeto de que el estado cumpla las especificaciones deseadas. La principal ventaja del

control por modos deslizantes es que aporta robustez ante perturbaciones, tanto internas

como externas, cuando estas tienen cotas conocidas.

2.5.1. Generalidades acerca de los modos deslizantes en tiempo

continuo

En años recientes, se ha tenido mayor atención hacia los sistemas donde se emplea una

acción de control discontinua [86]. Debido a una selección inteligente de la acción de control,

las trayectorias del estado podrían cambiar tal que correspondan con las trayectorias de-

seadas en el sistema controlado. El problema de diseño de controlador se puede reducir a un

problema de convergencia hacia una superficie especial. Cuando se satisfacen ciertas condi-

ciones, se tiene un tipo de movimiento llamado modos deslizantes [87]. Los modos deslizantes

tienen ciertas características atractivas. La idea básica en el diseño de sistemas con modos

deslizantes corresponde con los siguientes dos pasos:

Primero, se tiene el movimiento de modos deslizantes debido a la selección apropiada

de las superficies discontinuas;

Segundo, se elige la ley de control tal que la superficies de discontinuidad sea estable.

Formalmente, tales sistemas discontinuos se podrían describir mediante la siguiente ecuación

·
x = f (x, t, ut) (2.27)
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donde xt ∈ <n es el vector de estados del sistema y ut ∈ <m es una entrada de control

discontinua, t ∈ <+. Se define una clase de control discontinuo como sigue:

ut,i =

(
u+t,i (x, t)

u−t,i (x, t)

si

si

si(x) > 0

si(x) < 0
i = 1, 2 . . . ,m (2.28)

donde ut = [ut,1, ut,2, . . . ut,m]
T y todas las funciones u+t,i (x, t) y u−t,i (x, t) son continuas. La

función si(x) es la superficie de discontinuidad definida por:

si(x) = 0, si(x) ∈ <1, i = 1, 2 . . . ,m

Comúnmente se define como sigue:

si(x) |x=xt,i−x∗t,i= kix, ki > 0

donde x∗t,i es el i-ésimo componente de la trayectoria deseada.

Algunas estrategias de conmutación de los controles continuos u+i (x, t) y u
−
i (x, t) podrían

llevar a un comportamiento discontinuo en donde las trayectorias podrían ser no acotadas.

Modos deslizantes existen en una superficie de discontinuidad cuando para cualquier distancia

a esta superficie y sus velocidades
·
s son de signo contrario, es decir:

ĺım
s→−0

·
s > 0 y ĺım

s→+0

·
s < 0 (2.29)

o

·
sisi < 0

La condición (2.29) es útil para la determinación de u+i (x, t) y u
−
i (x, t) . El problema de en-

contrar el dominio de modos deslizantes se puede reducir al problema específico de garantizar

la estabilidad de un sistemas no lineal.
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2.5.2. Generalidades acerca de los modos deslizantes en tiempo

discreto

Considere un sistema no lineal una entrada una salida en tiempo discreto que tiene la

forma:
x(k + 1) = F (x(k), u(k))

y(k) = h (x(k))
(2.30)

definido ∀x(k) ∈ X ⊂ Rn es el estado del sistema, u(k) ∈ U ⊂ R es la entrada del sistema,

y(k) ∈ Y ⊂ R es la salida del sistema, se considera que las funciones F : X × U → X y

h : X → Y son analíticas.

Comentario 2.1 En esta sección se va a considerar la superficie de deslizamiento como la

salida s(k) = y(k).

Una ley de control por retroalimentación de estructura variable para el sistema (2.30) es

la siguiente:

u =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
u+(x) para h(x) > 0

u−(x) para h(x) < 0

0 para h(x) = 0

(2.31)

con u+(x) > u−(x) en X.

Definición 2.3 El sistema controlado (2.30) presenta un movimiento deslizante alrededor

de Z = {x ∈ X : h (x(k)) = 0} cuando se satisface la siguiente condición [82]:

y(k) [y(k + 1)− y(k)] < 0 (2.32)

Comentario 2.2 Notar que el movimiento deslizante no se crea con una ley de control

discontinua de la forma (2.31). De todas maneras es importante darse cuenta que se puede

alcanzar el movimiento deslizante con una ley de control continua.

La definición anterior es la contraparte en tiempo discreto para la condición de modos

deslizantes en tiempo continuo dada como y dy
dt

< 0 y se puede considerar su equivalente
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en tiempo discreto como y(k) [y(k + 1)− y(k)] < 0. La condición (2.32) permite también

movimientos deslizantes inestables como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4 Considere el siguiente sistema no lineal en tiempo discreto

x1(k + 1) = 1 + x1(k)

x2(k + 1) = x1(k)u(k)

y(k) = x2(k)

con x1(1) = 1 y x2(1) 6= 0.
Se propone la siguiente ley de control de estructura variable:

u(k) = −sign (y(k))

En este caso se tiene y(k+1) = x2(k+ 1) = x1(k)u(k) = −x1(k)sign (y(k)), por lo tanto se
tiene:

y(k) [y(k + 1)− y(k)] = y(k) [−x1(k)sign (y(k))− y(k)]

y(k) [y(k + 1)− y(k)] = −x1(k) |y(k)|− y2(k) < 0

donde se satisface condición (2.32) para todos los x1(k) ≥ 0. El comportamiento de la salida
del sistema y(k) con el control que satisface la condición de modos deslizantes (2.32) es

claramente inestable como se ve en la Figura 2.14.

Definición 2.4 El sistema controlado (2.30) presenta un movimiento convergente alrededor

de Z = {x ∈ X : h (x(k)) = 0}, si existe una ley de control para la cual se satisface la
siguiente condición [82]:

|y(k + 1)| < |y(k)| (2.33)

Comentario 2.3 Se puede pensar que el movimiento en modos deslizantes en tiempo dis-

creto produzca castañeo, el castañeo ocurre en el movimiento en modos deslizantes en tiempo

continuo. Con las condiciones (2.32) y (2.33) puede o no presentarse castañeo.



2.5 Control por modos deslizantes en tiempo discreto 33

Figura 2.14: Comportamiento de la salida del sistema y(k) con el control que satisface la

condición de modos deslizantes (2.32)

Ejemplo 2.5 Considere el sistema:

x1(k + 1) = x2(k)

x2(k + 1) = u(k)

y(k) = ax1(k) + x2(k)

con |a| < 1, x1(1) = 5 y x2(1) = 5.
Se propone la siguiente ley de control:

u(k) = a2x1(k)

En este caso se tiene

y(k + 1) = ax1(k + 1) + x2(k + 1) = ax2(k) + u(k) =

ax2(k) + a2x1(k) = a [ax1(k) + x2(k)] = ay(k)

donde se satisface la condición (2.33) para |a| < 1. Si 0 < a < 1 el movimiento deslizante

alcanza y=0 de manera asintótica como se ve en la Figura 2.15. Si −1 < a < 0 se tiene

condiciones alrededor de y = 0 como se ve en la Figura 2.16.



34 Modelado y control con redes neuronales en tiempo discreto

Figura 2.15: Comportamiento de la salida del sistema y(k) con el control que satisface la

condición de modos deslizantes (2.33) para a = 0,5

Figura 2.16: Comportamiento de la salida del sistema y(k) con el control que satisface la

condición de modos deslizantes (2.33) para a = −0,5
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Lemma 2.1 Una condición necesaria para la existencia de un movimiento deslizante y con-

vergente alrededor de Z = {x ∈ X : h (x(k)) = 0}, es que se satisfaga la condición de modos
deslizantes dada en (2.33), [82].

Demostración. Suponga que se satisface la condición (2.33), entonces se tiene

|y(k + 1)| |y(k)| < |y(k)|2

y(k + 1)y(k) < |y(k + 1)y(k)| < y2(k)

y(k) [y(k + 1)− y(k)] < 0

Como se tiene (2.32) si se satisface el lema.

Teorema 2.1 Se tiene un movimiento en modos deslizantes convergente si y solo si [82]:

|y(k + 1)y(k)| < y2(k) (2.34)

Demostración. La necesidad se tiene del lema anterior. La suficiencia se tiene emple-

ando el hecho de que |y(k + 1)y(k)| = |y(k + 1)| |y(k)| < y2(k), es decir se tiene |y(k + 1)| <
|y(k)|.

Ejemplo 2.6 Considere el siguiente sistema no lineal en tiempo discreto

x1(k + 1) = 1 + x1(k)

x2(k + 1) = x1(k)u(k)

y(k) = x2(k)

con x1(1) = 1 y x2(1) 6= 0.
Se propone la siguiente ley de control de estructura variable:

u(k) = −ax2(k)x−11 (k)sign (y(k))

con |a| < 1. En este caso se tiene y(k+1) = x2(k+1) = x1(k)u(k) = −ax2(k)sign (y(k)) =
−ay(k)sign (y(k)), por lo tanto se tiene:

y(k) [y(k + 1)− y(k)] = y(k) [−ay(k)sign (y(k))− y(k)]

y(k) [y(k + 1)− y(k)] = −y2(k) [asign (y(k)) + 1] < 0
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Figura 2.17: Comportamiento de la salida del sistema y(k) con el control que satisface la

condición de modos deslizantes (2.34) para a = 0,5

es decir existe movimiento deslizante alrededor de y = 0. También se tiene

|y(k + 1)| = |−ay(k)sign (y(k))| = |a| |y(k)| < |y(k)|

es decir se tiene convergencia alrededor de y = 0. El resultado se muestra en la Figura 2.17.

La condición (2.33) puede asegurar la convergencia en la función de conmutación del error

de seguimiento de trayectoria a una región cercana al origen, pero es muy dificil diseñar un

controlador que satisfaga esta condición. Así [2] da otra condición de modos deslizantes en

tiempo discreto, la superficie de deslizamiento s(k) = 0 debe satisfacer:

|s(k)| ≤ q (2.35)

donde el parámetro q > 0 es llamado ancho de banda de los modos deslizantes. Este no

requiere que la trayectoria cruce la superficie de deslizamiento en cada paso de control.
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2.6. Conclusión

Habiendo comprendido este capítulo, se considera que se tienen los conocimiento básicos

para comprender de mejor manera lo expuesto en los capítulos siguientes.
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Capítulo 3

Modelado con una red neuronal

recurrente y el algoritmo elipsoidal

acotado

3.1. Introducción

Resultados recientes muestran que la técnica de redes neuronales es muy efectiva para

identificar una gran cantidad de sistemas no lineales complejos cuando no se tiene información

completa del modelo. Las redes neuronales se clasifican en redes neuronales con conexión

hacia adelante y redes neuronales recurrentes [28]. Aunque el algoritmo de propagación

hacia atrás se ha usado ampliamente como método de entrenamiento para redes neuronales,

la limitación es que este algoritmo tiene una convergencia de parámetros muy lenta. La

estabilidad de un algoritmo de gradiente descendiente modificado se da en [93]. Para resolver

este problema, se han propuesto en la identificación y la teoría de filtraje algoritmos para

estimar los pesos de la red neuronal. Por ejemplo, el algoritmo del filtro de Kalman extendido

aplicado al entrenamiento de redes neuronales en [36], [61], [70], [73] y [81]. La mayoría de

los autores mencionados usan redes neuronales estáticas, algunas veces se considera que la

capa de salida (lineal) se actualiza en cada iteración y en la capa oculta (no lineal) los
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pesos se eligen aleatoriamente al principio del entrenamiento [10]. Se tiene una convergencia

en parámetros más rápida con el algoritmo del filtro de Kalman extendido, por que este

alcanza la convergencia de parámetros en menos iteraciones [36]. De cualquier manera, se

incrementa la complejidad computacional en cada iteración, esto es, este requiere una gran

cantidad de memoria. Se usa la técnica de desacoplamiento para decrementar la complejidad

computacional [65], algoritmo del filtro de Kalman extendido con matriz de covarianza del

error en parámetros diagonal es similar al algoritmo de propagación hacia atrás [28], pero

el coeficiente de aprendizaje del algoritmo del filtro de Kalman es una matriz variante en

tiempo. Una gran desventaja del algoritmo del filtro de Kalman extendido esta en el análisis

del algoritmo ya que se requiere que la incertidumbre estructural de la red neuronal se

modele como un proceso Gaussiano. El algoritmo elipsoidal acotado requiere solamente que

la incertidumbre estructural de la red neuronal esté acotada y este tiene estructura similar

al algoritmo del filtro de Kalman extendido [79]. El algoritmo elipsoidal acotado ofrece una

atractiva alternativa para problemas de identificación y filtraje que consideran sistemas afines

en parámetros.

En 1979 L.G.Khachiyan indicó como un método elipsoidal se puede implementar para

programación lineal [3]. Este resultado ha causado gran interés y ha estimulado a la inves-

tigación en este tema. La técnica elipsoidal tiene importantes ventajas en la estimación de

estados con perturbaciones acotadas [21]. Hay muchas aplicaciones potenciales para proble-

mas semejantes a la programación lineal. [89] obtuvo elipsoides los cuales eran validos para

un número finito de datos. [69] presentó una programación elipsoidal tal que el nuevo elip-

soide satisface una relación afín con otro elipsoide. En [12], el algoritmo elipsoidal se usa

como una técnica de optimización que toma en cuenta las restricciones sobre coeficientes

agrupados. [52] describió a detalle varios métodos que pueden ser usados para derivar una

incertidumbre elipsoidal apropiada. En [57], se considera el problema elipsoidal con compor-

tamiento asintótico para sistemas lineales en tiempo discreto. Hay pocas publicaciones de

elipsoides en combinación con redes neuronales. En [15] se usan aprendizajes supervisado y

no supervisado en forma elipsoidal para encontrar y sintonizar las reglas de funciones difusas

para un proceso de identificación difuso. En [42] se proponen funciones de activación de tipo
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elipsoidal para redes neuronales con conexión hacia adelante. De la revisión de literatura se

ha encontrado que hasta ahora no se ha propuesto un algoritmo elipsoidal acotado para el

entrenamiento de una red neuronal recurrente.

En esta sección se propone un algoritmo elipsoidal acotado el cual se usa para el entre-

namiento de los pesos de una red neuronal recurrente para la identificación de sistemas no

lineales. Se actualizan capa tanto la oculta como la capa de salida. Se prueba la estabilidad

del error de identificación para el algoritmo elipsoidal acotado usando una técnica semejante

a la técnica de Lyapunov. Desde el punto de vista de sistemas dinámicos, tal entrenamiento

es útil para todas las aplicaciones de redes neuronales que requieren la actualización de los

pesos en línea. Una simulación muestra la efectividad del algoritmo propuesto.

3.2. Red neuronal recurrente para modelación de sis-

temas no lineales

Considere el siguiente sistema no lineal en tiempo discreto:

x(k + 1) = f [x(k), u(k)] (3.1)

donde u (k) ∈ <m es el vector de entrada, |u(k)|2 ≤ u, x (k) ∈ <n es el vector de estados,

u (k) y x (k) son conocidos. f es una función suave no lineal, f ∈ C∞. Se usa la siguiente

red neuronal recurrente para identificar la planta (3.1):

bx(k + 1) = Abx(k) + V1,kσ [W1,kx(k)] + V2,kφ [W2,kx(k)]u(k) (3.2)

donde bx (k) ∈ <n representa el estado de la red neuronal. La matriz A ∈ <n×n es una matriz

estable. Los pesos de la capa de salida son V1,k, V2,k ∈ Rn×m, los pesos de la capa oculta son

W1,k, W2,k ∈ Rm×n, σ es una función m dimensional, σ = [σ1 · · ·σm]T , φ(·) ∈ <m×m es una
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Figura 3.1: Estructura de la red neuronal recurrente

matriz diagonal.

σ [W1,kx(k)] = [σ1

Ã
nX

j=1

w1,1,jxj

!
, σ2

Ã
nX

j=1

w1,2,jxj

!
, · · ·σm

Ã
nX

j=1

w1,m,jxj

!
]T

φ [W2,kx(k)]u(k) = [φ1

Ã
nX

j=1

w2,1,jxj

!
u1, φ2

Ã
nX

j=1

w2,2,jxj

!
u2, · · ·φm

Ã
nX

j=1

w2,m,jxj

!
um]

T

(3.3)

donde σi y φi son funciones sigmoidales o funciones tangentes hiperbólicas Ver Figura 3.1.

El sistema no lineal (3.1) se puede escribir en la siguiente forma:

x(k + 1) = Ax(k) + V1,kσ [W1,kx(k)] + V2,kφ [W2,kx(k)]u(k)− η(k) (3.4)

donde η(k) es la incertidumbre estructural. Debido a [45] se conoce que el termino η(k) se

puede hacer arbitrariamente pequeño seleccionando el numero apropiado de neuronas en la
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capa oculta de (3.2), este esm. En el caso de dos variables independientes, una función suave

f tiene la siguiente expansión de Taylor cerca al punto [x01, x
0
2] ,

f =
l−1X
k=0

1

k!

∙¡
x1 − x01

¢ ∂

∂x1
+
¡
x2 − x02

¢ ∂

∂x2

¸k
0

f + ε (3.5)

donde ε es el residuo de la serie de Taylor. Si x1 y x2 corresponden con W1,kx (k) y V1,k,

x01, x
0
2 corresponden con W 0

1 x (k) y V
0
1 , entonces se tiene:

V1,kσ [W1,kx(k)] = V 0
1 σ
£
W 0
1 x (k)

¤
+Θ1,kB1,k + ε1 (3.6)

donde V 0
1 , V

0
2 , W

0
1 y W

0
2 son los pesos iniciales constantes conocidos, B1,k =

£
σ, σ0V T

1,kx
¤T ∈

R2m×1, Θ1,k =
£
V1,k,W

T
1,k

¤T ∈ Rn×2m, σ0 es la derivada de la función de activación σ (·) con
respecto a W1,kx(k), ver la definición (3.3), σ0 ∈ <m×m, similarmente se obtiene:

V2,kφ [W2,kx(k)]u(k) = V 0
2 φ
£
W 0
2 x (k)

¤
u(k) +Θ2,kB2,k + ε2 (3.7)

donde B2,k =
£
φu, φ0diag(u)V T

2,kx (k)
¤T

, Θ2,k =
£
V2,k,W

T
2,k

¤T
. Se define el error de la incer-

tidumbre estructural como sigue:

ζ(k) = ε1 + ε2 − η(k) (3.8)

substituyendo (3.6) y (3.7) en (3.4) se tiene:

y(k) = ΘkBk + ζ(k) (3.9)

donde el parámetro es:

Θk = [Θ1,k,Θ2,k]
T =

£
V1,k,W

T
1,k, V2,k,W

T
2,k

¤T ∈ Rn×4m (3.10)

el dato es:

Bk = [B1,k, B2,k]
T =

£
σ, σ0V T

1,kx, φu, φ
0diag(u)V T

2,kx (k)
¤T ∈ R4m×1 (3.11)

la salida es:

y(k) = x(k + 1)−Ax(k)− V 0
1 σ
£
W 0
1 x (k)

¤
− V 0

2 φ
£
W 0
2 x (k)

¤
u(k) (3.12)
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Se escribe (3.9) y (3.12) en forma de salidas individuales:

yi (k) = BT
k θi (k) + ζ i,k (3.13)

donde i = 1 · · ·n, θi (k) ∈ R4m×1, Θk = [θ1 (k) , · · · θn (k)]T , y (k) = [y1 (k) , · · · yn (k)] ,
ζ =

£
ζ1,k · · · ζn,k

¤T
, Bk ∈ R4m×1.

yi(k) = xi(k + 1)− aixi(k) + V 0
1 σ
£
W 0
1 xi (k)

¤
+ V 0

2 φ
£
W 0
2 xi (k)

¤
u(k)

La salida de la red neuronal recurrente (3.1) se define como:

byi (k) = BT
k θi (k) (3.14)

El error del entrenamiento se define como:

ei (k) = yi (k)− byi (k) (3.15)

Entonces se define el error de identificación �i (k) entre la planta (3.1) y la red neuronal (3.2)

como sigue:

�i (k) = xi(k)− bxi(k) (3.16)

3.3. Algoritmo elipsoidal para el entrenamiento de los

pesos de la red neuronal

Ahora se usa el algoritmo elipsoidal acotado para entrenar los pesos de la red neuronal

(3.2) tal que se garantize que el error de identificación �i (k) esté acotado.

La intersección de dos espacios elipsoidales Ea ∩ Eb definida en (2.26) no es un espacio

elipsoidal en general. El espacio elipsoidal Ec contiene la intersección normal de los espacios

elipsoidales, Ea ∩ Eb ⊂ Ec y existe un elipsoide mínimo el cual corresponde a encontrar λ

óptima (λ∗), ver [41], [69] y [79]. En este documento, no se trata de encontrar λ∗, se va a

diseñar un algoritmo tal que el nuevo elipsoide que contiene la intersección sea cada vez más

pequeño. La Figura 2.13 muestra esta idea.
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Ahora se usa la definición de elipsoide dada en (2.25) para la identificación de los pesos

de la red neuronal, se define el espacio elipsoidal Ek como sigue:

Ek =
n
θi (k) | eθTi (k)P−1k

eθi(k) ≤ 1o (3.17)

donde eθi(k) = θ∗i − θi(k), θ
∗
i es el peso óptimo que minimiza la incertidumbre estructural ζi,k

en (3.13), Pk = P T
k > 0.

A1 Se asume que
£
yi (k)−BT

k θ
∗
i

¤
pertenece a un espacio elipsoidal Sk,

Sk =

½
BT
k θ
∗
i |
1

ς2i

°°yi (k)−BT
k θ
∗
i

°°2 ≤ 1¾ (3.18)

donde ς i > 0 es la cota conocida del error de la incertidumbre estructural ς i,k, |ς i,k| < ς i,

i = 1 · · ·n. La ecuación (3.18) se puede escribir como sigue:

yi (k) = BT
k θ
∗
i + ς i,k (3.19)

A2 Se asume que el error de los pesos iniciales esta dentro de una elipsoide denotada

como E1

E1 =
n
θi (1) | eθTi (1)P−11 eθi(1) ≤ 1o (3.20)

donde P1 = P T
1 > 0, P1 ∈ R4m×4m, eθi(1) = θ∗i − θi(1), θ∗i es el peso desconocido óptimo.

Comentario 3.1 La suposición A1 requiere que el término
£
yi (k)−BT

k θ
∗
i

¤
sea acotado por

ς i. En esta sección se considera solamente la identificación en lazo abierto, se asume que

la planta (3.1) tiene entrada acotada y salida acotada, es decir, x(k) y u(k) en (3.1) son

acotados y dado que σ y φ son acotados:

yi (k)−BT
k θ
∗
i = xi(k + 1)− aixi(k) + V 0

1 σ
£
W 0
1 xi (k)

¤
+ V 0

2 φ
£
W 0
2 xi (k)

¤
u(k)−BT

k θ
∗
i

todos los datos son acotados, entonces
£
yi (k)−BT

k θ
∗
i

¤
también es acotado. La suposición

A2 requiere que los pesos iniciales de la red neuronal sean acotados, esto se puede lograr

eligiendo P1 y bθi (1) adecuados.
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Se puede ver que la parte común de los espacios elipsoidales S1, S2, · · · es θ∗i , así:

{θ∗i } ⊂
k\

j=1

Sj (3.21)

Encontrar {θ∗i } utilizando esta propiedad es una tarea dificil ya que la cantidad de infor-
mación en (3.21) crece linealmente con k. De cualquier manera, evaluar θi (k) en (3.21) es

encontrar la solución de ecuaciones de 2k n orden. Desde la definición de Ek en (3.17), θ
∗
i es

el centro común de los espacios elipsoidales E1, E2, · · · ,así:

{θ∗i } ⊂
k\

j=1

Ej, {θ∗i } ⊂ Ek (3.22)

Entonces el problema de identificación es encontrar el espacio elipsoidal Ek el cual satisfaga

(3.22). Se va a encontrar un algoritmo recursivo de identificación tal que Ek+1 se encuentra

en el espacio que corresponde a Ek y a los datos [yi (k) , Bk] . Debido a que los dos elipsoides

satisfacen (3.17) y (3.18), se calcula la intersección de elipsoides (1− λk)Ek + λkSk, ésta

intersección satisface:

(1− λk)eθTi (k)P−1k
eθi(k) ≤ (1− λk)

1
ς2i
λk
°°yi (k)−BT

k θ
∗
i

°°2 ≤ λk

(1− λk)eθTi (k)P−1k
eθi(k) + λk

ς2i

°°yi (k)−BT
k θ
∗
i

°°2 ≤ 1 (3.23)

El siguiente teorema muestra el proceso de propagación de los elipsoides.

Teorema 3.1 Si Ek en (3.17) es un espacio elipsoidal, se usa el siguiente algoritmo recur-

sivo para actualizar Pk y θi (k):

Pk+1 =
1

1−λk

h
Pk − PkBk

λk
(1−λk)ς2i+λkBT

k PkBk
BT
k Pk

i
θi (k + 1) = θi (k) +

λk
ς2i
Pk+1Bkei (k)

λk =

(
λς2i

1+BT
k PkBk

,

0,

si e2i (k) ≥
ς2i
1−λ

si e2i (k) <
ς2i
1−λ

(3.24)
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donde P1 es una matriz positiva definida, 0 < λ < 1 y 0 < λς2i < 1, 0 < λk < 1 y

(1− λk) > 0, entonces Ek+1 es un espacio elipsoidal y satisface:

Ek+1 =

½
θi (k + 1) | eθTi (k + 1)P−1k+1

eθi(k + 1) ≤ 1− λk
ς2i
[1− λ] e2i (k) ≤ 1

¾
(3.25)

donde eθi(k) = θ∗i − θi(k) y ei (k) están dados en (3.15).

Demostración. Primero se aplica el lema de inversión de matrices [26] para calcular

P−1k+1 en (3.24):

P−1k+1 = (1− λk)

"
Pk − Pk

λk
ς2i
Bk

∙
BT
k Pk

λk
ς2i
Bk + (1− λk)

¸−1
BT
k Pk

#−1
el lema de inversión de matrices es:

(A+BCD)−1 = A−1 −A−1B
¡
DA−1B + C−1

¢−1
DA−1

donde A, B, C y D son matrices de dimensiones adecuadas. La pasada ecuación se escribe

como sigue: ³
A−1 −A−1B

¡
DA−1B + C−1

¢−1
DA−1

´−1
= A+BCD

Específicamente usando A ∈ R4m×4m, B ∈ R4m×1, C ∈ R1×1 y D ∈ R1×4m, A−1 = Pk,

B = λk
ς2i
Bk, C−1 = (1− λk) y D = BT

k , se tiene que P
−1
k+1 es:

P−1k+1 = (1− λk)
h
P−1k + λk

ς2i
Bk

1
(1−λk)B

T
k

i
= (1− λk)P

−1
k + λk

ς2i
BkB

T
k

(3.26)

Ahora se calcula eθi(k+1)TP−1k+1
eθi(k+1) para e2i (k) ≥ ς2i

1−λ por (3.24) o
eθi (k + 1) = eθi (k)−

λk
ς2i
Pk+1Bkei (k) se tiene:

eθTi (k + 1)P−1k+1
eθi(k + 1) = eθTi (k)P−1k+1

eθi(k)− 2λk
ς2i
eθTi (k)Bkei (k) +

λ2k
ς4i
BT
k Pk+1Bke

2
i (k) (3.27)

Substituyendo (3.26) en (3.27), se tiene el siguiente resultado:eθTi (k + 1)P−1k+1
eθi(k + 1)

= eθTi (k) h(1− λk)P
−1
k + λk

ς2i
BkB

T
k

ieθi(k)− 2λkς2i eθTi (k)Bkei (k) +
λ2k
ς4i
BT
k Pk+1Bke

2
i (k)

= (1− λk)eθTi (k)P−1k
eθi(k) + λk

ς2i

eθTi (k)BkB
T
k
eθi(k)− 2λkς2i eθTi (k)Bkei (k) +

λ2k
ς4i
BT
k Pk+1Bke

2
i (k)

(3.28)
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Debido a la propiedad de intersección de espacios elipsoidales (3.23), se tiene lo siguiente:

(1− λk)eθTi (k)P−1k
eθi(k) ≤ 1− λk

ς2i

°°yi (k)−BT
k θ
∗
i

°°2
Entonces (3.28) se convierte:

eθTi (k + 1)P−1k+1
eθi(k + 1)

≤ 1− λk
ς2i

°°yi (k)−BT
k θ
∗
i

°°2 + λk
ς2i

eθTi (k)BkB
T
k
eθi(k)− 2λkς2i eθTi (k)Bkei (k) +

λ2k
ς4i
BT
k Pk+1Bke

2
i (k)

≤ 1 + λk
ς2i

h
−
°°yi (k)−BT

k θ
∗
i

°°2 + eθTi (k)BkB
T
k
eθi(k)− 2eθTi (k)Bkei (k)

i
+

λ2k
ς4i
BT
k Pk+1Bke

2
i (k)

Ahora usando eθi(k) = θ∗i−θi(k), ei (k) = yi (k)−BT
k θi(k) como en (3.15), el segundo término

se calcula como sigue:

−
°°yi (k)−BT

k θ
∗
i

°°2 + eθTi (k)BkB
T
k
eθi(k)− 2eθTi (k)Bkei (k)

= −
°°yi (k)−BT

k θ
∗
i

°°2 + [θ∗i − θi(k)]
T BkB

T
k [θ

∗
i − θi(k)]− 2 [θ∗i − θi(k)]

T Bk

£
yi (k)−BT

k θi(k)
¤

= −
£
y2i (k)− 2θTi (k)Bkyi (k) + θTi (k)BkB

T
k θi(k)

¤
= −

£
yi (k)−BT

k θi(k)
¤2

= −e2i (k)

Así: eθTi (k + 1)P−1k+1
eθi(k + 1) ≤ 1− λk

ς2i
e2i (k) +

λ2k
ς4i
BT
k Pk+1Bke

2
i (k)

Desde (3.26) se conoce que P−1k+1 = (1− λk)P
−1
k + λk

ς2i
BkB

T
k . Usando el hecho de que λk =

λς2i
1+BT

k Pk+1Bk
> 0, Pk+1 > 0 ya que P1 > 0. Usando el algoritmo de actualización (3.24):

λ2kB
T
k Pk+1Bke

2
i (k) =

ς2iλk
ς4i

λ
BT
k Pk+1Bke

2
i (k)

1 +BT
k Pk+1Bk

≤ λk
ς2i
λe2i (k)

Así: eθTi (k + 1)P−1k+1
eθi(k + 1) ≤ 1− λk

ς2i
[1− λ] e2i (k) (3.29)

que es (3.25). Ya que λ < 1 y λk > 0

eθTi (k + 1)P−1k+1
eθi(k + 1) ≤ 1 (3.30)

entonces para e2i (k) ≥
ς2i
1−λ el término

eθTi (k+1)P−1k+1
eθi(k+1) pertenece a un espacio elipsoidal.

Ahora se considera el caso cuando e2i (k) <
ς2i
1−λ , entonces λk = 0, sustituyendo en (3.24) se
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tiene Pk+1 =
1
1−0 [Pk − 0] = Pk → P−1k+1 = P−1k , θi (k + 1) = θi (k) + 0 = θi (k)→ eθi(k+1) =eθi(k), sustituyendo en eθTi (k + 1)P−1k+1

eθi(k + 1) ≤ 1 se tiene:
eθTi (k + 1)P−1k+1

eθi(k + 1) = eθTi (k)P−1k
eθi(k) ≤ 1

para e2i (k) <
ς2i
1−λ el término

eθTi (k+1)P−1k+1
eθi(k+1) también pertenece a un espacio elipsoidal.

Entonces Ek+1 es un espacio elipsoidal.

Comentario 3.2 Se va a comparar la intersección de Ek y Sk con la intersección de Ek+1

y Sk+1. La intersección de Ek y Sk es (3.23), definida como sigue:

Πk =
n
zi (k) | [zi (k)− θ∗i ]

T Σ−1 [zi (k)− θ∗i ] ≤ 1
o

donde z (k) es una variable desconocida. La intersección de Ek+1 y Sk+1 con el algoritmo

(3.24) es:

(1− λk+1)eθTi (k + 1)P−1k+1
eθi(k + 1) + 1

ς2i
λk+1

°°yi (k + 1)−BT
k+1θ

∗
i

°°2
≤ (1− λk+1)

h
1− λk

ς2i
[1− λ] e2i (k)

i
+ λk+1

= 1− λk
ς2i
(1− λk+1) [1− λ] e2i (k)

así:

Πk+1 =

½
zi (k + 1) | [zi (k + 1)− θ∗i ]

T Σ−1 [zi (k + 1)− θ∗i ] ≤ 1−
(1− λk+1)λk (1− λ)

ς2i
e2i (k)

¾
El volumen de Πk es [69]:

V ol(Πk) =
p
det (Σ)U

donde U es una constante que representa de una bola unitaria en Rn. Debido a que se tiene

(1− λk+1)λk (1− λ) e2i (k) > 0, el volumen de Πk+1 es menor que el volumen de Πk. Desde

(3.21) y (3.22) se conoce que la parte común de Πk y Πk+1 es {θ∗i } . Entonces la intersección
Πk convergerá a {θ∗i } cuando ei (k) 6= 0, ver Figura 3.2.

Comentario 3.3 El algoritmo (3.24) es para cada subsistema. De (3.6) y (3.7) se conoce

que los datos Bk dependen de los parámetros V T
1,k y V T

2,k, esto no afecta el algoritmo de
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kE

1+kE

kS

1+kS

kΠ

1+Π k

*
iθ

kE

1+kE

kS

1+kS

kΠ

1+Π k

*
iθ

Figura 3.2: Relación entre los volúmenes de Πk y Πk+1

identificación (3.24), por el parámetro desconocido θi (k + 1) se calcula con los parámetros

conocidos θi (k) y los datos Bk. Para cada elemento de ΘT
k y Bk en (3.24) se tiene:

V1,k+1 = V1,k +
λk
ς2i
Pk+1σ [W1,kx(k)] e

T (k)

W1,k+1 =W1,k +
λk
ς2i
Pk+1σ

0 [W1,kx(k)]V
T
1,kx(k)e

T (k)
(3.31)

Este tiene la misma forma que el algoritmo de propagación hacia atrás [28], pero en este

caso en coeficiente de aprendizaje no es una constante positiva, en este caso es una matriz

positiva definida λk
ς2i
Pk+1 la cual varia con el tiempo. Esta puede ser la razón por la cual el

algoritmo elipsoidal acotado es mas rápido.

Comentario 3.4 El algoritmo elipsoidal acotado (3.24) tiene una estructura similar a la

estructura del algoritmo de filtro de Kalman extendido [71], [73], [81]. El algoritmo del filtro

de Kalman extendido es:

θi (k + 1) = θi (k) + PkBk

¡
R2 +BT

k PkBk

¢−1
ei (k)

Pk+1 = R1 +
h
Pk − PkBk

¡
R2 +BT

k PkBk

¢−1
BT
k Pk

i (3.32)
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donde ei (k) es el mismo que se tiene en (3.15), R1 se puede elegir como αI, donde α es

una constante positiva pequeña, R2 es la covarianza del ruido de la dinámica no modelada

la cual se considera como ruido. Cuando R1 = 0, este algoritmo se convierte en el algoritmo

de mínimos cuadrados recursivos [26]. Si R1 = 0 en (3.32), entonces
¡
R2 +BT

k PkBk

¢−1
corresponde a λk

(1−λk)ς2i+λkBT
k PkBk

en (3.24). Hay una gran diferencia, el algoritmo elipsoidal

acotado es para el caso determinístico y el algoritmo del filtro de Kalman es para el caso

estocástico.

Los siguientes pasos muestran como entrenar los pesos de la red neuronal recurrente con

el algoritmo elipsoidal acotado:

1. Construir el modelo de red neuronal recurrente (3.2) para identificar el sistema no

lineal (3.1). La matriz A se selecciona tal que la red neuronal es estable.

2. Se escribe la red neuronal recurrente en la siguiente forma:

y(k) = BT
k Θk + ζ(k)

Θk =
£
V1,k,W

T
1,k, V2,k,W

T
2,k

¤T
= [θ1 (k) , · · · θn (k)]

Bk =
£
σ, σ0V T

1,kx, φu, φ
0diag(u(k))V T

2,kx (k)
¤T

3. Se entrenan los pesos de la red neuronal como sigue:

θi (k + 1) = θi (k) +
λk
ς2i
Pk+1Bkei (k)

Bk =
h
σ, σ0bV T

1,kx, φu, φ
0diag(u(k))bV T

2,kx (k)
iT

,

λk =

(
λς2i

1+BT
k PkBk

,

0,

si e2i (k) ≥
ς2i
1−λ

si e2i (k) <
ς2i
1−λ

4. Pk se actualiza con el algoritmo elipsoidal acotado:

Pk+1 =
1

1− λk

∙
Pk − PkBk

λk
(1− λk) ς

2
i + λkBT

k PkBk

BT
k Pk

¸
Con θi(1) que son las condiciones iniciales para los pesos y P1 > 0 se inicia la identificación

con la red neuronal recurrente.
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3.4. Análisis de estabilidad

En esta sección se usa el análogo de la teoría de estabilidad de Lyapunov para pro-

bar que el algoritmo elipsoidal acotado propuesto (3.24) con zona muestra es estable para

identificación de sistemas no lineales. Por (3.14), (3.15) y (3.19) se tiene:

ei (k) = BT
k
eθi(k) + ς i,keθTi (k)Bk = BT

k
eθi(k) = ei (k)− ς i,k

(3.33)

donde eθi(k) = θ∗i − θi(k), i = 1 · · ·n.
El teorema de la pasada sección nos dice Ek =

n
θi (k) | eθTi (k)P−1k

eθi(k) ≤ 1o es una

elipsoide acotada siempre. Así se tiene que los pesos de la red neuronal recurrente están

acotados durante el algoritmo de entrenamiento (3.24). El siguiente teorema da la cota del

error de identificación.

Teorema 3.2 Si se usa el algoritmo elipsoidal (3.24) se puede asegurar que el error de

identificación �i (k) es uniformemente estable y que el error ei (k) converge a:

ĺımsup
k→∞

e2i (k) ≤
ς2i
1− λ

(3.34)

Demostración. Se usa la siguiente función de energía:

V (k) = eθTi (k)P−1k
eθi(k) (3.35)

Evaluando ∆V (k) como:

∆V (k) = eθTi (k + 1)P−1k+1
eθi(k + 1)− eθTi (k)P−1k

eθi(k) (3.36)

Primero, se considera cuando ĺımsup
k→∞

e2i (k) ≥
ς2i
1−λ . Así λk =

λς2i
1+BT

k Pk+1Bk
. Desde (3.15), (3.33)

y (3.24), se tiene lo siguiente:

eθi(k + 1) = eθi(k)− λk
ς2i
Pk+1Bkei (k) (3.37)
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usando (3.37) y (3.33) se tiene:

∆V (k) =
heθi(k)− λk

ς2i
Pk+1Bkei (k)

iT
P−1k+1

heθi(k)− λk
ς2i
Pk+1Bkei (k)

i
− eθTi (k)P−1k

eθi(k)
= eθTi (k) £P−1k+1 − P−1k

¤eθi(k)− 2λkς2i eθTi (k)Bkei (k) +
λ2k
ς4i
BT
k Pk+1Bke

2
i (k)

desde (3.26) se tiene P−1k+1 = (1− λk)P
−1
k + λk

ς2i
BkB

T
k , entonces:

P−1k+1 − P−1k = −λkP−1k +
λk
ς2i
BkB

T
k (3.38)

substituyendo (3.38) en ∆V (k) da:

∆V (k) = eθTi (k) h−λkP−1k + λk
ς2i
BkB

T
k

ieθi(k)− 2λkeθTi (k)Bkei (k) +
λ2k
ς4i
BT
k Pk+1Bke

2
i (k)

= −λkeθTi (k)P−1k
eθi(k) + λk

ς2i

eθTi (k)BkB
T
k
eθi(k)− 2λkς2i eθTi (k)Bkei (k) +

λ2k
ς4i
BT
k Pk+1Bke

2
i (k)

y substituyendo (3.33) en ∆V (k) y usando λk =
λς2i

1+BT
k Pk+1Bk

da lo siguiente:

∆V (k) = −λk
ς2i

eθTi (k)P−1k
eθi(k) + λk

ς2i
[ei (k)− ς i,k]

2 − 2λk
ς2i
[ei (k)− ς i,k] ei (k) +

λ2k
ς4i
BT
k Pk+1Bke

2
i (k) =

−λkeθTi (k)P−1k
eθi(k) + λk

ς2i
e2i (k)− 2λkς2i ei (k) ς i,k +

λk
ς2i
ς2i,k − 2λkς2i e

2
i (k) + 2

λk
ς2i
ei (k) ς i,k +

λ2k
ς4i
BT
k Pk+1Bke

2
i (k)

= −λkeθTi (k)P−1k
eθi(k)− λk

ς2i
e2i (k) +

λ2k
ς4i
BT
k Pk+1Bke

2
i (k) +

λk
ς2i
ς2i,k

= −λkeθTi (k)P−1k
eθi(k)− λk

ς2i
e2i (k) +

λkς
2
i

ς4i

BT
k Pk+1Bk

1+BT
k Pk+1Bk

λe2i (k) +
λk
ς2i
ς2i,k

≤ −λk
ς2i
e2i (k) +

λk
ς2i
λe2i (k) + λk

entonces se tiene:

∆V (k) ≤ −λk
ς2i

£
(1− λ) e2i (k)− ς2i

¤
(3.39)

Dada la zona muerta se tiene que e2i (k) ≥
ς2i
1−λ y λk > 0, ∆V (k) ≤ 0, por lo tanto V (k)

es acotado. Si e2i (k) <
ς2i
1−λ se conoce de (3.24) que λk = 0 y ninguno de los pesos cambia,

entonces los pesos permanecen acotados, así V (k) es acotado. Cuando e2i (k) ≥
ς2i
1−λ , sumando

(3.39) desde 1 a T :

TX
k=1

λk
ς2i

£
(1− λ) e2i (k)− ς2i

¤
≤ V (1)− V (T + 1) (3.40)
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ya que V (T + 1) es acotado:

ĺımsup
k→∞

TX
k=1

λ [(1− λ) e2i (k)− ς2i ]

ς2i (1 +BT
k PkBk)

<∞ (3.41)

sabiendo que e2i (k) ≥
ς2i
1−λ

λ [(1− λ) e2i (k)− ς2i ]

ς2i (1 +BT
k PkBk)

≥ 0

así

ĺımsup
k→∞

λ

ς2i (1 +BT
k PkBk)

£
(1− λ) e2i (k)− ς2i

¤
= 0

sabiendo que V (k) está acotado, entonces BT
k Pk+1Bk <∞

ĺımsup
k→∞

(1− λ) e2i (k) ≤ ς2i (3.42)

Esto es (3.34). El error de entrenamiento ei (k) no es el mismo que el error de identificación

�i (k) = xi(k)− bxi(k), pero ambos se minimizan al mismo tiempo. Desde (3.2), (3.4), (3.13)
y (3.15), se tiene:

�i (k + 1) = ai�i (k) + ei (k) (3.43)

donde A = diag {ai} . Usando la relación:

�i (2) = ai�i (1) + ei (1)

�i (3) = ai�i (2) + ei (2)

= a2i �i (1) + aiei (1) + ei (2)
...

�i (k + 1) = aki �i (1) +
kX

j=1

ak−ji ei (j)

y que |ai| < 1

|�i (k + 1)| ≤ |�i (1)|+
kX

j=1

|ei (j)|

ya que �i (1) es una constante, la minimización del error de entrenamiento ei (j) es la mini-

mización de la cota superior del error de identificación �i (k + 1) . Cuando ei (j) es acotado,

�i también está acotado.
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cT
ie

λ

0 1

Figura 3.3: Caracteristica de convergencia del error de identificación

Comentario 3.5 Aunque los parámetros convergen a sus valores óptimos con el algoritmo

de entrenamiento (3.24), desde (3.4) se conoce que siempre existe error de la incertidumbre

estructural (error en la estructura). Así que no se puede alcanzar que ei (k)→ 0.

Comentario 3.6 λ es el parámetro llamado coeficiente de aprendizaje y determina la ve-

locidad de aprendizaje de la red neuronal, cuando λ es grande se tiene una cota grande para

la incertidumbre estructural ς2i dada en (3.34) y la red neuronal aprende rápidamente el

comportamiento de la función no lineal f , cuando λ es pequeño se tiene una cota pequeña

para la incertidumbre estructural ς2i dada en (3.34) y la red neuronal aprende lentamente

el comportamiento de la función no lineal f . Se tienen las siguientes condiciones extremas:

cuando λ = 1, el tiempo de convergencia del error de identificación Tc es mínimo, pero la

cota superior del error de identificación es infinitamente grande,esto es, ei =
ς2i
1−λ → ∞;

cuando λ = 0, la cota superior del error de identificación ei =
ς2i
1−λ es mínima, pero el tiempo

de convergencia del error de identificación Tc es infinitamente grande,esto es, Tc →∞, ver
Figura 3.3.



56 Modelado con una red neuronal recurrente y el algoritmo elipsoidal acotado

3.5. Simulaciones

A continuación se tratan dos modelos para comprobar el desempeño del identificador

propuesto.

3.5.1. Identificador propuesto aplicado al modelo de tráfico

Una avenida emplea el método de densidad de bloque híbrido como su modelo de flujo

de tráfico. El cálculo de flujo de éste método se basa en el método de densidad de bloque

[9], el cual trata el flujo de tráfico de manera continua. En el método de densidad de bloque,

cada vía se divide en varios bloques de los cuales su longitud es igual a la distancia a la que

el vehículo corre a velocidad de flujo libre en la vía durante las iteraciones consideradas en

cada intervalo de tiempo. El flujo de entrada y salida y la densidad de cada bloque se revisan

en cada bloque en cada intervalo de tiempo basándose en la ley de conservación de flujo y la

relación f −ρ mostradas en la Figura 3.4. Este método puede razonablemente reproducir las

condiciones de tráfico de movimiento libre y de embotellamiento incluyendo la propagación

de los carros en los bloques [31], [32]. La Figura 3.5 muestra las variables usadas en el cálculo

de flujo entre dos bloques vecinos con sufijos i e i+ 1. En cada iteración, el flujo permitido

de salida y entrada a cada bloque se calculan acorde a la relación f − ρ, entonces el flujo

entre dos bloques vecinos se determina al tomar el mínimo del flujo permitido a la salida del

bloque i y el flujo permitido a la entrada del bloque i + 1. Las densidades en la siguiente

iteración se calculan usando el flujo de entrada y de salida de cada bloque. Las siguientes

ecuaciones muestran el cálculo de flujo de cada bloque con sufijo i [31], [32].

Aout
i (k) = mı́n(ρci, ρi(k))

∆L
∆k

Ain
i (k) =

(
mı́n(ρci, ρJi − ρi(k))

∆L
∆k

ρci(ρJi−ρi(k))
ρJi−ρci

∆L
∆k

si ρi(k) ≤ ρci

si ρi(k) > ρci

fi,i+1(k) = mı́n
¡
Ain
i+1(k), A

out
i (k)

¢
ρi(k + 1) = ρi(k)− fi,i+1(k)

∆k
∆L
+ fi−1,i(k)

∆k
∆L

(3.44)

donde Aout
i (k) es el flujo permitido a la salida del bloque i, Ain

i (k) es el flujo permitido

a la entrada del bloque i, ρi(k) es la densidad del bloque i, fi,i+1(k) es el flujo desde el
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f

ρJρcρ

Velocidad 

libre

f

ρJρcρ

Velocidad 

libre

Figura 3.4: Relación densidad-flujo utilizada en el método de densidad de bloque

f

ρ

Jρ

cρ

i 1+i

1, +iif

LΔ

out
iA

in
iA 1+

f

ρ

Jρ

cρ

i 1+i

1, +iif

LΔ

out
iA

in
iA 1+

Figura 3.5: Cálculo del flujo entre bloques vecinos



58 Modelado con una red neuronal recurrente y el algoritmo elipsoidal acotado

Jρ

cρ

1−i i 1+i 1−i i 1+i

k

1+k

2+k

Densidad Vehículos

Jρ

cρ

1−i i 1+i 1−i i 1+i

k

1+k

2+k

Densidad Vehículos

Figura 3.6: Movimiento de los vehiculos en tiempo discreto

bloque i hacia el bloque i + 1, ρci es la densidad critica del bloque i, ρJi es la densidad

de embotellamiento, ∆L es la longitud del bloque, ∆k es el intervalo de tiempo para cada

iteración. Ya que la aproximación de flujo de tráfico tiene algunas dificultades en el manejo

de vehículos individuales tal como es su bloque destino [9], [20], el método de densidad de

bloque fue extendido hacia el método de densidad de bloque híbrido, es decir, los bloques

no solamente contienen densidad de tráfico continuo, también tienen imágenes discretas de

vehículos que contienen diferentes atributos como son el tipo de vehículos, el destino y el

criterio de elección de la ruta para la conveniencia del modelado del comportamiento del

vehículo. La Figura 3.6 ilustra los movimientos de los vehículos en tiempo discreto en este

método. El número de vehículos que se mueven desde el bloque i hacia el bloque i + 1, es

proporcional a el flujo que se tiene desde el bloque i al bloque i+ 1. El numero de vehículos

que permanece entre los bloques i e i+1 en la iteración k+1 será considerado como k para

la siguiente iteración.

El sistema no lineal (3.44) tiene la forma (3.1), donde i = 1, 2, . . . , 100, ρci = 6 ∀i, ρJi =
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10 ∀i, ∆k = 20 segundos y ∆L = 40 metros, esto es, cada bloque tiene 40 metros de largo,

se toman datos cada 20 segundos, cuando se tiene menos de 6 vehículos en el bloque de 40

metros se tiene movimiento libre, pero cuando se tiene más de 6 vehículos en el bloque

de 40 metros se tiene un embotellamiento, cada x(k) = [x1 (k) , x2 (k) , . . . , x100 (k)]
T =

[ρ1 (k) , ρ2 (k) , . . . , ρ100 (k)]
T , Se usa la red neuronal dada en (3.2) para identificar este sis-

tema no lineal con bx (k) ∈ R100, A ∈ <100×100 es una matriz diagonal estable definida como
A = diag(0,1). En esta sección, con el fin de examinar la efectividad del algoritmo elipsoidal

acotado para el entrenamiento, se usan 20 nodos en la capa oculta. Los pesos en la capa de sal-

ida son V1,k ∈ <100×20, los pesos en la capa oculta sonW1,k ∈ <20×100, σ = [σ1, σ2, . . . , σ100]T .
Los elementos de los pesos iniciales W1,0, y V1,0, se eligen como números aleatorios en-

tre (0, 1x10−3) y (0, 1x10−1) respectivamente. La entrada es fi−1,i(1) = 2, fi−1,i(7) = 4,

fi−1,i(14) = 6, fi−1,i(20) = 4, fi−1,i(26) = 6, fi−1,i(32) = 4; fi−1,i(39) = 6, fi−1,i(45) = 4 y

fi−1,i(52) = 2. Se selecciona P = diag(100) ∈ <40×40, λ = 0,5, ς2i = 1 tal que λς2i < 1. Se

define el error promedio cuadrático para un tiempo finito como J (N) = 1
2N

PN
k=1 e

2 (k) .

Ahora se compara el algoritmo elipsoidal acotado propuesto dado en (3.24) con el algo-

ritmo de propagación hacia atrás [28] con coeficiente de aprendizaje de 0,01 para entrenar la

red neuronal dada en (3.2). El resultado de identificación para x25(k) se muestra en la Figura

3.7. El resultado de identificación para J (N) se muestra en la Figura 3.8. Se aprecia que

el algoritmo elipsoidal acotado tiene un mejor desempeño que el algoritmo de propagación

hacia atrás.

3.5.2. Identificador propuesto aplicado al proceso de combustión

de gas

Los datos del proceso de gas de Box y Jenkin se usan frecuentemente para evaluar los

métodos de identificación [46], el proceso de muestreo consiste de 200 datos de entrada-

salida tomados con un periodo de muestreo de 9 segundos. El proceso de combustión de gas

tiene una variable de entrada que es el flujo de gas, u(k), y una variable de salida que es

la concentración de CO2 , y(k). El salida se puede considerar influenciada por las variables
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Figura 3.7: Identificación del estado x25(k) para el ejemplo 1

Figura 3.8: Error promedio cuadratico para el identificador del ejemplo 1
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Figura 3.9: Identificación para y(k) del ejemplo 2

y(k − 1), y(k − 2), . . . , y(k − 4), u(k − 1), u(k − 2), . . . , u(k − 4). Se usa la red neuronal
dada en (3.1) con la estructura entrada-salidas para identificar este sistema no lineal, se

usan 16 nodos en la capa oculta, i.e., Vk ∈ <8×16, W1,k ∈ <16×8, σ = [σ1, σ2, . . . , σ16]
T .

Los pesos iniciales W1 y V1 se eligen como aleatorios entre (0, 1) y (0, 0,2) respectivamente.

Se selecciona P (1) = diag(100) ∈ <32×32, λ = 0,5, ς2 = 1 tal que λς2 < 1. Se compara el

algoritmo elipsoidal (3.24) con la estructura entradas salidas con el algoritmo de propagación

hacia atrás [28] con coeficiente de apredizaje de 0,5. Se define el error promedio cuadrático

para un tiempo finito como J (N) = 1
2N

PN
k=1 e

2 (k). El resultado de identificación para la

salida y(k) se muestra en la Figura 3.9. El resultado de identificación para J (N) se muestra

en la Figura 3.10.
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Figura 3.10: Error promedio cuadratico para el identificador del ejemplo 2

3.6. Conclusión

En esta sección se propone un método de identificación para redes neuronales. Se modifica

el algoritmo elipsoidal acotado con un coeficiente de aprendizaje variante en tiempo para

entrenar una red neuronal. Se actualizan tanto capa oculta como capa de salida de una red

neuronal recurrente en espacio de estados. Se prueba que el error de identificación converge

a una zona la cual depende del error de la incertidumbre estructural.



Capítulo 4

Control por modos deslizantes con

redes neuronales

4.1. Introducción

El método de modos deslizantes tradicional es la aplicación de una señal de control con-

mutando a alta frecuencia que consigue llevar el estado del sistema a una superficie cercana

al origen denominada superficie de deslizamiento o función de conmutación y una vez llegan-

do a la superficie de deslizamiento se debe permanecer en ésta ante posibles perturbaciones

externas. Dicha superficie de deslizamiento debe ser definida por el diseñador con el obje-

to de que el estado cumpla las especificaciones deseadas. La principal ventaja del control

por modos deslizantes es que aporta robustez ante perturbaciones cuando estas tienen co-

tas conocidas. En este documento se trata con un control por modos deslizantes en tiempo

discreto el cual no tiene el mismo comportamiento que el control por modos deslizantes en

tiempo continuo. El control por modos deslizantes en tiempo discreto tiene la ventaja de que

puede generar o no generar castañeo a diferencia del control por modos deslizantes en tiempo

continuo que siempre genera castañeo [82]. El castañeo se genera debido a la discontinuidad

en la acción de control y el castañeo es indeseable en la mayoría de las aplicaciones [11]. En
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tiempo continuo, la condición en modos deslizantes es:

s
·
s < 0 (4.1)

donde s es la función de conmutación, la función de conmutación conmuta a cada instante

cuando las trayectorias del error de seguimiento de trayectoria cruzan al origen.

La condición de modos deslizantes más simple es substituir la derivada de (4.1) por una

diferencia, así la condición de modos deslizantes es [23]:

s(k) [s(k + 1)− s(k)] < 0 (4.2)

Esta condición es necesaria pero no suficiente para la existencia de un movimiento en modos

deslizantes [22], [82]. Además, ésta condición no puede asegurar la convergencia del error

de seguimiento a una región cercana al origen, y esto podría incrementar la amplitud del

castañeo [85]. Una condición de modos deslizantes necesaria y suficiente en tiempo discreto

es la propuesta en [77] y [34] es:

|s(k + 1)| < |s(k)| (4.3)

Esta condición puede asegurar la convergencia en la función de conmutación del error de

seguimiento de trayectoria a una región cercana al origen, pero es muy dificil diseñar un

controlador que satisfaga esta condición. Así [2] da otra condición de modos deslizantes en

tiempo discreto, la superficie de deslizamiento s(k) = 0 debe satisfacer:

|s(k)| ≤ q (4.4)

donde el parámetro q > 0 es llamado ancho de banda de los modos deslizantes. Este no

requiere que la trayectoria cruce la superficie de deslizamiento en cada paso de control.

El diseño de los controladores por modos deslizantes mencionados requiere de información

parcial para los controles equivalentes [75], es decir, cuando el controlador equivalente se dis-

eña cuidadosamente, la función de conmutación satisface (4.2), (4.3) y (4.4). Si se desconoce

la planta, se pueden usar redes neuronales para estimar la planta. [19] propone un control

por modos deslizantes con una red neuronal en tiempo discreto para el caso de regulación, se
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prueba la estabilidad de la regulación usando la técnica de Lyapunov. [55] da un controlador

por modos deslizantes en tiempo discreto con una función de conmutación modificada con

el fin de mantener un castañeo pequeño y se adiciona un término adaptable para mejorar

su desempeño. Para mejorar la robustez del controlador por modos deslizantes en tiempo

discreto, [51] usa redes neuronales difusas para compensar las incertidumbres. [85] considera

la regulación de sistemas lineales en espacio de estados con control por modos deslizantes.

[22] presenta un controlador por modos deslizantes en tiempo discreto estable el cual no

es sensible al intervalo de muestreo. Los autores mencionados no consideran la estabilidad

del modelo neuronal y el problema de que se puedan presentar singularidades en la ley de

control, además consideran que la ganancia del control por modos deslizantes es constante.

En este capitulo se presenta un control por modos deslizantes con un modelador por redes

neuronales. El modelador por redes neuronales usa doble zona muerta y una modificación

para asegurar la estabilidad del error de modelado y la no singularidad del controlador. Con

el fin de reducir el castañeo, se modifica el control por modos deslizantes en tiempo discreto

con una ganancia variante en tiempo. Se da una condición necesaria para la existencia de la

función de conmutación en tiempo discreto, la cual satisface la condición (4.4). Se prueba

que el sistema en lazo cerrado por modos deslizantes y el modelador por redes neuronales es

uniformemente estable, se obtiene el resultado de que el error de seguimiento de trayectoria

está acotado y esta cota depende de la incertidumbre estructural.

4.2. Sistema no lineal en tiempo discreto

Se considera el sistema con una entrada y una salida descrito como sigue:

y(k + 1) = f [z(k)] + g [z(k)]ψ (u(k)) (4.5)

donde z(k) = [y(k), y(k − 1) . . . y(k − n), u(k − 1), u(k − 2) . . . u(k −m)]T , n es el orden de

y(k) y m es el orden de u(k), m < n, y es la salida, u es la entrada, f(·) y g(·) son funciones
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Planta

desconocidaActuadorControlador
Ψ(u(k))u(k) Planta

desconocidaActuadorControlador
Ψ(u(k))u(k)

Figura 4.1: Comportamiento del actuador en el sistema de control

reales desconocidas. ψ (·) es una función descrita como sigue:

ψ (u(k)) =

(
u(k)

b

si |u(k)| ≤ b

si |u(k)| > b
(4.6)

donde b es un parámetro dado por las restricciones del actuador. Ver la Figura 4.1. El

sistema no lineal se asume que es controlable y observable. A (4.5) se le llama sistema afín.

Se asume que f [z(k)] y g [z(k)] son funciones continuas y diferenciables, g [z(k)] es acotada

y diferente de cero:

0 < g ≤ |g (z(k))| ≤ g <∞ (4.7)

(4.5) se puede escribir en espacio de estados [38]. Sea zi (k) = y(k − n+ i) para (1 ≤ i ≤ n)

y zi (k) = u(k − n−m− 1 + i) para (n+ 1 ≤ i ≤ n+m).

z1(k + 1) = z2(k)
...

zn(k + 1) = f [z(k)] + g [z(k)]ψ (u(k))

zn+1(k + 1) = zn+2(k)
...

zn+m(k + 1) = ψ (u(k))

y(k) = zn(k)

(4.8)

(4.8) se puede escribir como un sistema en espacio de estados:

z(k + 1) = fu [z (k) , u (k)] , y(k) = h [z (k)] (4.9)

donde z (k) ∈ <n+m es el vector de estados. fu y h son funciones no lineales suaves fu, h ∈ C∞.

Desde (4.9) se tiene:

y(k) = h [z (k)] = F1 [z (k)] ,

y(k + 1) = h [fu [z (k) , u (k)]] = F2 [z (k) , u (k)]

y(k + n− 1) = Fn [z (k) , u (k) , u(k + 1) · · ·u(k + n− 2)]
(4.10)
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Denotando Y (k) = [y (k) , y (k + 1) , · · · y (k + n− 1)]T , U(k) = [u (k) , u (k + 1) , · · ·u (k + n− 2)]T ,
así Y (k) = F [x (k) , U(k)] , F = [F1 · · ·Fn]

T . Si ∂Y
∂x
es no singular en x = 0, U = 0, (4.10) se

puede expresar como x(k + 1) = g [Y (k + 1), U(k + 1)] . Así (4.9) se puede transformar en

un modelo NARMAX [95]

y(k) = h [z (k)] = Φ [X (k)] (4.11)

dondeX (k) = [y(k), y(k − 1) . . . y(k − n), u(k − 1), u(k − 2) . . . u(k −m)]T .Φ (·) es una ecuación
de diferencias no lineal que representa la dinámica de la planta, u (k) y y (k) son entrada y

salida escalares medibles, d es un retardo en tiempo. [16] muestra que un sistema no lineal

general (4.11) se puede transformar en un sistema afín (4.5).

4.3. Modelado de funciones no lineales usando redes

neuronales

4.3.1. Algoritmo con zona muerta y su modificación

Si las funciones no lineales f y g en (4.5) son desconocidas, se pueden usar redes neu-

ronales multicapa para aproximarlas. Se definen bf y bg como las estimaciones de f y g,

respectivamente, estas se pueden expresar como:

bf = qX
j=1

vfj (k)φ
f
j

Ã
n+mX
i=1

wf
ji(k)zi(k)

!

bg = qX
j=1

vgj (k)φ
g
j

Ã
n+mX
i=1

wg
ji(k)zi(k)

! (4.12)

donde vfj (k) y wf
ji(k) son lo pesos de la capa de salida y oculta, respectivamente, q es el

número de capas ocultas. Las funciones de activación de las redes neuronales se eligen como

sigue: φfj (·) es una función tangente hiperbólica, esta puede ser positiva y negativa. φ
g
j (·)

es una función sigmoidal, esta es positiva, así φgj (·) > 0. Las funciones no lineales f y g se
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pueden modelar como sigue:

f =

qX
j=1

vf∗j φfj

Ã
n+mX
i=1

wf∗
ji zi(k)

!
+ �f

g =

qX
j=1

vg∗j φgj

Ã
n+mX
i=1

wg∗
ji zi(k)

!
+ �g

(4.13)

donde vf∗j y wf∗
ji son los pesos óptimos los cuales minimizan el error de la incertidumbre es-

tructural �f , w
g∗
ji y v

g∗
j son los pesos óptimos los cuales minimizan el error de la incertidumbre

estructural �g.

Ya que las funciones no lineales f y g son aproximadas por bf y bg, respectivamente, el
sistema no lineal (4.5) se puede modelar con una red neuronal como sigue:

βby(k + 1) = bf [z(k)] + bg [z(k)]ψ (u(k)) (4.14)

donde β es una constante positiva β > 0 la cual es un parámetro de diseño. El sistema no

lineal (4.5) se puede expresar con la siguiente red neuronal:

βy(k + 1) =

"
qX

j=1

vf∗j φj

Ã
n+mX
i=1

wf∗
ji zi(k)

!
+ �f

#
+

"
qX

j=1

vg∗j φj

Ã
n+mX
i=1

wg∗
ji zi(k)

!
+ �g

#
ψ (u(k))

(4.15)

Para la función derivable bf, se aplica la serie de Taylor a (4.12) cercano a los puntos
wf
ji(k)zi(k) y v

f
j :

bf = qX
j=1

vf∗j φj

Ã
n+mX
i=1

wf∗
ji zi(k)

!
+
h
vfj (k)− vf∗j

i
∂ ef

∂[wfj (k)]

+
h
wf
ji(k)zi(k)− wf∗

ji zi(k)
i

∂ ef
∂[wfji(k)zi(k)]

+Rf

(4.16)

donde Rf es el residuo de la formula de Taylor,

∂ ef
∂[wfj (k)]

= φfj

Ã
n+mX
i=1

wf
ji(k)zi(k)

!
= φfj

h
vfj (k)

i

∂ ef
∂[wfji(k)zi(k)]

= vfj (k)

∂φfj

⎛⎜⎝
n+mX
i=1

wfjizi(k)

⎞⎟⎠
∂[wfji(k)zi(k)]

= wf
j (k)

·
φ
f

j
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Se define ef = bf − f, desde (4.12), (4.13) y (4.16) se tiene:

ef = vfj (k) ewf
ji(k)zi(k)

·
φ
f

j + evfj (k)φfj + ζf (4.17)

donde ewf
ji(k) = wf

ji(k)−w
f∗
ji , evfj (k) = vfj (k)−v

f∗
j , ζf = Rf − �f . Similarmente para eg = bg−g

se tiene: eg = vgj (k)ewg
ji(k)zi(k)

·
φ
g

j + evgj (k)φgj + ζg (4.18)

donde ewg
ji(k) = wg

ji(k)− wg∗
ji , evgj (k) = vgj (k)− vg∗j , ζg = Rg − �g.

Se define el error de modelado del sistema como:

ei(k + 1) = by(k + 1)− y(k + 1) (4.19)

La dinámica del error de puede obtener desde (4.14) y (4.15):

βei (k + 1) = evfj (k)φfj + vfj (k)ewf
ji(k)zi(k)

·
φ
f

j + evgj (k)φgjψ (u(k))
+vgj (k)ewg

ji(k)zi(k)
·
φ
g

jψ (u(k)) + ζ (k)
(4.20)

donde ζ (k) = ζf + ζgψ (u(k)) es el error de la incertidumbre estructural el cual está acotado

dada (4.6).

Con el fin de asegurar la estabilidad del modelado y la no singularidad en el controlador

(bg 6= 0), se usa la siguiente ley de aprendizaje para actualizar los pesos del modelador por
redes neuronales (4.12):

vfj (k + 1) = vfj (k)− η(k)φfj ei (k)

wf
ji(k + 1) = wf

ji(k)− η(k)vfj (k)
·
φ
f

j zi(k)ei (k)

wg
ji(k + 1) = wg

ji(k)− η(k)vgj (k)
·
φ
g

jzi(k)ψ (u(k)) ei (k)

vgj(k + 1) = vgj (k)− η(k)φgjψ (u(k)) ei (k)

(4.21)

donde j = 1 . . . q, i = 1 . . . n+m. Se aplica la doble zona muerta a η(k) como:

η(k) =

⎧⎨⎩
η

1 + a(k)
si e2i (k) ≥ ζ

2

1−η y βei (k) ei (k + 1) ≥ e2i (k)

0 si e2i (k) <
ζ
2

1−η o βei (k) ei (k + 1) < e2i (k)
(4.22)
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donde a(k) = φf2j +

¯̄̄̄
·
φ
f

j v
f
j (k)zi(k)

¯̄̄̄2
+
¯̄
ψ (u(k))φgj

¯̄2
+

¯̄̄̄
ψ (u(k))

·
φ
g

jv
g
j (k)zi(k)

¯̄̄̄2
, 0 < η < 1. ζ

es la cota superior de ζ (k), |ζ (k)| ≤ ζ.

El algoritmo de proyección se aplica a vgj (k + 1).

vgj (k + 1) =

⎧⎨⎩ vgj (k + 1) si
¯̄
vgj(k + 1)− vgj (1)

¯̄
≤M

vgj (k+1)−v
g
j (1)

|vgj (k+1)−vgj (1)|M + vgj (1) si
¯̄
vgj(k + 1)− vgj (1)

¯̄
> M

(4.23)

donde M > 0. Desde la definición de (4.12) se conoce que φgj (·) > 0. Con el fin de obtenerbg [z(k)] > 0, se necesita asegurar vgj (k) > 0. La proyección (4.23) asegura esta condición.
4.3.2. Análisis de estabilidad de la identificación

Comparado a otros algoritmos de entrenamiento convencionales, tales como el algoritmo

de propagación hacia atrás [74], la ley de actualización de los pesos (4.21) es más compleja.

En este documento se usan dos técnicas juntas: zona muerta [8] y una modificación [88].

En [8] la zona muerta se usa en la ley de control, en este documento de usa doble zona

muerta para la actualización de los pesos y asegura que el error de modelado está acotado.

Con el fin de asegurar que bg es diferente de cero, se usa la modificación en la doble zona
muerta. Se puede ver que la doble zona muerta y la modificación se aplican cuando el proceso

de aprendizaje alcanza algunas condiciones extremas. El aprendizaje normal (4.21) tiene la

misma forma que el algoritmo de propagación hacia atrás [74], la única diferencia es que

se usa coeficiente de aprendizaje variante en tiempo η(k), [38], [56], [74] usan coeficiente de

aprendizaje fijo. El coeficiente de aprendizaje variante en tiempo asegura la estabilidad del

modelado. El parámetro η que esta en el coeficiente de aprendizaje variante en tiempo es fácil

de conseguir, no se requiere ninguna información previa, por ejemplo se puede seleccionar

η = 0,5. El siguiente teorema da la estabilidad del modelador por redes neuronales y la no

singularidad en el controlador con el algoritmo (4.21).

Teorema 4.1 Si se usa el modelo de red neuronal (4.14) para modelar el sistema no lineal

(4.5), la ley de aprendizaje (4.21) con zona muerta (4.22) y su modificación (4.23) hace
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el modelado estable y no se tiene singularidad en el controlador, es decir, 1) el error de

modelado ei (k) está acotado y bg [z(k)] 6= 0, 2) El error de modelado ei (k) satisface:
ĺımsup
k→∞

e2i (k) ≤
ζ
2

1− η
(4.24)

donde ζ es la cota superior de ζ (k) .

Demostración. Se selecciona la siguiente función de energía Vi(k) como:

Vi(k) = evfj (k)2 + ewf
ji(k)

2 + evgj (k)2 + ewg
ji(k)

2 (4.25)

1) Primero se considera
¯̄
vgj (k + 1)− vgj (1)

¯̄
≤M . Desde (4.23), se sabe que vgj (k + 1) =

vgj (k+1), así
¯̄
vgj (k + 1)− vgj (1)

¯̄
≤M, vgj (k+1) esta en la bola con centro v

g
j (1) y radio M.

Por la actualización (4.21), se tiene:

evfj (k + 1) = evfj (k)− η(k)φfj ei (k)ewf
ji(k + 1) = ewf

ji(k)− η(k)vfj (k)
·
φ
f

j zi(k)ei (k)evgj (k + 1) = evgj (k)− η(k)φgjψ (u(k)) ei (k)ewg
ji(k + 1) = ewg

ji(k)− η(k)vgj (k)
·
φ
g

jzi(k)ψ (u(k)) ei (k)

Ahora se calcula ∆Vi(k):

∆Vi(k) =
hevfj (k)− η(k)φfj ei (k)

i2
− ewf

j (k)
2 +

∙ewf
ji(k)− η(k)vfj (k)

·
φ
f

j zi(k)ei (k)

¸2
− ewf

ji(k)
2+£evgj (k)− η(k)φgjψ (u(k)) ei (k)

¤2 − evgj (k)2 + ∙ewg
ji(k)− η(k)vgj (k)

·
φ
g

jzi(k)ψ (u(k)) ei (k)

¸2
− ewg

ji(k)
2

= η2(k)

(
φf2j +

∙
·
φ
f

j v
f
j (k)zi(k)

¸
+
£
φgjψ (u(k))

¤2
+

∙
·
φ
g

jv
g
j (k)zi(k)ψ (u(k))

¸2)
e2i (k)−

2η(k)ei (k)

∙
φfjevfj (k) + ·

φ
f

j v
f
j (k)zi(k)ewf

ji(k) + φgjevgj (k)ψ (u(k)) + ·
φ
g

jv
g
j (k)zi(k)ewg

ji(k)ψ (u(k))

¸
(4.26)

Por (4.20), se sabe que el ultimo término de (4.26) es:

−2η(k)ei (k)
∙
φfjevfj (k) + ·

φ
f

j v
f
j (k)zi(k)ewf

ji(k) + φgjevgj (k)ψ (u(k)) + ·
φ
g

jv
g
j (k)zi(k)ewg

ji(k)ψ (u(k))

¸
= −2η(k)ei (k) [βei (k + 1)− ζ (k)]

= −2η(k)βei (k) ei (k + 1) + 2η(k)ζ (k) ei (k)
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si e2i (k) ≥ ζ
2

1−η y βei (k) ei (k + 1) ≥ e2i (k) , usando (4.20) y η(k) ≥ 0

−2η(k)βei (k) ei (k + 1) + 2η(k)ζ (k) ei (k)
≤ −2η(k)e2i (k) + 2η(k)ζ (k) ei (k)
≤ −2η(k)e2i (k) + η(k)e2i (k) + η(k)ζ2 (k)

Por las definiciones a(k) = φf2j +

¯̄̄̄
·
φ
f

j v
f
j (k)zi(k)

¯̄̄̄2
+
¯̄
ψ (u(k))φgj

¯̄2
+

¯̄̄̄
ψ (u(k))

·
φ
g

jv
g
j (k)zi(k)

¯̄̄̄2
y

η(k) =
η

1 + a(k)
,

∆Vi(k) ≤ η2(k)a(k)e2i (k)− η(k)e2i (k) + η(k)ζ2 (k)

≤ η(k)
η

1 + a(k)
a(k)e2i (k)− η(k)e2i (k) + η(k)ζ2 (k)

≤ η(k)ηe2i (k)− η(k)e2i (k) + η(k)ζ2 (k)

Usando ζ2 (k) ≤ ζ
2
se tiene:

∆Vi(k) ≤ −η(k)
h
(1− η) e2i (k)− ζ

2
i

(4.27)

Ya que la zona muerta, e2i (k) ≥ ζ
2

1−η y η(k) > 0, ∆Vi(k) ≤ 0. Vi(k) es acotado. Si e2i (k) < ζ
2

1−η

o βei (k) ei (k + 1) < e2i (k) , desde (4.21) se conoce que η(k) = 0, ninguno de los pesos cambia,

por tanto el error de pesos está acotado, así Vi(k) está acotado.

Ahora, se considera
¯̄
vgj(k + 1)− vgj (1)

¯̄
> M, desde (4.23) se tiene:

vgj (k + 1) = vgj (1) +
vgj (k+1)−v

g
j (1)

|vgj (k+1)−vgj (1)|M¯̄
vgj (k + 1)− vgj (1)

¯̄
=M

Así vgj (k+1) esta en la bola con centro v
g
j (1) y radioM. Ya que vgj (k+1)−v

g
j (1) =M entonces

vgj (k + 1) está acotado. Desde la prueba anterior para el caso
¯̄
vgj(k + 1)− vgj (1)

¯̄
≤ M , se

conoce que cuando vgj (k + 1) esta en la bola, Vi(k) está acotado. Así para cualquier caso,

Vi(k) está acotado.

Con esto se forza que vgj (k + 1) esté en la bola con centro v
g
j (1) y radio M. Si vgj (k + 1)

esta dentro de la bola (vgj(k + 1) − vgj (1) ≤ M), se usa el algoritmo de gradiente normal.
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Cuando vgj(k+1) esta fuera de la bola,
¯̄
vgj (k + 1)− vgj (1)

¯̄
=M, así vgj (k+1) esta dentro de

la bola, es decir, vgj (k+1) nunca abandonará la bola. Si se elige
°°vgj (1)°° > M, vgj (k+1) 6= 0.

Ya que φgj (·) se selecciona como φ
g
j (·) 6= 0, bg en (4.12) es diferente de cero.

2) Si
¯̄
vgj(k + 1)− vgj (1)

¯̄
≤ M , desde (4.23) se conoce que

¯̄
vgj (k + 1)− vgj (1)

¯̄
≤ M,

vgj (k + 1) ya esta dentro de la bola con centro vgj (1) y radio M . Cuando e2i (k) ≥ ζ
2

1−η ,

sumando (4.27) desde 1 a T se tiene:

TX
k=1

η(k)
h
(1− η) e2i (k)− ζ

2
i
≤ Vi(1)− Vi(T + 1) (4.28)

Usando que V (T + 1) está acotado:

ĺımsup
T→∞

TX
k=1

η
h
(1− η) e2i (k)− ζ

2
i

1 + a(k)
<∞ (4.29)

Ya que e2i (k) ≥ ζ
2

1−η ,
η
h
(1− η) e2i (k)− ζ

2
i

1 + a(k)
≥ 0, así:

ĺımsup
k→∞

µ
η

1 + a(k)

¶h
(1− η) e2i (k)− ζ

2
i
= 0 (4.30)

Ya que Vi(k) está acotado, así a(k) <∞ implica que:

ĺımsup
k→∞

(1− η) e2i (k) ≤ ζ
2

(4.31)

Esto es (4.24). Cuando e2i (k) <
ζ
2

[1−η] , ya esta en esta zona. Así cuando w
g
j (k+1) esta dentro

o fuera de la bola con centro vgj (1) y radio M, (4.31) es correcto.

Si
¯̄
vgj(k + 1)− vgj (1)

¯̄
> M, desde (4.23) se conoce

¯̄
vgj (k + 1)− vgj (1)

¯̄
= M, vgj (k + 1)

esta sobre la bola con centro vgj (1) y radio M. Esta es una condición para (4.31).

Comentario 4.1 La doble zona muerta usada en (4.21) es para resolver el problema de

robustez causado por las dinámica no modelada ζ (k) . La modificación usada en (4.21) es

para garantizar que los parámetros permanecen dentro de una región restringida y no alteran



74 Control por modos deslizantes con redes neuronales

las propiedades de la ley adaptable normal. Si ei (k) y ei (k + 1) tienen el mismo signo, β se

selecciona suficientemente grande, una de las zonas muertas se hace pequeña, la condición

βei (k) ei (k + 1) ≥ e2i (k) no altera mucho la ley de aprendizaje.

Comentario 4.2 η es el parámetro llamado coeficiente de aprendizaje y determina la veloci-

dad de aprendizaje de la red neuronal, cuando η es grande se tiene una cota grande para la

dinámica no modelada ζ
2
dada en (4.24) y la red neuronal aprende rápidamente el compor-

tamiento de las funciones no lineales f y g, cuando η es pequeño se tiene una cota pequeña

para la dinámica no modelada ζ
2
dada en (4.24) y la red neuronal aprende lentamente el com-

portamiento de las funciones no lineales f y g. Se tienen las siguientes condiciones extremas:

cuando η = 1, el tiempo de convergencia del error de identificación Tc es mínimo, pero la

cota superior del error de identificación es infinitamente grande,esto es, ei =
ζ
2

1−η → ∞;
cuando η = 0, la cota superior del error de identificación ei =

ζ
2

1−η es mínima, pero el tiempo

de convergencia del error de identificación Tc es infinitamente grande,esto es, Tc →∞, ver
Figura 3.3 con la consideración de que η = λ.

4.4. Control por modos deslizantes en tiempo discreto

4.4.1. Estructura del controlador

En esta sección se diseña el control por modos deslizantes con modelado por redes neu-

ronales para forzar al sistema no lineal (4.5) a que siga la trayectoria generada por el modelo

de referencia estable que tiene la siguiente forma:

ym(k + 1) = a0ym(k) + . . .+ anym(k − n) + b0v(k) + . . .+ bmv(k −m) (4.32)

donde v(k) es la entrada de referencia. Se define el error de seguimiento de trayectoria como

sigue:

ec(k + 1) = ym(k + 1)− y(k + 1) (4.33)

Ahora se define el vector

e(k) = [ec(k) · · · ec(k − n+ 1)]T
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En este documento se propone un controlador por modos deslizantes como sigue:

ψ (u(k)) =

(
u(k) = 1eg{− bf + ym(k + 1) +KTe(k)− ε(k)sign [s(k)]}

u(k) = b

si |u(k)| ≤ b

si |u(k)| > b

(4.34)

donde bf y bg se tienen del modelador por redes neuronales, considerando el algoritmo de
modificación dado en (4.23) se tiene que bg > 0, también se tiene:

K = [k1 · · · kn]T ∈ Rnx1

el cual se selecciona tal que sn+
√
2k1s

n−1+ · · ·+2n2 kn es estable, ε(k+1) es una ganancia
variante en tiempo la cual satisface:

ε(k) = −ei(k)sign [s(k)] + αe−ck (4.35)

donde ei(k) es el error de modelado el cual esta dado en (4.5), (4.14) y (4.19), c > 0 y α > 0

y se define la función signo como sigue:

sign [s(k)] =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 si s(k) > 0

0 si s(k) = 0

−1 si s(k) < 0

(4.36)

s(k) es la función de conmutación la cual se define como sigue:

s(k) = ec(k) +KTe(k − 1) = ec(k) + k1ec(k − 1) + . . .+ knec(k − n) (4.37)

Comentario 4.3 El control por modos deslizantes propuesto en esta sección es similar al

control propuesto en [55], la diferencia es que en [55] la ganancia es constante, aquí la

ganancia ε(k) varia con el tiempo con el error debido a la variación del error modelado ei(k)

y a un termino exponencial decreciente αe−ck. El castañeo de u(k) depende de dos hechos: del

error de modelado y de las constantes c y α. Una c más pequeña causa menos castañeo y mas

grande error de seguimiento de trayectoria. Un mejor c se puede elegir por simulaciones. La

amplitud del castañeo en u(k) esta determinado por la ganancia ε(k), esta ganancia decrece
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al decrecer el error de modelado ei(k). Desde el Teorema de la sección pasada se conoce que

ei (k) converge a una bola con radio
ζ
2

1−η , la amplitud del castañeo se reduce conforme el error

de modelado ei (k) converge. El controlador por modos deslizantes normal requiere de una

ganancia constante mayor que la cota de la incertidumbre para garantizar la robustez [55],

[87]. La robustez del controlador (4.34) se puede explicar como sigue: cuando la incertidumbre

estructural es mas grande (ζ es más grande), la zona muerta (4.22) y el radio ζ
2

1−η son mas

grandes. Así ei(k) es más grande y el castañeo se incrementa.

La estructura del control por modos deslizantes con modelador por redes neuronales esta

dada en la Figura 4.2. Desde la desigualdad (4.24) obtenida del Teorema de la sección pasada

se conoce que el error de modelado ei(k) está acotado, es decir:

ĺımsup
k→∞

e2i (k) ≤
ζ
2

1− η
→ |ei(k + 1)| ≤ H |ei(k)| ≤ H (4.38)

dondeH es una constante positiva. El siguiente lema da la cota de la función de conmutación.

Lemma 4.1 La función de conmutación (4.37) en el controlador por modos deslizantes en

tiempo discreto (4.34) satisface la condición (4.4), es decir:

|s(k + 1)| ≤ α+ (1 + β)H (4.39)

donde β y H están dadas en (4.14) y (4.38) .

Demostración. Desde (4.14) y (4.15) el error de modelado satisface lo siguiente:

βei(k + 1) = ef + egψ (u(k)) (4.40)

donde ef = bf − f y eg = bg− g. Sustituyendo el control (4.34) en la planta (4.5), el sistema en

lazo cerrado es:

y(k + 1) = bf − ef + eg−hgeg [− bf + ym(k + 1) +KTe(k)− ε(k)sign [s(k)]]

= − ef(k) + ym(k + 1) +KTe(k)− ε(k)sign [s(k)]− eg(k)ψ (u(k))
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Figura 4.2: Control neuronal utilizando modos deslizantes
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Desde (4.33):

ec(k + 1) +KT e(k) = ε(k)sign [s(k)] + ef(k) + eg(k)ψ (u(k)) (4.41)

La función de conmutación (4.37) es:

s(k + 1) = ec(k + 1) +KTe(k) (4.42)

Usando (4.42) y (4.40), (4.41) se convierte en:

s(k + 1) = ε(k)sign [s(k)] + βei(k + 1)

= −ei(k)sign [s(k)]2 + sign [s(k)]αe−ck + βei(k + 1)
(4.43)

Se calcula s(k + 1) con (4.43). Si s(k) 6= 0, sign2 [s(k)] = 1, (4.43) se convierte en:

s(k + 1) = βei(k + 1)− ei(k) + sign [s(k)]αe−ck (4.44)

Desde (4.38) se conoce que:

|s(k + 1)| ≤ (1 + β)H + |sign [s(k)]|αe−ck ≤ (1 + β)H + α (4.45)

si s(k) = 0, sign2 [s(k)] = 0 se tiene:

s(k + 1) = βei(k + 1) (4.46)

entonces, usando (4.38), (4.46) se convierte en:

|s(k + 1)| ≤ βH < (1 + β)H + α (4.47)

desde (4.45) y (4.47), (4.39) es cierto.

Comentario 4.4 Si se desconoce el comportamiento de las funciones no lineales f() y g(),

se propone que se aproximen estas con redes neuronales, para esto solamente se cuenta con

el error de identificación ei(k), como el aproximador de funciones con redes neuronales es

lento y trabaja en línea con el controlador, si se considera el controlador con redes neuronales

sin modos deslizantes se tiene la siguiente dinámica del error s(k + 1) = βei(k + 1) que
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difiere a (4.44), en este caso se tiene que siempre va a permanecer el error de identificación

βei(k + 1) debido a que las redes neuronales no proporcionan una buena identificación. Los

modos deslizantes no pueden compensar a la función no lineal g() dado que esta multiplica al

control como indica en (4.5), se tiene que utilizar el aproximador por lo menos para estimar

g(), si se considera esto el controlador con redes neuronales para aproximar g() y modos

deslizantes con ganancia fija para compensar f() se tiene la siguiente dinámica del error

s(k + 1) = βei(k + 1) − Kei(k) con lo cual dado que βei(k + 1) es grande debido a lo ya

explicado, se requiere de una ganancia de modos deslizantes K grande para compensar este

error, lo cual produce castañeo. En el controlador con aproximador de funciones neuronal de

tiene la siguiente dinámica del error s(k+1) = βei(k+1)−ei(k)+sign [s(k)]αe−ck donde el

término −ei(k)+sign [s(k)]αe−ck compensa a βei(k+1). Si se conociera ei(k+1) se tendría

un controlador exponencialmente estable.

4.4.2. Análisis de estabilidad para el control en lazo cerrado

Ahora se discute la estabilidad del sistema en lazo cerrado. (4.5) se puede escribir en

espacio de estados como (4.8) [38]. El subsistema de control de (4.8) es:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
zn+1(k + 1) = zn+2(k)
...

zn+m(k + 1) = ψ (u(k))

este se puede expresar como sigue:

ω(k + 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 · · ·
...

. . .

0 · · · · · · 1

0 · · · · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ω(k) + buψ (u(k)) (4.48)
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donde ω(k) = [zn+1 (k) · · · zn+m (k)]T , bu = [0 · · · 1]T . Ya que

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 · · ·
...

. . .

0 · · · · · · 1

0 · · · · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ es estable,
el sistema (4.48) es estable. La función de conmutación (4.42) se escribe como sigue:

ec(k + 1) = −KT e(k) + s(k + 1) (4.49)

Por la definición e(k) = [ec(k − n+ 1) · · · ec(k)]T , (4.49) se escribe como sigue:

e(k + 1) = Ae(k) + bs(k + 1) (4.50)

dondeA =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · · · · 0 1

−kn · · · · · · · · · −k1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ Rnxn, b = [0, · · · 0, 1]T ∈ Rnx1. Ya que det (sI − αA) =

αnkn + αn−1kn−1s + · · · + αk1s
n−1 + sn [33], se selecciona K = [k1 · · · kn]T tal que

√
2A es

estable (α =
√
2). Un valor estable de

√
2A puede hacer que la siguiente función tenga

soluciones positivas definidas para P y Q:

2ATPA− P = −Q (4.51)

donde P = P T > 0, Q = QT > 0.

Teorema 4.2 El sistema en lazo cerrado con control por modos deslizantes (4.34) y mode-

lador por redes neuronales (4.12) y (4.21), es uniformemente estable y la cota superior del

error de seguimiento de trayectoria es:

ĺımsup
k→∞

1

T

TX
k=1

eT (k)e(k) ≤ 2pnn
λmı́n (Q)

r2 (4.52)

donde r = (1 + β)H + α, β y H están dadas en (4.14) y (4.38), P y Q están dados en

(4.51), b = [0, · · · 0, 1]T , bTPb = pnn.
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Demostración. Se define la siguiente función de energía:

V (k) = eT (k)Pe(k) (4.53)

donde P es una solución de (4.51). Usando (4.50) se calcula ∆V (k):

∆V (k) = eT (k + 1)Pe(k + 1)− eT (k)Pe(k)

= eT (k)
¡
ATPA− P

¢
e(k) + 2eT (k)ATPbs(k + 1) + bTPbs2(k + 1)

(4.54)

Usando la siguiente desigualdad:

2eT (k)ATPbs(k + 1) ≤ eT (k)ATPAe(k) + bTPbs2(k + 1) (4.55)

Sea:

2bTPbs2(k + 1) ≤ cs2(k + 1) (4.56)

donde c = 2bTPb ≥ 0. Por (4.51) y desde (4.39) se tiene |s(k + 1)| ≤ r = (1 + β)H + α,

(4.54) es:

∆V (k) ≤ −eT (k)
¡
2ATPA− P

¢
e(k) + cr2

usando (4.51) se tiene lo siguiente:

∆V (k) ≤ −eT (k)Qe(k) + cr2 (4.57)

multiplicando por P−1P se tiene lo siguiente:

∆V (k) ≤ −eT (k)QP−1Pe(k) + cr2

∆V (k) ≤ −λmı́n (Q)λmı́n (P−1) eT (k)Pe(k) + cr2

∆V (k) ≤ −γV (k) + cr2

donde γ = λmı́n (Q)λmı́n (P
−1) > 0, desde [37] se tiene que V (k) está acotado, así e(k)

está acotado. Sumando (4.57) desde 1 a T y usando sabiendo que V (T ) > 0 y que V (1) es

constante:

V (T )− V (1) ≤
TX
k=1

−λmı́n (Q) eT (k)e(k) + 2bTPbr2

ĺımsup
T→∞

1
T

TX
k=1

λmı́n (Q) e
T (k)e(k) ≤ V (1)ĺımsup

T→∞

1
T
+ 2bTPbr2
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entonces (4.52) si se satisface. Por la definición e(k) = [ec(k) · · · ec(k − n+ 1)]T se tiene que

el error de seguimiento de trayectoria ec(k) también está acotado.

Comentario 4.5 P y Q debe satisfacer la ecuación (4.51), entonces ninguno de estos

parámetros se puede usar para hacer mas pequeño el error de seguimiento de trayectoria

en (4.52).

4.5. Simulaciones

En esta sección, se dan dos ejemplos para ilustrar como se aplican los resultados teórico

propuestos en esta sección. El primer ejemplo es el modelo de trafico tomado de [31] y [32]

el cual se explica a detalle en el capítulo anterior. El segundo ejemplo es más complejo y con

mayor dimensión, este también es usado por varios autores como son [48] y [8].

4.5.1. Control propuesto aplicado al modelo de tráfico

El modelo se explica a detalle en el capítulo anterior. Se va a consideras solamente el

control para i = 1, tomando esto se cuenta a partir de (3.44) se tiene el siguiente modelo:

Aout
1 (k) = mı́n(ρc1, ρ1(k))

∆L
∆k

Ain
2 (k) =

(
mı́n(ρc2, ρJ2 − ρ2(k))

∆L
∆k

ρc2(ρJ2−ρ2(k))
ρJ2−ρc2

∆L
∆k

si ρ2(k) ≤ ρc2

si ρ2(k) > ρc2

f1,2(k) = mı́n (A
in
2 (k), A

out
1 (k))

ρ1(k + 1) = ρ1(k)− f1,2(k)
∆k
∆L
+ f0,1(k)

∆k
∆L

(4.58)

donde f0,1(k) = ψ (u(k)) es la variable de control, ρ2(k) = 8, y(k) = ρ1(1) = 8, ρc1 = 6, ρJ1 =

10, ∆k = 20 segundos y ∆L = 40 metros, esto es, cada bloque tiene 40 metros de largo, se

toman datos cada 20 segundos, donde, cuando se tiene menos de 6 vehículos en 40 metros

se tiene movimiento libre, pero cuando se tiene más de 6 vehículos en 40 metros se tiene

un embotellamiento. Notar que se tiene en el bloque 2 la condición de embotellamiento y la

condición inicial del bloque 1 es también de embotellamiento, el sistema (4.58) tiene la misma
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estructura que (4.5) con g(1) = ∆k
∆L

> 0 que satisface (4.7). Se va a diseñar un controlador

para forzar que (4.58) siga a un modelo de referencia. Se selecciona el modelo de referencia

ρr(k + 1) = yr(k + 1) como:

ρr(k + 1) = 4 si 0 ≤ k ≤ 50
ρr(k + 1) = 2 si 50 < k ≤ 100
ρr(k + 1) = 0 si 100 < k ≤ 150
ρr(k + 1) = 2 si 150 < k ≤ 200

(4.59)

notar que se tiene una señal de referencia tal que obligue a que se tenga la condición de

vehículos viajando con movimiento libre. Se usa usa una red neuronal para modelar f [z(k)] =

ρ1(k)−f1,2(k)∆k
∆L
y g (1) = ∆k

∆L
, el numero de estados es n+m = 1, así el número de neuronas

en la capa oculta es q = 1, β = 1. Los pesos iniciales son vfj (1), w
f
ji(1) y wg

ji(1) se eligen

como números aleatorios entre (0, 1), vgj (1) = 0,95 y M = 0,05. La ley de actualización es

(4.21) con η = 0,01.

Usando el modelador neuronal propuesto, el control por modos deslizantes empleado

es (4.34), se seleccionan los parámetros del controlador como k1 = −0,01 y c = 100 ,

α = 0,1. Ahora se compara el comportamiento del controlador por modos deslizantes con

ganancia variante en el tiempo contra el control por retroalimentación con modelador por

redes neuronales [8] y contra el controlador por modos deslizantes con ganancia fija [55],

la ganancia fija se elige como ε = 0,05. Si ε > 0,05, el control por modos deslizantes con

ganancia fija [55] general mucho castañeo. En [8] y [55] la modelado por redes neuronales es

fuera de línea, es decir, el control se aplica después que se ha finalizado la etapa de modelado.

En este documento se consideran modelador y controlador en lineal (on-line). Los resultados

del control en modos deslizantes con ganancia variante en tiempo se muestran en Figura 4.3.

El error de seguimiento de trayectoria de los 3 controladores se muestra en la Figura 4.4.

Se puede ver que aunque el error de modelado no es muy pequeño, el error de seguimiento

de trayectoria si es muy pequeño por la compensación de los modos deslizantes. También la

función de conmutación es decreciente, pero esta no converge a cero. El control por modos

deslizantes en tiempo discreto con redes neuronales propuesto en este documento tiene un
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Figura 4.3: Desempeño del controlador por modos deslizantes con ganancia variante

Figura 4.4: Errores de seguimiento de trayectoria
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mejor seguimiento de trayectoria aún cuando el modelado no es muy bueno. Para este sistema

no lineal simple el control neuronal por modos deslizantes con ganancia variante en el tiempo

tiene mejor desempeño que el control neuronal por modos deslizantes con ganancia fija y que

el control neuronal.

4.5.2. Control propuesto aplicado a un sistema no lineal académi-

co complejo

Considerando el sistema dado en [8], [48] y [56]:

y(k + 1) = 0,2y2(k) + 0,2y(k − 1)
+0,4 sin [0,5 (y(k) + y(k + 1))] cos [0,5 (y(k) + y(k + 1))] + 1,2ψ (u(k))

(4.60)

donde ψ (u(k)) es el flujo de entrada (entrada de control), la cual puede ser positivo o

negativo. Se desea forzar la salida del sistema (4.60) que siga el siguiente modelo de referencia

lineal:
yr(k + 1) = 0,6 si 0 ≤ k ≤ 50
yr(k + 1) = 0,4 si 50 < k ≤ 100
yr(k + 1) = 0,2 si 100 < k ≤ 150
yr(k + 1) = 0,4 si 150 < k ≤ 200

(4.61)

Se usa una red neuronal para modelar f (z(k)) = 0,2y2(k)+0,2y(k−1)+0,4 sin [0,5 (y(k) + y(k + 1))] cos [

y g (1) = 1,2, el número de estados es n+m = 2, el número de neuronas en la capa oculta

se selecciona como q = 2, los pesos iniciales son vfj (1), w
f
ji(1), y wg

ji(1) se seleccionan como

números aleatorios entre (0, 1), vgj (1) = 0,95 y M = 0,05. La ley de actualización es (4.21)

con η = 0,01. Se seleccionan los parámetros del controlador como k1 = −0,01, k2 = −0,001

y c = 100 y α = 0,1. Para (4.50), A =

"
0 1

0,001 0,01

#
, los valores propios de A son

λ1 (2A) = −0,054 y λ2 (2A) = 0,074, así A es estable. Una posible combinación de P y Q

es P =

"
1 0

0 5,0021

#
> 0 y Q =

"
1 0

0 1

#
> 0. Se compara el algoritmo propuesto en este

documento contra el control por retroalimentación con modelador por redes neuronales [8] y
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Figura 4.5: Desempeño del controlador por modos deslizantes con ganancia variante

contra el controlador por modos deslizantes con ganancia fija [55] con ganancia ε = 0,1. El

desempeño del control por modos deslizantes de ganancia fija variante en tiempo contra el

de ganancia fija se muestran en la Figura 4.5.

La ganancia variante en tiempo ε(k) en (4.34) reduce el castañeo comparado al de ganan-

cia fija. El error de seguimiento de trayectoria de los tres controladores se muestra en la Figura

4.6.

Si c es pequeña, el castañeo es menor pero el error de seguimiento es mas grande. Para este

sistema no lineal complejo el control neuronal por modos deslizantes con ganancia variante en

el tiempo tiene mejor desempeño que el control neuronal por modos deslizantes con ganancia

fija y que el control neuronal.



4.6 Conclusión 87

Figura 4.6: Errores de seguimiento de trayectoria

4.6. Conclusión

En esta sección se propone un nuevo controlador por modos deslizantes para una clase

de sistemas no lineales en tiempo discreto. Las principales contribuciones son: 1) Se propone

un nuevo algoritmo de redes neuronales para la aproximación de funciones no lineales, el

cual usa las técnicas de zona muerta y proyección. La zona muerta asegura que el error de

modelado es acotado, la proyección evita cualquier singularidad en la ley de control. 2) La

ganancia variante en tiempo en el controlador por modos deslizantes asegura menor castañeo

comparado al controlador por modos deslizantes con ganancia fija. Se prueba la estabilidad

del sistema en lazo cerrado con el controlador por modos deslizantes y el modelador por

redes neuronales. El modelador y el controlador trabajan en línea. Desde el punto de vista

de los sistemas dinámicos, este control puede ser útil para aplicaciones de control con redes

neuronales que requieren actualización de los pesos en línea.
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Capítulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

Se propone un método de identificación para redes neuronales recurrentes. Para aplicar

el algoritmo de elipsoidal acotado se requiere que el error de incertidumbre estructural sea

acotado, además este algoritmo tiene una convergencia en parámetros más rápida que el

algoritmo de propagación hacia atrás. Se modifica el algoritmo elipsoidal con un coeficiente

de aprendizaje variante en tiempo para entrenar una red neuronal. Se actualizan tanto capa

oculta como capa de salida de una red neuronal recurrente en espacio de estados. Se prueba

que el error de identificación converge a una zona la cual depende del error de la incertidumbre

estructural.

Se propone un nuevo controlador por modos deslizantes para una clase de sistemas no

lineales en tiempo discreto. Las principales contribuciones son: 1) Se propone un nuevo al-

goritmo de redes neuronales para la aproximación de funciones no lineales, el cual usa las

técnicas de zona muerta y una modificación. La zona muerta asegura que el error de mod-

elado es acotado, la su modificación evita cualquier singularidad en la ley de control. 2) La

ganancia variante en tiempo en el controlador por modos deslizantes asegura menor castañeo

comparado al controlador por modos deslizantes con ganancia fija. Se prueba la estabilidad

del sistema en lazo cerrado con el controlador por modos deslizantes y el modelador por

redes neuronales. El modelador y el controlador trabajan en línea. Desde el punto de vista

de los sistemas dinámicos, este control puede ser útil para aplicaciones de control con redes
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neuronales que requieren actualización de los pesos en línea.

Los trabajos futuros son los siguientes:

Se pretende encontrar otra ganancia adaptable para el control por modos deslizantes

la cual elimine el castañeo.

En la actualidad, se utiliza una variante del algoritmo de propagación hacia atrás para

el modelado de funciones en el control por modos deslizantes, se puede cambiar el

algoritmo de propagación hacia atrás por una variante del algoritmo elipsoidal acotado

para el modelado de funciones en el control por modos deslizantes.

Se pretende trabajar con sistemas no lineales con modelo en espacio de estados en

tiempo discreto.
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