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Capitulo 1
Introduccion

La teorfa de aproximacion de funciones esta orientada a resolver el problema de como
aproximar una funcién dificil de analizar o representar por otra funcién mas simple. El
problema de aproximacién a una cantidad determinada es uno de los problemas mds antiguos
en las matematicas, que data desde el descubrimiento de la irracionalidad, con la férmula para
la aproximacién de la raiz cuadrada de un nimero, sin embargo, la teorfa de aproximacion

matemdtica es una rama relativamente joven.

El primer enfoque a la definicién de funcién basada en dependencia y hacer abstraccién
de férmulas fue desarrollado por Euler, las férmulas fueron desarrolladas para ayudar en la
aproximacién de funciones. En principio, estas representaciones se basaron en la férmula de
Taylor y algunos de interpolacién basadas en las ideas de Newton. Aunque estas formula-
ciones dieron buenas aproximaciones en determinados casos especiales, en general, no pudo
controlar el error de aproximacién, donde la aproximacién no ocurria de manera uniforme el
error crecia.

Nuevas ideas surguieron en la materia, Laplace, Fourier, Chebyshev, Markov, Legendre
dieron grandes aportes que sentaron la base de la teorfa actual. La teorfa moderna de apro-
ximacién ha sido un campo de mucho estudio, principalmente debido a la gran cantidad de
aplicaciones y a la necesidad de aproximar funciones en tiempo continuo con funciones que

utilizan un numero finito de pardmetros, esta iltima esta relacionada con la forma en que
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las computadoras digitales aproximan a funciones.
En esta teorfa hay dos medidas importantes a estudiar entre la funcién original y la

funcién aproximacion:
= Que tanto es mas simple la funcién aproximacion con respecto a la funcién original.
= Y que tanto es el error de aproximacion entre las dos funciones.

Al dia de hoy se pueden encontrar numerosos trabajo para aproximar funciones, en donde
se elige el método de aproximacién dependiendo a la clase que pertenezca la funcién a aproxi-
mar, por ejemplo, los polinomios trigonométricos para los problemas periédicos, polinomios
de Legendre y polinomios de Chebyshev para problemas no periédicos.

Por otro lado, el andlisis de series de tiempo se ha convertido en un drea muy activa
de investigacion debido a sus mmiltiples aplicaciones, como lo es la prediccién de eventos
futuros en finanzas y al modelado e identificacién de pardmetros de sistemas dindmicos, en
el modelado de sistemas dindmicos via series de tiempo se encuentran varias técnicas como
lo es representar los sistemas dindmicos en modelos como ARMA, ARIMA, ARMAX, [77],
en términos préacticos ha sido muy utilizado el modelado via series de tiempo de un sistema,
debido a que las herramientas con las que se monitorean las plantas entregan datos digitales,
0 en caso contrarios se digitalizan para poder procesarse con una computadora. Sin embargo
una planta escrita en serie de tiempo no resulta facil de analizar, existen técnicas heuristicas
para determinar la funcién de transferencias de una planta a partir de la serie de tiempo de su
entrada y de su salida, por lo regular se considera el modelo ARMA como una representaciéon
de la funcién de transferencia y un modelo ARMAX como un modelo donde existe control,
una alternativa ha sido representar las series de tiempo via funciones ortogonales y con ellas
hacer el modelado de un sistema dindmico [78]. Dos técnicas con funciones ortogonales son
el uso de series de Fourier y de funciones Wavelets.

En la década de los ochentas se formalizo una nueva teoria en aproximacién de funciones,
el andlisis Wavelet, que consiste en cortar una funcién en sus diferentes componentes de
frecuencia y después cada componente de frecuencia estudiarla a distintas resoluciones, esta

particién en frecuencia se realiza usando como ventana una funcién tipo wavelet, las wavelets



son un tipo de funcién con requerimientos especiales, que son usadas para aproximar otras
funciones, la idea de aproximar una funcién mediante la super posicién de otra no es nueva
y se remontan a los estudios de Fourier.

La primera mencién al andlisis wavelets se remonta a 1910 cuando en su tesis doctor-
al Haar formulo la pregunta, de si existia algin otro sistema ortogonal hg, h1, ..., hn, ... de
funciones definidas en [0, 1], tal que para cualquier funcién continua f definida en [0, 1], la

serie

< f, ho > ho(!L‘)—f- < f, hy > hl(ZL‘) + ..+ < f, h,, > hn(ZE) + ...

converge a f(z) uniformemente en [0, 1].

La teoria de analisis utilizando funciones wavelets aparecié como una alternativa al anali-
sis de Fourier, dado que no requiere que las funciones a analizar sean periédicas [2], y ademds
no se presenta en las discontinuidades la presencia del fenémeno de Gibbs [15]. La teoria
Wavelet tiene mas de 40 anos desarrollindose, se puede consultar una interesante resena

histérica del desarrollo de la teorfa wavelet en [6].

¢(m,n) (t) = 2m/2¢ (2mt - n) ;m,n € Z

El anélisis por ventanas de Fourier y el andlisis wavelet tienen en esencia la misma forma
de realizar el andlisis de una funcién, que equivale a que una funcién ventana recorre a
la funcién original y se calculan todas las correlaciones entre estas funcones y el tiempo-
frecuencia que se estdn utilizando. Pero a diferencia del andlisis de Fourier que tiene como
objetivo medir la frecuencia contenida en una funcién, en el caso del andlisis utilizando
funciones wavelets se busca comparar muiltiples magnitudes de una funcién con distintas
resoluciones, el andlisis de Fourier por ventanas se construye a través de senos y cdsenos
multiplicados por una ventana deslizante, en el andlisis con funciones wavelets la ventana
se encuentra oscilando y es llamada wavelet madre. Esta ventana wavelet madre ya no se
multiplica por senos y césenos, en lugar de ello se traslada y se ensancha, por traslaciones y
ensanchamientos arbitrarios. Esa es la manera en que la wavelet madre forma nuevas wavelets

las cuales son los bloques que construyen el anélisis wavelet.
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El interés por el estudio del andlisis wavelet ha sido explosivo tanto para cientificos como
ingenieros, debido ha que es una herramienta matemdtica simple con una gran variedad
de aplicaciones. El andlisis wavelet ha sido utilizado para resolver problemas de anélisis
numérico [11], asi como para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias [4], [10].

En ingenierfa ha sido ampliamente aceptada la teorfa wavelet y una de sus mayores
aplicaciones se encuentra en el tratamiento y andlisis de senales, siendo un ejemplo de im-
plementacion el desarrollo de algoritmos para la compresién de imégenes como lo son los for-
matos MPEG y JPEG [3], en el drea de control automdtico se han utilizado las propiedades
de aproximar funciones para realizar identificacién de pardmetros de sistemas no lineales,
[12],[13], también la transformada wavelet se ha utilizado como filtro para sistemas robustos
para deteccion de fallas [14].

En la literatura sobre redes neuronales se puede encontrar algunos trabajos en donde se
exponen las bondades y aplicaciones de las redes neuronales wavelets [12],[30], sin embargo,
estas redes utilizan funciones wavelets continuas como la Morlet y Sombrero Mexicano, y
no se ha puesto suficiente atencién a las funciones wavelets Haar, las cuales son mateméti-
camente las mas simples, la principal razoén por la que no se ha considerado a la wavelet
Haar, se refiere a que es una funcién discontinua, sin embargo su aplicaciéon en soluciones
numeéricas de ecuaciones diferencias han sido ampliamente documentadas, [26],[27].

La wavelet Haar es utilizada en el algoritmo de transformacion répida wavelet (FWT) [8],
dicho algoritmo es muy difundido en el tratamiento de imagenes, [9], ademds se encuentran
diversos trabajos que hacen la comparacién entre las distintas bases wavelets, [51], [52], y
muestran que el desempeno de la wavelet Haar es similar a otras bases y presenta ademas la

ventaja de ser més sencilla de implementar.

1.1. Motivacion

En el campo del control automatico, las redes neuronales artificiales se utilizan principal-
mente como modelos para la identificacién y el control de sistemas, [40],[22], [23]. La identi-

ficacién de sistemas consiste crear un modelo matematico de un sistema dindmico basiandose
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en la observacion del comportamiento del sistema [41], las redes neuronales artificiales tienen
una aplicacién directa en el campo de identificacion de sistemas debido a su capacidad de
ajustar los pardmetros de un modelo propuesto, de tal forma que su comportamiento se
aproxime al sistema o planta a ser estudiado.

Podriamos resumir en cuatro grandes dreas los problemas relacionados a la teorfa de

sistemas:

1. Modelado.
2. Anilisis
3. Estimacién

4. Control

La obtencién de un modelo matemético méds o menos preciso del sistema es fundamental
ya que la mayorfa de los métodos de diseno de controladores parten de la hipétesis de que
un modelo parametrizado del proceso estd disponible, la identificacién de sistemas se puede
definir como el drea de la teoria de sistemas que estudia metodologias para la obtencién de
modelos matemaéticos de sistemas dindmicos, a partir de datos de medicién de las entradas
y salidas del sistema.

La identificacién de sistemas utilizando redes neuronales se puede clasificar en dos grupos:

= Identificacién no paramétrica Input-Output.

= Representacion Paramétrica usando redes neuronales recurrentes.

Las Redes Neuronales Wavelets han sido utilizadas para realizar los dos tipos de identi-
ficacién y su efectividad ha sido probada, [36],[37], sin embargo se han utilizado funciones
wavelets continuas, como lo es la wavelet Morlet y Sombrero Mexicano, en las cuales la deter-
minacion del coeficiente de ensanchamiento m, no tiene un procedimiento analitico para su

determinacién, sin embargo el algorito computacional para realizar la transformada wavelet
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utiliza la funcién wavelet Haar y otorga un procedimiento para determinar el ensanchamiento
de la funcién wavelet.

La funcién wavelet Haar es discontinua, sin embargo existen diversos trabajos donde se
utilizan para obtener soluciones numéricas de ecuaciones diferencias y han sido ampliamente
documentadas, [26],[27]. La wavelet Haar es utilizada en el algoritmo de transformacién
rapida wavelet (FWT) [8], y dicho algoritmo es ampliamente utilizado en el tratamiento de

imdgenes, [9].

1.2. Objetivos

1. Esta tesis pretende mostrar la efectividad de la red neuronal wavelet Haar para aprox-

imar series de tiempo y funciones no lineales.
2. Presentar un algoritmo para optimizar la estructura de la red neuronal wavelet Haar.
3. Mostrar la funciéon wavelet Haar en una estructura de red recurrente.
4. Probar la estabilidad en el aprendizaje de la Red Neuronal Wavelet Haar

5. Mostrar la efectividad de la red neuronal wavelet Haar para realizar identificaciéon no

paramétrica y paramétrica.

6. Presentar una estructura neuro difusa wavelet Haar.

1.3. Estructura

El andlisis wavelet se puede ver como una variacién del andlisis de Fourier, que presenta
mejor desempeno en los casos donde el andlisis de Fourier tiene limitantes, en el Capitulo 2,
se describen las propiedades del andlisis de Fourier asi como las limitantes que tiene, en el
Capitulo 3 se estudia el analisis Wavelet y en particular se muestran las caracteristicas de la

wavelet Haar, asf como se describe el algoritmo de la transformada wavelet Haar.
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En el Capitulo 4 se presenta la estructura de las redes wavelets Haar Feedforward asi
como el algoritmo de aprendizaje y la prueba de estabilidad para ese algoritmo. En este
capitulo se encuentra la propuesta para un algoritmo que ayuda a determinar la estructura
o6ptima de la red neuronal wavelet Haar. Ademds se muestran ejemplos de aproximacion
a distintas series de tiempo y se muestra el efecto que produce el aumentar el nimero de
neuronas y la resolucién de la funcién wavelet Haar.

El Capitulo 5 muestra la estructura de la red neuronal wavelet Haar recurrente, y se pro-
pone como algoritmo de aprendizaje y ajuste de pesos utilizando el filtro de Kalman, ademas
se hace una comparacién con algoritmo de aprendizaje via Gradiente descendente, se presenta
la prueba de estabilidad de esos algoritmos. En el Capitulo 6 se presenta una estructura neuro
difusa wavelet Haar, donde se muestran tres distintas situaciones de aprendizaje, conociendo
la funcién de membresia y sin conocerla, y se muestra un ejemplo. Finalmente el Capitulo 7

presenta las conclusiones y el trabajo futuro.

1.4. Publicaciones

Revista

1. Juan Jose Cordova, Wen Yu, Two types of Haar wavelet neural networks for nonlinear
system identification, Neural Processing Letters, DOI 10.1007 /s11063-012-9218-0, 2012

Capitulo de libro

1. Juan Jose Cordova, Wen Yu, Wavelet Neural Networks for Nonlinear System Identifi-
cation, Recent Advances in Dynamics and Control of Neural Networks, Eds. E.Kaslik,
S.Sivasundaram, Vol.6, Cambridge Scientific Publishers, 2012

Congreso

1. Juan Jose Cordova and Wen Yu, Stable Fourier Neural Networks with Application to
Modeling Lettuce Growth, 2009 International Joint Conference on Neural Networks,
IJCNN’09, Atlanta, USA, 591-596, 2009
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2. Cruz Vega Israel, Wen Yu, Juan Jose Cordova, Multiple Fuzzy Neural Networks Model-
ing with Sparse Data, 2010 IEEFE International Conference on Fuzzy Systems, Fuzzy’10,
Bacelona, Spain, 2010

3. Juan Jose Cordova, Wen Yu, Recurrent Wavelets Neural Networks Learning via Dead
Zone Kalman Filter, 2010 International Joint Conference on Neural Networks, IJC-
NN’10, Bacelona, Spain, 2010

4. Juan Jose Cordova, Wen Yu, Optimization of Fixed Wavelet Neural Networks, 2011
International Joint Conference on Neural Networks, IJCNN’11, San Jose, USA, 2011



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Analisis de Fourier

En el mundo real, muchos fenémenos fisicos pueden describirse mediante funciones peri-
ddicas, Joseph Fourier fue el primero con la idea de representar funciones en el dominio de
la frecuencia y genero muchos cambio en la matemética de su época, creé una nueva édrea de
estudio llamada Anélisis de Fourier. En ingenieria esta herramienta ha sido muy 1til al ser
las series de Fourier un método para resolver e interpretar sistemas dindmicos. El anélisis de
Fourier es un drea muy extensa de la matematica cldsica en la que teniendo una funcién f
de periodo 27, definida en R

flt+2m) = f(t),t € R, (2.1)

periédica, se asume que f pertenece al espacio vectorial L?(—m, )

[2(—m,7) = {f : /W FOP dt < oo}. (2.2)

—T

Para tal funcién existe una familia de funciones ¢, ¢, ¢,, tal que puede expandir f

F6) = cnpy (2.3)

para algtin coeficiente c,,, donde ¢,, corresponde a una funcién polinomial o como es el caso de

la serie de Fourier una funcién trigonometrica. De las funciones trigonométricas de periodo



10 Preliminares

2T

{1,sint, cost,sin 2t, cos 2t, ...} ,

donde la combinacién lineal de estas funciones representan funciones de periodo 27, satisfacen

la propiedad de ortogonalidad y las siguientes propiedades:

J7_sinntcosmt dt =0, meZ",
L [T sinntsinkt dt = 6,y, n,keN?
L[ cosmtcoslt dt = b,,y, m,l€ (ZT x ZT)\{(0,0)}

donde ¢, es la delta de Kronecker:

%k:{ 1, ifn=k

0, otro caso

Esta propiedad de ortogonalidad nos permite representar una funcién periédica como una

serie trigonométrica, como sigue;

1 o
f(z) = 00 + Z(ak cos kx + by sin kx), (2.4)
k=1

donde la serie es uniformemente convergente en [—, 7], entonces los coeficientes ag, ay vy b

(k > 1) de la serie de Fourier (2.4) se calculan como:

ap = &= [77 f(t)dx

)

ap =2 [77 f(t) cos(kt)dz, k=1,2,.. (2.5)

T Jo
b =L [27 f(t)sin(kt)dz, k=0,1,2,....

T

De la serie de Fourier 2.4, es posible escribir la serie trunca a N coeficientes como:

N
Sn(t) = %ao + Z(ak cos kt + by, sin kt), (2.6)
k=1

donde la desviacién entre la funcién f(t) y la serie trunca Sy () se puede estimar por:

(2.7)
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Como se sabe, las Series de Fourier son una herramienta sumamente 1itil para el estudio de
funciones periédicas, para el anélisis de funciones que no son periédicas la herramienta clasica
es la transformada de Fourier, sin embargo como veremos mas adelante la transformacion
wavelet se ha presentado como una herramienta con mayor capacidad de andlisis. Cuando
expandimos una funcién de perfodo 27 en termino de funciones trigonométricas cosnt, sinnt,
estas tienen periodo 27, funciones que no tienen ese periodo no aparecen en la serie de
Fourier, una serie de Fourier es la descomposicién de una funcién f, en oscilaciones arménicas
con frecuencia 5=, n = 0,1,..; donde la contribucién de cada frecuencia esta dado por los
coeficientes de Fourier. En una funcién no periédica todas las frecuencias pueden aparecer,

k

y la suma discreta sobre el espacio de frecuencias 5= puede reemplazarse por una integral

sobre todas las frecuencias. Se considera la funcién f en el espacio vectorial
L'(R) := f:R—>C|/ |f(t)| dt < o0

La transformacién de una funcién f(¢) se produce al multiplicarla por cierta funcion de

andlisis e integrarlas en el dominio del tiempo, como sigue:

£(t) = / " fwgla)du. (2.8)

La funcién de andlisis caracteriza la transformacion elegida, en el caso de la transforma-

cién de Fourier, la funcién de anilisis se escribe como:

gu(s)=e

Para funciones f € L'(R), la transformada de Fourier estd definida como sigue:

Flw) = /f(t)e%”‘“dt (2.9)

—27itw

En la Figura 2.1 se muestran la funciones f y la parte real de e , necesarias para el

célculo de F(w).
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Figura 2.1: Funcién f y la parte real de e

La teorfa de Fourier senala que es posible recuperar la funcién original, es decir pasar del

dominio de la frecuencia al dominio del tiempo,

() = % / F(w)e 2t do, (2.10)

donde un proceso temporal puede considerarse como la superposicion integral de una colec-

cién de ondas que oscilan con amplitud constante. Un tipo de representacién tiempo-frecuencia
que ha sido ampliamente estudiado se basa en el empleo de ventanas temporales. La ventana
w selecciona una porcién de la funcién f y permite aplicar localmente la transformada de
Fourier, desplazando temporalmente la ventana w se cubre el dominio de funcién f obte-

niendo la completa informacién tiempo-frecuencia de la misma, de esta forma se formula la
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Transformada de Fourier por Ventanas, (Windowed Fourier Transform, WE'T).

Fult,w) = / FE)w(s — et dt (2.11)

2.5

——‘-—-_—-
”~
N—----..

-1.5¢

Figura 2.2: Ventana w(s — t).

En la Figura 2.2 observamos la funciones f y la parte real de e ¥ que se encuentra
multiplicada por la ventana w(s — t). La WFT puede entenderse como un tratamiento lo-
calizado de la funcién f mediante filtros (ventanas) deslizantes, de ancho constante. Es
evidente que el ancho de la ventana determina las propiedades de la transformacién y que
presenta dificultades para caracterizar una funcién con distintas frecuencias. Las series de
Fourier son capaces de aproximar una funcién periédica f € L2(R), utilizando una base

ortonormal {e~"}  cada elemento de esta base es una onda senoidal, que es global en
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dominio z, sin embargo los coeficientes de la transformada de Fourier de una funcién no
proveen un comportamiento local de la funcién,situacién que se hace evidente y relevante
cuando existen discontinuidades, al tratar funciones no continuas el fenémeno de Gibbs que
aparece como se muestra en la Figura 2.3.

A estas limitantes surge la alternativa de utilizar ventanas moduladas, pero de dimensién
variable, ajustada a la frecuencia de oscilaciéon, que mantenga un mismo nimero de oscila-
ciones en el dominio de la ventana. Esto sugiere, contar con una tinica ventana modulada y
generar una completa familia de funciones elementales mediante sus dilataciones o contrac-
ciones y traslaciones en el tiempo, lo que da origen a la teorfa de andlisis utilizando funciones

wavelets, las cuales tienen la propiedades de modular su ensanchamiento y traslacion.

k=1

ﬂ\ k=5
-7

1:‘ﬂ»—--««q rwwa

o | i

k=49

-1 W--.- m---

Figura 2.3: Fenémeno de Gibbs.
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2.2. Redes Neuronales Artificiales para Modelado de

Series en Tiempo

Las Redes Neuronales Artificiales (RNA) son inspiradas en la organizacién de las neuronas
biolégicas, las cuales constituyen los bloques elementales que conforman el sistema nervioso
y el cerebro humano [21], y este tipo de célula especializada se comunica con otras células
mediante impulsos eléctricos a través de una membrana llamada sinapis, las neuronas estan
constituidas por tres regiones: Cuerpo celular - Soma, Dentrita, Axén. Las redes neuronales
artificiales, son un modelo simplificado de las redes neuronales bioldgicas, y asemejan su
estructura, las RNA se pueden clasificar dentro del grupo de sistemas inteligentes, entre los
que se encuentran: sistemas adaptables, difusos, genéticos y todos aquellos que tratan de
modelar el conocimiento y el aprendizaje. La calificacién de inteligentes se debe a que los
sistemas mencionados anteriormente tienen la capacidad de adaptarse a su medio 6 aprender

de él de forma auténoma. Las redes neuronales artificiales se definen como:

Definicién 2.1 [20]. Una Red Neuronal Artificial es una gran cantidad de procesadores
paralelos distribuidos, formados por una tinica unidad de procesamiento, la cual tiene la cua-
lidad natural de almacenar el conocimiento experimental y tener ese conocimiento disponible

para usar.

Las redes neuronales tiene un arreglo de elementos bésicos de procesamiento con capaci-
dad de entrenamiento, este entrenamiento consiste en el ajuste de algunos pardmetros con el
fin de que la red asimile con algiin grado de precision, la relacién deseada entre las variables
de entrada y de salida de la red neuronal.

El conocimiento adquirido por la red neuronal artificial proviene del medio ambiente
a través de un proceso de aprendizaje, donde una conexién interna de pesos, conocidos
como pesos sinapticos, son usados para almacenar el conocimiento adquirido. En modelo

matemdtico de una neurona artificial se pueden observar tres elementos bésicos:

1. Un conjunto de sinapsis o ligas, cada una caracterizada por un peso. Se tiene z; que
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es la entrada de la sinapsis j que esta conectada a la neurona k, z; es multiplicado por

el peso sinaptico wy;.

2. Combinacién lineal, es decir la suma de las senales de entrada multiplicadas por los

pesos de las respectivas sinapsis.

3. Funcién de Activacion para limitar la salida de la neuronal.

El tipo de estructura mas simple que existe en las redes neuronales es la llamada Feed-
Forward, en la cual la salida de una red neuronal depende tnicamente de sus entradas y
no existe conexion de la salida de las neuronas con su entrada, el flujo de la informacién es
hacia un solo sentido y las neuronas se actualizan siempre al mismo tiempo y no depende de
senales en instantes anteriores de tiempo se dice que es una red neuronal estdtica porque la
respuesta de la red neuronal es invariante en el tiempo. Existen tres tipos de redes neuronales
estdticas: las redes de una sola capa, las redes neuronales miilti-capa y las redes neuronales
de funciones radiales bésicas. Las redes neuronales estdticas son muy titiles en los problemas
de clasificaciéon de patrones y aproximacién de funciones porque construyen funciones no
lineales entre el espacio de entrada al espacio de salida de las variables involucradas. Una red
neuronal con conexiones hacia adelante con una capa oculta no lineal y una capa de salida
lineal puede aproximar cualquier funcién con el grado de precisién que se desee. Es la forma
mas simple de redes neuronales feedforward, tiene solo una capa de neuronas, el perceptrén
es la red neuronal de una capa mas difundida, el cual consiste en una sola neurona.

Usualmente el umbral (wp) es tratado como un peso sinaptico conectado al valor fijo —1,

la salida del perceptrén es calculado como
y(k) = (> wjaju+ w), (2.12)
j=1

donde w es el vector de los pesos sinapticos, para cada k, en el espacio n—dimensional, la

T

ecuacion w' u, con coordenadas

U1, U2,y .., Uy
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Este algoritmo esta basado en el método de gradiente descendente, resultando la ley que

actualiza los pesos de la red de la forma:
w(k +1) = w(k) + ne(k)u(k). (2.13)
Las redes neuronales multicapa tienen tres caracteristicas que las distinguen:

1. La funcién de activacién de cada neurona es suave al contrario de las funciones usadas
en las redes de una sola capa. Usualmente la funcién usada es el sigmoide el cual esta

definido como:

pi(vi) =1/(14e™)
2. La red neuronal tiene una o mas capas de neuronas ocultas.

3. Las redes tienen un alto grado de conectividad.

Capa de entrada Capas ocultas Capa de salida

Figura 2.4: Red Neuronal Multi Capa

El algoritmo de aprendizaje utilizado para ajustar los pesos sinapticos de el perceptrén
multi capa es el conocido como Back Propagation. El error a la salida de la neurona j,

elemento de la capa de salida esta dada como:
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ej(k) = d;(k) — y;(k), (2.14)
donde:

d; es la salida deseada.
y; es la salida de la red neuronal
k indica el elemento del arreglo de entrada.

El error cuadratico medio instantdneo se escribe como:

E(k) = % S e (2.15)

donde [ es el numero de neuronas de la capa de salida. El promedio del error es obtenido de

la suma de £(k) y normalizado con respecto al el nimero de épocas.

1 N
Ew =7 ’;E(l{), (2.16)

usando NN ejemplos, que forman una epoca.&,, representa la funcién de costo a minimizar
en el aprendizaje, el objetivo del proceso de aprendizaje es ajustar los pardmetros libres
de la red, para minimizar el valor de &,,. Para hacer eso el algoritmo back propagation
aplica una correccién Awj;(k) al peso sinaptico wj;(k), el cual es proporcional al gradiente
0E(k)/Ow;j(k). El calculo de ese gradiente tiene la forma:

OE(k) _ DE(k) dey(k) Dy,(k) duy(h)

Gy (k) 9e; (k) Dy, () Dy (k) Gy (k) (217
Diferenciando la ecuacién (2.17), tenemos
e L 219

El factor de correccién Aw;; (k) aplicado al peso sinapticos w;;(k) se define por la regla delta:

OE (k)
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Un inconveniente de las redes neuronales MLP es que su entrenamiento es lento, la mini-
mizacién del indice del error cuadratico de salida requiere de comparar en varias ocasiones el
conjunto de datos de entrenamiento con la respuesta de la red neuronal. Las redes neuronales
con funciones de base radial (RBR) son una alternativa a las redes neuronales MLP, en el
contexto de que las RBF las capas ocultas estdn conformadas por un conjunto de funciones
que constituyen una base para el problema de clasificacién. La justificacién matemadtica la
establece el teorema de Cover (Cover, 1965), se basa en que un problema de clasificacién es
més probable que sea linealmente separable si se transforma en otro de dimensién mayor.

Las funciones de base radial fueron introducidas primero para la solucién de problemas
de interpolacién multivariable. El trabajo pionero en este tema fue Powell, 1985. Broomhead
y Lowe en 1988, exploraron por primera vez el uso de las redes neuronales con funciones
de base radial para poder realizar una clasificacién no lineal. A diferencia de la disposicién
que se tiene en las funciones de activacion de la red MLP que permite construir modelos de
entrenamiento mediante el algoritmo de back-propagation, las nuevas redes con funciones de
base radial construyen sus modelos con funciones de activaciéon que son diferente tanto en
la capa oculta como en la capa de salida, esto es, una red RBR estd disenada con neuronas
en la capa oculta activadas mediante funciones radiales de cardcter no lineal con sus centros
propios y en la capa de salida mediante funciones lineales.

La estructura de las redes de base radial presenta tres capas bien definidas:

1. La capa de nodos de entrada, completamente conectadas a las neuronas de la capa

oculta.

2. La capa oculta de neuronas que proveen una transformacién no lineal activada por las

funciones de base radial.

3. La capa de salida, también completamente interconectada a la capa oculta y activada

a través de una funcion lineal continua.

La construccién de una red RBR requiere de una mayor cantidad de neuronas en los

nodos ocultos que en las redes MLP. Aunque las redes RBR no son cominmente utilizadas
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en aplicaciones que impliquen un alto volumen de patrones de entrenamiento, se le reconoce
como una red con una alta eficiencia en la fase de entrenamiento. El entrenamiento a dife-
rencia de la red MLP usando el algoritmo de aprendizaje de retro-propagacién, es solamente
hacia adelante, de este modo la salida de una red RBR en general, estd influenciada por una
transformacién no lineal originada en la capa oculta a través de la funcién de base radial
y una lineal en la capa de salida a través de la funcién lineal continia. En la Figura 2.5 se
presenta una red RBR, donde si, son las entradas a la red i = 1,2,...,n; la salida estd dada
por y = w(s) ; en donde las i son las funciones de base radial, para este caso son funciones
gaussianas. Si la red neuronal presenta n neuronas en la capa oculta, entonces la salida de

la red neuronal de base radial se expresa de la forma:

Figura 2.5: Estructura de una Red Neuronal Radial Bésica.

En las RBR tienen la forma

F(x) = ZM%@(HX—XzH) (2.20)
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donde {¢ (||x —x;||) | = 1,2,..., N} es un conjunto de N funciones arbitrarias general-
mente no lineales, conocidas como funciones radiales bésicas, y ||| denota la norma que
usualmente es la Euclideana, los datos conocidos x; € R™,7 = 1,2, ..., N son tomadas para
ser los centros de las funciones radiales bésicas.

Algunas de las funciones radiales basicas mas utilizadas son:

Multi cuadratica: (1) = (12 + c?)'/2, para algtin ¢ > 0y r € R

L 75, para algin c >0y r € R

Multi cuadratica Inversa:  ¢(r) = rayms

Gausiana: ¢(r) = exp (—%) , para algin 0 > 0y r € R

En general una red RBR tiene un mejor desempeno con un mayor volumen de datos
de entrenamiento que su contraparte la red MLP, presentan una arquitectura simplificada
con una capa oculta, su entrenamiento es rapido y se puede realizar una combinacién de
diferentes paradigma de aprendizaje.

Un problema en las Redes Neuronales Estdticas es el almacenar informacién termporal-
mente, esto se realiza incluyendo retrasos en las entradas y las salidas, sin embargo, es una
representacién limitada, ya que solo puede almacenar un numero finito de entradas previas,
una alternativa ha sido utilizar Redes Neuronales en las cuales en su estructura existe al
menos una retroalimentacién. Para este tipo de redes neuronales retroalimentada en tiempo
continuo se usa usualmente la terminologia como Redes Neuronales Diferenciales (DNN),
y para tiempo discreto utilizamos el nombre de Redes Neuronales Recurrentes (RNN). Al-
gunas de las tareas para este tipo de redes son: La prediccién de series, la identificacion y
el control de sistemas dindmicos. La Figura 2.6 muestra las diferentes arquitecturas de las
redes dindmicas.

Una de las primeras estructuras de una red neuronal retroalimentada fue propuesta por
Hopfield y usa su red para describir redes de circuitos eléctricos, ver [20]. Existen dos versiones
de la red neuronal de Hopfield:

La red neuronal discreta de Hopfield la cual se representa por el modelo matemético

siguiente
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Figura 2.6: Diferentes Redes Neuronales Dindmicas.

n
zi(k+1) = sgn Zwijxij(k’) +ui —p; |, (2.21)
j=1
donde:

x; es el estado de la i — esima neurona,

n es el nimero de neuronas,

u; es la entrada a la 1 — esima neurona,

p; es el umbral de la i — esima neurona.

w;i es el peso sinaptico que conecta la neurona j a la neurona .

En tiempo continuo la Red Hoplfiel puede describir una red de circuito eléctricos,RC,
conectados con amplificadores. El ¢ — esimo amplificador es caracterizado por las funciones

de entrada salida: z; = ¢;(v;), con z; como la entrada y v; la salida de voltaje.



2.3 Redes Neuronales de Fourier

Wy
Xilt) —O—— w2t
X (l} sz Wizz(t) Fuente
Al ) AN

Wi Wilt) L/\z“’""‘m i X(t)
Xa(t) - O——w E/ Y J 0]

C, = : R

Wi Wiaa(t)

Xn(t) - O——ww

Figura 2.7: Circuito Eléctrico RC y un Amplificador

De las leyes de corriente de Kirchoff se obtiene:

o) )

T TR ;wﬁw) +5 j=12,.,N (222)
normalizando RC = 1, se re escribe (2.22),
dv; (t) al .
let = —Uj(t)—l—iz_l:wjiflli(t)—i‘]j, J = 1;27”7N‘ (223)

Escribiendo en términos de redes neuronales dindmicas tenemos:

dz;(t)

N
dt - —Zlij(t) + 2 (;wﬂxz(t)> + Kj, j = 1,2, ..,N

1—exp(—a;v
con ;(v) = #ﬁ—;

(2.24)

2.3. Redes Neuronales de Fourier

La forma mas simple de una red neuronal es el perceptrén y es usado para la clasificacién
de un tipo especial de modelo linealmente separable. Consiste de una neurona unica, estas

redes se estudiaron desde la década de los cincuentas, el objetivo del perceptron es clasificar

23
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el conjunto de estimulos aplicados z1, 22, . .., x,, dentro de una de las dos clases §; y &,. La

funcién de salida de un perceptrén se muestra en la ecuacién (?7).

Y =) = (Y WiXy - 0) (2.25)

Las llamadas Redes Neuronales de Fourier (RNF), fueron introducidas por A. Silvescu en
[57]. Y una nueva técnica para encontrar la serie de Fourier de una funcién fue presentada
en [56], donde se hace uso de Redes Neuronales Artificiales (RNA) para modelar y encontrar
los pardmetros de una serie de Fourier.

La topologia de una RNA y una RNF es similar. La funcién de salida de una RNF

multicapa, se muestra en la ecuacién (2.26).

Y = (p(z Wk H COS(wijj + Qbk])) (226)

k=1 j=1
En [56] se muestra un procedimiento para encontrar los coeficientes de la serie de Fourier,
que simplifica la estrucura al trabajar con una RNF de una sola capa. De esta forma la funcién

de salida de las RNF sera como se muestra en (2.27).

Y = cp(z Wy, cos(wr Xg + ¢y,) (2.27)
k=1

Para poder simplificar el modelo y estructura de la RNF se requiere utilizar herramientas
de Ingenierfa en comunicaciones, como lo es la transformada de Fourier de una senal, con la
cual se obtiene informacién en frecuencia del arreglo que define al coeficiente de transmitivi-
dad. Se observa de la ecuacién de la RNF de una sola capa (2.27), en comparacién con la
ecuacion de la RNF multi capa (2.26), que se tiene un solo peso w, en lugar de p* ¢ distintos
pesos w, es condicién necesaria encontrar este valor inico w que corresponde a la frecuencia
fundamental del arreglo de valores interpolados linealmente que representan al coeficiente de
transmitividad.

El procedimiento utilizado para encontrar la serie de Fourier se describe en los siguientes

pasos:
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1. Para facilitar la bisqueda de las frecuencias de mayor magnitud presentes en el espectro
en frecuencia, es recomendable extraer la componente de frecuencia cero, es decir el

valor constante en el tiempo del arreglo, por lo que se sustrae el valor medio del arreglo
dado.

2. Una vez retirado el valor constante en el tiempo, se obtienen una funcién centrada en
cero, a la cual se le aplica la transformada de Fourier para identificar las frecuencias

principales de esta funcién.

3. Encontradas las frecuencias de mayor importancia, se buscan las condiciones iniciales
para el funcionamiento de la RNF, w, a, y b,, (n = 1,..,p). En efecto estos valores
serdn el punto de partida con los cuales la RNF encontrard una red de Fourier que

aproxime al coeficiente de transmitividad.

4. Finalmente dadas las condiciones iniciales se ejecuta la RNF hasta tener los pardmetros

de la red de Fourier que nos presenten un error menor al que damos como condicién

final.

Los pesos W, escogidos para la RNA, determinan la funcién que representa la RNA
a la salida, el proceso en el que los pesos cambian hasta llegar a ser los adecuados, se
denomina aprendizaje. Para el aprendizaje existen varios algoritmos, en este trabajo se utiliza
el algoritmo Back Propagation (BP). El BP es un algoritmo de aprendizaje de correccién
por error, en el que se utiliza la técnica de gradiente de paso descendente para encontrar
los pesos que mejor se ajustan para producir la salida deseada en la RNA. El error entre la

A

funcién de aprendizaje (f) y la salida de la RNA (Y), se muestra en la expresién (2.28).

=330 -y (1) (2.28)

El algoritmo busca determinar el vector de pesos W que minimice el error E. Esto se
logra modificando los pesos en la direccién que produce el maximo descenso en la superficie

del error.
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La direccién de cambio se obtiene mediante el gradiente. El gradiente especifica la di-
reccién que produce el méximo incremento, por lo que el mayor descenso es el negativo de
la direccién. Para abundar mas sobre el algoritmo de Back Propagation consultar [20]. A

continuacién se muestra en (2.29), el cdlculo del gradiente:

= s U~ Y ()
= (0 - YO g ()~ WX ()
= (0 - V) WX () (229

t

I
o

La correccién de los pesos Wy, que se efectia mediante el aprendizaje se produce como se

muestra en (2.30)
Wk(t + 1) = Wk(t> + AWk(t) (230)

donde
AW (t) = —aVE(t) (2.31)

Sustituyendo el gradiente de (2.29) en (2.31), se tiene:
AW (t) = a(f(t) = Y (£) (WX (2)) (2.32)

Finalmente sustituyendo (2.32) en (2.30), queda la funcién de correccién de pesos W que se

muestra en la siguiente ecuacion:

Wi(t+1) = Wi(t) + a(f(t) —Y (1) (W, X(1)) (2.33)
La aplicacion del algoritmo Back Propagation tiene los siguiente pasos:
1. Se necesita proponer el valor inicial de los pesos Wj.

2. Para el tiempo ¢, activar el Perceptrén aplicando un valor continuo del vector de entrada
X (t) y la respuesta descada. f(t).
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3. Calcular la respuesta actual del Perceptrén, ver ecuacién (2.27).

4. Actualizar el vector de los pesos del Perceptron, ver ecuacién (2.33).

27

5. Al llegar al tiempo final ¢t = t¢, si E es menor a cierto ¢ predeterminado, se detiene el

algoritmo. De lo contrario regresa al paso 2.

Hasta este momento se ha explicado el concepto de RNA, centrandose en su tipo especifico

Perceptron, asi como el algoritmo de aprendizaje que ajusta los pesos de la red para tener

a la salida la funcién deseada. Haciendo énfasis en lo que se mencioné al principio de este

capitulo, en esta tesis se utilizan RNF que hacen uso de una funcién de activacién distinta a

las listadas en esta seccién. La funcién que caracteriza la RNF de una sola capa de neuronas,

se muestra en la siguiente ecuacion:

Y=0¢ (Z Wy, cos(wi X, + gbk))

k=1

La ecuacién (2.34), se puede escribir como sigue:

Y=o (Z Wy cos(¢y,) cos(wp X)) — Wy sin(¢y,) sin(kak)>

k=1

Re definiendo los peso de la RNF' de la siguiente forma

ap = Wy cos(¢y)
bk = —Wk sm(¢k)

Y considerando la funcién de activaciéon como:
p(v)=v

Podemos ahora escribir la RNF como:

p
Y = Z ay, cos(wrXg) + b sin(wgXk)
k=1

(2.34)

(2.35)

(2.38)
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Finalmente si para k =n = [1,2, ..., p], se tiene w,, = nw, y haciendo el vector de entrada,
X = [t1,..,t,], con t; =ty = .. = t,, entonces la salida de la RNF, ver (2.39), es similar a la

expresion para la serie de Fourier mostrada en (2.4).

p
Y(t) = Z an, cos(nwt) + by, sin(nwt) (2.39)

n=1
Teniendo la expresién para la Red Neuronal y conociendo el valor de w y %ao, se procede
ahora a obtener la condiciones iniciales para a,, y b, y asi poder simular el algoritmo BP que

encuentre los pardmetros a,, y b, de la serie de Fourier



Capitulo 3

Analisis Wavelets

3.1. Introduccién

La teoria de andlisis utilizando funciones wavelets aparecié como una alternativa al anali-
sis de Fourier, dado que no requiere que las funciones a analizar sean periédicas, y no se pre-
senta en las discontinuidades la presencia del fenémeno de Gibbs [15][2]. La teorfa Wavelet
tiene mas de 40 anos desarrollandose, se puede consultar una interesante resena historica del
desarrollo de la teorfa wavelet en [6].

El andlisis por ventanas de Fourier y el analisis wavelet tienen una misma forma de realizar
el andlisis de una funcién, que equivale a calcular todas las correlaciones entre esta funcién
y el tiempo-frecuencia que se estan utilizando. Pero a diferencia del andlisis de Fourier que
tiene como objetivo medir la frecuencia contenida en una funcién, en el caso del analisis
utilizando funciones wavelets se busca comparar miltiples magnitudes de una funcién, con
distintas resoluciones, el anélisis de Fourier por ventanas se construye a través de senos y
c6senos multiplicados por una ventana deslizante, en el andlisis con funciones wavelets, la
ventana se encuentra oscilando y es llamada wavelet madre.

Esta ventana wavelet madre ya no se multiplica por senos y césenos, en lugar de ello
se traslada y se ensancha, por traslaciones y ensanchamientos arbitrarios. Esa es la manera

en que la wavelet madre forma nuevas wavelets las cuales son los bloques que construyen el
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anslisis wavelet.

3.2. Wavelets

Es posible escribir a una funcién f a partir de la suma de otras funciones,

@)= aufula) (3.1)

eligiendo el valor adecuado para los coeficientes a,. En el caso de las series de Fourier f,
corresponde a funciones trigonométricas, al aproximar una funcién queremos representar la
funcién original por una estructura mas facil de tratar, situacién que las series de Fourier
cumplen, sin embargo al representar funciones que no son periddicas, se tiene la alternativa
de utilizar la transformada de Fourier, que es una representaciéon usando una integral y no
una sumatoria, que nos permita aproximar mediante una serie infinita. Otro inconveniente
que presenta la aproximacion mediante series de Fourier, es que el calculo de los coeficiente
de Fourier depende de todos los valores de la funcién, es decir si la funcién f cambia su valor
solo en un intervalo, todos los coeficientes de Fourier cambiaran.

Ante estos problemas aparece el andlisis utilizando funciones wavelets, que tiene propie-
dades que la hacen muy 1til para realizar aproximacion y andlisis donde no es posible hacerlo
con series de Fourier. Con las series Wavelets es posible hacer aproximaciones con un mejor
comportamiento local, donde al contrario de las series de Fourier, un cambio en un intervalo
de la funcién afecta solo a unos cuantos coeficientes de la serie y deja sin cambio a las sumas
parciales en otros lugares del dominio, dicha propiedad nos sera sumamente 1itil al construir
una red neuronal wavelet y realizar el aprendizaje, como se vera en el siguiente capitulo.

En anélisis de senales es comin considerar funciones que pertenecen al espacio vectorial

LZ(R):{f:R—>(3|/Z|f(x)|2dx<oo}. (3.2)

El andlisis Wavelet se puede ver como una extension del andlisis de Fourier, que reemplaza
las funciones trigonométricas seno y coseno, por una nueva familia de funciones con promedio

cero llamadas wavelet,
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/_OO Y(z)dx =0, (3.3)

las cuales estdn definidas como sigue.
Definicién 3.1 Una wavelet es una funcion 1 € L*(R) tal que el conjunto

Vimmy (T) = 2/ (2™ —n) ;m,n € Z (3.4)
forma una base ortonormal para L*(R).

Algunas veces 1 es llamada wavelet madre, donde m, corresponde al coeficiente de
ensanchamiento y n corresponde al coeficiente de traslacién. Cada funcién f € L*(R) tiene

la representacion

F=Y <Fitbmn > mn (3.5)
mne’
entendido en el sentido que
f- Z < fi¥n > Vmnll — 0 cuando N — oo. (3.6)

Iml,|n|<N

Es claro que se requieren condiciones especiales para pertenecer a la clase de funciones
wavelets. Para ejemplificar la traslacién y ensanchamiento de una funcién wavelet ), primero
consideramos el valor de el ensanchamiento m = 0 y traslacionn = 0, en la Figura 3.1,

observamos la funcién:

ﬂ’o,o(x) = 201/1 (2% - 0) = (). (3.7)

En la Figura 3.2 se muestra como la funcién 1, () es trasladada n unidades hacia la

derecha, para mostrar el efecto del ensanchamiento

Vo (x) = 204 (2095 — 0) = (x — n). (3.8)
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Funciény (x) = e =W

Figura 3.1: Funcién ¢ (z) = e " = Vo o(T).

En las Figura 3.3 se observa la funcién 1,, ,(z) ensanchada, entre menor sea el valor de

m € Z, la funcién se ensancha, se muestra una traslacién n = 0.

U olx) = 2™2 (2°2) . (3.9)

Trasladando y ensanchando la funcién v, ,, se forma un sistema wavelet asociado a la
funcién 1. Existen distintas funciones que constituyen la base ortonormal en L?, y que forma

un sistema wavelet, las mas utilizadas son:

Morlet = ¢, (z) = 7~

IS
VRS
Q)

<.

Q

B
|
Q\

e 2 3.10
2)62,05—7TE. (3.10)

2 2
Sombrero Mexicano = 9,4 (7) = ——— (1 - t—) €202 (3.11)
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Figura 3.2: Funcién 1, (z) = e—(@=1)?

1, 0<z<3
Haar = ¢y(z) = ¢ -1, 3 <z <1 (3.12)

0, otro caso

Daubechies = ¢ (x) = —hop(2x — 1) + h1p(2x) — ho(2x + 1) + hgp(2x + 2)

La funcién wavelet Daubenchies se construye a partir de bloques de escalamiento ¢. Las
funciones wavelet Haar y Daubechies son utilizadas para realizar la transformacién discreta
wavelet, sin embargo el algoritmo que utiliza Daubechies representa una mayor complejidad
tanto tedrica como computacional, la funcién wavelet Haar es utilizada en el algoritmo de
transformacion rapida wavelet (FWT), el cual representa una carga computacional menor
y genera resultados similares en reconstruccién de funciones a la transformacién hecha con

funciones Daubechies.
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Figura 3.3: Funcién ¢, o(z) = 2V/2¢(22 — 0) = 21/2¢~4"

3.3. Transformada Wavelet

Las series de Fourier son ideales para analizar senales periédicas, para senales no pe-
riédicas es comun utilizar la transformada de Fourier para el andlisis, sin embargo no es
una herramienta natural, dado que se usan funciones periédicas para analizar senales no
periédicas, la transtormacién de Fourier para alguna funcién f(¢) nos entrega su contenido
en frecuencia, sin embargo informacién concerniente a localizaciéon tiempo-frecuencia, por
ejemplo cambios repentinos de frecuencia no son facilmente derectados de la transformacion
F, una alternativa es el uso de la transformada de Fourier por ventanas 3.14, que permite una
localizacién tiempo - freciencia, en su versién discreta se tieneque t y w estan muestreadas
a intervalos regulares: t = nty, w = mwy, donde m,n € Z, y wyp, to > 0, entonces 3.14 se re

escribe como 3.15.
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X
Figura 3.4: Wavelet Morlet
Flw) = —— [ et (o)t (3.13)
w) = e :
V2T
Fuw(t,w) = /f(s)w(s — T)e 2T s, (3.14)
Fwmn(t,w) = /f(s)w(s — ntg)e M0, (3.15)

La transformacién wavelet provee una descripcion tiempo-frecuencia similar a 3.15, con
algunas diferencia importantes que le proporcionan caracteristicas especiales, la transforma-
cién wavelet es completa y mantiene la energia. Para la transformada continua wavelet es
comun utilizar las wavelt Morlet.

1 t—n

W () =< b >= [ fO—=0( (3.16)
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Figura 3.5: Wavelet Sombrero Mexicano

con m,n € R.

La transformada wavelt discreta (DWT) es una herramienta muy utilizada en el proce-
samiento de senales como lo es la compresion de video e imagenes, reconocimiento de objetos
y analisis numeérico. Los coeficientes de DWT son reales, pero el los valores de tiempo y escala

son enteros, m,n € Z.

3.4. Multi resolucién

El anélisis por multi resolucién es un pilar del andlisis wavelet y que en esta tesis es
fundamental para el desarrollo de una estructura neuronal y del aprendizaje de esta red. La

multi resolucion se define como sigue:

Definicién 3.2 La multi resolucion de L*(R) mediante la funcién de escala o consiste en
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T T T T T
0 50 100 150 200

Figura 3.6: Wavelet Daubechies

la secuencia de sub espacios
V,, = span { ¢, (z) = 2/ 2p(2Mr —n) i n € Z},
que satisfacen las siguientes condiciones:
1. Ortogonalidad:{p(x —n) : n € Z} es una base ortonormal de V;
2. Anidado: Vi, C Vi1 para todo k € Z.
3. Escalamiento: f(x) € Vi siy solo si f(2x) € Viy1.
4. Densidad: Uper Vi = L*(R).

5. Separacion: Ngez Vi, = {0}.

37

(3.17)
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Figura 3.7: Wavelet Haar

La funcién ¢ es usualmente llamada wavelet padre. Note que:

oo

< Omis Py >= / 2Mp(2"x — i)p(2"x — j)dz = b5 (3.18)

—00

entonces {(pmj 1J € Z} forma una base ortonormal de V,,, para cada m € Z, que implica la

funcién ¢ llamada Wavelet padre genera la wavelet ¢)(x) como se muestra a continuacion:
o(z) = \/52 hpme (22 — n) (3.19)
¥(x) = V2 gne(22 = n) (3-20)
donde h,,, y g,, son filtros que estdn relacionados como sigue:

gm = (=1)" " ey (3.21)
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Por otro lado teniendo la secuencia anidada V;,, se puede descomponer L? (R) por una suma

directa de sub espacios, Sea el conjunto
Win = {f € Viyr : fLV}, (3.22)

donde es el complemento ortogonal de V,,, en V,,,,1, entonces

Vi=h @@ - PWiayo=Vae P H.. . (3.23)

Lo que sugiere que la descomposicién de L?(R) es una suma directa,

L*(R) = ©,, W,,, (3.24)

que implica que es posible descomponer la funcién f(z) € L?(R) por la suma infinita

f= i fm, donde f,, € W,,. (3.25)

m=—0o0

Re escribiendo lo anterior, y definiendo la proyeccién

(e o]

fm = Z < fa Prmn = P (326)

n=—oo

se genera el siguiente lema.

Lemma 3.1 Suponiendo que V,, C Vi, .1 para m € Z, es una secuencia anidada de sub

espacios de la multi resolucion de L? (R), Entonces

Jim (11 = full, = 0. (3.27)

Entonces cualquier f(z) € L? puede ser aproximada lo suficiente mente cerca en Vy,

para algin M € Z y con € > 0, existe M lo suficientemente grande que

o0

F) = Y (foorrm) Prralt)

n=—oo

<€ (3.28)

Las propiedades de multi resolucién del andlisis wavelet se resume en los dos siguientes

teoremas.
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Teorema 3.1 [15] Suponiendo que Vi, C Viy1 para k € Z es una secuencia anidada de sub
espacios de la multi resolucion de L? (R). Entonces L* (R) es descompuesta por la suma
directa infinita ®,, W,,.

Teorema 3.2 [15] Sea ¢ la funcion de escala generadora de la multi resolucion {Vi} de
L*(R) con la relacion de escalamiento ¢ (x) = > o anp (20 —n). Definiendo

[e.e]

Py = 3 (1) (20— n). (329)

n=—oo

Entonces 1 es la wavelet que genera la base wavelet {1,,,, : m,n € Z} tal que W,, =

span {1,,, : n € Z} para cada m € Z.

3.5. Funcion Wavelet Haar

La primera mencién de una funcién Wavelets aparecié en el apéndice de la tesis de A.
Haar, cuando se pregunto si existia algin otro sistema ortogonal hg, hq, ..., hn, ... de funciones

definidas en [0, 1], tal que para cualquier funcién continua f definida en [0, 1], la serie
< f, ho > ho(!L‘)—f- < f, hy > hl(ZL‘) + ..+ < f, h,, > hn(ZE) + ...

converge a f(z) uniformemente en [0, 1]?

En 1909 Haar descubrié una solucién y de la misma forma abrié una ruta hacia las Fun-
ciones Wavelets, la funcién Wavelet de Haar es una funcién compacta soportada, que es una
base ortonormal (también llamada base de Hilbert), que no es continuamente diferenciable.

La expresién matemética de la Funcién Wavelet Haar se muestra a continuacion:

1, 0<z<3,
_ 1
H(x)=4q -1, <z <1, (3.30)
0, otro caso,
Esta es la funcién wavelet matematicamente mas sencilla que existe y que aproxima cualquier

funcién continua f € L?[0, 1] mediante una serie,
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En la contruccién de la Base Wavelet Haar iniciamos por describir la aproximacion simple,
la cual es muy utilizada para representar en valores discretos fenémenos que ocurren en
tiempo continuo, y que debido a limitantes de computo se adquiere solo una secuencia finita
de valores, llamada muestreo, ver Figura 3.8. El primer paso para el andlisis de senales
con Wavelets consiste en aproximar utilizando solamente la senal muestreada, un método
simple de aproximacién es usar un escalén rectangular extendido a través de cada punto del
muestreo como se muestra en la Figura 3.8 (c). El resultado de estos escalones forma una

nueva funcién llamada aproximacién simple y denotada por f, la cual aproxima a la funcién

/5

—
4 08¢ 1

@] -

—e
4 0.6+ 1
4 0.4 B
OO 4 0.2 3 -
O _—
o1 O =
O v
02t ]
Q -0.4 i

Figura 3.8: (a)Senal. (b)Muestro. (c¢)Aproximacion.

Definicién 3.3 Para todos los nimeros u y w, la notacion [u,w| representa el intervalo de

todos los nimeros de u incluido a w excluido:

[u,w={r:u<r<w}. (3.31)
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El analisis de la funcién de aproximacion f en términos de Wavelets requiere una identifi-
cacion precisa de cada paso, diferenciando de cada ensanchamiento y dilatacién de la funcién
de escalén base, denotada por x| la cual se muestra en la Figura 3.9. La funcién escalén

se escribe como:

1si0<r<l,
Xjo,1((7) = (3.32)
0 otro caso.

1 i
08 i
06 B
04+ -
0.2+ i

0 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Figura 3.9: Funcién Escalon

De manera similar se construye la funcién escalén de tamano ¢, que inicia en u, y termina

en w, la Figura 3.10 muestra la funcién ¢ x|, [, la cual de define como sigue:

csiu<r<uw,

C* Xuu(T) = { (3.33)

0 otro caso.

Entonces si se tiene un conjunto de puntos (7, s;), de una funcién de N muestras f,
donde s; = f(r;),
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Figura 3.10: Funcién Escaléon Compuesta

fi=si% Xlrjrial
la cual aproxima a la funcién f a el valor s; en el intervalo [r;, 7j41], entonces la aproximacién

a f se escribe como:

N—
f S] * X[T],T]+1 (334)

>—‘

j=
Generalizando la funcién escalén (3. 33), y re escribiendo en torno a ensanchamiento y

traslacién, se tiene que:

1, 27" <z <2 ™(n+1),
Xmn(T) = (3.35)
0, otro caso,
Entonces para cualquier funcién f € L?, existe la funcién f que la aproxime con una resolu-
cién m
= Zam,nxm,n(x) , € N7 (336)

ne”
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tal que
T [1f ~ ful] 0.

3.5.1. Base Wavelet Haar

Utilizando la estructura anidada (3.23), podemos construir una base ortonormal de L.

Siendo W,, un complemento ortonormal de V;,, con respecto a V,,11:
Wi @ Vi = Vipar, Wi L V. (3.37)

Por lo que se tiene
L* = ®pmezWin, Wy L Wy (3.38)

Como cada sub espacio V,, es un ensanchamiento de 2™ de Vg, W,, es también un en-
sanchamiento de 2™ de W, recalcando que el ensanchamiento preserva la otorgonalidad. De
esta manera, si {€y},., es una base ortogonal de W}, entonces esta dilatacién 2™ es una base
ortogonal de W,,,. Por lo que la tarea se reduce a encontrar una base ortonormal de W,. Para

hacer esto se define

1, 0<z <43
H(z)={ -1, 1<z<1 (3.39)
0, otro caso

que es llamada la funcién Haar. Lo cual nos lleva al siguiente lema.

Lemma 3.2 [15] Dado
H,, (z)=H (x—m),méeZ.

Entonces el sistema { Hy,},, ., es una base ortonormal de Wy. Por consecuencia el sistema

{Hmn ()}, e €5 una base ortonormal de el espacio Wy,.
Del lema, se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 3.3 [15] El sistema {H,,, (x)}, . _, forma una base ortonormal de L?

m,ne
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Usualmente se nombra a el espacio W,,,, como espacio Haar y se llama a {H,,,, ()},
como la base Haar de L. El significado de la descomposicién Haar de una funcién puede
explicarse como sigue. Se observa que cada elemento H,,, en la base Haar representa una

onda cuadrada centrada en ;ﬁﬂ teniendo una anchura de %, Entonces, se dice que H,, ,, tiene

una frecuencia llamada Haar de 2™, esta funcién es la mas pequena onda local. Entonces,
el ancho de la onda provee la informacién espacial, esto es, el indice m de H,,,, indica la
frecuencia de la funcién mientras que el indice n, indica la localizacién espacial.

Una base ortonormal con la estructura como la base Haar es muy ttil para el anélisis
tiempo-frecuencia, en la Figura 3.11 se muestra las distintas formas de la funcién Haar

dependiente de su anchura y traslacién. Siguiendo esta idea se da la siguiente definicion.

Distintos Ensanchamientos de la Funcion Wavelet Haar

1f I I I I I I I j

0 ‘ 0

1 | | | | ‘ 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

1f f f I I I I I I I 3

9 |

1 | | 1 1 1 | | | | meL
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

1 I I I I I I I I

0

1 | | | | | | | | me2
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

1 I I I I I I I I I -

o- 4

1 | | | | | | | | 4 m=s
0 o1 02 03 04 05 06 o7 08 09 1

1 \ \ \ \ \ \ \ \ \

o 1

1 [ | | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 3.11: Distintas resolucién de la funcién Wavelet Haar.

Definicién 3.4 Una funcion v € L? es llamada una wavelet ortonormal si {¢m,n}mn -

forma una base ortonormal en L?.La base {¢m7n}mnez generada por 1 es llamada base

ortonormal wavelet de L?

1 sim2" <z < (m+ 3)2",

Hym (v) =4 —1si(m+1)2" <z < (m+1)2"

)

(3.40)

0 otro caso.
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3.5.2. Descomposicion de Funciones en Series Wavelet Haar

La manera natural de aproximar una funcién f : [0,1] — R, es partir el intervalos [0, 1]
en cierto nimero de sub intervalos y después cada uno de esos sub intervalos aproximard
f(z) por el promedio de f, en ese intervalo. El intervalo [0, 1], se parte en 2" intervalos para

m = 0,1, ...; cada intervalo debe tener el mismo tamano. Los intervalos son:

L =[n2"" (n+1)27"[, n=0,1,..,2" - 1 (3.41)

Esos intervalos tienen una longitud de 27, el promedio de f en el intervalo [,, es

(n+1)2—™
a, = Qm/ f(z)dz. (3.42)

27777.

El intervalo I,, asi como el coeficiente a,,, dependen del valor elegido de m. Por lo que los
escribimos como 1,,,,, G-
Si el valor de m es grande, i.e. el intervalo I,, es pequeno, el valor de a, es una buena

aproximacién para f(x) para x € I,,; Entonces la aproximacion a f, se puede escribir como:

fm = 2 anX [n27", (n+1)27"[ (2) (3.43)

El pardmetro m indica el nivel de la resolucién o escala de la aproximacién; un valor
grande de m provee una aproximacion fina, mientras mas pequeno sea el valor de m, mas

gruesa es la aproximacién.

Lemma 3.3 [15] Asumiendo que f :[0,1] — R es continua. Entonces, para cualquier € > 0

existe K € N tal que
|f(z) = fm(2)] < €,V €0,1],

para todo k > K.
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Escribimos explicitamente las primeras aproximaciones para (3.43)
fo(z) = apX [0,1[(x), donde ay = fol
fi(z) =30 o baX |2, (”;“1) (x),donde b, Qf(nﬂw f(z)dz
falz) =32 e, X % + (z), donde ¢, = 4f (/4 ¢ f(z)dz
fs () =7 _odaX |2, (”H) (z),donde d,, = 8 f n+1 8 £ (2) dw

8
No importa que valor de m se considere, sin perder generalidad y considerando f,,_; una

(3.44)

aproximacién a f,,, se puede escribir

Sm(®@) = fn-1 + [fin () = fin1 ()] (3.45)

Para valores grande de m, tanto f,, como f,, 1, son buenas aproximaciones a f, y la
diferencia entre f,, — f,,_1 consistird solo en detalles finos, sin embargo si el valor de m es
pequeno, la resolucién sera gruesa y la aproximacién sera mala, y la diferencia f,,, — f,._1

sera grande.

Teorema 3.4 [15] Sea f :[0,1] — R una funcion continua. Entonces, para cualquier valor
de m € N| la relacion entre la aprorimacion f,, y fm—1 esta dada como

2m—1

=3 X [n27, (n+1) 27 ()

= fi_1 (z) + detalles

am=1_1
= D0 a2 (0 )27 (@)
n=0
am-1_1
+ Z dkflm,@b (277171'r _ n) , (346)
n=0

donde los coeficientes estdn relacionados como

Um—1,n = Som,2n +2am727l+17 (347)

dm—l,n = fm,2n _2am’2n+17 (348)
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teniendo f,, la representacion multi escala

m—127—1

fm = aoX [0,1] (z) + Z Z dinth (P2 —n). (3.49)

j=0 n=0
Se observa que la sumatoria de la expresion (3.49) que aproxima fj, es finita, sin embargo
el niimero de términos en la serie incrementa al incrementar el valor de m, es decir aumentar
la resolucioén de la aproximacién, para lograr una exacta representacion de una funcién dada

f, se realiza mediante una serie infinita.

Teorema 3.5 [15] Se asume que f :[0,1] — R es continua. Entonces

oo 29—1

F@)=(f,2[0,1[(2)) X [0,1[(x) + D> {frth; ) ¥ (2). (3.50)

j=0 n=0

Para la mayoria de las aplicaciones practicas una funcién es representada por una serie
trunca, permitiendo un error de aproximacion, similar a las series truncas de Fourier. El al-
goritmo para encontrar los coeficientes ag, d,, (3.47), (3.48), es conocido como transformada
Wavelet.

3.6. Transformada Wavelet Haar

La transformacién wavelet Haar expresa la funciéon aproximada f con wavelets, reem-
plazando un par de escalones adyacentes por un escalén amplio y por una wavelet. El escalon
amplio mide el promedio de los dos escalones iniciales, mientras que la wavelet formada por
dos escalones alternados, mide la diferencia entre el par inicial de escalones. Por ejemplo, la

suma de dos escalones adyacentes de anchura % produce el escalén unitario ¢y ),

Pl = Ploi] + PLaaf (3.51)
de manera similar, la diferencia de dos escalones adyacentes produce la wavelet bdsica, de-

notada por 9y ;; y definida como

?/1[0,1[ = 90[07 [~ 90[171[ (3.52)

SIS
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La wavelet ¢ ;; es una funcién escalén simple, con un primer escalén de valor 1, seguido de
un segundo escalén de valor -1, asf, de este primer escalén al segundo escalén, el valor de la
wavelet 1y, ;; sometido a un salto de tamano —2, en términos del escalén unitario ¢y, y de

la wavelet ¢ ;| se tienen las operaciones

1 _
{ 3 (80[0,1[ + 1/}[0,1[) = Poip
% (80[0,1[ - 1/’[071[) = Piiar

Para dos escalones adyacentes de valores [sg, s1], la ecuacién derivada representada por un

escalén y una wavelet

[ = s0x% Plo,L[ T S1*Pioy

1 1
=S0* 3 (30[0,1[ + %,1[) + 81 % 2 (80[0,1[ - %,1[)

So + s1 Sop — S1
T Ploaf T 5 1/’[0,1[‘ (3.53)

La transformacion béasica wavelet Haar, preserva toda la informacién de la funcién muestrea-

da, ﬂ% mide el promedio de la funcién [ y *5* mide el cambio en la funcién f.

Para aplicar la transformacién bésica wavelet Haar sobre un intervalo [u, w|, definimos

la traslacion y el ensanchamiento de la wavelet ¢y, ,,; a partir del punto medio v = @ :
lsiu<r<w,
Dl (1) = . (3.54)
—lsiv<r<w.

Generalizando esta transformada bésica se llega a el algoritmo conocido como la transfor-
mada rdapida wavelet, que se presenta a continuacion.

Para analizar una senal o funcién en términos de wavelets, la Transformada Répida
Wavelet Haar inicia con la inicializacién de un arreglo con 2" entradas, y después se realiza
un procedimiento con n iteracciones de la transformada bésica explicada anteriormente.
Para cada indice [ € {1, ...,n}, antes de la iteracién nimero [, el arreglo consistira de on—(1-1)

coeficientes de 2"~ (=1 funciones escalén cp,(gn_[l_l]), después de la iteracién nimero [, el arreglo

e . L _ . _ . , -1
consistird de la mitad de su tamaifio inicial, 2" coeficientes de 2" ! funciones escalén gp,(: ),

y 27! coeficientes de la wavelet 1/},&"71).
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Definicién 3.5 Para cada n € 77, y cada indice | € {0,..,n}, se define la funcion escalon

go,(cn*l), y la wavelet 1/J,(€"71) por

o (r) = P (2" r — k2"7)) (3.55)
B { 1si k2 <r < (k+1)2I=™

0 otro caso.

P0r) = @~ k2 (3:56)
1si k2" <r < (k+3)20,
=0 —lsi(k+1)2 <r<(k+1)2"

0 otro caso.

El algoritmo tiene como condicién de aplicacién que la funcién muestreada este formada

por un arreglo de 2" muestras
on—1

F) = Z agn)gp§n) (3.57)
§=0
En general, el [ — esimo paso de la transformacién bésica inicia con un arreglo de 27~ (-1
valores
—(n—[l— n—[l— n—[l—
@10 = (a1, ). (3.58)
y aplica la transformacién bdsica a cada par <ag,i_[l_1}), ag;{jll_”)) , los cuales generan dos
coeficientes wavelets
(n—[1-1]) (n—[1-1])
n— a +a
a,g h._ 22 5 kil (3.59)
(n—[1-1]) (n—[1-1])
_ a —a

Esos 2"=) nuevos coeficientes representan el resultado de | — esima iteracién, el resultado

son dos arreglos

a0 = (aé"_l),agn_l), . a,ﬁ”‘”, o agf;ll)_l
=l = (Cén_l)7 an_l)a X3) Cl(cn_l)v X ;ijl)_1>
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En el arreglo para la [ — esimam iteracién. @™~ =1): El arreglo inicial.
—(n—[l— n—[l—1 n—[l—1
a1 — (a0, ), (3.61)

representa la lista de valores a,(gn_[l_l]) de una funcién fI-1) que aproxima a la funcién f

con 2"~ (=1) egcalones de muestreo de ancho 2¢-1-n .

on—(1—-1)_q
r(n—[l— n—[l—1 n—[l—1
J
ad™: Primer arreglo producto de la iteracién [ — esima.
—(n— n—l n—I
@ = (a0, el ). (3.63)

. —1 ., r(n— . s 2
lista de valores a,(c" ) de la funcién compuesta por escalones f"~) que aproxima a la funcién

f con 2"~ escalones de ancho 2/~

an—l1

Fob =37 afr i, (3.64)
J

&™=D: Segundo arreglo producto de la iteracién [ — esima.

D) <cg”‘“, c;::jgz_l)il) , (3.65)

lista de valores c](fnfl) de la funcién wavelet wg-n*l) con escalones de ancho 2/~

an—l—1

f(n—1) __ (n—=1) ;(n—=1)
for= R e
J

Las wavelets que entrega el segundo nuevo arreglo &™), representa las diferencias entre

1-1])

el paso fino de la aproximacién inicial f (n=[=1) "y el paso mas grueso de f ("= Entonces,

cada iteracién de transformada bdsica expresa la aproximacion fina previa como la suma de
una nueva, aproximacién mas gruesa y un nuevo conjunto de wavelets de menor frecuencia.

Sin embargo, la trasformada bésica Haar no altera la funcién muestreada, simplemente la

1-1])

expresa con wavelets, esto es que la aproximacién inicial £l es igual a la suma de sus

nuevas aproximaciones, f(»= y fn=0

fomli=1) — flo=l) 4 fnd) (3.66)
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Capitulo 4

Modelado de Series de Tiempo via

Redes Neuronales Wavelets Haar

4.1. Introduccion

A partir de la aparicién de la teoria moderna de andlisis Wavelets, se desarollaron muchas
aplicaciones en diversas dreas de ingenierfa, sobre todo en el tratamiento de imdgenes y datos
[50],[49],[37]. Muiltiples investigadores en campo de las redes neuronales artificiales vieron
las propiedades de las funciones wavelets y estas fueron bien recibidas, las Redes Neuronales
Wavelets (RNW) fueron propuestas por primera vez por Zhang y Benveniste [28], en donde se
presentaron las RNW como un nuevo tipo de red neuronal feed forward que ademds presenta
ventajas sobre las MLP, mas tarde en [25] las RNW utilizan funciones Wavelets ortogonales
y son mostradas como un caso especial las redes neuronales radiales bdsicas, estas redes
dejaron de lado la propiedad de multi resolucion del anélisis wavelet y solo trabajan como
una funcién radial bésica con un ensanchamiento determinado.

En la literatura sobre redes neuronales wavelet se presenta una nueva generacion de RNW
que utilizan funciones wavelets continuas como la Morlet y Sombrero Mexicano [12],[30],
se exponen las bondades y las miltiples aplicaciones de las redes neuronales wavelets, sin

embargo se mantiene el problema de establecer el valor de los coeficientes de traslacién (n)
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y ensanchamiento (m) que tendrén las funciones wavelets, asi como tampoco se trata el

problema de cuantas funciones wavelets se utilizaran.

En redes neuronales no se ha puesto suficiente atencién a la funcion wavelet Haar, la cuale
es matemadticamente la mas simple, la principal razén para este situacién es que la wavelet
Haar es discontinua, aun cuando sus aplicaciones en soluciones numéricas de ecuaciones

diferencias y han sido ampliamente documentadas, [26],[27].

La wavelet Haar es utilizada en el algoritmo de transformacion répida wavelet (FWT) [§],
y dicho algoritmo es muy difundido en el tratamiento de imdgenes, [9], ademéds encontramos
diversos trabajos que hacen la comparacién entre las distintas bases wavelets, [51], [52], y
que muestran que el desempeno de la wavelet Haar es similar a otras bases y que presenta

ademads la ventaja de ser mas sencilla de implementar.

En esté trabajo consideramos la ventaja del desarrollo de algoritmos para sistemas discre-
tos con redes neuronales [16],[17], asi como las ventajas ya expuestas de la implementacién
de la funcién wavelet Haar, la cual nos permite tener algoritmos discretos que pueden ser

programados sin la necesidad de recurrir a librerfas de funciones trigonométricas [53].

En las redes neuronales wavelets Haar feed forward podemos distinguir dos tipo, las re-
des neuronales wavelets de una sola capa y RNW multicapa, en las RNW de una sola capa
se conserva la estructura de una serie wavelet, donde los coeficientes de traslaciéon y ensan-
chamiento se eligen por algiin método determinado, y el caso de mas RN'W multicapa, donde
los coeficientes de traslaciéon y ensanchamiento se encuentra en la red como capas ocultas,
en ambos casos el problema de optimizar el tamano de la red se encuentra abierto, dado que
se requiere determinar por algiin método el niimero de neuronas que se utilizaran, el niimero
de neuronas esta relacionado con el valor de los coeficientes de traslacién y ensanchamiento,
en el caso de las redes neuronales wavelets utilizan funciones wavelets continuas como la
Sombrero Mexicano y Morlet, el valor de traslacién y ensanchamiento puede ser infinito, el
usar una funcién no continua y aprovechar la teoria que hay para la transformada réapida
wavelet que utiliza una wavelet Haar, nos permite desarrollar un método para optimizar el

tamano de la red neuronal wavelet Haar.
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4.2. Redes Neuronales Wavelets Haar

La propiedad de la series wavelet de aproximar cualquier funcién f € L?(R), ha sido
expuesta en el capitulo anterior, las redes neuronales wavelets estan inspiradas en la forma
en que la serie wavelet aproxima a una funcién, la cual tiene la forma siguiente:

oo 2M—1

FR) =D Wt (k) (4.1)

m=0 n=0
donde el coeficiente w,, , corresponde al coeficiente de la transformada wavelet, que estd
definido como el producto interno w,,, =< f,¥,,, >, con m,n € Z.y 1 es una funcién
wavelet. Es posible hacer una aproximacién a la funcién f utilizando una serie wavelet
trunca, es decir fijando el valor de traslacién y ensanchamiento, de la siguiente forma:

M 2m-1

f <k> = Z Z wmnwmn (k) + p (k) ) (42)

m=0 n=0
donde 1 (k) es el error de truncamiento de la serie, el cual es acotado, u (k) < pip. De forma
inmediata se puede escribir la serie (4.2), como una red neuronal wavelet,

M 2m—-1

FRY =D Wi (K)., (4.3)

m=0 n=0
donde w;,,, corresponde al coeficiente 6ptimo de la red neuronal wavelet, 1) corresponde a la
funcién wavelet, la Figura 4.1 se observa la estructura de una neurona de la red.

La estructura de la red neuronal wavelet se muestra en el Figura 4.2, como se ha expuesto
en esta tesis la funcién wavelet utilizada es la wavelet Haar, H,,,(k) (3.39).

Plantear la estructura de la red neuronal presenta el problema de establecer un método
para determinar el valor de m y n, diversos métodos han sido mostrados en la literatura, dos

principales caminos se han tomado, los cuales consisten en:
1. La Red Neuronal Wavelet como un caso especial de una red radial bésica.

2. La Red Neuronal Wavelet aprovechando la propiedad de multi resolucion del andlisis

wavelet.
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K !

m > v — Yn(K)

n }

Figura 4.1: Neurona Wavelet

Figura 4.2: Estrucutra de la Red Neuronal Wavelet

El primer caso es la manera mas simple de disenar una RNW, dado que solo en lugar
de utilizar una funcién radial, se utiliza una funcién wavelet, y se utiliza valor unico de
ensanchamiento el cual puede aprenderse, este tipo de red la podemos ver en [25],[28],[29]
sin embargo esta estructura se limita al no tener distintas resoluciones en la red. El segundo
método ha sido presentado en [36], [37], [39], sin embargo en estos trabajos no determinan
un procedimiento para obtener el tamano de la red neuronal y el valor de el coeficiente de

ensanchamiento m.

En la literatura se encuentra como problema abierto como decidir que valores son los



4.2 Redes Neuronales Wavelets Haar 57

adecuado a utilizar para el ensanchamiento m y traslacién n, debido a que entre mayor sea
el valor de estos, la red neuronal sera mas grande, existen principalmente tres formas de

solucionar el problema,

= Establecer el valor del ensanchamiento y traslacién, m,n, como capas ocultas de una

red neuronal wavelet multicapa.
= Fijar por algin criterio el valor de m, n, en una red neuronal wavelet de una sola capa.

» Encontrar el valor de m, n, mediante una red neuro difusa.

Esas tres técnicas se presenta aun el inconveniente de fijar el numero de neuronas de
la red, en la primera técnica aun cuando se tome como capas ocultas a m,n, aun se debe
establecer por algin criterio el tamano de la red neuronal en sus distintas capas, asi como
determinar el niimero de capas ocultas. En las redes neuro difusas se tiene el mismo problema,
que en las redes multicapa wavelet, es necesario pre establecer el tamano de la red.

Resulta entonces evidente la ventaja de usar wavelets Haar, que tomando como refer-
encia el algoritmo de la transformada rapida wavelt, en donde si conocemos el tamano del
arreglo podemos determinar el nimero de ensanchamientos m, necesarios para aproximar

una funcién sin perdida de informacién.

4.2.1. Red Neuronal Wavelet de una sola capa

La estructura de la RNWH esta basada en la serie wavelet

f@)=aX @) +> > diHn, (). (4.4)

donde H es la funcién wavelet Haar,

I1sim2" <z < (m-+ %)2”,
Hyp (1) = —1si (m+3)2" <z < (m+1)2" (4.5)

)

0 otro caso.
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Y para obtener los coeficientes nos basamos en el algoritmo FWT (3.57), que tiene como
condicién que el tamaiio del arreglo a transformar debe tener 2M valores, por lo que el valor
méaximo que toman los coeficientes de traslacién n, y ensanchamiento m, depende del tamano
del arreglo, el valor médximo del ensanchamiento m igual a M — 1.

Implementar una red neuronal wavelet Haar de una sola capa tiene la ventaja de conservar
la estructura de una serie wavelet, sin embargo conservar esta estructura implica conservar
los valores redundantes de la serie y tener una red neuronal con un nimero igual de neuronas
que el tamano del arreglo del que se aprende, no resulta practico, sin embargo como se vera
mas adelante, es posible establecer un algoritmo que reduzca el tamano de la red sin perder

calidad en la aproximacién de la funcién f.

Cuadro 4.1;Valores de m y n, dependiendo el tamano del arreglo.

Elementos del Arreglo || Ensanchamientos m || Total nimero de Tralaciones n || Neuronas
256 7 256 256
512 8 512 512
1024 9 1024 1024
2048 10 2048 2048
32768 14 32768 32768
262144 17 262144 262144

De la serie (4.4), podemos escribibir esta serie dividiendo por bloques de ensanchamiento,

2]%—171

f=Y00 X () + o T s (27 — )

m m 4.6
o S it (27T — n) A+ o S ) (272 — n) (46)

cada bloque de la sumatoria representa un bloque de neuronas de nuestra red neuronal
wavelet Haar, como se muestra en la Figura 4.3.

No resulta préctico tener una red neuronal donde el nimero de neuronas es igual al
tamano del arreglo a aproximar, por lo que en la mayoria de las aplicaciones una funcién es

representada por una serie de Haar trunca, las caracteristicas de la transformada Wavelet ha
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Figura 4.3: Bloques de Neuronas de la RNWH

sido ampliamente documentada, por lo que tener una red neuronal con un truncamiento ade-
cuado nos permitird eliminar ruido de nuestros datos de entrada y es muy titil en aplicaciones

con datos dispersos. Escribiendo la serie wavelet Haar en forma matricial donde:

A~

F(k) = W k), (4.7)

resulta inmediato el implementar dicha aproximacién como una red neuronal y ajustar los

coeficientes wavelets de la serie como pesos sinapticos de una red neuronal, se escribe entonces
-~ . M o, oM . L.

la donde f (k) es el vector de salida, con W*(k) € R?"*?" | la matriz de pesos 6ptima y ¥

es el vector de funciones wavelets Haar.

Es necesario pre establecer el numero de neuronas que se utilizaran, lo que determinara el
tamano del error de truncamiento, este tipo de red neuronal posee la propiedad de determinar
el error de truncamiento en base al nimero de neuronas, recordando que el niimero de neu-
ronas estd determinado por el valor de los coeficientes de traslacién y ensanchamiento. Para

obtener el valor de los coeficientes de la RNWH utilizamos el algoritmo Back Propagation.
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4.2.2. Algoritmo de Aprendizaje Back Propagation

El Algoritmo de aprendizaje Back Propagation ha sido ampliamente utilizado para ajus-
tar los pesos sinapticos de una red neuronal, su estabilidad en el aprendizaje ha sido probada,
ver [20], para el caso de las RNWH este algoritmo funciona me manera eficiente, corrige el
peso sinaptico W}, con el gradiente AW},

La ley de aprendizaje se escribe como:
Wiy1 = Wi + AW, (48)
donde error a la salida de la RNWH se define como la diferencia con respecto a la funcién a

seguir,

~

e(k) = f(k) = f(k). (4.9)

y error cuadratico medio ¢, se escribe como sigue:

€= % > e(k) (4.10)

t=0
Re escribimos la ley de aprendizaje (4.8),
Oe (k)
W1 =Wy — 4.11
k+1 k=1 oWy ( )
donde 7 es la razén de aprendizaje y 1 > n > 0. El termino 865;82) se calcula como
Oe (k)  Oe (k) Oe(k) Of (k) (4.12)

ow; (k) 0e (k) of (k) Ow, (k)

Las derivadas parciales de la ecuacién (4.12), se calculan como sigue,

Oz

50 — k),
Oe (k) _ 4
of (k) ’
ARSI
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por que finalmente escribimos (4.11) de la siguiente forma,
Wit = Wi — (ke (k) . (4.13)

El entrenamiento de una red neuronal wavelet Haar requiere considerar varios elementos,
como lo es el valor inicial que tendran los pesos de la red, en la implementacién de la RNWH
se tomaron valores generados aleatoriamente entre [0, 1], de igual forma se requiere establecer
el valor de la razén de aprendizaje, es bien conocido que el valor de la razén de aprendizaje
7 toma valores 0 < n < 1. En las simulaciones presentadas en esta tesis se utilizo n = 0,1 que
proporciona una aproximacion suave, existen diversos estudios sobre que valor es el adecuado,
sin embargo depende de cada conjunto de entrenamiento.

Otro punto importante a senalar es como decidir cuando detener el algoritmo de apren-
dizaje, existen varios criterios, decidir en torno a un valor minimo tolerado del error cuadrati-
co medio de aproximacion e, otro criterio es determinar que el algoritmo se detiene después
de ser entrenada la RNWH por un niimero determinado de valores de entrenamiento, como se
explicara de una manera detallada en la posterior seccién, Optimizacién de la Red Neuronal
Wavelet Haar, en esta tesis se propone un criterio para detener el algoritmo de aprendizaje

basado en los cambios en el gradiente de aprendizaje para cada coeficiente wavelet.

4.3. Modelado de Series en Tiempo usando Redes Neu-

ronales Wavelet Haar

Una red multicapa feed forward con una funcién de activacién sigmoide es capaz de
funcionar como un aproximador universal a funciones continuas, el primero en demostrar
esta habilidad fue Cybenno [18], de igual forma las redes neuronales con funciones radiales
bésicas (RNB) son consideradas como aproximadores universales de funciones [24], y tiene

la forma siguiente

Flu) =Y wG (Ju —al?),
=1
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donde G(r) es una funcién base, la mas usada es la del tipo Gausiana exp(—72/2).

Otro tipo de red neuronal que ha sido presentada como aproximador son las redes de
Fourier [56], sin embargo este tipo de red tienen las limitantes intrinsecas de las series de
Fourier, las cuales ya se enlistan en el capitulo anterior (2.3), en [56] se hace la aproximacién
a la serie de tiempo que representa la radiacion solar haciendo 5601 muestras, usando una red
neuronal de Fourier de 24 neuronas que corresponden a 12 coeficientes a,,y 12 coeficientes
b,, esta serie presenta un error cuadratico medio igual a 0,005039, en la Figura 4.4 se muestra

la aproximacion realizada.

Serk e Fonrkr=0012 con 7 tem hos
0zp

Tempo ¢l

Figura 4.4: Serie de Fourier de 7 terminos.

Desde que aparecio la teoria de Wavelets, fue adoptada por los investigadores en el drea
de redes neuronales, y se ha mostrado atractiva para aproximar funciones tanto periédicas asi
como no periédicas y son muchas sus ventajas sobre otros métodos de aproximacién. En las
RNW el problema de aproximacion esta dirigido a encontrar el valor 6ptimo de los coeficientes
wavelets de la red y determinar la resolucién con la que se realizara la aproximacién, en la
literatura se encuentran ejemplos del uso de las RNW como aproximadores universales [25],

sin embargo en las redes neuronales wavelets se ha puesto poca atencién el uso de la funcién
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wavelet Haar, en el campo de las redes neuronales existen pocos trabajos que utilicen la
wavelet Haar se puede ver [39], donde hace la comparacién del desempefio en aproximacién
de funciones tanto de la red neuronal wavelet Haar (RNWH) y las RNB, en ese trabajo
se utiliza un algoritmo secuencial de aprendizaje sin embargo no se presenta una prueba
analftica en la estabilidad de ese algoritmo.

Comparando la aproximacién hecha por la red de Fourier en [56], con una aproximacién
realizada por una red neuronal wavelet Haar, se muestran tres simulaciones, en la primera se
fija el tamano de la red a 16 neuronas, ver la Figura 4.5, que utiliza un valor de ensanchamien-
tom = 3, lo que significa la red neuronal esta formada por neuronas que representan los coefi-
cientes Co, Moo, mlé, mi, m%, mQ% y m2%, may, m3%, m3% y m3%, m3% y m3%, m3g y mgg, msi. Se hace
la aproximacién utilizando un valor de ensanchamiento m = 4, ver la Figura 4.6), la cual
esta esta formada por 32 neuronas, En la Figura 4.7, se muestra la aproximacion realizada
por una RNWH con un coeficiente de ensanchamiento m = 5, dicha red esta formada por
32 neuronas

Como se observa en la Figuras 4.5, 4.6 y 4.7, y como se ha explicado anteriormente, el
error de aproximacion de una red neuronal wavelet disminuye si se aumenta el nimero de
neuronas, es decir aumenta el valor del ensanchamiento m, y hacer aproximacién con una
resolucién mas fina. Sin embargo aun cuando el algoritmo de aprendizaje y la estructura de
esta red neuronal wavelet Haar es simple, aumentar el niimero de neuronas hace una mayor
carga de computo y cantidad de operaciones que se realizan, la determinacién del tamano de
la red es un problema abierto, asi como el establecer el momento en el que se debe detener
el entrenamiento, en esta tesis se propone un algoritmo para determinar una RNWH con un
nimero 6ptimo de neuronas.

Sea un sistema no lineal con la siguiente forma:

ok +1) = fla(k), u(k)] (4.14)
hlz (k)] (4.15)

donde u(k) € R™ es el vector de entrada, z(k) € R™ es el vector de estados, y y(k) € R’ es el
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APROXIMACION A IRG USANDO WHNN DE 16 TERMINOS
1 T T T T

0.9

0.2

0.1 | | | | |
0

Figura 4.5: Aproximacién a IRG utilizando una red neuronal wavelet Haar con ensanchamien-

tom = 3.

vector de salida. f y h son en general funciones suaves no lineales, f,h € C>*, k=0,1,....N—1.

Un sistema no lineal se puede representar en funcién de observaciones pasadas de su

entrada y salida, cuatro modelos para modelar sistemas discretos son propuestos en [40]

Modelol:

yp(k+1) = Z_: ayp(k — i)+ (4.16)

+guk),u(k —1),...;u(k—m+1)]
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APROXIMACION A IRG USANDO WHNN DE 32 TERMINOS
1 T T T T

0.9f

0.1 L L L L L

Figura 4.6: Aproximacién a IRG utilizando una red neuronal wavelet Haar con ensanchamien-

to m = 4.
Modelo 11:
yp(k +1) = f [yp(k), yp(k = 1), .y (k =+ 1) + (4.17)
m—1
+ > Bau(k—i)
i=0
Modelo III:

Yp(k +1) = flyp(k), yp(k = 1), syp (b —n+ 1) + (4.18)
+guk),u(k —1),...;u(k—m+1)]
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APROXIMACION A IRG USANDO WHNN DE 64 TERMINOS
1 T T T T

0.8

0.2r

0.1 I I I I I
0

Figura 4.7: Aproximacién a IRG utilizando una red neuronal wavelet Haar con ensanchamien-

to m = 5.

Modelo IV:

Yk +1)=f [yp(k)>yp(k = 1), yp (k—n+1); (4.19)
u(k),u(k —1),...,u(k —m+1)]

Cada uno de estos cuatro modelos (4.16), (4.17), (4.18) y (4.19), tienen el mismo com-
portamiento de entrada - salida que el sistema original (4.15), y esos modelos son facilmente
representados por una red neuronal del tipo feedforward, tanto la entrada como la salida de

la red neuronal esta disponible para todo tiempo [40].

Una red Neuronal Wavelet es representada como:

§(k) = W (k)U(R) (4.20)
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donde (k) es la salida escalar de la red, W (k) € R'*" es la matriz de coeficientes wavelets,
U (k) € R™ es la matriz de funciones wavelets. Del Modelo IV (4.19), un sistema no lineal

se puede escribir como:
y(k) = @ [X (k)] (4.21)

donde

X (k) = [yp(k), yp(k = 1), s yp (k =+ 1) (4.22)
u(k),u(k —1),...,u(k—m+1)].

® () es una ecuacién no lineal desconocida que representa la dindmica de la planta, como
hemos visto, es posible aproximar cualquier funcién en un intervalo de tiempo determinado

mediante una serie wavelet,

y(k) = W (k)W (k) — pu(k),

donde W* corresponde a los coeficientes de la serie y ¥ las funciones wavelets, u(k) es el error
de modelado, que sabemos tiende a cero si el intervalo de tiempo es amplio y la resolucion

de la serie es la adecuada. Estableciendo el error de neuro identificacién se tiene:

para finalmente escribir el error como:

—~

e(k) =W (k)¢ (k) + ¢ (k), (4.23)
donde
W(k) = W(k) — W*(k).

™
[N}
5
VAN
o]

con ¢ (k) = e (k) + p(k), (k) es el error de aproximacién de la RNW, ¢ (k) es acotada
) , € es una constante positiva desconocida.



68 Modelado de Series de Tiempo via Redes Neuronales Wavelets Haar

4.4. Optimizacion de la Red Neuronal Wavelet Haar

Un problema de gran importancia en el campo de las redes neuronales artificiales (RNA),
consiste en el desarrollo de algoritmos que ayuden a la determinaciéon del niimero 6ptimo de
neuronas necesarias en su estructura para lograr una tarea dada. Para determinar el niimero
de neuronas en una red neuronal existen varias técnicas heuristicas [32], que sin embargo no
son generalizadas y dependiendo la funcién a aproximar serd la técnica utilizada [33], en las
RNA generalmente el que se tenga un nimero grande de neuronas no garantiza que la red
efectuara una mejor aproximacion.

Uno de los algoritmos para determinar el nimero de neuronas es la técnica Forward
Select, la cual consiste en anadir nodos a la red, uno a la vez en base a un criterio. Los nodos
se anaden a la red y se verifica el criterio de seleccién, es muy frecuente utilizar como criterio
la validacién cruzada.

Otro método es Optimal Pruned ELM (OP-ELM) [34], el cual establece un nimero
inicial muy elevado de neuronas ocultas y mediante el algoritmo Least Angle Regression
(LARS) [35] elimina aquellas neuronas que no son ttiles para resolver el problema de minimos
cuadrados. Para ello se ordena el conjunto posible de neuronas, conforme a su importancia.
La eliminacién de neuronas se realiza mediante la técnica de validacién cruzada.

Las Redes Neuronales Wavelets (RNW) ofrecen una estructura que comporta como un
aproximador universal, el nimero de neuronas en este tipo de red esta determinado por el
ntimero de traslaciones y ensanchamientos de la funcién wavelet madre. Se tienen dos formas

de tratar el problema de establecer el valor de los parametros de traslaciéon y ensanchamiento:

1. RNW Multicapa [28],[25],[37]. En esté planteamiento se tratan como desconocidos los
pardmetros de traslacion, ensanchamiento y los coeficientes de la RNW, para esté tipo
de planteamiento se requiere el uso de redes neuronales multicapa y se consideran los

pardmetros de traslacién y el ensanchamiento como una capa oculta.

2. WNN Fixed [36], [38]. En este planteamiento se utiliza una red neuronal de una sola

capa donde se predetermina el valor de los pardmetros de traslaciéon y ensanchamiento.
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Sin embargo no estd resuelto el problema que implica cuantas neuronas utilizar, dado que
con las redes multi capa aun es necesario pre determinar el tamano de las capas ocultas y
cuantas se utilizaran. Los trabajos existentes utilizan funciones wavelets continuas, y plantean
el problema de aproximar una funcién con una serie wavelet continua, necesitando para ello
obtener el valor de los la transformaciéon wavelet continua. La red RNW Fixed es una red
neuronal de una sola capa y considera una serie trunca wavelet, donde se determina bajo
un criterio el valor de los coeficiente de ensanchamiento y traslacién. Al ser una red de una
sola capa hace que la formacién de la RNW Fixed sea mucho mds facil en comparacién con

RNW de miiltiples capas.

En una serie wavelet los coeficientes necesarios para la reconstruccion de cualquier fun-
cién son fijos y unicos, por la propiedad de multi resoluciéon cada elemento de la serie es
independiente de los demads. Este postulado no permite establecer un algoritmo que deter-
mine cuando detener el aprendizaje en cada neurona de manera independiente a las demads
neuronas sin importar el proceso de actualizacién de las otras. De la misma forma cada
segmento de la serie con el mismo valor de ensanchamiento de la wavelet se puede ver como
una red neuronal independiente de otras redes que tienen funciones Haar con otro ensan-
chamiento, asi, podemos crear un algoritmo evolutivo en el que la RNWH vaya creciendo
en tamano aumentando un bloque de ensanchamiento, hasta llegar a un valor del error de-
seado. El procedimiento de andlisis con funciones wavelets es implementado mediante la
traslacién y ensanchamiento de la wavelet madre, la transformada wavelet permite analizar
una componente de frecuencia a distintas escalas, al reconstruir una transformada wavelet
a la funcién original se tiene una serie con mayor numero de datos que el arreglo original,

situacion producto de las redundancias necesarias para el andlisis multi escala.

Sin embargo en redes neuronales estas redundancias no resultan ttiles, en la construccién
de una red neuronal wavelet el nimero de neuronas esta determinado por la traslacién y el
valor del coeficiente de ensanchamiento de la funcién wavelet, hay dos formas de establecer
el valor de los coeficientes de traslacién y ensanchamiento, uno es considerarlos como una
capa oculta de la red y otra es establecer valores fijos para el ensanchamiento y traslacion,

sin embargo aun queda el problema de establecer el numero y que de valores fijos que se
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tomaran. Como se ha visto en el algoritmo de la transformada rapida wavelet, la resolucién
mas pequena que se utiliza depende del tamano del arreglo, un arreglo de 27 datos tendra
~v — 1 distintos ensanchamientos. Podemos ver de la teorfa wavelet que la construccién de
una base V' € L%, ocurre con espacios ortonormales W, (3.23), i.e. existe independencia lineal
entre los vectores que forman la base W, que significa que podemos calcular cada coeficiente
Wy, de la red neuronal wavelet Haar de manera independiente, sin que exista interferencia en
el algoritmo de aprendizaje. Proponemos un algoritmo evolutivo para determinar el tamano
o6ptimo de la red bajo un indice de error determinado. Este algoritmo tiene dos condiciones
para determinar el crecimiento y el aprendizaje de la red neuronal. Una condicién de error
de aproximacién y una condicién para detener el aprendizaje en cada neurona. Iniciamos el
algoritmo determinando el error cuadratico medio mas grande tolerado F, para la aproxi-
macién realizada por la red neuronal y partimos con una red neuronal wavelet Haar de solo
dos neuronas es decir con la resolucién mas gruesa, m = 0. Para cada época de entrenamiento
1, se tiene el indice J; que depende del error de aproximacién de la red neuronal.
1
> elk)?\”

Ji=| =] (4.24)

y el gradiente de aprendizaje para cada coeficiente wavelet se define como:

I; 4.2
s N (4.25)

1. Se establece el error maximo tolerado FE.
2. Inicia el entrenamiento para un ensanchamiento m = 0.

3. Para cada paso k del entrenamiento, se verifica el valor de I;,,, para cada neurona, si

es cercano a cero se fija el valor de ese coeficiente w, .

4. Al finalizar una epoca de entrenamiento 7, si no se alcanza el valor esperado y si no
se ha llegado a un minimo de error J;, se realiza nuevamente el entrenamiento con la

misma estructura de la red pero sin entrenar los valores w;, . ya fijados.
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5. Cuando todos los coeficientes w;,, se han fijado y se alcanza un minimo en el error .J;,
la red crecerd en su estructura, con 2™ nuevas neuronas, con m = {0,1,...,v — 1} y se

regresa al paso 3.
6. Si se ha alcanzado el error minimo tolerado F, el algoritmo se detiene.

Al finalizar el algoritmo, es posible reducir el tamano de la red eliminando las neuronas

con poco peso. Para mostrar la efectividad de este algoritmo se muestran dos ejemplos.

4.5. Estabilidad de Redes Neuronales Wavelet Haar

Se tiene el siguiente sistema no lineal en tiempo discreto
z(k+1) = flz(k),u(k)], y(k)=hlzk)] (4.26)

donde u (k) € R™ es el vector de entrada, z (k) € R" es el vector de estados, y y (k) € R’
Es el vector de salida. f y h son funciones suaves no lineales f, h € C'*°. Vamos a ver las

siguientes definiciones.

Definicién 4.1 Un sistema (4.26) se dice que es globalmente estable de la entrada a los

estados, si existe una K-funcion ~(-) (continua y estrictamente creciente v(0) = 0) y KL

-funcion B () (K-funcion y lim B (s;) =0), tal que, para cada u € Ly, (sup {||u(k)|} < o0)
S —00

y para cada estado inicial 2° € R™, cumpla con

|l (k. 2% w ()| < B (|2 k) + lu (R)])

Definicién 4.2 Una funcion suave V : R* — R > 0 es llamada una funcion suave ISS-

Lyapunov del sistema (4.26) si: (a) Existe Koo-funcion a; () y as(-) (K-funciony lim [ (si) =
S —00

o0) tal que

ai(s) <V (s) < as(s), VseR"

(b) Existe una Koo -funcion as(-) y una K-funcion ay(-) tal que

Viern = Vi < —as(llz (B)[]) + ca(llu (K))),  para todo x (k) € R", u (k) € R™
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Teorema 4.1 Para un sistema discreto no lineal, los siguiente enunciados son equivalentes

[19]
» FEstabilidad de entrada a los estados (input-to-state stability, 1SS).

m Fs robustamente estable.

» Admite una funcion suave de Lyapunov (ISS).

Comentario 4.1 Si un sistema no lineal estable de la entrada a los estados (IIS), el com-

portamiento del sistema es acotado cuando sus entradas son acotadas.
De (4.26) se tiene

y(k) = hlz (k)] == Fi [z (k)], ylk+1)=h[f[z(k),uk)]:=Fz k), u(k)
ylk+n—1):= By [z (k) ,u k), ulk + 1) -ulk +n—2)

mostrando que
Y(k) = [y (R),y(k+1),--y(k+n-1)]"
w(k+1),-u(k+n—2)",
entonces Y(k) = Flz(k),U(k)],F = [Fy---F,]". Si 9 es no singular a x = 0,U = 0,
(4.27)
puede expresarse como z(k + 1) = ¢g[Y(k+1),U(k +1)]. Que nos lleva a el modelo
NARMAX

y(k) =hlz (k)] =@y -1),y(k=2),--ulk=1),u(k=2),--- ] = [X (k)] (4.28)

X)) =lyk—-1),yEk-2), ulbk—d),ulk—d—1), -] (4.29)

® (-) es una ecuacién no lineal desconocida que representa la dindmica de una planta, u (k)
y y (k) son escalares medibles de la entrada y la salida, d es el retardo
El siguiente teorema demuestra la estabilidad del algoritmo de aprendizaje de un Red

Wavelet de una sola capa en tiempo discreto.
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Teorema 4.2 Si usamos una Red Neuronal Wavelet de una sola capa (4.20), para identificar

una planta no lineal (4.26), la siguiente ley de aprendizaje puede hacer identificacion del error
e (k) en el sentido de estabilidad L.

Wi(k+1)=W(k) —n.e(k)¥(k) (4.30)
donde
Ul #2; 0<n<l
L+ [[w(k)|

Demostracion. Seleccionamos una funcién candidata de Lyapunov de la forma:

- zn:wf = tr {’WT’W} (4.31)

Vi = H’Wk

De la ley de aprendizaje (4.30)

Wkﬂ = Wk — npe(k)¥(k)
AV, = Vk—f—l_Vk
= [ ety —\WkH
= e (R) D) = 2ne(h) || W0 (k)

(4.32)

De (4.23) y considerando que 0 < < 1,0 <7, <n <1

AVy, = niez(/ﬂ) 12 (k)I* — 2nge(k) le(k) — C(R)]
¢ (k) |19 (k) 1” = 2m,¢” (k) + mie® (k) +miC? (k)

n ||V (k 2 (L 2 ()
{1 e H]e<>+nk<<>
< —me*(k) +nl*(k

donde
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™

n K
g ]_ —
1+ x [ 1+ /J >0
s = mix | (k)|
dado que ¥ es una matriz de funciones Wavelet Ortonormales
AVy = —n(1 = n)e*(k) +n¢* (k)

entonces

nmin (0}) < Vi, < nméx (@7)

donde n x min (w?) y n X méx (w?) son funciones K, y n(1 — n)e? (k) es una funcién K,
n¢* (k) es una funcién K. Por (4.23) y (4.31) sabemos que V; es funcién de e (k) y ¢ (k),
entonces V;, cumple con ser una funcién ISS-Lyapunov de la Definicion 4.2. Del Teorema 4.1,
la dindmica del error de identificacién es input-to-state estable. La ”"Entrada ” corresponde
al modelo del error ¢ (k) = ¢ (k) + p (k) , el "Estado” corresponde al error de identificacién
e (k). Como la ”"Entrada” ¢ (k) es acotado y la dindmica es ISS, el "Estado” e (k) es también

acotado. m

4.6. Simulaciones

4.6.1. Redes red neuronal wavelet Haar con la red neuronal wavelet

En [28] se muestra el ejemplo de una funcién a aproximar (4.33), que en varios articulos
se toma como referencia para compara resultados de aproximaciéon entre distintas RNW,
[39],[54].

2186k — 12,864 if —10 <k < —2
F(k) = 4246k if —2<k<0 (4.33)
10095705 5in [(0,03k +0,7) k] if 0 <k <10
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En nuestro caso realizamos la aproximacién a la funcién f (4.33), para ejemplificar la im-
plementaciéon de la RNWH como aproximador en distintas resoluciones, las cuales son de-
pendientes del valor del coeficiente de ensanchamiento m. La primera aproximacién a F se
realiza con el ensanchamiento mas grueso, m = 0 lo que implica una red neuronal con solo
dos neurona, una neurona que se adapta al valor del coeficiente ¢, y otra que aparte al valor

del coeficiente my, la aproximacion se muestra en la Figura ?7.

10 v

o
T
———

| it |

-10 L L L L I L I I I

Aproximacién a f con una resolucién m = 0.

Una segunda aproximacién se realiza con la resolucién m = 1, que significa se utiliza una
red neuronal con cuatro neuronas, que representan los coeficientes cg, mog, m, 1, M, estd
aproximacién se muestra en Figura 4.9,.

La tercera aproximacién se realiza con un truncamiento al ensanchamiento m = 2, lo que
significa que la red neuronal hard una aproximacién utilizando ocho neuronas, que corre-
sponde a los coeficientes cg, Mmoo, m, 1,11, Mo, Myl , Mys, Moy, la aproximacién se muestra
en la Figura 4.10,

La cuarta aproximacién tiene un truncamiento al valor del coeficiente de ensanchamien-
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to m = 3, que representa una red neuronal con 16 neuronas, que corresponde a los coeficientes
C0, 100, My 1, M1, Mgl Mol My3, M1, Ma1, M3z, Mas, Ma1, Mys, Mae, Ma1, M3, la aproximacién
que hace esta RNWH se muestra en la Figura 4.11),

En una quinta aproximacion el truncamiento se realiza con el coeficiente de ensanchamien-
to m = 4, por lo que la red neuronal estard compuesta de 32 neuronas, la aproximacion se
muestra en la Figura 4.12),

Hacemos una sexta aproximacién truncando la serie a un valor del coeficiente de ensan-
chamiento m = 5, con lo que se tendrd una RNWH con 64 neuronas, que corresponde a los
coeficientes ¢y, Mo, M1, M1, Mgl , Mo, Mg, M1, oy Mg L, M5 2, M 3, -0y M5 82, M5 88, M5, la
aproximacion se muestra en la Figura 4.11),

Para esté ejemplo se utilizaron 23 pares de entrenamiento, si quisiéramos hacer una
aproximacion sin error por truncamiento, tendriamos una RNWH de 16383 neuronas, situacién
que no es practica, en la tabla mostramos un comparativo entre las distintas aproximaciones
realizadas por las distintas RNWH, comparando los distintos errores cuadratico medios de
cada aproximacién y el nimero de épocas de entrenamiento necesarias para obtener el primer

minimo, todas las redes usaron n = 0,1.

Cuadro 4.2: Comparacién de distintas RNWH.

m || Neurénas || Error Epocas
0 | 2 2.3325564 2

1 ][4 1.893018 19
2|8 0.7970679 | 5

3 | 16 0.2943906 | 10

4 | 32 0.197417 10

5 || 64 0.01861065 || 8

4.6.2. Modelado a la paridad Peso Mexicano y Dolar Estadounidense

Para ejemplificar el algoritmo utilizamos los datos de la paridad peso Mexicano contra

el Dolar Estadounidense durante 14364 dias, estos datos se tomaron de la pagina web del
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Banco de Mézico ver [31].

Iniciamos el algoritmo estableciendo el error méximo tolerado £ = 0,5, el algoritmo inicia
con la resolucién mas gruesa m = 0, el menor error obtenido de esta red wavelet Haar de
dos neuronas es J = 4, en la Figura 4.14 observamos la aproximacion.

Al alcanzar un minimo local el algoritmo aumenta la resolucién ahora con m = 1, que
representa una red de cuatro neuronas, y la mejor aproximacion alcanzado produce una error
J = 3,628578. La aproximacién podemos observarla en la Figura 4.15.

El siguiente ciclo incrementa la resolucién a m = 2, lo cual significa que se construye una
RNWH de ocho neuronas y esta red obtiene un error minimo de aproximacién de 2,058947,
la aproximacién puede observarse en la Figura 4.16.

La resolucién m = 5, significa que la RNWH es construida con la resolucion m = 4, que
significa que la red contiene 32 neuronas, y ofrece una aproximacién con un error acumulado
de 7,663324e — 001.La resoluciéon m = 8, entrega una red de 256 neuronas, y presenta un
error acumulado de 4,843117e — 001.

Con el valor de m = 7, se alcanza el valor esperado para el indice J, el algoritmo podia
continuar y encontrar un indice mas pequeno, pero implicaria que la red aumentard su

tamano.
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INICIO
i=1
m=0

Aprende
Wnm

Fija Wmn

m=m+1

Figura 4.8: Optimization Algorithm
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101
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Figura 4.9: Aproximacién a f con una resolucién m = 1.
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-8+

-10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |

Figura 4.10: Aproximacién a f con una resolucién m = 2.
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-10 ! ! ! ! L ! ! ! ! ]

Figura 4.11: Aproximacién a f con una resolucién m = 3.

-10 I I I I L I I | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.12: Aproximacién a f con una resolucién m = 4.
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-10 L L L L ] L I I I |

Figura 4.13: Aproximacién a f con una resolucién m = 5.

16

12+

Figura 4.14: Aproximacién con una resoluciéon m = 0.
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16

10

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.15: Aproximacién con una resolucién m = 1.

14+

Figura 4.16: Aproximacién con una resolucién m = 2.
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Figura 4.17: Approximation with a resolution m = 5.
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Figura 4.18: Approximation with a resolution m = 8
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Capitulo 5

Modelado de Series de Tiempo via
Redes Neuronales Wavelets

Recurrentes

5.1. Introduccién.

La identificacién de sistemas se ha convertido en una herramienta fundamental en muchas
ramas de la ingenierfa y otras dreas tan diversas como bio-tecnologfa y economia, ciencias
que requieren la existencia de modelos precisos de sistemas que posibiliten el anélisis, la
simulacion y el diseno e implementacién de estrategias de control..Existen numerosos procesos
y métodos de identificacién tanto paramétrica [41] como no paramétrica [44], que ofrecen
informacion variada sobre el sistema en estudio,

En [40] se introducen métodos de identificacién de pardmetros utilizando redes neuronales,
este tipo de técnica ha tenido mucho éxito, debido a la propiedad de las redes neuronales de
adaptarse al medio ambiente.

Son bien conocidas las propiedades de las redes neuronales multi capa para funcionar
como aproximador universal [46], esto es, sea f(x) : R" — R™ una funcién suave, entonces

dado un conjunto compacto S € R" y ey un numero positivo, entonces existe una RNM de
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dos capas, tal que

fx)=Wre(VTz) +¢ (5.1)

con |le|| = en para toda x € S, el pardmetro € es la funcién de error de aproximacion de la

red neuronal. Nos interesa identificar sistemas del tipo discreto, que tienen la forma:

w(k+1) = f[a(k), u(k)] (5.2)
y(k) = hlz(k)] (5:3)

donde u(k) € R™ es el vector de entrada, z(k) € R™ es el vector de estados, y y(k) € R' es el

vector de salida. f y h son en general funciones suaves no lineales, f,h € C* k=0,1,...N—1.

La funciones wavelets han sido utilizadas para realizar identificacién de sistemas de forma
analitica, podemos ver [45], [12] y [55]. Sin embargo la implementacién de esas técnicas resulta
pesado computacionalmente, ya que se requiere la implementacién de la transformada rapida
wavelet en varias ocasiones, la alternativas es utilizar redes neuronales wavelet, ver [29] y [36].
Sin embargo en [29] se realiza la identificacién del la planta utilizando una funcién wavelet
Moorlet con una resolucién fija la cual se elige mediante un criterio que compara el resultado
de la identificacién realizada con distintas resoluciones, en [36] se aprovecha la propiedad
de multi resolucién de las funciones wavelets, propone un estructura multi dimensional y se
utiliza la funcién Sombrero Mexicano, sin embargo es necesario establecer la condicién inicial

para el ensanchamiento mas pequeno a utilizar.

En [16] se demostré que se puede tener un neuro identificador estable sin hacer modifi-
cacion alguna en el algoritmo de aprendizaje ante la presencia de perturbaciones, el uso de
la teorfa de pasividad para sistemas continuos y sistemas discretos es una manera elegante de
analizar la estabilidad en el sistema, usamos estabilidad de entrada a los estados para obtener
las leyes de aprendizaje sin hacer modificaciones robustas. Con la red neuronal wavelet Haar
que se propone en esta tesis es posible realizar identificacién no paramétrica para sistemas

discretos, sin modificar robustamente el algoritmo de aprendizaje back propagation.
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5.2. Modelado de Sistemas No Lineales via Redes Neu-

ronales Wavelets Recurrentes

Almacenar informacién termporalmente es un problema en las Redes Neuronales Estati-
cas, y se realiza incluyendo retrasos en las entradas y las salidas, (4.16), (4.17), (4.18) y
(4.19). Sin embargo, es una representacién limitada, ya que solo puede almacenar un nu-
mero finito de entradas previas, una alternativa ha sido utilizar Redes Neuronales en las
cuales en su estructura existe al menos una retroalimentacién. Para este tipo de redes neu-
ronales retroalimentada en tiempo continuo se usa usualmente la terminologfa como Redes
Neuronales Diferenciales (DNN), y para tiempo discreto utilizamos el nombre de Redes Neu-
ronales Recurrentes (RNN). Algunas de las tareas para este tipo de redes son: La prediccién
de series, la identificacién y el control de sistemas dindmicos. La Figura 2.13 muestra las
diferentes arquitecturas de las redes dindmicas. Las Figuras (a) y (b) muestran redes con
recurrencia local, la primera una recurrencia en la misma capa y la segunda muestra una
recurrencia entre las capas ocultas. Las Figuras (c) y (d) muestran una recurrencia global,
donde la retroalimentacién va de la salida de la red a la entrada y en el segundo caso la

retroalimentacion solo llega a la segunda capa de la re .

FREG)

{4

4
A

Figura 5.1: Estrucutura de la Red Neuronal Recurrente
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Considerando la forma canénica de un sistema no lineal

Tepr = f (zp,up) (5.4)
ye = Cuay (5.5)
fG) R SR (5.6)

Donde 7 € R" es el vector de estado del sistema no lineal original a el tiempo de muestra
k, u; € R™ es la accién de control, C' € R es la matriz de salida, y, € R? es el vector de

salida. Las siguientes condiciones se consideran satisfechas por el sistema:

1. La funcién f (-, -) es lo suficientemente suave y satisface las condiciones de Lipschitz

con respecto a sus argumentos, esto es:

1S @) = f (s we) | < Ly flww — ynll + Lo lze — yil (5.7)
r,y € R wug,v, € R™

1. Existe una funcién de Lyapunov V;, tal que la diferencia entre las funciones al tiempo
k+ 1y k es acotado por:
Vigr = Vi < =\l ? (5.8)

2. El sistema original (5.4) puede representarse por:

Tpr1 = Azy + Wf‘l’l(xk) + Wz*\I’2(xk)U(k) + fx (5~9)

donde A € R™"; x;, € R™; w, € R™, Wi € R™F: Wi € R™ W, € RF! W, € R™*™ _f,

2
; 2
representa el error de modelado y es acotado como: kaH < ng + ngl|zklly. » n1,ne =
A fk
fx

ny,Ng € R+, A];k e R™" 0 < Afk
1. El error de modelado esta dado por

Af(xk, uk) = f(ZL‘k) + 51,]{: — [Al‘k + Wl*\Illxk + W;‘Ifgl’kuk]
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Donde ||§ 1 k” 1 <, la siguiente Y considerando la aproximacién al sistema discreto
b 5]

mediante una serie Wavelet Haar se tiene:

O =) wih, Ho (k) + py (k) (5.10)
g ()= w2, Hum (k) + piy () (5.11)

Utilizando una Red Neuronal Wavelet Recurrente (RNWR), del tipo Haar se tiene

FO = Wl Hun (k) + &1 () (5.12)
g() =" w2y Hpn (k) + &2 (k) (5.13)

se escribe el error de neuro identificacién como:

e(k) =

() =)+ (k) (5.14)
e (k) :

ST O+g () =F0)—g()+C(k) (5.15)

donde ( (k) = ¢ (k) + p (k) , € (k) es el error de aproximacién de la RNWR, ¢ (k) es acotada
e2 (k) < E, £ es una constante positiva desconocida. Se tiene que W (k) = W (k) — W*(k),
Escribimos el error de neuro identificacién como:

e(k)=r1()+g()+C(k) (5.16)

Escribiendo nuevamente el error en términos de series Wavelets Haar se tiene

e (k) = Wi (k) ¥y () + Wa (k) () + C (k) (5.17)

La identificaciéon de sistemas es la determinaciéon del modelo dindmico de un sistema de-
sconocido, que puede ser usado sub secuentemente en una retroalimentacién con propésito

de controlar el sistema.
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Por otro lado la estimacion de estados involucra la determinacién de los estados internos
desconocidos de un sistema dindmico. Existen diversas técnicas para la identificacién de los
estados, y ha sido un campo muy activo con muchos trabajos publicados, y gran parte de
estas técnicas utilizan redes neuronales las cuales han demostrado su eficiencia al aproximar

funciones no lineales.

5.3. Algoritmo Estable de Entrenamiento para Redes

Neuronales Wavelets Recurrentes.

En este trabajo consideramos la clase de sistemas no lineales discretos SISO gobernados
por n ecuaciones de diferencias no lineales, la salida del sistema y los estados algebraicos

estdn dados como:

w(k+1) = f(x(k), u(k) + G 2o = 2(0) (5.18)
y(k) = Cx(k) + (o (5.19)

donde z(k) € R™ es el vector de estados del sistema no lineal original a el tiempo de muestreo
k, u(k) € R™ es la accién de control, C' € R es el conocimiento a priori de la matriz de
salida, y(k) € R? es el vector de salida. De acuerdo al teorema de Stone-Weierstrass [18], el

sistema no lineal puede escribirse como
pr(k+1) = Ax(k) + o(Miz(k)) + o(M5x(k))U (k) + (k) (5.20)

donde M y M son pesos constantes que pueden minimizar el error de modelado £(k). Con
oy ¢ son funciones acotadas

Usando la teorfa Wavelet como aproximador universal, podemos re escribir la ecuacién
(5.20) como:

Bk + 1) = Aw(k) + Wi, (2(k)) + Wils(z(k)U (k) + (k) (5.21)

donde A € R™"; z(k) € R*; U(k) € R™ W} € R™F; Wy € R ¥, € R ¥, € R™™,
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Un sistema no lineal (5.18), el cual tienen entradas estables acotadas y salida acotadas
(BIBO), i.e., z y U son acotados. Uy = [u1,Us - - - U, 0,---0]" € R UK < 7. p(k)
es acotado con u? (k) < 71, 7 es una constante positiva no conocida. p? (k) es la norma del
vector la cual esta definida como 1 (k) = p2 (k) +---+p2 (k) , p (k) = [y (k) , -, (K)]" .
En el horizonte finito, & < K, cuando la identificacién del sistema se ha realizado, u? (k) es
acotado. Este sistema no lineal puede escribirse en forma de una serie de tiempo discreta

utilizando redes neuronales recurrentes wavelet Haar como:
BT (k+1) = AT (k) + WUy (1) + WaWs(24) Uy + &1 (k) (5.22)

donde T (k) € R™ representa el estado interno de la red neuronal. La matiz A € R"*" es
una matriz estable que sera después especificada. Las matrices W (k) , W (k) € R™™ son
los pesos de la Red Neuronal Wavelet Haar. e1 (k) es acotado de la forma ||g; (k)H2 <&, &

es una constante positiva no conocida. El error de neuro identificacién esta definido como:
e(k) = (k) —x (k)
De (5.21) y (5.22)

Be(k+1) = Ae (k) + (W; — W)Wy (z)+ (5.23)
+ (Wy = Wa) s (21U, — pu (k)

escribiendo W; (k) = Wy — W, (k) , entonces

Be (k+1) = Ae (k) + W (k) Uy (z)+ (5.24)
+ W (k) Ua(a)u(k) + € (k)

donde ¢ (k) = &1 (k) — uu (k) . El siguiente teorema ilustra un algoritmo de aprendizaje estable

para una red neuronal wavelet Haar de una sola capa.

Teorema 5.1 Sila Red Neuronal Wavelet Haar (5.22) es usada para identificar una planta

no lineal (5.18) y los eigenvalores de A son seleccionados como —1 < A (A) < 0, la siguiente
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ley de actualizacion gradiente sin modificacion robusta puede hacer el error de identificacion

e (k) acotado (estable en el sentido L)

Wi (k+1) = Wi (k) —n (k) Ur(z)e” (k) 5.25)
Wa (k+1) = W (k) — n (k) u(k) V2 (zr)e (k) (5.26)
donde n (k) satisface
1 7 e(k e(k
n(k:){ Y T e A N P
0 if Blle(k+ DI <lle ()]l

con<n<1.

Demostracion. Se selecciona la funcién candidata de Lyapunov de la forma
2

B = o)

(5.28)
— 2 —~ —~
donde le (k)H =S @ (B) = tr {WlT (k) W (k)} . De la ley de actualizacién (5.25)

Wi (k+ 1) = Wi (k) =1 (k) W ()" () (5.29)

entonces

AV (k) =V (k+1) =V (k)

=72 ) =y i )| |7 o

2
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Existe una constante 5 > 0, tal que si ||Se (k + 1)|| > |le (k)] , usando (5.24) y n(k) > 0,

de0<n<l1,,

donde

IN

IN

IN

| 1Be (k +1) — Ae (k) — ¢ (k)]
el (k) Be (k+1) — e’ (k) Ae (k)

R 1 () 17

R (k) @s () |

R + 20 (k) A (A) [le (k)|
)

l\')dw
o~
z =
S
o~

I
I
3
N
—_
I
[\
>
g
a\
I
=
|

s ()|

B 11 ()17 + [Julk
1+ ([0 () ||* + Jlu

+n,C* (k)

< —me? (k) +n¢® (k)

) E
el

n K
- 1 — 2\ (A) —
Sy Am (4) 1+/J

o = max ([ Wy () [|* + [lu(k) Pa(z) )

Wy (ax)e" (8)] — 2 (k) [[u(k)Wa(e)e” (k)
|

(5.30)
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de =1 < A(A)<0,7>0
nmin (0}) <V, < nméx (@7})

donde n x min (@?) y n x méx (w?) son Ke-funciones, y me? (k) es un Koo-funcién, n¢? (k)

es C-funcién, entonces Vj, admite la funcién suave ISS-Lyapunov, la dindmica de el error de
identificacion es estable de entrada a la salida, (input-to-state estable). La "ENTRADA”
corresponde a el segundo término de la tltima linea en (5.32), i.e., el error de modelado
C(k)=ce1(k)+ea(k)—pu(k), el ’"ESTADO” corresponde al el primer termino de la iltima
linea en (5.32), i.e., el error de identificacion e (k). Debido a que la "ENTRADA” ( (k)
es acotada y la dindmica es ISS, el .STADO" e (k) es acotado. Si fle(k+1)|| < |le(k)],
AV (k) = 0. V (k) es constante, W; (k) es constante. Entonces |le (k+ 1)|| < %He(kz)”,
% <1, e(k) es acotado. =

Comentario 5.1 La condicion (3 |le (k + 1)|| > ||e (k)| es dead-zone. Si 3 es seleccionada lo

suficientemente grande, la dead-zone se vuelve pequena.

5.4. Filtro Extendido de Kalman para el Entrenamien-

to de Redes Neuronales Wavelets Recurrentes.

Considerando la planta no lineal siguiente:

z(k+1) = f(x(k),u(k)) (5.33)
y(k) = Cx(k) (5.34)

Se propone la siguiente Red Neuronal Wavelet Haar para identificar (5.33).
Tk +1) = AZ(k) + Vigo Wiz (k)] + Vard [Waga(k)] u(k) (5.35)

donde 7 (k) € R™ represente el estado interno de la red neuronal. La matriz A € R"*" es

una matriz estable. Los pesos en la capa de salida son Vi, Vo, € R™™, los pesos Wiy,
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War € R™ ", o es una funcién wavelet Haar m — dimensional, ¢ = [0y - - -am]T, o(-) es
R™*™ una matriz diagonal wavelet Haar. De acuerdo con el teorema de Stone-Weierstrass
y las propiedades de densidad de las redes neuronales recurrentes [70], el sistema no lineal

(5.33) puede escribirse de la siguiente forma

z(k+1) = Az (k) + V1o Wiz (k)]
+Va10 [Wo (k)] u(k) — n(k)

donde n(k) = f[z(k),u(k)] — Ax(k) — Vi ko [Wike(k)] — Vaio [Warz(k)] u(k) es el error de

modelado con respecto a Vi i, Vo, Wa i y Wayg, y son pesos variantes en el tiempo los cuales

(5.36)

seran actualizado por un gradiente que minimice el error de identificacién. Por [70] nosotros
sabemos que para el termino 7(k) puede ser arbitrariamente pequeno para simplificar la
seleccién del nimero adecuado de neuronas en las capas ocultas (en este caso es m). En el
caso de dos variables independientes, una funcién suave f tiene la siguiente expansién en

series de Taylor
— 1 ] o 01"
_E : 0
f— E [($1—$1)8—%+($2—$2)8—M 0f+€ (537)

el coeficiente ¢ es el residuo de la formula de Taylor. Si tomamos x; y zycorrespondientes a
Wyt (k) y Vig, 29, 29 corresponde W0z (k) y V2, y define W g = Wi o= W2, Vi = Vo= V2,

entonces nosotros tenemos
‘/1,k0' {Wl,kx(k)] = ‘/100' [Wlol’ (k)} + @LkBLk =+ &1

donde V°, V2, W y W2 son un conjunto de condiciones iniciales conocidas para los pesos,
T T : y
By = [o,0'V5a]" € R 01y = [Vig, W] € R, ¢ es la derivada de la funcién

no lineal de activacién o (-) con respecto a Wy gz (k). De forma similar
Vot [Wopa (k)] u(k) = V' [Wgox (k)] u(k) + Og 1 Boy + €2

en donde By, = [¢u, ¢'diag(u)Vyx (k)]T, Oz = [Vay, WQTk]T Nosotros definimos el error

de modelado (k) = €1 + €2 — n(k), nosotros tenemos

y(k) = B O + (k) (5.38)
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con _ -
©
0, = @l’k = [Vl,k7W17:k7V2,k7W27:k}T
L sz i (5.39)
By = Bl’k = [0, o'V, du, ¢/ diag(u)Viha (k)]
2k |

la salida y(k) es
y(k) = 2(k + 1) — Ax(k) = Vo [WY'z (k)] = V5’6 [Wy'z (k)] u(k)

Ahora nosotros usamos la técnica del filtro de Kalman para entrenar la red neuronal wavelet
recurrente (5.35) tal que el error de identificacién ¢; (k) entre la planta (5.33) y la red neuronal
(5.35), i.e.,

€ (k) =x;(k) — x;(k)
es acotada. El pardmetro de la matriz O se supone una constante desconocida mas una
pequeno componente independiente aleatorio, en el proceso artificial el ruido €2 es definido
para servir el cambio, i.e., O = O + U, Y = [wi(k) - wn(k)]" . Re escribimos (5.38)

en espacio de estados con una sola salida.
{ 0: (k +1) = 6; (k) + wi(k)
yi (k) = B 0: (k) + G,
donde i = 1---n, 6; (k) € R*™ ' O = [0 (k), -0, (k)], y(k) = [y1 (k), - yn(K)], ¢ =
(¢, (k)--- ¢, (k)]", wi(k) es independiente de 6; (k).
+VPo Wi (k)] + Vo'é (Wi (k)] u(k)

(5.40)

Porque (; ;, y w;(k) son no correlacionados (w;(k) es independiente de 0; (k)), E {w;(k)(],} =
0.

Comentario 5.2 Fl vector de estados 0; (k) se asume como una constante desconocida con
un pequena componente aleatorio para permitir una estimacion adaptativa. Este paso aleato-

rio sirve como un ruido artificial en el proceso w;(k). Asumimos que se satisface
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Ry puede elegirse como ol , donde a es pequena y positiva. De hecho, si no tenemos un cambio
durante el intervalo de tiempo, Ry tiende a cero, y llega a el algoritmo de minimos cuadrados.
No se esperan cambios en la planta durante todo el tiempo de interés, la covarianza de el

proceso de ruidos (, ;. puede asumirse como

E {QkC?k} = Ry

FEsas ideas pueden encontrarse en [71] y [72], pero [72] aplica el filtro de Kalman para una red

del tipo feedforward. Nosotros usamos el filtro de Kalman para redes wavelet Haar recurrentes.

Usamos n filtros de Kalman para estimar los pesos. Para el i — esimo sub sistema el

observador es

{ 0; (k+1) = 0, (k) + K [y: (k) — 5 (k)] (5.42)

Ui (k) = By 0; (k)
donde y; (k) es el estado estimado de y; (k), K es la ganancia del observador. El error de
estimacion del estado estd definido como

0i (k) = 0: (k) — 0; (k) (5.43)

Sustituyendo (5.40) y (5.42) en (5.43)

0; (k+1) = [I — KB 0; (k) + wi(k) — K, (5.44)

Definimos el indice de referencias P, € RY™*4™ el cual usa la covarianza

iy -5 5] 53

Por (5.40) y E [wi(k)] = 0, nosotros tenemos E[0; (k+1)] = E[0; (k)] + E [w;(k)] = 0,
E0; (k+1)] = E[; (k)] = E[0; (1)] = 0. Porque E(éz (k) =0, E(gz (k) = E(0: (k) —
E®®; (k)) = 0. So

P=E {”éi (k) 0, (k)} (5.45)
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Sustituimos (5.44) en (5.45)
Pew = B {8 (h + 1), (k+ D}
- K80 800 ) - 1,
< [(1 = KBE) B (k) + (k) — KG]

—(I-KBIE {ei (k) 8, (k)} (I - KBY)" + E{w(k)wi(k)"} + KE{¢,,¢h) K7

)

=K

—l—cross—terms(gi, wi(k), Cz‘,k)

Debido a que 6; (k), wi(k) y (; 1 son independientes, los términos cruzados de (0, wi(k), ¢ ix)
son cero. Entonces Py es
Py = Py + Ry — P.By, (Rz + BngBk)_l Bng
_ AT
+ |K = BBy (Ro + BERB) ™| (Ro + BEPLBL) x [ K — PBy (Ro + BERuB) |
El tltimo término [ (Rg + B,{PkBk) []T >0,y P, >0, Ry > 0. Si queremos minimizar P 1,

tenemos que hacer el dltimo término cero, i.e., K — P, B;, (Rg + B,;FPkBk)_l = (. Entonces

la ganancia del observador es seleccionada como:
K = P.By (Ry + BIF.By) (5.46)
Por (5.46), Py11 se escribe como:

Pyi1 =Py + Ry — PyBy, (Ro + Bk;TPk:BkY1 B[ P

5.47
=Ry + [I — KBf| P, (547

—

5.42), (5.46) y (5.47) son la extension del filtro de Kalman para el aprendizaje de los pesos

)

)

i (k) de las redes neuronales wavelet Haar recurrentes

0; (k+1) = 0; (k) — Kye; (k)
5 (k) = BLO; (k)

Pyi1 = Ry + [I — KixBL| P,
Ky, = P,By (Ry + Bl P.By,)~

(5.48)

1

donde
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Comentario 5.3 El error de Kalman e; (k) no es igual al error de identificacion €; (k) =
zi(k) — x;(k), sin embargo ambos son minimizados al mismo tiempo. De (5.35) y (5.36),

tenemos

Teniendo la relacion

Debido a que |a;| <1

lei (k)| < e (0 |+Z|ez

Por lo que €; (0) es una constante, la minimizacion del error de Kalman e; (j) implica que el

limite superior del error de identificacion €; (k) es minimizado.

Comentario 5.4 Fl observador (5.42) es para cada subsistema. Este método puede reducir
la carga computacional cuando se estima el peso de la red neuronal recurrente, ver [20] y [73].
Sabemos que la matriz By, depende de los pardmetros Vi’ y Vyly, y estos no afectaran el algo-
ritmo de actualizacion de los pardmetros (5.48), porque el pardmetro desconocido 0, (k+1)

es calculado por el pardmetro conocido @ (k) y By . Para cada elemento ©F y By, en (5.48),

tenemos
Vigtr = Vig — %U (Wi (k)] e (k) (5.50)
Wi = Wi — mgl (Wi (k)] Vil z(k)e™ (k) .

que tiene la misma forma que el algoritmo BackPropagation [20], pero el indice de aprendizaje

By
Ro+BL P By,

cual es la principal razon de porque el aprendizaje con el filtro de Kalman tiene una mayor

no es una constante positiva, es la matriz que cambia a través del tiempo. Lo

velocidad de convergencia. Como [73] como se seriala, Ry > 0 puede incrementar la velocidad

de convergencia.
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A continuacién usaremos la teoria de estabilidad de Lyapunov para probar el algoritmo de
aprendizaje usando el filtro de Kalman (5.48) con zona muerta es estable para la identificacion

de sistemas. Por (5.40), (5.42) se convierte en
i (k) = ByO:(k) + i (5.51)

donde 6;(k) = 6,(k) — /051(/{), i =1---n. Nosotros modificamos el filtro extendido de Kalman

(5.48) como filtro de zona muerta de Kalman

| ~ (5.52)
i(k) = Bl 0:(k)
donde Ry = Ry + B[ Py By, es escalar,
—2
] ek Rikeﬁ(k) ZR%Q 553
Sk = 1 9 3 =2 ( . )
7€ (k) <%

¢, es el limite superior de la incertidumbre ¢ ik K Zk‘ <

Teorema 5.2 El filtro de Kalman de zona muerta (5.52) puede asegurar el error de identifi-
cacion €;(k) y acotar los pesos de la red. Existe T € (0,00) el error a la salida e;(k) converge

a el conjunto residuo

1 3 =2
D,, =<e¢; —e2(k) < —(; 54
o= et | ek < 5.2 (5.54
Demostracién. Definimos la siguiente funcién de Lyapunov
V(k) =6 (k)P '0:(k) (5.55)

definimos Py, = [I - K, kB,ﬂ Py, dado que Pyi1 = Ppy1+ Ri, R1 > 0, entonces 27 P, 12 >
2TPi2 >0y xT?,;ilx > TP Lz > 0. Aplicado a (5.55)

AV (k) = 0; (k+ 1) Py 0,(k + 1) — 0 (k) P20,(k)

9 N N N 5.56
<0, (k+1)Pri 0k + 1) — 0, (k) P710:(k) (5.56)



5.4 Filtro Extendido de Kalman para el Entrenamiento de Redes Neuronales Wavelets
Recurrentes. 101

Primero, consideramos el caso €?(k) > 3@2 y RikPkBkBkTPk > R;. Entonces sy = e;(k).
Substituyendo (5.51) en (5.52) tenemos

. . 1 ~ 1
0:(k +1) = 0;(k) — EPkBkngi(k> - R_kPkBkCi(k) (5.57)

De (5.52), (5.51) y (5.57), tenemos

. y 1 3
7 . Ry, P . (558)

De (547) sabemos que Pk+1 = ?k—&-l + Rl. Entonces ?k—&-l = Pk - RLkPkBk:B]sza ?k.:,_lpk_l =
— RikPkBkBg, (5.58) tenemos que

~ 1 —
Pryi0i(k +1) = P '6;(k) — FkPkilj_DkB,cg“i,k (5.59)
substituyendo (5.59) en (5.56) obtenemos

AV () < [k + 1) = Bu(h) PG

=T (5.60)
1 __1
_R—le (k‘ + 1)Pk+1PkBkCi,k
~ ~ T
ahora [0;(k+1) — 92(/{)] es substituido por (5.57), (5.60) es
%9 (k+ 1)Pk+1PkBkCzk

El dltimo término de (5.61) es
T --
%_’:Qi (k + I)Pk—ll—lpkBk; ZkBTPkPkJrle (k+1)
= gR: Bl'P, [Pk_IQi(k) ~ Pk+1PkB’“Civ’“]
Cs 0 ¢ 2
= 5Bl 0i(k) - R—gBIZPkPk+1PkBk

Ahora, aplicando el lema de inversa de matriz para Py, = P, — RikPkBkBkTPk

(A+BCD) ' =A™ — A'B(DA'B+ ') DA™ (5.62)
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con A = P, B= By, C™' = Ry, D= BJ, R, = Ry + B FuBy, 50 Py, = P, ' + - B, BT,

Rik < 7; (5.61) se llega a

AV(E) < =0, (DBBL(K) =~ 4 BEB 0
- CR: BkT@ (k) BngPk+1Pk:Bk

5.63
+ (Rk =Bl P, <P + BkBT> PkBk> g (5:63)
- -4 [BTe () +Cis]
+ (1 + = BIPBy+ 75 (BERBY)®)
Usando (5.51), (5.63) nos da
AV (k) < —gei (k)
1 BI P, By, (BngBk)2 2
+R2 (1 + RQ#»BEP]QB)C + (Rz_'_BIZ“PkBk)z) C-i,k
AV (k) < —g-el(k) + 3 1+ 1+ 1),
Entonces
AV (k) < —ie%) + iZ? (5.64)
T Ry Ry

donde |¢; ;| < ;. Debido que g-€2(k) >

se tiene que

Z y con Ry > 0, entonces AV (k) < 0. También

s

De (5.48) tenemos P41 = Py—5- Py B B{ Py+Ry,porque 7~ HPkBkBkTPkH > ||Ry], 2" Pt >
2'P e

0, (k)PCY0:(k) < 0, (1) Pr20; (1) < Amax (P7Y)

(2

Mo (P [Pt < 8 ) 6k
<0, (k)P 0u(k)

7

elegimos Apin (Pl_l) # 0, entonces

2Rl
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Ry Ci
(k+1) = 0;(k), 0;(k) es acotado. Para todos los casos, los pesos 6;(k) son acotados. De

(5.51) sabemos que la acotacién de B[, 0;(k) y (;, implicando que e; (k) es acotado, P es
también acotado (5.45). De (5.35) el error de identificacién ¢;(k) es acotado.

@(k) es acotada. Por otro lado, si =e?(k) < R%Z? 0 Rik HPkBkBZ:Pk” < ||Ry|| sk = 0,
0;

Debido a que e?(k) es acotado, es acotado para todo el tiempo e?(k) > 3@2 Teniendo
T; denota el intervalo del tiempo durante el cual (k) > 3222 (a) Si solo se tiene tiempo
finito €?(k) que permanece fuera del circulo de radio 3@2 (y entonces re ingresa), e?(k)

eventualmente se colocara dentro del circulo. (b) Si €Z(k) deja el circulo un numero infinito

2

de veces, entonces el numero de veces que e; (k) sale del circulo es finito,

Y Tj<oo, limT;=0 (5.65)
j=1

j—00
Entonces e (k) es acotado via un conjunto invariante. Dado €7 ;(k) denota el error de seguimien-
to mas grande durante el intervalos 7. Entonces (5.65) y que €7 ;(k) es acotado, implica que

’ 1 2 3 =2 .
kh_{go {_R_kei (k) + EQ‘ =0

Teniendo Rikeﬁj(k) convergers a R%Z?, y se cumple (5.54). m

Comentario 5.5 Fste resultado puede considerarse como una extension de [?] para redes
neuronales recurrentes. La principal diferencia tedrica es que mosotros aplicamos la zona
muerta para el aprendizaje de redes neuronales. La zona muerta s depende de dos sistemas
de ruido (5.40), wi(k) (corresponde a R1) y (; (corresponde a E?) Si los pesos convergen a

el mismo valor (no el peso dptimo), (5.41) puede expresarse como

E{o(t)} =0, E{w(B)w(k)’y = R = R,

k
. [ alk) Feih) = £
Podemos escribir la zona muerta como s = o 52 que solo depende de

Cix- En la prueba del Teorema 1, después de (5.64) nosotros tenemos

0, (k+1)PrL0:(k+1) < 6; (1) P70: (1)
~ 2
< s (P [[00)|
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De (5.48) sabemos que
Py =P+ Ry — RLkPkBkBng
<P+R <P +kRi=P+R

Entonces P,ly > (P + R1)71 ;

0, (k+ )P0,k +1) > 0, (k+1) (P +Fy)  Bi(k + 1)
— 1\ |~ 2
> A (P4 ) ™) [0+ 1)
elegimos Py tal que Ay <(P1 + El)&) £ 0, entonces
7z 71 ~
A@;(kf + 1) 2 < )\max (Pl ) 91(1) 2

)\min ((Pl +§1)_1)
Y se llega al mismo resultado que el Teorema 1

Los siguiente pasos muestran como entrenar los pesos de una red neuronal recurrente con

el algoritmo del filtro de Kalman en zona muerta:

1. Construir la red neuronal recurrente (5.35) para identificar el sistema no lineal de-

sconocido (5.33). La matriz A es seleccionada para que sea estable.
2. Re escribimos la red neuronal en su forma lineal y(k) = Bl ©x+((k), O = [Viy, Wi, Vag, WQT,J g

— (04 (k) -+ 0 (K)], B = [0, 0"V, du, ¢/ diag(w) Vi (k)]
3. Los pesos se entrenan como
~ ~ ~ ~\ 1 ~ o~
0,(k + 1) = 0,(k) — sy (R2 + B,Z“PkBk> P.By, By
~ ~ T
= [0V, Gu, ¢/ ding () Vo (k)|

La zona muerta s; es definida en (5.53), Ry es elegido como una constante positiva

pequefia. Ry y (; son elegidas constantes positivas.
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4. Py cambia con el algoritmo del filtro de Kalman:

Pii1 = Ry + [I—KkBkT] Py, Ky,
— P.By (Ry + B PBy) ™

Con condiciones iniciales para los pesos @(0) y Py > 0, podemos inicializar la identifi-

cacién de los sistemas con la red neuronal recurrente.

Comentario 5.6 Se han implementado dinstintos algoritmos de aprendizaje para determi-
nar los coeficientes de la red neuronal wavelet Haar, el algortimo del filtro extendido de
Kalman presenta mejores resultados en convergencia al resultado al evitar minimos locales,
sin embargo representa computacionalmente una carga mayor, por otro lado el algortimo
Back Propagation es muy sencillo de implementar sin embargo puede caer en minimos lo-

cales.

5.5. Simulaciones

5.5.1. Modelado del sistema Mackey-Glass

La ecuacién Mackey-Glass es una ecuacion diferencias con retraso con la forma

dx Tr

E:51+x¢

— vz, donde v, 5,n <0,

con (3,7, T,n nimeros reales, y x, representa el valor de la variable z al tiempo (t — 7).
Dependiendo el valor de los pardmetros, esta ecuacién muestra un comportamiento periédico
y un comportamiento cadtico. Usando = 0,2,7v=0,1,7 = 17,n = 10.

Hacemos la identificaciéon usando el algoritmo evolutivo visto en el capitulo anterior y

tenemos.
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APROXIMACION USANDO WHNN CON 16 TERMINOS
14 T T T T

12r — J

0.8f=

0.6

0.4

0.2r b

\ \ \ \ \
0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 5.2: Aproximacién usando WHNN con 16 términos.

5.5.2. Modelo Matematico de la infeccién de VIH

El modelo bésico de la dindmica de la infeccién por el virus del VIH es descrita por un
modelo 3-D de tiempo discreto, dicho modelo se desarrolla en [79]. Este modelo esta dado

Ccomo:
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APROXIMACION USANDO WHNN CON 32 TERMINOS

0.9
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0.7

0.6

0.5

0.4r

0.2r

01 \ \ \ \ \
0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 5.3: Aproximacién usando WHNN con 32 términos.

T =5+ (1 =0)T) — BTxVi + p(Tk, Vi)
TI:H =0TV + (1 — )T}
Vier = kT + (1 = )Vi

107

(5.66)
(5.67)
(5.68)

incluye la dindmica de las células no infectadas CD4+ T-cells, las células infectadas CD4-+
T-cells, y los virus. p(T,V) =r (L) es la proliferacion de CD4+ T-cells. En el modelo 3-D,

KV

T(CD4/mm?) representa la cantidad de células no infectadas CD4+ T-cells, T (C' D4 /mm?)
representa la cantidad de células infectadas CD4+T-cells, y V (RNA copies/ ml) representa
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APROXIMACION USANDO WHNN CON 128 TERMINOS
1 [ 1 1 1 1 T

0.¢lf e 1

0.8 | B

0.5r ! 1 4 N

- '
0.4¢ i ¥ 1

=5
i

0.3r b
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0.1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 5.4: Aproximacién usando WHNN con 128 términos.

los virus libres. Las particulas de virus libres infectan a las células sanas a una razén de
proporcional tanto a T como a V (ST'V ). Ellas son removidas del sistema a una razén de c.
En (5.66), se asume que las células sanas CD4+ T-cells, son producidas a un ritmo constante
s. Esta es un modelo simple de la produccién de las células CD4+T-cells. i representa la taza
con la que las células infectadas son removidas del sistema. Los términos p(7,V) = r (%)
modelan la proliferacién de células infectadas, donde r es indice méximo de proliferacién. K

es la constante media de proliferacién.

Los parametros usados en la simulacién fueron tomados de [79]: s = 10,0 = 0,01, 4 =

0,09,k = 1000, ¢ = 0,031, = 0. Y las condiciones iniciales fueron elegidas como:
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APROXIMACION USANDO WHNN CON 256 TERMINOS
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Figura 5.5: Aproximacién usando WHNN con 256 términos.

De [80], tomamos la matriz A como:

Ty = 1000C Dy /mm?®
Ty = 50C D, /mm?®
Vo = 100 copies/ml

Vi = 100 copies/ml

109
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121073 0 0
A= 0 0,22 0
0 0 —0,255

Mot infected cells

— — Model
HWRHNMN

100 200 300 400 500 600

Error (HWRNN-Model)

100 200 300 400 500 600

Figura 5.6: Celulas no Infectadas
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Infected cells
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Figura 5.7: Celulas Infectadas
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Figura 5.8: Celulas Libres de Virus



Capitulo 6

Modelado de Series de Tiempo via
Redes Neuro Difusas Wavelet.

6.1. Introduccién

El concepto de la l6gica difusa estd basado en lo relativo, y se encuentra en los fenémenos
que se producen cominmente en el medio natural mundo y como el cerebro humano para
percibir, reconocer y categorizar utiliza una serie de reglas que establecen una diferenciacién
en las observaciones. La légica difusa se encuentra donde los limites en los conceptos y
las observaciones no son claras y son vagas., La logica difusa permite tratar informacién
imprecisa, en términos de conjuntos difusos se tiene que estos conjuntos se combinan en
reglas para definir acciones, la teorfa de légica difusa parte de la teorfa cldsica de conjuntos,
anadiendo una funcién de pertenencia al conjunto, definida ésta como un nimero real entre
0 y 1, asf se introduce el concepto de légica difusa determinado a un valor lingiiistico. Para
cada conjunto o subconjunto difuso se define una funcién de pertenencia f 4 (t), que indica
el grado en el cual la variable ¢ estd incluida en el concepto que esta representado por la

etiqueta A. En se tiene la definicién de un conjunto difuso.

Definicién 6.1 Un conjunto difuso A en un universo dado U es aquel que para cualquier



114 Modelado de Series de Tiempo via Redes Neuro Difusas Wavelet.

u € U, hay un correspondiente nimero real en 4 (u) € [0, 1] para u, donde j4 (u) es llamada

el grado de membresia de u perteneciente a el conjunto A.

Esto significa que hay un mapeo

MA:UH[()?:[]? UHMA(U)

dicho mapeo es llamado la funcién de membresia del conjunto A.
Un sistema difuso es un sistema basado en el conocimiento y una coleccién de reglas, del

tipo SI-ENTONCES, tres tipos de reglas son utilizadas usualmente en la literatura [64]:

1. Sistemas difusos puros.
2. Takagi-Sugeno-Kang (TSK).
3. Sistemas difusos con fusificador y dedifusificador.

La configuracion bésica del sistema difuso puro se muestra en la Figura 6.1 .En el sistema
bésico tenemos en la entrada un conjunto de reglas difusos, que son mapeadas por un motor
de inferencia difuso a otro conjunto de reglas difusas, el principal problema con los sistemas
difusos puros es que las entradas y las salidas con conjuntos difusos, los sistemas TSK hacen
un mapeo de variables de valor real a una salida de valores reales, su estructura se observa
en la Figura 6.2. El sistema difuso con fusificador-defusificador, transforma una entrada de
valores reales a un conjunto de variables difusas para tratarlas usando un motor de inferencia
difusa que mapea con un dedifusificador a variables reales.

Al combinar los sistemas difusos con las redes neuronales se adquiere la capacidad de
aprendizaje de reglas lingiiisticas y optimizar las ya existentes. Lo que significa crear una
base de reglas o funciones de membresia basadas en el entrenamiento de datos presentados
como un problema de aprendizaje. Los sistemas neuro difusos combinan la habilidad de
aprender de las redes neuronales, con la propiedad de inferencia de los sistemas difusos [65],
[63], [67] Para crear la base de reglas se debe tener una funcién de membresia inicial, se

encuentran tres formas de crear estd base de reglas :
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Base de Reglas
Difusas

Motor de
L )\nferencia Difusa :>

Conjunto Conjunto
Difuso U Difuso V

Figura 6.1: Configuracién Bésica de un Sistema Difuso Puro

1. El sistema difuso comienza sin reglas, y crea nuevas reglas cuando el problema de
aprendizaje se resuelve. La creacién de una nueva regla se obtiene por un patrén de

entrenamiento.

2. El sistema comienza con todas las reglas que pueden ser creadas debido a la particiéon

de las variables y borra las reglas insuficientes de la base de reglas

3. El sistema comienza con una base de reglas (posiblemente escogida al azar) con un
cierto nimero de reglas que son reemplazadas durante el aprendizaje mientras se revisa

la consistencia de la base de reglas a cada paso.

Los modelos neuro difusos mas usados son Mamdani y TSK, en los sistemas neuro difusos
del tipo Mamdani, la implicacién difusa minima es usada en el razonamiento difuso [68], por
otro lado, el modelo TSK para redes neuro difusas, la consecuencia de cada regla es la
entrada a una funcién.[69]. Los sistemas neuro difusos han sido probados ampliamente y
han demostrado su efectividad en problemas de aproximacion de funciones, identificacién de

sistemas no lineales y control.
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Base de Reglas
Difusas

Ponderacion de >

Pesos

xenU yenv

Figura 6.2: Configuracién Bésica de un Sistema Difuso del tipo Takagi-Sugeno-Kang.

El modelo Mandani se representa por las reglas difusas en la forma siguiente:

R': sizes Ay y 29 s Ao ¥,...,xn €5 A,,; entonces y1 €s Bi; ¥,...,Ym €S B (6.1)

en donde tanto la parte antecedente como la parte consecuente esta formado por etiquetas
lingiiisticas (A, B) de conjuntos difusos, este tipo de técnica ofrece una expresion cualitativa
del sistema, es decir hay un mapeo de la entrada lingiifstica X = [z1,...,2,] € R" a una
variable de salida lingiifstica. Ay;, ..., By,; son conjuntos difusos, para cada variable lingiiistica
x;, U; es el universo de colecciéon de posibles patrones; x; € U;, i = 1,2,..,n. Sea U un
producto cartesiano de universos U = Uy X Uy X ... x U,,. Y sea V el universo de y. Se tienen
m funciones de membresia para cada z;, i = 1,2, ..., n. Produciendo medidas de membresia
para cada variable con respecto a los conjuntos difusos Ayn; y B, ¥ 4. (xn) : U; — [0,1] y
s, (4) V= [0.1].

Cada una de las reglas logicas difusas puede ser representado por una relacién difusa
R = (A y Ay y ...y Api) — B™ definido en Uy X Uy X ... X U,, x V. Donde el operador
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Base de Reglas

Difusas
Difusificador Desdifusificador )
xenU yenV
Conjunto Conjunto
Difuso U Motor de Difuso V

Inferencia Difusa

Figura 6.3: Configuracién Bésica de un Sistema Difuso con Fusificador y Desfusificador.

producto para la relacién difusa se escribe como:

#’Ri (:Ul, et xn? y) = /“LAli (Il) BEEEE /J’A,“ (xn) ' IU’B” (y) (6'2)

Las relaciones difusas R forman la relacién completa R ENTONCES como una unién

difusa de la siguiente manera:

MR(Jflw--,me/) :\/,URZ ('rlw“axnay) (63)
1=1

donde \/ denota el operador max.

Las tipicas reglas de RWF se describen a continuacién:
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R':Sizyes Ajyzries Al y ...y zg es A,
T
A k
entonces 1; = E (CRVRT s
k=1
Y Wm;eR
Usando el bien conocido mecanismo de inferencia TSK se tiene

N - ()
pil) = Zle ()

La salida de la Red Neuro Difusa Wavelet esta dada por:

(6.4)

>t Hi®)Ti
g = L = N (), (6.5)
> i1 M) P

donde p,;(x) = Hj’:1 A’ (z;), se puede observar que segun este planteamiento cada i —
esima regla corresponde a un solo nivel de escalamiento,

Como se ha visto en capitulos anteriores, hay dos tipos de estructuras de redes neuronales
wavelets, una donde los pardmetros de traslacién y ensanchamiento son fijos y otra estruc-
tura donde esos pardmetros son ajustados por algin sistema de aprendizaje, se propone un
algoritmo para encontrar los mejores valores para m y n, de una red wavelet, sin embargo
se parte de pre establecer cuantas neuronas se utilizaran, y para conocer los valores 6ptimos

que tomara el coeficiente de ensanchamiento es necesario

f(:E) ~ Zwmnqjmn(x)

donde wy,, = (f, S71,,,) .
Los sistemas neuro difusos en combinaciéon con una estructura Wavelet es una buena
idea, donde se pueden aprovechar tanto las ventajas de un sistema neuro difuso del tipo

Mamdani como un TSK, como sabemos un sistema de tipo Mamdani, se puede ver como
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aproximaciones lineales locales, en donde cada regla junto con su respuesta ENTONCES
representa una particion de el espacio de salida.

Este tipo de estructura ha sido utilizada en [58], [54], sin embargo se ha desaprovechado
el valor de el conocimiento previo y de las variables lingusticas, del algoritmo order-FW'T
se observa que partiendo de arreglo, se inicia el algoritmos haciendo diferencias entre dos
valores continuos, y se determina el valor de el coeficiente wavelet de la iteracién [, y la
siguiente iteracién hard la diferencia de las diferencias, lo que hace evidente que si no hay
cambio entre dos valores continuos, la diferencia sera cero, y el coeficiente wavelet producto
de esa diferencia sera cero, esta diferencia entre dos elementos continuos del arreglo es la
determinacién de la pendiente de la funcién a el paso k, lo que nos resulta que si establecemos
una serie de reglas determinadas por la pendiente a el paso k, podemos tener una estructura

neuronal donde se eliminen los coeficientes wavelets que tendrén valor igual a cero.

6.2. Algoritmo de Aprendizaje

Las RN'W tienen grandes ventajas como aproximador universal sobre las redes neuronales
multicapa, sin embargo determinar los valores de la traslacién y ensanchamiento representa
un problema que se necesita solucionar, usualmente dos diferentes métodos se han propuesto,
el primero determina un niimero determinado de valores para el ensanchamiento y traslacion
y solo la capa de salida es ajustada con un peso, el otro tipo es una base variable donde
los pardametros de traslacién y ensanchamiento son ajustados utilizando capas ocultas de la
red neuronal, como se vio en los capitulos anteriores, es posible establecer una estructura
creciente de una red neuronal que modifica su estructura dependiendo un indice de desem-
peno. Una alternativa al uso de capas ocultas para ajustar los pardmetros de traslacion y
ensanchamiento ha sido utilizar sistemas difusos, en [54], se aprovecha que el pardmetro de
resolucién tiene interpretaciones fisicas claras para ajustar la aproximacién y se establece un
conjunto de reglas segun el modelo fuzzy Takagi-Sugeno-Kang (TSK) [63].

Un modelo Red Neuro Difuso Wavelet (RNDW) permite hacer mejores aproximaciones

sin la necesidad de aumentar el niimero de neuronas, el modelo TSK consiste en una serie
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de reglas que particiona el espacio en modelos locales, cada regla fuzzy corresponde a una
wavelet con un valor especifico de resolucién. Una tipica RNDW puede describirse por las
siguientes reglas:

Un modelo difuso se presenta como una coleccién de reglas difusas de la siguiente forma
(Mamdani fuzzy model [62])

R': IF 21 is Ay; and @y is Ay and -+ m, is A,; THEN 7} is By; and - - -3, is B (6.6)

Se tienes [(i = 1,2---1) IF-THEN reglas para mapear de un vector de entrada lingiiistico
X = [z1---x,] € R" a una salida linguistica }A/(k) = [y1-- @m]T € R Ay Ay y
By, - - - B,,; son conjuntos difusos. Cada variable de entrada x; tiene I; conjuntos difusos. En
el caso de una conexién completa, [ =13 X Iy X - - - 1,,. De [68] sabemos que la salida p, de un

sistema difuso puede expresarse como

) (i) £

=1

donde p 4, esla funcién de membresfa del conjunto difuso Aj;, wy,; es el punto donde pp ; = 1.

R SizyesAlympes Ayy ...y zqes AL, (6.8)
A _ k q
entonces 7J; = ZwM tk\I/M tk (x), M;eZt'eR (6.9)
Y Wy e € R, xr e R?

Donde R es la i — esima regla (1 <i<c¢); z; (1 < j < q) es la variable j de x;T; es el
nimero total de wavelets para la regla ¢ — esima, Se tiene también que ¥; es la salida del
modelo local para la regla R, que es igual a la combinacién lineal de el conjunto finito de

(k)
wavelets ¥ M, 15
chamiento correspondiente a la wavelet k.Finalmente, A; es el conjunto fuzzy caracterizado

(x) con el mismo valor de ensanchamiento M; € Z.t¥ es el valor de ensan-

por la siguiente funcién Gausiana de membresfa, y A;'- (x;) es el grado de membresia de z; en

A’ denotado por:
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7
Pj3

A; (ZL‘]) = 6—|(acj—p§-1)/p;-2

. 2 P§3/2
. ip;?)
<<(””fp3‘1)/pj2 > )

Pobly € RyO0<ply<5

= €

donde p§-1 representa el centro de la funcién de membresia, p§-2 y p§-3 determinan la anchura
y la forma de la funcién de membresia. La Red Neuro Difusa Wavelet tiene una estructura

de siete capas que se muestra en la Figura 6.4.

Figura 6.4: Estructura de la Red Neuro Difiisa Wavelet

Donde la Capa 1 es la capa de entrada. Las neuronas pasan la senal de entrada =1, zo, ..., T,
a la segunda capa. La segunda capa es la capa de fusificacién, cada neurona en esta capa es
una funcién de membresia en la parte SI de la regla, la salida de esta capa es el valor de la
funcién de membresia, hay en total /; Funciones de membresia para la primera entrada, [5
para la segunda entrada, y asi consecutivamente, la siguiente ecuacién muestra la funcién de

membresia ¢; del tipo Gausiana para la entrada j.
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7 = 1L,2,...n
i = 1,2,

La capa tercera es la capa de la regla difusa, cada neurona en estd capa presenta una
regla difusa. En estd capa se usa la multiplicacién como el operador AND. La salida del nodo

[ es:

n

_ i
= HAj (x;) (6.10)
=1
cada posible combinacién de entradas en la funcién de membresia representa una regla
difusa.
La cuarta capa es la capa de normalizacion, en donde cada neurona en esta capa calcula

el factor de normalizacion de la regla [ por:

i=—L (=1,..,m) (6.11)

la salida de estd capa es la contribucién a el resultado final.

La capa numero cinco computa el valor del peso de salida de la siguiente forma:

fi =9y, (l =1, ,m) (612)

donde:

U, = Zwile,C(IE) (6.13)
i=l
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recordando que H, () corresponde a la funcién wavelet Haar

1sib2° <z < (b+1)2°,
Hye(r) =9 —1si(b+13)2°<a<(b+1)2°

0 otro caso.

La sexta capa calcula la salida como la sumatoria de la salidas de la capa previa, y esta

definida como:

y=>_h (6.14)
=1

Esté red neuro difusa wavelet es capaz de seguir e identificar cualquier sistema no lineal

Considerando la planta no lineal siguiente:

z(k+1) = f(z(k),u(k)) (6.15)
y(k) = Cz(k) (6.16)

En esta red Neuro Difusa Wavelet usamos un algoritmo de gradiente descendente con un
indice de aprendizaje adaptable para asegurar la convergencia y la velocidad de aprendizaje.
Los pardametros que se aprenderdn serdn los de la funcién de membresia y los pardmetros
de traslacién y ensanchamiento de la funcién wavelet, (b, ¢;;) . Se presenta dividido en tres
distintos algoritmos, el primero damos por fijo el valor de los pardmetros de ensanchamiento
y traslaciéon de la funcién Wavelet Haar y de igual forma se da por conocida la funcién
de membresia Aj- y aprendemos solo pesos de red neuronal wavelet. El segundo algoritmo
considera como fijos el ensanchamiento y traslacién de la ficcién Haar y entrena el valor
de la funcién de membresia., en el tercer caso, se entrenan los pardmetros de traslacién y
ensanchamiento, asi como el coeficiente de la serie wavelet.

Iniciamos por definir el error a la salida de la RNDH como la diferencia con respecto a

la funcién a aprender,

e(k) = y(k) —y(k). (6.17)
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y error cuadratico medio €, se escribe como sigue:
1 2
e=5) e(k) (6.18)
t=0

los cuales son comunes en los tres algoritmos.

Caso 1: Parametros de funcién Haar Fijos, Funcién de Membresia Conocida.

Se propone la ley que ajusta los pardmetros de la red que muestra a continuacion: ,

Oe (k)

T owa (k) (6:49)

donde 7 es la razén de aprendizaje y 1 > n > 0. El termino 8815%) se calcula como
J

owy (k) de (k) Oy (k) Owy (k)

9z (k) e (k) e (k) 9y (k) (6.20)

Las derivadas parciales de la ecuacion, se calculan como sigue,

Oe
% =€ (k) )
e (k) H

dy (k) Z?:l H

dy (k) _ _
Bwn (k) = ——Hy () = (k)

Z T;
i=1

n

T, o= C5))

J

j=1

finalmente escribimos la ecuacién (6.19) de la siguiente forma:

wa (k + 1) = wy (k) — by (ke (k) Zé_"l m (6.21)
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Caso 2: Parametros de Haar fijos, Funcién de Membresia y Coeficiente de Serie

Haar Desconocidos.

Para ajustar la funcién de membresia se tiene la ley:

Oe (k)  0e(k)Oe(k) Oy (k)

aﬂz’j (k) - Oe (k) 0y (k) aﬂz‘j (k)

dy (k) _ oy(k) aA;uk):Zeyj_y 2z —p)

Op;; (k) B aA;-j (k) Op;; (K) > o1 1 Uzzj

Y =y 2(w — p)
" . (6.22)
> 1 ! Uzzj

Hij (k+1)= Hij (k) —ne (k)

Caso 3: Parametros de Funcién Haar, Funcién de Membresia y Coeficiente de

Serie Haar Desconocidos.

Para los pardmetros de traslaciéon y ensanchamiento de la funcién wavelet Haar se tienen

las siguientes leyes:

Oe (k) Oe (k) oy (k) Oy, (k) 0, (k
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de(k) oy (k) _ .
Oy (k) i Ou(k)
W), k) = A Hye), =S wiHy ()
albz (k) Z n, i=l
=
Oy (k) m OHpe(x)  my
db;; (k) ™ Obyy (k) m
Un UA
oY, (k) __ OHy () __
(9%- (k) m 8%- (k?) m
i 1;
1si m2" <ax < (m+3)2",
Hypm (v) =4 —1si (m+1)2" <z <(m+1)2"

mi; (k +1) = my; (k)

nij (k+1) = ny; (k)

0 otro caso.
Oe (k) Hy
—n = my; (k) — nwye (k) =z 6.23
86@'3’ (k) ! ( ) l ( ) Zi:l Hy ( )
Oe (k) Hy
— =n;; (k) — nwye (k - 6.24
Ua% (/{3) J ( ) nwi; ( ) Zi:l 11, ( )

Comentario 6.1 FEl sistema neuro difuso wavelet Haar proporciona un método para encon-

trar los valores de ensanchamiento y traslacion, sin embargo aun el problema de decidir el

numero de reglas a utilizar se encuentra abierto, aun asi la estructura neuro difusa wavelet

proporciona un arreglo neuronal de dimension menor al que se obtiene de una red neuronal

wavelet.
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6.3. Modelado con Sistemas Neuro Difusos Wavelet
con Conocimiento de Funcién de Membresia y Fi-

jando Parametros de Funcion Wavelet.

Cuando tenemos al informacién a priori de la planta, podemos construir reglas difusas del

tipo (6.1) o (6.6). En estd seccién asumimos conocida la funcién de membresia Ay; - - - Ay, i.e.

n I n
estdn dado, ¢; = [] pa,,/ > [ #a,,- Es conocido que los modelos (ver [74], [68]). Mamdani
j=1 i=1j=1

y TSK tienen la misma forma si ® [X (k)] es conocida, la tinica diferencia es la funcién W (k) .

El objetivo del sistema neuro difuso es encontrar en valor central de By; - - - B,,,;. Que son
los pesos entre la capa Il y la capa IV y que se muestra en la Figura.6.4, dado que la salida
Y (k) de la red neuro difusa wavelet (6.13) puede seguir la salida Y (k) de una planta no

lineal (6.15). Vamos a definir el vector de error de identificacién e (k) € R™*! como
e(k) =Y (k) =Y (k) (6.25)

Vamos a utilizar el error e (k) para entrenar en linea la red neuronal difusa wavelet (6.13)
dado que Y (k) puede aproximarse Y (k). De acuerdo a la teoria de aproximacién de la logica
difusa [68] y de las redes neuronales [20], el proceso de identificacién no lineal (6.15) puede
representarse como

Y (k) =W [X (F)] - p (k) (6.26)

donde W* es un peso desconocido que puede minimizar la dindmica desconocida p (k). El
error de identificacién puede ser representado por (6.25) y (6.26)

e(k) =W (k) ®[X (k)] + p (k) (6.27)
donde W (k) = W (k) — W*. En este trabajo solo tomamos la identificacién del sistemas en
lazo abierto identificacién, asumimos que la planta (6.15) es acotada a la entrada y acotada
a la salida (BIBO) estable, i.e., y(k) y u(k) en (6.15) son acotadas. Por definicién la funcién
de membresia ®, 1 (k) es acotada (6.26). El siguiente teorema formula un algoritmo estable

para el modelado difuso.
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Teorema 6.1 Si usamos una red neurona difusa wavelet (6.13) para identificar la planta no
lineal (6.15), el siguiente algoritmo gradiente descendente con un indice de aprendizaje que

varia en el tiempo, se tiene el error de identificacion estable e (k) .

W (k+1) =W (k) — ne (k) @7 [X (k)] (6.28)
donde el escalar n;, = il 5, 0 < n < 1. La normalizacion del error de identifi-
3 L+ [[@ [X (R)]]
cacion. B
e
en (k) = (

1+ ml?',X (||‘I) X (k)]HQ)

satisface el siguiente promedio de desempeno.

lim sup — Z lex (K)||” <@ (6.29)

T—o0
donde Ti = méix (1[4 (l{:)”z} .

Demostracién. Seleccionamos un escalar positivo L; definido como:

Ly = ||[Ww (k)H2 . (6.30)

Por la ley de actualizacién (6.28), tenemos

W (k +1) = W (k) = nge (k) @7 [X (k)
Usando la desigualdades
la =0l > [lall = [lb|l , 2 |ab]| < a* + b
para cualquier a y b. Usando (6.27) y 0 <5, <n <1, se tiene

2

ALy = Lyt — Lk:HW(lc)—nke(lc) &7 ( HZ—H’W(@

= || || =2 o097 COF @] + e 2 [x 1 |7 )|
=2 le (R 1 1 (R — 2 e (k) e (k) — a )] (6.31)
< e ()P 1 [X (] — 20 e ()P + 2 e (R) a (8)]

< le (B 1 (X (]I — 20, e (B)IF + e le (R + e 1 ()

= = lle () (1= me[|©7 (O + e e ()
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U
L+ 1@ [ (k)|

Teniendo 7, =

e (1= 01X @)1) = e (1= e 19X )

N X méx (12X (1)) . . méx (|| 2[X (k)]*)
= Mk nl+m}§x(||<l>[X(k:)]||2) = "k Lméx([[2[X (B)]]°)
Lméx([[S[X (B)])]*) = [1+m}§x(\|<1>[X(km|2)]

Entonces
ALy < =7 [le (&) 4+l (k)| (6.32)

donde 7 es definido como
n

Lt o (o [ (] 2)]

m =

Por
nmin (@) < Ly, < nméx (@)

donde n min (@7?) y n méx (@2) son funciones Koo,y 7 ||€ (k)| es un funcién Koo, 1|1 (k)| es

una funcién K. Entonces L admite una funcién ISS-Lyapunov como en la Definicién 2. Por
el Teorema 1, la dindmica del error de identificacién es estable de la entrada a la salida. De
(6.27) y (6.30) sabemos que Ly, es la funcién de e (k) y p (k). La ’ENTRADA” corresponde
a el segundo término de (6.32), i.e., el modelado del error u (k). E1 "ESTADO” corresponde
a en primer término de (6.31), i.e.., el error de identificacion e (k) . Porque la ”"ENTRADA”
i (k) es acotada y la dindmica es ISS, el "ESTADO” e (k) es acotado.

(6.31) puede re escribirse como

le (k)I” el B)IP < = le (k)I”

AL, < —n 2
|1+ méx (|| [X (W] 1+ mix (|2 [X (B]]1) ]

+ i

(6.33)

Sumando (6.33) de 1 a T, y usando Ly > 0 y L; es constante, nosotros obtenemos

Ly = Li < =035, len (B)” + T
N lex (0)|° < Ly — Ly + Ty < Ly + T
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(6.29) es establecida. m

Comentario 6.2 En general el modelo neuronal difuso wavelet no hard una aproximacion
exacta de la planta. Esto debido a que los pardmetros de la funcion wavelet han sido truncado
a conveniencia, ademds de que los pardmetros de un sistema difuso con convergen comple-
tamente. La idea de una identificacion en linea propuesta es forzar a la salida del sistema
neuronal difuso wavelet a sequir la salida de la planta. Aun cuando sus pardmetros que se
encuentren no sean los éptimos, (6.29) viendo que el error normalizado converge al radio Ti.
Si el sistema neuronal difuso wavelet (6.13) puede igualar a la planta no lineal (6.15) exac-
tamente (u (k) = 0), i.e., se puede encontrar la mejor funcion de membresia ju,,, y W* tal
que el sistema no lineal pues escribirse como Y (k) = W*® |:MAjii| . Teniendo |le (k)|* > 0, la
misma ley de aprendizaje (6.28) haciendo el error de identificacion |le (k)|| asintdticamente

estable,
lim |le (k)| =0 (6.34)

k—o00

Comentario 6.3 Normalizando el indice de aprendizaje n,, en (6.28) es variable en el tiem-
po con el fin de asequrar la estabilidad del error de identificacion. Ese indice de aprendizaje
es facil de establecer como en [68] (por ejemplo seleccionamos n = 1), sin requerimien-
to y sin ninguna informacion a priori. El indice de aprendizaje variable en el tiempo puede
encontrarse por medio de algin sistema adaptativo [75]. Pero ello necesita sin embargo modi-
ficaciones robustas para garantizar estabilidad de identificacion. (6.28) es similar al resultado

de [76], sin embargo la aproximacion es diferente.

6.4. Modelado con Sistemas Neuro Difusos Wavelet sin
Conocimiento de Funcion de Membresia y Fijando

Parametros de Funcién Wavelet.

Cuando la planta se modela como una caja negra,y tanto como la premisa son desconoci-

das. Ahora el objetivo del modelado neuro difuso wavelet es encontrar el centro de By; - - - By,
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asi como las funciones de membresia Ay, - - A,;, tal que la red neuro difusa wavelet (6.13)
pueda seguir una planta no lineal (6.15).

Se utiliza la funcién de membresia Gausiana para identificar las reglas difusas, la cual

2
T; — Cj;
:U’A]-i = exXp <—<JO_—2'7)> (635)

Jt

esta definida como

g-esisma salida de la funcién difusa esta dada por

quznexp< ) lznexp< >>] (6.36)

=1 j=1
Definimos
2 l I
Cﬂ) o b o
HeXp ) Qg = E WgiZi, - E Zi
i—1 i=1
Entonces
~ Qyq
=7

De forma similar a (6.26), la planta no lineal (6.15) puede representarse como:

qul Hexp ( i ) [ZHeXp ( C”)Z)] —p,  (637)

=1 j=1
donde wy,, ¢j; y aﬂ son pardmetros desconocidos que pueden minimizar la dindmica f,.
En el caso de tres variables independientes, una funcién suave f tiene una expansion de
Taylor:

f(z1, 20,7 lzil — 0 + (x —xo)ivL(x —xo)ikf—I—R
1,42, 3 k:ok‘ 8 71 2 2 81'2 3 3 8173 . l

* *2
donde R, es el residuo de la formula de Taylor. Si zy, 2,73 corresponde a wy,;, ¢j; y 07,
0,0 .0

x7, Ty, T3 corresponde Wy, Cji ¥ ij

l I n
g = B 3 (o= ) il 2 3 (51 (65— )

++ Ry,

(6.38)
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donde Ry, es la aproximacion de segundo orden de la serie de Taylor, ¢ = 1---m. Usando la
regla de la cadena, tenemos
yi —y 2z —p)
pij (k+1) = p;; (k) —ne (k 1
j (k+1) = p; (k) = ne (k) S T o

En la matriz formada por,

Yo+ 11y = Tg — Z (k) Wy — D2,CrE — Dz,ByE + Ry, (6.39)
donde .
Z (k) = [21/b- Zl/b]T7 Wy = [wa - wal, Wy =W, —-W;
DZq: QlelT%’o-- 72leqlb_yq:| s E: [17...1]T
B et (e — ) 25 (e — )
Cr =
(e e) B e )

En forma vectorial

e (k) = WiZ (k) + D, (k) CuE + ¢ (k) (6.40)
donde e (k) = [e1 - - em]”
Wi — Wiy W1 — Wiy Qzlqu—@l 2leuT—g1
Wi = D, (k) =
Wy — Wy Wing — Wiy 2y Lmi—Tm 2y Wi —Um

C(k)=p— R, p=1[u ", Ri=[Ru- Rl
Dado que la funcién Gausiana ¢ es acotada y la planta es BIBO, py Ry en (6.37) y
(6.38) son acotadas. Entonces ( (k) en (6.40) es acotado. El siguiente teorema establece un

algoritmo estable para redes difusas wavelet, basadas en el tipo difuso Mamdani.

Teorema 6.2 Se se una red neuronal difusa wavelet del tipo Mamdani (6.36) para identificar
una planta no lineal (6.15), el siguiente algoritmo hace que el error de identificacion e (k)

sea acotado

Wiy = Wy — e (k) Z k)T

Y s (6.41)
pij (b +1) = py; (k) —ne (k) > %—ﬁjﬂj 2(;gju)
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n ) . ‘ .
donde n;, = , 0 < n < 1. El promedio de el error de identificacion
2 2P
satisface
- 77
= limsu — 6.42
msup 7 kz_: < ¢ (6.42)
donde = —"— > 0, x = mix (2] +2|D.|7) . T = méix [JI¢ ()"

(1+ k)

Demostracién. Se define ¢j; (k) = ¢;i (k) — ¢}, Eji (k) =0 (k) —o* (k), el elemento de

C), se expresa como ¢;; (k) = [C } Entonces

|:Ck+1:| = [Ck] — 2142 K b 4 ]02“ ! (yq _yq)

J

Seleccionamos el escapar positivo definido L como

— |2
Ly = HWk (6.43)

De la ley (6.41)
Wit = Wi = e (k) Z (k)"
Utilizando (6.40) se tiene

ALy = HWk —ne (k) Z (k) TH + Hck - |:277k2 o L @q yq)} H2

+[Bi - [2nkzﬁw Bl g, — )| | - |7
= e I (|27 |+ 2 DE|) = 2me e )] || Wz ()" + DICWE + B||  (5.44)
:nz||e< M (1212 + 211D-1) = 205 lle (k) e (k) — ¢ (k)]

< —mille W2 [1 = m (12 + 2D %)) +n li¢ ()]

<~ lle P +nl¢ BIP

donde 7 es definida como

Ui
’ 2 2 2
[+ max (120 +2D.P) |

mw =
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Dado que

n [min (@7) + min (¢%;) + min (EJQJ] <Ly<n [méx (w7) + max (¢5) + max (ZJZZH

Jt

donde n [mfn (w?) + min (%) + min <gj2@>} yn [méx (w?) + méx (%) 4 méx (ZJQJ] son Koo-
funcién, y 7 ||le (k)||* es una Ko-funcién, n||¢ (k)||* es una K-funcién. Entonces Ly es ISS-

Lyapunov funcién. Del Teorema 6.2, la dindmica del error de identificacién es estable de la
entrada a los estados. De (6.40) y (6.43) sabemos que Vj es funcién de e (k) y ¢ (k) . Debido
a que la "ENTRADA” ( (k) es acotada y la dindmica es ISS, el "ESTADO” e (k) es acotado.

(6.44) se puede re escribir como
AL, < = lle (K)I” +n IS k)I* < 7 lle (k)|* + nC (6.45)
Sumarizando (6.45) de 1 a T', y usando Ly > 0y Ly es una constante, se obtiene

Ly — Ly < =m0 Yy le (R)|* +Tn¢
722:1 le (k)||2 <Ly—Lyr+Tn¢ < Li+Tn¢

(6.42) es establecida. m

6.5. Simulaciones

El sistema dindmico de la funcién logistica esta dado por:

z(k+1) =axzl(k)* (1 —z1(k));

donde dependiendo el valor del pardmetro « puede tener distintos comportamientos,
hacemos la identificacién de ese sistema con distintos valores para el parametro «, primero
lo hacemos con a = 0,9 y se hace la identificacion mostrando el impacto de establecer un
correcto nimero de reglas.

En la Figura 6.5, se hace la aproximacién a la serie de tiempo utilizando 4 reglas con 16

funciones de membresia en la tltima regla.
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Figura 6.5: 4 reglas con 16 funciones de membresfa en la tltima regla

En la Figura 6.6 se hace la identificacién utilizando solo dos reglas, pero con un mayor
ntimero de funciones de membresfa, con 64 funciones de membresia en la 1iltima regla.

El la Figura 6.7 se utilizan siete reglas, con 64 funciones de membresia en la regla niimero
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Figura 6.6: 64 funciones de membresia en la iltima regla

x10°
2

Figura 6.7: 64 funciones de membresia en la regla nimero 7



Capitulo 7

Conclusiones y Trabajo Futuro.

7.1. Conclusiones

Fueron expuestas las bondades de las funciones wavelets para ser usadas para aproximar
funciones, ademds de que presentan mejores propiedades que el anédlisis de Fourier, su apli-
cacién en redes neuronales fue adoptada hace varios anos, sin embargo se ha desestimado
el uso de la funciéon wavelet Haar, que por no ser continua se puede creer que no puede
aproximar funciones continuas, aun cuando en otras dreas técnicas han sido utilizadas, co-
mo lo es por ejemplo en el tratamiento de imédgenes. El uso de funciones wavelets en redes
neuronales ha encontrado el problema de determinar el niimero de neuronas necesarias para
realizar una aproximacion, el uso de funciones wavelets continuas como Morlet o Sombrero
Mexicano, no presenta el problema de determinar el valor de resolucién ademads de que el
nimero de traslaciones a lo largo de la funcién a aproximar puede ser infinita por las mismas
caracteristicas que le identifican como una funcién continua.

En el algoritmo rapido para obtener la trasformada wavelet, estd bien definido el niimero
de traslaciones que debe hacer una funcién wavelet Haar para hacer una aproximacion ade-
cuada, bajo las consideraciones de la transformada rapida wavelet podemos conocer a priori
el nimero de neuronas necesarias para hacer una aproximacién a series de tiempo, una im-

portante propiedad de este tipo de red, consiste en que el nimero de neuronas en la red de-
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terminan la calidad de la aproximacion, bajo las consideraciones de la transformada wavelet
podemos conocer a priori el nimero de neuronas necesarias para hacer una aproximacion
exacta.

La funcién wavelet Haar se mostré como una buena opcién para utilizarse en redes
neuronales, siendo sencilla de implementar y de analizar, logrando aproximaciones donde el
nivel de error puede ser ajustarlo a un valor deseado agregando mas neuronas a la red. El
algoritmo de aprendizaje y de neuro identificacion es estable, y no afecta en la estabilidad el
hecho de usar una funcién no continua como lo es la funcién Haar.

El implementar redes wavelets con sistemas difusos nos permite aproximar a una serie de
tiempo y ajustar el error de aproximacién determinando el niimero de reglas que se utilicen,
se propusieron tres algoritmos, en el tercer algoritmo no es necesario fijar una resolucién de

aproximacion, lo que nos ofrece una herramienta sumamente titil.

7.2. Trabajo Futuro.

= Realizar Prediccién en series de tiempo utilizando redes neuronales wavelets Haar.

= Implementar la red neuronal wavelet como un clasificador.
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