CENTRO DE INVESTIGACION Y DE
ESTUDIOS AVANZADOS DEL INSTITUTO
POLITECNICO NACIONAL

Departamento de Control Automatico

Titulo de la Tesis:

Analisis y disefio de redes neuronales CMAC para la
identificacion y control de sistemas no lineales

Tesis que presenta:

M. en C. Floriberto Ortiz Rodriguez*

Para obtener el grado de:

Doctor en Ciencias
En la Especialidad de Control Automatico

Directores de Tesis:

Dr. Wen Yu Liu
Dr. Marco A. Moreno Armendariz

México DF., Octubre del 2008

' Becario 176273 del CONACyT.



Indice general

0.1. Notacidn . . . . . . . . o

1. Introduccién
1.1. Motivacion . . . . . . . . . . e e e
1.2. Objetivodelatesis . . . . . . . . . . .
1.2.1. Objetivos particulares . . . . . . . . . .. ... L.
1.3. Estructuradelatesis . . . . . . . . . . ... ..
1.4. Publicaciones . . . . . . . . . ..
1.4.1. Revista . . . . . . e

1.4.2. Congresos internacionales . . . . . . .. ... ... ... ...

2. Red neuronal FCMAC
2.1. Sistema biolégico del cerebro . . . . . . ... oo
2.1.1. Estructura del cerebro . . . . . .. .. ... Lo
2.1.2. Neurona biolégica . . . . . . .. .. L oo
2.1.3. Aprendizaje . . . . . ...
2.1.4. Anatomia de la corteza del cerebelo . . . . . . .. ... ...
2.2. Redes neuronales artificiales . . . . . . .. ... L oo
2.2.1. Redes neuronales estdticas . . . . . .. ... ... Lo
2.2.2. Aprendizaje en las redes neuronales artificiales . . . . . . .. ... ..

2.3. Sistemas difusos . . . . . . ..
2.4. Red neuronal CMAC . . . . . . . . . e,

© 0o o N W



1T INDICE GENERAL

2.4.1. Red neuronal CMAC . . . . .. . . .. ... ... .. ... ... 36

2.4.2. Red neuronal CMAC generalizada . . . . .. . ... ... ... .... 42

2.4.3. Red neuronal CMAC difusa . . . ... .. ... ... ... ...... 44

3. Identificacién mediante redes FCMAC 51
3.1. Preliminares . . . . . . . . . .. e 51
3.1.1. Modelo en el espacio de estados . . . . . . . ... ... ... ... 55

3.2. Identificacién mediante redes neuronales CMAC . . . . ... .. .. ... .. 56
3.2.1. Red FCMAC con recurrencia local . . . ... ... ... ....... 57

3.2.2.  Red FCMAC con recurrencia global . . . .. ... ... .. ..... 65

3.2.3. Red FCMAC con recurrencia global-local . . . . . ... ... ... .. 70

3.3. Redes jerdrquicas FCMAC . . . . . . . .. .. . 74
3.3.1. Representacién de una funcién con estructura jerdrquica . . . . . . . 74

3.3.2. Construccién de la red jerdrquica FCMAC . . . .. ... .. ... .. 75

3.3.3. Redes jerdrquicas recurrentes FCMAC . . .. . ... ... ... ... 83

3.4. Simulaciones . . . . . . ... 90
3.4.1. Red HFCMAC vs HRFCMAC . . . . . . . .. ... ... . ..... 92

4. Control de sistemas dindmicos 97
4.1. Métodos de Control Adaptable . . . . . ... .. ... ... .. ....... 97
4.2. Control adaptable basado en las redes CMAC . . . . ... ... ... .... 99
4.2.1. Control adaptable indirecto basado en redes CMAC . . . . . . . . .. 101

4.2.2. Ley de aprendizaje para las redes neuronales HFCMAC . . . . . . .. 104

4.2.3. Simulaciones . . . . . . . ... e 109

5. Conclusiones 113
5.1. Conclusiones . . . . . . . . . . . e e 113

6. Apéndices 119

6.1. A. Preliminares Matem&ticos . . . . . . . . . . . . ..o 119



INDICE GENERAL 11

6.2.

6.3.

6.4.

6.1.1. Norma Euclideana . . . . .. .. ... .. ... ... .. ....... 119
6.1.2. Matrices . . . . . . . . e 120
6.1.3. Valores propios . . . . . . . . . . 122
6.1.4. Normaespectral . . . . . . . . . ... ..o 123
6.1.5. Supremo e infimo . . . . . . ... 124
B Algoritmo de aprendizaje . . . . . . ... ... Lo 124
6.2.1. Minimos cuadrados . . . . . . . ... L Lo 124
6.2.2. Retropropagaciom . . . . . . . . . ... Lo oo 127
6.2.3. Consideraciones bdsicas del algoritmo de aprendizaje . . . . .. . .. 129
C. Esquemas de identificacién . . . . . .. . ... ... L. 130
6.3.1. Aproximacién de funciones . . . . . . .. ... L 131
6.3.2. Modelo de entrada-salida . . . . . ... ... ... ... ... 133
D Estabilidad . . . . . . . . ... 134

6.4.1. Funcién de Lyapunov . . . . . . . .. .. . oL 140



v

INDICE GENERAL



Indice de figuras

1.1.

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.

2.10.
2.11.
2.12.
2.13.
2.14.
2.15.
2.16.
2.17.
2.18.
2.19.

Estructura jerarquica. . . . . . . . . . ... 5
Estructura del Cerebro . . . . . . . . . . ... 14
Esquema del control del movimiento humano . . . . . . . ... ... ... .. 15
Neurona bioldgica . . . . . . . . ... 16
Células Granulares y Purkinge . . . . . . . .. ... ... ... 17
Células Purkinge . . . . . . . . .. 18
Aprendizaje Hebbiano . . . . . . . ... ..o o 18
Anatomia del Cerebro . . . . . . . . .. ... 19
Estructura interna del cerebelo . . . . . ... ... ... ... 20
Elementos de una neurona. . . . . . . . . .. ..o 23
Topologia de las redes neuronales artificiales. . . . . . . ... ... ... ... 24
Redes estdticas y dindmicas . . . . . . . .. ..o 25
Red neuronal de funciones de base radial. . . . . . . . ... ... ..., ... 28
Arquitecturas de redes neuronales dindmicas . . . . . .. . ... .. ... .. 30
Diagrama a bloques de la red neuronal artificial. . . . . . . . ... ... ... 32
Componentes de un sistema difuso. . . . . . .. ... ... ... ... 33
Diferentes topologias de redes CMAC. . . . . . ... .. ... ... ..... 36
Estructura interna de lared CMAC. . . .. . ... .. ... ... ...... 37
Red CMAC: dos entradas, una salida. . . . . . .. ... ... ......... 38

Elementos de Asociacidon 1.. . . . . . . . . . 38



VI

2.20
2.21
2.22
2.23
2.24
2.25
2.26

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9.

3.10.
3.11.
3.12.
3.13.
3.14.
3.15.

4.1.
4.2.
4.3.

6.1.
6.2.

INDICE DE FIGURAS

. Elementos de asociacién 2. . . . . . . .. ... L o 39
. Elementos de asociacién 3. . . . . . . .. ... L o 39
. Total de elementos activados en la red CMAC. . . . . .. .. .. ... .... 40
. Hipercubos activados en lared CMAC. . . . . .. ... ... ... ...... 41
.Red CMAC generalizada . . . . . . ... .. ... ... 42
. Red neuronal CMAC difusa . . . . ... ... ... ... . ... ....... 45
. Relacion CMAC con las reglas difusas . . . . . . ... .. ... ... ..... 47
Tipos de funciones: a) clase k, b) clase -k, c) clase k-infinito, d) clase kI . . . 53
Esquema de identificacién. . . . . . .. ..o 56
Red recurrente local FCMAC . . . . . . ... .. ... .. ... ....... 57
Red recurrente global FCMAC. . . . . . .. ... ... ... ... ... 65
Recurrencia Global mas local FCMAC. . . . . .. ... ... .. ....... 70
Estructura jerdarquica con 2 niveles. . . . . . . . .. ... ... ... ... 74
Sistema difuso convencional con una sola capa. . . . . . .. .. .. ... ... 76
Sistema difuso con estructura jerdarquica. . . . . . . .. .. ..o 7
Sistema Jerarquico FCMAC. . . . . . . . ... .. ... ... . 78
Red jerarquica recurrente FCMAC. . . . . . ... ... ... .. ... .... 85
Red HREFCMAC. . . . . . . . 87
Comparacion de resultados de las redes FCMAC. . . ... ... ....... 93
Error Cuadrético de las redes recurrentes FCMAC . . . . . ... . ... ... 94
Identificacién mediante la red HFCMAC vs HRFCMAC. . . ... ... ... 95
Error de Identificacién mediante la red HFCMAC y la HRFCMAC. . . . .. 96
Sistema barra-esfera . . . . . . .. ... .. 109
Respuesta del sistema de control. . . . . . ... ... ... .......... 111
Error de control. . . . . . . ... 112
Propagacion de la senal en una red neuronal . . . . . .. ... ... ... .. 125
Modelo entrada-salida. . . . . . ... .. ... ... 134



INDICE DE FIGURAS VII

6.3. Identificacién con estructura paralela. . . . . . . .. .. ... 135
6.4. Identificacién serie-paralela. . . . . . . . .. ... 136
6.5. Tipos de funciones: a) clase k, b) clase k-infinito, c¢) clase kl . . . . ... .. 137
6.6. asintéticamente estable globalmente mediante comparacion de funciones . . . 138

6.7. Estabilidad ISS . . . . . . . . . 139



VIII INDICE DE FIGURAS



0.1 Notacién

0.1. Notacién

5,y
x

R”
h,v,7,0,p,q,7
f9,0,¢

w, 6

a

L 1 1 | 1 1 - |- |- | |- 1= 1 | - 11 N - | 1= | <

>

entrada — salida red
estados

espacio dim ensional
subindices

funciones

pesos

memoria  activada
funcion Gaussiana
funcion de pertenencia
pertenencia recurrente
tiempo (continuo, discreto)
No pertenencia
cuantizacion

elementos asociacion
hipercubos activados
elementos resolucion

espacio  asociacion

espacto receptivo

resolucion

valor propio mas pequeno de la matriz A
valor propio mas grande de la matriz A
el 1 — éstmo elemento del vector x

norma del vector x

el 17 — ésimo elemento de la matriz A



INDICE DE FIGURAS



Capitulo 1
Introduccion

Los sistemas actuales a controlar se han vuelto muy complejos, la mayoria de ellos presen-
tan algin grado de no linealidad, pueden ser variantes e invariantes en el tiempo, presentan
incertidumbres en sus entradas y en su estructura. Las incertidumbres en su entrada son
causadas por la imprecisién al medir el valor de sus pardmetros ¢ desconocimiento de los
mismos, mientras que las incertidumbres en su estructura se refieren a las dindmicas no
modeladas, como friccién no lineal, acoplamiento de engranes, ruido en los sensores, pertur-
baciones externas, etc., este tipo de fenémenos no pueden ser tratados por las técnicas de
control cldsico [18]. Las consideraciones sobre sensibilidad son importantes en el diseno de
sistemas de control, ya que todos los elementos fisicos tienen la propiedad de cambiar con el
ambiente y con el tiempo, no se pueden considerar los pardmetros de un sistema de control
completamente estacionarios durante toda su vida de operacion, todos los sistemas fisicos
estdn sujetos a senales externas 6 ruido durante su funcionamiento. Una perturbacién es una
senal que tiende a afectar negativamente el comportamiento de la salida de un sistema. Si
la perturbacion se genera dentro del sistema se denomina interna, en tanto que una pertur-
bacién externa se produce fuera del sistema, es decir, es una senal de entrada. En general,
un buen sistema de control debe ser insensible a la variacién de los pardmetros pero capaz
de responder a los comandos 6 datos de entrada. El efecto de la retroalimentacién sobre el

ruido y la perturbacién depende en mayor medida en que parte del sistema se presentan las
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senales externas, en la mayoria de las ocasiones la realimentacién puede reducir los efectos

del ruido y las perturbaciones en el desempeno del sistema.

Uno de los métodos que mds interes a despertado en la teorfa de control de sistemas
no lineales que pueden resolver los problemas mencionados anteriormente es el control in-
teligente, el cudl incorpora técnicas como las redes neuronales artificiales y los sistemas
difusos. Las redes neuronales artificiales son un tipo especial de estructura matemdtica las
cudles se basan en el modelo biolégico de las neuronas del cerebro. Una red neuronal tiene la
propiedad de ajustar automédticamente sus pardmetros mediante una regla llamada algoritmo
de aprendizaje, generalmente este algoritmo se basa en la retropropagacién del error, asf la
red puede aproximar una funcién no lineal con una gran exactitud. Esta notable caracteris-
tica permite que la red sea utilizada para identificar y controlar procesos complejos que son
completamente 6 parcialmente desconocidos, ademds puede compensar incertidumbres en
las entradas del sistema. Una nueva topologia de red neuronal propuesta por James Albus
en 1976 llamada Cerebellar Model Articulation Controller, cuya traduccién es: modelo del
cerebelo para el control de la articulacion 6 CMAC por su acrénimo en inglés [1], [2]. El
modelo bioldgico de la neurona se encuentra en el cerebelo, el cudl se encarga de contro-
lar y coordinar todos los movimientos de las articulaciones en el ser humano, es capaz de
controlar millares de misculos para producir un movimiento coordinado. La red CMAC es
la representacién artificial de este modelo y ha sido utilizado ampliamente para control de
sistemas en lazo cerrado de sistemas dindmicos complejos principalmente en aplicaciones en
tiempo real debido a su rapido proceso de aprendizaje, la red CMAC es una alternativa a

las clésicas redes como el perceptrén multicapa (Multi Layer Perceptron, MLP).

Otra herramienta del control inteligente son los sistemas difusos, los cudles tienen la par-
ticularidad de agregar conocimiento apriori y la experiencia de un experto acerca del sistema
y de la estrategia de control. Una limitacién importante que presentan los controladores
difusos convencionales es que el nimero de reglas se incrementa exponencialmente al incre-
mentarse el nimero de variables involucradas, por lo que se generan reglas redundantes y el
diseno se complica, a esta limitante se le conoce como .¢ problema de la dimensionalidad ",

de tal forma que con n variables de entradas y m funciones de pertenencia para cada variable,



se necesitan m” reglas para construir la base de reglas del sistema difuso completo. Cuando
las variables de entrada n se incrementan, la base de reglas aumenta rapidamente, esto hace
que el controlador difuso sea dificil de implementar ya que el espacio de memoria requerido
crece exponencialmente. Uno de los métodos desarrollados para resolver este problema fue
propuesto por Raju, Zhou and Kisner [24], que consiste en disenar una estructura jerdrquica
con un numero de sistemas de baja dimensionalidad conectados en niveles jerdrquicos como
se observa en la figura 1.1. La estructura jerarquica tiene la propiedad de que el nimero
total de reglas para los sistemas difusos se incrementa linealmente con respecto al nimero
de variables de entrada. Por ejemplo si se definen m conjuntos difusos para cada variable
de entrada, cada subsistema difuso requiere solo de m? reglas y el nimero total de reglas es
(n—1)m?, el cudl tiene un crecimiento lineal con respecto al niimero de variables de entrada

n, esto representa una gran ventaja con respecto a los sistemas difusos convencionales.

1
1
1
'
— !
s 1| Sistema, > :f/ ¥
1 1
-I '
s E Sistemasl4+— 5
5 : . 1
' Sistema » > i
:
1
1
1

Figura 1.1: Estructura jerarquica.

Un sistema de control automadtico presenta un control conectado a una planta y una
retroalimentacién de las salidas 6 de sus estados para compararlo con la senal de referencia,
lo que puede llevar a modificar la dindmica del sistema original en lazo abierto y hacerlo
inestable. En 1892 A. M. Lyapunov [3] present6 dos métodos para determinar la estabilidad
de los sistemas dindmicos descritos mediante ecuaciones diferenciales ordinarias. El primer

método se compone de todos los procedimientos en los cuales se usa la forma explicita de
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la solucién de las ecuaciones diferenciales para el andlisis. En cambio, el segundo método
no requiere de las soluciones de las ecuaciones diferenciales, es decir, mediante el segundo
método de Lyapunov se determina la estabilidad de un sistema no lineal sin resolver las
ecuaciones de estado, lo cudl resulta en un método mas sencillo. Uno de los criterios, es la
estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema en el sentido de Lyapunov. Un punto de
equilibrio es estable si todas las soluciones que inician cerca de este punto permanecen cerca,
de otra forma es inestable. Es asintéticamente estable si todas las soluciones que empiezan
cerca del punto de equilibrio, no solo permanecen cerca, si no que ademas tienden al punto
de equilibrio en un tiempo muy grande. De manera general el método de Lyapunov es para
sistemas auténomos (independiente del tiempo) y no auténomos (dependiente del tiempo)

sin perturbaciones en la entrada del tipo x (k + 1) = f [k, z (k) ,0].

Otro criterio de estabilidad muy particular empleado en esta tesis es la estabilidad
entrada — estado (ISS por sus siglas en ingles), la cudl es una extensién natural de la
estabilidad de Lyapunov para sistemas no lineales con entradas y cuyas salidas son los
estados. Este enfoque estudia la dependencia de la trayectoria de los estados de los sis-
temas no lineales en tiempo contindo y discreto sobre la magnitud de las entradas u (k), las
cudles pueden representar variables de control ¢ perturbaciones para sistemas con estruc-
tura x (k+1) = flk,z(k),u(k)], es decir, un sistema es ISS — estable si la trayectoria
de cada uno de los estados que se genera a partir de un control acotado permenece aco-
tado y la trayectoria eventualmente llega a ser pequena si la senal de entrada es pequena

independientemente del estado inicial.

En esta tesis se realiza el disenio de un identificador y un controlador neurodifuso para
sistemas no lineales que combinan las ventajas de las redes neuronales CMAC y los sistemas
difusos con estructura jerarquica y jerarquica-recurrente, se realiza el anélisis de estabilidad
del algoritmo de aprendizaje de retropropagacién del error para las redes CMAC difusas
mediante el criterio de estabilidad entrada-estado conocido como ISS — Lyapunov. Los
siguientes acrénimos son ttilizados en toda la tesis: red neuronal CMAC difusa (FCMAC),
red neuronal recurrente CMAC difusa (RFCMAC), red neuronal jerarquica CMAC difusa
(HFCMAC) y por ultimo red neuronal jerarquica recurrente CMAC difusa (HRFCMAC).
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1.1. Motivacién

Las redes neuronales artificiales presentan la propiedad de ajustar sus pesos para ten-
er un comportamiento similar a un sistema no lineal desconocido a ser aproximado, esta
caracteristica es utilizada para identificar y controlar procesos complejos y compensar las in-
certidumbres presentes en las entradas del sistema, esta herramienta matemaética puede ser
combinada con otra técnica de control inteligente que son los sistemas difusos que agregan
conocimiento humano y experiencia apriori acerca del comportamiento del sistema y de la
estrategia de control, dadas por un experto en forma de reglas de inferencia con estructura s:
antecedente entonces consecuente, el objetivo de combinar ambas técnicas es aprovechar las
ventajas que presenta cada uno de ellos. Algunos de los casos en donde es necesario utilizar
sistemas neuro-difusos ya sea para la identificacién o control de sistemas no lineales son los

siguientes:

= En procesos no lineales multivariables, que presentan un gran nimero de variables de
entrada y de salida, en los cudles solo se pueden conocer los datos de entrada y de

salida del sistema.

= Cuando es necesario introducir el conocimiento a priori de un “experto” en el esquema

de control, obtenido a partir de su experiencia y conocimiento préctico de la planta.

= Cuando se desea identificar y controlar plantas cuyos pardmetros presentan algiin grado
de imprecisién e incertidumbre, en donde se desconoce parcial o completemente el

modelo matematico del sistema por ser demasiado complejo.

Sin embargo las limitaciones causadas por el problema de la dimensionalidad en los
sistemas neuro-difusos convencionales, sugieren una nueva metodologia para el diseno de
identificadores y controladores inteligentes a través del uso de una red FCMAC con estructura
jerdrquica. Los sistemas neuro-difusos jerarquicos evitan el crecimiento del nimero de reglas
de inferencia de forma exponencial, solo lo hace de manera lineal, lo que evita un incremento

en el espacio de memoria requerido para su implementaciéon, esta caracterfstica hace que
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la red FCMAC sea ficil de realizar principalmente en aplicaciones de tiempo real, ademads
que el ajuste de los peso sélo se realiza en algunas neuronas activadas por las entradas, esto
ocasiona que el algoritmo de aprendizaje para la actualizacién de los pesos de la red sea

mucho mas répido.

1.2. Objetivo de la tesis

El objetivo general de la tesis se enfoca en el diseno de una topologia de red neuronal
artificial llamada FCMAC para la identificacién y control de sistemas no lineales, se pro-
ponen dos tipos de redes FCMAC sin retroalimentacién para atacar problemas estaticos y
con retroalimentaciéon para sistemds dindmicos. Ademds de que presentan una estructura
jerdrquica para minimizar los requerimientos de memoria, todos estos esquemas presentan

un algoritmo de aprendizaje de la red entrada-estado estable.

1.2.1. Objetivos particulares
Los objetivos particulares se dividen principalmente en dos aspectos:

= El primero es realizar una identificacién para sistemas estéticos no lineales mediante
la integracion de sistemas difusos y redes neuronales artificiales generalmente llamados
sistemas neuro-difusos, basados en una topologia de red conocida como red neuronal
FCMAC, a partir de esta topologia se hace una extencién a redes recurrentes FC-
MAC con retroalimentacién local en una de las capas de las red, con retroalimentacién
global entre la capa de entrada y de salida y con una combinaciéon de ambas retroal-
imentaciones tanto local como global, todas estas retroalimentaciones para resolver
los problemas de identificacion en los sistemas dindmicos. Tanto a las redes estdticas
como dindmicas FCMAC se presentan con una estructura jerdrquica para resolver el

problema de la dimensionalidad.

= El segundo objetivo es realizar un control adaptable indirecto mediante la misma

topologia de red utilizada en la identificacién: la red recurrente FCMAC con estruc-
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tura jerdrquica de baja dimensionalidad para resolver el problema del incremento de
reglas presentes en controladores neuro-difusos convencionales. En la identificacién y
control mediante las redes FCMAC se realiza el andlisis de estabilidad del algoritmo
de aprendizaje tipo retro-propagacién del erros para el ajuste de los pesos de la red, el

cudl se basa en el segundo método de Lyapunov.

1.3. Estructura de la tesis

El trabajo de tesis titulado "Andlisis y diseno de redes neuronales CMAC para
la identificacion y control de sistemas no lineales " esta dividido en cinco capitulos:

El capitulo uno menciona los antecedentes de las redes neuronales artificiales, los difer-
entes conceptos de estabilidad y la motivacién que se tuvo para realizar la identificacion y
control de sistemas no lineales mediante sistemas neuro-difusos, en particular la red neuronal
CMAC recurrente con estructura jerarquica. Se menciona ademds los objetivos generales y
particulares planteados en este trabajo de tesis.

El capitulo dos hace una breve resena sobre el funcionamiento de los sistemas neuronales
bioldgicos, la estructura y el proceso de aprendizaje que hace posible su interelacién con
el medio que lo rodea, se aborda de manera particular la anatomia del cerebelo, el cudl
se encarga de coordinar y ejecutar de manera sincronizada todos los movimientos de las
articulaciones del cuerpo humano. Del estudio de la anatomia del cerebelo parte un modelo
matematico conocido como red neuronal CMAC difusa, del cudl se hace una breve descripcién
de su arquitecura y principio de funcionamiento.

El capitulo tres estudia las caracteristicas mas importantes de las redes neuronales y de
los sistemas difusos como aproximadores de funciones y para la identificacién de sistemas no
lineales. En este capitulo se detalla el funcionamiento de la red neuronal CMAC y sus dis-
tintas modificaciones como son la red CMAC difusa, recurrente y con estructura jerdrquica.
Ademas de su aplicacién en la identificacién de sistemas no lineales en tiempo discreto. En
la Identificacion de los sistemas discretos se realiza el analisis de estabilidad entrada-estado

del algoritmo de aprendizaje de la red FCMAC, el cudl se basa en la retropropagacién del
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error.

El capitulo cuatro estudia la capacidad de las redes neuronales CMAC para controlar
sistemas, en este capitulo se trabaja con sistemas en tiempo continuo. Se desarrolla un control
adaptable indirecto mediante la estructura de la red jerdarquica FCMAC, se realiza el andlisis
de estabilidad mediante el segundo método de Lyapunov para demostrar la convergencia de
los pesos en el algoritmo de aprendizaje de la red.

El capitulo cinco presenta las conclusiones del trabajo y se propone el estudio de otros
topicos de interés relacionados con los sistemas neuro-difusos CMAC. En este capitulo se
mencionan las diferentes aplicaciones de la red CMAC, principalmente en sistemas electro-

mecanicos subactuados y aplicaciones en tiempo real.
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Capitulo 2

Red neuronal FCMAC

2.1. Sistema biolégico del cerebro

2.1.1. Estructura del cerebro

El cerebro contiene muchos subsistemas especializados para realizar diferentes tareas que
el cuerpo humano le exiga, las interacciones entre estos sistemas determinan su compor-
tamiento, un esquema general de la anatomia del cerebro se muestra en la figura 2.1.

La figura 2.2 muestra las principales estructuras involucradas en el control motriz del
cuerpo y sus conexiones internas, el sistema motriz funciona de una manera jerarquica,
los niveles mas altos de la jerdrquia transmiten senales a los niveles bajos que procesan la
informacién captada por los sensores y transmiten dicha informacion sobre su estado a los
niveles altos.

La espina dorsal es la principal interfaz entre el cerebro y el resto del cuerpo, contiene mu-
chos grupos de nervios sensoriales, motores (de ejecucién) y muchos subsistemas neuronales
que proporcionan los diferentes reflejos del cuerpo.

La base del cerebro esta compuesta de médula y la parte media del cerebro, contiene
distintos grupos de neuronas especializadas para realizar diferentes tareas como pueden ser:

mantenerse erguido, control del balance y transformacién de la informacién sensorial, etc.
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Figura 2.1: Estructura del Cerebro

El cerebelo ayuda en el aprendizaje y en coordinar los reflejos motrices aprendidos e
instintivos, recibe informacién de la corteza matriz y de la espina dorsal, los cudles son

empledos con otras areas del cerebro.

El tdlamo procesa y distribuye la mayoria de la informacién motriz captada por los
sensores y que es enviada a la corteza cerebral. Los ganglios basales estan al lado de la
corteza cerebral y se encargan de coordinar algunos movimientos y estan involucrados en la
parte cognocitiva del ser humano, pueden realizar las transiciones entre diferentes estados

de movimiento.

La corteza cerebral, es un conjunto de neuronas finas que cubren al cerebro, el cuél pre-
senta dos hemisferios: izquierdo y derecho, la corteza cerebral realiza funciones perceptivas,
cognoscitivas, y las de més alto nivel motriz, asi como la emocién y la memoria. Las respues-
tas de complejas comportamientos se originan aqui. Tiene muchas dreas que se especializan

en diversas funciones cognoscitivas, tales como la visién, lengua, y planeamiento [32].
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Figura 2.2: Esquema del control del movimiento humano

2.1.2. Neurona biolégica

Una neurona bioldgica es una célula especializada que se encarga de transmitir informa-
cién a otras células 6 neuronas a partir de senales electro-quimicas, como se observa en la
figura 2.3, las senales eléctricas se presentan como diferencias de voltajes que atraviesan la
membrana celular. Las neuronas presentan muchas ramificaciones que le permiten conectarse
a otras neuronas, las cudles se conocen con el nombre de dendritas, las dendritas (entradas)
obtienen informacién de neuronas vecinas mientras que los axones transmiten (salidas) dicha
informacion. Para distancias cortas entre neuronas la informacién es intercambiada a través
de voltaje estatico, para distancias grandes las senales son transmitidas a través de las den-
dritas y los axénes como una cadena de pulsos de voltaje, la informacién es codificada en
una taza de pulso o de disparo.

Cada pulso transmitido a una neurona es integrado al cuerpo de la célula hasta alcanzar
un umbral, con lo cual la neurona emite su propio pulso y la integracién se reinicializa. La
interfaz entre cualesquiera dos neuronas se conoce como sinapsis, la cudl se realiza entre
un axon y una dendrita. La terminal del axén puede ser excitada o inhibida dependiendo

del umbral, lo que significa que la sinapsis modula el pulso entrante de modo que tenga un
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Figura 2.3: Neurona bioldgica

mayor o menor efecto de integracién sobre la neurona final, este incremento o decremento es
la taza de disparo.

Existen diferentes tipos de neuronas en el cerebro que presentan distintas formas y
tamanos, por ejemplo las células granulares que estdn presentes en la corteza del cerebro
son pequenas con forma de estrella y solamente presentan en promedio cuatro dendritas
(entradas), en contraste con las células Purkinje que son mucho més grandes, tienen una
estructura en forma de arbol con muchas ramificaciones y pueden llegar a presentar cerca de

200,000 dendritas, como se observan en las figuras 2.4 y 2.5.

2.1.3. Aprendizaje

El aprendizaje se puede entender como un proceso neuronal en el cudl se realiza una
interpretacién interna del mundo externo, las diferentes estructuras del cerebro presentan
diferentes comportamientos de aprendizaje utilizando varios mecanismos, en muchos casos
el aprendizaje se da en los niveles de las neuronas individuales al ajustar su sinapsis 6

alteraciones en su dindmica en respuesta a diferentes senales de entrada.
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Figura 2.4: Células Granulares y Purkinge

En 1949 Donald Hebb propuso un mecanismo celular para el condicionamiento cldsico
conocido como aprendizaje hebbiano, figura 2.6. Un estimulo no condicionado es originado
en la neurona A, esto estimula una respuesta en la neurona C' porque se produce una sinapsis
de acoplamiento entre las dos. Un estimulo condicionado que se origina en la neurona B,
inicialmente no estimula una respuesta sindptica sobre C' por ser pequena, sin embargo, si
B es estimulado al mismo tiempo que C' es excitado, entonces la sinapsis B — C' serd muy
fuerte. Inicialmente C sélo es excitado en respuesta a A, si B estimula junto con A, entonces
la sinapsis de B serd muy grande y podrd influir en la respuesta de C, de esta manera un

estimulo condicionado estd asociado con un estimulo no condicionado.

2.1.4. Anatomia de la corteza del cerebelo

La tarea del cerebelo es regular la actividad motora que ocurre en otras dreas del cerebro,
El cerebelo resulta especialmente vital para el control de actividades musculares rapidas,
como correr, escribir a maquina, tocar el piano, incluso hablar, ver la figura 2.7. Las senales
que se originan en el cerebelo modulan la cantidad del movimiento, el inicio y la terminacion
del movimiento y el control preciso del tiempo de cualquier evento que implique una secuencia

coordinada de movimientos, regula y coordina los movimientos del cuerpo: Piernas, ojos,
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Figura 2.6: Aprendizaje Hebbiano

brazos, controlar los movimientos posturales y de equilibrio.

La pérdida de esta zona del encéfalo puede destruir cada una de estas funciones motoras.
El cerebelo ocupa cerca del 10 % del volumen del cerebro, pero contiene mds de la mitad
del total de neuronas cerebrales, el cerebelo actiia en el control motriz sélo en relacién
con las actividades motoras que se inician en alguna otra parte del sistema nervioso. Pueden
originarse en la médula espinal, la formacion reticular, los ganglios basales o en dreas motoras
de la corteza cerebral.

El cerebelo a pesar que no tiene el control directo sobre la contraccién muscular vigila

y establece ajustes correctores de las actividades motoras desencadenadas por otras partes
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Figura 2.7: Anatomia del Cerebro

del encéfalo. Recibe continuamente informacién actual de las partes periféricas del cuerpo,
para determinar el estado instantdneo de cada uno de sus &dreas - su posicién, su ritmo de
movimiento, las fuerzas que actian sobre él, etc. El cerebelo compara el estado fisico actual
de cada parte del cuerpo segin indica la informacién sensorial, con el estado que intenta
producir el sistema motor. Si los dos no se comparan favorablemente, de manera instantdnea
se trasmiten senales correctoras adecuadas hacia el sistema motriz, para aumentar o disminuir
la actividad de musculos especificos. Los impulsos motores del cerebelo son transmitidos hacia
los centros motores del cerebro y de la médula con destino a los miisculos.

La corteza del cerebelo presenta tres capas de neuronas como se observa en la figura 2.8,
las cudles presentan diferentes tipos de células como son: células granulosas, células purkin-
je, capa molecular, materia blanca (sélo axones). La corteza motora transmite senales a la
periferia para causar una funcién motriz, pero al mismo tiempo transmite esta informacién
al cerebelo, entonces el cerebelo compara las "intenciones"de la corteza con la .2ctuacién"de

las partes corporales, en caso que ésta no corresponda con aquéllas, calcula el .®ror.®tre
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Figura 2.8: Estructura interna del cerebelo

ambas para poder llevar a cabo las correcciones apropiadas de inmediato. Un efecto secun-
dario del mecanismo del cerebelo de retroalimentacién es su capacidad de .*mortiguar"los
movimientos musculares. Para explicar el término .2mortiguador", debemos senalar primero
que pricticamente todos los movimientos del cuerpo "son pendulares". Debido a la inercia,
todos los movimientos pendulares tienen tendencia a pasar a su estado inicial, si el cerebelo
estd intacto, senales subconscientes apropiadas detienen el movimiento exactamente en el
sitio requerido, evitando asi que se pase de él y suprimiendo el temblor de amortiguacién

esta es la caracteristica bésica de un sistema de amortiguamiento [31].

2.2. Redes neuronales artificiales

Las redes neuronales artificiales son un modelo simplificado de las redes neuronales bi-

olégicas, se pueden clasificar dentro del grupo de sistemas inteligentes, entre los que se
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encuentran: sistemas adaptables, difusos, genéticos y todos aquellos que tratan de modelar
el conocimiento y el aprendizaje. La calificacién de inteligentes se debe a que los sistemas
mencionados anteriormente tienen la capacidad de adaptarse a su medio 6 aprender de él
de forma auténoma. Las redes neuronales artificiales pueden definirse como un arreglo de
elementos bésicos de procesamiento con capacidad de entrenamiento. Este entrenamiento
consiste en el ajuste de algunos pardmetros con el fin de que la red asimile, con algin grado
de precision, la relacién causa-efecto deseada entre las variables de entrada y de salida de la
red neuronal. Las redes neuronales artificiales se han utilizado principalmente en dos grandes

areas:
= Aproximacion de funciones
= Reconocimiento y clasificacién de patrones

En el campo del control automadtico, las redes neuronales artificiales se utilizan princi-
palmente como modelos para la identificacién y el control de sistemas. La identificaciéon de
sistemas consiste en ajustar los pardmetros de un modelo propuesto, de tal forma que su
comportamiento se aproxime al sistema o planta a ser estudiado. La tarea de la identificacién
de sistemas es obtener modelos matematicos que reproduzcan la relaciéon entre las variables
que intervienen en el sistema estudiado, las redes neuronales artificiales tienen una aplicacién
directa en el campo de identificacién de sistemas debido a su capacidad de generalizacién a
partir de la relacién entrada-salida del sistema. La generalizacién de la red neuronal se efec-
tuda aplicando un conjunto de entradas diferentes a las usadas en la etapa de aprendizaje y
se observa su respuesta, esperando que reproduzca con cierto grado de precision la respuesta
del sistema identificado. Por otro lado, el problema de control busca disenar un sistema que
genere la senal de entrada a la planta necesaria para modificar su comportamiento con el fin
de que se comporte de la forma deseada.

Dos tipos de redes neuronales han recibido mucha atencién en trabajos recientes: Las redes
neuronales multicapa y las redes neuronales recurrentes. Las redes multicapa han resultado
una herramienta muy poderosa en problemas de reconocimiento de patrones (sistemas estati-

cos), mientras que las redes recurrentes han sido utilizadas para la identificacién y control de
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sistemas dindmicos, también en la resolucién de problemas de optimizacién. Desde el pun-
to de vista tedrico las redes multicapas representan mapeos no lineales estdticos, mientras
que las redes recurrentes son representados por sistemas con retroalimentacién dindmica no
lineal.

Se conoce con el nombre de redes neuronales artificiales a todos los modelos matematicos
que intenta imitar las capacidades y caracteristicas de sus semejantes biologicos. Las redes
neuronales estdn formados por elementos simples de cédlculo, todos ellos interconectados con
una cierta topologia 6 estructura, como lo son las neuronas llamadas perceptrones (Rossen-
blatt, 1958) que son el elemento mas simple de una red. El modelo bésico de una neurona

estd formada como se observa en la figura 2.9 por los siguientes elementos:

= Un conjunto de sinapsis, que son las entradas de la neurona ponderadas por un peso.
Se identifica al peso que conecta la entrada s; de la neurona ¢ por el simbolo w;;. Se
incluye un peso independiente w;y mejor conocido como bias, donde se considera una

entrada constante para la neurona 1.
= Un sumador que simula el cuerpo de la neurona y obtiene el nivel de excitacion.

» La funcién de activacién genera la salida si se alcanza el nivel de excitacién y restringe

el nivel de salida, evitando asi la saturacién de la red.

La salida de la neurona estd dada por la expresion:

Y = (,0 Zwl‘ij —|— w;0 (21)
7j=1

en donde n indica el niimero de entradas a la neurona .
El argumento de la funcién de activacién es la combinacién lineal de las entradas de la
neurona. Si se considera al conjunto de entradas y los pesos de la neurona ¢ como un vector

de dimension (n + 1), la expresién (2.1) puede escribirse de la siguiente forma:

yi = ¢ [Wis] (2.2)
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Figura 2.9: Elementos de una neurona.
donde s = [—1, 59, So, ..., sn]T, w; = (Wi, Wit ..., wm]T. La neurona artificial descrita anteri-

ormente estd formado por un grupo de constantes que ponderan la entrada a un sumador y
la salida es acotada por la funcién de activacién. Las funciones de activacién més utilizadas

estan definidas por las siguientes expresiones:

a) Escalén:

1 sis>0 b) Si gmoide 1
W('):U(S):{o,sis<o @ (1) = sigm(s) = 7=
d) Saturacién (2.3)
¢) Tangente —1,sis < —1
¢ (-) = tanh (s) = ;Z—:is o () =sat(s) = z, sl [s] <1
1,sis>1

Una propiedad de las funciones sigmoide y tangente hiperbdlica es que su derivada existe
y es una funcién continua. Esto es necesario ya que en el algoritmo de aprendizaje el célculo
del gradiente local para cada neurona del perceptrén multicapa requiere del conocimiento
de la derivada de la funcién de activacién ¢ (-) asociada con la neurona en cuestién. Para

que esa derivada exista es necesario que ¢ (-) sea diferenciable. Las funciénes de activacién
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comtinmente utilizadas en redes neuronales son las funciones sigmoidal y gaussiana.

Las redes neuronales artificiales estdn construidas en base a elementos de calculo rel-
ativamente simples, que son capaces de aprender de su ambiente y modificar su forma de
interactuar con él. Al modo en que las neuronas se organizan en la red se le conoce como
topologia. En las redes neuronales artificiales se clasifican en tres arquitecturas elementales:

redes con una sola capa, milti-capas y en malla, como se observa en la figura 2.10.

Una sola capa

Mdltiples capas

5 y

Malla

Figura 2.10: Topologia de las redes neuronales artificiales.

En las redes neuronales, la arquitectura usada influye en su capacidad de adaptacion,
debido al conjunto de pesos ajustables que presenta. Las redes neuronales presentan las

siguientes caracteristicas segiin su organizacién interna:
= Paralelismo
= Representacién y cdlculo distribuido

s Algoritmo de aprendizaje
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= Tolerancia a fallas

Otra clasificaciéon que presentan las redes neuronales se base en la manera en que la
informacién se transmite en la red. Se dividen en dos grupos: redes con conexiones hacia

adelante (estéticas) y redes con conexiones hacia atrés ¢ recurrentes (dindmicas).
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Figura 2.11: Redes estdticas y dindmicas

2.2.1. Redes neuronales estaticas

Si la respuesta de una red neuronal depende tunicamente de sus entradas y no depende
de senales en instantes anteriores de tiempo se dice que es una red neuronal estética, por lo
que la respuesta de la red neuronal es invariante en el tiempo. Existen dos tipos de redes
neuronales estdticas: las redes neuronales muilti-capa y las redes neuronales de funciones
radiales bésicas.

Las redes neuronales estéticas son muy ttiles en los problemas de clasificacién de patrones

y aproximacién de funciones porque construyen funciones no lineales entre el espacio de
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entrada al espacio de salida de las variables involucradas. Una red neuronal con conexiones
hacia adelante con una capa oculta no lineal y una capa de salida lineal puede aproximar

cualquier funcién con el grado de precision que se desee, como se demostré en: [14], [18], [17].

Redes neuronales miilticapas

Estas redes neuronales estdn construidas por neuronas organizadas en capas. Cada nivel
intermedio de la red tiene como entrada a todas 6 a un conjunto de las salidas de la capa
anterior. Un ejemplo de una red neuronal con miltiples capas se presenta en la figura 2.10.
La primer capa es la entrada a la red, su funcién es la distribuir las entradas de la red en
la primer capa oculta, la capa dos estd localizada entre la primer capa y la iltima capa, se
denomina capa oculta, la dltima capa genera las salidas de la red neuronal. El flujo de la
informacion se transmite en un sélo sentido, de manera que una red neuronal multicapa es

un mapeo no lineal del espacio de entrada s, al espacio de salida y, es decir: s — y.

Redes neuronales con funciones de base radial

Un incoveniente de las redes neuronales MLP es que su entrenamiento es lento, la mini-
mizacion del indice del error cuadratico de salida requiere de comparar en varias ocasiones el
conjunto de datos de entrenamiento con la respuesta de la red neuronal. Las redes neuronales
con funciones de base radial (RBF) son una alternativa a las redes neuronales MLP, en el
contexto de que las RBF las capas ocultas estdn conformadas por un conjunto de funciones
que constituyen una base para el problema de clasificacién. La justificacién matemadtica la
establece el teorema de Cover (Cover, 1965), se basa en que un problema de clasificacién es
méas probable que sea linealmente separable si se transforma en otro de dimensién mayor.
Las funciones de base radial fueron introducidas primero para la solucién de problemas de
interpolacién multivariable. El trabajo pionero en este tema fue Powell, 1985. Broomhead
y Lowe en 1988, exploraron por primera vez el uso de las redes neuronales con funciones
de base radial para poder realizar una clasificcién no lineal. A diferencia de la disposicién

que se tiene en las funciones de activacién de la red MLP que permite construir modelos de
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entrenamiento mediante el algoritmo de retro-propagacion, las nuevas redes con funciones de
base radial construyen sus modelos con funciones de activacién que son diferente tanto en
la capa oculta como en la capa de salida, esto es, una red RBF estd disenada con neuronas
en la capa oculta activadas mediante funciones radiales de carédcter no lineal con sus centros
propios y en la capa de salida mediante funciones lineales. La estructura de las redes de base

radial presenta tres capas bien definidas:

» La capa de nodos de entrada, completamente conectadas a las neuronas de la capa

oculta.

= La capa oculta de neuronas que proveen una transformacién no lineal activada por las

funciones de base radial.

= La capa de salida, también completamente interconectada a la capa oculta y activada

a través de una funcién lineal continua.

La construccién de una red RBF requiere de una mayor cantidad de neuronas en los
nodos ocultos que en las redes MLP. Aunque las redes RBF no son cominmente utilizadas
en aplicaciones que impliquen un alto volumen de patrones de entrenamiento, se le reconoce
como una red con una alta eficiencia en la fase de entrenamiento. El entrenamiento a difer-
encia de la red MLP usando el algoritmo de aprendizaje de retro-propagacion, es solamente
hacia adelante, de este modo la salida de una red RBF en general, estd influenciada por una
transformacién no lineal originada en la capa oculta a través de la funcién de base radial y
una lineal en la capa de salida a través de la funcién lineal continua.

En la figura 2.12 se presenta una red RBF, donde s;, son las entradas alaredi = 1,2, ..., n;
la salida estd dada por y = wpu (s), en donde las p,; son las funciones de base radial, para
este caso son funciones gaussianas. Si la red neuronal presenta v neuronas en la capa oculta,

entonces la salida de la red neuronal de base radial se expresa de la forma:

Y= Zwiﬂi (s) (2.4)
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Figura 2.12: Red neuronal de funciones de base radial.

En general una red RBF tiene un mejor desempeno con un mayor volumen de datos de
entrenamiento que su contraparte la red MLP, presentan una arquitectura simplificada con
una capa oculta, su entrenamiento es rapido y se puede realizar una combinacién de diferentes
paradigmas de aprendizaje.

Aplicaciones de las redes estaticas

Las principales aplicaciones de las redes neuronales estdticas son aquellas en donde es

necesario construir una relaciéon entre la entrada y la salida, como por ejemplo:

» Clasificacién de patrones: Sea d una muestra que pertenece a un conjunto D y ¢ es un

designador de clase. Se dice que d es de clase ¢, si existe una funcién f, tal que:
f:d—c (2.5)

A todas las muestras m que cumplen 2.5, forman la clase C:

C={deD|f:d—c}
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» Aproximaciéon de funciones: Dada una funcién f : s — y, en donde s € S C R",

y €Y C R™. Encontrar una f tal que:

”f(s)—f(s)H <6 VseS

~

En donde € es un entero positivo pequeno. Se dice que f es una aproximacion en S de

f.

= Memoria asociativa: En la actualidad las computadoras tienen memorias direccionadas,
memorias que necesitan como informacién de entrada una direccién para recuperar un
dato, esto hace que tengan una estructura rigida; en consecuencia tienen un tiempo
de escritura y lectura grande. Por el contrario una memoria asociativa, no requiere
de la direccién especifica del dato guardado, lo que necesita es otro dato, es decir, en
este tipo de memorias se recupera la informacién por la asociacién impuesta sobre su
contenido, este modo de operar hace a una memoria asociativa més rapida de recuperar

la informacion.

Redes neuronales dindamicas

Hay problemas que necesitan de un sistema que tenga una respuesta dependiente de
su estado anterior, por lo que requieren de una estructura que tenga una dindmica interna
propia. Si la respuesta de una red neuronal depende de su pasado, se dice que es una red
neuronal dindmica. Algunas de las tareas para este tipo de redes son: La prediccién de series,
la identificacién y el control de sistemas dindmicos.

La figura 2.13 muestra las diferentes arquitecturas de las redes dindmicas. Las figuras (a)
y (b) muestran redes con recurrencia local, la primera una recurrencia en la misma capa y
la segunda muestra una recurrencia entre las capas ocultas. Las figuras (c¢) y (d) muestran
una recurrencia global, donde la retroalimentacién va de la salida de la red a la entrada y en
el segundo caso la retroalimentacién solo llega a la segunda capa de la red. En el desarrollo

de este trabajo de tesis, las arquitecturas (a) y (c) fueron empleadas.
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Figura 2.13: Arquitecturas de redes neuronales dindmicas
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2.2.2.

Aprendizaje en las redes neuronales artificiales

El aprendizaje en el contexto de las redes neuronales es un proceso por el cudl los pesos

de la red neuronal son adaptados a través de un proceso de entrenamiento con datos del

ambiente en el cudl la red se desea utilizar, el tipo de aprendizaje estd determinado por

la regla que se emplea para ajustar el valor de los pesos. Esta definicién del proceso de

aprendizaje implica la siguiente secuencia de pasos:

1. Las redes neuronales son estimuladas por el medio ambiente.

2. Las redes neuronales sufren cambios en sus pesos como resultado de esta estimulacion.

3. Las redes neuronales responden de una nueva forma al ambiente por que los cambios

han ocurrido en su estructura interna.
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Al conjunto de reglas bien definidas para la solucién del proceso de aprendizaje se le
denomina algoritmo de aprendizaje. Los algoritmos de aprendizaje difieren unos de otros en

la manera en la cudl ajustan los pesos de cada neurona.

Aprendizaje por correccién del error

La sefial de salida de la neurona i es denotada por y; (k), esta senal de salida representa
solamente la salida de la red neuronal, la cudl es comparada con la respuesta deseada,
denotada por d; (k), consecuentemente se produce una senal de error denotada por e; (k), de

esta definicién se tiene:

€ (/f) =d; (k?) —Yi (k?) (2~6)

El algoritmo de aprendizaje se basa en el valor de la senal de error e; (k) para aplicar un
ajuste en los pesos de la neurona . En cada paso k los ajustes de correccién son realizados
para hacer el valor de la senal de salida y; (k) muy cercano a la senal de la respuesta deseada
d; (k). Este procedimiento es llevado a cabo al minimizar una funcién de costo 6 indice de

desempeno & (k) , definido en términos de la senal de error e; (k) como:

£ (k) = 3¢ (k) 2.7

Esto es, £ (k) es el valor instantdaneo del error, el ajuste paso a paso de los pesos sindp-
ticos de la neurona i son continuos hasta que el sistema alcance el estado estacionario (i.e.,
cuando los pesos no cambien), en este punto el proceso de aprendizaje términa. El proceso
de aprendizaje descrito anteriormente se refiere obviamente al aprendizaje por correccién del
error, en particular la minimizacién de la funcién de costo £ (k) nos lleva a que la regla de
aprendizaje comtinmente llamada la regla delta 6 regla Widrow — Hof f.

Sea w; ; (k) denota el valor del peso sindptico w; ; de la neurona i excitada por el elemento
s; (k) por un vector de senales de entrada s (k) en el tiempo k. De acuerdo a la regla delta,

el ajuste Aw; ; (k) aplicado a los pesos sindpticos w; ; en el tiempo k estd definido como:
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Ay (K) = nes (k) s, (k) (2.8)

Donde 7 es una constante positiva que determina la tasa de aprendizaje de un paso del
proceso de aprendizaje al siguiente. Nos referiremos a 7 como el pardmetro de la tasa de

aprendizaje. Se asume que la senal de error se puede medir.

g n xn g n

[}

Red r_1e_u.ronal )
artificial +

; ko

Reglade
Aprendizaje

Figura 2.14: Diagrama a bloques de la red neuronal artificial.

De la figura (2.14) se observa que el aprendizaje por correccién del error es de natu-
raleza local, esto es, que los justes de los pesos sindpticos realizados por la regla delta estdan
localizadas alrededor de la neurona i. Al calcular el ajuste sindptico Aw; ; (k), los valores

actualizados de los pesos sindpticos w; ; estdn determinados por:

wm» (]C + 1) = wm (k}) + A’LUZ',]‘ (k’)

w; ; (k) y Aw,; (k) pueden ser vistos como el anterior y el nuevo valor de los pesos

sindpticos wj ;.

2.3. Sistemas difusos

La légica difusa es una generalizacién de la 16gica clédsica, en la cuédl existe una transiciéon

suave del valor falso al verdadero. La base de la légica difusa es derivada de la teoria de
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los conjuntos difusos [19], Un conjunto difuso A en S, estd caracterizada por una funcién
de pertenencia ji4 (s), el cudl asocia un mimero real con cada elemento en S en el intervalo
[0,1], con el valor de p, (s) se representa el grado de pertenencia de s en A. Esto es, el

conjunto difuso A sobre el universo S se define como:

A={(s,pa(s)) | s €5}

La funcién de pertenencia mapea cada elemento a su valor de pertenencia entre 0 y 1.
Algunos tipos de funciones de pertenencia son: triangular, trapezoidal, gaussiana, campana
generalizada, sigmoidal, etc.. A continuacién se presenta brevemente los conceptos basicos

de los sistemas difusos.

Base de
reglas

Inferencia
difusa

—P Fuzzyficacién

4
y

Defuzzyficacion [y,

Figura 2.15: Componentes de un sistema difuso.

Un sistema difuso es un mapeo no lineal de un vector de datos de entrada a una salida
escalar utilizando l6gica difusa. Este mapeo se realiza utilizando la fuzificacién, inferencia
difusa, y la defuzificaciéon, componentes que conforman un sistema difuso como se muestra
en la figura 2.15. El componente de fuzzyficacién mapea un valor no difuso del espacio de
entrada a un valor lingiiistico conveniente, el cudl puede ser visto como una etiqueta del
conjunto difuso. La méquina de inferencia difusa consiste de tres partes conceptuales: La
base de reglas que contiene una seleccién de las reglas difusas, la base de datos que definen
las funciones de pertenencia utilizadas en las reglas difusas, la normalizacién de las entradas

y salidas del universo del discurso, La realizacién de la particién difusa del espacio de entrada



34 Red neuronal FCMAC

y salida, y el mecanismo de razonamiento que realiza el procedimiento de inferencia sobre
las reglas y da las condiciones para derivar una salida razonable. La estructura de una regla

difusa sencilla tiene la estructura:
SI ses A, ENTONCES y es B (2.9)

Donde A y B son los valores lingiifsticos de entrada y salida definidos por los conjuntos
difusos sobre el universo S y Y respectivamente. La parte ST s es A, es llamada la parte
antecedente de la regla, la parte ENTONCES y es B, es llamada la parte consecuente. La

regla puede ser representada como una relacién de implicacién como:
R:A— B

Donde R es la relacién difusa definida sobre el universo del producto cartesiano S x Y. A
y B son la parte antecedente y consecuente de la regla. Esta relacién puede ser obtenida
de diferentes fuentes: del conocimiento y experiencia de un experto, del sentido comtin, del
conocimiento intuitivo del ingeniero de diseno, acerca del sistema bajo estudio ya sea de los
principios fisicos de funcionamiento o de las leyes fisicas que lo gobiernan.

Los modelos difusos bésicamente se dividen en dos categorias: Uno es el modelo lingiiisti-
co, el cudl estd basado en una coleccién de reglas si —entonces, que utilizan un razonamiento
difuso este se conoce como modelo Mamdani. La forma de este modelo para un sistema de

dos entradas-una salida se describe por:
Sl sies Ay soes B, ENTONCES yes C (2.10)

donde A, B y C' son conjuntos difusos sobre el universo S,Y y Z respectivamente.
El otro tipo es el modelo Sugeno, estd caracterizado en su parte consecuente por una

expresion matematica:
SI sy es Ay sges By ENTONCES y = f(s,y) (2.11)

donde A y B son conjuntos difusos sobre el universo del discurso S y Y respectivamente. Un

modelo Sugeno de primer orden tiene la forma:

SI syes Ay sy es B, ENTONCES y=ps+qy+r (2.12)
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Los modelos difusos pueden ser desarrollados empleando el método directo, donde se extrae

directamente el conocimiento del experto y es expresado en la forma de reglas légicas.

2.4. Red neuronal CMAC

Una de las técnicas de control inteligente mas utilizadas y que ha presentado un incre-
mento significativo en su investigaciéon y desarrollo en los ultimos anos han sido las redes
neuronales artificiales (NNs, por sus siglas en inglés), las cuéles son muy poderosas para iden-
tificar y controlar una amplia variedad de sistemas no lineales usando tinicamente entradas
y salidas de la planta sin necesidad de tener con un modelo matematico que la describa. Los
controladores basados en redes neuronales han sido desarrollados para compensar los efectos
no lineales presentes en los sistemas a controlar. En la topologia de las redes neuronales
hacia adelante (feedforward) todos los pesos son actualizados en cada ciclo de aprendizaje,
este aprendizaje es de naturaleza global, lo cual es una tarea que consume mucho tiempo,
esto llega a ser una desventaja cuando se pretende realizar un aprendizaje en linea o para
aplicaciones de control en tiempo real donde el tiempo de respuesta se vuelve critico.

Una nueva topologfa de red neuronal artificial que no presenta estas desventajas fue
propuesta por James Albus en 1976 llamada: Cerebellar Model Articulatién Controller -
CMAC -, cuya traduccién literal es modelo del cerebelo para el control de la articulacién
[1], [2]. Este modelo artificial es una representacién del modelo biolégico que se describe
de manera general por tres capas que corresponden a las neuronas sensoriales que detectan
los estimulos, las células granulares y las células Purkinje, estés tltimas se encuentran en la
corteza del cerebelo [31]. La red neuronal CMAC puede ser clasificada como un perceptrén de
memoria asociativa o mecanismo de bisqueda (look-up) por medio de una tabla, el cudl no se
encuentra completamente conectada y la actualizacién de los pesos es local; ha sido utilizado
ampliamente para control de sistemas en lazo cerrado de sistemas dindmicos complejos en
tiempo real debido principalmente a su rdapido proceso de aprendizaje. La red CMAC puede
aprender relaciones no lineales de una amplia categoria de funciones y es una alternativa a las

redes clasicas como el MLP. Algunas desventajas de las redes multicapa como el Perceptron
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(MLP) es que su algoritmo de entrenamiento generalmente toman muchas iteraciones para
converger, de aqui que en aplicaciones de aprendizaje en linea y en tiempo real no son
muy recomendables, el nimero de cdlculos por iteracién es grande y el algoritmo se ejecuta
lentamente, lo que hace muy dificil su implementacién en hardware. La figura 2.16, muestra
de manera general las diferentes topologias de redes CMAC que son estudiadas en este
trabajo, en las siguientes secciones se explica a detalle el funcionamiento de cada una de

ellas.

HFCMAC

HFCMAC ] [ HFCMAC

RFCMAC

[ RFCMAC J

feedforward recurrente global local

RFCMAC ]

Figura 2.16: Diferentes topologias de redes CMAC.

2.4.1. Red neuronal CMAC

La idea bésica de la red CMAC es almacenar los datos dentro de una regién, de tal
forma que los datos puedan facilmente recuperarse y el espacio de almacenamiento sea min-
imo, la red CMAC consta de muiltiples entradas y muiltiples salidas. Por las caracteristicas
mencionadas en la introduccién, la red CMAC es considerada una red neuronal artificial,
sin embargo, para las implementaciones actuales en software, generalmente es mucho mads
conveniente tratar a la red CMAC como una tabla de bisqueda. La red CMAC de la figura
2.17 consta de tres capas L1, L2y L3.

La capa L1 presenta las variables de entrada s = [sq, s9, ..., S,], €l espacio de entrada es



2.4 Red neuronal CMAC 37

h

L2 Hipercubos
1/ activados

— — — — — —

(v]

N
.
\,
<
—~
n
~

Elementos de

cp st 5 maden 3 Smas I madie ydamesr b malas —a

asociggion L AL I
T E
R NEER A A ¢
> 1 TResolucion
1 2 3 4 \
A B P c D
E| ,:l | Gl | Hl ! Hipercubos $
Asociados a
[ I B S
_— i d
Elementos de ¥

asociaciéon

Figura 2.17: Estructura interna de la red CMAC.

dividido en segmentos denominados elementos de resolucién denotado por r,, cada espacio
de entrada tiene un rango de valores permitidos, por lo que cada entrada analdgica s; se
cuantiza y se convierte en un valor discreto, este nuevo par de valores serd utilizado para
generar una direccién de memoria.

En la capa L2, la direccién de memoria seleccionada previamente se asocia con otras
memorias cercanas a su vecindad, este conjunto de memorias se denominan elementos de
asociacion n,, al proyectar esta vecindad sobre los elementos de resolucién rg para cada en-
trada s;, se forma el ancho de asociacién. Para la misma direccién de memoria se le pueden
asociar diferentes localidades de memoria, a cada grupo con diferentes localidades de memo-
ria, se le conoce como hipercubo h. El contenido de todos los hipercubos que son memorias

presentan un valor numérico que serd actualizado mediante un algoritmo de aprendizaje.

La capa de salida L3 es la suma del contenido de todos los elementos de memoria de los

hipercubos, la salida total de la red CMAC se representa por y (s) .
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Los elementos de resolucién 7, el rango de los valores de entrada permitidos en la red
CMAC, los elementos de asociacién n,, el nimero de hipercubos h y su tamano, son definidos

por el disenador.

b] 3]380]|31|32|33
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d 2|20|21 2,3
236 — )

al 1(10]11)12]13

514 oojoijozp03| -
1
A [5]>
c| D 3
E | [F
235

Figura 2.18: Red CMAC: dos entradas, una salida.

3(30(31]32(33
20|21 2,3

0,0 0,1,, 0,240,3

v

Figura 2.19: Elementos de Asociacién 1.

Un ejemplo de la red CMAC con dos entradas-una salida se observa en la figura 2.18.
En la capa L1 se encuentran las variables de entrada s; = 2,35 y s = 2,36,. Los elementos

de resolucién son ry = 3, el rango de valores permitidos es de 0 a 3 por cada entrada s;,
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el nimero de asociacién es de 3, y el nimero de hipercubos es 3. Las entradas originales se
cuantizan y toman nuevos valores, esto es: s; = 2 y s5 = 2, este valor genera la direccion de

memoria (2,2).

31132(33
2,1 2,3

1,111,2]13

0,110,24£0,3

v

2

Dgos

Figura 2.20: Elementos de asociacién 2.

Como se observa en la figura 2.19, los primeros elementos de asociacién que corresponden
a la direccién (2, 2) son las localidades: (0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,1), (2,2).

Todos estos elementos de memoria forman el primer hipercubo h;.

3]3,0]31
> 2,0|2,1

1110f11(12]13

0,0}0140,24£0,3

v

Figura 2.21: Elementos de asociacién 3.
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El segundo grupo de elementos de asociacién que corresponden a la direccién (2,2)
son: (1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3), este conjunto de elementos
de memoria forman el hipercubo dos hs, como se observa en la figura 2.20.

A

b 313,031
236 o » 20|21
a|l 1f10|l11]12(13 y(s)
€ s
K 0,0}01}02}03

235

Figura 2.22: Total de elementos activados en la red CMAC.

Por tltimo, el hipercubo h3 consta de los elementos de memoria: (2,2),(2,3),(3,2),(3,3),
como se muestra en la figura 2.21. El total de elementos de memoria activados que se muestran
en la figura 2.22; son (0,0), (0,1),(0,2), (1,0), (1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3).
Al mimero total de combinaciones de memoria también se puede realizar mediante todas
las combinaciones de hipercubos como se muestra en la figura 2.23, a todos los hipercubos
activados por las entradas se les asigna el valor de uno, a las bloques de asociacién no activa-
dos se les asigna el valor de cero, los hipercubos activados estdn compuestos de elementos de
memoria 6 neuronas, estos serdn los tinicos que podran actualizar sus pesos mediante algin

algoritmo de aprendizaje. El total de hipercubos 6 combinaciones que se pueden formar son:

[Aa, Ab, Ba, Bb, Cc,Cd, Dc, Dd, Ee, Ef, Fe, F f] (2.13)

La tercera capa de la red, presenta la sumatoria de todos los pesos de las neuronas

activadas en la capa L2, del total de neuronas presentes en la red, solo una pequena cantidad
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de ellas son utilizadas. La salida de la red CMAC como se observa en la figura 2.23, es el

valor numérico contenido en cada direccién de memoria fisica activada por los hipercubos,

son sumadas para seleccionar un tinico conjunto de pesos, estos definen el valor de la funcién

de control almacenada en esa direccién y se encuentra dada por:

w (Aa) + w (Ab) + w (Ba) + w (Bb) +
y = | w(Cec)+w(Cd)+w(Dc)+ w(Dd)+
w(Fe)+w(Ef)+w(Fe)+w(Ff)

y = [w(Aa)+w (Dd)+w(Ff)]

Np,
Yi = aw = E Qi W;j
j=1

(2.14)

Donde w es el vector columna con el contenido de las memorias activadas y a;; es el

vector fila con los elementos de la memoria activados. Cuando se tiene el caso de un espacio

de miiltiples entradas - multiples salidas los requerimientos de memoria aumentan.
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2.4.2. Red neuronal CMAC generalizada

La figura 2.24, muestra la arquitectura de una red CMAC generalizada estudiadas en [6],
[11], a diferencia de la red CMAC propuesta por J. Albus es que esta nueva topologia de red

presenta funciones gaussianas en los hipercubos.
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Figura 2.24: Red CMAC generalizada

La red CMAC generalizada estd compuesta por cinco capas, la propagacién de los datos

de entrada y las funciones bésicas en cada etapa se explican a continuacion:

1. En la capa uno se encuentra el espacio de entrada s, el cudl es continio y n —
dimensional, se define como: s = [51,32,...,3n}T € R",1 = 1,..,n, donde n denota
el nimero de entradas. Cada entrada s; es dividida en varios elementos, el nimero de
elementos se conoce como resolucion r, algunos de estos elementos son agrupados para

formar un bloque n;, por cada entrada, llamado bloque de asociacién.

2. La capa dos es conocida como espacio de asociacién de memoria A: El nimero total
de bloques n; formados en los diferentes niveles de quantizacién se define como n 4. El
nimero de bloques n4 en la red CMAC generalmente es mayor que dos. La interseccién

de los bloques de asociacién n; se conoce como hypercubos h;,. El comportamiento de
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cada bloque h; estd en funcién de los campos receptivos, que es la diferencia principal
con la red CMAC original, para una red neuronal CMAC generalizada los campos
receptivos pueden ser generalmente funciones triangulares 6 gaussianas. En este trabajo
se utiliza la funcién gaussiana representada como:
2
p— S. p— C . i
fai (s;) = exp M , j=1..na (2.15)

0ij

Donde p 4: (s;) representa la funcion gaussiana asociadas a cada campo receptivo j. El
J

superindice ¢ representa la i — ésima entrada s;, con el promedio ¢;; y la varianza o

para cada una de las entradas.

3. Espacio del campo receptivo T: Las dreas formadas por los bloques como en el vector
(2.13), son llamados campos receptivos asociados a una funcién gaussiana, el nimero de
campos receptivos es igual a ny, (bloque de asociacién). Cada localidad de A corresponde

a un campo receptivo. El campo receptivo multidimensional se define como:

bj (87 Gy, Uj) = H:U’A; (SZ) (216)
i=1

n 2

— exp ZM Ci=1om

i=1 Tij

. . S, . T

Donde b; esta asociado con el j — ésimo campo receptivo, ¢; = [c1;, C2j, ..., Cnj] € R™y
T . . 1. .

vj = [015,0%j,...,0pn5] € R".i=1,--- n. El campo receptivo multidimensional puede

ser representado en una notacién vectorial como:

2 (57 C, V) = [b17 b27 ERRS) bnr]T

T T
Donde ¢ = [c],cl,...cf,...cl ] e R yv=[v] vl . v . vL] eRvm.

5 Yn, Do

4. Espacio de memoria de los pesos w: cada localidad de T presenta un valor ajustable

en el espacio de memoria de pesos, con n, componentes puede ser expresado como:

W = [Wq, Wa, ..., Wy, ..., W)
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T
donde W, = [Wip, Wap, -, Wjp, ... W, o] € R™, w;, denota el valor de los pesos de la
o — ésima salida asociada con el j — ésimo campo receptivo. Los pesos de wy, son

inicializadoas en cero y se ajustan automaticamente durante la operacion en linea.

. El espacio de salida y: La salida de la red CMAC es la suma algebraica de los valores

de los campos receptivos Bb, Fe, Gg, .. activados por las entradas, el cudl se expresa

COo1mo:

Yo=Y wiep; (s, v;) (2.17)
y = wio(s)

2.4.3. Red neuronal CMAC difusa

La arquitectura de una red CMAC difusa se muestra en la figura 2.25, esta red estd

compuesta por cinco capas: En la primer capa se encuentra el espacio de entrada, en la

segunda se encuentra la capa de fuzzificacion, en la tercera estd la capa de asociacién difusa,

en la cuarta la capa de post-asociacion difusa y en la tltima, la capa de salida. Las funciones

bésicas realizadas en cada capa se explican a continuacién:

1. La capa L; esta dada por s = [s1, S, ..., sn}T € R", la cual transfiere las entradas de la

red a la siguiente capa dada por la variable mf; = s;, 2 = 1,...n, donde n es el nimero

de las variables de entrada.

. La capa L5 de la red neuronal CMAC difusa es conocida como capa de fuzzificacion, en

donde cada nodo de fuzzificacion corresponde a una variable lingiiistica (ej. positivo,
cero, negativo), la cudl esta expresada por una funcién de pertenencia pu At €n este
trabajo se utiliza la funcién gaussiana representada como en 2.15. Existen m variables
lingiiisticas por cada entrada como se observa en la figura 2.25, el niimero de nodos en

esta capa es n'™.

. La capa L3 de asociacion difusa realiza el cdlculo de la parte antecedente de las reglas

l6gicas difusas. Cada nodo en esta capa realiza la operacién de implicacion:

SI s; estd en Ajl y sn estd en A7 ENTONCES ...
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Espacio
de salida

Figura 2.25: Red neuronal CMAC difusa

Se utiliza la regla producto y se obtiene:

%zﬁa@@ (2.18)

donde p son las veces de asociacién, p = 1, ...,1 donde [ es el niimero de asociacién, A

es el vector de seleccién de la memoria de asociacién la cudl estd definida como:
Hai
N (1a) = pas, = 10,0--1,0- ] | (2.19)
Hoai,
4. La capa L, de post-asociacion difusa se calcula al normalizar las reglas activadas y

prepararlas para la inferencia difusa.
! N; Na N,
o=/ (Tl ) /(T ) 220)
p=1 i=1 j=1 i=1
5. El espacio de salida Ls: La salida de la red CMAC difusa es la suma de los pesos

activados por las entradas en el espacio de memoria, la cudl se expresa como:

y=wp(s) (2.21)
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Red CMAC via sistemas difusos
Para un sistema difuso con N nimero de reglas difusas y dos variables de entrada s =

[s1, $2] , se construyen las reglas difusas con la siguiente estructura:

R":Si s, estden A} y sy estd en Ay, ENTONCES y = w” ¢ (s) (2.22)

Donde = 1,2,..., N y la parte consecuente de la regla se obtiene de la salida de la red
CMAC. Las funciones de pertenencia utilizadas para los conjuntos difusos Az» son gausianas

[Laz, donde j = 1,..,m. Se realiza el proceso de fuzzificaciéon para calcular la salida y:

y - vt w + veplw + ..+ oypRw (2.23)
V1 + v+ ...+ UN

N
> af wo;
i=1
N
D vi
i=1
2
Donde: v; = []p: (si), la ecuacién anterior puede ser escrita en forma compacta como:
i=1 7

=w"p(s) (2.24)

T )
] y Pi = 1\1111 A7A: [a?’ag""ua%
2o vi
=1
La matriz A se determina por los vectores de asociacién de la red CMAC y ¢ se determina

T
Donde: ¢ = [¢y, @9, ..., N ]

por las reglas difusas, las cudles podran ser dadas y permitirdn al vector de pesos w ajustar
sus valores [13].

Por simplicidad para el problema de dos dimensiones, se construye la base de reglas difusas
con la estructura (2.22), las funciones de pertenencia se elijen como en la figura 2.26, en la cuél
P es positivo y N es negativo son conjuntos difusos para cada variable, existen cuatro reglas
con cuatro vectores de asociacion aq, as, as, ay denotados por las siguientes combinaciones
[s1,82] = [(P,P),(P,N),(N,P),(N,N)]. Para este ejemplo existen 16 vectores de asociacién
en la red CMAC, mientras que en le red CMAC difusa solo cuatro son utilizados, para

determinar el vector de asociacién a; en la red CMAC difusa, se realiza la operacién légica
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OR en todos los vectores de asociacién de la red CMAC. Por ejemplo si [s1, s2] estd en el
caso (P, P) existen nueve elementos en la regién y al realizar la operacion OR sobre los

correspondientes nueve vectores de asociacién se obtiene a; = [1,1,1,1,0,0,0,1,1,1,1,1].

N A P

S, p

° (-44) | (24| 24 | 44 o

o (-42) [ (-22)] 22) | 4.2)

o 42| 2-2]| @2 | @4-2) | %

o (-4,-4)| (-2,-4)| (2,-4) | (4.-4)

Figura 2.26: Relacion CMAC con las reglas difusas

De la figura 2.26, se descompone en diferentes niveles de quantizacién, donde cada hiper-
cubo generado tendrd asociado una funcién de pertenencia, en este caso es una funcién
triangular, dentro de los hipercubos generados existen células o neuronas, analizaremos la
célula ubicada en las coordenadas (4,4). Se construye la base de reglas difusas en base a las

posibles combinaciones de las funciones de pertenencia como:

R':SI s =Pysy,=P, ENTONCES y=wlyp,
R?:SI s, =Pysy=N, ENTONCES y = wlp,
R3:SIsy=Nysy=P, ENTONCES y=wl¢g,
RY:S8I s;=Nuysy=N, ENTONCES y = wly,

La parte antecedente de las reglas difusas corresponden al vector de seleccién de los
elementos de memoria, para el ejemplo de la célula (4,4) , en el primer nivel de quantizacion,
dispara el hipercubo Bb = 1, en el segundo nivel dispara Dd = 1 y en el tercero F'f = 1, Estos

son los elementos de memoria activados, se realiza el mismo procedimiento para cada una de
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las células. La parte ENTONCES es la suma de todos los elementos de memoria activados
en las diferentes combinaciones ((P, P), (P, N), (N, P),(N,N)). Los elementos de memoria
se refieren a los hipercubos: Memoria = [Aa, Ab, Ba, Bb, Cc,Cd, De, Dd, Ee, Ef, Fe, F'f].

S1,82  célula
(P,P) (4,4)
(4,2)
(2,2)
(2,4)
—4

(P,N) (2
2,2

Y

~— ~— ~— “—

S1, S9 célula

Memoria
00010001000 1]
00100001000 1]
(10000001000 1]
01000001000 1]
(100000100010
(100000100010
000100100010
001000010010

Memoria
100001000100
010001000100
1000000101060
010000010100
100010001000
100001001000
1000001010060

[
[
[
[
[
[
[
100000011000

[t W ¥ B W s W

en la parte
(11110001000 1]

en la parte

ENTONCES

10110011001 0]

ENTONCES

110001010100]

10001111100 0]

Como se ha visto en esta seccién la red neuronal CMAC presenta una estructura similar

a la red con funciones de base radial (FBR), ya que ambos pueden usar la funcién gaus-

siana como funcién de activacién en su capa oculta, presentan una rapida convergencia del

algoritmo de aprendizaje en relaciéon al MLP. La red FBR es de naturaleza local por lo que

computacionalmente consumen menos recursos y menos tiempo, son més faciles de imple-
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mentar por software y hardware, sin embargo existen algunas modificaciones a la red CMAC
que la han hecho ma&s poderosa.

Las redes FBR solo estdn disenados para abordar problemas estdticos ya que presenta
una estructura rigida hacia adelante de tres capas, por otra parte las redes CMAC pueden
presentar una recurrencia local, global 6 una combinacién de ambas lo que permite su uso
en la identificacién y control de sistemas dindmicos. Al combinar la herramienta de los
sistemas difusos y las redes CMAC, se obtiene una red CMAC difusa, este esquema presenta
la capacidad de aprendizaje de la red junto con el conocimiento a priori del sistema y una
estrategia de control difusa. El problema de la dimensionalidad de la explosién de las reglas
se resuelve usando una estructura jerdarquica. Estas son algunas de las ventajas de las redes

CMAC con respecto a las redes con funciones de base radial.
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Capitulo 3

Identificacion mediante redes FCMAC

3.1. Preliminares

En 1892 A. M. Lyapunov desarrollé dos métodos en su famosa monografia: Problema
general de la estabilidad del movimiento, presenté dos métodos para determinar la estabilidad
de los sistemas dindmicos descritos mediante ecuaciones diferenciales ordinarias. El primer
método se compone de todos los procedimientos en los cuales se usa la forma explicita de
la solucion de las ecuaciones diferenciales para el andlisis. En cambio, el segundo método no
requiere de las soluciones de las ecuaciones diferenciales, es decir, mediante el segundo método
de Lyapunov se determina la estabilidad de un sistema sin resolver las ecuaciones de estado,
lo cudl resulta en un método més sencillo, de manera general el método de Lyapunov es para
sistemas auténomos y no auténomos sin perturbaciones del tipo x (k+ 1) = f [k, z (k),0].
Los teoremas de estabilidad de Lyapunov dan condiciones suficientes para la estabilidad y
estabilidad asintética, tambien pueden ser usados para mostrar acotamiento de la solucién.

La nocién de estabilidad entrada-estado (iss por sus siglas en ingles) es una extensién
natural de la estabilidad de Lyapunov para sistemas con entradas. La iss es una de las
herramientas m&s importantes para estudiar la dependencia de la trayectoria de los estados
de los sistemas no lineales en tiempo continio y discreto sobre la magnitud de las entradas,

las cuéles pueden representar entradas de control 6 perturbaciones con estructura x (k + 1) =
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flk,x (k),u(k)], es decir, un sistema es iss si cada trayectoria de los estados que corresponde
a un control acotado permenece acotado y la trayectoria eventualmente llega a ser pequena
si la senal de entrada es pequena independientemente del estado inicial. Para estudiar las
propiedades de la estabilidad entrada-estado se considera el siguiente sistema no lineal en

tiempo discreto en su representacién de espacio de estados:
(3.1)

Donde z (k) € R™ es el vector de estados y u (k) € R™ es el vector de entrada. Para algin
n, my para cada instante de tiempo k € Z., f, g son funciones no lineales f : R" xR™ — R".
Para cualquier z € R™, 27" es la transpuesta y |z| es la norma euclideana. Para una matriz
A de n x m, ||A|l es la norma de la matriz. Se emplea R, R, ,Z, Z, para denotar al conjunto
de los nimeros reales, a los reales no negativos, a los enteros y a los mimeros enteros no
negativos respectivamente. Para cada xq € R™ y cada entrada u, se denota a z (-, 9, u) como
la trayectoria del sistema (3.1), con el estado inicial z (0) = xy y la entrada u. Las entradas
6 senales de control u (+) son funciones de Z, a R™. Se considera el sistema con valores de
entrada tomados en un subconjunto restringido 2 C R™; se utiliza M, como el conjunto de
valores de control tomados de §2. Es claro que la trayectoria estd definida inicamente sobre
Z. . Se considera que f(0,0) = 0, es decir, g = 0 es un estado de equilibrio del sistema en
la entrada 0. Se introducen las definiciones de funciones clase K, Ko, y KL y los conceptos

de funciones iss y Lyapunov — iss.

Definicién 3.1 Funcion clase K. Si una funcion continua v () : [0,a) — [0,00) es estricta-
mente creciente con vy (0) = 0. v (-) es llamada una funcion clase KC. Si vy (s) es una funcion

clase IC, y ademds no estd acotado, i.e. lim~y (s) = oo se dice que v (s) pertenece a la clase
§—00

Koo

Definicién 3.2 Funcion clase KL. Una funcion continia B (s,t) : [0,a) x [0,00) — [0, 00)
es llamada una funcion clase ICL si el primer argumento de la funcion 3 (s,-) es clase IC, y

el segundo argumento de la funcion [ (-,t) es estrictamente decreciente y tlimﬁ (,t)=0.
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075 5 10 15 20 25 30 "o 5 10 15 20 25 30

a) Funcién clase K b) Funcién clase -K
0.4

0.35 -

0.3 B

0.25 -

0.2 -

0.15 -

0.1 -

0.05 -

0 5 10 15 20 25 30 % 5 10 15 20 25 30
¢) Funcion clase K infinito d) Funcién clase KL

Figura 3.1: Tipos de funciones: a) clase k, b) clase -k, ¢) clase k-infinito, d) clase kl

La siguientes figuras muestran las funciones: a) clase IC, b) clase K, ¢) clase L.
Sean 7, (+) v 75 (+) dos funciones clase K, sobre [0,a). Se expresan «;j (-),as (-) como
funciones clase Ko, y una funcién 3 clase KL, la inversa de v, se define como v; ', se tienen

las siguientes caracteristicas:

= ;' estd definido sobre [0,7, (a)) y pertenece a una clase K.
= a5 se define sobre [0, 00) y pertenece a la clase K.

= 7, 07, pertenece a una clase K.
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= (7 0 vy pertenece a una clase ..

w o(r,s) =7, (B (y5(r),s)) pertenecen a la clase KL.

Definicién 3.3 Un sistema representado como (8.1), se dice ser entrada-estado estable si
existe una funcion v (+) de clase IC, y una funcion 5 (-) de clase KL, tal que u € Ly, i.e.,

sup ||u (k)|| < co. y cada estado inicial xy € R"™ presenta:

[l (K, 2o, u (K))[| < B (lzoll, k) + v (lu (K)]]) (3-2)

Para cada k € 7Z.. Hay que notar que por causalidad, la definicion (3.2) puede ser reem-

plazada por:
|z (k, zo,u (k)| < B ([[zoll, k) + (|lu(k = 1)) (3.3)

Se puede observar en la ecuacion (3.3) que la propiedad iss implica que el sistema con
entrada 0; x (k + 1) = f [z (k),0] es globalmente asintéticamente estable (GAS) y que (3.1)
es .“"trada convergente, estado convergente ", i.e., cada trayectoria del estado x (k,xq,u (k))

va a0 st u(k) va a0 cuando k — oo, sin embargo lo contrario no es cierto.

Definicién 3.4 Una funcion suave V : R" — R > 0 es llamada una funcion de Lyapunov —

iss para el sistema (3.1) si las siguientes condiciones permanecen:

a).- Existen funciones oy (+) , s (+) de clase K, tal que:
a1 (IO) S V ([Eo) S (6] (ZEO> \V/l’o S Rn

b).- Existe una funcién asz (+) de clase K, y una funcién ay (-) de clase K tal que Vzy € R™,
cada x (k) € R", u (k) € R™.

Virr = Vie < —as ([lzo (K)[]) + aa (lu (K1)

Una funcién suave de Lyapunov—iss es una funcién suave. Es claro que si V' es una funcién de

Lyapunov—iss para el sistema (3.1), entonces V' es una funcién de Lyapunov para el sistema
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x(k+1) = f|x(k),0] cuando la entrada v = 0, como en la teoria clasica de estabilidad de
Lyapunov.
Se considera el sistema x (k + 1) = f [z (k),u (k)] donde u € M para algunos subcon-

juntos compactos 2 C R™ y f es continua.

Definicién 3.5 Un sistema x (k+ 1) = fx (k),u (k)] es globalmente asintéticamente es-

table si las siguientes dos propiedades permanecen:

Para cada ¢ > 0, existe algin ¢ > 0, tal que |z (k, o, u)| < € para todo k > 0, para todo
u € Mg, y para todo |zo| < 0.

La propiedad cuando limy_ | (k, 2o, u)| = 0 permanece para todo xy € R™, Yu € Mg.

Estas definiciones implican que para el sistema no lineal (3.1), los siguientes términos son
equivalentes: a) Entrada-estado estable, b) robusto estable, ¢) funcién suave de Lyapunov —

iss como se demuestra en [30].

3.1.1. Modelo en el espacio de estados

Un sistema dindmico también puede ser descrito por un modelo en el espacio de estados.
El modelo en el espacio de estados de un sistema dindmico no lineal invariante en el tiempo

con muiltiples entradas muiltiples salidas se define a continuacién:

z(k+1) = f(z(k),u(k)) (3.4)

y(k) = g(z(k))
donde x (k) = [x1 (k)22 (k) ..., 2z, (k)]" son los n componentes del vector de estado del
sistema, u (k) = [ug (k) ,us (k) , ..., u, (k)] es el vector de entradas al sistema y y (k) =
[y (k) y2 (k) ... ym (K)]", es el vector de salida, f, g son los mapeos no lineales estaticos.

Si el sistema es lineal, la ecuacion (3.4) se convierte en:
z(k+1) = Azx(k)+ Bu(k) (3.5)
y(k) = Cxz(k)

donde A, B y C son matrices de dimensiones n x n, n X r, y m X n. El esquema de

identificacién se muestra en la figura 3.2:
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u(k) x(k+1) x(k)
- Planta Pz >
e(k+1) 4+
Red
Neuronal

Figura 3.2: Esquema de identificacién.

3.2. Identificaciéon mediante redes neuronales CMAC

Las redes neuronales hacia delante han demostrado que presentan resultados aceptables
en la identificacion y control de sistemas, en donde hay un desconocimiento parcial 6 total de
la planta y tinicamente se dispone de los datos de entrada y salida, esta topologia de red en
particular realiza un mapeo estético de entrada-salida aproximando funciones contintas no
lineales. Sin embargo una desventaja que presentan estas redes es que su aplicacién estan lim-
itados a problemas estdticos por la misma estructura de la red hacia adelante (feedforward).
Para sistemas dindmicos las redes con estructura hacia adelante no son adecuados. Las redes
neuronales recurrentes no presentan las desventajas de las redes estéticas y se ha demostrado
que son buenos aproximadores de sistemas dindamicos continuos. Es también conocido, que
los sistemas difusos y las redes neuronales estdan dirigidos a procesar el conocimiento humano,
la combinacién de ambas técnicas ha presentado una gran diversidad de aplicaciones. En la
siguiente seccién se disena una topologia de red con recurrencia local y recurrencia global

neuro-difusa CMAC analizando las nuevas ventajas que presenta.
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3.2.1. Red FCMAC con recurrencia local

La red FCMAC con recurrencia local se presenta en la figura 3.3, estd compuesta de
cinco capas: capa de entrada, capa de fuzzificacién, capa de asociacién difusa, capa de post-

asociacién difusa y la capa de salida [8].

Figura 3.3: Red recurrente local FCMAC

1. La capa de entrada s; estd dada por s = [sq, s9, . . ., sn]T ,$ € R™

2. La capa dos presenta una recurrencia local en cada una de las neuronas, donde la

funcién de pertenencia es gaussiana y se representa por:
mfi (k) = si (k) + pa (k —1) 05 (3.6)

donde 6; ; denota los pesos de cada nodo retroalimentado, 1, , (k) es el término memo-

ria, el cudl almacena informacién pasada de la red y se encuentra definido como:

2
g () = e | R 2 D =) 1)
%]
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La expresion 3.6, es la principal diferencia entre la red FCMAC dada por 2.21, y la red
con recurrencia local FCMAC (RFCMAC) donde se incluye el elemento de recurrencia.

Cada nodo en esta capa presenta tres pardmetros a ser ajustados 0, ;, ¢; ;, 0 ;.

3. La capa tres realiza el cdlculo de la parte antecedente de la regla difusa. Cada nodo
en esta capa realiza la operaciéon de implicacién, se utiliza en este trabajo el producto,

por lo que se escribe como:
ap =[N (s (mf)), p=1-1 j=1-m (3.8)
i=1

Donde p son las veces de asociacion, [ es el nimero de asociacién y A es el vector de

seleccion de la memoria de asociacién, el cudl se define como:
Hoai,
M (1as f3)) = pag (mfi) = [0,0-+-1,0-] | (3.9)
Hoai,

4. La capa cuatro, tambien conocido como espacio de la memoria de pesos, cdlcula la

normalizacién y estd dado por:

a, [Hn_ Ap (/JJAZ (mfz))]

Pp = = - (3.10)

ot hnm(mmM}

5. En la capa de salida se emplea la inferencia difusa Takagi, la salida de la red recurrente

FCMAC se expresa como:
!

j =Y wyp, (3.11)

Se considera la salida de la red neuronal FCMAC en notacién vectorial:

=W (k)pls (k)] (3.12)



3.2 Identificaciéon mediante redes neuronales CMAC 59

Algoritmo de aprendizaje estable

Se considera una red CMAC, la cuédl esta representada por (3.12). El sistema no lineal a
ser identificado estd representado como (3.1). como se menciono anteriormente, la estabilidad
entrada-estado es una extensién de la estabilidad asintética global para sistemas no lineales,
en donde u (k) son entradas de control 6 perturbaciones y las salidas son los estados y(k) =
z(k+1).ie.,

y(k) = glz (k)] (3.13)

Se disena un algoritmo de aprendizaje estable tal que la salida (k) con retroalimentacién
local de la red FCMAC (3.12) pueda aproximar la salida y (k) de una planta no lineal (3.1).

Se define el error de identificacién e (k) como:

e(k) =y k) —y (k) (3.14)

y de acuerdo a la teorfa de aproximacion de funciones de légica difusa [27], la identificacion

no lineal de un sistema (3.1) se puede representar como:

y (k) = W= (k) g mfi (k)] =~ (k) (3.15)

donde W* (k) son los pesos desconocidos del algoritmo de aprendizaje de la red FCMAC que

pueden minimizar el error de modelado 7 (k). De 3.15 y 3.12 se obtiene:

e(k) = W' (k)o[mf; (k)] —[W () [mfi(k)]—v(k‘)] (3.16)
e(k) = [ T (k) = W* (k)] o [mfi (k)] +~ (k)
e(k) = W(k)plmfs (k)] +7 (k)

donde W (k) = W (k)—W* (k) . La planta con la estructura (3.1) es BIBO estable (entradas
acotadas-salidas acotadas), i.e., y(k) y u(k) en (3.1) son acotados. Las funciones ¢, v (k)
en (3.15) son acotados. El siguiente teorema desarrollado en el trabajo de tesis presenta
el algoritmo del gradiente descendente estable para la identificacién no lineal de sistemas

mediante redes recurrentes locales FCMAC.
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Teorema 3.1 Se utiliza una red neuronal recurrente FCMAC como el de la figura 3.8 para
identificar una planta no lineal (3.1), el algoritmo del gradiente descendente (3.17) presenta
una tasa de aprendizaje variante en el tiempo, esto puede hacer el error de identificacion

e (k) acotado.
W (k+1) = W (k) = (k) e (k) " [5: (k) + s (k= 1) 6, (3.17)

donde la tasa de aprendizaje n (k) estd dado por:

n (k) = 7 o 0<np<l1 (3.18)
1+ ng [si (k) +/LA;; (k — 1)02-&] ’

el error de identificacion normalizado se define como:

e (k)

en (k) = 5 (3.19)
g o [ 09+ g (6= 10 )
donde (3.19) satisface el siguiente criterio de desemperio:
1K
limsup— Y len (k)[* <7 3.20
KHOOPK;HN()H <7 (3.20)

donde 7 estd definido por v = m}le [H’Y (k)Hﬂ :

Demostracién. Se selecciona un escalar definido positivo L (k) como:

N 2
Por lo que L (k+1) = HW (k + 1)” , mediante la ley de actualizacién (3.17), se tiene:

W (k+1) = W (k) = (k) e (k)" [si (k) + as (k= 1) 04,
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Utilizando las desigualdades |la — b|| > ||a| — [|b]| , 2 ||ab|| < a® + b%, para cualquier a y b. Al
utilizar 0 < n (k) <n <1, se obtiene:

AL (k)= L(k+1)— L (k)
AL“OZHﬁ%kM—n%)(k”y[s“»+MA(k 1ﬂ9}2
IH 0] = 20 e 7 <>¢T[ <k>+MA h=1)0s ]H

He( [8(k + pag ( ’

m @ [si (k) + pai <k 1)6,,]
205 (k) H€< >W<WT[ () + s (k= 1) 0]
7 soT' () + as (k= 1) 03] |
s k%ﬂmﬂk—mﬁﬂ

) (3.21)

—2n (k) [le (k)

de la ecuacion (3.16) se tiene:

e (k) = (k) = W (k) o [mf; (k)]

y del segundo término de la ecuacién (3.21), empleando la desigualdad||a — b|| > ||a|| — ||b]|

se tiene:

2 (k) le (I ||V )| | [s: k) +MA;. (k= 1).0:;
~2 (k) [ (k < > (k)

=2n (k) lle (K)[l lle (k) —~ (K]

=20 (k) [le ()I1* + 2 (k) [le (R |y (K)l|
(F) [le (k) le (k)
1 () [le (k) )

IAN AN

=2 (k) le (o) [ W )| [ [si 00+ gy (= 1) 5] | < =20 () lle (R + 20 () lle ()l 1y ()
Por la desigualdad 2 ||ab|| < a®+b2, se tiene 27 (k) |le (k) v (k)| < 1 (k) ||le (k)||>4n (k) |7 (k)| ,
por lo que:

AL(k)=L(k+1)— L(k)

<o () lle ()2 |[& (i (6) + gy (k= 1) B ) lle ()1 + 1 8) Iy (0
< =0 (k) le (01 + 72 (k) e (R) | Hso (s <k>+uA <k 06|+ 0 ) I )P
< = (k) lle ()P (1 e [ (51 (0) + sy (6 = 1) 01 ) n (k) Iy (0)]?

(3.22)
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U
1+ Hw [Sz (F) + pai (k= 1) em}

recordando que 7 (k) = 5, la ec. (3.22) se puede escribir

CO1mo:

1 7 ~
AL (k) < —n (k) |le (k)] ( 1+ ( o [si (k) + s (k - 1)9,-,j] ) ) +1 (k) |y (k)|

HQOT (Sz' (F) + pas (k= 1) 9i,j> :
2)) + 17 (k) [|y (k)|

AL(R) < () e [1- [~ H“”T (Si (k) + pay (k—1) Qi,j)
¥ [Si (k) + pas (k= 1) ei’j]

sustituyendo el valor de 7 (k) en la ecuacién anterior:

AL(k) < —[le(®)? ! ;
L+ o [ (B) + g (k= 1) 03]

(1(ﬂ%Tde+M@%1Mm>2>>+n%)7%”2

1+ ‘ @ [Si (F) + pas (k —1) 9@3}
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Ui

1 i [ () 4+ g (= 1) 63,
Ui

— *

o [0 ) - 1 (1~ 1w3}f () Iy ()P

(an& (500 + sy (= )8, )

1+ 90[ )+ pas ( 94
2

2

AL (k) < = le (k)|

Ui
1% [Si (k) + Hoai (k—1) Qm}

AL (k) < — e (k)|? ( n? |7 (si (k) + pai (k — 1) 91'7]')

1+ H@ [Si (F) + pai (k= 1) Qm}

2) £ (k) Iy (B
AL (k) < — e (k)| Kn ! Hw ( ®) + i (k_wi’j) 2” +n (k) |1y (R)|I?
< 12

L [ 0+ g = 1)1

- () + pas (k= 1)6,,) |
ALua<am2[(n< i CCh %2>)}+n%)v%)2

{1 + Hgo |:Si k) + fas (k — 1)91-,]-]

se define 7 (k) como:

(3.23)
1— si (k) + pai (k—1)0;

)
72 (3.24)
{1 + HSO [Sz‘ (k) + pai (k = 1) ‘9i,j] ]
por lo que la ec. (3.23) se escribe en forma simplificada:

AL (k) < = (k) |le (k)|I* +n (k) |1y (k)] (3.25)
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)

)2) . U p
[1 |+ méx (H<p [si (K) + pas (k= 1) QW} ’2”

se conoce que 0 < ng <5i (k) + paqi (k—1) Qi,j)
y ademés 7 (k) < n, se tiene:

’ < méx (HQO (Si (k) + Hai (k—1) 91}1’)

1 (k) (1 —1 Hso [Si (F) + pras (k — 1)92-,']

la ecuacién (3.25) se reescribe como:
AL (k) < = [le(®) 1 +nlly (k)] (3.26)

donde 7 estd definido como:

Ui

{1 + max <ng 51 (k) + as (k= 1) 6]

- i
Porque nmin (Wf) < L (k) < nméx (Wf) , donde nmin (fV\Vf) y nmax (Wf) son fun-

ciones clase K, y 7 ||e (k)||” es una funcién clase Koo, 7 ||y (k)| es una funcién clase K. L (k)

admite una funcién de Lyapunov ISS. La dindmica del error de identificacién es entrada-
estado estable. Se conoce que L (k) estéd en funcién de e (k) y v (k) . Las entradas corresponden
al segundo término de (3.26), i.e., el error de modelado v (k). Los estados corresponde al
primer término de (3.22), i.e.., el error de identificacién e (k). Por que la entrada ~ (k) es

acotada y la dindmica es ISS, El estado e (k) es acotado. (3.22) se puede reescribir como:
le (F)]*
1+ méx (|l [mf (O]])]

AL (k) < —n 5 + 17
por lo que:
AL (k) < —me® (k) +ny; < me? (k) +7 (3.27)

Resumiendo (3.27) de 1 hasta K, y al utilizar L (k) > 0 y L; es una constante. Se obtiene:

K
Li —Li < =) llex (B)|* + K1y

k=1

por lo que (3.20) es acotado. =
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3.2.2. Red FCMAC con recurrencia global

La arquitectura de la red neuronal con recurrencia global FCMAC se muestra en la figura
3.4, el término 27! indica un retardo en el tiempo, esta topologfa es un modelo modificado

de la red estdtica FCMAC. A continuacién se explica su funcionamiento:

Nn

Figura 3.4: Red recurrente global FCMAC.

1. La capa de entrada estd dado por s, = [$y,, Spy, ..oy 8r]"

S; + ’LUZ'J‘Q(]C — 1)

€ R", donde cada s,, =

2. La capa dos presenta la funcién de pertenencia gaussiana dada por:

/’LAz (STi) = eXp [— <Sm (k0)_2_ Ci:j) ]

0,

donde los pardmetros a ser ajustados en esta capa son ¢; j, 0; ;.
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3. La capa tres estd dado por:
ap:H/\p(,uA;_(sm)), p=1---1, j=1---m (3.28)
i=1

Donde p son las veces de asociacion, [ es el nimero de asociacién y A es el vector de

seleccion de la memoria de asociacién, el cudl se define como:

Hoai,
N (1as (1)) = iag, (1) = 0,0+ 1,0-] | (3.20)
Hoai,
4. La capa cuatro cédlcula la normalizacién y estd dado por:
o [T (o)
pp=—"— = — :L (3.30)
San (ST (s ()]
p=1 p=1"""7 !

5. En la capa de salida se emplea la inferencia difusa, por lo que la parte consecuente de
las reglas difusas se definen en funcién de las variables de entrada y la senal de control.

Se escribe la estructura de las reglas:

RI: sisyes iy Y Sy €S fign
J J

(3.31)
entonces sy (k+1) es f1(s) 6 s1(k+1) es fa(s)u

Por lo que la salida de la red recurrente global FCMAC se expresa en notacién vectorial

como:
Bs (k +1) = Wigy [s, (k)] + Wy oy [s, (k)] u (k) (3.32)
Algoritmo de aprendizaje de la red recurrente global FCMAC

Se disena un algoritmo de aprendizaje estable para que la salida de la red recurrente
global FCMAC 7y (k) siga la salida y (k) de la planta (3.1). El error de identificacién se
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define como en (3.14). La teorfa de aproximacién de sistemas difusos y redes neuronales [27],

menciona que el proceso no lineal a ser identificado (3.1) se puede representar como:

Bs(k + 1) = WiTo, [s, (k)] + W5 @, [sr (k)] u (k) + v (k)

(3.33)
y(k) =z (k+1)

donde W7 y W3 son los pesos desconocidos que pueden reducir la dindmica no modelada
v (k). El error de identificacién e (k) = y (k) — y (k) puede ser representado por (3.32) y

(3.33), se obtiene la expresion:

e(k) = y(k)—y(k) (3.34)
e(k) = Wi [s (k)] + Wy e s (k)] (k)

1 on [se (B)] = W3ty [ ()] w (k) — v (k) (335)
e(k) = ( WiT) gy lse (B)] + (W2 = W5T) oy [, (k)] u (k) — v (k)

Be(k+1) = Wigls: (k)] + Wz 2 [Sr (k)] u (k) —v (k)

donde W, (k) =Wy (k) — W5, W, (k) = Wy (k) — W5. Se asume que la planta (3.1) es BIBO
estable. ¢, v (k) en (3.33) es acotado. El siguiente teorema es una aportacién del trabajo

de tesis. Se demuestra el algoritmo del gradiente descendente estable para la red recurrente

global FCMAC.

Teorema 3.2 Si la red recurrente FCMAC (3.32) es usado para identificar la planta no
lineal (3.1), y los eigenvalores de A se seleccionan como —1 < XA (A) < 0, la siguiente ley de

actualizacion de los pesos hace el error de identificacion e (k) acotado (estable en el sentido

Loo).

Wi (k +1) = Wi (k) — 0 (k) ¢y [s, (k)] e” (k)

(3.36)
Wa (k+1) = Wa (k) = n(k) @y [s, (k)] u (k) e" ()
donde la tasa de aprendizaje se define como:
n .
if Blle(k+ 1) = e (F)]]
n(k) =4 T+ llel” + losull® L 0<p<1 (3.37)

0 if Blle (k+ D] < lle (Rl
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Demostracién. Se selecciona una funciéon de Lyapunov:

i (k)| (3.38)

. 2 . .
donde ”Wl (k)H = "y (k) = tr {WlT (k) W, (k)} Del algoritmo de actualizacién
(3.36) se tiene:

Wi(k+1) = Wi(k)—n(k)e s (k)] e (k) (3.39)

por lo que:

AV (k) =V (k+1) =V (k)
]

= [ ) —n k) o1 - ) e || [T (1)
4|7 (8) — ) s (R (R 7 <k>112 - \ i ()|
= {[T )|~ 208 [lon Ise 01T Ry e (BT 402 () i [ (BT e ()7 - WW
[T )]~ 2m ) i e (B s () V2 ) e () H+n (8) ||z s (0 e (&) w )| 72 (o]
= 1 () le () s s (I = 201 (k) |02 W (R) €7 (1)
2 () e ()1 e e (00 (DI = 20 (k) [ oo sy ()] w (k) W () 7 ()|
— 12 (k) [le (B)IP 1@y s, (R + 2 (k) [le (k) um < >]u<k>
=20 (k) W2 (k) €7 (8)|| = 201 (k) || [sv (K] B e (k)|
(3.40)

existe una constante 5 > 0, tal que si ||[Se (k+ 1)|| > |le (k)] , utilizando (3.34):

Be (k+1) = Ae (k) + v (k) = W 'py [s, (k)] + W3 ¢ [sr (k)] w (k)
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y 0 < n(k), de los términos negativos de (3.40) se tiene:

—2n (k) W (k) ae™ ()| = 20 (8) || W () i [ ()] e () 7 ()|

=2 (k)" (k) | (WT sol)\—H(WT >go2[sr<k>]u<>)H]
— —2n (k)" (k) [[1Be (k+ 1) At v (Bl (3.41)
—277(k)lle B)| 18e (k + 1) — Ae (k) — v (k)]

— 2 (k) [} (k) B (k+ 1) — € (k) Ae (k) — 7 (k
< —2n (k) ||e” ( )ﬁe (k+1)|| +2n(k)e (k)Ae()+?7k

)
) |le” (k) v (k)|

de la desigualdad 2 ||ab|| < a* + b?, se tiene a = e’ (k) ,b = v (k):

< =29 (k) lle ()I* + 2 (k) Amax (A) lle (R)II* + 1 (k) lle (R)I* +n (k) |l ()|
< = (k) lle (R)I* + 20 (k) Amax (A) [le (B)I[* + 0 (k) [|lv (k) ]*

A

de los términos positivos de (3.40) y de 0 < n < 1:

AV (K) < 12 (K) e R ol + 72 (8) e (R om ()P

) e GBI + 20 (8) A (A) fle (B)I + 1 ||u )

— [(1 ~ D (4)) m H*ﬂ"png o H &2 (342
()20 (R) < —me? () + o ()

K
1+k

il {1 — D (A) —
1+ %

—1<AA)<0,7>0

donde 7w =

} , K= mkzix (]|301H2 + ||pou (k)H2) Se observa que

nmin (W2) <V (k) < nméx (W?)

donde n x min <W2> y n X max (Wf) son funciones de clase K, y me? (k) es una fun-
cién de clase Ko, nv? (k) es una funcion de clase K. V (k) admite una funcién suave de
Lyapunov-ISS, la dindmica del error de identificacién es entrada-estado estable. La ”entra-
da” corresponde al segundo término de la dltima linea en (3.40), i.e., el error de modelado

v (k), el "estado” corresponde al primer termino de la ultima linea en (3.40), i.e., el error
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de identificacién e (k). Por que la entrada v (k) es acotada y la dindmica es ISS, el estado
e (k) es acotado.

SiBlle(k+1)| <le(k)|, AV (k) =0. V (k) es constante, W (k) es constante. De aqui
le(k+1)] < % lle (K)]| , %3 < 1, e (k) es acotado. m

Comentario 3.1 La condicion "n (k) =0 if B|le (k +1)|| < |le (k)||” es la zona muerta. Si

B se selecciona muy grande, la zona muerta es pequena.

3.2.3. Red FCMAC con recurrencia global-local

Una nueva topologia es la red recurrente FCMAC formada por dos retroalimentaciones;
una retroalimentacién global de la salida con respecto a la entrada y una recurrencia local
presente en cada una de las neuronas que conforman la capa dos de la red, como se observa

en la figura 3.5.

Figura 3.5: Recurrencia Global mas local FCMAC.
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La salida en la capa dos de la red recurrente global-local CMAC difusa, estd dada por la

siguiente expresion:

mfi (k) = Bsi (k+1) + pai (k= 1) 0 (3.43)

donde 6; ; son los pesos de la neurona con recurrencia y fs; (k4 1) es la salida de la red

recurrente FCMAC. La salida de la red puede ser expresada como:

Bs(k+1) = Y wniprlmfi (0] + Y wnipn bmfi (Dl ulk) (349
6 (k1) = Wy mf (k)] + Wy b (k)] u (1)

W; (j = 1,2) denota los pesos entrenables de la red, ¢, (v) es la funcién definida como:
Hizl Ap (mf;)
Yp =

o
Z Hizl Ap (mf;)

(3.45)

donde I(p = 1,...,1) es el nimero de asociacién. La funcién ¢, de la retroalimentacion
global FCMAC (3.43) es conocida, solo los pesos necesitan ser actualizados para la identifi-
cacién de sistemas. Se diseia un algoritmo de aprendizaje estable, tal que la salida s (k) de la
red neuronal recurrente CMAC difusa (3.44) pueda aproximar la salida y (k) de una planta
no lineal (3.1). Se define el vector del error de identificacién e (k) como e (k) = s (k) —y (k) .
De acuerdo a la teoria de aproximacién de funciones de légica difusa y redes neuronales [27],

el proceso no lineal a ser identificado (3.1) se puede representar como:
Bs(k + 1) = As (k) + Wiy [s (k)] + W30 s (k)] w (k) + v (k) (3.46)

donde W7 y W5 son los pesos desconocidos, los cuédles pueden minimizar la dindmica no

modelada v (k). El error de identificacién se puede representar por (3.73) y (3.46),

Bey (k+1) = Ae, (k) + Wy (k) @y [s (B)] + Wiey [s (k)] u (k) — v (k) (3.47)
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donde W; (k) = Wiy (k) — W7, W, (k) = Wy (k) — W3. En este trabajo solo se aborda el
problema de la identificacién en lazo abierto, se asume que la planta (3.1) presenta entradas
acotadas, salidas acotadas, es (BIBO) estable, i.e., y(k) y u(k) en (3.1) son acotados. Por
las cotas de las funciones ¢, v (k) en (3.46) es acotado. El siguiente teorema desarrollado

en el trabajo de tesis muestra el algoritmo del gradiente descendente estable.

Teorema 3.3 Si la red neuronal con recurrencia global CMAC difusa (3.44) es utilizada
para identificar una planta no lineal (3.1) y los eigenvalores de A se selecionan como —1 <
A (A) < 0. La siguiente ley de adaptacion del gradiente, puede hacer el error de identificacion

e (k) acotado (estable en un sentido Le,).

Wi (k+1) = Wi (k) = n (k) ey [z (k)

(3.48)
Wy (k+1) = Wy (k) —n (k) g [z (k)] u (k) e" (k)

@
S
—
Sy
a

donde n (k) satisface

k) =4 1+ o T S Al Dl = e )
0 si Ble(k+1)| < |le (k)]

0<n<l1.
Demostracion. Se seleciona una funcién de Lyapunov como:
V- [T+ [T
donde HWl (k:)H2 =S iy (k) =tr {WlT (k) W, (k)} . De la ley de actualizacion (3.48)

W Gk + 1) = Wi (k) = 1 (k) 0y [ (R)] 7 ()
Por lo que:
AV (kE)=V (k+1) -V (k)
= | ) = n ) pre B~ |7 o]
|7 ) — n (k) o Ry 7 ()| — [T ()] (3.49)
— 2 () le () oo I” = 20 (k) |[i02 W3 (R) 7 ()
2 () lle ()2 g () = 20 (k) || () W2 () €7 (8)|

2
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Existe una constante 5 > 0, tal que:
Si [|Be(k+1)|| > |le (k)||, utilizando (3.47) y n(k) > 0,

—2n (k H<,01W1 (k)e H —2n(k Hcp2u (k) Wg (k) el (k)H
< —=2n (k) [|e” (k)| |1Be (k + 1) — Ae (k) — v (k)|
e’ (k) Be (k+1)
_ 9 (3.50)
n(k H T )Ae (k) — e (k) v (k)
< —2n (k) ||e” (k) Be (k + 1)|| + 2n (k) €7 (k) Ae (k) + 2n (k) ||” (k) v (k)]
< =21 (k) lle (k)1 + 21 (k) Amax (A) [le (k)1* + n (k) [le (k)|* + n (k) lv (k)]

Deaqui0<n<1

AV (k) < n” (k) lle (R lloall” + 0% (k) lle ()1 [lopu (k)
=11 (k) lle (B)II” + 20 (k) Ama (A) [le (R) "+ (k) v (5)]
(1 — 2 max (A))
==nk) | el + legu®)* | € &) +n? (k) v? (k) < —me? (k) + v (k)
L+ llall” + leopu (B)11°

(3.51)
n K , .
donde m = s 1 — 2 nax (A) — e R m,?X(H%HQ + ||pou (k:)||2) De aqui —1 <
AMA) <0, m>0

nmin (@7) <V (k) < nmax (@7)

donde n x min (w?) y n x max (w?) son funciones de clase K., y me? (k) es una funcién clase
Koo, nv? (k) es una funcién clase K, tal que V (k) admite una funcién suave de Lyapunov,
La dindmica del error de identificacién es entrada-estado estable. La entrada corresponde al
segundo término de la tultima linea en (3.51), i.e., el error de modelado v (k) , Los estados
corresponden al primer término en la tltima linea de (3.51), i.e., el error de identificaciéon
e (k). Por que la entrada v (k) es acotado y la dindmica es ISS, el estado e (k) es acotado.

Siflle(k+1)] < ||e( )|, AV (k) = 0. V (k) es constante, W; (k) es constante. De aqui
le(k+1)|| < % le (B)|l, 3 <1, e(k) es acotado. m

Comentario 3.2 La condicion "n (k) =0 si flle(k+1)|| <|le(k)||” es la zona muerta. Si

B es seleccionada con un valor muy grande, la zona muerta serd muy pequena.
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3.3. Redes jerarquicas FCMAC

3.3.1. Representacion de una funcién con estructura jerarquica

Se introduce primero el concepto de la estructura jerdrquica natural para funciones contin-
uas. Un sistema con una estructura jerdarquica de dos niveles se muestra en la figura 3.6, para
este sistema la representacion matemédtica general estd dado por: y = G (s, S2, S3, S4, S5) -

Sin embargo la estructura jerdrquica de la figura 3.6, puede también ser representado por:

Y =01 (Y1,92,55) , Y1 = ga1 (51, 52) , Y2 = ga2 (53, 54) (3.52)

de otra manera

G (51, 52, 53, 54, S5) = g1 [g21 (51, 52) , G2 (53, S4) , 55] (3.53)

Entonces para una funcién dada y = G (s1, sa, S3, S4, S5) , existen funciones ¢, go1, goo tales
que G (81, S2, 83, S4, S5) = g1 [921 (51, S2) , 22 (83, S4) , S5/ , esta funcién puede ser representada
por una estructura jerarquica como se muestra en la figura (3.6), en esta representacion yi, yo
ya no poseen un significado fisico, en algunos casos pueden ser considerados como variables

de estado.

5 ——» ! !

: 921 : yl > :
S ——» : ;

; : [y
S‘g ] E y2 gl ‘ 1
s i 92 O > i
2 —:—> : :
S — L !

H Nivel 2 E Nivel1 G i

Figura 3.6: Estructura jerdarquica con 2 niveles.
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Para el caso mencionado anteriormente cualquier estructura fisica permite a un sistema
dado ser representado como una estructura jerdrquica 6 la estructura matemdtica de una
funcién puede ser descompuesta como una estructura jerdrquica, se puede decir que la funcién

presenta una estructura jerarquica natural [29)].

3.3.2. Construccién de la red jerarquica FCMAC

En los esquemas de aproximacién neuro-difuso estdndar, el niimero de reglas difusas crece
exponencialmente con el nimero de variables de entrada, especificamente un sistema de
l6gica difusa con una sola salida y, con n variables de entrada y m funciones de pertenencia,
definidas para cada variable de entrada requiere m™ nimero de reglas difusas [12], esto
es, si se tiene 4 variables de entrada con sus respectivas funciones de pertenencia, en este
caso b, entonces necesita 5* = 625 nimero de reglas difusas, el nimero de reglas crece
exponencialmente. En general los sistemas neuro-difusos estdndar presentan el problema de

la dimensionalidad, el cudl puede ser vista desde diferentes perspectivas:

= La primera se refiere a la dimensionalidad de las reglas: El nimero total de reglas

difusas se incrementa exponencialmente con el nimero de variables de entrada.

= La segunda es la dimensionalidad de los pardmetros: El nimero total de pardmetros
en las férmulas matematicas de los sistemas difusos se incrementa exponencialmente

con el nimero de variables de entrada.

= La tercera es la dimensionalidad de los datos 6 informacién: El nimero de datos 6
conjunto de conocimientos requeridos para la identificacién de sistemas difusos se in-

crementa exponencialmente con el nimero de las variables de entrada [23].

Para reducir el mimero de reglas involucradas surge la idea de sistemas con estructura
jerdrquica HFS (Hierarchical Fuzzy Systems), el cudl fue desarrollado principalmente para
sistema difusos como se muestra en la figura 3.8. Se pueden observar las diferencias entre
las figuras 3.7 y 3.8. La HFS reduce significativamente el nimero total de reglas difusas in-

volucradas. En los sistemas difusos jerdrquicos, las salidas de cada unidad FLU (Fuzzy Logic
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S |

2, y(s)
S; | FLUs —>»
Sy——p

Figura 3.7: Sistema difuso convencional con una sola capa.

Unit) en la capa previa son usados como variables lingiiisticas de entrada a la siguiente capa.
Las salidas intermedias, sin embargo son de naturaleza artificial y en muchos casos no poseen
significado fisico. Si se utilizan como las variables de la entrada de la capa siguiente, entonces
las reglas difusas involucradas en la mitad de la estructura jerdrquica tienen poco significa-
do fisico y consecuentemente son dificiles de disenar. Este fenémeno llega a ser importante
cuando el nimero de capas crece significativamente [27].

Se considera un sistema jerdarquico FCMAC (HFCMAC), como se muestra en la figura
3.8, donde la salida de cada bloque FFCM AC; en el nivel dos, estd dado por:

g = Wlel (s]) (3.54)

donde el subindice i indica el nimero de salida y de las redes FCMAC de dimension dos
ubicados en el segundo nivel. El superindice j indica el niimero de nivel en el que se encuentra
cada bloque, todos los bloques de redes FCMAC presentan dos entradas. La salida de la red
FCMAC en el nivel uno estd dado por:

§=wlel () (3:55)

Considere el siguiente sistema no lineal en tiempo discreto a ser identificado

y(k) = hlz (k)]

(3.56)
=Ry = 1)y (E=2), - ull—1),u(k—2), ]
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Figura 3.8: Sistema difuso con estructura jerarquica.

donde

w(k)=[y(k=1),y(k=2),--ulk),ulk=1),--]" (3.57)

Una red FCMAC puede ser representado como (3.55), el cudl fue explicado a detalle en
la seccién anterior. Para la red FCMAC el espacio de memoria se incrementa exponencial-
mente al aumentar el nimero de variables de entrada, este es un problema serio al utilizar
redes FCMAC convencionales, el tamano de la memoria se dispara exponencialmente. Un
método alternativo para minimizar esta dificultad es utilizar redes HFCMAC, la cuél tiene
la caracteristica que el espacio de memoria se incrementa linealmente al aumentar el niimero

de variables de entrada.
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Nivel
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Figura 3.9: Sistema Jerdrquico FCMAC.

Se utiliza el siguiente ejemplo para explicar como se aplica la técnica de retropropagacién
del error para redes HFCMAC. La salida de cada bloque en la red HFCMAC estd dado por:

l
Je=> Wippp, 7=12.3 (3.58)
h=1

Las salidas de cada bloque de la red HFCMAC en la capa previa es usada como vari-
ables de entrada (variables intermedias) a la siguiente capa. Las salidas intermedias son de
naturaleza artificial y en la mayoria de los casos no posee significado fisico, lo cudl involucra
reglas difusas intermedias en la estructura jerdrquica con poco significado fisico y conse-
cuentemente dificiles de disenar, este fenémeno llega a ser importante cuando el nimero de
niveles jerdrquicos crece, esto es una de las principales desventajas de esta representacion.

A continuacién se explica el entrenamiento de cada bloque de la red, se define el indice
de desempeno como:

1, .
J = 56 =0~y (3.59)

De la figura 3.9, el algoritmo de aprendizaje para el bloque FCM AC5 es:

Wan (k+1) =Wy (k) —nps ), (k) ez (k) (3.60)
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Donde 1 > 0 es la tasa de aprendizaje, para el subsistema FC' M ACY se requiere actualizar

wa p, (k) se puede calcular:

9 _ 04 20y i
3W2 ho 0Y3 00 OWy

(3.61)

De la figura 3.9, se conoce 3 2 que corresponde a S35 (k) , tal que:

= iy =)

Ogs s Oz _ {_3 - @] . [2@2 fcé,Zl
09 Ozzp Ol b3 bs (%)
8?32 Z3,h

8W27h - ¢27h = E

Donde z3), = H)\h (/LAz) as = ng hZ3h, b3 = Zz;:,ﬁ. el algoritmo de apren-

h=1
dizaje del gradlente para Wa, €S:

z w e
Wan b+ 1) = Wa (k) = oy, (k) 2oty B2 B2 g
2

donde:

073 _ 2333 — wézgh?h — 4y
O b3 ’ (0@11)2
Win(k+1) = Win(k) —ney, (k) e (k)

€1 (l{?) = €3 (k’) s

Para el caso general el entrenamiento es como sigue:
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De acuerdo a la estructura de la red neuronal HFCMAC, se calcula la salida de cada
sub-bloque de la red dado por (3.54). Se calcula el error para cada bloque, se inicia con el

ultimo bloque, el error de identificacién es:

e (k) = o (k) — y (k) (3.62)

Donde e, (k) es el error de identificacién, g, (k) es la salida del tltimo bloque de la red
jerdrquica FCMAC, y (k) es la salida de la planta, se retropropaga el error y se calcula el
error para el bloque p, (definido como e,) para formar el bloque ¢ (definido como e,). Se

emplea la regla de la cadena:

~ % g _ Ci
) E_TPe (k) (3.63)
q (O‘Z )

q,p

e, (k) =2

El entrenamiento de la funcién gaussiana (funciones de membresia en la premisa y en
la parte consecuente), para cada bloque independientemente, para el p — ésimo bloque el

algoritmo de retropropagacion es:
W (k4 1) = Wy (k) = e, (k) ey (F) (3.64)

Algoritmo de aprendizaje estable

Se asume que la funcién ¢, ;, de la red HFCMAC para cada bloque es conocida, solo se
necesitan actualizar los pesos para identificar el sistema, se disena el algoritmo de aprendizaje
estable tal que la salida ¢ (k) de la red CMAC difusa, pueda seguir la salida de la planta no

lineal y (k) , se define el vector de error de identificacién e (k) como:

e(k)=19(k) —y (k) (3.65)

De la ec. 3.63 la senal e (k) puede ser propagada para cada sub-bloque, llamado e, (k),
existe una salida virtual de la planta y, (k) la cudl corresponde a la salida del sub bloque

Up (k) , asi que:
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ep (k) = Gp (k) — yp (F)
para el p — éstmo bloque, se asume que la planta no lineal puede ser expresado por

alguna funcién. De acuerdo a las teorfas de aproximacion de légica difusa y redes neuronales,

el proceso no lineal a identificar puede ser representado como:

yp (k) = W= (k)@ [s (k)] =~ (k) (3.66)

Donde W* (k) son los pesos desconocidos los cudles minimizan las dindmicas no mode-

ladas «y (t) . El error de identificacién puede ser representado por (3.65) y (3.66):

ep (k) =W (k) [s (k)] + (k) (3.67)

Donde W (k) = W (k) — W* (k). Para la identificacién de la planta se realizars en lazo
abierto, se asume que la planta (3.56) presenta las entradas y salidas acotadas estables (BI-
BO), i.e., y (k) y u (k) en (3.56) son acotados. Las funciénes ¢,y (k) en (3.66) son acotadas,
el siguiente teorema desarrollado en el trabajo de tesis establece el algoritmo de aprendizaje

del gradiente descendente estable para el modelado con sistemas neuro-difusos.

Teorema 3.4 Si se utiliza una red neuronal jerdrquica CMAC difusa para identificar una
planta no lineal (3.56), el algoritmo del gradiente descendente (3.64) con una tasa de apren-
dizage con tiempo variable se presenta a continuacion y puede hacer el error de identificacion
e (k) acotado.

Wk +1) =W (k) —n (k) e, (k) ¢" [s (k)] (3.68)
donde el escalar 1 (k) = Tm’w, 0 < n < 1. El error de identificacién normalizado
estd dado por
k
ex (k) e (k)

Lo [s (0)])P

satisface el siguiente comportamiento promedio
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T
Am sup kZHeN W* <4 (3.69)

donde 7 = mix || (k)||"

Demostracién. Se selecciona un escalar definido positivo L (k) como:

L(k) = HW(k:)

por la actualizacién de los pesos (3.68) se tiene:
W (k+1) =W (k) =1 (k) e (k) " [s (k)]
utilizando la desigualdad:
la = bl > [lall = [Ib]l, 2 [lab]| < o* +b*

para cualquier a,b. Al utilizar (3.67) y 0 <7 (k) <n <1, se tiene:

2 2

AL(K) = L(k+1) = L) = |[W &) —nk)e®) e sl | ®) (3.70)
= [ || — 200 e ®)e” () )| + 2 B lle Ry o s NI~ | ()|
= 72 () le (I Nl s (I = 20 () lle () e (k) = ()]
< () e (I Nl fs (NI = 20 (k) lle (o) + 20 (k) lle (k) x (k)|
< P (8) e (k >|| I [s (I —277( )l () +n< )le () + (k) 1y (k)
= =0 ®) e B> (1= ne | 1) +n (R) Iy ()

méx ([l o[s(k)]]|? méx( [l els(k)]|*
=1 k) (1 771+m,:iX(llso[s(k)1|I2)> = (k) (1 “m,?"(”@[s(’“)“))

— n(k) 5 > n .
trmix(llelsD]1?) [1+m,§x(||w[s(k>1||2)]

asi

AL (k) < = [le (B)[I* + |y (k)] (3.71)
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donde 7 estd definido como 7 = L 5, porque n min (w?) < L (k) < nméx (0?
[+maxlelsolI?)|

) son funciones o y 7 ||€ (k)||* s una funcion ke, 7 ||y (k)

2

i

Donde n min (w?) y n max (w I
es una funcién k. Asi que L (k) admite una funcién ISS-lyapunov como en la definicién 2.
Por el teorema 1, la dindmica del error de identificacién es estable para entradas estables.
Se conoce L (k) como funcién de e (k) y v (k). La entrada corresponde al segundo término
de (3.71), es decir, al error de modelado ~y (k). Los estados corresponden al primer término

de (3.70), es decir, el error de identificacion e (k). Porque las entradas 7 (k) son acotadas y

la dindmica es ISS, los estados e (k) son acotados. (3.70) puede ser reescrito como
le (k)1

(1 mx (Jlo s (1)]]%)]
le (k)1”

[1-+ m (Jo s ()]

AL(k) = —n 3+ lly ()l

IN

-1 2 +77;7

Ast
AL (k) < —me; + 17 < mes + 74 (3.72)

Sumando (3.72) de 1 hasta 7', y utilizando L, > 0 y L es una constante, se obtiene
T
Ly =L < —n)_llex (B)|* + Ty
k=1
T
nY llex (W)I? < Li—Ly+Tnp < Ly+ Ty
k=1
por lo que (3.69) es estable. m

3.3.3. Redes jerarquicas recurrentes FCMAC

Para la identificaciéon de sistemas no lineales mediante redes jerdrquicas recurrenntes,
solo se empleo la recurrencia global. La salida de una red recurrente CMAC difusa puede ser

expresada en notacién vectorial como:
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1) = D wnins s (0] + Dy, s (0] u k)

0 i (k+1) = Wy [s (k)] + W', s ()] u (k)
yk)=2(k+1)

(3.73)

Donde wy, desempena el papel en la conectividad de los pesos de la red, W; (j = 1,2) son

los valores de los pesos ajustables en forma matricial, o, (s) es la funcién base definida como

©p = H (,qu ) /Z 1_[z . (,uA}) . Se realiza | (p = 1---1) veces la asociacién del

vector de entrada T = [:131, -+, &,] € R a una salida lingiiistica y. Cada variable de entrada
s; (1 =1...n) presenta m quantizaciones, el espacio de memoria requerido es de [ x m™. La
cantidad de memoria se incrementa exponencialmente al aumentar el niimero de variables de
entrada, el cudl representa un serio problema en aplicaciones de redes CMAC difusas donde
existe el problema de usar enormes cantidades de memoria y es indispensable optimizar su
uso. Un método para superar esta dificultad es utilizar una estructura jerdrquica con una
red recurrente CMAC difusa, este tipo de sistema presenta una propiedad interesante, ya
que el nimero de memoria requerido para construir el sistema jerdrquico se incrementa sélo
linealmente con el nimero de variables de entrada. Por ejemplo cada sub-bloque tiene dos
entradas, el espacio de memoria es [ x m? x b, donde b es el nimero del sub-bloque, una red
jerdrquica recurrente CMAC difusa (HRFCMAC) con tres bloques (RFCMAC;, RFCMAC,,
RFCMAC;), se presenta en la figura Fig.3.10, donde uz; = 91, usa = 2. Para RFECMAC;

se tiene:

B3 (k+1 Zw3,171903,1,z 23 (k)]

+Zw372,i903,2,i [Z3 (k)] us,i (k)

=1
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y
f:> plant >
A s &
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l‘|2,n—> ? & ¥
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Figura 3.10: Red jerarquica recurrente FCMAC.

Identificaciéon de sistemas via HRFCMAC

Se realiza el siguiente ejemplo para explicar como utilizar la técnica de retro-propagacion
(backpropagation) para las redes neuronales jerarquicas recurrentes CMAC difusas. La salida

de cada bloque jerdrquico de la CMAC difusa estd dado por:

! !
Tk +1) =9 = Y wrain o R+ ) wraippa o (D] u(k);r=1,2,3  (3.74)
i=1

i=1
La salida de cada bloque jerarquico es utilizado en el siguiente nivel jerdarquico como variables
lingiiisticas de entrada. Sin embargo, las salidas de los bloques en las capas intermedias de
una estructura jerdrquica en la mayoria de los casos, es de naturaleza artificial, es decir, no
posee ningtn sentido fisico. Si estas salidas intermedias son usadas como variables de entrada
a la siguiente capa, entonces la reglas difusas involucradas en los bloques intermedios de la
estructura jerdrquica no poseen significado fisico por lo que resultan mas dificiles de disenar.
El indice de rendimiento se define como: J = %eg, e3 = Y3 —y. Para RFCMACs3;, El algoritmo

de aprendizaje es:

w31 (b +1) =ws 1, (k) — sy, (k) es (k)
w3 o (k+1) =wsa; (k) — npsq,; (k)es (k) u (k)

Donde 1 > 0 es la taza de aprendizaje. Para el subsistema RFCMACs,, si se desea actualizar

2 _0J  _ 0J0ys Opa 93
wy;, Se calcula Gwsa: = 0% 00 Puna De la figura 3.10 se conoce G5, due corresponde a

(3.75)
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Za12 (k) , asi que:

o] _ ~ _
55 = Uz —y = e (k)
s _ _O0ys 9731
0y 0z3,1,; OY2

as w31, §2_Cg 2 (376)
=T e | B 2<i )’2
03,2

Y2 __ _ oz

Owa 1, Y214 = b

n

Donde 231, = o = H

=1

l
l
)‘i <MA§>’ asy1 = E W3.1,i23,1,i5 bg = Z 23.1,i- El método de
h=1
h=1

aprendizaje del gradiente para ws 1, es
W21, (k’ + 1) = W21, (k}) ‘
—1$a1, (F) Zz},’;iQyB_Zg’l’i Z3,1,i ?2263)’3 es (k) (3.77)
T3 2
= wa,1,i (k) — 1P, (k) €2 (k)

Donde

€2 (k‘) = 2@\37;1;3’1’1 23,1, ﬂzzcé,g €3 (k)
(75.2)

= SBey (k)

Por lo que (3.77) presenta la misma forma como (3.75). De manera similar se puede obtener

con ~
€1 (k) = %63 (k) ) _
oYz __ Y3—ws,1,i ,yQ*Cg,l
o b3 S (”§ 1)2

wi; (k+1) = w1 (k) — ey (F) er (k)

Para el caso general, como se muestra en la Fig. 3.11. El procedimiento de entrenamiento se

explica a continuacién:

1) De acuerdo a la estructura de la red HRFCMAC, se calcula la salida de cada bloque
de la red neuronal RFCMAC mediante (3.73). Algunas de las salidas de los bloques de la
red neuronal jerarquica recurrente CMAC difusa pueden ser las entradas a los bloques del
siguiente nivel.

2) Se calcula el error para cada bloque. Se inicia con el tltimo bloque, el error de identifi-

cacién es e, (t) =y, (t) —y (t) , donde e, (k) es el error de identificacién, y, (k) es la salida del
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Figura 3.11: Red HRFCMAC.

sistema jerarquico recurrente CMAC difuso, y (k) es la salida de la planta. Entonces se utiliza
la retro-propagaciéon para minimizar el error en cada bloque de la estructura jerdarquica de
la red CMAC, ver la figura 3.11. Se calcula el error para el bloque p (definido como e,), de
la misma forma hasta el bloque ¢ (definido como e,). Por la regla de la cadena discutida

anteriormente:

Yg — Wiy Up— Cig,
ep (k) =2 . b qzq,h £ ‘ gpeq (k) (3.78)
q (Uzz,p)

3) Entrenamiento de la funcién Gaussiana (funcién de membresia en la premisa y en la parte

consecuente) para cada bloque independientemente, para el p — ésimo bloque el algoritmo

de retro-propagacion (backpropagation) esta dado por:
Wy, (k+1) = wyp (k) = np (1) € (K) (3.79)

Aprendizaje estable para cada bloque

Se asume que la funcién base ¢, ), de la red CMAC para cada bloque es conocido, so-
lamente los pesos necesitan ser actualizados para la identificacién de sistemas. Se disena
un algoritmo de aprendizaje estable tal que la salida y (k) de la red FCMAC (3.73) pueda
identificar la salida y (k) de la planta no lineal (3.1). Se define el error de identificacién e (k)

CO1mo:
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e(k) =y (k) —y k) (3.80)

Por (3.78), e (k) puede ser propagado para cada sub-bloque e, (k). Se define una salida
virtual de la planta como y, (k), el cudl corresponde a la salida del sub-bloque ¥, (k), tal que
e, (k) =71, (k) —y, (k), expresa el error para el p — ésimo bloque de la planta no lineal. De
acuerdo a la teorfa de aproximacion de légica difusa y redes neuronales [27], el proceso no

lineal a ser identificado (3.4), puede ser representado como:

Bk + 1) = Az (k) + WiTe, [ (k)]
+WiTo, (2 (k)] U (k) + v (k) (3.81)
y(k) =& (k+1)

Donde W y W5 son los pesos desconocidos los cudles pueden minimizar las dindmicas

no modeladas v (k). El error de identificacién puede ser representado por (3.73) y (3.81),

Bey (k+ 1) = Aey (k) + Wi (k) @ [# (k)

e (3.82)
W3y (2 ()] u (k) — v (k)

Donde W, (k) = Wy (k)—W;, Wy (k) = Wa (k)—W;. En este trabajo solo estamos interesados
en la identificacién en lazo abierto, Se asume que la planta (3.1) presenta entradas acotadas -
salidas acotadas (BIBO estable), i.e., u(k) y y(k) son acotadas. Por los limites de la funcién
base ¢, v (k) en (3.81) es acotado. El siguiente teorema presenta el algoritmo estable del
gradiente descendente para modelado neuro-difuso, el cudl es una aportacion del trabajo de

tesis.

Teorema 3.5 Si la red neuronal recurrente CMAC difusa (3.73) es usado para identificar
una planta no lineal (3.1) y los eigenvalores de A se seleccionan como —1 < A(A) < 0, La
siguiente ley de actualizacion del gradiente sin modificacion robusta puede hacer el error de

identificacion e (k) acotado (estable en el sentido Le ).

Wi (k + 1) = Wi (k) = n (k) ¢y [ (k)] e (k)

(3.83)
Wy (k + 1) = Wa (k) — 1 (k) ¢y [2 (k)] u (k) " (k)
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Donde n (k) satisface

n .
si flle(k+ )] = lle (Rl
n (k) = { L+ llpalI” + leogull®
0 si Blle(k+ DI < le (k)]
0<n<1
Demostracion. Se seleciona una funcién candidata de Lyapunov como:
N 2 2
V() =W )|+ | (h)|
N 2 N N
donde ‘ Wy (B)|| =20, @ (k) =tr {WlT (k) Wi (k)} . De la ley de actualizacion (3.83) se
tiene:
Wi (k+1) = Wi (k) —n (k) oy [z (k)] e" (k)
So
AV (k) V(k; +1) =V (k)
2
1 (k) k) ¢1e (k) T - HW1
+‘W2 (k) (k)%u(k) T - ‘ W (k H
— 1 (k) |l <k:>r|2 lioall? = 20 (k) |22 (k) €7 (8|

2 () lle ()2 g () = 20 (k) || () W () €7 (8)|
Existe una constante 3 > 0, tal que si:
1Be (k + D) = [le (Rl
utilizando (3.82) y n(k) >0

—2n<k>Hso1W1 T ()| = 20 () [[ o () W2 () € ()|
< =20 () [|e” (B)]| 18 (k +1) = Ae (k) = v ()]
_ ok H e (k) Be (k + 1)

)40 8)— o ()

< —2n(k ||e k) pe (k + 1)”

+2n (k) et (k) Ae (k) + 2n (k) HeT (k)v (k)H
< =21 () lle (B)|I” + 20 (k) Amax (A) [le ()]
+1 (k) le (R)[I* + 7 (k) [lv (k)|
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donde 0 < <1

AV (k) < 2 (k) lle ()1 leo I* + 1% (k) [le (R) I [lpu (F) |1
—n (k) lle (B)[I* + 21 (k) Amax (A) [le (R)I* + 1 (k) [|lv (k)|*
(1 = 2Amax (A4))
=) | el + legu (B))? e? (k)
L+ [ll* + llpgu (R))1®
+niv? (k) < —me? (k) +nv? (k)

(3.84)

donde:

= 1= 2 (A) — —
14+ k 14+ k&

y K= méx (||<p1|\2 + ||pqou (k;)||2) Por lo que =1 < A(A) <0, 7 >0

nmin (@7) <V (k) < nmax (@7)

i

donde n x min (w?) y n x max (w?) son funciones de clase K, y me* (k) es una funcién clase
Koo, mv? (k) es una funcién de clase K, tal que V (k) admite una funcién suave de Lyapunov
como en la definicién 2. Del Teorema 1, la dindmica del error de identificacién es entrada-
estado estable. La entrada corresponde al segundo término de la iltima linea de(3.84), i.e.,
el error de modelado v (k) , los estados corresponden al primer término de la tltima linea de
(3.84), i.e., el error de identificacién e (k) . Por que la entrada v (k) es acotada y la dinamica

es ISS, los estados e (k) son acotados. m

Comentario 3.3 La condicion "n (k) =0 si G le (k+ 1)|| < [le (k)||” es la zona muerta. si

B se elije con un valor muy grande, la zona muerta llega a ser pequena.

3.4. Simulaciones

Para poder realizar un analisis comparativo entre las redes FCMAC con recurrencia local,
global y la combinacién de ambas, se considera el siguiente sistema no lineal propuesto por

[16] y [26], para ilustrar los resultados de la identificacién.
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z1 (k+1) =2 (K),

_ zi(k)ma(k)as(k)u(k)[ws(k)—1]+u(k)
T3 (k’ + 1) == 2 1+;3Eg(k‘)2+9’333(k)2

Se define el vector de estados como y(k) = [x1 (k) , x5 (k) , x5 (k)]", la senal de entrada se

selecciona como en [16] y [26].

sin(g5zk) 0 < k <250
1,0 250 < k < 500

u(k) = = (3.86)
—-1,0 500 < k < 750

0,3sin(ggk) + 0,1sin(g5k) + 0,6 sin(5k) 750 < & < 1000

A la red neuronal con recurrencia local la denotamos como LRFCMAC, con recurrencia
global la denotamos como GRFCMAC y a la red que presenta la combinacién de ambas
recurrencias local y global la denotamos como GLRFCMAC. En la figura 3.12 se comparan
los resultados de la identificacién de las diferentes topologias de redes FCMAC desarrollados
en la tesis con el trabajo de redes neuronales FCMAC convencionales presentados por [7]. Se
realiza la simulacién con los siguientes datos h = 5 (nimero de hipercubos), n, = 4 (numero
de unidades de asociacién), la entrada s = 3, la salida y = 1, [ = 8. La siguiente tabla

muestra la cantidad de operaciones realizadas por cada una de las capas de las diferentes
topologias de redes FCMAC.

Capa FCMAC | LRFCMAC | GRFCMAC | GLRFCMAC
L1: Entrada n n n-+p n+p

L2: Funciones de membresia | n X [ nxl+nxl|nxl nxl+nxl
L3: Antecedente m" m" m" m"

L4: Consecuente m" m" m" m"

L5: Salida P P P P

Tabla 1. Niimero de operaciones realizadas en cada capa de la red neuronal.
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Las variables de la Tabla 1 son: n es el nimero de entradas, p el nimero de salidas,
[ el nimero de funciones de membresia por cada entrada y m” es el nimero de reglas de
inferencia. La Tabla 1 muestra que la red GLRFCMAC realiza el mayor nimero de opera-
ciones, principalmente en la capa L2, sin embargo como se observa en la figura 3.13, el error

de identificacién que presenta es menor que con las redes neuronales FCMAC, LRFCMAC,
GRFCMAC.

3.4.1. Red HFCMAC vs HRFCMAC

Uno de los problemas que presenta la red FCMAC convencional es que si las entradas son
mayores a 3, la memoria que soporta la topologia de la red se incrementa, haciendolo dificil
de implementar, este problema se conoce como “el problema de la dimensionalidad™. En los
sitemas difusos para resolver este problema se propuso una estructura jerdrquica [23], [24],
[27], para que las reglas de inferencia creciera linealmente y no exponencialmente. Este mismo
principio se aplica a las redes FCMAC con estructura jerdrquica y con estructura jerdarquica
recurrente. Para realizar la identificacién de un sistema no lineal mediante redes FCMAC
con estructura jerdrquica se utiliza la planta dada por (3.85). La entrada al primer bloque
es [z1 (k) ,x2 (k)] , la entrada al segundo bloque es [z3 (k) ,u (k)],con n = 3,m = 5,na = 10,
se utilizan 1000 datos de entrenamiento. Los resultados de la identificacién se muestra en la
figura 3.14.

Como se puede observar en las figuras 3.14 y 3.15, ambas topologias FCMAC con estruc-
tura jerdrquica pueden identificar un sistema no lineal, resuelven el problema del crecimiento

de la memoria y ademads pueden ser utilizados en sistemas dindmicos.
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Figura 3.12: Comparacion de resultados de las redes FCMAC.
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Figura 3.13: Error Cuadrético de las redes recurrentes FCMAC
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Figura 3.14: Identificacién mediante la red HFCMAC vs HRFCMAC.
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Figura 3.15: Error de Identificacién mediante la red HFCMAC y la HRFCMAC.



Capitulo 4
Control de sistemas dinamicos

Un controlador puede ser usado en un sistema en lazo abierto ¢ en un sistema a lazo
cerrado. Los sistemas en lazo en lazo cerrado pueden rechazar las perturbaciones y realizar
un control mds exacto, una de las desventajas es que la retroalimentacién puede causar
problemas en la estabilidad del sistema, los cudles no estdn presentes en los sistemas a lazo

abierto.

4.1. Meétodos de Control Adaptable

Las técnicas de control convencional que presentan retroalimentacion estdn basados en
andlisis en el dominio del tiempo y en el dominio de la frecuencia, donde los procesos y
los controladores estan descritos por funciones de transferencia. Cuando un sistema f(-) es
lineal y sus pardmetros son conocidos, las técnicas de diseno de controladores convencionales
pueden ser utilizados para encontrar un controlador conveniente para dicho sistema, teniendo
una relacion entrada-salida deseada, es decir, una funcién de transferencia en lazo cerrado.

El comportamiento del control en lazo cerrado estd definido en el dominio de la frecuencia
por los pardmetros de margen de fase, ancho de banda 6 en el dominio del tiempo por la
respuesta transitoria, el error en el estado estacionario, etc. El proposito del diseno del

controlador es hacer el error cero en estado estacionario, una réapida respuesta la cudl estd
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relacionada con el ancho de banda y que se mantenga la estabilidad, lo cuél estd relacionado
con el margen de fase.

Un controlador muy usado en lazo cerrado es el control Proporcional, Integral, Derivativo
(PID). La tarea de disefio se reduce a ajustar las ganancias K, K;, K de los controladores
(sintonizacién Ziegler-Nichols).

Al sufrir cambios un sistema de control no lineal (tales como su punto de operacién ) sufre
variaciones en sus pardmetros, estas variaciones pueden afectar severamente la estabilidad y
el comportamiento del sistema. El uso del control adaptable tiene como objetivo redisenar
automaticamente el controlador del sistema cuando ocurren estos cambios en los parametros.

Existen dos esquemas de control adaptable:

» Control adaptable con modelo de referencia (MRAC):

» El sistema de control adaptable con modelo de referencia directo, modifica los paramet-

ros del controlador directamente.

Un sistema de control adaptable con modelo de referencia indirecto, modifica los pardmet-
ros del modelo de referencia, y los pardmetros de este modelo de referencia son utilizados

para calcular los pardmetros del controlador.

= Control auto-sintonizado: Un regulador auto-sintonizado identifica los pardmetros de
la planta cuando el sistema esta corriendo. Los pardmetros identificados son utilizados

para redisenar el controlador.

En un control adaptable los pardmetros se encuentran disponibles y existen mecanismos
para ajustarlos en linea, basado en las senales del sistema. Convencionalmente los contro-
ladores adaptables pueden ser clasificados de acuerdo a la manera por la cudl sus pardametros
son ajustados. Los métodos de ajuste se clasifican en dos categorias: Control adaptable indi-
recto y control adaptable directo. En el control directo, los pardmetros del controlador son
directamente ajustados para reducir la norma de la salida del error dado por la salida de la

planta y la trayectoria de referencia deseada. En el control indirecto, los pardmetros de la
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planta con estimados y el controlador es disenado asumiendo que los parametros de la planta

estimada representan los valores verdaderos de la planta original.

4.2. Control adaptable basado en las redes CMAC

Considere el siguiente sistema dindmico no lineal en tiempo contintiio de n — ésimo orden,

libre de perturbaciones externas:

iy (t) = w3(t)

xn(t) = f(xlax%“'?xn)+g(x1>$27“'7$n)u

y = I1

6 escrita en su forma equivalente:

" = f (x,x', ...,x"_l) +g (x,x', s x"_l) u (4.2)

y =z
donde f y g son funciones acotadas, x € R" es el vector de estados, u € R es la entrada de
control, y € R es la salida de control del sistema. Solo se consideran los sistemas no lineales

que pueden ser representados por (4.1) 6 (4.2). La ecuacién (4.2) puede reescribirse en su

representacién en espacio de estados como:

#(t) = Ax+ Blf(x)+g(x)u] (4.3)
y = Tz

Se define A, B y C' como:
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] ; _ o o
010 - 0 0
A= . B= . O =
0
i 000_ | 1] | 0

y x = [x1, T2, ...,xn]T = [:c,jc, ...,x(”_l)]T € R"™, es el vector de estados, se da por hecho
que todos los estados z; y la salida y, estdn disponibles para ser medibles. Para que el sistema
(4.2) sea controlable, se requiere que g (z) # 0 para = en una regién de controlabilidad
U. C R". Sin perdida de generalidad, se da por hecho que 0 < g (z) < oo, para = € U..

Si f (x) y g (z) son conocidos, entonces se puede elejir una ley de control u para cancelar
las no linealidades y disenar el controlador basado solamente en la teoria de control lineal.
Se define el vector de la senal de referencia como y,4, sea e = y; —x = yq —y € R, el error

del vector de trayectoria e se define como:

ya = |Ya, -.-,yl}‘l]T € R" (4.4)
€ = Yd—Y
e = [eé, .., e"’l]T = [e1, €2, ....€,]" € R"

El objetivo del control es forzar la salida del sistema y, a seguir una senal de referencia
acotada 14, bajo la condicién de que todas las senales involucradas son acotadas. Sea k =
LT kn]T € R™ tal que todas las raices del polinomio s™ + k;s" ! + ... + k,,, se encuentren
del lado izquierdo del plano complejo. Si las funciones f (x) y g () son conocidos, entonces

se puede elejir una ley de control v* ideal como:

ut = e [—f(2) + k"= + yj] (4.5)

Donde u = u*, substituyendo (4.5) en (4.1), se obtiene el sistema en lazo cerrado dado

por la expresion:
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e+ ke 4+ . +hke=0

Se define:
_ . . ; _
0
A= , B=]": (4.6)
0 0 0 0 e 1 0
| —kn —kn1 ka2 —knz oo —ki | |1

El sistema en lazo cerrado se reescribe como:

é(t) = Ae (4.7)

Donde el objetivo de control implica iniciar de cualquier condicién inicial, se tiene lim;_..e (t) =

0, tal que A es estable, la salida de la planta y, converge a la salida ideal y4, asintéticamente.

4.2.1. Control adaptable indirecto basado en redes CMAC

Si f (z) y g (x) son funciones desconocidas, el control ideal (4.5), no puede ser implemen-
tado, pues al no conocerse dichas funciones, no se pueden cancelar las no linealidades. En
este trabajo se proponen dos controladores HFCMAC llamados: f (x| wy) y § (« | w,) , para
aproximar las funciones desconocidas f (x) y ¢ (x) respectivamente, esto es, un controlador
indirecto es disenado para minimizar el error del esquema de control equivalente, el cudl esta

dado por:

1

ur =

donde f (z | wyr)y g (¢ | wy) se obtienen de la salida de las redes neuronales HFCMAC,

las cudles estdn dadas por:
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flalw) = wies(x) (4.9)

g wg) = wye, ()

Donde wyf y wy son los pardmetros de los sistemas aproximados f y g, respectivamente.

Substituyendo (4.8) en (4.2) se obtiene la dindmica en lazo cerrado, del sistema de control
HFCMAC dado por:

O [f (x |wp)—f (a:)] + 9 (x| wy) — g (z)]ur (4.10)
La ecuacion (4.10) se puede escribir en notacién vectorial de la forma:
¢(t) = e+ B[ (@] wy) = f ()] + (3] wy) — g (@) ] (4.11)

donde A y B se definen como (4.6). Para el desarrollo de las leyes adaptables més con-
venientes para ajustar los pesos de la red HFCMAC, se elijen los pardmetros éptimos w} y

w; definidos por los siguientes términos:

wreQy \ zeQ,

wp = arg min (Sup )f(a: | wys) — f(:L‘)D (4.12)

uy = arg iy (sup 3o )~ 9 (0]
Ast f* (x | w}) y g (m | w;) son los mejores aproximadores de f () y g (z). Donde
Qp = |lwy|]| < Uyp, Q, = |lwy|| < U,, son conjuntos compactos acotados, los cudles corre-
sponden a wy = Wy, ..., Wys,, Wy = Wy,,...,W,,, y Us, Uy son constantes positivas especifi-
cadas por el disenador. Las salidas de las redes HFCMAC con sus respectivos pesos éptimos
correspondientes f* (x | w;‘Z) y g* (m | w;) son utilizados para aproximar a las dos funciones

desconocidas f (z) y g (z) , tal que:
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e = |f(@)—f (x| w})
g(@) = § (| w)) +e
g = |9(2) =g (v ]wy)

donde €; y €4, son los errores de aproximaciéon minimos de f(z) y g (z), los cudles se

definen a continuacion:

fo= fl@)—f|w) (4.13)
= [zl wf) +ep— fa|wy)

= wipy (2) +ef —wipy ()

= Wy (z) + €5

g = g9@)—g(=|w,) (4.14)
= g (:C | wZ) +e,— g (x| wy)

= wyp, (T) + € — wggpg (x)

= Wgp, (7) + €

donde w! p; = w;Tp, wlp;, i denota a las funciones f (x) y g (z). En el proceso de disetio

del controlador, el término de incertidumbre se anade mediante el siguiente término:

5 — €f+€gu1 (415)
¢ = [r@=7 @iep)|+lo@ -5 (@ w)|u

Se realiza la consideracion que la incertidumbre & estd acotado por una constante positiva

pequena 0, [¢| < §. Utilizando el procedimiento anterior, la ecuacién (4.11) se reescribe como:

() =Ae + B Hf@; lwy) = f* (z | w;;)] + g (x| wy) — 3" (x| w?)] u[+B§] (4.16)
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Substituyendo (4.9), en (4.16), se obtiene la siguiente ecuacién dindmica en lazo cerrado,
la cudl presenta una relacién explicita entre el error de trayectoria e y los pardmetros del

controlador wy y wy:

é(t) = Ae+ B[[wies(z) —wiop(@)] + [w) o, (@) —w e, (@) ur + &) (4.17)
et) = Ae—l—BHw?—wf } p (o) + [ng—w;T] ©, (a:)u;—i—f]
é(t) = Ae+ Bwfp, () + i, ¢, (x)ur] + BE

4.2.2. Ley de aprendizaje para las redes neuronales HFCMAC

La funcién de la ley de aprendizaje es determinar un mecanismo de ajuste para w; y
wy, tal que el error de trayectoria e, y los parzimetros de error € f Y €4, son minimizados. La
meta al ajustar los pardmetros es hacer w? — W f Y wT — w , V por consecuencia, hacer

f (x| wy), (x| w,) buenos estimadores de f (),g (z), y uy — u*.

flelwy) = wi e () (4.18)
Tp—1 = w}rn_lSOfn,l (Tn-1)
T = w};‘ﬂfl (1)
9@ wy) = w, o, (zn)
Tn—1 = wgn_lgpgn,1 (a’qn*]-)
J’.l - w519091 (xl)

Sea la siguiente ley de aprendizaje:
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wj, (1) = =7, PBey, (z) ea (1)
w}:Lfl (t) = _’nyB(pfn—l (,I‘) en—l (t)

wy, () = =1, PByy, (@) er (1)

e
ep t) — 2yq*b;172‘,q Zq,kyg;ci’f’zp eq (t) (419)
W, (t) = —v,PBy,, () en (t)
Wy, (1) = =7, PBp,, _, (v)en1(t)

Utilizando la ley (4.19), no se puede garantizar que los pardmetros wy y wy, sean acotados.
Si w; diverge a infinito, entonces el sistema HFCMAC f (z | wy), podria incrementarse y
resultar en un control no acotado u;. Al desarrollar un sistema estable (donde todas las
variables estén acotadas), se puede modificar la ley de adaptacién tal que los pardmetros

sean acotados. Sean los conjuntos compactos {2y y €}, para wy y w, se definen como:

Qp = {wy € Ry | |wy| < My} (4.20)

Q = {wy € Ry|0<e<|wy| < Mg}

Donde €, wy y w, son constantes, se requiere que |w,| sea acotado por abajo por 0 < e,
de (4.8) se pude observar que § = w; ¢, (), es diferente de cero. Se modifican las leyes de
(4.19) para garantizar que wy € Qf y w, € Q.

Si el vector de pardmetros estd en el interior del conjunto compacto 6 en los limites,
pero moviéndose hacia dentro del conjunto compacto, entonces se utiliza la ley (4.19); si
el vector de pardmetros estd sobre el limite del conjunto compacto, pero moviéndose hacia

afuera de él, entonces se emplea la proyeccién del gradiente del vector de pardmetros sobre
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el hiperplano de soporte. Las leyes de adaptaciéon modificadas con proyeccién para el sistema
neuro-difuso adaptable indirecto se explica a continuacion:

Para wy se define w,, 0 = 1,2---n, usando:

_IYO'PB()OO' (l’) €o (t) si |wU| < Mf
wU (t) = _P)/O'PBSOU ($> €o (t) Si PB/U]ZQDG (.T) €o (t> 2 0 ‘ | M (421)
si |w,| =
T, (~7,PBy, (w) e, (1)) si PBuli, (x)eq (1) <0 !
donde el operador de proyeccién T {-} se define como:
Wy P, (2)
To{—1,PBy, (z)es (1)} = =1, PBp, () €5 (t) + 7, PBe, (t) 0, [
Para w,
_fYO'PBSOO' (l') €o (t) s1 PB'LUZQDU (l’) €o (t) <0 :
Wy (1) = siw, = €
0 si PBuwlo, (z)e, (t) >0
_/YUPB()OU (:B) Co (t) s1 |w0| < Mf
Wy (1) = —v,PBy, () ey (1) si PBuwly, (z)e, (t) >0 oy = M en otro caso
si |wy| =
T, (~7,PBg, (w) e, (1)) si PBuli, (x)eq () <0 !

(4.22)

Donde € es una constante positiva pequena.

Teorema 4.1 Sean los conjuntos compactos 2y y §, definidos en (4.20). Si los valores
iniciales de los parametros satisfacen wy (0) € Qf y w, (0) € Q,, entonces las leyes (4.21) y
(4.22) garantizan que wy (t) € Qf y w, (t) € Q,, para todo t > 0.

Demostracién. Para demostrar |w,| < My, se elije la siguiente funcién candidata de

Lyapunov:
1
Vi = éwgwo (4.23)

La derivada de la funcién candidata de Lyapunov es:

Vi = whi, (4.24)
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Cuando |wy| > My, se tiene |w,| < M;. La derivada de la funcién candidata de lyapunov
es:

V; = —PBulg, () e, (1

Cuando |w,| = My, si PBwl ¢, () e, (t) > 0, entonces V; < 0. De aqui, se tiene |wy| <
M;. Cuando |w,| = My, si PBwly, (z)e, (t) <0, entonces

T
Vi = w:f —v,PBy, (x)e, (t) +v,PBe, (t) % =0 (4.25)

por lo que |ws| < My. m

Utilizando un anélisis similar, se puede provar w, (t) que también es acotado para todo
t>0.

Si |w,| =€, si PBwlp, (x)e, (t) < 0 entonces:

V, = —PBw p, (z)e, (t) >0 (4.26)
Asf que |w,| se incremente. si PBwlp, (z)e, (t) > 0, w, es fijo. entonces |w,| > e.

Teorema 4.2 Se considera un sistema dindmico del tipo 4.2 y dado un control adaptable
HFECMAC como en 4.8, 4.9 con la ley adaptable 4.19, la estabilidad del sistema de control

en lazo se garantiza, i.e., el error de trayectoria e es acotado y converge a:

1 [T _
lim sup f/ |e|z20 dt < ¢ (4.27)
0

T—o0

donde Qy = (Q — 1), €' PBII'PB¢ < €.

Demostracién. Considere la siguiente funcién candidata de Lyapunov:

1

1
_ T =T~ ~T -

V =e Pe+ wawf—FZ—Pygwg Wy (4.28)
Es obvio que V es una funcién definida positiva para cualquier ¢, V (¢) > 0. De hecho,
V' (t) representa una medida euclidiana variante en el tiempo de la distancia de la salida

de la planta con respecto a la senal de referencia més la distancia de los pardametros del
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controlador HFCMAC de sus valores 6ptimos. i.e. e (t) = 0, wy (t) = wi’, y w] (t) = w;".
Los cudles 7, 7,, son constantes positivas y P es una matriz definida positiva que satisface la
ecuacién de Lyapunov, con la ley de aprendizaje, donde B = [0,0- - -0, 1]T , P es la solucién
de e conocida, tal que existe una matriz simétrica P (P = PT) definida positiva de n x n, la

cudl satisface la ecuacién de Lyapunov:
AMP+PA=—-Q, Q=Q7>0 (4.29)

Donde ) es una matriz de n x n definida positiva, y A estd dado por (4.6). Con (4.29) la
derivada en el tiempo de V' a lo largo de la trayectoria del sistema en lazo cerrado puede ser

derivado como:

. 1
V = —efQe+e"PBE+ 7—111? [w? + fy;‘cpePBcpfn (2)]
f

L [ 49,6 PR, ()]

1
g
Con (4.19) y

V= —elQe + e PBE (4.30)

Donde £ = €¢ + €4ur. Utilizando la desigualdad matricial
XTY + (XTY)" < XTIX + YTty (4.31)
donde X, Y, II € R"** son cualquier matriz, IT es cualquier matriz definida positiva, se tiene:
eTPBE < eTle + €' PBII ' PB¢ (4.32)
donde IT = II7 > 0, IT < Q. Porque u; es acotado (w; y w, son acotados )
¢'PBIT'PBE < ¢
El cudl puede ser representado como:

V<—e"(Q-Me+&=—Qllel” + By lI€] (4.33)
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donde Qp = (Q —II) y 8 son K, funciones, V' es una funcién de Lyapunov ISS. Utilizando
el Teorema 4.2, la dindmica del error de identificacién e es una entrada de estado estable.

De aqui £ estd acotado por &, la nueva entrada e es acotada.

Integrando (4.33) de 0 hasta T :

T
V=V < —/ el Qoedt + ET
0
Por lo que:
1 (", V-
0

(4.27) es estable. m

4.2.3. Simulaciones

El sistema barra-esfera se muestra en la figura 4.1, consiste de una barra horizontal sobre
la cudl se desplaza una esfera, el objetivo del sistema es ubicar la esfera en una posicién
dada al modificar el dngulo . En este ejemplo se realizé un control de posicién de la esfera
sobre la barra, sin embargo con este sistema se puede atacar el problema de regulacién y el

de trayectoria.

Figura 4.1: Sistema barra-esfera

El sistema barra-esfera tiene la siguiente representaciéon matematica en espacio de estados:
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g} T 0
iy | | af(za} — Bsinas) 0
i | T4 o "
Ty 0 1
y = 1

Donde x = (z1, x9, x3, 334)T = (7", 7,0, 9>T es el vector de estados del sistema, r es la posicién
de la esfera, 0 es el dngulo de la barra con respecto a la horizontal y y = r es la salida
del sistema. El control u es igual a la aceleracién de 6. Los valores nominales del sistema
barra-esfera son: a = 0,71, 8 = 9,8, k = 5/7, k, = 75, rs = 3,175 x 107?m, L = 0,405m,
km = 0,0075Nm/amp, k. = 0,0075volts — s/rad, R, = 9Q, B,, = 1,6 x 1073 Nm — s/rad,
Jm = 7,35 x 1073 Nm — s?/rad. Se utiliza un control indirecto HFCMAC.

Las simulaciones del sistema de control mediante la red HFCMAC se muestran en la
figura 4.2, con este esquema de control se pueden compensar las incertidumbres tales como
la friccién y la gravedad, ademds se puede ajustar la accién de control ya que presentan
una ley adaptable. En la figura 4.2 estd representado el control de posicién de la esfera y
en la figura 4.3 se presenta el error instantdneo. Los resultados muestran que el controlador

adaptable HFCMAC puede controlar un sistema no lineal.
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Figura 4.2: Respuesta del sistema de control.
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Figura 4.3: Error de control.
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Conclusiones

5.1. Conclusiones

Se disenaron diferentes esquemas de identificacién para sistemas no lineales a partir de
la red neuronal CMAC propuesta inicialmente por los trabajos de J. Albus en [1] y [2], se
realiza una extensién combinando redes neuronales y sistemas difusos surgiendo asf la red
neuronal CMAC difusa (FCMAC).

La red FCMAC combina ambas técnicas: la capacidad de adaptacién de la red neuronal
y el conocimiento a priori de un experto en las reglas de un sistema difuso. Esta red presenta
un ajuste muy rapido de sus pesos, ya que a diferencia de la red ANFIS que retropropaga el
error a cada una de sus neuronas en las diferentes capas que lo componen para ajustar sus
pesos, la red FCMAC solo ajusta los pesos de las neuronas activadas por las entradas. La

red FCMAC presenta dos limitantes:
= Estd limitado a sistemas estéticos ya que es una red hacia adelante.

» Para sistemas que presentan entradas n — dimensionales, s; > 3, se vuelven dificiles

de disenar e implementar pues generan muchas reglas de inferencia.

Para resolver la primer limitante, en este trabajo se propone una nueva topologia de

red recurrente FCMAC (RFCMAC). La primer topologia RFCMAC presenta una retroal-
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imentacién local en la capa dos, la segunda topologia tiene una retroalimentacion global
salida-entrada y una tercera presenta la combinacién de ambas retroalimentaciones local mds
global. El algoritmo de actualizacion de los pesos estd basado en el algoritmo de retropropa-
gacién del error (backpropagation). Se realiza un anélisis via segundo método de Lyapunov
para demostrar estabilidad del sistema.

Para resolver la segunda limitante, se propone una nueva topologia de red neuro-difusa
CMAC con estructura jerarquica (HFCMAC), el cudl no presenta el problema del incre-
mento en las reglas difusas al aumentar el nmimero de entradas en la red 6 al aumentar las
funciones de pertenencia para cada entrada. Se disenan las redes HFCMAC con entradas
de baja dimensionalidad. Sin embargo con esta nueva topologfa tinicamente se limita a sis-
temas estdticos, para poder realizar una identificacién de sistemas dindmicos se propone
una estructura jerarquica recurrente FCMAC (HFCMAC). Ambas topologias con estructura
jerdrquica presentan el algoritmo de entrenamiento de retro-propagacion, se realiza el anélisis
de estabilidad de Lyapunov para asegurar la convergencia de los pesos.

La red CMAC con sus respectivas extenciones es capaz de controlar sistemas no lineales.
Especificamente se disefié un esquema de control adaptable indirecto HREFCMAC que realiza
el control de un sistema barra-esfera, se realiza también una prueba de estabilidad del sistema.

Algunas de las aplicaciones de la red neuronal artificial CMAC incluye: Identificacién
de sistemas no lineales estéticos y dindmicos; Reconocimiento de patrones; Procesamiento
digital de senales; Control de sistemas no lineales en tiempo real, entre otros.

Algunos tépicos de interés generados en este trabajo y que pueden ser estudiados maés
adelante son:

Realizar un andlisis méas profundo en las variables intermedias que se encuentran entre los
niveles de la estructura jerarquica, ya que el disenio de la misma al carecer de un significado
fisico resulta dificil de implementar. Disenar un control adaptable directo mediante redes

HFCMAC para sistemas no lineales con miiltiples entradas y multiples salidas.
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Capitulo 6

Apéndices

6.1. A. Preliminares Matematicos

6.1.1. Norma Euclideana

La norma euclideana ||z|| de un vector x € R" se define como:

donde sélo se considera la parte positiva de la raiz cuadrada. Es inmediato comprobar que

la norma euclideana satisface las siguientes propiedades:

|z|]| =0, siy sélosiz=0¢€R"

||z|| > 0, para todo z € R" con = # 0 € R™.

llaz|| = |a ||z|| , para todo o € Ry z € R™.

el = llyll < [l +yll < =[] + lyll , para todo z,y € R™.

‘xTy| < ||z|| lly]| , para todo =,y € R™ (desigualdad de Schwarz).
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6.1.2. Matrices

Se denotara por R™*" al conjunto de matrices A de dimensién n x m formada por arreglos

de nimeros reales ordenados por n renglones y m columnas:

11 Q12 - A,

Q21 Q22 - Ao,
A= {aij} =

Ap1 QAp2 - Apm

Un vector z € R” puede ser interpretado como una matriz particular perteneciente a R"*! =
R™. La matriz traspuesta AT = {a;;} € R™*" se obtiene intercambiando los renglones y

columnas de A = {a;;} € R™™.

Producto de matrices

Considérense las matrices A € R™*? y B € RP*". El producto de las matrices A y B
denotado por C' = AB € R™*" se define como:

C = {CU}:AB

11 A2 -+ Qip bin bz -+ b
(21 Q22 -+  Q2p bor baa -+ Doy
Am1 Am2  * Gmp bpl bp2 e bpn

Puede verificarse que el producto de matrices satisface las siguientes propiedades:
= (AB)" = BTAT, para toda A € R™*? y B € RP*".
» AB # BA, en general.

» A(B+C)=AB+ AC, para toda A € R™*? B € RP*" y (' € RP*".
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» ABC = A(BC) = (AB)C para toda A € R™*?, B € RP*" y C' € R™™".

De acuerdo con la definicién del producto de matrices, la expresién 7 Ay donde z € R”,
A e R"™™ yye R™ estd dado por:

Ty ai; G2 0 Ay n

T2 Q21 Q22 -+ A2m Y2
LAy =

T, anp1 Ap2 - Anm Ym

= Z Z Qi TiY5

i=1 j=1
Matrices especiales

Una matriz A es cuadrada si n = m. Una matriz cuadrada A € R"*" es simétrica si es
igual a su transpuesta A = AT, es antisimétrica si A = —A”. Una propiedad de las matrices
antisimétricas es:

2T Ar =0, Yz € R"

Una matriz cuadrada A = {a;;} € R™*" es diagonal si a;; = 0 para todo ¢ # j. Se denota

por: ] ]
a1 0
. 0 929
diag {ai1, asg, ..., Gpn } = _ o . c R™"
0 0 Ann

Una matriz cuadrada A € R™*" es singular si su determinante es nulo, i.e., si det (A) = 0,
en caso contrario es no singular. Una caracteristica de una matriz singular es que ésta no
tiene inversa.

Una matriz cuadrada A € R™ "™ sin ser necesariamente simétrica, es definida positiva si:

2T Az >0, Ve € R", conz #0 € R"
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Cualquier matriz simétrica y definida positiva A = AT > 0 es no singular, por lo tanto

su inversa A~! existe. Una matriz cuadrada A € R™ ", es semidefinida positiva si:

2T Az >0, Vo € R”

Una matriz cuadrada A € R™", es definida negativa si —A es definida positiva, mientras

que es semidefinida negativa si —A es semidefinida positiva.

6.1.3. Valores propios

Para cada matriz cuadrada A € R™" existen n valores propios (nimeros complejos
en general ), denotados por \; {A}, Ao {A}, ..., \, {A}. Los valores propios de la matriz

A € R™" gatisfacen:

det [ {A} I —A]=0,i=1,2,...n

donde I € R™ ™ es la matriz identidad de dimensién n. Para el caso de una matriz simétrica

A = AT € R™ " _sus valores propios son tales que:

w A {A}, M {A}, ..., A {A} son nimeros reales.

» \; {A} denota el valor propio de la matriz A. A\ps {A} denota el valor propio mas
grande de la matriz A si todos los valores propios son reales. A\, {A} denota el valor
propio més pequeno de la matriz A si todos los valores propios son reales. El teorema

de Rayleigh-Ritz establece que para todo x € R" se tiene:

Amin {A} 2]|> < 27 Az < Amax {A} |12

Una matriz cuadrada A € R™ " es definida positiva si y sélo si los valores propios de
A+ AT son positivos, i.e., \; {A + AT} > O parat = 1,2, ...,n. Mds alin, una matriz simétrica

A = AT € R"™" es definida positiva si y sélo si A\; {A} > 0 parai=1,2,....n.
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6.1.4. Norma espectral

La norma espectral ||A|| de una matriz A € R"*" se define como:

JA]l = v Amax {AT A}

donde A\ 4x {ATA} denota el valor propio méximo de la matriz simétrica A7 A € R™*™. En

el caso particular de matrices simétricas A = AT € R™ ", se tiene que:
= [[All = méx; [Ai {A}.

= A7 = ml’ni|)1\i{A}|'

En las expresiones anteriores el valor absoluto resulta rebundane si A es simétrica y

definida positiva A = AT > 0. La norma espectral satisface las siguientes propiedades:

|A|| =0, siy s6losi A=0e R"™™.

I|A]| > 0, para todo A € R™™ con A # 0 € R™*™.

|A+ B| < ||A|| + ||B||, para todo A, B € R"*™.

oAl = |af ||All, para todo o € R y A € R™*™.

|ATB|| < ||A||||B|, para todo A, B € R™™.

Un resultado particular es la matriz A € R"*™ y el vector x € R™. La norma euclideana

del vector Az satisface:

[Az] < [[All |z

donde ||A|| denota la norma espectral de la matriz A, mientras que ||z|| denota la norma

euclideana del vector x. Siendo y € R™, el valor absoluto de y? Az satisface satisface:

[y" Az || < Al Iyl 1]l -
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6.1.5. Supremo e infimo

Una de las propiedades fundamentales de los niimeros reales es la existencia del supremo

y del infimo para subconjuntos acotados.

Definicién 6.1 Sea A C R. A se dice acotado superiormente si existe M € R tal que Vr € A
se tiene r < M. Sea A un subconjunto no vacio de los reales que es acotado superiormente
de define el supremo de A (supA) como el minimo nimero real M tal que r < M Yx € A,en
caso de existir tal M. El conjunto A se dice acotado inferiormente si existe N € R tal que
Vr € A se tiene N < r. Si A es un subconjunto no vacio de los nimeros reales, el cudl es
acotado inferiormente, se define el infimo de A (inf A) como el mdzimo nimero real N tal

que N <r Vx € A, en caso de existir tal N.

Axioma 6.1 Sea A # 0, A CR. Si A es acotado superiormente, entonces existe sup A € R.

Equivalentemente, si A # 0, A C R. Si A es acotado inferiormente, entonces existe in f
AeR.

6.2. B Algoritmo de aprendizaje

6.2.1. Minimos cuadrados

El algoritmo de minimos cuadrados ( least — mean — square LMS) estd basado en el

valor instantdneo de la funcién de costo definido por:

1

£(w) = 3¢ (n)

donde e (n) es la senal del error medida en el tiempo n. Derivando & (w) con respecto al

vector de pesos w se obtiene:
9 (w) _ Oe (n)
ow e (n) ow

El algoritmo LM S opera con una neurona lineal, por lo que se puede expresar la senal de

€error comao:
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por lo tanto

de(n) s(n
ow(n) (n)
y
o¢ (w) T
i e(n)s” (n)

s () ot
s, (k) (. d, ()

Y (k) ¥a (k)

5(k) O w, (k) e ()

Figura 6.1: Propagacion de la senal en una red neuronal

Utilizando éste tiltimo resultado como un estimado del vector gradiente, se puede escribir:

g(n) =—s(n)e(n) (6.1)

Por 1ltimo, utilizando la ecuacién 6.1 del vector gradiente para el algoritmo del paso de-
scendente descrito por w(n+1) = w(n) —ng(n), se puede formular el algoritmo LM S
como:

w(n+1)=wn)+ns(n)e(n) (6.2)

donde 7 es la tasa de aprendizaje. El lazo de retroalimentacién en torno al vector de peso
w (n), se emplea w (n) en lugar de w (n) para enfatizar el hecho de que el algoritmo LM S
produce un estimado del vector de pesos. La presencia de la retroalimentacién tiene un pro-

fundo impacto sobre el comportamiento de convergencia del algoritmo LM S. Del algoritmo
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LMS 6.2 se puede observar que depende del término 7, taza de aprendizaje y del vector
de entrada s(n), de aqui se dedude que la convergencia del algoritmo LM S depende del
vector de entrada s (n) y del valor asignado al pardmetro de aprendizaje n. Un anélisis es-
tadistico del algoritmo LMS la cudl estd basada en la llamada teoria de la independencia
(Widro et al. 1976), la cuél asume que la taza de aprendizaje 1 es suficientemente pequena
tal que LM S converge al valor promedio cuadrado, la taza de aprendizaje 7 satisface la
condicion:

0<n<

)\méx

Donde A4 es el eigenvalor més grande de una matriz de correlacién R,, sin embargo en la
mayorfa de las aplicaciones A4, no estd disponible. Por lo que la traza de la matriz R, se
puede tomar como un estimado de \,,4., por lo que la condicién anterior se puede reescribir

CO1mo:

0<n<

T, [Ry]
Por definicién la traza de una matriz cuadrada es igual a la suma de los elementos de su
diagonal. En términos matematicos el algoritmo LM .S es éptimo de acuerdo a los criterios
de H,. Una de las principales limitaciones del algoritmo LM S es que presenta una taza
de convergencia lenta y es muy sensible a las variaciones de los eigenvalores de la entrada.
El algoritmo LMS requiere aproximadamente de un nidmero de iteraciones 10 veces la
dimensién del espacio de entrada para alcanzar la condicién en estado estacionario. La taza de
convergencia lenta llega a ser un problema cuando la dimensionalidad del espacio de entrada
es grande. Hay que hacer notar que el algoritmo LM S esté disenado para una neurona lineal.
Las dificultades encontradas en el algoritmo LM S se debe al hecho de que el pardmetro de
aprendizaje se mantiene constante 7 (n) = 1, ¥n, en cambio en una aproximacion estocastica
la taza de aprendizaje 7 es variante en el tiempo, descrita cominmente por:

c

UUU:E

donde ¢ es una constante, lo cudl es una eleccién suficiente para garantizar la convergencia

en la aproximacion estocdstica, como una alternativa a las ecuaciones anteriores se puede
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utilizar la expresién:
"o
n)—= —-—
n(n) 1+ (n/7)

Donde 1, y 7 son constantes seleccionadas por el usuario. Con estas modificaciones el al-
goritmo opera como un aproximador estocdstico tradicional y la convergencia de los pesos

llegan a ser 6ptimos.

6.2.2. Retropropagacién

La senal de error en la salida de la neurona j en la iteracién k estd definido por:

ej (k) =d; (k) —y; (k)

Se define el valor instantaneo del error para la neurona j como 3e? (k) , la suma de los errores

instantaneos al cuadrado se formula como:

jec
donde C es el conjunto de neuronas de salida, C' = {1,,2,...,1}. El error promedio (e,)

se obtiene de promediar los errores instantdneos correspondientes a los N pares de entre-

namiento.
1 N
e () = > e (k)

El objetivo es minimizar ,, con respecto a los pesos. Se necesita calcular Aw;; (k).
Oe (k)
Por la regla de la cadena se tiene:

D= (k) _ 9= (k) De; (k) Dy, (k) v, (k)

(6.3)

por lo que:

v (k) = D wss () (k)
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Se definen los componentes de 6.3 como sigue:

Oe (k)
86]‘ (k?
e (k
8yj k
oy, (k
= )

ov; (k)
W = Yj (kf)

.5

<
~— ~—
I
|
—_

P
~— —

—~
0y
~—

Sustituyendo 6.4 en 6.3 se tiene:

ai_% — —e; (k) ¢; (v; (k) g ()

Perturbaciones e incertidumbres

Las consideraciones sobre sensibilidad son importantes en el diseno de sistemas de control,
ya que todos los elementos fisicos tienen la propiedad de cambiar con el ambiente y con el
tiempo, no se pueden considerar a los pardmetros de un sistema de control completamente
estacionarios durante toda su vida de operacién, todos los sistemas fisicos estdn sujetos a
senales externas 6 ruido durante su funcionamiento. Una perturbacién es una senal que
tiende a afectar negativamente el valor de la salida de un sistema. Si la perturbacién se
genera dentro del sistema se denomina interna, en tanto que una perturbacion externa se
produce fuera del sistema es una entrada. En general, un buen sistema de control debe ser
insensible a la variacién de los pardmetros pero sensible a los comandos 6 datos de entrada.
El efecto de la realimentacién sobre el ruido y la perturbacién depende en mayor medida
en que parte del sistema se presentan las senales externas, en la mayoria de las ocasiones la
realimentacién puede reducir los efectos del ruido y las perturbaciones en el desempenio del

sistema.
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6.2.3. Consideraciones bdsicas del algoritmo de aprendizaje

en esta seccion se analizan algunas mejoras del algoritmo de retropropagacion. Si se se-
lecciona un pardametro de aprendizaje 1 pequeno, entonces el ajuste a los pesos sindpticosque
se da de iteracién a iteracién serd pequeno, por lo tanto el aprendizaje es lento. De lo con-
tario si 7 se selecciona grande, entonces el aprendizaje serd rapido, pero existe la posibilidad
de que la red se vuelva inestable, se pueden presentar oscilaciones. Una forma sencilla de
incrementar el pardmetro de la velocidad de apendizaje de modo que se evite la posibilidad

de inestabilidad consiste en modificar la regla delta, incluyendo un término de momento.
Basandose en esta ecuacién, se pueden hacer los siguientes comentarios:

= Para que la serie de tiempo converga es necesario que la constante de momento se
restringa a 0 < a < 1 cuando a = 0 el algoritmo de retropropagaciéon opera sin

momento.

= Es posible que el parametro de velocidad de aprendizaje 1 sea dependiente de la conex-

i6n y de la iteracién n;; (k).
= Para el caso de que se tengan algunos pesos fijos se puede tomar 7;; (k) = 0.

El algoritmo de retropropagacién se ha establecido como uno de los algoritmos més pop-
ulares para el entrenamiento supervisado de redes neuronales tipo perceptrén multicapa.
Béasicamente es una técnica de gradiente y no de optimizacién, tiene dos propiedades distin-

tivas:

» Es fécil de calcular localmente.
= Logra un gradiente descendiente estocdstico.

= Su complejidad computacional es lineal.
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Existen algunas heuristicas que proveen una guia adecuada para acelerar la convergencia

del algoritmo de retropropagacion por medio de la tasa de aprendizaje:

= Todos los pardmetros ajustables de la red deben tener su propio pardmetro de apren-

dizaje.
= Todo pardametro de aprendizaje debe variar de una iteracién a otra.

» Cuando la derivada de la funcién de costo con respecto a los pesos sindpticos tiene el
mismo signo algebraico para iteraciones consecutivas del algortimo, el pardmetro de

aprendizaje se debe incrementar.

» Cuando el signo algebraico de la derivada de la funcién de costo con respecto a los
pesos sindpticos tiene diferente signo para iteraciones consecutivas del algoritmo, el

pardmetro de aprendizaje se debe de reducir.

Considerando estas heuristicas, el algoritmo de retropropagacién ya no es mds un al-
goritmo de gradiente descendente, ahora los ajustes se basan en: derivadas parciales de la
superficie del error con respecto a los pesos; Estimados de la curvatura de la superficie del

error en el punto de operacién.

6.3. C. Esquemas de identificacion

En el estudio de los sistemas una de las primeras necesidades es la de obtener modelos.
Un modelo sintetiza el andlisis de las principales caracteristicas del sistema y de su precisién
depende la profundidad con la que se realiza. Para esto se deben detectar y determinar cudles
son las variables del sistema mads relevantes y el tipo de interacciones causa-efecto que entre
ellas se producen.

Los modelos de identificacién son estructuras en las cudles se ajustan sus pardametros con
el fin de obtener una respuesta muy similar al del sistema en estudio, dentro de cierta zona de

operacién. En el desarrollo del presente capitulo se busca interpretar la identificacién como la
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evolucion del concepto de aproximacion de funciones, y se describe como las redes neuronales
han proporcionado buenos resultados en este tipo de tareas, un comentario importante es
que la utilizacién de las redes neuronales estdticas presenta las desventaja de crear modelos
secuenciales, entrenados en un esquema serie-paralelo, por lo que hace que el proceso de

ajuste de los pesos sea muy lento.

6.3.1. Aproximaciéon de funciones

Se puede considerar el problema de aproximacién de funciones como antecedente al de

identificacién de sistemas. El problema de aproximacién de funciones se divide en dos tipos:

= En el primero, se supone que se conoce la expresién explicita de la funcién, y lo que
se busca es una estructura paramétrica que aproxime la funcién con algin grado de

precisién deseado.

= En el segundo caso, el problema consiste en obtener una funcién que se ajuste a la

relacion entrada-salida existente en un conjunto finito de datos.

En el primer caso se busca representar cierta clase de funciones como una suma de
potencias a través de manipular series geométricas, como lo son las series de Mclaurin y de
Taylor. Este enfoque permite obtener versiones simplificadas de funciones, con el tnico fin
de ayudar al andlisis de los problemas y también para simplificar los cdlculos. En el segundo
caso estd enfocado de manera experimental debido a que no se cuenta con una expresion
explicita de la funcién de la cudl se desea obtener una aproximacion.

Se define el problema de aproximacién de funciones de la siguiente manera [15]:

Definicién 6.2 Sea F(s,0) una funcion de aproximacion no lineal ajustable. El vector
s = [51,32,...,5n]T es la entrada del aproximador y el vector = [91,02,...,9p]T define
sus pardmetros, donde F es la funcion de aprozimacion. Sea G(s,z) una funcion donde
s = [s1, Sa, ...,sn]T es la entrada y z = [21, 29, ...,zn]T es una entrada auxiliar para G. El

problema de la aproximacion de funciones se divide en dos etapas, en la primera parte se
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debe proponer una estructura para la funcion F, y en la sequnda parte se debe definir la

forma para ajustar el vector de pardmetros 6.

Para el caso de que no se conozca la funcién GG de manera explicita, se define el problema

de aproximacién de funciones de la siguiente manera:

Definicién 6.3 Supdngase que en el i — ésimo experimento se tiene el vector de entrada:

s(i) =[s1(2),52(%) ..., Sn (z)]T

con el vector auziliar:
2 (1) = [z (0), 22 (i), ooy 20 ()]
donde la salida estd dada por:
y (1) = G(s (i), 2 (i)
debido a que no se conoce de manera explicita a G se puede conocer experimentando y
recolectando un conjunto de datos de entrada y salida. En la prdactica se restringen estos

experimentos a un subconjunto S del espacio de entradas, s (i) € S C R" y de forma similar

para la entrada auziliar z (i) € Z C R".

El par (s (i),y(i)) es un dato de entrenamiento, al conjunto de datos de entrenamiento
de la forma:
¢ =1[s(),y(@),....s(M),y (M)
en donde M denota el nimero de pares de entrenamiento contenidos en ¢. El problema

de aproximacion de funciones consiste en hallar la forma de calcular el valor del vector de

pardametros 6 en F'(s, ) de tal forma que:
G(s,z) = F(s,0) +e(s,2)

en donde e(s, z) es muy pequeno.
Un sistema dindmico puede ser descrito por dos tipos de modelos: modelos de entrada-
salida y modelos en el espacio de estados. A continuacién se describird cada uno de estos

modelos.
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6.3.2. Modelo de entrada-salida

El modelo de entrada-salida describe a un sistema basado tnicamente en los datos de
entrada y salida que presenta. Para sistemas discretos, el modelo de entrada-salida puede ser
de tipo NARM AX 6 de tipo paramétrico Hammerstein [16]. En el modelo de entrada-salida
se asume que la salida del sistema puede ser calculada por sus entradas pasadas y por sus
salidas actuales. Para un sistema deterministico, invariante en el tiempo, con una entrada -

una salida, se tiene:

. Yp(k = 1), yp(k — 2), ..., yp(k — n),
(k) = f( (k= 1), u(k —2), ., u(k —m) ) (6:5)

donde (u(k), y,(k)) son los pares de entrada-salida del sistema discreto en k, n 'y m son enteros
positivos y denotan el niimero de entradas y salidas pasadas, n es el orden del sistema. En
la practica, generalmente m es més pequeno 6 igual a n. f es una funcién no lineal. Si 6.5

es un sistema lineal, f es una funcién lineal y puede reescribirse como:

(6.6)

yo(k) = f ( aryp(k — 1), a2y, (k — 2), ..., any,(k — n), )

biu(k — 1), bou(k — 2), ..., bpu(k —m)

donde a;, 7 =1,2,...,ny b;, j=1,2,...,m son constantes con valores reales.

La ecuacién 6.5 puede ser representado por el diagrama a bloques de la figura 6.2. Se
puede observar en la figura que cuando los datos de entrada-salida son usados, el sistema
dindmico estd definido por la funcién f () y los enteros m y n. Si m y n estan dados, la
tarea consiste en encontrar la funcién f (-), para sistemas invariantes en el tiempo f (-) serd
constante. De acuerdo a la configuracién de identificacién de sistemas, se pueden presentar
dos estructuras de identificacién: estructura paralela y estructura serie-paralela.

En la estructura paralela, la red neuronal y el sistema reciben las mismas entradas ex-
ternas, las salidas del sistema no son usadas como entradas a la red. El sistema y la red
neuronal son dos procesos independientes los cudles presentan las mismas entradas externas
y la salida de cada una de ellas no interfiere una con la otra, es decir, presentan salidas

independientes, como se observa en la figura 6.3.
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y, (k+1)

¢

Figura 6.2: Modelo entrada-salida.

En la estructura serie-paralela la red y el sistema reciben las mismas entradas externas,
pero la salida del sistema forma parte de las entradas a la red, el sistema y la red no son
procesos independientes, el comportamiento dindmico de la red es afectado por las salidas
del sistema, esto se puede observar en la figura 6.4.

Cuando los modelos paralelo y serie-paralelo son utilizados para la identificacién, se asume
que los sistemas presentan entradas y salidas acotadas, sin embargo la estructura paralela no
garantiza que el proceso de aprendizaje de los pesos converga o que el error entre la salida

del sistema y de la red tiendan a cero.

6.4. D Estabilidad

Se considera una ecuacién diferencial ordinaria nolineal (ODE) en tiempo continio:

i (t) = f(z (1)) (6.7)

con el estado z € R™.

Para el estado inicial € R" en el tiempo inicial t = 0, se denota la solucion de (6.7) por

o (t,x) ie:
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u(k)

¥, (k+1)

]

i

v (k)

e(k+1)

—

|
s

-

Yoeo (K):

u(k)

RN

Yiea (k+1)

Wi

Figura 6.3: Identificacién con estructura paralela.

» z(t) = ¢ (t,z) es la solucion de ODE (6.7).
P (0’ fL‘) =

Se asume la unicidad de ¢ (¢, z) sobre un intervalo y que 0 es un estado de equilibrio para
ODE (6.7), i.e. f(0) = 0.

La ODE es llamada estable asintéticamente globalmente (GAS) si para todos los
valores iniciales x € R" se tiene:

Estabilidad: para todo ¢ > 0 existe § > 0 con

el <o =lle(tz) <e

para todo t > 0.

Globalmente atractivo: para todo ¢ > 0y r > 0 existe 7' > 0 con

el <r=lletz)] <e
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u(k)

Y, (k+1)

0

T

¥, (k)

.

e(k+1)

O—

u(k)

RN

Yrea (K+1)

eilFr

Figura 6.4: Identificacion serie-paralela.

para todo t > T.
Msds convenientemente se pude definir la estabilidad asintética globalmente mediante la
comparacion de funciones, para esto es necesario que definamos algunas clases de funciones

que nos seran de gran utilidad.

Definicién 6.4 Funcion clase K. Si una funcion continua «y (+) : [0,a) — [0,00) es estric-

tamente creciente con v (0) = 0. v(+) es llamada una funcién clase K.

Definicién 6.5 Siy (s) es una funcion clase IC, y ademds no estd acotado, i.e. lim~y (s) =

§—00

oo se dice que v (s) pertenece a la clase K.

Definicién 6.6 Funcion clase KL. Una funcion continia B (s,t) : [0,a) x [0,00) — [0, 00)
es llamada una funcion clase ICL si el primer argumento de la funcion 3 (s,-) es clase KC, y

el segundo argumento de la funcion [ (-,t) es estrictamente decreciente y tlimﬁ (,t)=0.
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0 L L L L L L L L ,
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

a) b)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

c)

Figura 6.5: Tipos de funciones: a) clase k, b) clase k-infinito, c) clase kl

La ODE (?7) es asintéticamente estable globalmente si existe una funcién 5 € KL tal

que:
le (¢, )l < B (]l , 1)

permanece para todo x € R", ¢ > 0.

La comparacién de funciones entre la solucién de (6.7) y la funcién S de clase KL se
muestra en la figura 6.6, esto mantiene la estabilidad asintética globalmente de (6.7).

Una vez que se conoce el segundo método de Lyapunov, se introduce ahora las definiciones
y conceptos de la estabilidad entrada-estado (1.5.5), el cudl es una extencién de la estabilidad

asintdtica globalmente del sistema (6.7), sea el sistema no lineal:

()= f(x@),u(t)) (6-8)

donde u (t) € R™ es la entrada 6 perturbacion del sistema y la salida son los estados x € R™.
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(0,0

Figura 6.6: asintéticamente estable globalmente mediante comparacién de funciones

Para los valores iniciales g € R™ con el tiempo inicial t = 0, u (¢) debe ser medible y acotada,

i.e. u(t) € Loo. La solucién de (6.8) estd dada por:

o (t,,u) (6.9)

1SS requiere que el sistema con entrada permanezca GAS sobre un término de error depen-

diendo del tamafio de la perturbacién « (t) medida con:

il += esg sup [l 1))

El sistema es llamado IS, si existe una funcién § € KL y una funcién v € K, tal que
para todos los valores iniciales de x, todas las perturbaciones u en todo el tiempo ¢t > 0 la

siguiente desigualdad permanece:

o (8, 2, w)l| < méx [6 (], ), ([u]lo)] (6.10)

La figura 6.7, muestra graficamente la ecuacién (6.10).
Ya que la solucion de (6.8) estd dada por ¢ (¢,z,u), esta depende de u (1) para 7 € [0, t]

se puede deducir una desigualdad mas fuerte:

e (¢, 2, u)|| < méx [B (|2l ,t) . (||ulpal )]
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0,0

Figura 6.7: Estabilidad ISS

u(r), 7 €[0,t]

. Observando a [ y 7 separadamente, se identifican
0,7 ¢[0,7]

donde ulpq (1) := {

dos componentes:

G AS: asintéticamente estable globalmente para u = 0.

lp &, 2,0)[ < B (=]l ?)

Ganancia asintética: La solucién estdn acotados en ultima instancia por v (||lw|| )

I sup [ (¢, 2, w)|| < ([fullo)

es un hecho que es ISS <= G'AS y ganancia asintética ("<"no es tan trivial).

Si se considera un sistema lineal
t(t) = Ax (t) + Bu(t)

con matrices A y B de dimensiones apropiadas.

Hecho 1: GAS & A es Hurwitz, i.e. max Re(\) < 0 & ||et]| < Ce™*, con
A eigenvalor de A
o> 0.

t
Hecho 2: ¢ (t,z,u) = eM'x + /eA(t‘S)Bu (s)ds < llo (t,z,u)l < Bl t) + 7 (lull)
0

para 3 (r,t) = Ce 'r y v(r) = || B|| / ||| dsr — 1S5.
0
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Para sistemas lineales GAS < ISS.

Para sistemas no lineales esto no se cumple: considere la ecuacién:
T =u— sat(x)

l,z>1
donde sat () = ¢ x,z € [-1,1] . El sistema es GAS con entrada 0, pero para u (t) =2y

—-1,< -1
x = 1 se obtiene la solucidn:

o(t,x,u) =1+t

el cudl no es acotado, y la 1.SS no permanece. la 1SS es mas fuerte que GAS.

6.4.1. Funcién de Lyapunov

La G AS puede ser caracterizada mediante una funcién de Lyapunov. Una ODFE es GAS si
y solamente si existe una funcién suave de Lyapunov V' : R" — Ry las funciones oy, as € Ko,
asz € K tal que:
ay ([lz])) <V (x) < o ([l]])

DV (z) f (z) < —as (||z]])

permanece para todo z € R". Donde LV (¢ (t,2)) = DV (¢ (t,z)) f (¢ (t,2)) < —a3 (¢ (¢, 2)]])
implica que V (¢ (¢, x)) es estrictamente decreciente y que tiende a 0.
Un sistema es 1595 si y solo si existe una funcién 1S5S de Lyapunov V : R” — R y las

funciones aq, as, ay € K, ag € K tal que:
ar ([[z]) <V (z) < oz (fl2])

y lull < as([lz]) =
DV (x) f (2,u) < —as ([|z])

permanece para todo x € R", u € R™. De manera resumida podemos decir que:
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1SS es una generalizacion de GAS para sistemas lineales perturbados

ISS combina GAS con entrada 0 y ganancia asintética

Para sistemas lineales 1S5S es equivalente a GAS con entrada 0, pero no se cumple

para sistemas lineales

ISS puede ser caracterizado mediante las funciones 1.5S de Lyapunov (si y solo si)

Todas estas caracteristicas se extienden para sistemas discretos.





