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PREFACIO

En estas notas se da una introduccion a transformaciones conformes y algunas de

sus aplicaciones a la teoria del potencial.

En los primeros Capitulos se estudian algunos de los temas basicos de la variable
compleja con el fin de hacer estas notas casi autocontenidas y a su vez presentar una
introduccion a la teoria de una variable compleja. Sin embargo se han dejado de lados temas
de suma importancia como son prolongacidon analitica, aplicacion de la teoria de los

residuos al calculo de integrales, superficies de Riemann, etc.

El lector interesado en transformacion conforme puede leer directamente el Capitulo

3, § 3 y los Capitulos 6 y 7, haciendo caso omiso del resto de las notas.

Febrero de 1989.
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NOTACIONES

Numeros Reales.
Nameros Racionales.
Nameros Naturales.
Nameros Enteros.

Nameros Complejos.

{(Xl’ ,xn) |Xi€ R, 1

{xEIR|asx<b}.
{xEIR|asxsb}.
{xEIR|a<x<b}.
{xEIR|a<xsb}.

Final de una demostracion.
Conjunto vacio.

Complemento del conjunto F.

{ZE([: | 121 < 1}.

Para todo.

Conjugado de z.

Norma de z.

supremo del conjunto A.
infimo del conjunto A.
pertenece.

referencia a la bibliografia.
Contencion entre conjuntos.
Limite cuando n se va a oo,
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Notaciones

0
a Serie.

“ n

{z }Oo Sucesion.

nJ n=1

lim Limite inferior.
n—oo

lim Limite superior.
n—o

{ S } * Subsucesion.

g f k=1

= Implica.
B (z 0’ 8) bola abierta.

B (ZO’ 8) bola cerrada.

f f(E) d& integral de linea.
Y

H* semiplano superior.
H semiplano inferior.

iv



CONTENIDO

PREFACIO  tiiiiiiiiiiiiiiiitetietreesasesessnsessasesessnsnsanes ii
NOTACIONES .. tiiitiniitietntetseseressasesessssessasesessssassnes iii
CONTENIDO  tiitiuiieintnteeensersosnsessnsessssssessasasessssnsanss v
CAPITULO 1: LOS NUMEROS COMPLEJOS ....cvtiiiiiiirenrnnnnnns 1
§ 1 Propiedades BASICAS cvvuveerreeresenrosnrosnscsnscsnscsnncons
§2 Sucesionesy Seriesen C.ueveinrininrieeereeeersacersocesancns 6
CAPITULO 2: TOPOLOGIA DE € Y FUNCIONES CONTINUAS...... 42
§1 Topologiade C.uueeninrieierneenreenncessocesessasessncessnsns 42
§2 ConexXi1dad.ieieeeeeeeeeeeeeeececeseeeesesacacscscsescscssasens 48
§3 Conjuntos COMPACOS. s seessesesssessssssssssssssssssssnssons 51
§4 Funciones CONtINUAS. .ceeeeeeeeeeeeessseeeceeeeccccessasannnns 53
§5 LaEsferade RIEMANN.e.eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeanannnns 61
CAPITULO 3: DIFERENCIACION COMPLEJA ...civviiiiiiinnnncnnn. 64
NI DX & V- W el N o 1 B 64
§2 Series de POteNCIaS voveeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeeeecccessannnnnns 78
§3 Funciones Elementales «voeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeecceonssnnnacans 93
CAPITULO 4: INTEGRACION ..ttiuiitiuenreeseesecersocesescasanes 107
§ 1 Integracion Compleja cvveeeeeeeeeesescoessoessosnscsnscsnscons 107
§ 2 Formula Integral de Cauchy «ovveeviereinreneeceeereenrccnecnns 132



Contenido

CAPITULO 5: INTEGRAL DE CAUCHY.ciciviieieiiirniacerenennees 156
§ 1 Teoremas del Mapeo Abierto, del Modulo Maximo y de Cauchy.. 156

§ 2 Singularidades y Residuos veeeeeeeeereenreseecsesrosnscsnscons 165
CAPITULO 6: TRANSFORMACION CONFORME .....cccevvevnennnn. 178
§ 1 Definicion y Propiedades..oeeeeereiereeeeeeeeresnrcsscsnncons 178

§2 Transformada de MODIUS evveeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeceeeanannnns 182

§ 3 Funciones Elementales como Transformaciones Conformes ..... 197

§ 3.1 Funcidon Exponencial «..ccoveiiiiiniiiiiiiiiiiieeiennnnn 197

§ 3.2 FunciOn PotencCia cvveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeccccccccccnnns 198

§ 3.3 Mapeo de JOUKOWSKI vuveverreerresenreenscsencsenscnnns 200

§ 3.4 Funciones TrigonomeétriCas. ceeeeeeessesesssesscssscnnns 205

I 15310 ) [T 209

§5 Resultados GENErales vuoveeeeeeeeeeeeeeeeseseeeeeeeceessaeannnns 217
CAPITULO7: APLICACIONES titiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinicineiennnens 238
§1 Problemade Dirichlet vuouveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeannnns 238

§ 2 Aplicaciones ala FiSiCaseeeeereeereeeeeseeesenrossresscsnscons 242
REFERENC CTIAS iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinititiiiiiessssssssennnnes 260
INDICE tiuiititiitieietetnesnseeeesusessosnsessasasessasassssncnsanes 261

vi



CAPITULO 1.

LOS MEROS MPLEJOS

§ 1. Propiedades Basicas.

En esta primer seccion se definira el campo de los Nimeros Complejos y se

estudiaran sus propiedades elementales.
DEFINICION 1.1.1:

El Campo de los Nameros Complejos 6 Plano Complejo € se define como el
conjunto R? = {(x, yix,yeE R } junto con dos operaciones + y ® llamadas suma y

producto respectivamente y definidas del siguiente modo
+:CxC—C,+((a,b), (c,d) =(a+c,b+d)=(ab) + (c,d)
o:CxC——C,e°((a,b), (c,d)) = (ac — bd,ad + bc) = (a,b) * (c,d).

La suma y el producto tienen las propiedades que se enuncian en la siguiente
Proposicion; su verificacion es inmediata de las propiedades conocidas para los reales y se

deja como ejercicio al lector.
PROPOSICI 1.1.2:

(S1) Asociatividad de +

Z]+(Z2+Z3)=(Zl+22)+23 VZI,ZZ,Z3EG:
(S2) Idéntico Aditivo

Existe un elemento 0 = (0,0)€EC talquez+0=0+z=z Vze(l
(S3) Inverso Aditivo



(54)

M1)

(M2)

(M3)

M4)

P)
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Dado z = (a,b) € T, existe un elemento — z = (—a,~b) € € tal que
z+(-2)=(-z2)+z=0
Conmutatividad de +

Z +2,=2,+2 VZl,ZZ,E([:

Asociatividad de ¢

210(22023)=(21022)°Z3 VZI,ZZ,Z3EG:
Idéntico Multiplicativo

Existe unelemento 1 =(1,0)€ECtalquezel=1ez=2z Vze(l

Inverso Multiplicativo
Dado z = (a,b) € T, z = 0, existe un elemento 7=

a b
(az+b2 , az+b2

)E(IZ

talqueZOZ_I:Z_l'Z:I

Conmutatividad de ¢

z,%2,=2,%2, Vzl,zz,e([:
Distributividad
Z1°(Z2+Z3):(Z1‘Zz)+(Z1°Z3) VZI,ZZ,Z3€¢

OBSERVACION 1.1.3:

Las propiedades (S1), (S2), (S3) y (S4) nos dicen que (IR2 ,+) €s un grupo

abeliano. Las propiedades (M1), (M2), (M3) y (M4) demuestran que (]R 2 _ {(0,0)}-,-) es

un grupo abeliano, por lo tanto la Proposicion 1.1.2 afirma que € = (IR2,+,') es un

campo.

Consideremos la siguiente funcion:

¢ : R — €, dada por @(a) = (a,0).

entonces se tiene que
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@(a+b) = (a+b,0) = (a,0) + (b,0) = p(a) + ¢(b)
®(ab) = (a*b,0) = (a,0) * (b,0) = ¢(a) * (b)

ademas claramente ¢ es 1 - 1, por lo tanto ¢ es un isomorfismo de anillos entre R y
eR)={(,0)eC|laeR}.
Identificando R con @(IR) se puede considerar que R C € y que R es un

subcampo de C.
Ahora denotemos (0,1) por i y observemos que V (b,0) € p(R), (b,0) ¢ i =
(b,0) * (0,1) = (b*0 — 01, bel + 020) = (0,b), por lo tanto dado z = (a,b) € T, se tiene que:
(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0)*(1,0) + (0,1)*(b,0) = a*1 + bei = a + bi.
por lo tanto en adelante, dado z = (a,b) € T, z se denotara por a + bi.

DEFINICION 1.1.4:

Sea z = a + bi. El conjugado de z se define por z =a-bi€ €. LaNorma 6

Mobdulo de z se define por |z :Va2 + b2 € R. La Parte Real de 7 se define porRez=ay

la Parte Imaginaria de z por Im z=b.

A continuacion se enuncian las propiedades generales de [zl y de z .

PROPOSICION 1.1.5:

Sean z, w € €. Entonces:
@) Z+ W =

7
() zow=2zs¢
z

(iii) Z— W =
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. . zZ Z
(iv) Siw=0, (W> ==
v) lP=ze 7.
vi) lzZl=0.
(vil) lzZl=0<z=0.
(viii) Iz » wli=lzlelwl.
(i) Siw=0, |2 :%.

(x) Siz=a+bi,a=Rez—%(z + Z)yb=lmz—%(z - ;)

(xi) IRe zl<lzlyllm zl <zl
(xii) lzZ=]z].

(xii) Z=z

DE TRACION:

Todas las propiedades son consecuencia inmediata de las definiciones y su
verificacion se deja al cuidado del lector. ¢

A continuacidn damos una propiedad que es de vital importancia para todo el

desarrollo subsiguiente.
TEOREMA 1.1 DESIGUALDAD DEL TRIA L

Sean z, w € €, entonces lz + wl < lzl + [wl.

DE TRACION:

|Z+W|2=(Z+W)°(Z+W)=Z';+Z';+W'Z+W' w

¥ + z9e w + zew + IWwP =122 + 2 Re (zew) + lwl?

IA



Capitulo 1

¥ +12Re (z o w)l+ WP <iz® +2 [z ¢ wl+wP =1z’ + 21z« lwl+ lw’ =

Iz + w2 =1z + wl=lzl+ Iwl. IS
OBSERVACION 1.1.7:

La desigualdad del triangulo y las propiedades (vi), (vii) y (viii) de la

Proposicion 1.1.5, afirman que el modulo es de hecho una norma sobre €.
DEFINICION 1.1.8:

Se definep: € x € — C, por p(z,w) =1 z — w I=distanciade z a w.
PROPOSICION 1.1.9:

p es una métrica sobre €, es decir cumple con las siguientes propiedades:

(1) p(zw)=0 Vz,weC.

2) pw)=0 < z=w.

3) p(z,w) =p(w,z) Vz,weC.

4)  p(z,w) = p(z,u) + p(u,w) Vz,wuec.
DEMOSTRACION:

(1) p@Ew=lz-w=z=0,Vzwe.
2) pzw)=0<slz-wl=0sz-w=0sz=w.
3) pw=lz -—wl=I(-1)(w-2)l=lw - zl=p(w,2) V z, w € C.
4 p@zw) =lz-w = lz-—u+u-w = lz-u + lu-w =
p(z,u) + p(u,w) V z, w,ue C.
EJERCICIO 1.1.10:
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Probar que si z, w € €, entonces l1z—wil <1z — wl.

§ 2. Sucesiones y Series en T,

En esta seccion se dan los resultados generales de sucesiones y series tanto en R
como en €. Se dan la mayoria de las demostraciones para series reales, no asi con las

sucesiones reales las cuales se suponen conocidas por el lector.

DEFINICION 1.2.1:

Una sucesién en @ es una funcion f: N — €. Denotamos f(n) por zy f(N) =
oo
{Zn}n:].

., [0 0]
Ahora dada una sucesion en C, {zn}

,comoparacadanE N,z =x +iy,
n=1 n n n

o)

se tiene que {zn} *

n=1

define 2 sucesiones reales: {xn}:i] y {yn}

n:l.
A continuacion se define la nocion de convergencia de una sucesion en €, la cual es

exactamente igual a la convergencia de una sucesion real.
DEFINICION 1.2.2:

o0] ., . 0
Sea {z } una sucesion en €. Decimos que {z } convergeaz € T ylo
nJ p=1 nJ p=1 0

denotamos por z ——> z_ o0 lim z_ =
n n—=x

z., si para cada ¢ > 0 existe n, € N tal que
0 jso m 0 0

. L. oo
Vn= n, se tiene |zn - z0| <e A z, se le llama el limite de {Zn}n=1'

EJEMPIO 1.2.3:
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Sea z = (1 + L)n +1i <12> Afirmamos que lim z =e. En efecto, sea ¢ > 0,

n n— oo

: : I\n €
entonces existe n, € N tal que V n = n, se tiene (1 + ﬁ) —el < 5y
1 € . I\n 1
—-5-0 <5 porlotanto Vn=n setiene |z —e|< (1 + ) —e|+ |5 0| <
n 0 n n n
£t
ytr=¢

PROPOSICION 1.2.4:

o ., . o . L L.
Sea {zn} una sucesion en €. Si {zn} tiene Iimite, éste es Ginico.
n=1 n=1

DEMOSTRACION:

Si Z,y W, son dos limites de {zn}oo , entonces dado € > 0, existe n, € N tal que

n=1

€ €
Vnzno, |zn—w0|<§ y |zn—z0|<§,porloque|zo—w0|:|z0—zn+zn—w0|

< |zO - zn|+|zn - w0|<%+%:s.Esdecir |zO - WO|<8V£>0,porloque 2y =W,
L4

El siguiente resultado demuestra que para analizar la convergencia de una sucesion

en @, basta analizar la convergencia de 2 sucesiones reales.
PROPOSICION 1.2.5:

0 ., . .

Sea {Zn}n—l una sucesion en €, z =X +1y.,7z, =X, +1Y,. Entonces
|].m = < I]'m = I]'m = .
n— Zn ZO n— Xn XO y n—> yn yo

DEMOSTRACION:
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=) Sea ¢ >0, existe n, € Ntalque Vn= N |zn - z0| < g, por lo tanto:

|xn —x0| = |Re(zn—z0)| < |Zn—Z0| < g, |yn—y0| = |Im(zn—zo)| <
|zn—z0|<£,porlotantonhinooxn:x0 y nh_r)rlooyn:yo.

: € €
<) Seas>0,ex1stenOENtalqueVnzn0,|xn—x0|<§ y |yn—y0|<§.

Entonces |zn - z0| = |(xn - XO) + i (yn — y0)| < IXn - x0| + |yn - y0| <

=ge=limz =z. ¢
n—oo 1 0

N ™

2
5+

PROPOSICI 1.2.6:

o0 o0
Sea Sz C @ convergente. Entonces Sz esta acotada.
{ n}n—l o g { n}n=1

DEMOSTRACION:

Sea lim z :Z.Seas:l,existenOENtalqueVnzn0,|zn—zO|<1y

n—o 1N 0
como |zn| — |ZOI < |zn—zo| < 1, |zn| =1 + |Z0|V n = n,. Sea M =
max {|zl|, |22|, e |zn0_1|, 1+ |z0|}.Ent0nces |zn| <MV n€&EN, lo cual prueba
que {zn}:ozl estd acotada. L 4

OBSERVACION 1.2.7:

El reciproco de esta Proposicion es falso. Por ejemplo si z = (- 1)", entonces

|z|]<1VneNy {z }OO no es convergente. Sin embargo se tiene:
n nJ p=1

TEOREMA 1.2 BOLZANO-WEIERSTRASS):
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Toda sucesion acotada en € tiene una subsucesion convergente.
DEMOSTRACION:

oo .y . .« 4 . .
Sea {zn} una sucesion acotada, z =X +1y_. Entonces por hipotesis existe
n=1

MEeR talque |z [sMycomo |x |=<|z | =M, {x }OO esta acotada, por lo tanto tiene
n n n nJf
una subsucesion convergente fx U~ . Sea lim x = x_. Por otro lado, |y | < |z | <
Ny f k=1 k—o g 0 ng N

0¢] , . ., e 9]

M, por lo que Sy esta acotada, por lo tanto tiene una subsucesion f'y
N f k=1 nkj =1
convergente. Siy —— Y, entonces z - =X+ 1 Yo = %ot 1 Yo =2

n;,. j—>© . ny. . >
kJ ] kJ kJ k] ]

o
¢

DEFINICION 1.2.9:

., (00]
Una sucesion {z }
nJ p=1

se llama de Cauchy si V ¢ > 0 existe n, € N tal que

Vn,m=n setieneque |z —z |<e.
n m

0
TEOREMA 1.2.10:

., o0
Una sucesion {zn}

en € es convergente < {z }Oo es de Cauchy.
n=1 n

n=1

DEMOSTRACION:

=) Sea lim z =z,y¢&> 0, entonces existe n, € N talque V n = n,, |zn - Zol < 5.

n—o

€ €
Seann,mzn0,|zn—zm|:|zn_z +ZO_Zmls|Zn_20|+|zo_zm|<§+§:£’

0
es decir {zn}oo | es de Cauchy.
n=
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<) Sea ¢ >0, entonces existe n, €N talqueVm,n= n, se tiene

|x —X|s|z —z|<s y|y —y| |z —Z|<£${ }
{y }Oo son de Cauchy y por lo tanto convergentes, lo que implica que {z } es
n=1 n=1

convergente. L4

EJEMPIOS 1.2.11:

1) z :l+f——-—>0+i°0 0
n"n’' n n->w
2) z =n+ +v2ni diverge pues {n}ooly{VZ n}ooldivergen.
n= n=

. 1\n .
3) z =%n+1<1 + ﬁ) — l+ie.

4) z %3 + i (=" diverge pues aunque {%S}H_l converge, la
sucesion {(—1) } | diverge.
n=

PROPOSICION 1.2.12:

0¢] 0¢] . .
Sean {zn}nzl, {wn}n=1 dos sucesiones tales que nh_l)*noozn =z, Y nh_r)noown =W,
Entonces:
@) new(z + w ) =27, + W,
(ii) nlgr;(z wn) =24 W,
(111) hm|z | = |z |

n—oo

(v) Siw =0VnENyw =0, lim 0 =0
n_>°°Wn “o

DEMOSTRACION:

10
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Sea £ > 0.

: : € €
(i) Existe n, € N tal que V n = N |zn - z0| <3y |wn - w0| < 5 por lo tanto

€ € .
Vnzn0’|(zn + wn)— (ZO + w0)|s|zn—z0|+|wn—w0|<§+§=e,yde aqui se
sigue que lim(zn + wn) =7, +W

n—oo

o

(i1) |zn wo— W, ZO|: |zn Wo—zZ Wz W W Zol <
|zn| |wn - w0| + |w0| |zIl - z0|.

Existe M € R, M >0 tal que |zn| <M, |wn| <MV né& N y porlo tanto |w0| <

: € €
M. Por otro lado existe n, € N tal que V n = Ny |wrl - w0| <M Y |zn - zo| <M

€ €
Por lo tanto, Vnzn |z W W Z0|<M 2M+Mm 5+5= e, y de aqui se

sigue que lim(z w )—z W,

n—>00
(iii) Sea n, € N talque V n= ng, |zn — ZO| <g= ”an — |Z0” < |zn - Zol <eg
Vn>n , por lo tanto nh_1>130|z |= |Z |-
: Yo . IW |
(iv) Sea e, = T>0’ existe n, e Ntalque Vn= Ny, |wn - 0| <5
Ahora:
w w w
Wl ~ W | < [w, —w,| <= |w > |w0|—|20|=I 2°|.
Entonces:
11 _|w0—wn| 2|w0—wn|
‘Wn ) Wo‘ Sl Il T w P
| e [wl’
Existe m € N talque Vn = m, |wn - w0| <>
Sea kO = max {no, mo}, entonces V n = ko, se tiene 711 - Vio| <

11
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2wy - w,l R T R A . 1
— 5, <g= Iim — =— Por altimo, Iim —=limz —=(limz Iim ——
|W0| n—o%W WO n—>ooVVI,l n—oo nwn n—sco 1 n—>oown
1 Z
=Zyw :7W0. ¢
0 0

Ahora recordemos una Proposicion para sucesiones reales, la cual nos sera atil para

el estudio de los puntos limite de una sucesion.

PROPOSICION 1.2.13:

00 ., p o
Sea {a } C R una sucesion real mondtona y acotada. Entonces {a } es
nJ n=1 nJ n=1

. . [e¢] . .
convergente. Ademas, si {a } es creciente, entonces lima =sup<a |n € N } y
nJ p=1 n—oo N n

si {a } es decreciente, entonces lim a = inf {a |[ne N }
nJS =1 n n

n—ao

DEMOSTRACION:
Ejercicio. L4
DEFINICION 1.2.14:

Se dice que lim z = si lim |zn| = oo, es decir, si V M > 0 existe n, € N tal que

n—oo n—oo

Vn= N |zn| > M.

DEFINICION 1.2.15:

12
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Sea {zn};o:l C C. Sea EO e (C. EO se llama punto limite de {zn}oo si existe una

n=1
00] 00]
subsucesion S z de Sz talque imz =E€ .
{nk}k=1 {n}n=1 ey %

EIEMPLOS 1.2.16:

1) Sea {r }OO C € convergente. Entonces toda subsucesion S r * de
nJ n=1 Nk f k=1

o.¢] o.¢]
r converge al mismo limite de Sr ,i.e, imr =limr =r_, porlo tantor
{ n}nzl g { n}nzl k—o g p—soo N 0 p 0
o.¢]
es el Gnico punto Iimite de Jr
P { n}n=1
—_(— n 1 o0 — — — —
2) Searo—( 1), es decir, {rn}n=1 ={-1,1,-1, ..., —-1,1, ... L.
Entonces limr, =1 ylim r = — 1, por lo tanto 1 y — 1 son puntos limite de
n—soco 210 n—soco 2n—1

o0 L, . oo P s
{rn} . El lector puede facilmente verificar que éstos son los tinicos.
n=

Nuestro siguiente objetivo es dar la definiciones de limite superior e inferior y
establecer los resultados necesarios para la demostracion del Teorema de Cauchy para la

convergencia de series con términos positivos.
0 0] ., ..
Sea {rn} C IR una sucesion acotada. Definimos:
n=1

ll=sup {rn | n = 1} = sup {rl, oy vee s Ty };
12=sup {rn | n = 2} = sup {rz, L PR };
lk=sup{r|n2k}=sup{rk,rk+1, ...... ,rn, }’
etc.

Ahora se tiene que {rn [n =k + 1} - {rn | n = k} V k€ N, por lo tanto

. 0 0]
lk+1 = sup {rn|n = k + 1} < sup {rn|n = k} =lk, es decir {lk}kzl es
decreciente.Ademéssi|rn|sMVnE N,estoes—MsrnsMVnEN=>—Mslks

M, por lo tanto {l " }:J . esta acotada y de aqui se sigue que {l " }:J . es convergente.

13
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BSERVACIONES 1.2.17:

1) Si {rn}oo no esta acotada superiormente, se tiene que / =% VkeN.
n=

En estecaso definimos lim [/, = oo.
n—o k

. 0 . . . . 0

2) Si {r } esta acotada superiormente y tiene una subsucesion S r
nS = Nk f k=1
acotada inferiormente, digamos por m, entonces m = roo=

k
00] .
= = = =

lk sup {rn | n = k} > rnk =m {l k}kzl es decreciente y acotada,

por lo tanto convergente.

. 0 , . . . .,
3) Si {rn} esta acotada superiormente pero no tiene ninguna subsucesion
n=

acotada inferiormente, entonces lim r = — o y por lo tanto, dado M < 0,
n—oo
ex1stenOEN,talqueVnznO,rn<Mzszno,lk=sup {rn | n = k}
=M= lim lk=—00.
n—o

P . . . ., [e¢]
Analogamente, definimos primero para una sucesion {rn} C R acotada, la
n=1

siguiente sucesion:
tk:mf{rn | n = k},kE N.

. o.9] ,
Claramente se tiene b=t VkeEeNyque {tk}kzl esta acotada y por lo tanto
{tk}]io | es convergente.
Si {r }Oo no esta acotada se tienen los siguientes casos:
nJ p=1
() Si {r }Oo no esta acotada inferiormente, lim t = — oo,
nJ p=1 k—>o K

. 00] , . . . .
2 Si {rn} esta acotada inferiormente, y tiene una subsucesion acotada
n=

. oo
superiormente, entonces {tk} es convergente.
k=1

14
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. 0¢] , . . . . .,
3) Si {r } estd acotada inferiormente, y no tiene ninguna subsucesion
n=

acotada superiormente, lim t = o,

k—o K

BSERVACI 1.2.18:
Sean {rn}zo:l, {l k}lio:f {tk}lil como antes, {rn}zo=1 arbitraria. Entonces
k_)oo K= 1nf (sup {r | n = k}) y k11_r>rc1>ot = su}gI (1nf {r = k})

DEFINICION 1.2.19:

. L. . . 00]
lim t = lim r = limite inferiorde Sr } .
k—oo K n nJ p=1
n—oo

lim / lim ro= = limite superior de {rn}oo .
n=

k—0o0 k n—o

EJEMPLOS 1.2.20:
n
1) Sea r :w
n n

n
{(_l)n-'_n > k}. Se tiene

Entonces lk = sup {rn |n = k} = sup

l—lﬁ<1,VnEN , N impar

1+1ﬁ>1,VnEN,npar

1
1+E , k par

1 +k1ﬁ,kimpar

15
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Anélogamente, si tk=inf {rn |n = k},t = =

Iimt = limr = 1|
k—)OOk n

n—oo

Se tiene limrn: Iimr = Ilimr =

2) Searn—(—l) ,{rn}nzl—{— I,1,-1,1, ... ,-1,1, ... }.

[ =sup{r |n=kl=1VKEN= limr =lm/ =1.

n—oo I psco N

tk=inf{rn|n > k}:—leENz limrnz limt =—1.

n—soo 11

n—o

En particular, 1 = limr_= ]jmrn:—l.

n—soo 1

n—oo

3) Searn=<1 + }]>n

Se tiene que {rn} *

n=1
= sup {(1 + L)n

n = k}=e= lim/ =e.
te=inffr |n = k}:(l + L>k=>k1i_r)riotk= m<1 + bk=e.

es crecnente,rnseVnEN,lk:sup {rn |n = k}

k—0o0 k
k—

Por lo tanto limrn = ]jmrn = limr =e|

n—o

La siguiente Proposicion nos da una caracterizacion de los limites superior e

inferior, asi como un procedimiento para calcular estos limites.

16



Capitulo 1
PROPOSICI 1.2.21:

Sea {rn}zo:l una sucesion acotada, {rn}oi C R . Sea A =

k— o

{1 € R | Existe una subsucesion {rn }:1 de {rn}oo tal que lim = 1} =
k = n=1

{Conjunto de puntos limites de {rn}oo 1}. Entonces
n=

hmr =SupA vy hmr =inf A.

n—oo
n—oo

DEMOSTRACION:

Sean x =supA€IR,y0=ianE]R,lk=sup{rn|nzk},tk =

0
inf{r |nzk},l ]er t = limr .
n N—>00 n
n—o
Se tiene que l =1 =t V k€ N. Sea x € A, entonces existe una subsucesion

de{r OO talquehmr =x.Setiene limt =<Ilmr =<Ilm/ =1t <x
"y f et n=1 k—>00 Nk k—o0 Nk k—o0 Nk k—>o0 Nk 0

<l VxEA=>t0 Yol ¥ Xoslo.

A continuacidn se va a probar que / 0 € A. Sea e = %, existe n € N tal que
1
sznm,lke<l 0o~ m !

1 .
ot a). En particular / n

1 1
E(lo - lO + a)ypuesto

m

[00] .
que {l k}kzl es decreciente, [ . [ .

m 0
S S
m
— ——+—* X
—— [T | +—
l() m 0 knm Dy 0 m

1 .
SeaSm=lO+a—lnm>0. Ahoralnm=sup {rk | k = nm}zemsteknmznm
talque/ -S <r, =l <l +L.
n m n 0 m

k
m Ny, m

17
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Ademas

I -S =1 -1 —l+l =/ -1 —L+l =—L+l es decir

n, m =n, O m 'n, 0 "0 m "0 m 0

) L< <l +L=> ) <L

0 m<%, “lotm~|%, ~lol<m

m m
. 1
Se construira r tal que k >k r -l <=
Ko o A T Y | Kn . o] < m+1
. 1 1

Sea € 1 _msemste no >knm tal que lnm1 E(l 0" mil’ l ot m)

Sea S =1 +L—l > 0.
m+1 0 m Ny
Existe k =n >k  tal que / -S <r </ =
Dm4 m+1 Dy N4 m+1 knm+1 Dm4
1 1
h, € (l 0o "ms Lot m+1)'
m+1
Se ha construido fr * subsucesion de {r }OO tal que lim r =1 _, por lo
kl’lm m=1 nJp=1 m—> knm 0
tanto ZOEA=> [ 0 = Xg . Analogamente se prueba que ty=Yy = nhgorn =1 0=% =
inf A. L4

supAyErn=tO=yO=

n—oo

COROLARIO 1.2.22:

. o.9] . ., .
Si {rn} C R es cualquier sucesion (no necesariamente acotada). Entonces la
n=

conclusion de la Proposicion 1.2.21 es cierta para {rn}oo .
n=1

DEMOSTRACION:

Es inmediato de analizar los casos faltantes.

COROLARIO 1.2.23:

18
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o0 o0 .
Sea Ss CR.SiJSs es convergente, entonces lims = lims =
{ n}n:l - { n}n:l g n

n—oo

n—oo
ims =s,.

n—o N 0

DE TRACION:

A= {Conjunto de puntos limite de {sn}:;} = {SO} = Sup A=Inf A = Sor

Por lo tanto lim s = InfA=SupA= lims = lims =s_. L4

n—oo I p—sco N 0

n—oo

COROLARIO 1.2.24:

e ) Y 0]

C 1 i = i =

Sea {sn}n_1 CR.Si nlgr(lms lims =s € R = {sn}n=1 es convergente y
n—oo

ims =s,.

n—o N 0

DE TRACI

Si {sn} no estuviese acotada inferior 6 superiormente, se tendria que
n=1
lims =-00 lims = loque contradice las hipotesis. Asi pues {s } esta acotada.
n—oc0 1 nJp=1
n—

o0 . <.
Supongamos que {sn} no converge a s => existe £, > 0 y una subsucesion
n=1

S * tal quel|s —s |=z¢e Vk&EN.Puestoque s * esta acotada tiene una
0 0
g f k=1 Ny Ok k=1

o o]
subsucesion s convergente a un punto r, y puesto que |s -S| =€
nkl =1 0 l'lk1 0 0

VieEN=r =s_esdecir A = {puntos limite de {s }oo } consta de al menos dos
0 0 nJp=1

puntos por lo que Sup A = Inf A y por lo tanto lim S lims_lo cual es una

n—oo

n—oo

contradiccion.

19
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Porlostanto lims =s_. ¢
n—o 1 0

PROPOSICION 1.2.25:

oo
CR. :
Sea {sn}n=1 C IR. Entonces

. . . o0 ., o)
1) lims =s, < existe S subsucesion de {s } tal que
n—soo 0 0 g f k=1 nJ p=1

lims =s, vy Vs>0,existen0talque‘v’nzn S <S_ +E.

k—oo D O 0C'n™ "0
. . . o] ., ee}
i) lims =r, < existe S subsucesion de { S } tal que
n 0 Nk f k=1 nJS p=1
n—oo
lims =s y Ve>O0,existen talqueVnz=n_,s =r, —¢.

k—oo N O 0 00'n— 0

DEMOSTRACION

i) =) Si lim s =% se sigue inmediatamente, por lo que suponemos lims =s_ < o,

n—>00 n—oo 1 0

s, € [- o, ). Claramente existe S s *  subsucesion de {s }oo tal que
0 Nk f k=1 |

lims = S Supongamos falso el resultado, entonces existe €, > 0 tal que dada

k—o0 Nk 0
nE N,existe m €N, m =ntalques_ >s_+e¢,, por lo tanto existe una
n n my 0 0

0.e] 0.e]
subsucesion S s de Ss talque ims =r.=s.+¢.>s_lo que
{ n1}1=1 { n}nzl q 1—>oo nl 0 0 O 0 q

contradice la definiciOn de Sy

<) Se tiene So € A= {conjunto de puntos limite de {sn}:il}. Si Sy * lim s

n—oo

= sup A = existe 1, € A tal que s, < Ty Sea p € R tal que So <P <1, Puesto

0
oo oo
uer, € Aexiste Js subsucesion de S's talque lims =r,., por lo
1 0 { nl}1=1 { n}n:] q l—o0 I 0 p
0" %o 0= P =%

contradice nuestra hipdtesis, asique s, = lim s .
0 p>en

que existe IOEN talqueVlle, s >P =8 +E ConE =P =S >0 lo cual
1
ii) Ejercicio. ¢
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El siguiente Teorema nos dird méas adelante que el criterio de Cauchy para

convergencia de series con términos positivos, implica el criterio de D'Alambert.

TEOREMA 1.2.26:

Sea {a }oo C R talquea >0V n& N. Entonces:
nJ p=1 n

a . __a
lim +1 < mni7ans hln’\"7ans lim 1.

a
now M oo n—oo n—o0 <,
DE TRACION:
a +1 a +1
Sear= lim 2 Seae >0,existen. EN talque Vn=n, 2 <r + ¢
o0 0 0 a
n n
= < . Asi iene:
Vn n.a (r+ s)an Asi pues se tiene
< .
ano+1 =(r+¢) ano,
2
< < N
aﬂo+2 =(r+¢) ano+1 =(r+e¢) ano, etc.
Por induccidon se sigue que V n=n,a =a <r+¢) Ma =
0’ "n ng+n-ng ng

o o 1o o
]jmJ\J7a < lim(r+¢) N 7a =r+c¢. Es decir V ¢ >0, ]jmj\l7a sr+e¢=
n—sco n n—>00 ng n—>00 n
T A
lim J\3721 <r= lim ™.
n—oo n n—oo

a
Analogamente se prueba que lim 27” < lim :7 a_ 'y puesto que evidentemente se

n—sco 1 n—sco
tiene que
Iim J\J7 a < lim Q]a ,
N e n
n—o
se sigue el Teorema. L 4
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COROLARIO 1.2.27:

a
Sea{a}oo CR talquea >0V n€E N.Si{““
nf p—1 n a

o0
} converge, entonces
n=
n

- el
a converge y limy/a = lim 2t
Va,[ _ convergey lim/a =

n—oo n—oo an

DEMOSTRACION:

YS! A 44 TS
Si I+ converge entonces lim = = lim ™ = lim 2 =
an n=1 an n—0 an n— an
n—o
@© : an+1
lim va = lim a = ?a converge y lim J\]731 = lim : L 2
N pn-sowo Nnp=1 n—o0 n—o al’l

OBSERVACION 1.2.28:

o0 a
Puede suceder que {37 an} | converge, pero { 2
n=

n

+1

o.0]
} | diverge como lo prueba el
n=

siguiente ejemplo.

EJEMPIO 1.2.29:

Sea {a } dadapora, =a, =§, n € N, es decir:
(AR U U R S I I §
{ }n_ {2, 25 47 4, 85 8, DR 21’1’ 2n, coe }.

So 237 1 1 2n—J\7 1 1
e tiene que 4/a, = 72 == 72 y a | = o o 72
(2n 1)

oo
Por lo tanto {1\173 } converge.
Wp=1
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€ 1
a n a n+1
Por otro lado, —2" =2—=1_.—> y el 2 1 1
a 1 n—00 a 1 2 n—o 2
2n—-1 — 2n
2" on

a [e¢]
Por lo tanto {gﬂ} no converge.
n | n=l

Ahora pasamos a definir el concepto de serie. Para esto primero definiremos lo que
se conoce como series formales.

DEFINICI 1.2

0 ., . . .
Sea {an} C € una sucesion. Se define la serie de las a_ como el simbolo formal
n=0

o]

Ig()an=a0+al+a2+....

Definimos la suma de series como:
o0

o0 o0
r;a”gbb“:;)(a“ +b,).

Si A € €, se define la multiplicacion de una serie por un escalar por:
[00)

o0
kozba =267»a.
“on = n

La multiplicacidn de series se define por:

o0 [0.0] o0

§a°;b:§c,
n n n

n= 1: n=

donde VneE N U {0}, c_es el nimero complejo definido por

Cn = ‘2 a'n—k bk’

es decir obtenemos
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o0 o0
%anozbbn= |<gban_kbk.
n= n=

DEFINICION 1.2.31:

0
Asociada con una serie 2() a esta una sucesion, la sucesidn de sus sumas parciales
n=

definida como:

. ., 0 .
Si la sucesidon {sn} es convergente, entonces la serie se llama convergente y al
n=0

limite de la sucesion se le llama la suma de la serie:

o0
lim s =s = suma de la serie 2) a
n=

n—o

. ., 00 . . . .
Si la sucesion {sn} es divergente, entonces se dice que la serie es divergente.
n=0

0]

En caso de que la serie ; a_sea convergente, frecuentemente se utiliza el mismo
I

0
simbolo para la serie z() a 'y para denotar su suma.
n=

24
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1y

2)

3)

4)

Capitulo 1

1.2.32:
n n(n+1) .
Seaa =n,nEN,s = Yk = ——F—~, de donde lim s_= o, por
n n k=0 2 n—o n
o¢]
consiguiente la serie > n diverge.
n=0

Seaqe C,lIql<1,ae (. Sea a = aqn, n € N U {0}. Entonces

K 1 - n+1
sn='2)ak=|§aq =aﬁ,porloque

© o) 1 - n+1 a
a = aqn=lims=ljm[a q ]= .
n= n n= n—>00n n—x l_q ]‘_q
1

|
Seaan=<fn+ 13fn>,nEN U {0}.

2
1\ n+1 1\ n+1

§ 2 P Pt ¢t ) N
s = a = — + 1\ = +1 , por lo que
n k (k k) 1 1

= 2 3 _ = - =

= -3 -3

3 1 .1 . 1 o1 3
%aHZ <§+ 137n>=nlinoosn= 1+1 1=2+T.
n= = 1 -3 1—3

2
X1'1 n
Consideremos las series K );T" donde x, y € €. Entonces

n n n—-k k
X 1, Yy |- X o v | —
Zn! Zn! = Z(n—k)! k' |~
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1 n! n-k _k 1 n\ .n-k _k
n![Zk!(n—k)!X YJ= n![z;(k)x y)
=2 %(x+y)n.

La siguiente Proposicion nos muestra que si dos series convergen, entonces su

suma y el producto por escalar convergen.

PROPOSICION 1.2.33:

0 0
Sean 2() a =r, bn = s, dos series convergentes, y sea ¢ € €. Entonces las
n= n=

0 0
series 2} (an + bn) y 2}0 a_convergen y ademas:
n= n=

Q0 Q0 0
1) I;(an+bn)=r+s=I;an+I;bn.
0 0
i) Z}ca =cr=02)a.
n= n =0 "
DEMOSTRACION:

Sea ro= kgbak, s, = é;bk, tn = 12{)(&1( + bk)’ u = ébc a. Entonces

tendremost =r +s ,u =cr, limr =r y lims =s.
n n n n n—soo N n—soo N
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o]

§(a+b) hmt—r+s—§a+ b .

n—oo n

ii) 5 ca =lmu =cr=c 5 a . L4
= n e N & n

TEOREMA 1.2.34:

D

0

La serie zban converge < V & > 0 existe n, € N talque V. m>n=n

0,
n:

<E.
k=n+1

DEMOSTRACION:

0
. e ¢) o)
Sea s = _E a,. Se tiene que: 1;) a_ converge < {S“}n=0 converge < {s }n—()

es de Cauchy < V & > 0, existe nOEN tal que V. m >n =n

DEERE

EJEMPILO 1.2.35:

0’|Sn1_-sn| =

<e. ¢
k= n+1

Vamos a probar que la serie 2 lﬁ diverge. Supongamos que 2 lﬁ converge,

1 . 1
entonces dado € = 3 existe n, eNtalqueVm>n-= N, E K<E& Seam=2n,
=n—+1
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. 1 2 : 1 1 1 1
entonces se tiene 3 > ) K = 0+l + —— + ...+ 54 =
21711 + ﬁ + ...+ ﬁ = Ln = %, es decir % > %, lo cual es absurdo y por lo tanto

=Nl

hemos probado que la serie 2 (Ilamada la serie armonica) diverge.

El siguiente resultado nos dice como deber ser los términos de las series convergentes.

PROPOSICI 1.2.36:

0
Si la serie % a_converge, entonces lim a =0.
n=

n—oo

DEMOSTRACION:

n— o

Seas=26a y sea lim s = s. Se tiene que a_ =5 —s nz=1=
n 5 k n n

lima =lims —lims ,=s—-s=0. ¢

n—oo N psoo N psoe N1

COROLARIO 1.2.37:

9]
. ., o .
Sea » a una serie tal que la sucesion {a } no converge a 0. Entonces la serie
=0 o nJ p=0
diverge.

DE TRACION:
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Se sigue inmediatamente de la Proposicion 1.2.36. L 4

OBSERVACION 1.2.38:

=N R

El reciproco de la Proposicidon 1.2.36 es falso, pues por ejemplo la serie 2

diverge pero lim 1 =0.

n—oo

TEOREMA 1.2.39 (CRITERIO DE DIRICHLET):

o¢] o¢] . .
Sean {an}n=1 C R, tal que {an}n=1 es decreciente (es decir a ., sa VnEeN)

n—oo

con lim a = 0,y {bn}zo=1 C C tal que {rn}zo=1 es acotada, donde ro= ]21 bk' Entonces

0
la serie E a_b_converge.
=1 n n

DEMOSTRACION:

Por induccion se puede facilmente probar que si s = ; a bk’ entonces V n > m:
=1

kZmak By =8, =Sy = klzmrk (% = 3%41) ~ Tt 8 Pl By

Entonces:

Mlzn(ak—akﬂ)+Mam+Man:M[am —a +a + an] :2Mam’
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donde |rk| <MV k € N (observemos que a = OVneN).

) €
Dada € > 0, existe n, € Ntalque Vn= n,, |an| <5M

€ 9]
Sean>mzn0=>|sn - sm|s2Mam<2Mm:£=>{sn}n_ es de Cauchy =

{ sn} * | converge. L 4
n=

COROLARIO 1.2.40 (SERIES ALTERNANTES):
Sea al® C R tal qu a1l” decrecient
e {n}nzl_ que { n}nzl es ecreciente 'y
0

lim a_= 0. Entonces 2 - D" a_ es convergente.
n=

n—0oo

DEMOSTRACION:

— 1 sinesimpar
Seab = (-1 =3b = (D= , S T
n noo~ ok~ 0 sines par n

0 0
VnEN:Ea b =E (- D" a_ converge. L4
& non = n

DEFINICION 1.2.41:

0 0
Sea %an una serie de nimeros complejos. %an se llama absolutamente
n= n=

0
convergente si la serie de nimeros reales no negativos % | an| converge.

TEOREMA 1.2.42:
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o0
Si la serie 2) a_es absolutamente convergente, entonces es convergente y se tiene
n=

0 0

Z) a | =< |a |

=0 " n= n
DEMOSTRACION:

Sea £ > 0, existe n, € N talque Vm,n= Ny S a | = S |ak| < g, entonces
k=n+1 k=n+1
0
Z) a_ es de Cauchy y por lo tanto converge. Ademas se tiene que V n € N, Zak
=

= lim

n—o

0
< lim |ak|=%|an|. ¢

n—>OOk_

n=
o0

< = a ljmz)a 26a

kzblakl an n n—ofy K =

OBSERVACION 1.2.43:

El reciproco del Teorema 1.2.42 es falso, por ejemplo consideremos la serie

=a_, entonces por 1.2.40

s =

L (- D" . 1 1
anarmonica .S1ta =, entonces a =—=<
EE— n n n n+l  n+l

o

E: - n" .
( n) converge pero no es absolutamente convergente pues la serie

2 lﬁ diverge.

DEFINICION 1.2.44:
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Una serie convergente pero que no es absolutamente convergente se llama

condicionalmente convergente.

PROPOSICI 1.2.45:

o0

0
Sea %zn una serie de ntimeros complejos, z =X + i Y- Entonces Z)ZH
n= n=l

09]
converge <= Xn Yy ;yn convergen.
I

DEMOSTRACION:

Es una aplicacion inmediata de la Proposicion 1.2.5 para sucesiones. L 4

Debido a que una serie absolutamente convergente es convergente, es importante
saber cuales series son absolutamente convergentes; éstas tienen términos no negativos, por
lo que a continuacidon estudiaremos este tipo de series y algunos criterios para su

convergencia.

PROPOSICI 1.2.46:

0
o o0
-
Sea {an}n=1 C R tal que a = 0 V n € N. Entonces HZ] a_converge < {sn}n=1

esta acotada, donde s = S a .
nooe k

DEMOSTRACION:

. e ¢]
Se tiene que S 1S, T2 0= {sn}

es creciente or lo tanto J's 1%
n=1 yPp { 1’1}

n=1

o0 .
converge < {sn} | esta acotada. L 4
n=
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TEOREMA 1.2.47 (TEOREMA DE MPARACI :

o0 o) .
Sean {an}n=1’ {b"}n=1 C R tales que 0 < a =< bn V n € N. Entonces se tiene:

0 0
) Si 1121 a diverge, entonces 1121 brl diverge.

0 0
i) Si E bn converge, entonces E a_converge.
n=1 n=1

DEMOSTRACION:

n—oo I n—oco I

0
1) Setieneque ims == limr == E bn diverge.
n=1

0
ii) Existe M>0Otalquer =MVnEN = s sMVnEN:Ea
n n n=1n

converge. L 4

EJEMPIO 1.2.48:

1) Consideremos la serie 2 n(nl+1)
1 1 1 1 .
Seasn:Z K (k + 1)22 (E‘k+ 1>:1_n c 1= fims =1,
lo tant ;—1
por lo tanto Jynm+

33




Los Numeros Complejos

AhoraVnEN,(n+l)2>n(n+1):

t
(0 + 1)2 < n(n+ 1)enonces

1 1 1
=1+ —5 <1+ ———— =1+ 1=2, por lo tanto
2 2 n(n+1) ’
Z n 2 (n+1) Z
1
—5 converge.
2 n

2) Seaa € R tal que a < l,entoncesnaannEN:%s%ypuestoque

n
1 .. 1 ..
. diverge, o diverge Vo ER,a < 1.
- —f 1

El siguiente es el criterio mas importante (ain cuando es una consecuencia del

Teorema de comparacion) para las series con términos no negativos.

TEOREMA 1.2.49 (CRITERIO DE CAUCHY O DE LA RAIZ):

0.0] P
Sea {an}n=0 CR, a = OVneNU {0}.Seap = nh_r)rgovan. Entonces:
0

) Sip<l, a_converge.
n=

0
i) Sip>l, ;an diverge.
n=

i)  Sip =1, no se puede afirmar nada.

DEMOSTRACION:
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1) Seap < 1. Seak € R tal que p <k < 1. Ahora, existe

o0

n, € N talque V n = Ny J\]7an <k= a < kK"Vn= N La serie 2 k" converge pues Ikl
n=n_+1
0

0 n 00 oo
=k < 1. Entonces se tiene a = a_ + E < a_ + E k" < o, por lo tanto
- = n n noo

=n_+1 =n_+1
o %

il \ts

a_ converge.

i) Seap>1.SeatE R talque 1 <t<p. 1 t P Existe una

. 0 .1 _ . n
subsucesion {an } tal que kh_r)l’io a, =P Existe k, € N tal que Vk =k , Vank >

t=a >tnka>k = lim a _OOpuest>1:>{a }Oo no converge a 0, por lo
Ny k—oc0 Dk S p=0
9]

tanto ) a_ diverge.
n=

i)  Se daran series E E b_ tales que 11111? = hmvb =

n—o0 n—oo

0
a, bn =0y tales que 1121 a_converge y 1121 bn diverge.

1 1.7
Seaan=fb = — a = hml\]7b = 1. a converge, Eb

n n n’ n—>oo n—oo

diverge. L 4

TEOREMA 1.2.50 (CRITERIO DE D'ALAMBERT O DEL COCIENTE):

- a
C . n+l1 —
Sea {an}nzo_]Rtal que an>OVnEN U{O}yseanh_lgo a P.
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o0

) Sip<l, a_ converge.
n=

Q0
i Sip>1, a diverge.
n=

i)  Sip =1, no se puede afirmar nada.

DEMOSTRACION:

a
Por 1.2.26 se tiene que limj\37an = lim ™l = p. Entonces 1), ii) se siguen

n—oo n—oo an

inmediatamente de 1.2.49. Para iii) se pueden dar los mismos ejemplos de 1.2.49 iii).
L4

EJEMPLOS 1.2.51:

n

. . X
1) Seax & €, consideremos la serie 2 "L

n n
X IxI . .
Seaa =7, |a |="7 =0.Six =0, es claro que la serie converge. Sea x = 0,
n n!’1"al ™ n!
n+1
| | x|
a YRR
. . n+1 . (n+ D! . [xI
entonces |a | > 0. Se tiene lim — — = hmg = hmi1 =0 < 1, por lo que
n n—oo |an| n—oo |X|n n—ooll +
n!

n
. X
serie E 1 ©s absolutamente convergente VxeCl.
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(n+ 1)!
1
2) Sea I£a=n—! 'an"'l:]jm&:th:
- nn’ n nn’ N—>00 an n—s0 Ili’ n—>00(n+ l)n

!
lim I = lim B =l < 1, por lo tanto ne converge.
n—>oo<l’l+1>r1 r1—>oo<1 + 1>n € nn

n n -

. . . n!
Ademas se tiene que lim — = 0.

n%wH
nP
3) Consideremos la serie ,concE C,lcl>1,pER.
- C
p p p
n n . . n 1
Sea a :fn,|a|:fn>0.Entonces 11m<7|a|:hm 7:H<1'
Lo T el n—o0V N pn—soo Icl

Por lo tanto la serie es absolutamente convergente y por lo tanto convergente.

nP
Ademas Iim —=0.

n—)OOC

A continuacion damos el Teorema de Cauchy sobre la convergencia de un producto

de series.

TEOREMA 1.2.52:
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o0

Sean {a } y {b } C C tal que 2) a =ses absolutamente convergente y

n=

o] o0 o0

brl = r es convergente. Entonces se tiene que la serie(z) an) . (Z) bn) =
n= n=

n=i
o0

0
(é;) a . bk) es convergente y se tiene (n_ an) . (I; bn) =

DEMOSTRACION:

Sean s, = 126 a .t = 1; bk’ u = 1§6Ck’ donde c, = ; . 126 |ak|

Se tiene que lim s =s, lim t = r. Por induccion es facil ver que u = 2 ¢, =
k

n—o 1 n— o

k}:{)ak tn—k' Ahora S tn —u :(12()31() tn -u = kgbak tn — 1§6ak tn K=

o.9] oo .
‘26 a, (tn - tn—k)' Ahora {rn}n:O y {tn}n:O son convergentes, existe M > 0 tal que
|rn|<M y |tn|<MVnEN U {0}.
. €
Sea £ > 0, existe n, € N tal que V m, n = n,, |tm — tn| <3M Y |rm - rn|

|ak| 3MSean>2n entonces n — n0+1>2n —n0+1—n0+1>n por lo

n
avels, 1, = ,1= a1t~ 0= 3 11—l D fad 1 =t )
B B 0
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Capitulo 1

£
0 0~ % ekl <3
st]+]t |<s2MV kEN U {0} = [s t —u|

Ahora en la primera suma, k =n. = n-k=n-n_>n =|tn—t

ademas t —t k|

ZO ad () + 210 @0 = () [;;m] ey (k:%llaklj

€ €
W.M+2M.W=E'

o0 oo
Ahora Ss t es convergente y lim s t = s r, por lo tanto S u €es
Y gente y P 1

n—oo

(e8] 0 o0
convergente con a_|e b |=)>c =Ilimu = lims t =sr. L4
“ n “ nf & n T hp>w N s N N

OBSERVACION 1.2.53:

Si ninguna de las series es absolutamente convergente en el Teorema anterior, el

. . . 1
producto no tiene porque ser convergente, por ejemplo si a = bn = ——, entonces por
n

Vn

(— l)n (_ 1)11 _ 00 ) .
2 Vn ¢ Z | = 1121 c con c = kzlak b .., =
k n—-k+1
D" (=D e 1 o
Z(Vk Vn—k+1)_( 1) ZVk(n_k+1).Puest0que1_k_n,

n
1.2.40 se tiene que E D es convergente. Ahora consideremos el producto
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[S—

1 1 1
Tk(n—k+1) > yn  yn_ w Porlotanto

1 1 S .
c|= = —=1V n€EN, por lo tanto c es divergente.
€l ZVk(n—k+1) Zn b &6 :

n-k+1=n-1+1=n-=

Terminamos este Capitulo demostrando un criterio de convergencia relacionado con

la integral de Riemann.

TEOREMA 1.2.54 AUCHY-MACLAURI RITERI DE LA
INTEGRAL):
Sea f : [1, ) —— R una funcion decreciente tal que f(x) =0V x € [1, ) y
w w
f continua. Sea f(n) = a_,n € N . Entonces E a_ converge < I[f(x) dx =
n=1
M

lim I[f(x) dx existe.
M—

DE TRACION:

Sean € N. Entonces V x € [n, n + 1], f(n + 1) =< f(x) < f(n), por lo cual
n+1 n+1 n+1
I{f(n+1)dx =fn+1) = a ;= I{f(x)dx < r{f(n)dx =a =

i+1 n+1
Zaiﬂs / 1ff(x) dx = ]{f(x) dx = ; a..

n+l
Sea s = 2 a,s ., —a = 1ff(x) dx = S -

1=

Por lo tanto, si {s }oo converge entonces si lim s = s, se tiene que
nJ p=1 n— o

n+1

s—a = lim [ f(x) dx < s. Ahora puesto que dada 1 = M € R existe n € N tal que
n—o
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n M n+1
n = M = n + 1, {f(x) dx = 1[f(x) dx = {f(x) dx, por lo que
n+1 M
lim [f(x)dx = lim ]ff(x) dx la cual existe.
n—oo n—oo

n+1
Reciprocamente, si tal integral existe, entonces se tiene S = 1ff(x) dx + a | =

o

Q0
lf f(x) dx + a, lo que dice que {sn}:ozl esta acotada y por lo tanto 1121 a_converge.

¢

EJEMPILO 1.2.55:

Seape R, p>0,p= 1. consideremos la serie 2 Lp. Sea f: [1, ©) — R,

- N
1
f(x)=—.
P
Puesto que f'(x) =—p xPlcovxe [1, =), se tiene que f(x) es decreciente y
1 0 ' M . M L Pt
f(n) = E: a. Ahora I{f(x) dx = Mthoolff(x) dx = Mhinoo x Tdx = thloo[—p+1] | =

lim % % — 1| elcual existe < p—1>0 < p> 1. Es decir Lconverge =
M—soo =P | pfP~ oP

p >1 (para p > 0). Recordando el Ejemplo 1.2.48 (2), se tiene que en general, sip € R es

Z Lconverge < p>1|.
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CAPITULO 2.

TOPOLOGIA DE T Y FUNCIONES CONTINUAS

§ 1. Topologia de T,

DEFINICION 2.1.1:

ola Abierta (Sin la Circunferencia)

Bola Cerrada (Con la Circunferencia)

0

X

Sea Zy € €, y sea ¢ > 0. Entonces se define B(ZO, 8) = BE(ZO) = VE(ZO) =

{z e | |z - zol < a} = Bola abierta con centro en ZyY radio e. Similarmente, se

define Bola cerrada con centro en Zy-Y radio ¢ por B (ZO, 8) = B E(ZO) =V E(ZO) =

{ZE(I: ||z—zolss}.
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Capitulo 2

DEFINICION 2.1.2:

Un conjunto A € €, se llama abierto si V z € A, existe un e > 0 tal que

B(z, SZ) C A.

TEOREMA 2.1.3:

i C,90y B(ZO, 8) v z, € €, € > 0 son conjuntos abiertos.
(i) Si Gl, ,Gn son conjuntos abiertos, entonces kﬁle es un conjunto

abierto.
@)  Si {Ga}a e €S una coleccion de conjuntos abiertos, entonces ag AGa es

un conjunto abierto.

DEMOSTRACION:

i) SizeC,seae=1,B(z, 1) C T porlo que T es abierto.
Si @ no fuese abierto, existiria z, e@talque Ve>0, B(ZO, s) C_TF d, lo cual es

absurdo.

‘/Aa
e—IZO—wI
Sea z, € €, > 0. Tomemos

wE B(ZO, 8). Sead=¢— |zO — w|>0. Afirmamos que B(W, 6) - B(ZO, 8).

En efecto, sea u € B(W, 6), entonces Iw — ul < 3, por lo que |u - z0|
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Topologia en C y Funciones Continuas

o —w +w - zo|s|u - wi+|w —ZO|<6+|W— zO|=e=>uEB(zO, 8) y
por lo tanto B(ZO, s) es abierta.
i) Seaz € ﬁ G, . Para cada 1 <k = n, existe ¢, > 0 tal que se tiene B(Z , € ) -
0 1= k k 0> “k
Gk‘ Sea ¢ = min {ek I 1 =k = n} > 0. Claramente se tiene que B(ZO, 8) c
B(zo, sk) - Gk’ paral =k =n= B(ZO’ e) - kéle’ es decir kéle es abierto.
i) Seaz € U G . Existe o. € A tal que z,, € Ga. Puesto que Ga es abierto, existe

0 geA @

e >0 tal queB(z ,S)QG C Uac , es decir U G es abierto. ¢
0 o geEA @ aEA @

DEFINICION 2.1.4:

F C € se llama cerrado si F€ = € — F es abierto.

ROLARIO 2.1.5:

(1) @y« son cerrados.

n
i) Si Gl’ ,Gn son conjuntos cerrados, entonces UGk es un conjunto

cerrado.
(i)  Si {Ga}a e €S una coleccion de conjuntos cerrados, entonces a@ AGa es

un conjunto cerrado.

DEMOSTRACION:

En el Teorema 2.1.3 se aplican las leyes de Morgan al tomar complementos.
¢
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DEFINICION 2.1.6:

Sea A C (. Entonces se definen los siguientes conjuntos:

A: Interior de A = U{G |G C Ay G esun conjunto abierto}.

A = Cerradurade A = ﬂ{F A C FyF esun conjunto cerrado}.

9A =Fronterade A=A [ A°.

z, € C se llama Punto de Acumulaciéon de A si V ¢ > 0,
[B(Zo’ 8) - {Zo}] Na=o.

A' = Conjunto derivado de A ={z € Clz esun punto de acumulacion de A}.

EJEMPIO 2.1.7:

SiA={x +iylx,y€ (D},entoncesA=®,A=aA=A'=(II.

PROPOSICION 2.1.8:

() ACAACAJACA A'CA.
(2) Aesabierto = A=A.
(3) Aescerrado < A=A.

@ A=A A =((A)), A =A-A.

5 AUB=AUB.

© (AN B)=ANB.

()’ ANBC ANByengeneral ANB = AN B.

(8) (A U B)OZ_)AU]OS,yengeneral (A U B)c;éAUloS.

9) zoeA©Va>o,B(zo, a)ﬂA#@.

(10) ZOEA<:> de >0 tal que B(ZO, 8) C A

(11) ZOEBA©V8>O,B(ZO, e)ﬂA#@yB(zO, s)ﬂAC¢®.
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DEMOSTRACION:
Ejercicio ¢
El concepto de abierto y cerrado tienen una generalizacion inmediata al concepto de

abierto y cerrado relativo a un conjunto y dichos conceptos seran muy ftiles tanto para

estudiar la conexidad como para las funciones continuas.

DEFINICION 2.1.9:

Sea A C €. Decimos que B C A es abierto (cerrado) en A si existe un conjunto
abierto (cerrado) Uen € talque B=A N U.

PROPOSICI 2.1.10:

Sea A C (. Entonces:
(1)  Si X C A es abierto en A entonces A — X es cerrado en A.

(2) SiY C Aescerrado en A entonces A — Y es abierto en A.
3 Si {Xa}a e S una familia de conjuntos abiertos en A, entonces ag AXa

es un conjunto abierto en A.

@ Si {Ya}a e 5 una familia de conjuntos cerrados en A entonces a@ AYa

es un conjunto cerrado en A.

35 Si Xl’ e Xn son abiertos en A, entonces kélxk es un conjunto abierto en
A.

(6) Si Yl, - Yn son cerrados en A, entonces kLZJlYk es un conjunto cerrado en
A.

(7) @y A son conjuntos a la vez abiertos y cerrados en A.
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DEMOSTRACION:
(1) Sea U abierto tal que X = A N U. U es cerradoen T y A-X=A N X =

An(Anu)=an(A‘ut)=(AnA)u(AnNu®)=ant=A-

X es cerrado en A.

A i
€ ~\
‘\ |= \l
W ]
/
N—
|~ X
(2) Ejercicio. A—X Ll
(3) Para cada o € A, sea U_ abierto tal que X =A N U . Se tiene que Ux =
o o o aEA o
U(anu )=an(Uwu uesto que U U es un conjunto abierto de
(xEA( 0‘) ((xEA 0‘) yPp a aEA @ .
€, se sigue que U X es abierto en A.
aEA @
CONN
) N
> Ejercicio.
(0)
a J
L 4

PROPOSICION 2.1.11:

Sea A C (. Entonces:
(i) Aescerrado < A'CA.
.. - . ., o.0] . _
(i1) z, € A < Existe una sucesion {Zn}n=1 C A tal que nh_r)noo z =1,

, . . ® ~
(iii) z, € A' < Existe una sucesion {zn}n:1 C A, z =17, V ne€ N tal que
n—00 Zn - Z0'
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DEMOSTRACION:

i)=) Supongamos A cerrado. Sea z, EA= z, € AS, A° es abierto por lo que existe
e > 0 tal que B(ZO, e) C A= B(ZO, e) N A = @, por lo que
(B(ZO, e) - { ZO}) NA=0 = z, & A', lo cual demuestra que A' C A.
<) Sea z, € AS, entonces z, & A por lo que z, & A', entonces existe € > 0 tal que
_ c c
(B(ZO, e)— {zo})m A== B(zo, s)—{zo}g ACyz € A°=
B(zo, s) CAS por lo que A€ es abierto, es decir A es cerrado.
il)=) Sea z, € A. Sea e = % n € N. Se tiene que B(ZO, sn) N A = @, por lo cual
podemos elegir z € B(ZO, en) M A. Entonces {Zn}il C A y claramente
Iimz =z.
n—oo 1 0
<) Sea & > 0, existe n, € N tal que V n = n,, z e B(ZO, 8) Nn A=
B(ZO, 8) ﬂA#@:zOEA.

iii) Ejercicio. ¢
§ 2. Conexidad.

La idea geométrica de un conjunto conexo en T, es la de un conjunto que consta de

un solo pedazo.
DEFINICION 2.2.1:
A C C se llama disconexo, si existen dos conjuntos abiertos Uy V en C tales que:
i ANU=0@=ANV.

i ANUNV=0.
(i) ACUUV.
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B C € se llama conexo si no es disconexo.

TEOREMA 2.2.2:

X C R es conexo < X es un intervalo.

DEMOSTRACION:

Ejercicio. ¢

El siguiente resultado es la caracterizacion de la conexidad con respecto a la

topologia relativa.

TEOREMA 2.2.3:

A C € es conexo <> los Ginicos abiertos y cerrados a la vez en A son A y @.

DEMOSTRACION:

=>) Sea A conexo y supongamos que existe BC A, B = A, B = @ tal que B es abierto y

cerrado a la vez en A. Entonces B y A — B son abiertos en A, por lo que existen
conjuntos abiertos Uy V talesque B=A N U, A-B=AMN V. Entonces Uy V

cumplen:
1) ANU=B=0,A-B=ANV=0Q,
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2) ANVNU=(ANU)N(AN B)=BN(A - B)=0,
3) A=BU A-B) =(ANU)U (ANnV)=An (UUV)=
ACUUV.

Por lo que A es disconexo, lo cual contradice nuestras hipotesis.
<) Supongamos que A es disconexo, entonces existen dos abiertos Uy V en € tales
queUﬂA;s@,VﬂA;z@,AQUUVyAﬂUﬂV:Q.SeanAI:AﬂU

=@, A2 =A NV =@.Se tiene que A1 y A2 son dos abiertos no vacios de A.
SetienequeA1 ﬂA2=AﬂUﬂV=®yA1 UA2=AlocualimplicaqueA2=
A - A1 por lo cual A2 es un abierto y cerrado en A, A2 = () y puesto que

A1 =A- A2 = 0, A2 = A lo cual contradice nuestras hipotesis y de lo que se

concluye que A es conexo. L4

DEFINICION 2.2.4:
Una curva y : [a, b] —— @ se llama continua en tO € [a,b] si para cualquier
., e ] . _ . . _
sucesion {tn}n=1 C [a, b] tal que nh_r)r%o t =1, se tiene que nh_r)r})o y(tn) = y(to).

DEFINICION 2.2.5:

Sea A C €. Entonces una curva en A es una funcion continuay : [0, 1] — Ay A

2y en A, existe una curvay en A

se llama arco-conexo si para cualesquiera dos puntos z

tal que y(0) = zy v(1) = Z,.

La relacion entre conexidad y arco-conexidad nos la da el siguiente resultado.
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TEOREMA 2.2.6:

(i)  Si A es arco-conexo, entonces A es conexo.

(i)  Si A es abierto y conexo, entonces A es arco-conexo.
DEMOSTRACION:
Ejercicio. ¢
DEFINICION 2.2.7:

Q C € se llama region si Q es abierto y conexo.

3. Conjuntos Compactos.

DEFINICION 2.3.1:

Sea AC Ty sea {Ba} N una coleccidon de subconjuntos de €. Si A C UABa,
(ol oE

entonces a {Ba} se le llama cubierta de A. Si ademas Ba es abierto para todo o,

aEA

entonces {Ba} N se llama cubierta abierta de A.
ac

Si {Ba} es una cubierta de A, entonces una subcubierta es una coleccidén
aEA

=B_yademis AC U C

C tal ara cada § € ® , existe o € A tal C .
{ ﬁ}[:’)ECD que p § existe que 50 B

p
DEFINICI 2.3.2:

A C C se llama compacto si toda cubierta abierta de A, tiene una subcubierta finita.
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La definicion anterior es, en principio, dificil de manejar y atin de entender, sin
embargo, los dos siguientes resultados nos caracterizan cuales son lo conjuntos compactos

en el plano complejo.

TEOREMA 2.3.4 (HEINE-BOREL):

A C € es compacto <> A es cerrado y acotado.

DEMOSTRACION:
Ejercicio. ¢

TEOREMA 2.3.5:

A € € es compacto <« para toda sucesion {zn}ool C A, existe una
e

., o o . _
subsucesion {an}k=1 de {Z“}n=1 tal que lim_ Zo =% € A.

DEMOSTRACION:

=) Sea {Zn}:il C A, A acotado por lo que {zn}oo es acotada y por el Teorema de

n=1
. . . ., [e'e)
Bolzano-Weierstrass se tiene que existe una subsucesion {zn } convergente.
k J k=1
Sea lim z =17, € A = A (por ser A cerrado) lo que demuestra la conclusion.
k—o Ik
<) Primero veamos que A es acotado. Supongamos que A no es acotado, entonces para

cadan € N existe z_ € A tal que |z | = n. Se tiene que {z }Oo no tiene ninguna
n n nf -1

subsucesion acotada, por lo cual no tiene ninguna subsucesion convergente, lo cual

es una contradiccion. Asi pues A es acotado.

52



Capitulo 2

Por Gltimo veamos que A es cerrado. Sea z, € A, existe {zn}ool C A tal que
n=

. ., . . ., (o] .
lim z_=z_. Por hipdtesis, existe una subsucesion J z tal que limz =
n—>o0 0 g f k=1 k—>00 Mk

W, € A, perow, = z, € A, lo cual prueba que A = A y por lo tanto A es cerrado.

¢

0
§ 4. Funciones Continuas.

DEFINICION 2.4.1:

Sea Q C € un conjunto cualquieray sea f: Q — .
= lim f(z) si dada ¢ > 0, existe 6 = d(¢) >0

721

(I) Sea z, € Q'. Se dice que W,

talque VzEQcon0< |z - ZOI <9, se tiene que |f(z) — w0| <Ee.

(2) Sea z, € Q. f se llama continua en z_ si dada € > 0, existe & = 0(g) > 0 tal

0
que VzEQcon0<|z - ZO| <, se tiene que |f(z) — f(zo)| <E.

OBSERVACION 2.4.2:

(1) Sift:QCC—Cy z, € Q N Q' entonces f es continua en z, <
lim f(z) = f(ZO).

Z—>ZO
2 S z,€ Q — Q' entonces f siempre es continua en Z:
La verificacion de estas 2 observaciones se dejan de ejercicio al lector.

EJEMPL 2.4.3:

2
V4

() Seaf:C-{1} — C, f(z) =?_11, entonces hm1 f(z) = 2.
77—
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(2) Seaf:C — C,f(z) = z.Entonces lim f(z) = f(zo). En efecto, sea

217

£>0ysea6=e,0<|z—z0|<6=>|f(z)—f(zo)|=|;—ZT)|=|Z—ZO|=

z -7 |<d==¢.
0

PROPOSICION 2.4.4:

Sea f: Q — @ yseaa€& Q. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(1) fescontinuaen a.
(2) Dada e >0, existe 0 >0 tal que f(B(a, 6) N Q) C B(f(a), a).
., 0]
3 P.ara toda sucesion {zn}n:1
lim f zn) = f(a).

n—oo

C Q tal que lim_z = a, se tiene que
n— o n

DEMOSTRACION:

()=(2): Seage>0,existed>0talque Vz&E Qconlz-al<d,If(z) - f(a)l<e =
2€B(a, §) N Q, f(z) €B(f(a), ¢) = f(B(a, §) N Q) CB(f(a), ¢).

2)=(): Sea e >0, existe 0 > 0 tal que f(B(a, 6) N Q) C B(f(a), e), es decir
VzeB(a, d)N Q f(z) € B(f(a),e) = V z€ Q con Iz - al <39,
If(z) — f(a)l < e.

() = (3): Ejercicio. 2

TEOREMA 2.4.5:
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Seanf,g: Q — C,QC C, fy g continuas en a. Entonces f + gy f * g son

. .. f .
continuas en a. Ademas si g(a) = 0, entonces g es continua en a.

DEMOSTRACION:

Sea {zn}ool C Qtal que lim z =a. Puesto que f y g son continuas en a, se tiene
n=

n—0oo

que lim f(zn) =f(a)y nli_lgog(zn) = g(a).

n—oo

Se sigue de las propiedades de sucesiones que:
lim (f(zn) + g(zn)) =f(a)xg(a) y lim (f(zn) . g(zn)) = f(a) * g(a), por lo

n—o n—w
que f + g y f * g son continuas en a.
Si ademas g(a) = 0, existe n, € N talque Vn = n, g(zn) = 0. Entonces

lim f(z
nh_r)rioé (zn) = liijnoog (ZI:])) = 2((3)) = ; (a), por lo que 2 es continua en a. L 4
n—o

TEOREMA 2.4.6:

Sean Ql’ 92 CC,f: Ql —C, g: QZ —— (, tales que f(Ql) - Qz' Sifes
continua en z, € Ql, y g es continua en W, = f(zo) € 92, entonces g ° f es continua en Z,

DEMOSTRACION:

0] .
Sea {Z“}n=1 C Q talque limz = z,- Sea f(zn) =w € Q. Puesto que f es

n—o

continuaen 7, limf(z )y = lim w_=w_= f(z ) y puesto que g es continua en w,,
0" n—oo n— oo 0 0 0

am (™) = &(Wo) = Jm (e - (%) = lmef(z)) = Jime(v,) = &%) =
¢

g(f(zo)) = (g ° f)(ZO) lo cual demuestra que g ° f es continua en z.
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Las dos proposiciones anteriores nos demuestran que la continuidad se conserva en
las operaciones algebraicas. El siguiente Teorema nos caracteriza la continuidad global por

medio de la topologia relativa.
TEOREMA 2.4.7:

Sea f: Q —— (. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1)  fescontinua en Q.
(2) Paratodo A C C abierto, 1(A) es abierto en Q2.
(3) Paratodo A C € cerrado, f~ ](A) es cerrado en Q.

DEMOSTRACION:

(1) =(2): Sea A C (T abierto. Sea z, ef 1(A), entonces f(zo) € A, A abierto por lo
que existe € > 0 tal que B(f(zo), s) C A. Puesto que f es continua en Zy
existe 8 > 0 tal que f(B(zO, 5) N 9) C B(f(zo), s) - B(ZO, 5) NneQ
1 1
Cf (B(f(zo), s)) cr(A).
Hemos probado que para cadaz € f 1(A), existe 6Z > (0 tal que B(z, 62) N
1 . . 1
C = =
Q C f "(A). De esto es inmediato que f "(A) ZEH(A)(B(Z’ 6Z) N Q)
QN U B z, 0 uestoque U B z, 0 ) es abierto, se sigue
[zef—l(A) ( Z)] yP q zef-1(A) ( Z) g

que f l(A) es abierto en Q.

(2Q)=(3): Sea A cerrado = A es abierto, entonces por hipotesis f~ : (AC) es abierto en
QLy Q- f_l(Ac) es cerrado en €. Se tiene que f_l(A) = f_l((AC)C) =
Q- f" (AC) por lo que f !(A) es cerrado en Q.
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B)=(1): Supongamos que existe z, € Q tal que f no es continua en Z,: Entonces

existe {Zn}:il C Q tal que lim z =7, Pero lim f(zn) # f(zo) por lo que

n—o n—oo
existe &, >0y una subsucesion {an}lil tal que |f(znk) - f( zo)l =g,V
k € N lo cual implica que f(an) € [B(f(zo), € 0)]C el cual es cerrado =
an ef! [B(f(zo), € O)C] que por hipotesis era un conjunto cerrado en €2
y puesto que lim z_ =z_ se tiene que z, € £l [B(f(zo), eo)c] lo cual es

k—oo Dg 0
absurdo, probando que f es continua en . L4

TEOREMA 2.4.8:

Sea QCC,f: Q—> (II,ZOEsteanu,V:Q—-e]Rtalesquef(z):

u(z) + 1 v(z) para toda z € Q2. Entonces f es continua en z, < u'y v son continuas en z

0 (0
DEMOSTRACION:

=>) Supongamos f continua en z

= [f@) — f(z))| <e.

o entonces dada € > 0, existe & >0 tal que |z - ZO| <

lu(z) - u(ZO)| < |f(2) - f(ZO)I < e
[v(z) - V(Zo)l < |f(z) - f(ZO)I <e

Entonces, si |z — Zol < 0, se tiene {
uy v son continuas en Z,-
<) Sea ¢ >0, existe 6 >0 tal que |z — Zol <d=u(z) - u(zo)| <% y |v(z) - V(ZO)l

€ C . .
<% lo cual implica que si |z — z0| < 0, entonces [f(z) — f(zo)| < |u(z) - u(z0)| +

€ € .
[v(z) - V(z0)| <5+5=¢&, por lo tanto f es continua en Z L4
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A continuacion se dan 2 de los resultados mas importantes en la teoria de las
funciones continuas y que nos dicen que la compacidad y la conexidad son propiedades

topologicas, es decir que se preservan bajo funciones continuas.
TEOREMA 2.4.9:

Sea Q C € compacto y sea f : Q —— € continua, entonces f(Q) es compacto.

DEMOSTRACION:

Sea {wn}ool C f(Q2). Entonces para cadan € N, wo € (), por lo cual existe
n=

. 0]
z € Q tal que f(zn) =W . Se tiene que {zn}n=1 C Q el cual es compacto por lo que
existe una subsucesion J z * yun z € Qtal que lim z =z . Por Gltimo, puesto
nk k=1 0 k—>oo nk 0

que f es continua en z
0’ k>o DNk k—00

, im w_ = Iimf(znk) = f(zo) = w, € f(Q) y por la

caracterizacion de compacidad por medio de sucesiones se sigue el resultado. L 4

TEOREMA 2.4.10:

Sea Q C € conexo y sea f : Q —— € continua, entonces f(2) es conexo.

DEMOSTRACION:

Supongamos por el contrario que f(A) no es conexo, entonces existen dos

conjuntos abiertos Uy V de € tales que
f(A)CUUYV, fAANUNV=@ y UNTfA) =@ =V NIA).
Sean U1 = f_l(U), V1 = f_l(V). U1 y V1 son abiertos en A puesto que f es

continua.
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Sean Ql, 92 abiertos tales que U1 = Ql N A, V1 = Qz N A. Existe w € U N f(A)
por lo que hay un z € A tal que f(z) = w, lo cual implica que z € f_l({w}) - f_l(U) =U,
=Q NAporloqueQ NA= @. Analogamente se tiene que Q NA= A.

Ahora, fA)CUUV=ACF(UU V)= (uf'v)CQ uQ,

Por dltimo, @ N @ N A=f'U) N f'v) =fr'(Unv) =

'(Unvnfa)=r'o-=0.
Hemos obtenido Ql’ QZ abiertos tales que

QlﬂA;é@#QzﬂA, Agglugz, QlﬁQZOA=Q),

es decir que A es disconexo, lo que contradice nuestras hipdtesis y demuestra lo que se
queria probar. ¢

DEFINICION 2.4.11:

Una funcion f : A € € —— € se llama uniformemente continua en A (denotada
u.c.), si para cada € > 0, existe 0 = 8(¢) > 0 tal que para cualesquiera z, w € A tales que
lz—w <9 setiene que | f(z) — f(w) | < e.

OBSERVACION 2.4.12:

(1)  La diferencia de la definicion entre la continuidad y la continuidad uniforme,
es que dado € >0, el 8 > 0 encontrado no depende de ningin punto z, € A en la

continuidad uniforme y en la continuidad si. Ademéas una funcidn puede ser u.c. en
determinado conjunto pero no en otro (Ejemplo 2.4.13), es decir la continuidad uniforme
deber ser referida al conjunto.

(2) Sifesu.c.en A, entonces evidentemente es continua en A.

EJEMPL 2.4.13:
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(1) Seaf:C —>C,f(z)= z.Seae>0ytomemos d = ¢ > 0. Entonces para
Z,WE(Italesquelz—wl<6,|f(z)—f(w)l:l? —wl=lz-wl=lz - wi<d=c¢,
lo que prueba que fes u.c. en C.

(2) Seaf:ACC — C dada por f(z) = z°.

() SeaA={ze C |ld= 1}.

Afirmamos que f es u.c. en A. En efecto, sea € > 0 y consideremos

0= % Entonces paraz, w E Atalesquel z — w 1< 9, If(z) — f(w)l

2—w2|=|(z—w)°(z+w)l=lz—WI°|Z+WI

=z
slz-wle(lzl+lwl)=slz-wle(1+1)-=

2l 7z — w I<2 e =¢,lo cual demuestra nuestra afirmacion.

(11) Sea A =C.
Afirmamos que f no es u.c. en A. En efecto, sea ¢ = 1. Entonces

0
dad06>0,existenENtalquen6>1.Seanz=n,w=n+§, se

0
tienequel z — w |—§<6, perolf(z)—f(w)l=|z2 - W2 | =

2o+ 3 ° °

:n2+n6+f6 —n2:n€‘>+f6 >nd>1=¢lo
4 4
que prueba que f no es u.c. en A.

TEOREMA 2.4.14:

Sea A € € compactoy f: A —— € continua. Entonces f es u.c. en A.

DEMOSTRACION:

Supongamos que f no es u.c. en A, entonces existe un €, > 0 tal que dada § >0

0

existen Zs, W € A con |Z6 - w6| < d pero |f(26) - f(W6)| = g .
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1 .
Sea 6n =0 € N, entonces existen z.wW € A tales que
1
|zn - wn| < 6n =, Y |f(zn) - f(wn)| 2 g
Puesto que {z }oo C Ay A es compacto, entonces existen una subsucesion

k—x l’lk 0

{z } y un punto z, € A tales que hmz =z.
ny

Ahora |z - W |<7 implica que {W }oo converge y hm W=z,

k=1 k—oc0 Dk

Aplicando la cont1nu1dad de f'en z, obtenemos que | hm f(z ( nk) ) f(wnk) = f(zo)

por lo que existe k, € N tal que Vk =k , |f(znk) - f(zo)l < 70 y |f(wnk) —~ f( ZO)l

<%
Asi pues se tiene:
|f( ) - f(w )|< f( nk) = £(2)| + () - f(w )|< 70=
es decir &) <€ lo cual es absurdo. ¢

§ 5. La Esfera de Riemann.

Ahora consideramos que a € le agregamos un punto extra, o, formalmente 1lamado
el punto al infinito. Al conjunto € U {} se le llamara la Esfera de Riemann.
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Ahora sea 82 =

{(X, y, z) € R 3 |X2 + y2 + 22 = 1}. Sea N = polo norte = (0, 0, 1). Para
cualquier puntoPESz,Pz N, sea L la Ginica linea recta que pasa por Py N. De hecho L
={N+t(P-N)IteR }={(1-t)N+tPIte R }.
: _ 2 2, 2 _
Se tiene que P = (XO, Yo ZO), X, + Yo + zy = 1, z,
L = { (txo,tyo, (1—t)+tz0) |[te R } Entonces L intersecta a R 2 =

= 1, por lo que

{(x, y, ) Ilx,y€e R } CR> en un punto, y este punto corresponde a la
Por lo tanto L N R?

condicion (1 —t) + t z_ = 0, es decir cuando t = =2

0 0

X y
z{(l—oz ’ l—Oz ’0) }
0 0
X

Sea o : s? - {N} —— (€ dada por ¢ (XO’ Yo ZO) =1

M
0 0

ZO 1—20

+1 Yo € C. La linea que pasa por z y N intersecta a la

. Para

hallar cp_1 consideremos z = X,
esfera S en dos puntos N y P. Hallaremos P. La linea que pasa por N y z esta dada por

3. _ —
0 Yor 0) € R yL={ N+t(z-N)IteR } =
{ (txo, ty, l—t) |[te R }.Los puntos de L N S? son los puntos de L tales

(identificamos z con (x

que (t x0)2+ (t y0)2+(1 - t)2: 1, esto es equivalente a t ® (x(z) + yg + 1) +1-2t

=1,estoest-(t-(x§+y§+1)—2)=0=> t:Oyt=X(2)+yz§+1

corresponde a P =

2 t = 0 corresponde a N y t = 22

2+1' lzI“ + 1

|
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0 o 1)=( ( ) Iz 1 . Por lo tanto

2 2 P+l 1P +1

-1
¢ (Z) = 2 ) ) 2 )
lzI® + 1 1z + 1 1zZ" + 1 lzI + 1 Iz
tenemos que tanto ¢ como cp_l son continuas, es decir podemos identificar € con
82 — {N}. Finalmente se identificamos N con {c} obtendremos que € U {o} se puede

identificar con S°.
DEFINICI 2.5.1:
Ag: 82 —— @ U {0} se le conoce como la Proyeccion Estereogréfica.

Notemos que si {zn}oo

C € satisface lim z = o, entonces si cp_l(z ) =W,
n=1 n—o n n n

{w } C s? satisface lim w = N, es decir los puntos "cercanos" a © en €
nS = n—ow n

corresponden a los puntos cercanos a N en S2. Asf mismo en S no hay ningln punto
especial, por lo que de ahora en adelante podemos considerar a o como cualquier punto de
C U {} y no como un punto especial. Finalmente puesto que S? es conexo y compacto,
C U {} es conexo y compacto.

Ahora bien si z = X, +iy0, W = X

cp_l(z) y cp_l(w) esta dada por:

B B 2 x 2y
p(o'@. ¢ 1(w))=p(( 0, -0

¥ + 1 1z

Lt i Yy 2o W € @, la distancia entre

2 2X1 2)’1 lwl? — 1
2 4 1)’ (|w|2 + 1 WP+ 1w+ 1))
2

Con

Vi + 1

[zl

+1 1z
21z — w |

] V(2 + 1)« (W + 1)

esto podemos definir una nueva métrica en € dada por

. Similarmente se tiene p(cp_l(z), N) =

p(z, w) = 21z - wl paraz, w € C,

V(2 + 1)« (W + 1)

p(z, ©)= paraz € C.

2
Vi? + 1
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CAPITULO 3.

DIFERENCIACI MPLEJA

§ 1. Derivacion.

DEFINICION 3.1.1:

Sea Q C € un conjunto abierto, y sea Z, € Q. Seaf: Q——> C. f se llama

Complejo Derivable o Complejo Diferenciable en z, si

f(z) — f(ZO)

=7 Z - ZO

existe.

Cuando tal limite existe, a este se la llama la derivada de f en z,y se denota por

f(z) —f(zo) . f(zo + hg - f(zo) =% , )
z\'0)

f'(z,) = lim
0 z—>7 Z - ZO h—0

Si f es diferenciable en todo €2, f se llama holomorfa en Q y tendremos la siguiente
notacion: H(Q) = {f : Q —— C |fes holomorfa en Q}

BSERVACI 3.1.2;

Para el concepto de derivada, basta considerar: €2 no necesariamente abierto y z, =

Q N Q' sin embargo esta generalizacion carece de importancia para la teoria y es por ello

que siempre que se hable de funciones diferenciables se consideraran conjuntos abiertos.

EJEMPLOS 3.1.3:
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Seaf: T — C, f(z) = ¢c = constante. Sea z, € (€, entonces

f(z) f(zo) pooe-c

f'(z =0.
( 0) Z—>Zo BRI R
Seaf:C — @, f(z) = z. Sea z, € €, entonces
f'(zy)= —f(Z) ) 2R,
0 z—>zo —Z, 2—70Z ~ Z
Seaf: T — C, f(z) = 7%, Sea z, € €, entonces
2 2
f'(Z) M:mﬁ (Z_ZO) (Z+Z)_
0 z—>zo Z-1Z, 2—29 2 ~ Z z—>zO Z-12,
Iim (z + z 27z.
Z_>Z0 0) 0
Seaf:C — @, f(z)= z.Sea z, € [, entonces
f(Z) —f(z ; — 7 7 — 7
F(2,) = (o) 27 0 200
0 z—>z0 -z, 27y L= Zg 2—z9 L= %
(00]
Sea{zn}n cCa, z =X +iy talquenhinooz =7, =X, +1y0 Sly =Y,
Z,7 7% X~ X,
VY n € N, entonces lim - g = lim xn—x = 1. Ahora si x = X
n—o £, 0 n—o0oA 0 n
7 — 7 —qe y -y
0
entonces V n € N, entonces lim ZHT= lim — ( n 0) =_1.
s 7y =%y = 10 (Y, = Y)
z-1z, -
Lo anterior prueba que V z, € C, lim — —, ho existe, es decir f(z) = z
Z—>ZO O

no es complejo diferenciable en ningtn punto z, € C.

BSERVACI 3.1.4:

. . . . . 2 2
En los ejemplos anteriores, las funciones vistas como funciones de R en R” son:
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() fxy)= (¢ ¢,) € R

2 f(x,y) = (x, y).

B fxy=+iy’=("-y)+iCxy=(>-y% 2 xy).
@ fxy) =(x—-y)

y todas ellas son real diferenciables.

El siguiente resultado nos muestra, igual que en el caso real, que la diferenciabilidad

es una propiedad mas fuerte que la continuidad.

PROPOSICION 3.1.5:

Sea Q@ C € abierto y seaf: Q — €. Sea z, € Q. Entonces si f es complejo

diferenciable en z ., se tiene que f es continua en z

0 0

DEMOSTRACION:

f(z) - f(zo)

Se tiene que 0 < |f(z) — f(z0)| = p—-
0

[ = 2l =7 IF(%)l* ©=

0, por lo que hm |f(z) - f(zo)| 0= lim (f(Z) — f(ZO)) 0= Ilim f(z) = f(ZO), por

Z—>Z0 Z—>ZO

lo tanto f es contmua en z,,. ¢

A continuacidn recordamos algunas definiciones y resultados de calculo diferencial

de varias variables reales.

DEFINICION 3.1.6:

SeaACR", x_0> €A, f: A—— R™ fse llama (real) diferenciable en % si existe
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I (% +7)- 1 (5)-7 (7))
T: R" — R™ transformacion lineal tal que lim
B0 Izl

=0,yaT= Df<x_0>> se le llama la derivada de f en X_S

DEFINICI 1.7:

Sea ACR" @ €A, g:A— R™ Sea ? € R" tal que ”?” = 1. Entonces al

limite:

th_%;t)g(E> +t ?:) - g(?) _ (D;g)(?).
te

. . . —> . ., > . L.
se le llama la derivada direccional de g en a _en la direccidn y siempre y cuando este limite

exista.
Enparticularsi?=?i=(0, ... » 0, 1,0 ..., 0)setiene que:
t, a. e, a) - a,..,a
— _aig(—>)_. g(ap o A p AL A s 8 ) - g8, s 3
(D?g)(a)‘ax. a ) = lim t
1 1
donde a = (al, cee an), recibe el nombre de derivada parcial de g con respecto a la i-

ésima variable.

OBSERVACION 3.1.8:

—

Seag: ACR" — R™, 2 € A. Puede suceder que g tenga todas las derivadas

direccionales en @ y no se diferenciable. Por ejemplo sea g : R? — R, dada por
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2

Y . () =(0,0)

2 —
gx,y)=9 XtV con a =(0,0).

0 » (xy)=1(0,0)

Por otro lado, si g es diferenciable en a , entonces g tiene todas sus derivadas

direccionales en a y (D?g)(?) = (Dg(?))(?)

En particular, sean Q C R abierto, g : @ — R 2 con g = (gl, gz)

> g Jg
g8 Q@ — R y g diferenciable en a € Q, entonces 1( ) 1( )

Bgz( ) agz( )ex1stenycon respecto a la base {(1, 0), (0, 1)} Dg( )_ g( )

tiene representac10n matricial
2@ TE)

w(e) ) )

dy
0g g
Por altimo si Q, a y g son como antes y existe & > 0 tal que 71(%) 1( )
g g
2( ) 2( ) existen en B( a 6) y ademas son continuas en @, entonces g es

diferenciable en a .

Regresamos al caso complejo y empezamos enunciando los resultados basicos en la

teoria de diferenciacion.

PROPOSICI 1

Sean Q C (€ abierto, f: Q — T, z, € Q. Entonces f es complejo diferenciable en
z, < existe una funcion ¢ : Q —— € continua en z, tal que f(z) = f(zo) + (z - ZO) @(z)
Yze Q.
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En este Gltimo caso se tiene que cp(zo) =f (ZO).

DEMOSTRACION:
. _ f(z) — f(zo) .
=) Existe lim ————— = f‘(z). Sea ¢ : Q —-—— (@ definida por
22 Z-12, 0
f(z) - f(z
Z_Z( 0) si z=2z,
¢(z) = 0
f'(zo) si z = z,
Se tiene que f(z) = f(ZO) + (z—zo)cp(z) V z€ Q vy ademaés
lim im0 lo cual i
Z_)Zocp(z)—z_noﬁ— (zo)—cp(zo), o cual prueba que @ es continua en
Z,:

<) Sea@:Q —— ( tal que @ continua en z,y f(z) = f(zo) + (z - ZO) @(z).

£z) _ £ f(z) - £
hmz—(zo)= lim (p(z)ch(zo) por lo tanto ﬁmZZ_Z(ZO)

Z—>ZO 0

existe, lo cual
=7 Z - ZO 77

prueba que f es diferenciable en z,y ademas f’ (ZO) = cp(zo).

PROPOSICION 3.1.10:

Sean Q C € abierto, f,g : 2 —— € diferenciables en Z, Entonces:

(1)  f+gson diferenciables en z,y (f+ g)‘(zo) = f‘(zo) + g'(zo).
(2) fegesdiferenciable en z,y (fe g)‘(zo) = f‘(zo) . g(zo) + f(ZO) . g'(zo).
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(3)  Siademas g(z ) = (, entonces — f es diferenciable en z,y
<f>(z ) _P(%) &%) - f( %) * &(%)
B0 2(%)’

DEMOSTRACION:

)

2)

3)

Sean @, { : Q@ —— @ continuas en z tales que:

0
0 =1(1g) + (2 = 79) 9 8(7g) = ()

2@ = 8(2) + (2 - 2) V@) ¥(%) = (%)

fxg)(z)=(Ff=x g)(zo) + (z - ZO) (pxy)z)VzEQy @+ es continua en z,
= { + g es diferenciable en zyy f+ g)'(zo) =(p = 1]))(20) = cp(zo) + w(zo) =

£'(2) * £(2%)-

(F+ 2)(2) = (F* 2)(2) + (2 = 20) { ()W (D) + £(2)9(2) + (2 = 70))e(2(@) }
VzeEQy {f(zo) Y(z) + g(zo) e(z) + (z - ZO) ©(z) w(z)} es continua en

z,=> f e g es diferenciable en z,y se tiene:

(2 2) (%) = 1(%) W(%) + (%) P(%0) * (%0 ~ %0) (%) ¥(%) =
- 1) £(0) * £(2) P ().

Sea g(zo) = 0. Puesto que g es continua en z ., existe ¢ >0 tal que V z €

0’
B(ZO, 8), g(z) = 0. Ahora bien g(z) = g(zo) + (z - ZO) Y(z)Vze B(ZO, 8)

entonces dividiendo entre g(z) g(zo) obtenemos:

g(lzo)zg(IZ) e O)g(z;p(()zo)v EB( )=>

(;) (z) =<§>(ZO) + (Z—ZO) l_g(Z;p(gZ()ZO)]V z € B(ZO,S)
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Y(z) . . 1 . .
——————es continua en z . se sigue que — es diferenciable en z
£(2) (%)) 0% MEIE A 0¥

1 V(%)  _ g(%)

se tiene <*) =

e H) () 2]

Por Gltimo, ; =feo flg es diferenciable en z

Yy puesto que —

como consecuencia de (2) y ademas

' , ! (7)) (%) 2(%)
@ (2) = (%) @ (%) * (%) (é) (7) = () (e’ _

P (%) 8(%) = F(%) £'(%) .
[2(7)]”

EJERCICI 1.11:

0

Sea f: C — {0} —> €, f(z) = 2", n € Z. Probar que f'(z) = n 2" (si
n € N U {0}, entonces de hecho f : € —— ().

PROPOSICI 1.12 (REGIA DE LA CADENA):

Sean Ql, 522 C (€ abiertos, f: Ql —C,g: 92 —— ( tal que f(Q]) - 92. Sif
es diferenciable en z, € Ql y g es diferenciable en W, = f(zo) S5 92, entonces
geof: Q — T, es diferenciable en z,y (g~ f)‘(zo) = g'(f(zo)) . f‘(zo).

DEMOSTRACION:

Sean ¢ : Ql —— ([ continua en z, tal que f(z) = f(zo) + (z - ZO) ep(z)VzE Ql;
YR — C continua en W, = f(zo) tal que g(w) = g(wo) + (w - wo)w(w) Vwe Q.

Se tiene que cp(zo) = f(zo), lp(wo) = g'(wo) = g'(f(zo)).
AhoraV z € Ql, w=1f(z) € 92 =
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(g1 (2)=gf(z) = g(WO) + (f(Z) - WO) Y(f(z)) = g(f(zo)) + (f(Z) - f(ZO)) Y(f(z)) =
(g° 1) (ZO) + (Z - ZO) Y(f(2) p(z) VzeE Q.

Por altimo, Y(f(z)) ¢(z) es continua en Z,,» por lo tanto (g ° f) es diferenciable en z

y (@ D'(7) = (f(%)) *(%) = &(1(%)) T'(%)- ¢

0

Llegamos ahora al resultado central de esta seccion el cual nos caracteriza la
diferenciabilidad compleja por medio de la diferenciabilidad real y la igualdad de ciertas

derivadas parciales.

TEOREMA 3.1.13 (CAUCHY-RIEMANN):

Sean Q C C abierto, f: Q — C, z,= (x ) € Q. Sean u(z) = Re f(z), v(z) =

>y
0’70
Im f(z), z = (x, y), f(X, y) =u(x, y) + i v(X, y), u, v: Q — R. Entonces f es complejo

diferenciable en Z, <> Uy Vson real diferenciables en z,y se tiene que:

ou av
ax (%0Yo) = dy (%0'Yo) Ecuaciones de

du A Cauchy—Riemann.
ay (%0Y0) == ax (Xo'Y0)

DEMOSTRACION:

=) Sea f'(zo) = 7‘1 +1i )\2 € €. Definimos T : R?> — R? lineal dada por la matriz

A, — A
1 2 s - 2
con respecto a la base candnica de R”.

by N
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f(z) - f f(z) - f
Se tiene limZZ_Z(ZO)—f(ZO)© lim ZZ_Z(ZO)— f( 0)
Z—>ZO 0 Z—>Z0
f(z) - f(zo) - f'( 0) (z - ZO)
Zli)ITZIO Z - ZO =O

Conz=x+1y=(X,y) y z =x0+iy0,tenemosque:

0

0~ (2) - 7 (%)

Z—Z0

llfcx, v) = £(xg0 ¥,) - (M(X —X0) T M (Y mYg) M (X —Xg) T A (Y - yo))”

”(X’ y) - (XO’ yO)"

A — A X — X
1 2 0
f(x, y) —f(x,, -
(x Y) (XO yO) }\‘2 7\‘1 ( y — yo)
[I(x, y) = (X y())”
IFx, ) = £(xg> ) = T(% ¥) = (3¢ o)) 0
[ ) = (%1 Yo)I 9 = (% o)

IFG ) = £(xg0 ¥o) = T(C6 ¥) = (% Y)I
1639 = (%o Yo)I

=0 = fesreal

diferenciable y por lo tanto u y v son real diferenciables.

Ademas )\1 = ux(zo) = Vy(ZO) , }‘2 = VX(ZO) =— uy(zo).
<) Con las igualdades de la implicacion anterior, tenemos que si A = )\1 +1i 7»2 =

f(z)—f(zY—- N (z-12z
(r,. %) €C, lml (*0) ( °)|=

-7 |Z — Zol
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IFC ) = £ ¥g) = T(O4 9 = (Ko I _

(X?y)_)(xovyo) ”(X’ y) - (XO’ yo)”
‘ f(z) - f(zo) o ‘
A= lim e, = f es complejo diferenciable. L 4
Z—>Z0 0

OBSERVACION 3.1.14:

(D

2)

Cuando f es complejo diferenciable, tenemos que

Ju .0V

ax (%) +1 x (%) =
Ju .du

= ax (%) "1 oy (%) =
ov .du

= ay (%0) =1 4y (%)

ov .0V
= oy (%) *1 ax (%)

(%)

Puede existir un funcion f : R> — ]Rz, f(x,y) = (u(x, y), v(X, y)) y un
punto (xo,yo) € R? tales que

Jdu av
ax (%0Y0) = ay (Xo'Yo)

Ju A
ay (0¥0) =~ ax (0Yo)
sin que f sea real diferenciable en (xo,yo) y por lo tanto f : € —— € no

sera complejo diferenciable en z,= (XO,yO).

Como ejemplo de lo anterior, consideremos f : R? —— R? dada por
f(x,y) = (leyl, 0), esto es u(x, y) = VIxyl, v(x, y) =0 y sea (xo,yo) =
(0, 0). Se tiene
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Ju _.ou(x,0)-u(0,0) . odv

ax ©> )= lim . =0=5700.0)
Ju . u@,y)-u0,0) . av
ay(O,O)—;JEO x =0=-3,00,0),

sin embargo, f no es real diferenciable, ya que de lo

contrario tendriamos que Df(0, 0) = 0 y por lo tanto
lim If(x, y) — f(O,”(())z —yI)if(O, 0) (x, Yl - lim Vzlxyl 2
(x3)=(0,0) ’ x=00Vx? + y

= 0. Por otro lado sea (xn, yn) = (1 1) —-——— (0, 0), es decir

n’ n n—>
o VIl

n—oo 2 2
Xn + yn

1
o L, lo cual es absurdo.
n—oy2 V2

En adelante, si no se especifica lo contrario, decir diferenciable significara complejo

diferenciable.

EJEMPLOS 3.1.15:

(1) Seaf: R?> —> ]RZ, f(x, y) = (x2 - y3, X — y), es decir u(x, y) = x> - y3,

v(X, y) =X —y. Se tiene que u y v son real diferenciables en todo R> y tendremos

que u_ =2x;u :—3y2;v:1;v =—1,porlotantou =v. < 2x=-1<
X y X y X y
1 2 1 -1 .
X=—~mu =—V < -3y =—1< y&]—, —L Por lo tanto f es complejo
2 Yy X y y {73 73} pl€j
1 i 1 i
diferenciable en los puntos — 5 + —— Y
P 2773 Y T27y3
Por ltimo, puesto que no existe & > 0 tal que f se diferenciable en
1 1

B<— 5% %, 6), f no es holomorfa en ningtin abierto de C.
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(2) Seaf: T —— € dada por f(z) = 7, f(x, y) = (X, — y), por lo tanto u(x, y) = x;

u =1==-1=v

V(x,y)=—y.Ent0ncesV(X,y)EIRZ, U=0=—v y }=>fnoes
y X

complejo diferenciable en ninglin punto.

DEFINICI 1.16:

Sean Q C € abiertoy f: Q — C, f=u+iv. SeazOE(IZ,Zoz(XO,yO). Se

definen:
of _ 1ot of _ L ow i @v du
0z _2<8x_16y>_2<6X+6y>+2<6x_ 6y>
Gf _1af ofy 1w dv i @v du
9z _2<8x lay>_2<ax_ 8y> 2<ax 8y>

PROPOSICION 3.1.17:

Seaf: Q— €, QC C abierto, y sea z, € Q. Si f es real diferenciable, se tiene

que f es complejo diferenciable < ot (z ) =0.
az \ 0

DEMOSTRACION:
Se sigue inmediatamente de las ecuaciones de Cauchy-Riemann. ¢
OBSERVACION 3.1.18:
of  of _ of
0z~ 97  OX
En el caso anterior se tiene: of  of . of =
Z 9, ! ay

of of . of
a2 (%0) = ox (20) =1 oy (%0) =T (%)-
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EJEMPILO 3.1.19:

Seaf: C — ([I,f(z):lzl2 =z z, es decir f(x, y) =x2+y2, por lo que
u(x,y)=1(x,y) y v(x, y) =0.

of 1 ,0f . off 1 i . —

&ﬁ(a?‘ 1®>=§(2x+0)+§(0—2y)=x—1y= z,

of 1,0f . of

1 i .
a;‘i(a? + 1®>—§(2X+O)+§(0+2y)—x+1y—z.

Terminamos esta seccion con los siguientes dos resultados.

PROPOSICION 3.1.20:

Sean Q C € region, f: Q@ —— €, f holomorfa tal que f'(z) =0 V z € Q. Entonces

f es constante.

DEMOSTRACION:

Se sigue inmediatamente del caso real. L 4

PROPOSICION 3.1.21:

Sean G, Q C € abiertos. Sean f : G — (€, g : Q@ —— €, funciones continuas
tales que f(G) C Q, g(f(z)) =z V z € G. Si ademas g es diferenciable en W, = f(zo) y

11
g(™o)  2(f(%)

g'(WO) = (0 = f es diferenciable en z,y f(zo) =

DEMOSTRACION:
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Sea ¢ : Q —— @ continua en W, tal que g(w) = g(wo) + (W - WO) P(w)
V w € Q. Se tiene w(wo) = g'(wo) = 0.
Existe un ¢ >0 tal que V w € B(WO, s), P(w) = 0. Sea w = f(z). Obtenemos:
f(z) — f(ZO) B f(z) - f(zo) o w—w B W= W, 1
z -1z, g(@) - g(f(z)) g(w) —g(w,) (W = Wo) W(W) (W)
Vz= 2y, 2 € €2, lo cual se sigue del hecho de que g es 1-1 sobre f(G). Esto implica

f(z) - f(zo) 1

= @(2).
275 (@) )
1 s Z# 2,
Y(f(2))
Es decir, ¢ : G —— (€ esta dada por: ¢(z) = 3 | . Se tiene
L, z=1,
L V(f(%0))

que f(z) = f(zo) + (z - ZO) @(z) con @ continua en z, = f es diferenciable en z,y

0

¢

f'(ZO) - cP(ZO) - w(f(lzo)) - g'(f(lzo))'
2 ri Potenci

DEFINICI 2.1

Sea Q C T y sea ’fn :Q —— @ conn &€ N U {0} una sucesion de funciones

definidas sobre €2. Se define la serie de las {fn}oo_o por:
n=

fz)= Y f (2)

n=t

o0

para las z € Q en que la serie fn(z) converge.
n=
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En particular, si fn(z) = an(z - zo)n cona_ e, fn € —— T (esdecirQ=C en

este caso), entonces a

00

f(z) = Z a (z- zo)n

se le llama serie de potencias alrededor de z o

El primer problema que se nos presenta es determinar en donde una serie de
potencias converge, pero la respuesta es facil de dar basandonos en el Teorema de Cauchy

para series con términos positivos y nos lo da el siguiente:

TEOREMA 3.2.2 AUCHY-HADAMARD):

o0

Sea Z an(z -z O)H una serie de potencias y sea p = lim v|an|. Entonces:
n=

n—oo

(i) Sip=0, laserie converge absolutamente V z € (.
(1)  Sip =, la serie converge solo para z = Z:
. . 1
(iii)  Si0 < p < =, la serie es absolutamente convergente para |z — z0| < -,

p

. 1 .
diverge para |z — z 0| > —y no se puede afirmar nada para |z — z 0| =

o =

DEMOSTRACION:
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Sip=0=VzeC(C, nh_r)r;o Vla (z—z)|—|z z, n_m €7|an|=|z—z0|p

=0<1=1la serier}:; Ian(z - ZO) |convergeVzE([I.

0
Seap=0o.Siz= Zy ;) a (Z - ZO) Z (z 0)n =2, es decir la serie

converge para Z = ZO.

Ahoras1z¢z Vla (z—z)|—|z 0|p—00>1porloquelaserle
n—oo

diverge.

Sea0<p<oo,1imV|a (z—zo)n|=|z—z0|pEIR.

n—co

(00)
SIIZ—ZO|<B, nh_r)rgﬁVla (z—z ) |<1 porloquelaserlez |an(z— z |

converge.
0

Si|z -z | > g nh_r)r;Vlan (z - Zo)nl > 1, por lo que la serie ; an(z - zo)n

diverge.

n

L ) . E z .
Por Gltimo consideremos la serie 0 aqui z, = 0, a =

0 ,n =1y se tiene

=

p=lm Val=1
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1 z" 1.
Seaz=1,|z—zo|=1=py2 n=2 ﬁdlverge.
n n
Ahoraseaz=—1,|z—zo|=1=1yzz=2(_1)converge. L4
p-f=f N 4= n

DEFINICION 3.2.3:

0

Sea 2 an(z - zo)n una serie de potencias y sea p = lim v|an|. Entonces
n=

n—oo

definimos R = radio de convergencia de la serie por:
i) R=o si p =0,
i@ R=0 si p = o,

(i) R= si. 0<p <.

o =
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EJEMPL 3.2.4:

0
(1) Sea Z)ZH. Se tiene ZO=0yan= 1Vne N U {0} :v|an| = 1, por lo que
n=

. n . . L, . , .
Si|z -z OI =lzl=1= 1zI" =1 por lo que la serie diverge pues el n-€simo término no

converge a 0 = la serie converge para Izl < 1 y diverge para Izl = 1.

Il

qumz —Oya —lnEN=>p_ hmv|a|

n—oo

(2) Consideremos ahora la serie 2

hmi—lzR

n—coo
Vn

Para z = 1 la serie diverge. Consideremos z = 1 tal que Izl = 1. Como se vera en la

= 1.

'O\'—*

siguiente seccion se tiene que existe @ € (0, 2 m) tal que z = cos @ + 1 sen @

= cos np + i sen ngp (esto se probard en la siguiente seccidn) =

2 2 2 cos ng sen ncp

Se tiene que ; cos kg = cos @ + cos 2¢ +...+ cos np =
=1

nely o ong
SCH(Z )(pCOS 2

sencz£
ntl o ng
sen( 2 >cp sen
y Esenkcp:sencp+sen2cp +...+ sen ng = .
k=1

¢
sen

(La demostracion de las igualdades anteriores se deja como ejercicio).
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0¢] o

De esto se sigue que {2 cos kcp} y {S sen kcp} estan acotadas y a =% es
=1 k=1
n=1 n=1

. . . . E cos n
una sucesion decreciente tal que lim a = 0y por lo tanto se tiene que ?

n—o n

sen ng z"
y convergen = ~—converge Vz=1,lzl=1.

0
. ' rd
Consideremos 2) z". Aqui tenemos que z,= 0y
n=

2 si n=1
a =11 si n=k!paraalgink € N U {0}, k> 1
n

0 si n=k!Vke N U {0}

n—o

Se tiene que p = 11m€7|an|=1=R=l= 1.
p

n
) . z ) 1
Consideremos la serie —. Se tiene que z, =0, a =5, p =
n! !

0 n n
1
— a PRyl
1im{7|a |= timy/ L= fim 2= fim O D L0 R =, por
n—o n n—o V ' 5 s 0 n— i n—ooll t+ 1
n!

n
. Z
lo tanto la serie E , p converge absolutamente V z € C.
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o0

(5) Por Gltimo consideremos la serie Z (n + wg ) z", aqui W, € (€. Se tiene z,= 0
n=

n
a =n+w,.
y n 0
Primero consideremos el caso |w0| < 1. En este caso se tiene

%sn—lsn—|w0|ns In+w3|sn+|w0|nsn+1s2n‘v’ n=2=

L as%2n lim E:11'1n1\372n:1:p:11m al=1=R=
2 n y n
1.

n—o n—oo n—oo

wol"
Ahora consideremos el caso |w0| > 1, entonces lim L SN existe n, € N tal
n—oo

Iwol"
que V n= ng, = 2, entonces V n = n, se tiene que
|WO|n n IWOIn n | n | n 3 n
Tp = |W0| -5 = |W0| —ns=|w, + n|s= |W0| +ns§|w0| =
[Wol €7 73 Wl 3 .
< ~ 1 — = 1 ~ = = ]j_m V =
» =V lal=y Wl v lim » Jim /5 [Wol = [Wol = p = lim y/1a |

1
w |=R=-—".
[Wol [w,|

Dada una serie de potencias, ésta define una funcion en el interior de su circulo de
convergencia, y lo primero que nos preguntamos es la naturaleza de esta funcion, es decir

si es continua, derivable, etc. La respuesta nos lo da el siguiente:

TEOREMA 3.2.5:

00

Sea Z an(z -z 0)n una serie de potencias con radio de convergencia R > 0. Sea
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o0

f: Q— (€, dada por f(z) = Z an(z - zo)n, donde Q = B(ZO, R). Entonces f € H(Q)

n=

[00)
y fi(z) = 2 n an(z -z O)H_l, y el radio de convergencia de esta Gltima serie es R.

DEMOSTRACION:

0¢]
Seaw=1z- Z entonces f(z) = f(w + z 0) = Z anwn. Primero demostraremos
n=

00

[00] | [00]
n| _ n—1 _ k _ _ k
que 2 az|= 2 naz . Sea sn(z) = Z .z, Rn(z) =1(z) - sn(z) = E a.z.
n= n= = k=n+1
0
Se tiene que V z tal que Izl < R, lim Rn(z) = 0. Definimos fl(z) = 2 n anzn_1 y
n—o =

consideremos W, € B(0, R), es decir |W0| <R.Seat€ R tal que |w0| <t < R. Existe

d0>0talqueVzeE B(WO, 6) se tiene que Izl < t, es decir B(WO, 6) C B(0, 1).
A

()
@
R t
W)
Sea ¢ >0 y estimemos la diferencia
R N G R R I
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R (z) -R v,
— = si(Wo) | + [5a(Wo) ~ F1(Wo)] + n — W“( ).
Ahora

Rn(z)—Rn(wo) 1 E ( W )

0 Yo k&1

0
1 E: _ _ _ _
a(z—w)(zk1+zk2w +...+Zwk2+wk1)=
Z — W k 0 0 0 0
0 k=n+1

~ 1 R (2)-R (w
a* 2zjwk_1_J :>‘ n n(*0)
J:

zZ — W

R

0

Ek |ak|tk I

k=n+1
0
Ahora la serie 2 n |an| ¢! converge pues se tiene que hmv |a |tn -
= n—o
27 27 n-1 t .
lim Vne lim |a| limVt = .ﬁ =§<1: ex1sten06N talqueVnznO,
n—oo n—oo n—oo
k— 1 €
D o<
k=n+1 ak 3
o0
Por otro lado tenemos que f1 (z) = 2 n anzn = lim s (z) = existe n, € N tal
= n—oo N
1 !
que V n= n,, se tiene que |sn(wo) - fl (W0)| <

86



Capitulo 3

s (z)—s (w
Por altimo, s (WO) lim 2 p— VIVI( O)
Z—>Z0 0

sn(z)—s (W)
z-w, o - S(WO)

Sea N = max {no, nl} y 61 > 0, entonces para z tal que 0 < |z - w0| < 61 y

= existe 0 < 61 < 0 tal que

O<|z—w0|<61$

n = N, se tiene:

f(z) — f(w
Z—vg 0 L (Wo)| =

S (z) -8 (WO) | Rn(z)—Rn(WO)
N O IR XU BTN I,

€ € €

<§+§+§=8.

!

f(z) f(wo) & - .
Por lo tanto fl(wo) z—>w0 f(wo) Z = ; na z"
Y z€ B(0, R).

Ahorahmv |a|—hml\37n°hmv|a|—1 orloquez()

n—o0 n—o0
[0.0]

n-1 . . . .
E naz - tienen el mismo radio de convergencia R.
n=

[e'0]

0
Para concluir, consideremos la serie f(z) = Z an(z -z O)H. Si g(w) = Z a w'
n=

n=

y s(z) =z - z,, entonces g(s(z)) = f(z) y por lo tanto f'(z) = g'(s(z)) s'(z) =

(0]

Z n an[s(z)]n_1 o] = 2 n an(z - Zo)n_l.  J
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ROLARIO 3.2.6:

0
Consideremos la serie f(z) = Z an(z - zo)n con radio de convergencia R > 0.
n=

Entonces f es infinitamente diferenciable en B(z 0’ R) y se tiene:

o) ) f(k) (ZO) o

f9z) = Z n(n-1)... (n-k+)a (2= 2,)" K Ademas: N .

DEMOSTRACION:

Se sigue inmediatamente por induccion del Teorema anterior. L 4

DEFINICION 3.2.7:

Sean Q € [ abierto, f : @ —— (. { se llama analitica en Q si dado z, € Q, existe

o0

R > 0 tal que f(z) = 2) an(z - zo)n Vze B(ZO,R) C Q vy la serie tiene radio de
n=

convergencia = R.

OBSERVACION 3.2.8:

Una funcidn analitica es infinitamente diferenciable debido a 3.2.6. Como notacion
escribiremos A(Q) = {f : Q —— @ | fes analitica en Q} Con esta notacion se

tiene que A(QQ) € H(Q). Se probara mas adelante que H(Q2) C A(Q2), es decir que si una

funciodn f es diferenciable en Q, entonces f es infinitamente diferenciable en Q y dada
00

. . _ n
z, € Q, existe R >0 tal que paraz € B(ZO,R) se tiene f(z) = Zﬁ an(z - ZO) .

DEFINICION 3.2.9:
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Seaf: Q — @, Q C (€ abierto, { infinitamente diferenciable. Definimos la serie

de Taylor de f en zo_g Q por
£z
Z IS! 0) (z — zo)n.

OBSERVACION 3.2.10:

z : (n)
(z
En general no tiene por que ser que f(z) = ISO) (z -z 0)“ pues en los

reales no es cierto. Sin embargo, gracias a 3.2.8, en el caso complejo si va a resultar cierta

la igualdad anterior. Un ejemplo en los reales para ver que no necesariamente
1

(n) 2

f X X
f(x) = (,O)(x-x )'es: £ R — R dada por f(x) = e~ ,x=0
- n! 0 0 <=0

Se puede probar que f es infinitamente diferenciable y que f(n)(O) =0V n€N, por

(n)
f# x" =0 = f(x).

lo que la serie de Taylor de fen O es 2

EJEMPLOS 3.2.11:

(1) Seaf: T — @ dada por f(z) = 722, Sea z, € € cualquiera. Se tiene P(ZO) =2 Z,;
f"(zO) =2; f(n)(zo) =0V n>2, por lo que

(%) (%)

f(2) = f(z) + 0oz v (z—z0)2

2(2)+2z0 (z - ZO) + (z - ZO)Z.
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1
- Sea ZOE (II,ZO = 1.

n!
(1 _ Z)n+1’

(2) Sea f : € - {1} —— @ dada por f(z) =

Se tiene f'(z) = % y en general f(n)(z) = por lo que la serie de
(I -2)

Taylor de f en z, es:

M,
Zf (0)(Z 0) 2(1 n+1(Z )n=
PRES O

El radio de convergencia de esta serie es:

= es decir
n—>°°<7|1—z0|n+1 Lw |<1—z>|] U=zl T -2

ﬁ
R=|1 - z, |, por lo tanto la serie converge para las z tales que |z — z O| <|l -z

ol

Z - ZO n+1
|z zg\n | by,
Ademas 1-2 (1 _ ZO) = Ilim ﬁ ° =
= 0 0 n— o O B Z = Z
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I . ! = I _— para las z tales que
1—20 1_2—20 1—Z0—(Z—ZO) 1-z
l—zo

2: 1
|Z—ZO|<|1—ZO|,p0rloquef(z)= —nﬂ(z—zo)n=1 —, ©8

decir f es analiticaen € — {1}.

En particular, si z, =0, f(z) =

o0
——— %znparatodaztal que lzl < 1ystiene R =1.
n=

PROPOSICION 3.2.12:

Sea Q C € abierto y sean f, g € A(R2), entonces f + g, f » g € A(Q).

DEMOSTRACION:

0
— n —
Sean z, € Qy R1 > 0, R2 > 0 tales que f(z) = Zo an(z - ZO) , g(z) =

o0

an(z - zo)n con radios de convergencia R] y R2 respectivamente. Sea
n=

o0

R3 = min {Rl’ R2} > 0. Consideremos z € B(ZO’ R3), las series ; an(z - zo)n y

o0 0]

n _ _ n
; bn(z - ZO) son absolutamente convergentes = f(z) + g(z) = ; (an + bn)(z z 0)

y la Glltima serie sera absolutamente convergente en B(z 0’ R 3) =f+g € A(Q).

Por otro lado el producto de las series es absolutamente convergentes debido al
Teorema de Cauchy para el producto de series (1.2.52) y se tiene que V z € B(z 0’ R3):
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f(z) » g(z) = [2& (2 Zo)n_k by (% - Zo)k] = (2() Ak bk) (2-2p)"

= fegEAQ). .

Finalizamos esta seccidon con la nocion de convergencia uniforme de una sucesion

de funciones.

DEFINICION 3.2.13:

Sea A € @ un abierto, y sea fn : A —— @ una sucesion de funciones. Sea
f:A— (.
. ., . e 9] . .
Decimos que la sucesion de funciones {fn} converge uniformemente a f en A si
n=1

dada € >0, existe N € N tal que se tiene |fn(z) - f(z)]<eVzEAyVn=N.

OBSERVACION 3.2.14:

Si {fn}oo | converge uniformemente a f en A, entonces claramente lim fn(z) =1(z)
n=

n—oo

YzeEA.
TEOREMA 3.2.15 (CRITERIO M DE WEIERSTRASS):

Sea A C T un abierto, y sea fn : A —— (@ una sucesion de funciones tales que
0 0

|fn(z)| = Mn VzeA.Si Mn < o0, entonces fn(z) converge uniformemente en A.
n= n=l

DEMOSTRACION:
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0 0 0
= 26 |fn(z)| = % Mn < o, por lo que f(z) = %fﬂ(z) esta definida
n= n= n=

nZ’fn(Z)

Y z € A. Ahora si un(z) = |§() fk(z), dada € >0, sea N € N tal que M < ¢. Entonces

n=N+1
& oo
V z€ A, n =N se tiene que |f(z) — un(z)| < ; M < g, por lo que {fn} | converge
n=N+ n=

1 n

uniformemente a f en A.

TEOREMA 3.2.16:

00
n . . . .
Sea Z an(z -z 0) una serie de potencias con radio de convergencia R > 0. Sea
n=
0

n . N
0 <r <R. Entonces Z an(z -z 0) converge uniformemente en B(z 0’ r) .

n=

DEMOSTRACION:

Ejercicio. ¢

§ 3. Funciones Elementales.

El objeto de esta seccion es estudiar las funciones trigonométricas (seno, coseno),
la funcion exponencial y por Gltimo la funcidn logaritmo. La primera parte de esta seccion
la dedicaremos a formalizar ciertos resultados ampliamente conocidos en un primer curso
de trigonometria.

En R tenemos la siguientes igualdades:
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Xn N X2n+1 N X2n
X — . — B — —
e = ¢ 0l sen x = s -1 n+ D COS X = s (-1 )l por

esto extendemos la definicion a € de la misma manera.

DEFINICION 3.3.1:

Sea z € €, definimos:

Zn 0 Z2n+1 N ZZn
Z_ . —_ _ . —_ _
e = 4 ol sen z = 4 -1 2n + DI Ccos z = 4 (- 1) 2! -

OBSERVACION 3.3.2:

El radio de convergencia de las 3 series anteriores es % y por lo tanto e, sen z,
cos z € H(Q).

PROPOSICION 3.3.3:

. VA \%% 7Z+wW
Vz,wel,setienee ee" = .

DEMOSTRACION:
Se sigue inmediatamente de la definicion de e’ y de 1.2.32 (4). ¢

COROLARIO 3.3.4:

e’ = 0 para toda z € C.
DEMOSTRACION:

7—7

SeazEC. Setience’se “=¢ :eO:1¢0=>eZ¢0. ¢
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PROPOSICI 3.3.5:

Sea z € €. Entonces se tienen las siguientes igualdades:

(1) e”=cosz+isenz.
iz —iz

e +e
(2) cosz =%

eiz _ e—iz
(3) senz =53

DEMOSTRACION:

Se verifica directamente usando las series que definen cada funcion. L 4

BSERVACI 3.3.6:
SeazE(IZ,z=x+iy,eZ=eX+iy=eXeiy=ex(cosy+iseny).
PROPOSICI 3.3.7:
Sea z € €. Entonces se tienen las siguientes igualdades:
M (b)=é~
(2)  (cosz)' =-senz.

(3) (sen z)' =cos z.
DEMOSTRACION:

Se demuestra directamente usando las series que definen cada una de las funciones
y 3.2.5. L 4

PROPOSICI 3.3.8:
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Sean z, w € €. Entonces:
(1) cos(z+WwW)=cCc0OSZ®COSW—senzesenw.
(2) sen(z+w)=senze®cosSw+COSZe®senw.

3) 0052 zZ+ sen2 z=1.
DEMOSTRACION:
Ejercicio. ¢
BSERVACI 3.3.9:

Se tiene que la funcidn cos x es decreciente en [0, 2] y puesto que cos 0 = 1y

cos 2 < 0, existe un Gnico nimero Xo € [0, 2] tal que cos Xo = 0. Entonces definimos al

nimero 7 por 2 X, = . Con esta definicion y los resultados anteriores se tiene que cos 5=

T
Oyseni— 1.

PROPOSICION 3.3.10:

Sea z € €. Entonces:

(1) cos (er - z) = sen z.

(2) sen (g - z) = COS Z.

DEMOSTRACION:

Ejercicio. ¢
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A continuacidén pasamos a enunciar algunas propiedades relacionadas con las

funciones trigonométricas y el nimero .

TEOREMA 3.3.11:

Sea z € €. Entonces:
(1) senz=0,z€l < z=nnn€E22.

2) senz:l,zE(I:@z:<2n+;)n,nEZ.
3) senz:—l,zE([I@z:<2n—12>n,nEZ.

4) cosz:O,zE(II@z:(n + 12>7|:,n€Z.
5) cosz=1l,z€@ < z=2nn,nE 2.

©6) cosz=-1,z€C<z=2n+1)n,nE2Z.

(7 sen(z+w0):senz VZE(B@WO:ZHTE,HEZ.
®) cos(z+w0)=cosz VZE(II©WO=2nn,nEZ.
9 e‘=1,z€C<z=2nmni,nE€ 2.
DEMOSTRACION:
Ejercicio. ¢

OBSERVACION 3.3.12:

., . . . V4 X . Z
También se tiene que siz=Xx + 1y, entonces e =€ (cosy +1seny), por lo que |7l

X . 2 2 .
=¢". Por otro lado aunque se tiene que cos™ z + sen” z = 1, las funciones cos z y sen z no
P . ., o.¢] .
estan acotadas. Esto se puede ver considerando la sucesion {zn} .z =101
n=1

entonces lim Icos n il = .

n—oo
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Dadoz€ C,z=0,z=(X,y) € R2 — {0}, z forma un "angulo" con el eje real

positivo. Este angulo se llama argumento y es lo que a continuacion pasamos a definir.
PROPOSICI 3.3.13:

Sean a, b € R talesque b—a=2myseaf:[a, b) — S], donde S! =
{z e Clz = 1} dada por f(t) = "' = cost + i sent = (cost, sent). Entonces f es biyectiva.

DE TRACION:

is-0) 2 1 = existe n € 2 tal

Sean s, t € (a, b] tales que f(s) = f(t) = eis =eit= e
quei(s—t)=2mni=s—-t=2mn. Porotroladols—tl<b-a=2mporloquen=0,
lo que implica s =t , por lo tanto fes 1-1.

2+y2=1,en

Para probar que f es sobre consideremos z=x +iy € S'=1z2P=x
particular x, y € [-1, 1]. Se tiene que cos x, x € IR, es continua y ademas cos 0 = 1, cos &
=— 1, entonces por el Teorema del valor intermedio y puesto que Icos x <1 VxE R se
tiene que cos : (-, w] —— [-1, 1] es suprayectiva por lo tanto existe § € (- m, «t] tal que

2=y2=sen%:yésen%:—y.Siy:O,

cos & = x. Ahora sen2§=1—cosz=1—x
sen §E =y =-y. Supongamos sen E=—ycony =0 = -n<E<my sen (—E) =—sen § =
y. Ademas cos (—E) = cos § = x, es decir existe | € (— &, it] tal que cos =xy sinn =y.

Afirmamos que existe m € Z tal que a<t=1+ 2 m m =< b. Se deja como ejercicio
su demostracion. Entonces se tiene que t € (a, b] y cos t = cos (n + 2 m) = X,
sent:sen(n + 2 m):y:te(a,b]yf(t):cost+isent=x+iy=z,10cual

demuestra que f es sobre. ¢

z . .
Seaz € [, z = 0. Entonces =w € Sl. Por lo tanto dado a € R arbitrario, existe
un Gnico t € [a, a + 2 ) tal que e'' = w. Por otro lado si t, t' € R son tales que ell=e' =

ei(t_t')=1=>existemEZtalquei(t—t')=2mni=t=t'+2mn,m€ Z. Asi pues se
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tieneque{tE R |eit= W}={t0+2mni|t6 Z},dondetoe(—n,n]

con el = .
DEFINICION 3.3.14:

z L '
SeazeC,z=0yw :HE Sl. Entonces al Gnico tO € (- m, ;] con e''0 = w se le

llama el argumento principal de z y a cualquier t € R tal que e''= w se le llama argumento

de z.

NOTACION 3.3.15:

En 3.3.14, ponemos t, = argumento principal de z = Arg z, t = argumento de z =

0
arg z.
Se tiene que argumentos de z = {to +2mmui|te Z }

Ahora bien, dado z€ T, z = 0, t = arg z, se tiene z = |zl el = P elt, donde p =lzl, es

Y
C

decirz=p (cos t +1isent).

P . Z X z
Por Gltimo, seaz=x +1iy € T, entonces |e | =e,arge =Y.

TEOREMA 3.3.16 (FORMULA DE MOIVRE):
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Sea 2, =P eie, p=0,0€[0,2mn). Sean &€ N, entonces las soluciones de la

2ntk+0
(n+) , k=0,1, n- 1.

., n z
ecuacion z- =z, estan dadas por

Wk = p
DEMOSTRACION:
int 10 n

_ it1 n _ n_ n _ _
Sea w =r1 e .tal que w =7y, entonces w- =1 e =pe ST =Yy

n 0+ 2
nt=6+2ns,sEZ®r=vp=pn y t=¢,s€2.

n
0+2ms
( ) ,sE 2.

Sea s € Z cualquiera, entonces por el algoritmo de la division, existenqy p € Z

0 +2 ms

Onicos tales que s = q n + p con 0 < p < n, entonces si t = B —

i(6+§rcs) i(6+§np . 2ch)

Seaw =p" e

0+ 2 2 0+ 2 -
_0+2qnnun+2nmp_ 6+ np+2qn:>elt.:e

n - n
i(9+2ng)
n ,
=e = W = wp es decir, Wgr Wys oee s W 1NOS dan todas las raices de la
ecuacion. ¢

EJEMPLO 3.3.17:

Seaz =1=1-¢ el.o y sean € N. Las raices de la ecuacion w" = 1 estan dadas por:

0
2nk+0 2mk
G S G

{w 00 Wi o s W 1} se llaman las raices n-ésimas de la unidad.

w—le

Ahora pasamos a definir la funcion logaritmo. Primero enunciamos la siguiente:

PROPOSICION 3.3.18:
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La funcionexp=e : € — € — {0} es sobre.
DEMOSTRACION:

Sea z, € C - {03}, 2y =X+ i Yo =P e’ Se quiere hallar z=x + iy € € tal que e”
XHY — X e, es decir, si queremos e? =z, se debe tener * = le?l

0,
Y = &' es decir y es un argumento de Z: De lo

=27, Se tiene que e =

= |zo| =p, es decir x =In p y ademas e
anterior proponemos Zz=x+1y =Inp +1iarg Z, €8 decirx =Inp,y =arg z,,, entonces e’
=elnpelargz=pelt=zo. *

Ahora establecemos algunos resultados que en cierto sentido motivaran la definicion
de la funcion logaritmo.

PROPOSICION 3.3.19:

Sean Q = {z €C | maz< n},entonces exp: Q—>W=0- (IR_ U {O})
es una funcion biyectivay donde R = {x ER Ix < 0}.

DEMOSTRACION:
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g

Seawe W, w=p eit, p=Ilwl t=Argw €& (- &, ). De lo anteriormente
demostrado, existen Gnicos x € R, y € (- &, m), tales que et = p,y=tx=Ilnp),z=x+
iyEQyw=e" el = XY = %, Ademas, z=In|w | +1 Arg w. Por Gltimo, puesto que z
€ Q = ¢’ €W, probando lo que se queria.

L 4

OBSERVACION 3.3.20:

Similarmente a 3.3.19, se tiene que si

Q ={z€C|@n-Dr<Imz<@2n+ DHn}

y W como en 3.3.19, entonces exp : Qn ——> W es biyectivay siw € W, z € Qn es tal

quee’=w,entoncesz=1Inl w | +i(Argz) +2nmi.
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-

A Gn+Dm

Y

@]

-,

Mas generalmente, sibE]RyseanQb={z eEClb-n<Imz<b+ n},
W y = { ZE(]:—{0}|Argz+2nn¢b+nVnEZ}. Entonces
exp : Qb—-—> Wb es biyectiva. Ademas, si w EWbyZE Qb son tales que e” = w,

entoncesz=Inl w |+1(arg z) conarg z € (b —m, b + m).

PROPOSICION 3.3.21:
SeaWb={zE C - {0}|lArgz+2nmn=b+x paratodan € Z},
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entonces la funcion: arg : Wb —> (b —m, b + ) es continua.

DEMOSTRACION:

. . ., e ]
Supongamos lo contrario, entonces existe € >0 y una sucesion {wn}
n=1

-

_Wbtal

que lim w =w_  y Jargw —argw,|=¢. Puesto que b —m <argw_ <b+m,
n—soo N 0 n 0 n

entonces por el Teorema de Bolzano-Weierstrass, arg w tiene una subsucesion
convergente,t =argw_yseat = lim argw
ny ny 0 n

k— k

.Entoncesb—nstosb+n.

Demostraremos que t,=arg w,. Esto nos llevara a una contradiccion con el hecho

de que |arg W —arg w0| = ¢. Tenemos:
: w
parg wy

limeitnk=1ime K= fim . X =&.
k— k— k—>oo|Wnk| |WO|

it it
Por la continuidad de la funcion exponencial, se tiene que kljm e "k=¢ 0, de
—> 00
ity Wy L
dondee = = m Por consiguiente, arg Wy =1 +2 k m, k € Z. Ahora
0
b—u<argw0<b+n,

b—nstosb+n,

de donde obtenemos, restando estas dos igualdades, que -2t <2kn<2m=k=01lo
que demuestra que tO =argw,. L4

La Proposicion 3.3.21, demuestra que la funcidon g : Wb — Qb dada por

gw)=Inl w |+1iarg w, con arg w € (b, b+m) es continua. Esta funcion es, por otro
lado, la inversa de la funcidn exp : Qb — Wb.

DEFINICION 3.3.22:

Sea €2 una region del plano complejo y f: & — € continua. Se dice que f es una

funcidn logaritmo si V z € Q se tiene que ef@ =7,
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Obviamente 0 & Q, y se sigue de la Proposicion 3.1.21 que f es diferenciable.

Ademas tendremos que (ef(z))' =f(2)° ef® = 1, de donde obtenemos que f'(z) = % . En

particular obtenemos que una funcion logaritmo es infinitamente diferenciable. Como un
ejemplo de una funcidn logaritmo tendremos a la funcién g : Wb — Qb dada por g(w) =

Inl w | +1arg w, con arg w € (b—m, b+m).

Ahora bien, si f, g : Q — €, son dos funciones logaritmo, tendremos que ef(Z) =z

f(2)-g(2)

= eg(z), de donde obtenemos e = 1, por lo que gracias al Teorema 3.3.11 (9),

obtenemos f(z) = g(z) + 2 kZ 7ticon kZ € Z. Si definimos que h(z) = f(z) — g(z), entonces
h(Q) C {2 knilke 2 } Ahora bien este ultimo conjunto es discreto, €2 es conexo y
h(z) es continua, por lo que existe un tnicok € Z tal que f(z) = g(z) +2kni Vk € 2,
es decir dos funciones logaritmo en Q2 difieren a lo mas de un maltiplo entero de 2 r 1.
Ahora analicemos como esta dada una funcion logaritmo f. Sea f(z) = u(z) + 1 v(z),

f(z) _ eu(z) eiV(z) _

entonces € z, de donde tomando mddulos obtenemos que

iv(z) _ Z
Iz

uz)=Inlzl y e

es decir v(z) es uno de los argumentos del nimero z.

Ahorau(z) =In| z | siempre es una funcidn continua, por lo tanto para que exista
una funcidn logaritmo en una region Q es necesario que exista una "rama" continua de arg z
en Q, puesto que Im f(z) = arg z.

SeaQ=C- (R~ U {0}) yf:Q—> C definida como

f(z)=Inlzl+1Argz , ArgzeE (-m, m).

A f se le llama logaritmo principal o simplemente logaritmo. Cuando el argumento
se toma en (— 7, ) se denotard con mayscula Arg z.

La funcion anterior se puede extender a € — {0} tomando f(z) =In Izl + i Arg z con

— 1t < Arg z < . Esta funcion sigue teniendo la propiedad de que el®

= z para toda
z € € — {0} pero ya no es continua. Se deja al cuidado del lector verificar que esta funcion
no es continuaen R .

Finalmente notemos que dada una funcidon logaritmo f : Q — € no

. Z . ., .
necesariamente se va a tener que f(e ) = z, pues si alguna funcion f cumpliera con esta
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relacion entonces la funcion g(z) = f(z) + 2 i ya no cumple con la relacion anterior y sigue

siendo una funcién logaritmo.

DEFINICION 3.3.23:

Dado cualquier niimero complejo z = 0, definimos
Lnz={lnlzd+iArgz+2knilArgz€ (-=n, n], kE 2}

este es el conjunto de valores del logaritmo de un nimero complejo.

PROPOSICI 3.3.24:

Sean zZ,, 2, € € - {0}. Entonces Ln (z1 22) = Ln (Zl) + Ln (22). Aqui la

igualdad se entiende en el sentido de igualdad entre conjuntos y la suma como suma de

conjuntos.

DEMOSTRACION:

Ln(zlz2)={1n|zlzz|+iArg (2122) +2nmi|n€E Z}:
={ln|zl|+1n |z, + i Arg (z)+iArg (z,)+ 2k ni|k€E z}=
= {(ln Ile + 1 Arg (Zl) + 25ni)+ (ln |Z2| + 1 Arg (Z2)+ 2rni) |s,. re 2 }
= {ln|zl| + iArg(zl) + 2smi|s € Z } + {ln|22| + iArg(zz) + 2rmi [T € Z }
=Ln (Zl) +Ln (22).

La demostracion de que Arg (z1 + 22) = Arg z, + Arg z, + 2 k m i con algin

k € Z, se deja al lector. L4

DEFINICION 3.3.25:

Seaa € T - {0} y sea log a cualquier valor de Ln a, en otras palabras

loga=1Inlal +i Arg a + 2 k 7 i para algtin k € Z. Entonces se define a’ = ¢” loga _

eZ(lnlaI tiArga+2dka) opservemos que a” depende del valor asignado a log a.
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INTEGRACION

§ 1. Integracion Compleja.

Todas las integrales que aparecen en esta seccion se refieren a integrales de

Riemann propias (es decir, suponemos las funciones acotadas).

DEFINICION 4.1.1:
Sean g : [a,b] — C, g(t) = gl(t) +1 gz(t). Entonces se define

b b b
gydt = [g,()dt+1 [g,(t) dt.
[E0d = [50dsife,

b b b
Es decir, por definicion [ g(t) dt existe < f g, (Odty f g,(t) dt existen y en
a a a

este caso se dice que g es integrable.
PROPOSICION 4.1.2:

Sean f, g : [a, b] —— (@, integrables, A\ = 7\1 +1 7\2 € C. Entonces f + g, Af, Ifl

son integrables y se tiene:
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b b b
(1) [+ @®dt= [f()dt + [g(t) dt.
a a a
b b
@ [ (n ) di=n [ o) de
a a
b b
@) |[f© dt| = [ Ifol dt.
a a
DEMOSTRACION:

ey
} Ejercicio.
2)

(3) Se deja como ejercicio el verificar que If(t)l es integrable. Ahora si [ f(t) dt = O,
a

b

entonces | [ f(t) dt
a

b .
escribimos [ f(t) dt = p e'*, con p =
a

b b
!e_m f(t) dt, por lo tanto p = R%f f(t) dt
a

b | b | b b
af Re (e f(v) dt = af IRe (7 f(t))l dt = J le™* feol de = 1ol dt.
a

OBSERVACION 4.1.3:

SeaM = sup If(t)l < o, entonces se tiene
t€[a,b]

108

eI [ f(t) dt
a

Re af e 1% £(1) dt

b
= 0 =< [If(t)l dt. Supongamos que [ f(t) dt = O, entonces
a a
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b
[ f(t) dt
a

b b
< [ If)ldt = [ Mdt = M(b — a).
a a

DEFINICION 4.1.4:

Seay: [a, b] — C. Sea tO € [a, b]. Se define

. YO = 7(Y)
Y'(% =tli,ntt) t- 1,

siempre y cuando este limite exista.

Siy= v+ 1 Y, entonces y'(to) existe < yi(to) y Yé(t()) existen y en este caso
y'(to) =Y (to) +1 Yﬁ(to)‘
EJIEMPLOS 4.1.5:

(1) Sea y : [a, b] —— @ , dada por y(t) = z, +p el =

x0+pcost) + 1 ( y0+psent), donde z, = X, *+ 1 Yo -

V()
Entonces y'(t) = p (cost) + 1 p (sent) =
—psent+ipcost=i [p cost+1p sen t] =ipelt.

(2) Seay:[0,1] — @ dadapory(t)=t+1i tz. Entonces y'(t)=1+21t.
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Y(t)

DEFINICION 4.1.6:

Sea v : [a, b] —— (. Se define la traza de y por y* =y ([a, b]).
DEFINICION 4.1.7:

Una curvay : [a, b] — C se llama C ! 0 continuamente diferenciable en [a, b] si

v(t) existe V t € [a, b] y ademas y'(t) es continua en [a, b].
DEFINICION 4.1.8:
Una curva y : [a, b] — C se llama QIM 0 continuamente diferenciable

por tramos en [a, b] si existe una particion {to =a< t] < t2 < .. < tn_] < trl = b}

de [a, b] tal que y es C1 en [ti—l’ ti] parai=1,2,...,n.

DEFINICION 4.1.9:

Seay : [a, b] —— @ una curva c! por tramos. Entonces se define:

b
L = longitud de la curvay = f |y‘(t)| dt.
a
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Geométricamente se tiene que L. = longitud de y*. Para ver esto consideremos

0 ., .« . s . .
{Pn} la sucesion de particiones candnicas de [a, b], es decir: Pn =
=

k(b-a)
n

{a:t <t <..<t :b},dondet =a+ , 0 = k = n. Entonces

f|y(t)|dt = _) (E)ldt dondet 1<§ <t es arbitrario.

Por otro lado, por el Teorema del valor medio, existen n. Ei € (ti—l’ ti) tales que

Yi(%) Yl(tl—l) n(n) . Ya(4) Yz(tl—l)

t—t

)= y'z(Ei), por lo que

i) y
Yz(ti) - Yz(ti_1) = (ti - ti_l) Y'Z(Ei) = bn_a Y'Z(Ei) por lo tanto

i 1 1

() -1 = (G- 5o () =75

afb hrola - afb\7 (10) + (1,0)" dt -

Jim () + (n(5))’ =

Jim Eb_aV(w ()" () - a(6)
MEV (1) =1 ()" ()~ 1)
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1(b)

1,

I, o~ Y

_: : t: tL:b Y(tiog)

Y(a)

Ahora bien, |y(ti) - Y(ti_l)l =7(Y1(ti) - Yl(ti_l))z + (Yz(ti) B Y2(ti—1))2

= distancia entre Y(ti) y Y(ti—l)’ por lo que

Z V(Yl(ti) - Yl(ti—l))z + (Yz(ti) - Yz(ti—l))z es la longitud de la poligonal

determinada por {y(to), y(t]),. cee y(tn)} y por lo tanto:

b
f Iyl dt = Longitud de y*/|.
a

EJEMPL 4.1.10:

Y>X<

Z

(1) Seay: [0, 1] — @, y(t) = z, + t (12 - Zl), por lo tanto
v* =v([0, 1])=[zl,zz]={ze C |z=(1—t)z1 +tz,, 0sts 1}.

1 1
PorlotantoL:J|y'(t)|dt :c[|z2 - zl|dt: |z2 - le'
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(2) Sea y : [0, 2n] —— @, dada por y(t) = Zy + P eit, Y'(@t) =1p eit.

Y*

v* es la circunferencia con centro en z,y radio p. Entonces L =
2 2n

le'(t)|dt=det=2np.

DEFINICION 4.1.11:

Una curvay : [a, b] — @ se llama cerrada si y(a) = y(b).

(@) = y(b)

DEFINICION 4.1.12:

Seaf: AC C —— C integrable y sea y : [a, b] —— € de clase c!
por tramos, y de clase C1 en [ti—l’ti] para i = 1, 2, ... , n, donde

{t0=a<t1<t2<...<tn

<t = b}. Entonces se define:
-1 n

n

ti b
[ () dg = tf f(y®) v'(v) dt = ! f(y(®) y'(t) dt
Y i—1

la cual se llama la integral de linea de f sobre la curvay.
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EJEMPL 4.1.13:

(1) Seaf:C - {0} — € dada por f(z) = % Seay : [0, 2n] — @ dada por y(t) = ell

-
L/ )

Entonces [ f(€) dE = J f(y®) y'(t) dt =
Y

275 275
:J l.ieltdt:c{idt:2ni.
1t
c

(2) Seaf: @ —— @ dada por f(z) =lzl y sea y : [0, 2n] —— @ v(t) = p elt,
A

.
NI

27 . 27 . . .
inp el dt = p2 Jieltdt:p2 [elt]gn:pz(ezm—eo):pz(l - D=0.

27

Entonces ff(E) dg = Jf(y(t))y'(t) dt =
Y
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3) Seaf:C — @, f(z) =2 yseay:[0, 1] —> C,y(t) =t +it.
A

C T

1
Entonces [ f(€) d& = J f(y®) y'() dt =
Y

(t+it2)

! 1
J(t+it2)2(1+2it)dt= 3 lo=;(1+i)3-

PROPOSICION 4.1.14:

Seanf, g: AC € — C, integrables y y : [a, b] —— A una curva de clase c! por

tramos, entonces:

(1) [(af@ +peE)de=a [fE)dE+p [gE)dE Va,peEC.
Y Y Y

[tE) dg

b
(2) Seay* =1y ([a, b]), M = sup |f(§)|, L= f |y'(t)| dt. Entonces
gey* a v

=M-L.

DE TRACION:
(1)  Ejercicio.

b b b
) aff(y(t)) Y'(1) dt saflf(y(t))l ly'ldt < !M ly@®ldt = M

[tE) da‘ -
Y

e L. L 4
DEFINICION 4.1.15:
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Seah : [a, b] —— C, entonces H : [a, b] —— € se llama primitiva de h si H'(t) =
h(t) V t € [a, b].

BSERVACI 4.1.16:

Seah:[a,b]——>([I,H:[a,b]———>([I,h:hl+ih2,H:H1+iH2,entoncesH

es primitivade h < H | €8 primitiva de h Y H2 es primitiva de h2.

PROPOSICION 4.1.17 (TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO):
Seah : [a, b] —— C integrable y H : [a, b] —— € una primitiva de h, entonces
b

[ h(t) dt = H(b) — H(a).
a

DEMOSTRACION:

b b b
a{h(t) dt = afhl(t) dt + i !hz(t) dt = H,(b) - H, (@) + i [H,(b) - Hy(a)] =

H(b) — H(a). L 4

DEFINICION 4.1.18:

Sean Q C C abierto, f: Q — C y F: Q —— (. F se llama una primitiva de f en
QsiF(z)=fz) VY zE Q.

EJEMPILO 4.1.19:
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n+l1
Z

SeanEZ,n#—l,F:(II—{O}——-—>(IZ,F(z)=n_'_1

es una primitiva de f(z) = z"

en € — {0} (de hecho en C sin = 0).
Ahorasin=—1,seaW=(E—(IR_U {O})={z EClz¢g R, z = 0},

consideremos F: W — @€, F(z) =Inzy F'(z) = %V z € W, por lo tanto In z es una

o 1
primitiva de S en W.

DEFINICION 4.1.20:
Seany :[a,b] — T, ¢ : [c, d] — € dos curvas Cl. Se define la relacion y - @

si existe T : [a, b] —— [c, d] suprayectiva tal que T es derivable, t'(t) >0 cp(‘c(t)) =y(t)
Y tE [a, b].

[a, b] — [c, d]—B= C

OBSERVACION 4.1.21:

Puesto que T'(t) > 0, se tiene que T es creciente y en particular es 1-1 y se ahi se
sigue que t(a) = ¢, T(b) = d. Ademas la curva es recorrida en el mismo sentido tanto por ¢

COmo por Y.
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EJEMPLO 4.1.22:

2mit

Seany: [0, 1] — ([I,y(t):zo+pe ,v - [0, 2n] —— @,cp(t):zo+peit.

Seat: [0, 1] — [0, 2x], T(t) = 2 & t. Entonces se tiene que T'(t) =2 x>0t €& [0, 1],
T es sobre y cp(‘c(t)) = p(2mt) = Zy+tp 2™t = y(t) V t € [0, 1], por lo tanto y .

+—t
0¢1°P
T

o Y 2 y
T

PROPOSICI 4.1.23:

La relacion - definida en 4.1.20, es un ralacion de equivalencia.
DE TRACION:

Ejercicio. ¢
OBSERVACION 4.1.24.

Recordemos el Teorema de cambio de Variable en el caso real:
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"Sean h : [a, b] — R, T : [c, d] — R tales que t([c, d]) € [a, b], h y T

continuas, entonces
d ©(d)
[h(xw)v'@®dt = [h(o) de”
¢ 7(c)

PROPOSICION 4.1.25 (CAMBIO DE VARIABLE):

Sean QCC,f:Q—C,@p:[a,b] — Q,y:[c,d] — Q,T:[a,b] — R
cont([a, b]) C [c, d], T, @, y derivables y y . T =@, entonces:

b b t(b)
[ (o) 90 de = [#(3(x0)) v'(x0) *O dt = [£(30) v'(» dt.
T(a)

DEMOSTRACION:

Seaf:u+iv,cp:cp1+icp2,y:y1+iy2,t:r +irz. Se tiene, aplicando el

1
Teorema de cambio de variable en el caso real que:

b
f t(g() ¢'(v) dt = ! (u(e®) + i v(90)) (9;® +i (oy0))dt =

b

b b b
2fu(cp(t)) @} dt —!v(cp(t)) 30 dt+i [ v(pm) o]0 de+ i!u(cp(t)) @3 dt

b b
= J' u(y(v®)) v (x®) 7'(v) dt - ! v(v(x®)) vy (x®) T'(0) dt +
b

b

+i ! v(1(x0)) v! (x0) T dt + i ! u(1(x0)) v (x®) T dt =
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T(b) t(b)

Ju() vioda- [v(x0) ryw de+

wla) o)

T(b) T(b)

+i fv(y(t)) Yl dt+i fu(y(t)) yy(0) dt =

T(a) T(a)
«(b) T(b)
[ LuGw) + i vGo)] « [vjo +ino]a= [(o)ro d.
T(a) ™(a)

¢

El resultado anterior nos sirve para demostrar 2 hechos fundamentales para la

integral de linea.
PROPOSICION 4.1.26:

Seanf: QC € —— @, ¢, y dos curvas en Q de clase C! tales que @ ~ Y, entonces:

[tE) dg = [f&) de.
Y @

DEMOSTRACION:

Sean @ : [a, b] — Q, v : [c,d] — Q, T : [a, b] — [c, d] tales que T'(t) > O,
T(a)=c,t(b)=dyy.T=0q. Se tiene que:

b b (b)
[tE) dg = J (o) ¢'(t) dt = af f(y(v®)) v'(z®) T dt = [f(y®) y'(0) dt =
() T(a)
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d
IECOMCLENECES ¢
Y

DEFINICION 4.1.27;

Sea y : [a, b] —— @, una curva de clase Cl. Definimos: y_: [a, b] — @ por
y_(H=vy(@+b-1).

OBSERVACION 4.1.28:

Geométricamente y _es la misma curva que y pero recorrida en sentido contrario.

y=a+b-x

Y+

Y(a)

Para ver esto, notemos que sia<t=<b, entonces—b=<s-t<—-a,=a+b-b=ax

a+b—-t=<sa+b-a=b,esdecira<a+b-—t=b. Ademasy_(a) =vy(b)y y_(b) =vy(a).

Finalmente y* = y*.

PROPOSICION 4.1.29.

Seay : [a, b] —— Q una curva C1 por tramos, f: Q € € —— €. Entonces

[tE) dg = - [() de.
Y_ Y
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DEMOSTRACION:
Seat:[a,b] —[a,b],T(t)=a+b—t,entoncesy_=y.TYy se tiene:

b b
J1@) dg = [1(4_0) vL0 de = [1(+(x0)) 1'(o0) ©'0) dt =
Y_

T(b) a b
[t(y®) y'@ dt = b[ f(y®) y'@ dt = - [f(y@®) y'0) dt = — [£(E) dE.
(a) d Y

L 4
PROPOSICION 4.1.30.

Sea Q C € abierto, f: QC C — €, F: Q —— (€, F una primitiva de f. Sea

Y : [a, b]| — Q una curva C1 por tramos, entonces:

[£E) dg = F(y(v)) - F(y(@).
Y
DEMOSTRACION:

Se tiene que (F o y)'(t) = F'(y(t)) v'(t) = f(y(t)) v'(t) = (F . y) es una primitiva
b
de f(y®) v'() = [f(&) dE = ! f(y®) v'(® dt = (F « y)(b) - (F . y)(a) =
Y

F(y() - f(y(®). *
COROLARIO 4.1.31:

Sif:QC € —— C tiene una primitiva en {2, entonces f f(§) d§ = 0 para toda
Y

curva C! por tramos cerrada en €.
DEMOSTRACION:
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SeaF:Q —> ( tal que F'(z) = f(z) V z€ Q y seay : [a, b] — Q una curva

cerrada C' por tramos = y(a) = y(b) = ff(&) dg = F(y(a)) - F(y(b)) =0. ¢
Y

El reciproco es un resultado muy importante y lo enunciaremos en el siguiente:

TEOREMA 4.1.32:

Sea Q C € una region, f : Q —— € continua. Entonces f tiene primitiva en Q <

f f(§) d§ = 0 para toda curva cerrada c! por tramos en Q.
Y

DEMOSTRACION:

=) Es el Corolario 4.1.31.
<) Sea Z, € Q fijo y sea z € Q arbitrario. Puesto que €2 es una region, entonces €2 es

arco conexo. Sea v, [a, b] —— € una curva c! por tramos que conecta 7, con z, €s
decir

v,(8) =7,y (b) =z Definimos F(z) = [ t) de.

YZ
z
Y
Z
g0

Primero veamos que F(z) no depende de la curva Y, Si v,y e, dos curvas C! por

tramos que conectan z con z, tomando caminos equivalentes, podemos suponer que

0
v, [a,b] — Qy P, [b, c] — Q. Definimos T, =Y, U (cpz)_ tla, c] — Q
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dada por
v, (0 si a

IA
—-
IA
o

rz(t) =

A

(CPZ)_(t) = cpZ(b +c—t) si bst=sc

Se tienet,(0) = 1,0 = (v,) B =, =2 y 1,@=2=0,0= ()=

. 1
rZ(a) =z = rZ(c), es decir T €sunacurva cerrada C" por tramos.

0

Entonces 0= [ f(8) dg = [ f(€) dg + [ (&) dg = [ (&) dg - [f(E)dE =
’EZ YZ (cp )— YZ (pZ

V4

f f(§) dg = f f(§) d&, lo cual prueba nuestra afirmacion.
Y @

VA zZ

Ahora probaremos que F'(z) = f(z) V z& Q. Se tiene que F'(z)
F(w) - F(z)

lim
wW—Z W -1z
Sea € > 0. Estimemos | = W— f(z) =

\%Y% Z
[tE) dg - [fE) dg
Zy Zy

W — Z

—f(2)|.

V3 w
Puesto que F(z) no depende de la curva, se tiene que ff(fg) dE + ff(fg) dg
V4 4
0

W
[tE) dg

z
w2 " f(z)|. Ahora si y : [a, b] — Q es una curva

w
= [fe)de=1=
%0
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1 .
C’ por tramos que conecta z y w, se tiene:

W b
Zf f(z) d& = [f(z) d& = f(2) [dE = f(2) &{ Y'(t) dt = f(z) [v(b) - y(a)]
Y Y

\%Y% \%Y% \%Y%
Zf f(g) dE — f(z)*(w — z) Zf f(g) dg - Zf f(z) dg

f(z)[w — z]= 1= — = w_ =

w

[ (f®) - f(2)) dg

zZ

W — Z

Ahora, puesto que f es continua en z, existe 0 > 0 tal que Iw — zl < 6 = If(w) — f(z)!
< ¢y ademas B(z, 6) C Q. El camino entre z y w puede ser [z, w] puesto que [z, W]
C B(z, 6) C Q, entonces se tiene:

W
Zf (£(8) - f(2)) d&
1
b= W -z = Iw -zl SPw] lfm) - f(z) « w - 2z =

F(w) - F(z) _

< sup ]|f(n) —f(z)l e = lim . =f@)=F@n)VzEQ ¢

n€lz,w w—z

EJEMPILO 4.1.33:

SeanQ=C - {0},f: Q —> (E,f(z):%. Seay : [0, 2n] — Q, y(t) = peit,
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27

v(0) = p = y(2mw) = y es un curva cerrada clen@ y ff(E) dg = J p(lait ipeit dt =2 mi=
Y

0 = |f no tiene primitivaen € — {0} .

DEFINICION 4.1.34:

Un tridngulo A en una region Q, es el interior de la curva y : [0, 3] —— €2 dada por

2
r .
z, zl+t(z2—z1) si O=st=s
Z .
3oy =92, +(t=1) (z5-2,)) si 1sts2
\Z3+(t_2)(Z1_Z3) si 2=t=<3
donde Z1s 2y 2, estan en Q. Se tiene que y* = JA.

TEOREMA 4.1 TEOREMA DE CAUCHY- RSAT):

Sea Q@ C C abierto y sea f € H(Q). Entonces V A C Q se tiene que
f(g§) dg = 0.
Jf© de

DEMOSTRACION:

Sea A € Q, determinado por z Zy. Sea € >0 y consideremos los puntos me-

X
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Z,+2y 2, +2y Zy+ 2,
dios R I B de los lados del triangulo. Sea Al el triangulo determinado

z,+1z, 2, + 12, ‘ _ z, +1, Zy+ 2,
por z,,— 5%, 5 A2 el triangulo determinado por; 3 Zys 5 A3 el

Z,+ 2, zZ,+ 2z,
triangulo determinado por 5 Z AN

el triangulo determinado por

3’ 2 T4

Z.+z2, 72, +272, 72, +72
2 3 71 3 71 2 .
R R 5 Entonces:

J£f<§) dg = a{f@) dg + aizf@) dg + a{;@) dg + aif@) g (M

J1© dg| =

Se tiene que existe Al e {Al’Az’ A3,A4} tal que
aA
f(§) d&
A

1
1 ‘ 1@ ag

lo que es absurdo.

pues de lo contrario se obtendria de (*) que

Repetimos el proceso anterior ahora aplicado aA?C A tal que

f f(g) dg f f(g) dg Hf f(g) da‘
n+1

9>
Por induccidn se sigue que existe una sucesion {A } tal que A" C A" tal que
[1@) ag| =y [r@) ag|=, Jff(&)ol& .
gA™! *loan 4mt | o
Ahora si ponemos d(Ai) = sup {Iz -wllz, w €& Ai} se puede probar por
induccidn que d(An+1) d(A ) =

>7 >7

d(A) — (. Ademas, puesto que A" es

2n+1

127



Integracion

o0
compacto no vacio, se tiene que existe un inico punto z, tal que M A" = {ZO}, z, € Q.
n=1

Ahora puesto que f es holomorfa en Q, f es diferenciable en z. = existe ¢ : Q — (€

0
continua en z, talque Vz € Q

f2) = f(2) + (2 = 7) 9@ = (7)) + (2 = 25) 9(%)) + (2 — 7,) (cp(z) - cp(zo)).

Ahora, existe 0 > 0 tal que B<Z0’

d
i)Q Qy existe n) € N tal que V. n=zn,

d d
n | n | n . (C) _
A QB(ZO, E)QQ,entoncesz,z EA"=1z - z1=d(A") <2 <2)—6.

Por otro lado: ff(&) dg =
A"

Jreyaes [(5-2) o) e+ [(5-7) (96) - 9(7)) g
IA" oA" AT
(E B 20)2

Ahora f(zo) € es una primitiva de f(zo) y cp(zo) ——5 esum primitiva de

(E - Zo) (P(Zo) = j;f(lo) dg = L(E - Zo) (p(zo) dE =0 =
oA A
O () (40w st

Puesto que ¢ es continua, Eli_)n;() [cp(E) - cp(zo)] = 0, por lo tanto dado &€ > 0,

existe 0 < 61 = d tal que IE - zol < 61 = |cp(§) - cp(zo)l < 3[(18(A)]2 De lo anterior se

tiene:

<4"

‘Jgf@ dg [ (5-20) (o(2) -9 (2)) a5 =
A"

< 4" supafle = 2|+ [9(8) - o (7)l} -3 0(a") <

[tE) dg| = 4"
A"
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2
<4"ed(A") e e3ed(A") = [d(A )] '7 d(A)]
3 @y [ TN

Es decir tenemos V € >0, ‘5£f(§) dg | =&, lo que implica que Jgf(%) dg = 0.

4
El Teorema anterior tiene una generalizacion (la cual sera utilizada mas adelante).

TEOREMA 4.1.36 (TEOREMA DE CAUCHY- RSAT):

Sea Q C € abierto, f : Q —— € continua. Supongamos que f € H(Q - {ZO}),
z, € Q. Entonces V A C Q se tiene que Hgf@) dg = 0.

DEMOSTRACION:

Lo haremos en cuatro casos.

Primer Caso : z:_jﬁ_ A

En este caso el Teorema se sigue inmediatamente de 4.1.35 pues A C Q — {ZO}.

Segundo Caso : z,€s un vértice de A :
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En este caso A estd determinado por z y 2, Sea ¢ > 0 y escojamos

1 %o

z
W, € [Zl’ ZO], w, e [ZO, ZZ]. ! “2 De la figura se

tiene:

8{ f(§) dE = 6! f(§) d€ = 0 por el primer caso y entonces
1 3

Jgf@ de = {f@ dg + {Zf@ dg + {;@ de = {Zf@) dE.

€
w, de tal suerte que d(Az) <3MY

SeaM = su |f | < oo, Escojamos w
N ©) ] |

entonces:

Jgf(@ d%| = ‘a {;‘(&) dg

implica que J£ f(E) d& = 0.

3¢
sgé%%z |f(§)|-3-d(A2)<M-3 M = & lo que

Tercer Caso : z:_g 0A :

Sea A determinado por z z,y digamos que z, € [Zl’ 22]. Entonces de la

1 2

figura y el caso 2 obtenemos:

130



Capitulo 4

Jgf@) de = {f@) dg + {;@) dE=0+0=0.

Cuarto Caso : ZO_E A

Zy

z
3 Sea A determinado por Z15 2y Zy. De la figura y del

caso 2 obtenemos:

Jgf(g) de = a{f@) dE + aizf@ de + a{j@ dE=0+0+0=0.

TEOREMA 4.1.37 (TEOREMA DE AUCHY PARA ONJUNTOS
CONVEXOS):

Sea Q C € abierto convexo. Sea f continuaen Qy f € H(Q - {ZO}), z, € Q.

Entonces f tiene una primitiva en 2 y por lo tanto f f(§) d§ = 0, para toda curva cerrada y
Y

de clase C! por tramos en 2.

DEMOSTRACION:

Sea z, € Qy seaz € Q. Definimos F : Q —— € dada por

Z
Fz)= [f(g)dg = Zf f(g) de.
0

[%%]
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Sizy w & Q consideremos el triangulo determinado por z_, w, z. Puesto que €2 es

0’
w Z

z

0

convexo se tiene que A C Q.

Por el Teorema de Cauchy-Goursat, se tiene que:

w z Z
0=Jff<§)d§= [tE©) de + [fE) dE + [fE) dE =
A ZO W 4
\%% Z A\%Y%
[tE)ds - [fE)dg = [E) de.
Z0 Z Z

ff(&) dg - ff(&) dg — (w — z) f(2)

f(z )| 0 _

Ahora M
w W —Z

W
[feE) dg _ff(z) dg sup |f(n)—f(z)| w - 2zl =
Z Z

|W—Z|n

P lt(n) - f(2)| —> 0= F() = (). .

§ 2. Formula Integral de Cauchy.

Esta seccion es quiza la mas importante de toda la Variable Compleja, pues de ella

se deducen la mayoria de los resultados fundamentales.

DEFINICION 4.2.1:
Seay : [a, b] —— C una curva c! por tramos no necesariamente cerrada, y sea
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g : y* —— € una funciéon continua. Sea f : y* x ((II - y*) -— (€ dada por

g®)

f(E ) g(E) . Se define h : € —y* —— @ por h(z) = J : dg, la cual recibe el

Y
nombre de Integral del tipo de Cauchy 6 Integral de Cauchy.

TEOREMA 4.2.2:

Sea h(z) = J Eg(g) d& una integral del tipo de Cauchy. Entonces h € H((E - y*)

Y
: g®) a (8®)
h'(z) = d
y se tiene h'(z) J ( B )2 dE = J 9z (§ B z) €.
y Y
DEMOSTRACION:
h'(z) = lim h(x) : lzl(z). Sea € >0 y consideremos
1= [PV —h(z) - g® dE
Vo (-2’
Y
1 g€) g®) - g®
= dg - | =—d
[ [ ] [
Y Y Y

1 ((E-2)-(E-w) [ =®
‘w-zJ<z—w><e—z> B8 o8 J(—zfE

bt Y
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g(€) dg [ e® _ (5-2)- (g -w)
J(E—W)(%-z) J'(?g'—z)zwé J(E—W)(E—z)z g(€) dg
Y ; ;

—lw_z g(§) dg .
= | J(E—W)(E_Z)z
Y

)
Ahora existe & > 0 tal que B(Z, 6) C € —vy*. Elegimos w € B<z, i)’ es decir

) )
Iw—z|<§. Se tiene que para £ € v*, |[E -zl = & > §y|§—w| =

O 9O
|§—z+z—w|2|§—z|—|w—zl>6—§=§=> z.Entonces

se tendra que:

1 2
I<lw — zle— = sup |g(§)|'L=Iw — zle
5 & Eevy

%, donde L = longitud de la curva y M = sup |g(’§)|.

) gey

€ £ o>
Sea62= "ML =5 M L’ entonces si |W—ZI<62y|W—ZI<6 ,entonces [ < ¢
(o)

\ 5]

y h'(z) = giz dg. ¢
(& -2)

Y
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ROLARIO 4.2.3:

Sea h(z) = J ;(E)dg una integral del tipo de Cauchy. Entonces es h es
-z
Y
NP . . ” . (n) _ g(g)
infinitamente diferenciable en € — y* y se tiene h* ’(z) = n! 72 .+ 48, nEN.
(€-12)
Y

DE TRACION:

Ejercicio. ¢

BSERVACI 4.2.4:

Si tomamos g(§) =1 V E € y* en 4.2.2, y sea y una curva cerrada c! por tramos se

tendrd: h(z) = J #dﬁ y h™(z) = n! ﬁd% = 0 para n = 1 pues
-z (€ - 2)
! Y
S tiene primitiva, a saber, — 1
(E - Z)n+1 ’ — (*c:, _ Z)n'

TEOREMA 4.2.5:

Sea y una curva cerrada c! por tramos, h : € —y* —— @ por h(z) = j El dg.
-z

Y
Entonces h(z) es constante por componentes conexas de € — y*. Ademas h(z) = 2kmni, k €

Z. (k depende de la componente conexa) y h(z) = 0 en la componente no acotada de € — y*.
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DEMOSTRACION:

El hecho de que h es constante por componentes conexas es inmediato de 4.2.4,
pues h'(z) = 0.

Seay : [a, b] — C, y de clase c! por tramos tal que y(a) =y(b), h(z) = J : dg
-z
v
b S
= L)dt Fijemos z € € — y* y definimos ¢(s) = 140 dt, con ¢ : [a, b] — C.
v(®) -z Y(0) - 7
a d

Se tiene que @(a) =0, ¢(b) = h(z).
Y'(s)
Y(s) -z
las s donde y' existe. Sea ¢ : [a, b] —— @ dada por Y(s) = e_(p(s) (y(s) - z). Entonces

V s & [a, b] se tiene: ¢ '(s) = e_(p(s) [—(p'(s) (y(s)—z)+y'(s)] =

Ahora, por el Teorema Fundamental del Calculo, se tiene que @'(s) = para

e )| (Y')(S) (Y(S) _ z) +v'(s) =g P [— v'(s) + y'(s)] = 0. Esto implica que
Y(s) — z

Y es constante en cada subintervalo donde ' existe y esto implica a su vez que, puesto que
Y es continua, ) es constante en [a, b]. Por lo tanto:
(@) =p(b), con (@) =& ¥ (y(a) - z) = (y(b) - 2) =p(b) y v(@) = 1(b)
= ¢ W 2 00 0@ 0 D 00 N h(z)=2k mik € 2.
Sea U una componente conexa, entonces h\b(U) es conexo y h(U) C
{2knilk€ 2}=hz)=2kniparaalgink €2,V z€ U.
Finalmente, si z € V = componente conexa no acotada de € — y*. Entonces
ds < sup
E-z| el -4

hz)l=12 k 7 il = J e L, donde L = longitud de y.

Y
Puesto que y* es compacto, existe ME R* talque [El s MV E€y* = [g — 2] =
lzl - |El = 1zl =M V E € y*.
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Elijjamos z € V tal que |z| >2 L + M. Entonces se tiene:

1 L L 1 . 1
|h(Z)|S§Sé1$* |§ - z|.LS|Z|_M<2 L=§,esde01rl2knl<§yk6 2 =
k =0, lo que demuestra que h(z) =0V zE€ V. ¢

DEFINICION 4.2.6:

Sea y : [a, b] —— @ una curva cerrada de clase c! por tramos. Entonces

V z € € - y* definimos:

1 1
IndY(z):zniJ E_ngzkez.

Y

IndY(z) = Indice de la curva y_alrededor del punto z.

EJEMPILOS 4.2.7:

'Y*

(1) Seavy:[0,2n] — @, dada por y(t) = Zy+ P elt Seaze (€
1 1

tal que |z -z, | < p, entonces IndY(Z) = Indy(zo) = 5 J% o dg

Y

21 21 . )
'(t . 1t T
=% Mdt:% b2 dt—zl.c{idt=1.Ahora,sizE(II
T y(t) - z, u zy+ pe -z, T

es tal que |z — z0| >p, Indy(z) =0.
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»Y*
n vueltas
(2) Seay:[0,2n7] — C,nEN,y() =z, +pe'. SizeC
o TP

1 1

tal que |Z—Z0| < p, entonces IndY(z) = Indy(zo) = 5 JE—Z dg

0
Y
2nmw 2nmw _ 5
"(t . 1t ni
Spis Ldt:% LS dt=,L fidi=n. Ahora siz€C
™y - Z, ™ z, +pe’ -z, T

es tal que |z — zO| > p, Indy(z) =0.

Y*
(3) Seavy:[0,2n] — €, dada por y(t) = Z,+p et Seaz € C tal

1 1

que |z-z,| < p, entonces Indy(z) = Indy(zo) = 5 J% - dg

0
Y
21 271 . )
"(t s —1t T
- LPe dt=—21.({idt=—1.Ahora,si
Ty () - z, o zy+pe -z, u

zE€ Cestal que |z - Z0| >p, IndY(z) =0.

La curva en (2) es la misma que en un (1) pero da n - vueltas, y la curva de (3) es la

misma que la de (1) pero recorrida en sentido contrario.

OBSERVACION 4.2.8:

La interpretacion geométrica de IndY(z) es el nimero de vueltas que la curva y le da
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al punto z y cuyo sentido positivo es el contrario al movimiento de las manecillas del reloj.
Para ver esto consideremos y : [a, b] —— @ una curva cerrado de clase Cl. Se

dg

— Z

tiene que si z € € — y*, J =2kni, k€ 2Z, por lo que se tiene que la parte real de

Y
la integral vale O.
Sean y(t) = yl(t) +1i yz(t), Z =X+ 1Y, entonces:
b

o 98 J v (O + 17,0

Je-o (y](t)—x)+i(v2<t>—y)dt=
Y a
b

- 00,0 -y) + po(yo - x) .
=1

(1,0 -x)* + (1,0 -y)?

Se tiene que E -z = 0 V z € y*, entonces para cada t € [a, b] se tiene que g - z|2

2 2
= (Yl(t) - x) + (yz(t) - y) > 0, por lo cual (Yl(t) -x)=0ylo (yz(t) —y) = 0. Sea
[ti—l’ ti] un subintervalo de [a, b] tal que yl(t) - x=0Vte [ti—l’ ti]’ En este

subintervalo se tiene:
t.

i o 7O (vz(t) - y) )
vO-x  (y.(0)-x)> 1 T
I=i ! (1 ) dt=1 ArcTanYz(t)iy dt =
1 + | t
(Yl(t) - X) i-1
J
ti—l

=1

t.) — t. -
Arg Tan M— Arg Tan YZ(ll)yl =1 (62 - 61), donde

Vi(G) - X Yi(ty) — X
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t) Yo(ty) — Y
Tan (6 ) YZ( Tan ( ) 2( ]_1) .
? vi(4) - X Yi(ty) — X

Al dividir entre 2 i, se toma como unidad una vuelta que la curva y da alrededor

del punto z.

Es decir, IndY(z) nos da el nimero de vueltas que la curva le da al punto z y cuyo

sentido positivo es el contrario al movimiento de las manecillas del reloj

Ahora daremos uno de los resultados mas importantes en el analisis complejo.

TEOREMA 4.2.9 (TEOREMA DE CAUCHY PARA CONJUNTOS
CONVEXOS):

Sea © un abierto convexo, f € H(2) y v una curva cerrada C! en Q. Entonces

V z € Q — y* se tiene la igualdad:

f
Ind (2) f(z) = 2;1 J% © 4.

Y

DEMOSTRACION:

Sea z € Q — y* fijo. Sea g : Q& —— € dada por:
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f(§) - f(z) .
si & = z
g&=9 5-2
f'(z) si § =1z

Se tiene que g E H(Q — {z}) y que Ehm g) = limM = f'(z) = g(z), es
—7 VA

§_>Z E _
decir g es continua en z, entonces por el Teorema de Cauchy para conjuntos convexos se

tiene que g tiene primitiva. Por lo tanto:

f(g) - f f d
O=fg(§)d§= Md%: &d’g—f(z) 5 —
Y E - E -7 —Z
Y Y Y
1 f(§) 1 dg
2T“J - Zd&:f(z)zmj ., s, N
Y Y

Para apreciar la fortaleza del resultado anterior, basta decir que todos los resultados
que a continuacidn damos, son consecuencia (mas o menos directa) de este Teorema, y
todos ellos son importantes en si mismos (por ejemplo, el Teorema Fundamental del
Algebra).

OROLARIO 4.2.10 (FORMUILA INTEGRAL DE CAUCHY PARA
CONJUNTOS CONVEXOS):

Sea Q un abierto convexo, f € H(Q2) y y una curva cerrada C! en Q. Entonces

V z € Q — y* f es infinitamente diferenciable en z y se tiene:

Ind (2) gy = 2 J (O de .

27t (E _ Z)n+1
Y

DEMOSTRACION:
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: 1 f(%)
Se tiene IndY(z) f(z) = o J £ _

Y
El lado derecho de la igualdad es una integral del tipo Cauchy y por lo tanto

infinitamente diferenciable en U = componente conexa de z, entonces f(z) es infinitamente
diferenciable en U puesto que IndY(z) es constante en U y ademas:

Ind (2) fM(z) = 2:;1 J(féf@)“” dE. .
-z

Y
COROLARIO 4.2.11:

Sean fn : A € € —— C una sucesion de funciones holomorfas en A que convergen
uniformemente por compactos a f (es decir si K & A es compacto, entonces fn converge

uniformemente a f en K). Entonces f € H(A) y fr'1 converge uniformemente por compactos

af.
DEMOSTRACION:

Sea B(ZO, r) CA Seaz€E B<Z0’ ;) arbitrario y sea Y, la curva yr(t) =7z,+ reit,

Ost=2m. Setienefn(z)=m y sea h(z) =5 ,h& H(A). Sea

1 Jf (€) d§ 1 (fE) dE
E - 27 J _

Y Y,

r

e >0y sea n, € N talque V n = ng,, |fn(z) - f(z)] < % V z€&€ A. Entonces V n = n,,

8

|t ® - )| |l
|dg| = (2m) 2 <e,

1
<
|$§ _ Zl 27
Y

4 (2)

|fn(z) —h(z)| =

r
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f d
por lo tanto h(z) = f(z) € H(A) y ademas f = 1 J (2@% fi(z) = L J f(§) d§

| (-0 -9
1, Y
|t @) - )| lagl 2mr) 4
por lo que: [f' — f'(z)| = L 1 3 1 e (27r) = —8. Finalmente,
n IE _ Zl 23'[3 T\2 r
2

Y

puesto que cada compacto K € A se puede cubrir por un niimero finito de estas bolas, el

by

resultado se sigue. L4

EJEMPLOS 4.2.12:

2 2
COS WZ + sen Tz

z-Dz-2) 4%

(1) Sea vy :[0,2n] — C,y(t) =3 eit. Calculemos I = J
Y

Se tiene que IndY(l) = Indy(2) = IndY(O) =

Ademas:
! A B (A+B)z-(2A+B)

(Z—l)(Z—Z):Z_1+Z_2: (z-1)(z-2) ,porlotanto

A+B=0

-2A-B =1
Seaf: T — C, f(z) = cos z” + sen nzz, f € H(T). Entonces

}:>A:—B:>2B—B:1:>B =1, A=-1.
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I= J_Effgidg + J ;(_E)zd% = 2mi Indy(l) (- f(1)) + 2mi IndY(Z) f(2)) =
Y Y
=2mi[-cosm—sen T + cos 4 + sen 4mw]=2mi (1 -0 + 1 + 0):.

. 2z
(2) Seay: [0, 2n] — (I:,y(t)=2elt.SeaI= © 4dz. Sif: ¢ — C,
(z + 1)
Y
A
1 1 »
1 2
f(z) = €%, se tiene que f € H(CT), Ind (- 1) =
Ind (0)=1,1= ZI‘,llndy(— DA y=7 1o {87V} = St
: 3e

COROLARIO 4.2.13:

Sea Q C (€ abierto y f € H(Q). Entonces f es infinitamente diferenciable.
DEMOSTRACION:

(&
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0
Sea z € Q, entonces existe 8 > 0 tal que z € B(z, §> c B(z, 6) c Q.

Ahora B(z, 6) es convexay f € H(B(z, 6)) Ademas v : [0, 2] — B(z, 6), dada

t

6 .
por y(t) =z + 5 e'l es una curva cerrada C! en B(z, 6) y IndY(Z) = 1, por lo tanto

f(z) = ﬁ J ;(%)Z de = f(z) = zn—n'l J'(Ef@z))m d€ y en particular f es infinitamente

v Y

diferenciable en Q. ¢

COROLARIO 4.2.14:

Sea Q C € abierto y sea z, € Q. Sean p, p' > 0 tales que B(ZO’ p) y B(ZO, p')
C Q. Sean yp(t) =2z,+p eit.y yp'(t) =z,+ p' eit, 0 =t < 2m. Entonces, se tiene

f(n)(z) _ nl f€)d§  _ n! f(§) d§ .
0 27 J(E B ZO)n+1 2l J(g B ZO)n+1

Yp Yp|

DEMOSTRACION:

Se sigue inmediatamente de 4.2.13. L 4

COROLARIO 4.2.15 (DESIGUALDADES DE CAUCHY):

Sea Q C € abierto y f € H(Q), p > 0 tal que f(zo,p> C Q. Sea M(p) =

sup |f(?§,)|, donde y :[0,2x] —— Qestadadapory (t)=z +p eit. Entonces:
EEY} P o0

‘ f(n)n(!zo)

MOy e N

n

P
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DEMOSTRACION:

Se tiene que |§ - zol =pVEE y;, entonces:

f(n)(zo)

11 f(§) dg 1 1 _ 2mpM(p)
n! | T |2# J(E ., )n+1 = e - 2 [ * 5 M(P) * 2mp = o™ oy
0 0
T
M(p)
=— ¢
p

Anteriormente habfamos visto que A(Q) € H(S2), ahora puesto que ya se ha
demostrado que si f € H(Q2), entonces f es infinitamente diferenciable, basta ver que la
serie de Taylor de f en cada punto z, € Q converge a f en una vecindad de z,, para probar

que H(Q) € A(Q), y esto es precisamente el contenido del siguiente Teorema.

TEOREMA 4.2.16:

Sea Q C (€ abierto y sea f € H(Q2), entonces f € A(Q).
DEMOSTRACION:

Sea z, € Qy elijjamos p >0 tal que B(z, p) C Q. Se tiene que f es infinitamente

()
o 0 1 [ f(®de _ it
diferenciable en 2,y " q =a = 54 J(‘g _, )n+1 , donde yp(t) =z,+pe
0
Yp
f
cont € [0, 2rt]. Ademas f(z) =% J' (8) d8 Vze B(ZO, p).
-z
0
Yp
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00

La serie de Taylor de f alrededor de z, es Z (z -z ) .

Sea sn(z) = Z ak(z - zo)k, conzE B(ZO, p). Se tiene:

I=|f(z) - sn(z)| =

1 (f®dE 1§ f(g) dg
27 E - z, 27 J(z _ )k+1
YP
z—z)
£(E) 0 d
4 f(E 2 (E—z)kH S
1 Z = 7zg\k
O] P ’%—202 (E_ZO) L ag
[ 1(;_Z0)n+1-
1 1 %
f . de | =
Ol e,y |
I -7y |
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7 — 7 \n+l1
E-z 7Z — 7 \n+1
_ 1 fey | L - 0 de :217[ Jf(?é)( 0) de|.

231: % -7 % -7z E — 7 % —ZO
Yo v
5
— —_ = * =
Ahora,zEB(zO, p), |z —zy|<py 13 z, pVEEypz E—ZO

a<l,g€E y;';. Puesto que z & y; y y:; es cerrado por ser compacto se tiene que existe

d >0 tal que B(Z, 6) - (Yz)c’ es decir [zl =8 V EE yz.

SeaM = Esup* |f(§)|, entonces se tiene:
S

o
f 7z — 7. |n+l n+1
Is% sup el . 0 .znpspMoc - OVzEB(z,p)(puesOs
Toeersle - 2 (8-, § 0o 0
o0
a<l)=f(z) = Z a (z- zo)“ =fEAQ). ¢
n=

COROLARIO 4.2.17:

Sea Q C € abierto. Entonces H(Q) = A(Q).

DEMOSTRACION.:
Inmediata de 4.2.16. L 2
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COROLARIO 4.2.18:

Sea Q C @ abierto y sea f € H(Q). Sea p >0 tal que B(ZO’ p) C Q. Entonces si
el radio de convergencia de la serie de Taylor de f alrededor de z, es R, se tiene R = p.
DEMOSTRACION:

Sea p > 0 tal que B\b(zo, p) € Q. Elijamos 0 < p' < p cualquiera, entonces
B(ZO, p') C Q. Aplicando las desigualdades de Cauchy, se tiene:

()

n!

|an| (p ) , donde M(p )— sup |f(§)| y y (1) = z, + p'e ” ,0=t=<2m.

( ) EEY'

Por lo tanto:

- B
M?laﬂl:lsﬁm(p) LesdeCH'R>pVO<p<p:R>p
n—co

¢

El siguiente resultado es el inverso al Teorema de Cauchy-Goursat (4.1.35).

TEOREMA 4.2.19 (MORERA):

Sea Q C @ abierto y sea f : Q —— @ continua tal que para todo A C Q,
Jg f(E) d€ = 0. Entonces f € H(Q).

DE TRACI
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Sea p >0 tal que B(ZO, p) C Q. SeazE B(ZO, p). Puesto que B(ZO, p) es

convexa, [z, 7] CB( Z,. p) Sea F: B( Z,. p) —— (€ dada por F(z) = ff(g) dE.
Z,Z
Queremos ver que F'(z) =f(z) V z € B(ZO, p). Para ésto, sea w € B(ZO, p),

entonces el tridngulo A determinado por Zy» ZY W esta contenido en B(ZO, p) por

N/

convexidad, y

Z w ZO
_ J[f(g) de = [f(&) dg + [f(&) d& + [f(E) dE
A 2, z w

Z
2
donde por notacion [ f(g) d& =  [f(&) dE. Entonces f f(E) dE — f f(g) dE =
4 [21°%,]
w
[ ) de.
Z
Ahora estimemos:
|F(‘ZV)_F(Z)—f( | = ‘ff(%) dt - ff(&) 4§ - (w - 2) £(2)

< mg S[l%p |f(§) —f(2)w-2z=

ff(&) dg - ff(z) dg

= P li(&) - t()] ~— o.
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Lo anterior prueba que lim F(w) - F(z)

w—z W —Z

= f(z) = F'(z), ésto es, F'(z) = f(2)
Vze B(ZO, p) yFe& H(B(ZO, p)), por lo tanto F es infinitamente diferenciable =
F'(z) =f'(z) = f & H(B(ZO, p)) y puesto que z, € Q es arbitrario = f € H(Q).

¢

El siguiente Teorema nos dice que las funciones holomorfas en una region estan
completamente determinadas por un conjunto numerable de puntos con un punto de

acumulacion en la regidon, con mas precision:

TEOREMA 4.2.20 (TEOREMA DE UNICIDAD O DE IDENTIDAD):

Sea Q C € region, fEH(Q). Sea AC Qtalque ANQL=Dyf(z)=0V zE A.
Entonces f(z) =0V z € Q.

DEMOSTRACION:

SeazOEA'ﬁstea{zn}oo QAﬂQtalquezII#zOVnENy limzn=z

n=1 n—o 0

(00]
Sea d > 0 tal que B(ZO, 6) C Qyseaf(z) = 2 an(z - zo)n Vze B(ZO, 6).
n=

Afirmamos que a = 0V ne N U {0}. Esto lo demostraremos por induccion.
Paran =0, a, = f(ZO) = mhgloof z )= mhinoo 0=0.

Supongamos que a,=a,=..=a = 0. Demostraremos que a . = 0.

Se tiene que:
0 0 0
k—n-1

k k n+1
f(z) = Zﬂ ak(z - ZO) = k=Enﬂak(z - ZO) = (z - ZO) * k=Enﬂak(z — ZO) =
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00
1 k
= (220" X S (2= 70)"

Entonces V z = Zy 2 - B(ZO, 6), se tiene:

0
f(Z))n+1 - ; ak+n+1(Z B ZO)k =82y g(ZO) = et Entonces

(z -z,

a =g(z.)= lim g(z —lim—f(zm)

w1 = 8(%) = lim g(2,) = mo(z - ZO)n+1
m

Hemos probado que a_=0 Vne N U {0}, es decir f(n)(zo) =0VneN U {0}.

=0, por lo tanto a .= 0.

sem A ={z€ i) =0} =( £™) " (10}) ¥ n € N U {0}. Puesto

que f es continua, se tiene que An es cerrado en Q2. Ahora sea
0.¢]
B=NA={z€ @iz =0V neN U {0} }.
n=1 D
Por lo anterior B es cerrado en Q y B = @ pues z, € B.

£ (w)
n!

Ahora sea w € B, entonces existe 0 > 0 tal que f(z) = 2 (z — w)"

V z€B(w, ). Por hiptesis ™ (w) =0 Vn€ N U {0} = f{Y(z) =0V nE N U {0}
yvVze B(w, 6) = B(W, 6) C B, es decir B es abierto y por tanto B es abierto en Q.

Resumiendo, B = @, B es abierto y cerrado en Q y Q es conexo = B = Q, es
decir, f(z) =0V z € Q. ¢

COROLARIO 4.2.21:

Sea Q C € region y sea A C Q tal que A' N Q = @. Sean f, g € H(Q) tales que
f(z) = g(z) V z € A. Entonces f(z) = g(z) V z € Q.

DEMOSTRACION:
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Se sigue inmediatamente al aplicar el Teorema anterior a la funcion h: Q — (€
dada por h(z) = f(z) — g(z). 2

DEFINICION 4.2.22:

Si f € H(T), es decir si f es holomorfa en todo el plano complejo, entonces f se

llama entera.

PROPOSICION 4.2.23:

0
Sea fenteray sea f(z) = 2 an(z -z O)H el desarrollo de f en serie de potencias de
n=

f alrededor de Z,: Entonces el radio de convergencia de esta serie es © y ademas f(z) =

o0

HZG an(z - ZO)HVZE(E.

DEMOSTRACION:

Sea p > 0 arbitrario. Se tiene B(zo, p) C (€. Sea M(p) = sup |f(§)|, donde
E&Y§

Yp(t) =z,+p et 0<t=2m

ROPS M
r€! ) y por las desigualdades de Cauchy: |a | < (f)

p

Se tiene que a =

. . . . . 1 —
Entonces, si R es el radio de convergencia de la serie, se tiene R~ Iim |an| <
n—oo
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1

Esdecir,ﬁs Vp>0=RzpVp>0=R=n0o ¢

1
p

El siguiente Teorema nos caracteriza las funciones enteras y acotadas.
TEOREMA 4.2.24 (LI ILLE):

Sea f entera y acotada, es decir existe M >0 tal que If(z)l = M V z € C. Entonces f

€s constante.

DEMOSTRACION:

00

Sea f(z) = Z an(z — zo)n, conz, € € y R = w es el radio de convergencia de la
n=

serie.
M
Se tiene Vne N U {0}, |a | = (P) < M, donde M(p) = sup 53] y
n n n EEY*
P p P
Yp(t) = Z,+p ", 0 <t =<2 Entonces V n = 1, se tiene |an| < hmMn = 0, por lo que
p—>OOp
f(z) = a, YV z € €, es decir, f es constante.  J

TEOREMA 4.2.25 (TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA):

Sea p(z) € €[z] un polinomio con coeficientes complejos de grado = 1, es decir,

p(z) no es constante. Entonces p(z) tiene por lo menos una raiz en C.

DEMOSTRACION:
Supongamos que existe un polinomio p(z) = anzn + an_lzn_1 +...+a, € C[z] tal
quean¢0,n21yp(z)¢OVzE(II.
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Definamos g : € —— € por g(z) = p(lz) Se tiene que g € H(T), es decir, g es

az a 1zn_1 az a,
entera. Se tiene que lim r12 =oyque lim |1+ ™=+ ... + + =
lzl—=c0 lzl—=c0 az" az" az"
n n n
n n-1
- laz a .z az a,
1. SeaR >0 tal que lim 112 >1VizZlzRy [+ *=——+ ... + + >
Izl—>o0 az" az" az"
n n n

%V Izl = R, por lo tanto V Iz = R se tiene que Ip(2)

n-1
|1+ net” + + 4 + % =2 I 1, lo que implica que Ig(z)| = .
anZn e anZn anZn 277 p(2)|

n
|az
n

<1V lzl=R. Ahora B0, R) = {z € C |zl < R} es compacto y puesto que g es
continua, g(' B(0, R) ) es compacto y por lo tanto acotado. Sea M > 0 tal que
lg(z) =MV z& B(0, R) . Entonces Ig(z)| =M + 1V z& C, por lo tanto g es entera y

acotada, y como consecuencia, constante, lo que implica que p(z) es constante, pero esto
contradice nuestras hipotesis. Entonces, existe z, € C tal que p(zo) =0. L4

ROLARIO 4.2.26:

Sea p(z) € C[z] un polinomio con coeficientes complejos. Entonces todas las raices

de p(z) estan en €, es decir, € es algebraicamente cerrado.

DE TRACION:

Lo haremos por induccion en n = grado de p(z).

Sin =0, p(z) es constante y no hay nada que probar.

Sin =1, entonces éste es el Teorema Fundamental del algebra.

Supongamos valido el resultado para n = k = 1. Ahora sea n = k + 1, entonces
existe 2, € T tal que p(zo) = (z -z 0) g(z) con g(z) un polinomio de grado k y las raices

de p(z) son zZ,y las raices de g(z) y todas ellas estan en C. L4
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CAPITULO 5.
INTEGRAL DE CAUCHY

§ 1. Teoremas del Mapeo Abierto, del Médulo Maximo y de Cauchy.

En esta seccidn, establecemos el Teorema Integral de Cauchy y algunas de sus

aplicaciones.

TEOREMA 5.1.1 (F 1 INVERSA):

Sea Q una region en € y sean ¢ € H(Q), z, € Q tal que cp'(zo) = 0. Entonces Q2

contiene una vecindad V de z, tal que:

(1) @esl-lenV.
(2)  @(V)=W es abierto.
3) Siy: W ——V esta definido por lp(cp(z)) = z, entonces P € H(W).

Es decir, ¢ tiene una inversa holomorfa.

DEMOSTRACION:

Por célculo de varias variables, sabemos que @ tiene una inversa real diferenciable,

satisfaciendo (1), (2) y (3). Solo basta verificar que 1 satisface las condiciones de Cauchy-

Ri Ahora si 11 _0e dp, 9, dp,  dp, dp, I, Ip,
iemann. Ahora si llamamos o =5 = = gy P =3y = ox YY= a5 3y ~ ox - oy
) WM, o
= 0, puesto que P = @ 1, se tiene queaxl:ayzzyayl:—xzzﬁ, lo que
Y Y
demuestra que 1 es complejo diferenciable. L4

TEOREMA 5.1.2:
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Sea Q un region, f € H(Q2), f no constante. Sea z, eEQ,y Wy = f(zo). Sea m el
orden del cero de z, de la funcién f — W Entonces existe una vecindad V de Z V CQtal
que existe @ € H(V) tal que:

(@) f(z)= Wyt [cp(z)] m paratodaz € V.
(b) @' no tiene ceros en V y @ es una funcion invertible de V sobre un disco
B(, ).

DEMOSTRACION:

Sea B(ZO, 6) C Q tal que f(z) = W, Vze B(ZO, 6) - {ZO}. Entonces podemos
escribir f(z) — W, = (z - zo)m g(z) tal que g € H(B(ZO, 6)) que no tiene ceros en
B(z 0’ 6). Entonces i - H(B(z 0’ 6)) Por la demostracion del Teorema de Morera,
existe h, € H(B(ZO, 6)) tal que b :i. Ahora (g e_hl)' = e_hl(g' -g hi) = 0, por

lo tanto existe una constante A tal que A =0y g(z) = A e =¢h

h(z)

,con h=(log A) hl’ Si

definimos @(z) = (z -z 0) e™ entonces obtenemos (a).

La parte (b) se sigue inmediatamente de 5.1.1. L 4

COROLARIO 5.1.3 (MAPEO ABIERTO):

Si f € H(Q), con Q abierto, entonces 0 f es constante 6 f(£2) es abierto.

DEMOSTRACION:

Si f no es constante, con la notaciones de 5.1.2, tendremos que
f(V) = W, + B(O, rn), el cual es abierto. ¢
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COROLARIO 5.1.4 (PRINCIPIO DEL MODULO MAXIMO):

Sea Q C € abierto y conexo. Sea f € H(Q). Si existe z, € Q con |f(Z0)| = If(z)l

Y z € Q = f es constante.

DEMOSTRACION:

Si f no fuese constante, entonces f(£2) seria abierto, por lo quef(zo) € f(Q) no

puede tener modulo maximo, lo cual contradice las hipdtesis. ¢

DEFINICION 5.1.5:

Sean Yor V1 [0, 1] — Q C € dos curvas cerradas. Se dice que Y,-es homotopica

ay en Q si existe una funcidon continua I' : [0, 1] x [0, 1] —— Q tal que

s =1

IA

{r<s,0>=v0<s> y TG D=y(s) 0
*)

T, t)=T(1,t) 0s<stsl

Geométricamente Yo Y Y, Son homotopicas cuando podemos deformar Yo €N Y, de

manera continua.

TEOREMA 5.1 TEOREMA DE CAUCHY):
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Sea Q una region y sean Yo' ¥y homotopicas cerradas. Entonces si f € H(Q), se

tiene [f(€) dg = [f(€) dE.
Yo 8

DEMOSTRACION:

SeaTl : I2 —— Q como en (¥*), [ =[O0, 1]. 12 es compacto, por lo tanto F(Iz) es
compacto. Sea r = dist (F(Iz) T - Q) > 0. Ademz’ls puesto que I' es uniformemente

continua, existe n € N tal que (s — s') +(t — t') < |F(s t) — I'(s', t')| <T.
n’
F(I
(k+D/n | /—\\
kn|
[ ]
[ ]
j/m  (G+D/n
Sean z F(J k) yl = [J, JH] X [k, k+1] Puesto que el diametro de 1., es v2
jk |n° n n’ n jk n

= F(Ijk) C B(ij’ r). Sea ij el poligono cerrado [Zj,k’ Zj+1,k’zj+1,k+1’Zj,k+1’Zj,k]' Se

tiene que P[ f(§) d§ = 0 puesto ij es convexo.

j
Pj%\, %,0 ZQ 0
%0 Z
Yo
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Sea Qk el poligono cerrado [z iz k]’ k=0,...,n Si Oj significa el

0, Kz 1,k’

segmento de Yo comprendido entre yO<J> y YO<J 1) Entonces Oj + [Zj+1,0’ Zj,O] es una

curva cerrada contenida en B(Zj,o’ r) = ff(g) de = - ff(?;) dt =
o, %41,0°%.,0
Jt©) de.
%,0°%+1.0

Sumando estas n integrales se tiene ff(E) dg = ff(fg) dg = (if(?;) dg.
E l' o.
- J

Similarmente ff(%) dE = (Jf(%) d§. Puesto que Pff(E) dg = 0, se sigue que
1 n ik

f(8) dE = | (&) d& — f(§) dE = 0, lo tant f(E) d& = f(E) d
PJ{((E)E C{(E)E Qf(&)& poroano(fk@& Qf(%)z

k+1 k+1

- f f(g) dg = Jof@da- if@ dg = [f(®) dg. ¢
¥

DEFINICION 5.1.7:
Una region Q € € se llama simplemente conexo si toda curva cerrada en Q, es

homotopica a un punto.
TEOREMA 5.1.8:

Si € es simplemente conexo, f € H(€2), entonces f tiene primitiva.

DEMOSTRACION:
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Sea z, € Qy sea Y, cualquier camino entre z,y z,conz € Q arbitrario. Definimos

F(z) = f f(§) d&. Si w_ es otro camino que une z
Y

conz,y —_ es un camino cerrado,
0 z z

VA
por lo tanto Y, ~ {ZO}, esto implica que f f(E) d§ = ff(E) d€, es decir F(z) esta

w
zZ zZ

bien definida.
Ahora probemos que F'(z) = f(z) para z € Q. Se tiene:

F(w) - F(Z)
W j—

-fz) =3,
Y Y

w z

, { [t dg - [ @) dE}—f(z)

Ahora si w esta suficientemente cerca de z, se tiene que [w, z] € Qy f f(z) d&

b

= (w —1z) f(z), por lo tanto

F(w) - F(Z)
F——

~f@)= { ff(&) dg - ff(z)da}

{[Z,fw 5 f(8) - £(2)) da}

sup [f®) - f@)lw - 21 — 0.

- |W -zl EE[Z,W] w — Z

. |F<w> - F(2)
W — Z

—f<>|

Por lo tanto |F'(z) = f(z2)|.
COROLARIO 5.1.9:

Si Q es simplemente conexo y f € H(€2) no tiene ceros en €2, entonces existe
h € H(Q) tal que f =™,

DEMOSTRACION:
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%E H(Q), por lo tanto £ = h1 para alglin h € H(Q). Por lo tanto (e 1 f) =
e_hl (f' — hl't) = 0, por lo cual existe una constante A = 0, tal que f(z) = Ae 12
e(lnA)hl(z) _ eh(z). ¢

TEOREMA 5.1.10 (TEOREMA INTEGRAL DE CAUCHY):

Sea f € H(Q2) y sea y cualquier curva cerrada homotdpica a cero en 2. Entonces

nd () £ n! f(€) dE
n (Z) (z) = 2mi J(E _ Z)n+1
Y
para toda z & y*.
DEMOSTRACION:
. 1 (f(&) - f(z) 1 (f(§) dE
Por 5.1.6 se tiene que 0 J e, dE=0= 0 J—z - IndY(z) f(z).
Y Y
f
Ahora fMlnd (z) = 2%51 JW(?Z [E—lw_giz dg =
Y
1 f(€) dg 1 f(€) d§ .
0 J(% - z) (E - z) =", o J(E—Z)Z = IndY(z) f'(z). Esto es lo que se

Y
quiere probar para el cason = 1.
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Supongamos que para m € N, se tiene Indy(z) f(m)(z) =i e _ Z)m+1-

m! f(§) d&
[

Y

Entonces

(m) (m)
f7(w) —77(2) IndY(Z)zm!Jf@) [( 1 ~ 1 ]d&:

W — Z 2mi |w -z E_W)m+1 (E_Z)m+1

Y

f(E) (w - 2) [2 (g -2)™" (e - w)kJ
m! =0 de

2mi (W - z) ((g - w) (& - Z))m+1 W=z
Y

m! (f(&) (m+ 1) (g - 2)™ (m+1)! f(E)
ﬁ J (E _ Z)2m+2 d% — m23'[j1 J (E - Z)m+2 d% ¢

Y Y

Terminamos este seccion probando lo que se conoce como el Principio de Simetria
0 Principio de Reflexion de Schwarz.

Primero notemos que se € es una region, y definimos Q* =

{z ecC| ze Q}, entonces si f(z) es holomorfa en Q, f*(z) = f(;) es holomorfa

en *. Para verificar esto se pueden aplicar las ecuaciones de Cauchy-Riemann notando

que si f(z) = u(z) + 1 v(z), entonces f*(x, y) =u(x,—y) —1 v(x, — y).

TEOREMA 5.1.11 (PRINCIPIO DE SIMETRIA O PRINCIPIO DE
REFLEXION DE SCHWARZ):

Sea Q" una region en H' y Ltal que @ = L C 9Q" N R. Sea Q =
{z ec| ze Q+} = reflexion de Q" a través de R. Sea f € H(Q+), f continua en
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f(z) , zeEQTUL
€S

Q" UL tal que f(x) € R V x € L. Entonces F(z) =

holomorfaen W=Q " ULUQ yF

o+ =t

DEMOSTRACION:

f(;) es holomorfaen Q ysiz=x

EL, f(?) = f(x), por lo que F es continua en W. Para probar que F € H(W) basta
probar que Jg F(E) dE = 0 para todo tridngulo AC W. SiAC Q" 6 A C Q" el resultado es

inmediato por el Teorema de Cauchy para conjuntos convexos. Supongamos pues que A no

esta contenido ni en Q ni en Q7.
Entonces sean Al’ Az, A3 como se muestra en la figura, Al C QF, A2 cQ, A3 un

cuadrilatero con los lados L. Y L2 paralelos.
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Entonces:

Jgp@ de = {IF@) dg + {ZF@) dg + {31:@ de=0+0+ {31?(&) dg

=L[1F@ d§+E£F(§) d§+Lf3F(E) d§+E£F<§> dE.

Ll
et

b
L
2 Ahora si la longitud de L3 yL 4 Seva

a 0, entonces puesto que F es uniformemente continua en A, se tiene
fF(E) dg + fF(E) d€ ~——=7 ©-
L, L, 3774

Finalmente por continuidad uniforme de F, es claro que Lf F(E) dg e
1 172

- IL[ F(§) dg, lo que muestra que H£ F(§) d§ = 0 probando el Teorema. ¢
2

§ 2.Singularidades y Residuos:

DEFINICION 5.2.1:

Una funcion f se dice que tiene una singularidad aislada en un punto z = a si existe
R >0 tal que f € H(B(a, R) — {a}). arecibe el nombre de singularidad aislada de f.

DEFINICION 5.2.2:
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Si a es una singularidad removible de f, a se llama removible si existe g € H(B(a, R))

tal que g(z) = f(z) para z = a.
TEOREMA 5.2.3:

f tiene una singularidad aisladaenz=a < lim (z-a) f(z) =0.
Z—a

DEMOSTRACION:

=) Sea g(z) como en 5.2.2, entonces lim (z — a) g(z) = 0 » g(a) = 0 =
lim (z—a) f(z) = 0. e

(z-a)f(z) , z=a

<) Seag(Z)={0

,Z=a

Entonces g € H(B(a, R) — {a}) y continua en B(a, R). Ademas se tiene Jg g(&) d§

=0V tridngulo A C Q = g € H(B(a, R)). Ahora, puesto que g(a) = 0, se tiene
g(z)=(z-a)h(z),h€H(B(a, R)) = h(z) =f(z) VO < Iz — al<R. L 2
DEFINICION 5.2.4:

Sea a una singularidad aislada de f. Entonces a se llama de polo de f si lim If(z)l = oo.
Z—a

Si a es una singularidad aislada de f que no es ni polo ni singularidad removible,

entonces a se llama singularidad esencial de f.
PROPOSICI 5.2.5:

Un punto a es un polo de f < existe una funcidon analitica g en B(a, R) tal que

f(z) = L)m y g(a) = 0. En este caso m recibe el nombre de orden del polo de f en a.
(z —a)

DEMOSTRACION:
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<) Esclaro.

=) Por 5.2.3, f(lz) tiene una singularidad removible en z = a, por lo tanto

L =(z-2a)" h(z) con h(z) = 0 para todo z € B(a,R) = f(z) = %,
f(z) (z—a)"

g(z) = h(lz) ¢

OBSERVACION 5.2.6:

Q0
Si a es polo de f, se tiene que f(z) = L)m = E a (z - a)n. Entonces:
(z —a) =m "

a a
—m -1

7(Z_a)m+...+(z_a)

se llama la parte singular 6 principal de f en a.

TEQREMA 5.2.7 (DESARROLLO EN SERIES DE LAURENT):
Sea Q un anillo, es decir, Q = {z €CIR <lz-al< RZ}. Si f € H(Q),

entonces f(z) = E an(z — a)", donde a_=

= ———— n€E Z,yYy es cualquier

1 f(€) d§
(§ _ a)n+l’

n=—=o

Y
circulo con centro a y radio r tal que R1 <r< RZ. Ademas la serie converge uniformemente

en el anillo cerrado {z e |r1 < |z — al = r2} coan <r1 <r2<R2.
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DE TRACION:

Sean Y, los circulos Iz — al = r, i=1,2con R1 <r <r,< R2. Entonces Yy~ Yy

por lo que fg(‘g‘) dg = fg(E) dE para cualquier funcidon holomorfa en Q. Esto
7 1)

demuestra que las a_ no dependen de r. Sea r <lz —al <r, y sea fz(z) =

1 2
1 Jf(E) dg 1 Jf@ dE.

27

o Entonces f2 e H(B(a, Rz)) y

f (2) = —
§—z’ I(Z) E -z
Ty 8

f1 € H ( {ZE C |R1 < Iz—al}). Ahora bien, se tiene que fz(z)

00 n)
=Zan(z — a)" con allzf(lfa):zlj_Ci J(;(‘E):)%HparanENU{O}.

)

. 1 1 .
Ahora consideremos w = — 0 < Iwl < R_ - entonces definimos g(w) por
1

gw) =1f,(2) = f1<a + V1V> S H(B(O, RI> - {0}). Se tiene
1
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f(§) d d
ol= -2 [ | = oha | [(5,] == 0

E -1z E -1z z—= >

8 ¥y

por lo que w = 0 es una singularidad removible de g y se tiene g(0) = 0 (o de dicho de otra
forma z = % es una singularidad removible de fl(z)).

00
Por lo anterior g(w) = 2 ann. Entonces se tendra que
n=
0

f ()= g(z 1 a) = ; B (z — a) . Adems

1 1 f(§) dg w f(§) dg
=1 — ) =—5— —_— = — =
g(w) 1(a+w> 2mi E_a_% ZmJI—W(E—a)
181
T
:% Jf(g) (Z WH(E _ a)n) dE — {21751 ff(g) (E _ a)n—l dE} Wn.
- Y
Yl - 1
| f(€) dg
Esto demuestra que B =50 J VEERENEYST
" (& -a)
51

Finalmente, sea A cualquier segmento de linea que una Y, cony,. Entonces

A+ Vo=V~ A es una curva cerrada en €2 homotopica a 0, por lo que
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1 f(§) d& _ 1 f(§) d& 1 f(€) d&
W [T [ [ TR e -
MvyY Y, '
E an(z - zo)n por lo tanto a = %m J (;@(;%H ne 2|
=00 — a
Y

La convergencia uniforme en {z e |r1 <lz-al=< r2} se sigue de la

convergencia uniforme de las series de fl(Z) en {z e | r, s lz — al} y de fz(z) en

{z€¢|lz—alsr2}. L 2

DEFINICION 5.2.8:

0 -
. n n
En la serie de Laurent z an(z - ZO) , a E an(z - ZO) se llama la parte

n==x n=—0
00

singular 0 principal de la serie, y a 2 an(z -z O)H se le llama la parte regular de la serie.
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TEOREMA 5.2.9:

00

Sea a una singularidad aislada de f'y sea f(z) = E an(z -z 0)“ su desarrollo en

serie de Laurent para O < Iz — al < R. Entonces
(1) aesremovible < a = OVn=-1.

(2) aesunpolodeordenm@a_m¢0yan:OVns—(m+1).

(3)  aesuna singularidad esencial < a = 0 para una infinidad de indices n < 0.
DEMOSTRACION:
Ejercicio. ¢

TEOREMA 5.2.10 (CASORATI-WEIERSTRASS):

Si una funcidon f tiene una singularidad esencial en z = a, entonces

f(B(a, 8) - {a}) =C.

DEMOSTRACION:

Sea f € H(B(a, 6) - {a}). Supongamos que f(B(a, 6) - {a}) = T,
entonces existen ¢ € € y € > 0 tales que B(c, s) N f(B(a, 6) - {a}) = @, lo cual
implica que tenemos If(z) — clze V z € B(a, 6) — {a}.

Sea g(z) = f(z)l—ce H(B(a, 6)) = f(z) = g(lz) + c. Sigla) =0=

lim If(z)| = o, por lo que a seria un polo. Si g(a) = 0, entonces existe 0' < 0 tal que
Z—a

gz)=0VzeE B(a, 6') => a seria singularidad removible, lo cual contradice las hipdtesis.

¢
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DEFINICION 5.2.11:

00

Si a es un singularidad aislada de f y si f(z) = E an(z —a)" en B(a, 6).

n=—00

Entonces se define el residuo de f en a por: Res (f, a) =a_

x
TEOREMA 5.2.12 (TEOREMA DE LOS RESIDUOS):

Sea f analitica en € con excepcidon de un niimero finito de singularidades aisladas

A, e, A Si y es cualquier camino cerrado en Q que no pasa por ninglin A, e,y si
Y ~ 0 en €2, entonces

1
mef@ dg = kgllndy(ak) Res (f, a,).

DEMOSTRACION:

Sean Ql’ v Qn las partes principales de f en los puntos a »a , entonces

-
g = f - (Q+..+Q)€ H(Q), por lo que [g(§) d§ =0 =
Y

St de - [o® .
v Y

Finalmente se tiene que fQi(E) dg = \ far(li) (z - ai)n dz, todas las
Y Y

integrales son cero excepto para n = — 1, por lo tanto f Qi(’g) dg = 2mi Indy(ai) afii =
Y
2mi Indy(ai) Res (Qi’ ai) =2mi IndY(ai) Res (f, ai). ¢
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PROPOSICI 5.2.13:

Si f tiene un polo de orden m en a, entonces

m-1
Res (f, a) = (mil)' lim d(’im—l ((Z - a)m f(Z))
* z—adz

DEMOSTRACION:

a a
Se tiene que f(z) = —"— + ... + =L 4 h(z), con h(z) holomorfa. Entonces
(Z _ a) Z — a
m m-1 m
gz)y=(z-a) f(z)= a_+ a_m+1(z —a)+ ...+ a_l(z —a) +(z—-2a)" h(z), con h(z)
g(m—l ) (a) 1 dm—] m
holomorfa. Por lo tantoa | = = lim B ((z —a) f(z)).

-1 (m - D! (m - D! g,
L 4
DEFINICION 5.2.14:

Si G es una region y f es una funcion definida sobre G la cual es holomorfa,
excepto por polos, entonces G se llama meromorfa en G.

OBSERVACION 5.2.15:

Cuando decimos que un conjunto de polos (0 ceros) Zis s Zs de una funcion f
estan contados de acuerdo con su multiplicidad, significa que si el polo p (6 cero p) es de
orden m, entonces p aparece exactamente m veces en el conjunto Zps s 2

TEOREMA 5.2.16 (PRINCIPIO DEL ARGUMENTO):
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Sea f una funcidon meromorfa en una regidon G con polos P> --- Py Y ceros en

ORI contados con su multiplicidad. Sea y una curva cerrada en G con y . 0 que no

pasa a través de ninglin polo ni ningtin cero. Entonces

1 (')
MJ o =k211ndy(ak) - le Ind (p,).
Y

DEMOSTRACION:

2 1l _ m
Sea z,, un cero 6 un polo de f. Podemos escribir f(z) = (z -z 0) h(z), con h(zo)

= 0. Si m > 0, entonces z_ es un cero de orden m, y si m < 0, entonces z

f(z)  m h'(z)
fz) Sz -z, *hiz)

0 es un polo de

orden — m. Ahora se tiene que

0
Aplicando esto a todos los polos y a

todos los ceros de f tendremos

f(z) _ o L, 2@
f(z) z-a zZ - pj g(z)’

donde g(z) es diferente de cero para toda z. Aplicando el Teorema de Cauchy 5.1.6, se

sigue el resultado.

¢

TEOREMA 5.2.17 (HURWITZ):

Sea Q C € una region y supongamos que la sucesion {fn}oo | C H(L2) converge
n=

uniformemente por compactos a f. Supongamos que f # 0, B(a, R) € Q y que f(z) = 0
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para Iz — al = R. Entonces existe NE N talque Vn=N, fy fn tienen el mismo ntimero de

ceros en B(a, R).

DEMOSTRACION:

Se tiene que f;1 = f' por compactos de Q. Ademas, puesto que f(z) = 0 para

lz — al = R, existe n, tal que V n = n fn(z) = 0 para |z — al = R. Esto implica que

& —— — uniformemente para |z — al = R. Entonces lm 75— ——dg =
f n—so f n— oo 27 f (E)
n n
lz—al=R
RE G
27 f(&)
lz—al=R

Ahora, estas integrales representan el nimero de ceros que 'y fn tienen en B(a, R),

en particular son enteros, de lo que se sigue el resultado. L 4

COROLARIO 5.2.18:

Sea Q@ C € una region y supongamos que la sucesion {fn}oo1 C H(Q2) converge
n=
uniformemente por compactos a f. Si fn(z) =0VzEQyVneEN,entonces6f=0,0

fz)=0V z€E Q.

DEMOSTRACION:

Sia € Q es tal que f(a) =0 pero f # 0, entonces por el Teorema de Unicidad, existe
R > 0 tal que f(z) = O para Iz — al = R. Entonces si para cualquier funcidon g, N denota el

namero de ceros de g en B(a, R), se tiene que 0 = Nf = Nf = 1 lo que es absurdo.
n

¢
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TEOREMA 5.2.19 (TEOREMA DE R HE):

Sean f y g dos funciones meromorfas en una region G. Sea B(a, R) € G.

Supongamos que ni f, ni g tienen zeros o polos sobre el circulo y =
{z €C |iz-a= R} y que lf(z) — g(z)l < lg(z)| para toda z sobre y. Entonces

Cf—Pf:Cg—Pg,

donde C x Pf (Cg, Pg) denotan el nimero de ceros y polos de f y g respectivamente, dentro

de la curvay.

DE TRACION:

fa)
g(z)

{y} dentro de B(1, 1). Ahora si Log es la rama principal de la funcidén logaritmo, entonces

o)

log (;) es una primitiva de la funcion —— . Entonces:

. . f
Se tiene que < 1 para z sobre y. Esto es, la funcidon meromorfa g mapea

09 | =h

Fe] = (CrmP) (G Py

El Teorema de Rouché puede ser usado para otra demostracion del Teorema

Fundamental del Algebra. Sea p(z) = 2"+ a AT a, un polinomio en C[z] no

constante, entonces
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a a
P@ _y Tl 0y
n Z n 7 —> ©
V4 Z
. . . V4
Por lo tanto para z suficientemente grande se tiene que Ln) -1 ‘ <1 para Izl = R.
Z

Como z" tiene n ceros dentro de la curva Izl = R, el Teorema de Rouché dice que p(z) debe

tener n ceros dentro de Izl = R.
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CAPITULO 6.

TRANSFORMACI FORME

§ 1. Definicion y Propiedades.

Consideremos Q C € y sea f € H(Q). Sea z, € Q y supongamos que f no es
constante. Entonces, f(z) = f(zo) + (z - zo)mg(z) con g € H(Q), g(zo) = 0.

Sea y(t), w(t) dos curvas diferenciables que se intersectan en Z,)» €8 decir, y(to)
u)(to) =27,

Sea 0 el angulo en que se intersectan y(t) y w(t) en Zy» €8 decir 6

Arg o' ' A )
rg (u(to) - Arg vy (tO)E (— m, =m]. Por lo tanto O = Arg

Y'(%)

o(t) —o(t o(t) —z
lim Arg —(0) = lim Arg — 0
=t YO -1(L) ] T v(D) -z,
Sea 3 el angulo que forman .y con f. w en W, = f(ZO)' Entonces se tiene
(F= ) (t)
' () v ()
0
¥(t)
o(ty)
0
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P = lim Arg

=1 f(y®) - f ( Y(to)) =l
~ lm Arg {(”’(t)o)m . g(w@)}

=t Y - 7, g(v®)

() - f(o(t)) L [f co(t) - f(zo)] _

. foy(t)— f(zo)

por lo tanto | = m 0

Lo anterior significa que se P(ZO) =...= f(m_l)(zo) =0, f(m)(zo) = 0, entonces f

transforma curvas que se cortan en un angulo 0, en curvas que se cortan en un angulo m 6.
En particular, si P(ZO) = (0, entonces este angulo se preserva.

DEFINICION 6.1.1:

Una funcidn f : Q —— @ se llama conforme 6 transformacién conforme en a € Q,
si f preserva angulos entre curvas diferenciables que se intersectan en a y si f es real
diferenciable en a.

El desarrollo anterior prueba el siguiente
TEOREMA 6.1.2::

Sif e H(Q) y si f'(a) = 0, entonces f es conforme en a. ¢

El reciproco del Teorema 6.1.2 es también cierto.

TEOREMA 6.1.3:

Si f es conforme en una region y su diferencial (real) es = 0 en €2, entonces f es

analitica en Q (y f'(a) = 0 para a en Q).
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DEMOSTRACION:

Sea w = f(z). Se puede suponer a =0, y f(0) =0 (pues si f(a) = b, cambiamos f por

g definida por g(z) = f(z + a) — by g(0) =0).
v4

A A f(L)

- 80 =a
Sea 60 el angulo que forma la imagen del eje real con el eje real del plano w. Ahora

si L es larectay =mx, m =tan a y 3 es angulo de la tangente de f(L), se tiene que f — 60

=a,esdecirp-—oa=0

(o = constante, por lo tanto tan ([3 - oc) = tan (60) =cCc=

constante.

Seaf=u+1v, f(x, mx)=u(x, mx) + 1 v(x, mx), entonces se tiene

v(x, mXx) av (x, mx)
R — - (X, V +myvV
tan(ﬁ)z 111’1’1 M: : #: : aX — X A% (0, 0),
x—0 U(X, mx) ;g u(X, mx) 3711 (x. mx) u +tmu
X X ’

(si u 0,00=006 uy (0, 0) = 0, puesto que la diferencial es diferente de O, A 0,00=00
Vy (0, 0) = 0 por lo que podemos tomar cot 3 en lugar de tan f3).

Ahora bien,
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V. +myvV
X

. (B ) tan (B)—tan (oc) u +tmug - m
an - Q) = = =Cc =
1 + tan (oc) tan ([3) ! L tmyy
+m u +mu

VvV +mv —m(u +mu)=c(u +mu +myvV +m2V),osea
X y X y X y X y

—mzuy+m(vy—ux)+vx=cux+cm(uy+Vx)+cm2Vy.

Los coeficientes de las diversas potencias de m deben ser iguales por lo que

obtenemos
—-u =cCcV (1)
Vy —u =c (uy + VX) (2)
vV =cu 3)
X X

Sustituyendo (1) y (3) en (2) obtenemos
V -u —c(—cvy+cu )——c (v —-u ):>

(1+c)(v —u) 0= veSu |y =-cv o =-cu =-vol

Estas son la ecuaciones de Cauchy-Riemann, lo cual prueba que f es analitica.

¢
OBSERVACION 6.1.4:

Existen funciones que preservan angulos y cuya diferencial real es O, por lo que se
sigue de 6.1.3 que estas funciones son complejo diferenciables en el punto pero no en una

vecindad del punto.

EJEMPIO 6.1.5:

Sean f(z) = Izl z, a = 0. Entonces f(x, y) = (X VXZ + y2, y sz + yz) =
(u(x, y), v(x, y)). Es facil ver que uX(O, 0) = uy(O, 0) = VX(O, 0) = vy(O, 0) =0, por lo

que Df(0, 0) =
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Sean y, o dos curvas diferenciables que se intersectan en a = 0. Entonces

-

Y(0) =w(0) =0
= tim Arg [(CO) = H(0O) _\ foolow -0\ (w(t))
=0 f(Y(t)) - f(Y(O)) t—0 kolyt) -0 =0 )

por lo tanto f preserva angulos en a = 0. Ademas f es complejo diferenciable en O con f'(0)

= 0, pero f no puede ser holomorfa en 0. Analizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann,

es facil verificar que f solo es complejo diferenciable en a = 0.

OBSERVACION 6.1.6:
Puesto que conforme implica f'(a) = 0, f es 1 - 1 en una vecindad de a. Por otro
lado If(z) — f(a)l = If'(a)llz — al para z cercano al punto a, es decir que f'(a) sirve como un

factor de "amplicacion" al tomar la transformacion w = {(z).

§ 2. Transformadas de Modbius.

DEFINICION 6.2.1:

Una transformacion de la forma T(z) :Cazz—:-g

se llama transformacion lineal 6 transformacion bilineal 6 transformada de Mobius.

cona,b,c,deCyad-bc=0,

OBSERVACION 6.2.2:

+b

Si T(z) :CaZZ—+d conad—-Dbc =0, entonces si c =0, se tiene d = 0 y por lo tanto
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a=0, es decir T(z) = g = constante. Sia =0, c = 0, entonces b = 0y d =0, por lo que

= = — = constante.

b <Z + 5)
, es decir T(z) —CaZZ_:- d =% d

<z+—
c

Es decir la condicion a d — b ¢ = 0 implica T(z) = constante. Por otro lado veremos

ol
® o
oI®

mas adelante que la condicion ad — b ¢ = 0 implica que T(z) es 1 - 1 en Sz, la esfera de

Riemann.
PROPOSICION 6.2.3:
Una transformada de Mobius es conforme.

DEMOSTRACION:

a(cz+d)-(az+b)c ad-bc

Se tiene T'(z) = = 0, por lo que T es

(c z + d)? (c z + d)?
conforme. L 4
Siw =%: z =%, esdecirTes1-1entodo @ —][— i} y ademas
-1, ., dw-bDb
T @)=z cCwW+ a

OBSERVACION 6.2.4:
) az+b aAlkz+AD
Si T(z) = =

@ cz+d 240 d

importante, lo importante es que ad —b ¢ = 0.

para A = 0, es decir, la cantidad ad — b c no es

Ahora bien si T(z) :%, podemos pensar que T(z) tiene representacion
ab 1 d -b 1 d -b 1
matricial: T ~ = A, entonces T ~ ~ =A .
c -c a ad -—bc{ _¢ a
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Enz=- %, T (— i) =00y T(x) = %, por lo tanto consideraremos T : s — SZ, T

es biyectiva con inversa del mismo tipo y dada como en 6.2.3.

DEFINICION 6.2.5:

Una transformada de Mobius se llama

(1
2)
3)

“4)
&)

Translacion si T es del tipo T(z) = z + b;
Dilatacion si T es del tipo T(z) = a z;

Inversion si T(z) = %;

Rotacion si T es del tipo T(z) = a z con lal = 1, es decir, T(z) = eia z;

Homotecia si T es del tipo T(z) =r z, r > 0.

a

Notemos que si T(z) = a z es una dilatacion, T(z) = lal .7 z, es decir T es la

lal

composicion de una rotacion y una homotecia.

PROPOSICION 6.2.6:

Cualquier transformada de Mobius es composicion de translaciones, dilataciones e

inversiones 0 equivalentemente de translaciones, inversiones, homotecias y rotaciones.

DEMOSTRACION:

Sic=0,T(z) = <3) Z+ (3), por lo tanto T(z) = (T1 o Tz)(z) con Tz(z) = <3> z,

TI(Z) :Z+b
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z+cl d*+b*
. az+b 1 ,az+b a c ¢ a
Ahora si ¢ = O, T(Z) :m = E (d) = E d =
Z+ = Z+ =
C C
bc — da L—zacl
a ca a c d
=. 1+ T =E+7d,entoncesT=T4°T3oTon1 dondeTl(z)=z+E,
Z+ - Z+ -
C C
1 bc —ad a
TZ(Z) = T3(Z) —T Z, T4(Z) =7+ < L4

PROPOSICION 6.2.7:

Sea T una transformacidon de Mobius. Entonces T estd completamente determinada

por 3 puntos en Sz, es decir dados cualesquiera 2 conjuntos de puntos ordenados
{z] » Zy» 23} y {W1 s Wy W 3}, entonces existe a lo mas una transformada de Mobius tal

que T(Zi) =W, i=1,2,3.

DEMOSTRACION:

Sea T(z) =% de Mbobius. Se tiene que T(z) =z < az+b=c 2+ dz,

ecuacion que tiene a lo mas dos soluciones a menos que ¢ =b =0, a = d, es decir, si una
transformada de Mobius fija 3 6 méas puntos entonces T(z) = z.
Sean S, T dos transformadas de Mobius tales que S(Zi) = T(Zi) = W, para i=

1, 2, 3. Entonces sttor fija 3 puntos, es decir st.r= Id, porlotanto S=T. ¢

La proposicion anterior prueba la unicidad de una transformada de Mobius que
manda tres puntos dados en otros tres puntos dados. Ahora nos proponemos demostrar su

existencia.
Primero consideremos cualesquiera tres puntos distintos Zys Zys 2y Veremos que
existe una transformada de Mobius tal que T(zz) =1, T(z3) =0, T(z 4) = oo,
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z-z,
z-1z,
Siz ,z Zy € €, Testadadapor T(z) =———;

2 -
[l
N

7Z—-7

8i z, = oo, entonces T(z) = 3;
2 Z -7
4
z,-2,
si z, = oo, entonces T(z) =—=——;
3 7Z—17
4
z-z,
8iz, =, entonces T(z) = .
4 z2 — 23

DEFINICION 6.2.8:

La transformada de Mobius tal que T(Zz) =1, T(Z3) =0, T(z 4) = o se denota por

(z, Zys Zs, 24) y si z, - Sz, T(Zl) = (Zl’ Zys Zys 24) se llama el radio cruzado de

Zys 2y 2y Zy-
EJEMPLOS 6.2.9:

() (ZZ’ Zys Zs) z4) =1; (23, Zys Zs) 24) =0; (24, Zys 2y, 24) = o0,
(2) (z, 1,0, ©)=z=Id().

PROPOSICION 6.2.10:

Si T es una transformada de Mobius, entonces
(Z, Zys 2y 24) = (T(z), T(zz), T(z3), T(Z4)).

DEMOSTRACION:
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Sean S(z) = (z, Zys Zy, 24) yM=S T_l, entonces M(T(zz)) = S(zz) =1,
M(T(z3)) = S( 23) =0y M( T(z4)) = S( 24) = o, por lo que M =

(2. T(2,): T(%;): T(7,)) = 5@ = M(T@) = (T(2), T(2,), T(7,). T(2,))-
.

Ahora nuestro proximo objetivo es probar que una transformada de Mobius manda

rectas y circulos en rectas y circulos. Para esto hacemos la siguiente
BSERVACI 2.11:

Si L esunarectaen €, L U {0} es un circulo en s? que pasa por el polo norte N,
por lo tanto hablar de rectas y circulos en € es lo mismo que hablar de circulos en 2. De

. 2
ahora en adelante, cuando hablemos de circulos, los entenderemos en S”.

Para probar que una transformada de Mobius manda circulos en circulos, basta
probar que rotaciones, homotecias, translaciones y la inversion lo hacen. Verificar que las 3
primeras lo hacen es inmediato, y la Gltima se puede verificar directamente. Sin embargo

aqui presentamos otra demostracion de este hecho.
PROPOSICI 2.12:

Sean zZ,,2 e 82 cuatro puntos distintos. Entonces (Zl’ Zys 2y, 24) ER

Z,,Z
2’7374
<> los 4 puntos estan en un circulo.

DEMOSTRACION:
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SeaT(z) = (2, 2, 24 2,), TR U{»})={z€ C |T(z) € R U {w}}.
Por probar que T(IR U {x }) es un circulo en S,

Sea T(z) =~ g, siz=x€ R, w=T'(x), x = T(w). Entonces T(w) =
R a w + b
T(w) , es decircavy: B= ~ w + d por lo tanto tenemos

()a ¢ - ac)w+(ad - b c)wt(b c -da)w+(bd - b d)=0

Siac ER,ac - ac=0, por lo que de (*) obtenemos

(%) (aE—Fc)w—(aE—Fc)w+(bE—bi):O,
osea2i(Im ([3 w + oc))=0,d0nde|3=(a d - b c) y a=b d.
PorlotantoT(IR U {00}):{W e |[3 w+a=AAE R U {00}}:

A o—
{w eEC|w-= ﬁa’ ArE R U {00}} la cual es una recta U {o}, es decir un

circulo en S°.
AhorasiSia ¢ &R, (*) se puede reescribir como

(#5) wl*+2Re (y w)-5=0
ad - b c bd-bd
dondeyeC,deR,y=————— 0=-——"——
ac - ac ac - ac
d—be |’
De (***), obtenemos lw + y|2 = wi® + |y|2 +2 Re(y w) = |y|2 +o=| 2872
ac — ac
ad — bc
>0,p0r10tant0T(]R U {00}) :{W eCllw+yl=r=|=""2> 0} el
ac — ac
cual es un circulo. ¢
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TEOREMA 6.2.13:
Una transformada de Mobius transforma circulos de SZ, en circulos de Sz.

DEMOSTRACION:

Sea T un circulo en S° y sea T una transformada de Mobius. Sean z 32, € I'y

2 Z

. . L. , 2
sean T(Zi) =W, 1= 2,3, 4. Entonces w.,, w_,, W 4 determinan un Gnico circulo I"' en S”.

2’ 73
Paraz € Sz, (z, Zys Zy, 24) = (T(z), W,y Was w4) por la Proposicion 6.2.10. Entonces

por la Proposicion 6.2.12,z€ T’ < (z, Zys Zys 24) ER < (T(z), w w4) eER

2 W3
< T el

Por lo tanto T(T') = I'". .

COROLARIO 6.2.14:

Dados cualesquiera dos circulos I', I"' € Sz, existe transformadas de Mobius que

mandan I" en I"'. Ademas si escogemos puntos distintos Zys 25, 2, ely Wy Wiy W, er,

existe una Gnica transformada de Mobius tal que T(Zi) =W, 1 =2, 3,4 la cual tiene

ademas la propiedad de que T(F) =I".
DEMOSTRACION:
Ejercicio. L 4

Ahora bien, hemos probado que las transformadas de Mobius mandan circulos en
circulos, pero ahora la pregunta es: Si T manda I" en I, ;el interior de I" va en en interior 0

en el exterior de I''?

La respuesta a esta pregunta es la siguiente:
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Transformacion Conforme

Sean Zys 245 2, ely Wys Wiy W, € I'' orientados. Entonces T preserva la
orientacion, es decir si cuando recorremos de z

az,y de z, a z , entonces lo que queda a

2 3 4
la "izquierda" de este recorrido sera mandado a la "izquierda" del recorrido de Wyaw,y de

Wiaw,. Lo mismo es cierto para la "derecha" del recorrido.
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Lo que haremos a continuacion es probar las afirmaciones anteriores.
DEFINICION 6.2.15:

Si I es un circulo en SZ, entonces una orientacion de I' es una tripleta ordenada de
puntos (Zl’ Zys Z3) enT.

Ahora bien, si T(z) =Cazz—-:-3

=R U {00}, entonces puesto que T(0), T(1) y T() € R U {oo}, se tiene que se pueden
escoger a, b, ¢, d € R. Entonces

es una transformada de Mobius tal que T(IR U {oo })

az+b_ az+b

T(Z)_cz+d_|cz+d|2(c z + d)=
1 2 —
—=3aclzl+bd+(adz+cd z
|cz+d|2{ ( )}
Por lo tanto Im (T(z)) =|ad_bC|21rnz
cz+d

DEFINICI 2.16:

Se definen
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Transformacion Conforme

H = {z €C |Imz> O} = Semiplano superior y
H = {z eC|Imz< 0} = Semiplano inferior.

Si T es como antes, es decir T(]R U { }) = IR U {}, entonces si ad — bc >0 se
tiene que T(H+) =H"; T(H_) =H , y si ad — bc < 0 entonces T(H+) =H; T(H_) =
b

H. ! 1

Lo anterior significa que si ad — bc > 0, entonces tres puntos en R U {0}

0

recorridos de "izquierda" a "derecha" nos dan imagenes en R U {0} que también se
recorren de "izquierda" a "derecha", y si ad — bc < 0 entonces tres puntos en R U {oo}
recorridos de "izquierda" a "derecha" nos dan imagenes en R U {®} que se recorren de
"derecha" a "izquierda", es decir T preserva la orientacion. Esto se puede probar
directamente considerando todos los casos posibles para a, b, c y d.

Ahora, con respecto a R, los puntos zy z son simétricos, por lo que para definir

el concepto de simetria con respecto a una transformada lineal arbitraria T, consideremos
T(z) = (Z, Zys Zss Z4).

Z3
e 1(z)=(z, zz, 23 , z4)
Z
z, T
N ' 2
T(z)= T@z)=0 TZ)=1
[ )

Vi

DEFINICION 6.2.17:

Sea I' el circulo en 52 a través de los puntos Zy» 2y 2y Los puntos z, z* € 82 se

llaman simétricos con respecto a I si (z*, Zys Zg) 24) = (z, Zys Zys 24) .
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BSERVACI 2.18:

En la definicion 6.2.18, aparentemente la nocidon de simetria con respecto a I' no

depende nicamente de I" sino también de los puntos z , sin embargo la siguiente

Z,,2
2’73774
Proposicion muestra que esto no es asi.

PROPOSICION 6.2.19:
La nocion de simetria depende Gnicamente de I'.
DEMOSTRACION:

Sea I' determinado por {22, Zy 24} y también por {wz, W w4}. Se quiere
probar que (z*, Zys Zss 24) = (z, Zys 2y 24) = ( z*, Wy Was W4) =
(z, Wy W, w4) .

Sean T(z) = (z, Zys Zsy, 24), S(z) = (z, Woo W, w4). Entonces T » ™! (]R U {00})

az+b
cz+ d&
con a, b, ¢, d € R. Por probar: T(z*) = T(z) < S(z*¥) = S(z) . Ahora bien tendremos

T(z*):(T .S, S)(z*):M(S(z*)): T@z) = M(S(z)) =M( S(z) ) < S(z¥) = S(z) .
¢

Veamos cual es el significado geométrico de que z y z* sean simétricos con respecto
a un circulo. Si I" es una linea, escojamos z

=R U {w}, por lo que podemos escoger M(z) = T . S_l(z) =

= o, Entonces T(z) = (z, Zys Zss 24) =

4
z-z, Z*—Z3 z-1z, z - z
S ,porlotantoT(z*):Z = (Z — ) =—= T(2) =>|z*—z3|=
2 3 2 73 2 73 Z, — Z3
I Z*—ZS z-z,
z — z | = |z — z,|. También se tiene que Im = Im
: : %27 % 2y 7%
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zZ-12
=—1Im (2—23)’ es decir que z y z* pertenecen a diferentes hiperplanos de I'. Finalmente
2 3
se tiene que [z, z*] es perpendicular a I" pues T es conforme.

Ahora si I' = {z €EC|Iz-a= R}, aplicando repetidamente la Proposicion
6.2.10 se tiene para Zys 255 2, er:

* = —_ —_ —
(Z s 2y 23,24)— (z, Zys 2y 24) = (T(z)y=z-a)
(z—a,z2—a,z3—a,z4—a) =
—~ — RrR* R PR R
oA . —az —al (T(Z)ZT)
2 3 4
R2
(z—a’zz a, z, - a, z4—a)= (T(z)=z+a)
R® +a,z,,2,, 2
Z _ a b 2’ 3’ 47
2
1 *_Ri A % — 2 1 — k —
esdecir z¥=———=—+a, 0 (z —a)(z—a)—R (si z = a, entonces z* = ),
Z — a
2 2
z* —a R . R
Entonces . —a = 2>O,esdecuz*=t(z—a)+a,t=72>O.
lz — al lz — al
A

De la figura, los tridngulos (A, a, z), (w, a, A) son semejantes por lo que 1z li al

“lw — al

=|w — allz — al= R2, lo que implica que w = z*.
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TEOREMA 6.2.20 (PRINCIPIO DE SIMETRIA):

Si T es una transformada de Mobius tal que T(Fl) = F2, Fl y F2 circulos de Sz,
entonces si z y z* son simétricos con respecto a Fl’ T(z) y T(z*) son simétricos con

respecto a 1“2.

DEMOSTRACION:

Si Zys 2352, determinan Fl’ T(ZZ), T(ZS), T(z4) determinan Fz. Aplicando 6.2.10

tenemos

(T(z*), T(zz), T(z3), T(z4)) = (Z*, Zys Zys 24) = (z, Zys Zy, 24) =
(T(Z), T(ZZ), T(z3), T(z4)) . L4

EJEMPL 2.21:

(1) Hallemos una transformacion de Mobius tal que T\(U) = H*, donde U =
{z eC |Ia< 1},mandand00en 1.

L

El conjugado de O con respecto a U es o, por lo que T(e0) = —i. Hagamos T(1) = 1.

Entonces T(0) = 1; T(e0) = — i; T(1) = 1. Pongamos T(z) :%, por lo que
T(m):%:—i,T(O) :% =i,esdecira=—-1ic,b=1id, asi que T(z):_clzc—f_tlld
=— i%. Ademas T(1) =—i%= l=c-d=i(c+d).Siponemos c =1,
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entonces d = 11

Transformacion Conforme

+ 1 2

(-

T(z)

= —1 =
Z — 1 zZ — 1

.z+1_ —1z+1

— 1, por lo tanto

(2) Analicemos que hace la transformacion T(z) = % Se tiene que T(1) = 0; T(-2)

=oyT(z)=1<z-1=2z+4<z=-4-1Entonces T(z)=(z,-4-1,1,-2). T

manda el circulo I" determinado por — 4 —
R U {}.

YA

i, 1, — 2 (que de hecho es una recta en C) en

Ahora bien T(0) = - i, por lo

que T manda el semiplano determinado por I" conteniendo aO en H .

A

FC A S A S A S U A A
FC A S A S A S U A A

FC A S A S A S U A A
T T T T T T T T T T T

FC A S A S A S U A A
T T T T T T T T T T T
T T T T T T T T T T T
T T T T T T T T T T T
FA A A S S S A A S A A

T T T T T T T T T T T
FA A A S S S A A S A A

T T T T T T T T T T T
T T T T T T T T T T T
FA A A S S S A A S A A

T T T T T T T T T T T
FA A A S S S A A S A A

T T T T T T T T T T T
T T T T T T T T T T T
T T T T T T T T T T T
T T T T T T T T T T T

T T T T T T T T T T T
FC A S A S A S U A A
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(3) Hallemos una transformacion lineal T tal que T({z €C |Rez> 0}) = U, con

T(1) =0. 1 y — 1 son simétricos con respecto al eje imaginario asi como 0 y o lo son

con respecto a U, por lo tanto T(— 1) = o. Entonces tendremos T(z) = a% Si
ponemos T(0) =— 1, obtendremos a. = 1, por lo que | T(z) = ZZ ; 11

§ 3. Funciones Elementales como Transformaciones Conformes.

El propoOsito de esta seccion es estudiar las transformaciones elementales
(polindOmicas, racionales, trigonométricas, trigonométricas inversas, logaritmicas y

exponenciales) como transformaciones conformes.

§3.1. Funcion Exponencial.

z . . z
Empecemos con w = f(z) = e =exp z. Siz =X+ 1y, entonces ¢ =

e* (cosy + i seny), |e?l = e”, arg (ez) =y = Im z. Por lo tanto ¢* manda la linea
{ZE C |Rez:a} en el circulo { weCl |IWI:ea} y la linea
{z €C |Imz-= b}enelrayo{w €C |largw= b}.

Y A
A /\
Ll L1
f(z)=expz f (L2)
L2
b o2 0, Tan6=b
-
0 . ™ x 0 X
f(@L)
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Transformacion Conforme

De aqui se sigue que exp z manda el cuadrado [a, al] X [b, bl] en la

region {w € C |e* <Iwl<e; tan"'b < arg w < tan_lbl}.

Y
A
b e — —
1 \/
bE—— f(z) =expz
| |
I | -
0 a a >X X

Por otro lado, con lo visto en el Capitulo 3, se tiene que f(Wb) = Ub’ donde Wb =
{ZE C |b<Imz<2n+b}yUb:¢—({WE¢ |argz:b}U {O}).
Ademas f : Wb —_ Ub es biyectiva.

L o

Y

f(v)

§3.2. Funcion Potencia:

Ahora consideremos f(z) = z", n € N. Se tiene que f'(z) =0 < z=0, por lo que f
es conforme en @ - {0}. Por otro lado tenemos f( rele) = Meln® por lo
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que f transforma el sector Ur,c1 b = {z eClo<lzi<r, a< arg z < b} en
="n Ura " y el rayo

n g
{ZE(I:|0<Iz|<r,na<argz<nb}—Una,nb b
{z e C |arg z = G}enelrayo {z e |arg Z=n 6}.Asimismo transforma U

= {z €C |zl < 1} en el mismo U solo que la funcién es n a 1 ahi (excepto en 0).

f(z) = z"

<Y

N
< ¥

nb

. R rf
Siay b son tales que n (b — a) < 2 m, entonces f : Ua,b — Una,nb es 1-1con

n
inversa g : UIrla b U; b gse llama la raiz n-ésima y se denota g(z) = \n7z.

Y A .

a

-
X

Sean La la recta x = a = constante y Ll‘) larectay =b
constante, se tiene que si f(z) = 22, f(La) = f( {a +iylye R })
{a2 - y2 +2aiy | y€e R } =Pa, donde Pa es la parabola:
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R si a=0
. Similarmente obtenemos que

y2=_4a2(x—a2) si a=20
f(L)={x*-b>+2xiblx € R} =P con

R si b=0
Ph=12 2 2
y =4b"(x-b") si b=0

Y
@ -b2 2ab) A

2b
YA

my
ol |

b (a,b)
f(L))

\

2 2
7 s ;2 (a”=b%-2ab)

§ 3.3. Mapeo de Joukowski.

Consideremos ahora el mapeo de Joukowski. Este se define por f(z) = J(z) =

% (z + 12) Se tiene que f(0) = f(e0) = ©. Ahora bien f serd conforme en un punto z <

5 2=1<i>z=il,p0r10quefes

f'(z) = 0. Se tiene que f'(z) = % (z — 1) =0< z
z

conforme en € - {0, -1, 1}.

Ahora,f(z):f(w)c»é(z + i):é(w +3V>©z+i:w+jv© Zwiw=1z

W2+z©zw(z—w)—(z—w)=0@(z—w)(zw—1)=0©‘z = W‘(’)‘Z w = 1|.
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Consideremos el circulo z =r eie, 0 <0 <2 m&, entonces f(z) = % (r cf:ie + 119) =
re
=(3 (r+ §)cos 0)+i(3 (r= ;) sen ).
Por | ix= (L L 0 = (L L 0 ti
or oqu631x—<2 <r+ r) cos ),y—<2 <r— r) sen ),se iene
X +
1 L2 1
4 (r * r) 4
(-1,0)
. .. 1 1
la cual es una elipse con semiejes > (r + ;) y
% r — 1? , centro en (0, 0) y focos en (£ 1, 0).

Sir — 1, entonces estas elipses tienden al intervalo [-1, 1]. Sir — 0, los semiejes

de las elipses tienden a oo, por lo que f es una biyeccion entre U - {0} y € — [-1, 1].

AY
VTR

De manera analoga, f: € — U —— @€ — [-1, 1] es una biyeccion y la imagen de una

circunferencia recorrida en el sentido positivo es una elipse recorrida en el sentido negativo.
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Ahora sea Le:{r eie |0 <r<1,0=0, %, T, 3%, 2 n}, entonces siz=r

= Le, f(z) = f(r eie) = {; <r + 1r> cos 6} + 1{% <r - 1r> sen 6} que pertenece a la

u2 V2
hipérbola ——— - 5 = L.
cos™ 0 sen” 0
Si 0<e<% , U —— .V ——> — o
r—0% r—0%*
) T
Si ~<0 < , u——> — © , V ——> — 00;
2 r—0t r—0t
Si n<6<3—n , u——> — ® , vV ——> 0]
2 1"—>O+ I'—>0+
Si 32j<6<2n , u——> @ , V —— 0,
r—07F r—07*
Ademés,v—-—l>0.
r%
4
2 1 3
-
4
3 2 1
2
(W—;<z+1Z>322—2wz+1=0=z—2W1724w _4=W17W2—1)-

Para estudiar la funcion inversa, consideremos € — [-1, 1]. La funcion f(z) =

L ln(zz—l)
2 2 . . . . .
VZ -1=e ,f:C —[-1, 1] —— C tiene una rama analitica tal que f(i) =v2 i

(la otra rama es tal que f(i) = —v2 iy esta otra sera denotada por —sz - 1).
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Siw-é(z + 1Z>=>z=w17w2—1), es decir

fl(w)=w+7w2—1 ; fz(w)=w—7w2—1 ;
f :C-[-1,1] —C-U f :C-[-1,1] — U -{0}.

1 )
2
Nuevamente escribimosw=l zZ + I _z * l,por lo tanto
2 z 2z
2
_(z+1)
wHl="7 ﬁw—l_z—lz
(Z—1)2 W+1_<Z+l>
w-—1-= 5
z
2
z -1 W — ) E-1
SeaE—(Z " 1) , entonces_ "~ 1—Eow—sé 1
T z-1_ ¢ 2 T §-1_
7 —> —u——u _E—-—> = s
z + 1 7§+1

es decirf(z):é(z + 1Z> =(T -9 T)@.

Si C es una circunferencia que para por los puntos z = + 1, T(C) es una recta que
para por el origen con un angulo 0 igual al angulo formado por la circunferencia C con el

ejereal enel puntoz = 1.

Ahora ¢ manda ésta Gltima recta en la recta que pasa por el origen formando un
angulo 20 con el eje real positivo.
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A

C
T(C)
0,0)
N
Vi+c2 | 0 T 0 T(R)
1\ T - 4l T =
\ —ai
C

T(C) T(O)
- T > ? >
\_/1 /‘ T(R) 4 T(R)

Por tltimo, si M es ésta Gltima recta, T(M) es un circulo que pasa por = 1 y que

forma un angulo 20 con el eje real en el punto z = 1.

(W
1\/ Ng

Finalmente si C es un circulo que pasa por z =1 y contiene en su interioraz=—1,

tendremos la siguientes situaciones:

a) Si C es simétrico con respecto al eje real, entonces
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~ A /\
T
-1

b) Si C no es simétrico con respecto al eje real

NG
— Q
b

Esta imagenes reciben el nombre de perfiles de Joukowski y como se ve en las

figuras anteriores, estos perfiles tienen la forma de un ala de avion.

3.4. Funciones Trigonométricas.
iz —iz
e +e L
Ahora sea w = cos z =5 Entonces coseno es la composicion de:

7 -85 iz=t2B oty L ;<u + }1)

La primera funcion es una rotacion de 90°, la segunda es la funcion exponencial y la
tercera la transformacion de Joukowski.

Ahora bien, g es 1 — 1 en todo €, exp es 1 — 1 en cualquier region del tipo Wa,b =
2 m. Finalmente, Jes 1 — 1 en ©C — U 6 en
{ZE(II |—n<Rez<n, Imz>0}.

<

{ZE C |a<Imz<b} conb—a=
U - {0}. Asi pues consideremos A =

205



Transformacion Conforme

Notemos que cp(A):iA:{zE(E |—J'E<III1Z<J'|:, Rez<0}, por lo que

tenemos la siguiente situacion:

| I
| 1 |
| 1 | )
| 1| 0 e ——— ., T
| 1 |
LT e o
ﬁ
l T N I g
| 1 |
| 1 |
' o |
—TT 0 T
—_ ‘ _J___-_
~
~."
Similarmente
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Resumiento:

COS zZ

. T T
Si f(z) = sen z, puesto que tenemos sen (z + f) =COS Z y COS (z - 5) = sen z, se

sigue:

sen 7

1
-2 w2  3m/2
senz 1 eiZ _ e—iz 2iz 1 1— e2iZ
Sea ahora f(z) = Tan z cosz_1 1z iz—"~ i =1 21, Csto es:
0 e +e e""+1 1l+e

. 1=t
z—l-p—>11=uﬂ(-p—>eu=vj—>vz=t—l:—>1 .

SiL = {z eEC |Rez=2a= constante},
a
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Y\ L N YY) TR A /

R
L
&
V.
|
|
\\
AN
—/\
Y

/;P‘\

AW
W

En particular las lineas Re z = —% yRez= % se transforman en las 2 mitades del

circulo unitario por lo que T({z €C | Rez< Z}) =U.

y A

mmmmm

|
|
N |
N I
P I
xxxxx 1
I mmmmm -\.-\.-\.-\.I o
I mmmmm SRR O
- X
y
W -\.-\.-\.-\.I
P
R
P I
P
N 1
1

w4 X

mmmmm
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§ 4. Ejemplos.

EJEMPL A.1:

Encontremos un mapeo conforme biyectivo que transforme la region interior al

circulo |zl = 1 y exterior al circulo [z — 1§ = % en la banda 0 < Re z < 1.

Y

v A
N

A NN
~

0 -
U X

Una forma de hacerlo es encontrar una transformada de Mobius que mande 1zl =1 a

Rez=0y 2’ ~» a Re z = . Ahora bien, puesto que los dos circulos se intersectan
az+b .
en z = 1, se debe tener T(1) = o, es decir T(z) =, _ 1" Por otro lado T(0) =x + i c,
z+ 1

T(-1)=0+1d, digamos T(— 1) =0, por lo que T(z) = o1
_+ 11 manda R U {} en R U {o}, por lo tanto T({lz| = 1})

en una linea perperdicular a R y T(- 1) = 0 implica que T({lzl = 1}) es el eje imaginario,

SiaeR, T =«

i0
. i0 e + 1 0
de hecho se tiene T(el ) =a 0 = R ( (el + 1) (e - 1))
a ( _io i0 —2isenH
—a U +e - —1)==0c.—.
le® _ 17 lei® _ 17
Por @ltimo se pedimos T(0) =n =a (- 1) = T(z) = - J'EZZj 11 es el mapeo

conforme deseado.
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EJEMPL 4.2

Mas generalmente consideremos dos circulos que se intersectan en dos puntos,

al

b

digamos a, b € C. La transformacion lineal T(z) =

o} ; : % satisface T(a) = 0, T(b) = o, por lo que los dos arcos que acotan la region se

transforman en dos rayos Ll’ L2 que pasan por el origen.

A m Y i

\\Il T 7
L.\ 7 L
2 1 7

AN et

N 4

4
5, N2
N 1 -

Ahora, cualquier punto ¢ de la region
se puede mandar a un punto predescrito d entre los rayos Ll, L2. Con esto determinamos

o.. Ahora si D es la region acotada por los rayos, Log : D —— € es tal que Log (D) =

= {z e |61 <argz< 62}.Es decirf(z):Log(oc i : %) es un mapeo conforme

biyectivo que transforma una lente acotada entre dos arcos de circunferencia en una banda
infinita. Cabe hacer notar que en éste ejemplo hemos considerado Log como el logaritmo

principal. Esto no se podria hacer si el eje real negativo se hallase en la region acotada por
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los rayos Ll’ L2. Si éste es el caso, basta tomar una rama de log z tal que

61 <argz<62.

mmmmmmmmmmmmmmmmm

mmmmmmmmmmmmmmmmm

mmmmmmmmmmmmmmmmm

mmmmmmmmmmmmmmmmm

mmmmmmmmmmmmmmmmm

mmmmmmmmmmmmmmmmm

EJEMPL 4.3

Hagamos un caso concreto con respecto al Ejemplo 6.4.2, hallemos un mapeo
conforme biyectivo que transforme la lente acotada por los circulos Iz + il =v2 y lz + v3 il

= 2 en la banda infinita {z €EClo<Imzc< g} Los puntos de interseccion de los

lz+il=Vv2

circulos son z = + 1. Se tiene la siguiente situacion: lz+V3il=2 Los

angulos de interseccion son:
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Es decir la figura es como sigue:
Y

z—1

Entonces la transformacion T(z) es tal que manda esta lente en la region

7+ 1

3m Sxm
D={ZE C |T<Argz< 6}'

Ahora Log : D —— € manda D en la region D, ={z e |?%< Im z < 5675}

Finalmente @(z) =6 <z — 3% i) transforma D1 en D2

{z€¢|0<1mz<n},es

decir la funcidén buscada es |f(z) = 6 <Log <ZZ_+ 11) - 3% i> .
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A

EJEMPL 4.4:

Un problema diferente consiste en hallar mapeos conformes biyectivos que
transformen la region limitada por dos circulos que no se intersectan en un anillo. Las

transformaciones lineales de nuevo solucionan nuestro problema.
En general sean Cl’ C2 dos circunferencias que no se intersectan, digamos C1 en el

interior de CZ' Se quiere transformar conformemente

esta region en una anillo con centro en el origen.
Sea a en el interior de C1 tal que T(a) = 0. Ahora si a* es el simétrico de a con
respecto a C1 y a’f es el simétrico de a con respecto a C2 se debe tener que T(a*) =
*\ — e g% — g%
T(al) o0, es decir a aj.

Ahora si C1 es el circulo con centro en ¢ y radio r, C2 es el circulo con centroen d y
2
radio R, se tiene por el desarrollo anterior al Teorema 6.2.20 que a* = —
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1N
g/

2
R .
a>1"=7+d. Puesto que estas dos cantidades

a - d
2 R®
deben ser iguales se sigue que ————— + ¢ = ————— + d. De esta manera hallamos a tal
a — ¢ a — d

que T(a) =0y T(a*) = oo.
Asi T esta dada por T(z) = a %, con oo € € — {0}. El siguiente ejemplo es

para 2 circulos dados.

EJEMPIO 6.4.5:

Hallemos un mapeo conforme que mande la region del interior del circulo unitario y ex-
1 1 . . .

z — 5| =4enun anillo con centro en el origen y cuyo menor radio es 1.

Ay

terior al circulo

YA

aop N

NP

-
X
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Del ejemplo anterior tenemos ¢ = %, r = IZ, d =0, R =1, por lo tanto
1 1
16 i_ 1 0 = 6 i 1 1 i i _1 i
- L t2T * i 27a 16_2<a_2)_a< 2)
a -0 a — =
a — <—§> 2
LU S T S | 19 _  _ 2 __ 19 . _
6~ 2" 47" " 2a 2<a )—16 I T
191 3’671_’_4 191+V'105.
8 "V _8 *V e4' 19 VIO5S. _19%V105.
a= 2 = 2 “16'F 16 'T 16 ©
El valor que esta en el interior de IzI:lesa:lngi. Ahora bien a*:é—
a
_ —16i _—16(19+VI105) i 19+Vi05. ,
19 _7105 361 - 105 =T 16 Lrormno

16 z - (19 -V 105) i

T(z) = .
D=6+ (19 + V105) i

. . : i|] 1
Finalmente, puesto que queremos que la circunferencia |z — 2| =4 sea mandada a

12 - 19 + V105 _ V105-7 _
12+ 19 + V105 ~ V105 + 31

Izl = 1, podemos pedir "{341> =1=

a = V_105 + 31 Es decir la transformacidon buscada es

V105 -7

_ V105431 16z-(19-V105) i
S VI05-7 16z + (19 +V105) i

T(z)

EJEMPILO 6.4.6:

Encontremos una transformacion conforme biyectiva de Q =
{z €EC|-1<Rezc< 1} en U. Para esto consideremos las siguientes

transformaciones:
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AY
| J\4
=== q--- |Q .
B i
[y e 2
[P R . T e s———
| I I | zZ—>1 EZ
I wowon " " I
W " " - O !
—1: SOl x X
| - A
. . R P
I - - -l
| 2
Y A
/T_‘\\ U
.-_.-_'H. .-_'H..-_
Z_l .-_'H..-_'H..-_'H. .-_'H..-_'H..-_
Z —>m .-_'H..-_'H..-_'H. .-_'H..-_'H. 'H..-_ »
'H.""H.""H.""(j .-.'H..-.'H. 'H..-.
s X
NN Y
-

Es decir,p: Q — U, =T h° g; o(z) = T(h(g(z))) = T(h(i A

4

T Z .,
7) es una transformacion buscada.

[NSY=|
N
~—
~—
Il
—
—
(¢]
|2
N
~—

La funcion inversa ¢ : U —> Q estd dada por ¢ (z) = g_l(h_l(T_l(z)))

=e._1=iTan<
Tz

e +1

1/, -1/1 + z
e (i
EIEMPL

)= (n (22 =it (115)

4.7:

Encontremos una biyeccion conforme f entre Q = la parte superior del circulo

unitario U y U tal que {-1, 0, 1} es mandada a {-1, — 1, 1}. Para esto consideremos las

siguientes transformaciones:
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oo =T(-=1)

77"
PR S
) 00 —> 00 L
o |i=To o
-1 0 1277 7 00
d——
0=T(1)

Se quiere G : {z €C |Imz> O} —— U transformacion lineal tal que G(o0) =
~1,G(=1) = — iy G(0) = 1. Es facil verificar que G(z) = — =

es la transformacion

z + 1
requerida. Por lo tanto f : Q@ —— U estd dada por f = G - S T, f(z) =
2 2 .5 -1 +1 |
22 (A +D+2z(-1+D++i) _ _ 1+i * 7221743 *% 1
21+ +220+D)+(=1+1) -1 +i Z2+2Z11++1.+1
- i
2 .
—(1+i)-Z +(1-1)z+ 1

220 +i)z+1
§ 5. Resultado Generales.

Ahora que se ha visto la definicion de transformacion conforme y se han analizado
la funciones elementales como transformaciones conformes, en esta seccidn nos
proponemos enunciar las propiedades generales de los mapeos conformes. Empezamos con

un interesante resultado debido a Schwarz.

TEOREMA 6.5.1 (LEMA DE HWARZ):
Seaf:U—— C, f &€ H(U) tal que
(1) lfz)<1VzeU.
(2) £(0)=0.
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Entonces If'(0)l = 1 y If(z)l < |zI ¥V z € U. Mas ain, si If'(0)l = 1 o If(z)| = Izl para

alglin z = 0, entonces existe una constante ¢ tal que Icl= 1y f(z)=czV z€ U.

DEMOSTRACION:

f(z) .
— st z=0

Sea g : U — @ definida por g(z) =4 . Entonces es facil ver
f'0) si z=0

que g € H(U). Por el principio del mddulo maximo 5.1.4, se tiene que para 0 <r < 1,

lg(z)l < % para Izl < r, por lo que haciendo r — 1 se tendra Ig(z)l = 1 V z € U, lo cual

significa que If(z)l < I1zI V z € U. Ademas If'(0)l = Ig(0)l =< 1, lo que prueba la primera parte
del Teorema.

Ahora bien, si If'(0)l = 1 o If(z)| = |zl para algiin z = 0, esto significa que Ig(z)l = 1
para algin z € U, lo cual implica por el principio del mddulo maximo que g(z) = ¢ =

constante. Esto implica que f(z) =czV z&€ U con lcl = 1. L 4

Usaremos el Lema de Schwarz para caracterizar todas las transformaciones

conformes biyectivas de U en si mismo.

DEFINICION 6.5.2:

Silal<1,seaq(z)="""*

1 - a z
PROPOSICION 6.5.3:

Se tiene que P, e HU), cpa(U) = U, cpa(aU) = dU, P, U —— U es una

biyeccion. La inversa de P, e8P . Finalmente cpa(a) =0, cpa(O) =-—a, cpz‘l(O) =1- Ialz,

@@ =(1- Ialz)_l.
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DEMOSTRACION:

i0 i0
. i0 e —a e —a
S | = = =
ipeER, |cpa(e )l " o 1, por lo tanto cpa(aU) C
1 — ae e — a
oU. Ademas cpa(O) =—a,y puesto que @, es una transformada de Mobius, se tiene que

cpa(U) =U, cpa(aU) = dU. El resto de la Proposicion se verifica directamente. ¢

PROPOSICION 6.5.4:

Sea f : U —— @ analitica tal que If(z)l < 1 ¥V z& U. Sea a € U con f(a) = a.
1 —lal® 1-Ifa)
1-lal®  1-lal?

CP_a(C Cpa(z)) con lcl = 1.

Entonces If'(a)l < . Mas atin, la igualdad sucede solo cuando f(z) =

DEMOSTRACION:

U U U U
N . —
cP_a f ()
a

Sea g = P, ° fo P entonces g € H(U), g(0) =0y g'(0) = cpéx(oc) e f'(a) e cp_‘a(O)

= % e f'(a) (1 - Ialz). Por el Lema de Schwarz se tiene Ig'(0)l < 1, o sea

1 —lal
2
1 - lal
)< s
1 — lal

Finalmente, la igualdad se alcanza solo si Ig'(0)l = 1 o sea g(z) = c z, es decir, g =
c Id, con Icl = 1. Esto es, la igualdad ocurre solo en el caso en que P, ° fe ¢, =c Id, o

f=g, Do, =0 (). ¢
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Ahora probamos la consecuencia principal del Lema de Schwarz.
TEOREMA 6.5.5:

Sea f : U —— U analitica biyectiva. Si f(a) = 0, entonces existe una constante c,
Icl=1talque f=c P,

DEMOSTRACION:

Seag= .U —s U, g(f(z)) = f(g(z)) = z, g(0) = a. Usando 6.5.4 tanto para g

como para f se tiene If'(a)l = y lgO)l =1 - lal®. Puesto que g ° f=1d =

lal?

1 = g'(f(a)) f'(a) = g'0) fi(a) = If(a)l =

»- Entonces por 6.5.4 se sigue que
1 — lal

f=cp0°(ccpa)=ccpa(cp0=ld). L 4

EJEMPIO 6.5.6:

i+ 12
L R ‘
Seaf: U — U con f(— ;) = 1+T Entonces f'(— ;>| = T2 =
1 - |2
1 1
) 2 . .
[ == 3= 3 En particular, no existe f : U —— U holomorfa con
I-q 4
i 1

iy, i+ iy 3

f(-2)="2 ¥yf(-2)=%
A continuacion enunciamos el Teorema de Mapeo de Riemann el cual caracteriza los
dominios simplemente conexos del plano complejo €. Primero enunciamos varias
caracterizaciones de dominios simplemente conexos en €. No presentamos su

demostracidon aunque la mayoria de la implicaciones ya las hemos probado implicitamente

en el transcurso de estas notas.
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DEFINICION 6.5.7:

Dos regiones Q, W C @ se llaman conformemente equivalentes si existe

f: Q —— W analitica biyectiva (es decir f es holomorfa, conforme, 1-1 y sobre).

TEOREMA 6.5.8:

Sea A C € un abierto. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) < es simplemente conexo.

(i) € es homeomorfo a U.
(i) Indy(z) = ( para todo camino cerrado y en Q y para todo oo € ie)

@iv) 82 — Q es conexo.
(v) Cualquier f € H(€2) puede ser uniformemente aproximada en compactos de €2, por
polinomios.
(vi) f f(§) d§ = 0 para cualquier f € H(Q) y cualquier camino cerrado y en Q.
Y
(vii) Cualquier f € H(Q2) tiene primitiva en €.
(viii) SifEe H(Q), f(z) = 0 V z € Q, entonces existe g € H(Q) tal que f = e®.
(ix) SifeH(Q),f(z) =0V z€E Q, entonces existe g € H(Q) tal que f = h?.
(x) Siu:Q — R es armonica, entonces existe v : & —— R armonica tal que
f=u+1iveHQ).
(Una funcion u : Q —— R se llama armonica si u tiene segundas derivadas
parciales continuas y azg + azg =0.) L 4
ox~  dy

TEOREMA 6.5.9 (TEOREMA DEL MAPEO DE RIEMANN):

Sea Q C €, Q= T simplemente conexo. Entonces Q es conformemente

equivalente a U.
DEMOSTRACION:
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Ver Rudin [10] pagina 302, Teorema 14.8 y pagina 316, ejercicio 26; Conway [4]
pagina 204, Teorema 3.2 y pagina 279, ejercicio 3. L 4

BSERVACI S5.10:

La condicion Q = @ en 6.5.9 es necesaria pues si € fuese conformemente
equivalente a U, entonces existiria f : € —— U analitica, biyectiva, lo cual contradice el

Teorema de Liouville 4.2.24. Asi mismo 6.5.9 dice que esencialmente solo hay solo 2

conjuntos abiertos simplemente conexos de C: Uy € (y sblo 3 en s U,Cy Sz).

Aunque la demostracion del Teorema del Mapeo de Riemann es dificil, la

demostracion de la unicidad es facil, a saber:
TEOREMA 6.5.11:

Sea Q C €, Q simplemente conexo, Q = €. Sea a € Q. Entonces existe una Gnica

funcion f : Q —— U analitica biyectiva tal que f(a) =0 y f'(a) > 0.

DEMOSTRACION:

Sea g : Q —— U analitica biyectiva. Sea g(a) = b € U. Entonces

lol
D= 9, °g: Q —— U es tal que ®(a) = 0. Ahora bien, si ®'(a)=a =0, f= Z @ satisface

f(a) =0, f'(a) = lal > 0. Sea h otra tal funcion, entonces f ° hl:U—>Ues biyectiva tal
que (f-17 ") =0= 655 (f-h")@ =czlcl = 1. Ademis £0) (h)'0) =
c>0,porlotantoc=1yf=h. ¢

Los dominios simplemente conexos son aquéllos que su complemento en S? es
conexo. Asf pues los dominios doblemente conexos 2 € € son aquéllos tales que s?-¢
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tiene dos componentes conexas. Los ejemplos mas simples de estos dominios son los

anillos (ver el Teorema de Laurent 5.2.7).

DEFINICION 6.5.12:

Sean 0 <r < Ra, r, R € R. Entonces definimos el anillo con centro en el origen y
radios r, R por A(r, R) = {Z e |r<izl< R}.

Motivados por el Teorema del Mapeo de Riemann uno podria pensar que todo
dominio doblemente conexo es conformemente equivalente a un anillo y que cualesquiera
dos anillos son conformemente equivalentes. 6.5.13 prueba la validez de la primera

conjetura y 6.5.14 la falsedad de la segunda.

TEOREMA 6.5.13:

Cualquier region doblemente conexa es conformemente equivalente a un anillo.

DEMOSTRACION:

Ver Ahlfors [1] Teorema 10 pagina 247 o Nehari [9] Capitulo VII, 1.2, paginas
333-352. L4

TEOREMA 6.5.14:
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Dos anillos A(r, R) y A(s, S), 1, s >0 son conformemente equivalentes <

DE TRACION:

Si ﬁ = §= o, entonces si f§ = Sﬁ, f(z) = B z satisface f(A(r, R)) = A(s, S) y

f € H(A(r, R)), f es biyectiva.
Reciprocamente supongamos que A(r, R) y A(s, S) son conformemente

equivalentes. Claramente se puede suponer r = s = 1. Se quiere probar que R = S. Sean A
= A(l, R), B = A(1, S) y sea f : A —— B biyectiva, holomorfa. Sea g = 1
Consideremos y el circulo Izl = V'S, entonces g(y) es un compacto en A.

g

Por lo
tanto existe € >0 tal que A(1, 1 + &) N g(y) = (). Esto implica que V = f(A(l, 1+ s))
es un conjunto conexo en B que no intersecta a y por lo que V C A(l, v S) oV C
A(VS , S). Si sucede la segunda posibilidad cambiamos f por % por lo que podemos
suponer V C A(l , VS). Sil< |zn| <l+ey |zn| = 1, entonces |f(zn)| =2 1 pues

{f(zn)}::l C V y no tiene punto limite en B debido a que es continua. Similarmente

tendremos que si |z | —— R, entonces |f(z )| -—s S.
n' n—x n n—oo

Sea ahora o =% y sea u(z) =2 In If(z)| — 2 a In Izl. Usando las ecuaciones de

Cauchy-Riemann para {(z), es facil verificar que u(z) es armonica en A. Ademas por la
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primera parte, u : ‘A — R es continua con |lljmlu(z) =2Inll1-2alnlll=0y | ]liju(z)
ZI—> Zl—

=2InS-2alnR=0.

Puesto que u es una funcidén armonica idénticamente O en la frontera se sigue que u
= 0 (el principio del mddulo maximo se puede aplicar a las funciones armonicas, ver por
ejemplo Rudin [10] paginas 259-260 o Conway [4] pagina 255, 1.6).

Ahora 2 In If(z)l = In If(z)l2 =Infe f, entonces si ponemos d = 9 _ 1 9 es facil

X ay’
ver que d(2 In Ifl) =% = 0=9(u(z)) = f;((zz)) - % = % = %. Abhora bien, por el Principio
del Argumento 5.2.16, ﬁ f:f((z)) d§ = Namero de ceros de f — Namero de polos de f
lzI=VR
=ﬁ Oéd§=a=>aEZ.Sea g(z):f(zza), g'(z) =
lzI=VR
£(2) 2% - a f(z) 2% o Z(Z) 2%~ a f(z) 2%

= =0 = g(z) = ¢ = constante.

200
Z Z

200

Finalmente, se tiene que f(z) = ¢ z*. Puesto que fes 1-1 = o = 1, por lo que f(z)

=czyen particular R = S. L4

DEFINICION 6.5.15:
Unacurvay: [a,b] — S% se llama de Jordan si Y es c! por tramos, y es cerrada

y paraa <t<s <b se tiene y(t) = y(s).

TEOREMA 6.5.16:

Si Q € € es una regidon simplemente conexa Q = € con frontera 9Q C S? una
curva de Jordan, entonces la funcidén dada por el mapeo de Riemann f : Q@ —— U se puede
extender de manera continua a la frontera de Q, £ : Q —— U . Mas afn, si z € 0Q =

If(z)l = 1 y ademas es biyectiva en todo Q .
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DEMOSTRACION:

Ver Rudin [10], pagina 309, Teorema 14.18. ¢

Terminamos este Capitulo estudiando una familia de mapeos conformes que
transforman un semiplano 6 un circulo en el interior de un poligono. Estas

transformaciones se llaman de Schwarz-Christoffel.

Consideremos un poligono P en T, con vérticesen w , ... , W Suponemos que

e
los lados no se intersectan, es decir el poligono es simplemente conexo. Supongamos que

los angulos interiores del poligono son o, m, a, =, ..., o . Si [:’)1 T, [52 T, ..., [:’)n 1

1 2

son lo angulos exteriores, se tiene que o+ Bi =1,l=<si=sny 2 Bi = 2.
1=

Por 6.5.16, existe f : HY U {o} — P tal que f es biyectivay f € H(H+)

Sean a8, ..., € R U {x} tales que f(ai) =Ww.

Ahora los puntos a A dividen R U {0} en segmentos cada uno de los cuales se

P Ay -
mapea en un segmento de recta.
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Entonces si L es cualquiera de estos segmentos, por el principio de reflexion de
“N
7
N
- N W
e i+1

\/ ~~
| \

IS
ae!

Schwarz, — f se extiende a una
funcion f(H_) = P
f:CU {0} —> CU{x}, fEH(H*" U H U L).

(st

Aplicando nuevamente el principio de simetria, ahora a H", entonces existe f1 en
H' que extiende a f en H'. Notemos que f1 no necesariamente es f pues la reflexion pudo
haber sido a través de otro subintervalo. Sea f, (H+) =P".

Sin embargo P y P" son congruentes es decir P" se obtiene de P mediante una

translacion y una rotacion alrededor del origen, por lo que se tiene que existen constantes
A, B tales que fl(Z) =Af(z)+B,A=0,z€& H™. Por tanto t}(z) = A f'(z); f'l'(z) =Af"(z)

N fl@ 1 (notemos que f(z) = 0 V z € H pues f es conforme)
HOMINO | " |
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e
// \\
e N
// - //\
\\ P ~~ -7\
\ \
\
\ " \
\ I)l I) \
L——— /
\\ //
//’.\\
\\/// \\\/

f"(Z)

Esto muestra que la funcion g(z) = fi(z)’ toma, para z € H' el mismo valor

después de dos reflexiones a través del eje real. Lo mismo es cierto para z € H . Entonces
g estd definida y es holomorfa en ((II U {00}) - {al, Ay, s an}. Para analizar la
clase de singularidad que g tiene en cada a., veamos el comportamiento de f en una

1
vecindad de a. De momento suponemos que a = oV i. Sea h(z) = [f(z) —f (ai)] a..

W,
. i+1
\
N\ &
/’_ N
t
: —H W, T
4 wam /
/
/
/
4 W
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i+1

1 (S ty w. i
T 1} /1 1
N \0\

Por el principio de simetria, h es analitica en a., por lo tanto f(z) = f(ai) + h(z)%,
h(ai) =0, h'(ai) # (. Escribamos h(z) = (z - ai) m(z), m holomorfa en una vecindad de

f"(Z) B Oti -1 _
f'(z) = z - a, + k() =

a, = f(2) = f(a) + (z - ai)ai m(z)*i. Entonces g(z) =

_— 211 + k(z), donde k es analitica en a,, es decir g(z) + —la
i i

es holomorfa alrededor de

z=a. Entonces gl(z) =g(z) + 7 —ia S5 H((E U {00}) y es acotada, por lo que
' i

por el Teorema de Liouville tenemos que gl(z) es constante. De hecho f es analitica en

z = o, por lo que f<;> es analitica en z = 0 o sea que para < % (o Izl > R), f(z) =

z
-2

-1 — _
f(o) + ¢,z +c,z + ...; f'(2) = - <,

2 ¢, 73 +6 ¢, 7+ ..., por lo que g(») =0 = gl(OO) =0= g = 0, lo que implica que

n
" B. '
g = Gl = - E‘l i~ = (In @G)' = Log 1) =
1=

_z B, Ln (z - ai);+LnC=Ln{C l:l (2- ai)ﬁi}ﬁf(z)zclj (2= ay
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y |f(z) = C IEI(Z - ai)_ﬁi dz + D|, con C y D constantes. C y D determinan el
1=

tamano y la posicion del poligono P.

Como se describe en el Teorema del Mapeo de Riemann, tres puntos pueden ser
descritos, es decir, podemos escoger tres puntos de entre {al sy e ,an} de antemano.

El resto de los ai's quedara automaticamente determinado.

Resumiendo, el anterior desarrollo prueba:

TEOREMA 6.5.17 (FORMULA DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL PARA H"):

Sea P un poligono con vértices Wi W, oo s Wy CON angulos exteriores 7 [Si,

-1< Bi < 1. Entonces los mapeos conformes biyectivos entre H' y P estan dados por:

f(z) = a j(g - xl)_ﬁl .« (g - xn)‘ﬁn de | +b
0

donde a, b € € son constantes, z, € H esta fijo y la integral se hace sobre cualquier

. + L .
camino que conecte z, con z EH". Ademas se tiene:

(1) Tres de los puntos Xo Xy won s X pueden ser escogidos arbitrariamente.
(i) ay b determinan el tamahno y la posicion de P.
(i) f(xi) =w,i= 1,...,n

OBSERVACION 6.5.18:

En el desarrollo anterior se supuso que los puntos x , X eran reales. Si

TR ST
queremos encontrar la formula de Schwarz-Christoffel con uno de los puntos al infinito,

hagamos un cambio de variable con una transformada de Mobius: T(z) = —% +X . Por el
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desarrollo anterior a 6.2.17, se tiene que T(H+) =H" ysi T(yi) =X, l=i=n-1,T(x)

=xn,yl<y2<...<yn_l( <y, = ).

Ahora bien se tiene que si g(z) = f(T(@), g(z) =
W=T(Z)=—12+Xn
_ﬁ.
a []j;(gxi) ide | +b.
Yo
w_ = g()
T f .
y y o ¥ k. ©
1 n—1 1 n—1 n

w =gly)
\g_/

Con el cambio de variable ) = T! E,E=Tn=- 1 +X ,se tendra:

]:1(5 - xi)_[3i dg = E[(Tn - Tyi)_ﬁi (T - Too)_ﬁn. (Tn) dn -

LG e e Ll T

conc = .ﬁy?i. Puesto que 2 Bi = 2, se sigue que:
1=

17="1
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H(E - Xi)_ﬁi dg=c H(n - yi)_Bi dn, es decir

T_l(w)zz

_ﬁ.
g(z) = A | l (T] - yi) 1dn + B, la cual es la misma que la

-1
T (W O):ZO
formula de Schwarz-Christoffel pero reducida en un factor lo que hace un poco menos

dificil de calcular esta integral.

Resumiendo, hemos probado:

TEOREMA 6.5.19 (FORMULA DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL PARA H"):

Sea P un poligono con vértices Wi, Wy, oo, Wy CON angulos exteriores 7 [Si,

-1< Bi < 1. Entonces los mapeos conformes biyectivos entre H* y P tales que el o se

mapea en w_ estan dados por:

Z
g0 =A Zf(%—yl)‘ﬁl-...-(E—yn_l)‘ﬁn-l d | +B
0

donde A, B € T son constantes, z, € H esta fijo y la integral se hace sobre cualquier

. + . .
camino que conecte z, con z € H' . Ademas se tiene:

(i) Dos de los puntos Y Yoo o0 Yoy pueden ser escogidos arbitrariamente.
(i) Ay B determinan el tamafio y la posicion de P.
(iii) g(xi)=wi,i= 1, ... ,n—l,g(OO)=wn. ¢

Similarmente podemos obtener formulas de Schwarz-Christoffel cambiando H* por

U. Digamos que z a2 EdUyseaT: U — H' de Mobius tal que T(Zi) = X..

1 %y -
Entonces con el cambio de variable ) = T_IE se tendra:
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TEOREMA 6.5.20 (FORMUILA DE HWARZ-CHRISTOFFEL PARA :

Sea P un poligono con vértices Wi W, oo s Wy CON angulos exteriores 7 [Si,

-1< Bi < 1. Entonces los mapeos conformes biyectivos entre U y P estan dados por:

[(n) P e (2 n) e vn

fz)=A

con z sz € dU y donde A, B € T son constantes, z € U esta fijo y la integral se

4
hace sobre cualquier camino que conecte 0 con z. Ademas se tiene:

(1) Tres de los puntos ZsZys s 2, pueden ser escogidos arbitrariamente.
(i)) Ay B determinan el tamafio y la posicion de P.
(iii) f(Zi):Wi’i: 1, ..., n. ¢

OBSERVACION 6.5.21:

Las formulas de Schwarz-Christoffel permanecen correctas si uno de los vértices
del poligono esta en el infinito. El angulo en % se calcula acorde a que la suma de la

angulos exteriores debe ser 2 m.

EJEMPILO 6.5.22:

., + . . .y
La transformacion conforme que manda H" en el interior de un triangulo tal que %
z

dg
(g - a)P1e (5 - )

va a un vértice es de la forma: f(z) = A +B,cona,bE R,

blst1i=1.2

EJEMPILO 6.5.23:
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+ ., . .
Encontremos un mapeo conforme que transforme H™ en la region Q definida por

mmmmmmmmmmmmm
mmmmmmmmmmmmm
mmmmmmmmmmmmm
mmmmmmmmmmmmm
mmmmmmmmmmmmm
mmmmmmmmmmmmm
mmmmmmmmmmmmm
mmmmmmmmmmmmm
mmmmmmmmmmmmm
mmmmmmmmmmmmm

mmmmmmmmmmmmm

Q:{zECE|IReZI<T2E,Imz>O}. 2 2

. . . . L T .

Aqui el triangulo en consideracion tendra vértices en — 71 s Los angulos
. . ., , T T . P
interiores del triangulo seran XL 0 (y por lo tanto los exteriores seran XL 7).

Entonces si pedimos f : HY —— Q. f(~ 1) =~ 7, f(1) = 5., f(e0) = %, por 6.5.19 se

z
s 1 z d
tendra que f(z) = a J(§+1)2-(§—1)2d§ +B=a _ds +B =
Vel -

o Arc Sen z + .

(1) =-5 =-a5+p
Puesto que = a =1,p = 0, por lo tanto

f1) = 7= aj+p

‘f(z) = Arc Sen z

, lo cual coincide con lo visto en § 3.4.

EJEMPL S5.24.

Hallemos un mapeo conforme que transforme U en Q = {z eCl % < Rez< Z}
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conf(i) = f(— i) = . Notemos que 2 puede ser considerado un poligono de 2 lados con

angulos en o = 0, es decir lo angulos exteriores son iguales a .

LY

Ha

z
Entonces, usando 6.5.20, f sera de la forma: f(z) = A J(Z + i)_l(z - i)_ldz + B

z

= AJ ZdZ + B = A Arc Tan z + B. Tomando A =1, B = 0, se tendra que f(z) =
z"+ 1

Arc Tan z.

Aqui es importante hacer notar que se necesita una justificacion especial para usar
las formulas de Schwarz-Christoffel. De cualquier manera es mas sencillo verificar la

validez de la férmula obtenida usando § 3.4, que esta justificacion.

EJEMPL 25:

ds = f(z). Entonces B

Vet Vet

Consideremos w =
1 1

=(E*-1) (g% + 1))_E= = (& - 1)_E (& + 1)_E (5 - i)_5 (& + i)_i, por lo que

f(z) manda U en un rectangulo debido a que lo angulos exteriores son %
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EJEMPLO 6.5.26:

Hallemos un mapeo conforme que transforme U en el pentagrama:

Puesto que el pentagrama tiene 10 lados, consideremos las raices décimas de la

unidad, es decir las soluciones de la ecuacidén z10 — 1 = 0. Ahora zlo -1=

(ZS - 1) (ZS + l) por lo que el mapeo T:U -— P,

P = pentagrama, debe ser dado mandando las raices de 2> —1alos angulos agudos del
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pentagrama y las raices de 2> + 1 a los angulos obtusos. Para los angulos agudos, los

. . 4 7 2
angulos exteriors son 5 7y para los obtusos m — 5 T = - 5 ® por lo que

V4
4 2

fizy=A | (8°-1)° (&> + 1)’ d& + B. Podemos tomar A = 1, B= 0 y entonces f

sera:

Z
2
5 5
f(z) = (E-}-l)éldg )

& -1y
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CAPITULO 7.

APLICACIONES

§1. Problema de Dirichlet.

Primero recordemos la definicion de lo que es una funcidén armonica.

DEFINICION 7.1.1:

Sea Q C € una region, u : Q —— IR se llama armonica si tiene segundas derivadas

2 ’u 9%u
parciales continuas y Viu="—+ "7 =
ox~  dy

0.

OBSERVACION 7.1.2:

Las partes real e imaginaria de una funcion holomorfa son armonicas y éstas reciben

el nombre de armonicas conjugadas.

Anteriormente hicimos mencion al hecho de que una funcidn armonica satisface el

principio del mddulo méaximo, esto implica que si dos funciones u y v son armonicas en

una region €2, continuas en €2 y coinciden en la frontera 0€2 de 2, entonces u = v. Esto se

sigue del hecho de que u — v tiene maximo y minimo igual a 0. Es decir, tenemos el

siguiente Teorema:

TEOREMA 7.1.3:

Una funcidon armonica en una region € y continua en €2, estd univocamente

determinada por sus valores en 0. L 4
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Ahora bien, el problema de Dirichlet es el siguiente:

PROBLEMA 7.1.4:

Sea Q C € una region. Sea f : 9Q —— R una funcion. ;Existeu: Q —— R tal

que u es armodnica en Q y tal que u(z) =f(z) V z € 9Q?

En esta seccion demostraremos que la respuesta al problema de Dirichlet es
afirmativa en el caso de que Q sea simplemente conexo con d€2 simple de Jordan y f sea
continua.

Primero solucionemos el problema en el caso de que 2 = U = disco unitario.
Sea f : T = { z€C |1zl = 1} - — RR. consideremos la funcion

T
u(re®®) = 5 _[f(e“) P(6-1t)dt. con0=6=2r0=r<1 P(6-1)=

2

i ol gin(0-t) _ 1 -1

it
e + i .
3 =Re (= z ,Z :rele. Se tiene:
n=-—oo 1-2r cos(ﬂ - t) +r

c —-Z

TEOREMA 7.1.5 (POISSON-SCHWARZ):

T
u(z) = 217‘: l‘f(elt) Pr(O - t) dt, con z = rele, 0=0 <2, 0=sr<1,es

armoOnica en U y se tiene lim u(z) = f(ele) para lo puntos en que f(ele) es continua.
z—>e!

DEMOSTRACION:

+
De hecho u(z) = Re 2%51 2 z
-z

lel=1

d
f ( E) EE , la integral es holomorfa y por

239



Aplicaciones

tanto u(z) es armonica. Para la verificacion de este resultado, ver Rudin [10], Teorema 5.25
paginas 118-119, Teorema 11.10, pagina 255; Ahlfors, Teoremas 24 y 25, paginas 165-
169. ¢

7.1.5 da soluciodn explicita al problema de Dirichlet para U. Si Q es cualquier region
simplemente conexa, Q - €, cuya frontera dQ2 es una curva simple de Jordan en Sz,
entonces por el Teorema del Mapeo de Riemann existe ¢ : Q —— U continua biyectiva

tal que @ € H(Q). Para solucionar el problema de Dirichlet en Q, sea f : 9Q — R,
digamos, continua por tramos, entonces @(dQ2) = T = U = {z e C |zl :1} y

fe cp_1 e T —— IR es continua por tramos. Entonces si u(z) es la solucion al problema de

Dirichlet con respecto a U y la funcion f e cp_l, u: U — R.Entonces v: Q — R,

dada por v =u ° @ es la solucion buscada. Explicitamente:

2 E-o(z)

v(z) Re L JM f°cp_1)(‘§)d§ =
lel=1

e +CP(Z)
- CP(Z))

n J (47 () Re

'l

EJEMPIO 7.1

-1
R
Z,y, por lo que la solucion al problema de Dirichlet para B(z 0’ R) esta dada por:

Cuando @ =B(z,. R). ¢ : B(z;. R) — U, 9(2) = 0 o lz)=Rz+
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_ E - -
+

1 R dg

v(z) =Re i Z—Zf(RE+Z0)§ =
0
€~ R

lgl=1

RE+z +z2-2z2 d
=Re% 0 Of(R§+Z)E.

T R§+ZO—Z 0/ &
lel=1
dn
d R d
Sean=R§+z dn =R dg; é— R__ O , por lo tanto
E T]—ZO T]_ZO
R

() 1 T'|+Z—
v(z) =Re |57

27 J n -z z,

|YI—Z0|:R

EJEMPIO 7.1.7:

Para solucionar el problema de Dirichlet en el semiplano superior, consideremos la

<§Ii>=

transformacion T : HY —— U dada por T_l(z) =(z,1,-1,-1) = T
(2)
T0) =1
T 1
} m—— —
1 Z + 1 s ()' '1 T() =-1 1
r -1 /7 por lo que
z—-(1-1)1_ z-1-1
T@@) z+ (1 -1)" z-1+1
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Entonces la solucion al problema de Dirichlet con funcion f: R —— R sera:

T
it eit—iz_l_i
v(z):zi £((1-i) ST Re |~ Z‘llﬂ dt.
" eta1) feity 2ol
z—-1+1
Con el cambio de variable 1 = T_I(E), se obtiene:
00]
. 1 y f(n) dn
viX+1y) = = ( 2 2
(x-m)"+y
_%

§ 2. Aplicaciones a la Fisica.

Hay varios problemas en Fisica cuya solucion depende de la ecuacion de Laplace :
2. _ _ . 2
V¢—¢XX+¢yy—O,¢.QQIR — R.

Las soluciones a esta ecuacion son las funciones armonicas en €. La teoria de las

soluciones de la Ecuacidon de Laplace recibe el nombre de Teoria del Potencial. Como

ejemplos de la teoria del potencial estan el caso bidimensional de un estado estable en elec-
trostatica, el fluido de calor en un medio homogeneo, la mecéanica de un fluido ideal, etc.

En electrostatica, ¢(x, y) se interpreta como el potencial eléctrico o voltaje en el
i o

punto (X, y)y F ai)] son las componentes de la intensidad del campo eléctrico. Las curvas

¢(x, y) = constante reciben el nombre de equipotenciales.

En problemas de fluido de calor, ¢(x, y) es la temperatura en el punto (x, y) y las
curvas ¢(X, y) = constante se llaman isotérmicas.

/_\_/
/W)_:’c_onﬁante

En mecanica de fluidos, las curvas

¢(X, y) = constante son los caminos que recorren las particulas del fluido, es decir son las

lineas de corriente.
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EJEMPIO 7.2.1:

Encontremos la temperatura ¢ dentro de la lente acotada por los circulos [ z—11=1

ylz—il=1,y tal que sobre el circulo | z—11=1 la temperatura¢p =0y sobre | z—il=1,

o=1

/ Primero transformemos la region en una region mas simple;

. V4 . .
por ejemplo T(z) = - (L +1) manda los dos circulos en dos rectas que se intersectan en

0, pues T(0) =0y T(1 +i)=00.AhoraT(2)=l 2_ ;= 1 +i,T(2i)=12_11 =i(-1-1)=
/
/
1+i=TQ)
= X
N . .
d-1=TQ21)
N\
N ., . 3n .
Rotemos esta region un angulo de — 468 decir

3mi

) . 4 !
aplicamos la funcion z — e z, y finalmente elevemos al cuadrado.
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N

2
7Z—>Z

- 0

1

4
e b4

EL.
La funcion total es @(z) = [z—(l+1)] .

La solucion para el semiplano superior esta dado por el ejemplo 7.1.7, es decir

[o.¢]
f d 1 si x>0
ux, y) = I Y (1’12 n X Ahora bien, f(x) = ) , por lo que
T (x — n) +y 0six<O
— 00
0 0 0
u(Xy)=l y dn =l y dn = 1 dn
Tl xemiay?t T moxtey? Y (o
y

244



Capitulo 7

_n-x _ 1 ydt 1
Seat = y ,dn—ydt,entoncesu(x,y)—nyJ t —nArcTant

1 X 1 1 . I 1 T
E@—ArcTan(—;)): —EArg(—l z):i—g<—§+Argz>:l—*ArgZ,

0<Argz=m.

u es la solucidn para H, por lo que la solucion al problema original es:

3mi 2 3mi 2
e * 2 _1 lAr e 4 2
z-(1+0)) )7 "aMllz-a+1D) /)

Encontremos el potencial eléctrico de un capacitor formado por 2 conductores

ox, y)=u(p@) =u

EJEMPIO 7.2.2:

cilindricos paralelos con centros en 1 y O y radios 1 y 3 respectivamente, cuando el

potencial eléctrico en el cilindro interior es O y 1 en el cilindro exterior.

Primer notemos que si
los dos cilindros fuesen concéntricos, entonces las lineas equipotenciales serian circulos
concéntricos.

En este Gltimo caso, si el potencial es a en el cilindro interior y b en el exterior, se
debe tener que si u es el potencial, u(x, y) = u(r ele) = f(r), es decir u solo depende de r y
no de 0.
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r cos 9} y r:7x2+y2

Se tiene que , por lo que
a y =1 sen 0 9=ArcTan%p a
du_duor gudb_ o 2x o % o:
9x ~ ar 9x T »g 0x , VT TS
27)& +y
du_dudr 9u b _ —y _W Y .
ay 8r8y aeay +0= r —ursenﬁ,
27){ +y
Lg:%(u cos 6) (u cos 9)674_7( cos 6)
0x
_7
=u cosBcosO—-u sen0 =u cos 0+u sen6L=
rr r 2 rr r 2 2
L+ Y x4y
X
rsen 0 u.

=u cos 6+u senei u cos 6+ sen 0;

321; ai(u sen 6)—*(u sen 6)®+f(u cos 8)
y

X X
=u sen O0+u cosO —5——==
2 rr r 2 2
Yy X +y
2
X

=urrsenesen8+urcos6
1+

rcos 0 2 u 2
=u sen 6+u cosﬂi u__sen 8+?rcos 0,

por lo que la ecuacion de Laplace queda:

2 u u
87u+87u:u (00526+sen26)+fr(sen28+0052 6):u +1=0.

2 2 rr r rr T
ox~  dy
Se tiene queurr:f",ur:f, por lo que (Ln f')' = %:—%3 Lnf :—Lnr+A1

:—Lnr+LnA:Ln%:>f‘:%:u:ALnr+B:u(r).
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u(r1)=ALnr1+B=a b—a
Ahora las condiciones iniciales son: u(r2) — A Ln r +B = b}=>A: r
Ln 2
4
_ alnr,—alLnr, —bLnr +alnr
B=a-2 "% 1ny = : 1 1 1 _
r, 1 r,
Lr = L =
r r

1 1
aLnrz—bLnr1

Ln rz—Ln r]

Es decir la solucion para el caso de dos cilindros paralelos es
_ 0y _ _ _,b-a aLnrz—bLnrl_
u(z)—u(re )—f(r)—u(x,y)—[ r]Lnr+ Inr —Lor =

Ln 2 2 1
I

(b—a)Lnr+aLnr2—bLn1rl

Ln r2—Ln r1

Para resolver nuestro problema original, sea T de Mobius que transforma nuestra

region en 2 circulos concéntricos, digamos que | z— 1 1=1lomandaalz|=1. La solucion

al problema serda v =u ° T. Sea T(a) = 0, entonces el

conjugado de a con respecto a ambos circulos debe coincidir y lo llamamos a*. Se tiene que
@*-1 (a-1) =1

T(a*) = o0 y a* satisface: - =
(@*) (@ =9

9(21—1)=>a2—9a+9=O=a_917§1 _36=9 12745. Puestoque la—-11<1,

1

9
a_1+1_§=>a+a(a—1)—
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_9-V45 18 _18(9+V45) 94745 _ z-a _
a= 3 , *_9—745_ ’1 — 45 = 2 .EntoncesT(z)-ozZ_a>l<
9 -vVi45
T 22-9+745
o =a .
9 + V45 2z72-9-vV45
Z-"5
Para hallar o, hagamos T(l):l:l:awzazﬂz
2 -9 -+vV45 -7 + V45
Va5 + 7 Va5 +7 2z -9+ V45
=————, porl T(z) = . .
vas 7 oo ) = o vas
Ahora T(3) = Y45+ 7,6 =9 + V45 _ (V45 +7) (-3 +745)
V45 -7 6 -9 — V45 (V45 - 7) (- 3 - V45)
_4V45 + 24
4 V45 - 24
Asi pues tenemos r, =1, 1 _4v45 + 24 a=0,b=1 = lasolucion al problema es:

1 274745 - 24

Ln{745+7.22—9+\745'}
(1-0)LnlIT@)I+ 0 -0 _ V45 -7 22z -9 -745
4V45 + 24 Ln (4 V45 +24) — Ln (4 V45 - 24))
4 V45 - 24

v(z) =u(T(2)) =

Ln

EJEMPIO 7.2.3:

| Lineas ‘
Equipotenciales

Encontremos una funcidén no
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constante en la region Q de la siguiente figura, y cuyo flujo en toda la orilla es 0.

Primero veamos que si tuviésemos el semiplano superior, la solucion seria u(x, y)
= Cy, con C una constante arbitraria. Hallaremos una transformacion conforme f de la
region Q en H* y entonces la solucion sera: v(z) = u(f(z)) = C Im f.

Ahora, la region Q puede considerarse un tridngulo con vértices en i, 0 y o. Los

p . ;. T .
angulos exteriores seran —5:92 Y 27 respectivamente. Por tanto g = f ! :H" — Q con

g(-1) =1, g(1) = 0, g(o) = o, se puede dar por las formulas de Schwarz-Christoffel
1 1 5

= 2
(6.5.19). Se tiene g'(z) = A (z+ 1) > (z— 1) 2=A<; s 11> .
1
. z + 1,2
Ahora bien, sea I = (z - 1) dz. Consideremos el cambio de variable
1
2 2
+ 1
n:(it%), 2:ZZ 11,=>z:n2 =1+ 22 ,dz = dn, por lo que
n” -1 n -1 n?-1

Resolviendo ésta tltima integral por fracciones racionales obtenemos:
I=Ln [z + 722 - 1] + 27z2 — 1 + constante, es decir,
o=A{n (z+V2_1)+2V2-1} 4B

5 5La ()

Aqui (z - 1)2 y tomamos la rama de Ln con—g<Argz<32j.
gD =A(Ln(-1)+2V0)+B=Axni+B=i

Abhora, =B=0y
g1) =A(Ln(1)+2vV0)+ B =B =0

A= 1A51queg(z) f_(z)_1{272 d+Lln |2V —1]}

La solucion buscada sera: |v(z) = u(f(z)) = C Im (g_ (z)) .

EJEMPIO 7.2.4:
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Consideremos el problema de encontrar el potencial eléctrico de un capacitor con

placas paralelas y valores a y b. Si las placas son infinitas, las lineal equipotenciales seran

a
planos paralelos a b las placas. Sin embargo, si las placas
- AN
S \
T\ | /
. /
_________ A A
—————————— / /
- - - - - - - - _ _ \—\—\— - — -
_________ o v\ N
o\ N
-7 | N\
7 /
son semiinfinitas, es decir se /

extienden a % en un solo lado el comportamiento del potencial es mas complicado.
Asi  pues consideremos la region Q = € - L, donde L

={z=x+1yk<0,y==1}

o !

Notemos que esta region es el limite
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S

Los angulos interiores cumplen: o, § p— 2z, y ——= 0, por lo que los

CcC — —

cuando ¢ — — « de las regiones de la figura:

angulos exteriores en el limite seran: — m, — w y 7 (y el angulo en el punto al « sera 3 ).
Seag: H" —— Q la transformacion de Schwarz-Christoffel tal que g(— 1) =1, g(0)

=c("— "), g(1) =—1i,entonces g(z) = A z+ D' z-0)' z-D'=A(z* - 1) 12

2
=A<z - 1Z>=>g(z)=A<Z2— Ln z>+B,—g<Argz<32j.
g(—l):Al—n:i + B = i
2 2 1
Ademas :>A:—E;B:—i+E, por lo
g(l) = A<é—0>+ B =-i
2
tanto g(z)=—%(%—Ln Z>+ 15— 1|.
Y A
u=a u=>b
-
. . -1 0 1 X
Ahora en el semiplano superior nuestro problema es:

Por 7.1.7 se tiene:
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Aplicaciones

00 0 o0
1 f(§) d& f(€) dE b f(E) dg
ux v =g > ()2 D= > ()2 2t n : ()2 2
(x-8) +y (x-8) +y (x-8) +y
= \f(a,) \b\bc\[(Arc Tan \b(— \f(Xx,y)) — \b(— \f(sr,2))) + \f(b,7t) \b\bc\[(\f(7r,2) — Arc Tan
\b(— \f(x,y))) = \f(a + b,2) + \f(a — b,;t) Arc Tan \b(— \f(x,y)) = \f(a + b,2) + \f(a — b,) Arg
a+b a-b { T a
+
T

Cin="3 —2+Argz}=b+

; b Arg z.

La solucion al problema original sera: | v(z) = u(g_l(z)) =b+ 2 ;[ b Arg ( g_l(z)) .

EJEMPIO 7.2.5:
Encontremos una funcidon armonica v no constante en la region Q =
H - {y il0 <y = 1}talque v(x,0)=0y v(0,y) =0,0 =y < 1. Este problema

puede ser interpretado como el flujo de un rio que pasa por un obstaculo.
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Capitulo 7

En este problema Q puede ser visto como el limite cuando a, b —— 0 de la region

— >

representada en la figura: a 0 b
Otra vez, para aplicar la formula de Schwarz-Christoffel, notemos que se tendra que

lo angulos exteriores tenderan ag ena,—Jmenli, g enb (y por tanto a 2 7t en ).
Seag: H" — Q con g(-1) =0, g(1) =0, g(0) = 1. Entonces se tiene que g'(z) =
1 1
A@+1) z. (z-1 2o, = Lrﬂ g(z) = AVZ2 — 1 + B, donde tomamos la rama
22 -1
deVz2 — 1 tal que sz —1>0 para x > 1.
Ahora bien, g(-1)=B=0;g(1)=B=0;g0)=AVv-1+B=Ai=i= A=1,

por lo tanto g(z) =sz — 1. Entonces f = g_1 :Q — HY, f(2) =Vz2 + 1.

Finalmente, en el semiplano superior, 0 se

tiene solucion u(z) = y = Im z, por lo que nuestra solucidon sera: v(z) = u(f(z)) =
1

Im (22 + 1)5.

EJEMPIO 7.2.6:

253



Aplicaciones

Consideremos el semicirculo Q = {z €C |llzl<1,Imz> 0} tal que su

temperatura T en la frontera esta dado por T = 100° paraz=x<0,T=0"paraz=x>0y

supongamos que para Izl = 1 el semicirculo esta aislado.
aislado

Nuestro problema consiste en hallar T en Q.
Ahora, Ln: Q — C transformaQen{z = x + iyl -0 <x <0, 0 <y < @}

= W. Aqui, estamos considerando la rama de Ln tal que —% <Argz <%.

Ahora, silz | =1, Ln z =1 Arg z, es decir la parte aislada serd la linea z =1y,

O<y<m.
i
T=100

Y <

T=0 0

La solucion para W es u(z) = 1270 Im z, por lo tanto

T(x,y) = 7Im (Ln z) = ?Argz: ?Arc Tan (=

100 100 100 G) .

EJEMPIO 7.2.7:
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Capitulo 7

Otra vez consideremos de hallar la temperatura, ahora en € = el primer cuadrante,

YA
T =100
.T(X,y)
, T=0
1
I: 2 T =100
0 2 X

cuando T en la frontera esta dada en la figura:
Otra vez podemos transformar €2 en el semiplano superior mediante f(z) = 2.

0 si —1<E<2
Ahora en H las condiciones de frontera son: u(E) =

100 si E>206E < —1

Por 7.1.7, 1a solucion esta dada por

oo -1 oo
u d d d
u(x,y):u(z): y (Eg 222100 y;é 2+100 y§ 2:
(x-8) +y (x-8) +y (x-E) +y
—00 —00
—-1-x
oo
= 100 Arc Tan| ¥ + Arc Tan =
n " 2x
y
:100+n—ArcTan1+X+n—ArcTan2_X]:
T2 2 y
[ 1 +x 2 -x
100 y "oy
= :rc+ArcTan—1_1+X.2_X =
| y y
_100 [t + Arc Tan < 5 _23 Y )]
T y o+ x"T —x -2

La solucion para €2 sera

1OOJ‘C+ArcTan( -3 (2 xy)

(4 x> y*) + (x* - y2)2 - (x*-y?) - 2)]

v(x, y) = u(f(x, y)) = -
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Aplicaciones

= 100—1070Arc Tan 26Xy .
(X2+y2) —x2+y2—2

EJEMPIO 7.2.8:

Encontremos el flujo alrededor de la parte superior del circulo unitario U, si el flujo
Fes 0 en la orilla y si la velocidad V es paralela al eje X y esta velocidad es a en oo, es

decir tenemos: 0 0

F(x,0) =0, IXI>1;F(Z)=0IZI=1,Rez>0yV(°0)=35(°°)=01- La region es Q
:{ZE (N ||z|>l,Imz>0}.

Recordemos que el mapeo de Joukowski J manda Q en H,J:Q— H' La

solucion en H' esta dada por u(x, y) = B y, p = constante v=0
Puesto que g; =B =a=u(x,y) =ay.Lasolucion a la region Q esta dada por:
2 2
F(X,y)=u(J(z))=u<z + 1Z>=0L1m<z + 1Z>= ay (Xx-giy;l) , 0 en su

forma polar:

2

F(reie):(x(l —1>rsen8: o <r— 1r> sen 0 |.
r

EJEMPIO 7.2.9:

Finalizamos este Capitulo encontrando el flujo alrededor de un ala de avidon

(idealizada). Sea €2 el exterior del ala.
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Capitulo 7

I S Caso en que C no es simé-
- trico con respecto al eje real.

Caso en que C si
(b) es simétrico con
respecto al eje real
(es decir, contiene
alzl=1)

% ; 1'(2) = % ; J'(1) =0 5 J'(1) =1 = 0, por lo que J dobla el

1 1

anguloenz = 1.
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Aplicaciones

_1 —_
J()=z+Vz* -1
R tal que J(C) = perfil del ala y. Ahora queremos

Sea C el circulo |z -7

ol =
7 — 7

transformar el interior de C en U . Esto lo hace la funcion f: C — U, f(z) = R 0

Consideremos la funcion g : Q — {z caq |zl > 1}, g(z) = f(J_l(z)) =

Z—ZO+VZ2—1
R

. Nuestro problema se reduce a encontrar el flujo exterior al circulo

unitario U. SeaW:{z eC |zl > 1}.
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Capitulo 7

O paralzl=1.EntoncesJ : € - U=W —— € — [- 1, 1], donde J es otra vez el mapeo de

Supongamos que el flujo es

Joukowski, es biyectiva, por lo que el problema se convierte en encontrar el flujo en
C - [- 1, 1] tal que el flujo para Im (z) = 0 es 0. La soluciones u(x, y) = B y (ver 7.2.8).

0 .

t
0 0 0
-1 1

b

t

Por tanto la solucion al problema original es v: Q — R,

1 Z — ZO + 722 -1 R
v(z) =u(J(g(2))) = B Im 1, R *
z-27,+ V-1
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CALCcULO DE INTEGRALES POR EL
MEéTODO DE RESIDUOS.

X2
1). Seal= J LA dx.

+ X
— 00
2
Z
Consideremos f(z) = i-
1+z
Ahoral+z 0o A-—1=¢"To

4

z=1z, =exp (W) = exp <(2k+1)“1

)k:QLz3

Sea Ve el camino cerrado que es la

frontera del semicirculo superior con centro en 0 y radio R (R > 1), recorrido

en sentido positivo.



Cdlculo de Integrales por el método de residuos

2

Entonces J z gdz= ff(z) dz:Zn:i( Res f(z) + Res f(z)).
1+2z Z=2 Z=2
Y 0 1
y R
R
(Z_ZO)Z2
Ahora bien, Res f(z) = lim (Z—ZO) f(z) = lim ———5— =
ZZZO 7 — 7 7 — 7 1+z
0 0
2 2
. 3z —2ZZO_ z, - 1
Z%ZO 4Z3 4Zg 420

Similarmente Res f(z) = i
z=12, 24

Por lo tanto tenemos:

Yff(z)dz_2n1(41+41):?(exp(—ﬂ;i>+exp<—3zi>>=

R

“21(722(1—1)+V (-1-1i ) (- 721)—

R
Por otro lado, ff(z) dz = Lf(x) dx + ff(z) dz, donde p;; es el

— +
YR pR
ZZ
semicirculo superior. Finalmente, notemos que f f(z) dz| = I 1dz
p+ 1+z
R p
R
(00]
R R’ >0, li Rf()d x dx =1
=% — ue lim x) dx = x=1.
RY_1R- 71 R—>oo_‘£{ 1+x4
—
oo
2
X T
Por lo tanto lim ff(z) dz = gdx=I=——.
R—> 1+x V2
R — o0




Cdlculo de Integrales por el método de residuos

oo
sen
2). Seal= J X dx.
X
iz
Sea f(z) = = 0. Sea y la curva dada en
YR
. -R -1 r R
la figura. Entonces f f(z) dz =0.
Y
R -r
ei X ei z ei X ei Z
Por otro lado, ff(z) dz = dex + szz + Lxdx + szz.
Y _
g YR Yr
1
iz expliRe
Ahora, Jezdz = ie ltL C[lexp (1Re1t)|dt_
e'
TR
T
Jexp(—Rsent) dtR—>0.
ei Z_1
5 tiene una singularidad removible en 0, por tanto,
. el?_1 ) el ? ) dz
lim dz=0=1im —dz-1lim —.
r—0 z r—0 V4 r—0 Z
1, 1, vy
il
dz jelt e'” _
Ahora | —=- ¢ dt=—mi, porlo tanto lim | — ~dz=-wmi.
Z e r—0 Z
Y, Y

T



Cdlculo de Integrales por el método de residuos

—-r r R

—-1x

ix -iy
e e e
Por otro lado, L dx = :‘J (-dy) = - J dx. Por lo
X ) -y X
_ y =

R
eiz eix_e—ix
tanto se tiene que lim szz = lirrb dex -mTti+ 0
o0 o.¢]
21isen x ) sen x T
:JdX_RIZO:J dx =51.
X X 2
T
do
3). Seaa>1,I=J.
a+cosH
i6 —-i0
) e +e e io ..

Se tiene cos § =~ por lo tanto si definimos z = e " se tiene que
drmic®do—izde o . P EL oz 1 2az+z+l
z=1ie =iz d6; atcosB=at, + 5 =at,+t,y = 2

11 2m dz
do 1 do 1 <iz>

Entonces .= 9 .= 5 7 =

a-+cosH a+cosH 7“+2az+1
)
Y
A dZ i0
—1J,dondey:e ,0=0=<2m.
z"+2az+
Y
2
-2axV4a -4

Ahorabien,zz+2az+1:Oparaz: z :—aiVaz—l

ER.

Notemos que |—a—7a2—1| = a + \7_a2—1 > 1; |—a+7a2—1|

:a—7a2—1<1.



Cdlculo de Integrales por el método de residuos

. . 1
Portantol =-i(2mi) Res f(z), donde f(z) = 5.
z2=—a+Va2_1 z-+2az+1
1 1
Entonces se tiene: Res f(z) = lim 2 ,+0a" .
z=—a+7a2—1 z—>—a+7a2—1 ZVaZ—l
T
de 1 T
Por lo tanto: 76:275 = .
a + cos ZVaz—l Vaz—l
[0 0]
1
4) SeaJ ngdeZI
1+x
) T 3n
Aqui usamos la rama de log z con - 5 < Argz <.
-
Siz=|z]| eie=0,logz=log lzl +16,
T 3n
—§<6<7.
YR
-R -T r R

Sea vy la curva:



Cdlculo de Integrales por el método de residuos

lo
Para R > 1, el dnico polo de f(z):1 822 dentro de y es z = i; por tanto
+z
ff()d 9 iR f()_Znilogi_ /T _ﬁ
z)dz = J'CIZ:eSi Z2)="57 —u1<2)— 5
Y
R T .
0
ogx  [og(®eD)
Ahora: | f(z) dz = —2—dx+ | — 5 5:aRie " do +
{() J1+x2 1+R?e%19
r
i0o
log Ix!| +mi log (ret®) .,
+ 25 —dx- | — 5 5:75rie " d6.
]L 1+x2 1+r2e216
T n
log(Rele)R. 10 49| _r log (Re'?) 0 40
— 5 5 aRie = — 5 5iale <
1+R%>e?10 1+R?e?10
logR+m
R _1 R — o
T
log (r &) T logr+m 0
rie <r  —
1+12e21? 1-r> -0
-r R R
i log Ix| +mi log x ) d x
Finalmente, — . 5, dx= sdx+mi o
1+x 1+x 1+x
- r r
R 00
Asi ) i d x d x [At ]oonon
si pues, tenemos: lim = =|Arctgex| =5-0=5.
B r—0 J1+x2 J1+x2 &%l 72 2
T



1)

2)

Cdlculo de Integrales por el método de residuos

o

log x

Por tant i 2 dx + 0+ 0 + = (1)
Or tanto: = X A lT1l) =
2 Jler2 2

[ee]

1
J 98X -0
1+x

Ejercicios:

[ee]

2 d
Calcular: () XX
x4 + x2 +1

T

cos 26 do
(c) J 5 a’<1;

1-2acosO+a

Probar que:
oo
(@) d x T 0
a 2= 3/a> y
J(x2+az) 4a
oo
) cosa><2dxzrc(a+1)e_a
2 4
(1+x )
oo

log x n
(c) J(1+>(2)2dx—4.

(b)

T

@ J

0

cosx—1
Jz
X

doe

(a + cos 6)2;

dx;

a>1.

Cdlculo de una serie por medio de residuos.




Cdlculo de Integrales por el método de residuos

Cotmz Cosmz

Consideremos f(z) = 5 = .
z z"-Senmz

Ahora, Senntz=0< nz=nn< z=n€E Z.SeayR el cuadrado con

R
-
R A
P
centro en el origen y lado 2 R.
, Cosmz e T2y e inz
Puesto que se tiene que Cot @ z = Sennz— REFRDSEY. =

i

-7 i X T —1mX
e ye + e ye

se verifica que para R =n + 5, n€ N,

—nyeinx_enye—inx ’

1 e
z=X+1y
ff(z)dz — 0.
YR

o0
Por tanto Rlim ff(z) dz=2mi E Res f(z) |.

n=-%=-n
YR
) Cosmz 1 d> (COZTEZ)Z
Para n = 0 se tiene: Res f(z) = Res 272511 1 s =
z=0 z=0z"Sennz 4z—0dz enw z
1. (d L. 2.4)
ZZLmO dzz(zCotnz) =221_1>no<dz Cotnz-nzCsc " mz >=

1
5 limo(—J‘ECSCZICZ—TECSCZTCZ+2TCZZCSC23'EZCO’[J'EZ)=
7 —>

1 . 2
Ehm (Zn:Csc nz(—1+nzC0tnz)):
z—0



Cdlculo de Integrales por el método de residuos

lim =
z—0

lim =
z—0

Sen3 T Z

znCotmz-1
[ sertns )7
Sen” w z

(nzCosnz—Sennz)

) nCosmz-n>zSennz—nCosmz T T
n lim 5 :§(—1):—§.
z—0 n3Sen"mwzCosmz
Paran = 0:
Cosmz ~ (z-n)Cosmz

Res f(z)=Res 5 = lim =
z=n z=nz"Sennwz z—n z“Senmz
Costn 1 B 1

a2 wmCosmn L2
> NP S N\ 1 _nx_a
ortanto,0=2m1 —3+ nnz = n2_32_ 6




TRANSFORMADA DE LAPLACE

Definicién. Sea f(t) una funcién f : R —— R . Se define la
% M
transformada de Laplace de f por: £{ f }(s) = Je_ st f)dt= lim Je ® t f(t) dt
M—oo

siempre y cuando este limite exista para s > Sy algin s, Notemos que el

pardmetro s puede ser tomado complejo.

Proposicién. Si [f(t)l sKeat, entonces £{f}(s) existe para s > a.

[ee]

o0 o¢]
Demostracién. Je_Stf(t)dt <K e(a_s)tdt:KJe_(a_s)tdt

= e = < 00,

K —(a—s)tOo K
S—a 0 S—a

Proposicién. £ esun operador lineal, es decir:

£{(xf1+[3f2}=oc£{f1}+[3£{f2};(x,[3€]R.

Demostracidn.

£{af1+[3f2}=oje_St(ocf1+[3f2)dt=

o 0]

ozc[e_Stfl(t)dt+BJe_Stfz(t)dt:aE{fl Ws) +BE[ £, }(s). o



Transformada de Laplace

Ejemplos:
e ¢]
. £ 1}(5):Je_3tdt:—e_5t =5 s>0.

1
,S>a.
s—a

2). £{eat}(s)=([eate_8tdt=Je_(s_a)tdt:

3). £{ cosat}(s)=£{§(eiat+e_iat)}(8)=;£{ eiat}(S)WL;ﬁ{ e_iat}(S)

1 1 1 1(s+ia+s—ia)_ S

= s + . ):7 .
2<s—1a s+ia) 2 2 4+ 42 2 4 a2

a
4) £{ senat}(s)=82+a2.

1 1 S
+ ): s> a.
-a s+ta) 2_.%

5) £{ COShat}(s)=£{;(eat+e_at)}(5):;<s

6) £{ senhat}(s)z 2a 5
s"—a

Proposicién. Si £{ f }(s) = F(s), entonces £{ eatf}(s) = F(s — a).

0

Demostracién. F(s)=£{f}(s)=({e_8tf(t) dt = F(s —a) =
oo 0
Je_(s_a)tf(t)dt: Je_Steatf(t)dt:zS{ e bt }s). ¢
Teorema. £{ f' }(s)=s£{f}(s)—f(0).
0
Demostracidén. £{ f' }(s) = Je_Stf'(t) dt. Integremos por partes

tomandov =¢ ° t, du = f'(t) dt. Por lo tantodv=—-s e ° t dt, u = £(t).

0¢]

£l £ )s)= e i) | :+5Je_8tf(t) dt=-f0) +s£{f}(s). &



Transformada de Laplace

Asi, £{ " }(s) = £{ (f'(v))’ }(s) =s £{ f' }(s) —£'(0) =
S ( S £{ f }(s) —£(0) ) —£'(0) = 52 £{ f }(s) -5 f(0) — £'(0). En general:

Teorema.

el £} msh gl £} s H0) " 2RO - s £ T2 0) £ (M (0 =

Ejemplos.

). Seaf®=t" D =nm-1.. -i+)" LD 0)=00<isn-1;

n!

g ™) (t) = n!, por lo que £{f(n)(t)} =n! £{ 1}:?=sn£{tn } - 0, por
tanto £{tn }: :llll
s
2). £{ S }(s):£{ tn}(s—a)z%, s>a.
(s—a)
at _ .. STa
3). £{ e cosbt}(s)—£{ cosbt}(s a) (s—a)2+b2'
b
a). £{ eatsenbt}(s):£{senbt}(s—a)=(s_a)2+bz.
5). f(t) = sen’ t, f(0) = 0, f'(t) = 2 sen t cos t = sen 2 t, por lo tanto
£{ senZt}(s) = s £{ f}(s) - f(0) = Szi4 = s £{ sen21-}(s) =

2
E{ Sen2 t }(S) = m .

Si F(s) = £{ f(t) }(s), se denota £~ 1{ F(s) }(t) = f(t).

Ejemplos.



Transformada de Laplace

1). Sea F(s) = 28_12, hallemos £~ 1{ F(s) }(t).

s —s—
Se ti s—1 s—1 A B (A+B)s+(A-2B)
etiene 5 LT (-2(G+1)"s-2Ts+1° (s-2)(s+1)
A+B =1 2 1
porlotantoA_ZBz_ }=3B:2, B:§,A=§.
B decs s-1 1.1 2 1
s decir tenemos 5 2_38—2+33+1'

1 1 1
Por lo tanto £_1{ F(s)}(t) =3 £ ]{8_2}(0 + é £~ l{s+1}(t) -

2t 2 ¢
e +3€ .

W =

sz+6

. 11 )
2) Sea F(s) = (s N 1) (s +4) Hallemaos £~ {F(s) }(t)

>+ 6 A B A(+4)+B(s*+1)
(s +1)(s +4) $2+1 Sz+4_ (sz+1)(s2+4)

) 5 2
De aqui obtenemos: A = 3, B =—5.

Asi: £ E@s) ) = 53 ) 1{5 11}(0 —23 - 1{8214}(0 =

5 v 2y
3sent—?)sen t].

t
1
Teorema. E% rg‘f(u) du }(s) =3 £{ f }(s). Equivalentemente

t

£_1{:F(s) }(t) =J£‘1{ F(s) }(u) du



Transformada de Laplace

t
Demostracién. Sea g(t) = ({f(u) du, g(0) = 0; g'(t) = f(t) = £{ g'(t) }(s)

= £{ f(t) }(s) =s £{ g(t) }(s) - g(0), por lo que £{ g(t) }(s) = i £{ f(t) }(s).

1
Ejem plo. Hallemos £~ 1{ 2(22)}(0.
s“ (s +w

» | =

1 1
-1 -1
£ t)=—_-senwt=£

- }(t):

2
ST +w

t t
t

1 Ywa 1 . 1
-5 l(u)du= [ —senwudu=-—5 coswu
UI {sz+w2} JW w2 0

Lz(l—coswt).
w
t t

_ 1 _1r1 1 1
£ 1{52(52+w2)}(t)=JE 1{582+W2}(U)du—o[wz(1—coswu)du

t

1

1
:fz(u—*senwu)
w w

0:‘/\1]2<t—‘1lsenwt>.

La transformada de Laplace se usa para resolver ecuaciones
diferenciales. Aqui la ventaja es que al aplicar la transformada, la ecuacién

original se convierte en una ecuacién algebraica.

Ejemplos.

1).  Hallemos la solucién de y" + 9 y = 0 sujeta a las condiciones y(0) = 0,
y'(0) = 2.



2).

3).

4).

4z

Transformada de Laplace

Se tiene £{ y" } . £{ y} -sy'(0) - y(0) = s*z-2, donde z = £{ y } Por

lo tanto

2
22-24+92=0=2=75 = y-= ‘1{z}=£‘{2 }(t):

s°+9
2 3 2
-1 <~ . <
£ {3sz+9}(t)— 3ser13t.

Hallemos y, donde y" +2y' + 5y =0; y(0) =2, y'(0) = - 4.

Seaz:E{y}(s),E{ y" }(s):szz—sy(O)—y'(O):szz—2s+4;

£{ y' }(s)zsz—y(O)zsz—2,p0rlotanto:szz—2s+4+2(zs—2)+52
2s 2s s+1 1
= = = — =3
s>+2s+5 (s+1)2+4 (s+1)2+22 (s+1)2+22

=0=z

y:£_1{z}(t):2e_tc052t—e_tsen2t: e_t(2c052t—sen2t) .

Hallemos la solucién de y" + y = sen 2 t, tal que y(0) =0, y'(0) = 1.

Seaz=£{y}s), £{y" }6) =" z-5y(0) - y(0) ="z~ 1, £{ sen 2 t }(s) =
2 = ¢’ 1 + _ 2 = = 2 + Lo
2+ 4 v Z_sz+4 Z_(32+1)(s2+4) 241

A B 1

= + + =

2+1 s2+4 s°+1

A+B =0 Ao A %'B 2 5 1 2 1

tA+B =2 T T OATTET ARG 0 1T,
5 1

y=g3sent—zsen2t.

Hallemos la solucién de la ecuacién diferencial y"' + y" + 4y' + 4y =

— 2, con las condiciones iniciales: y(0) =0, y'(0) = 1, y"(0) = - 1.

Siz= £{y}, $37 — szy(O) - sy'(0) - y"(0) + 527 — sy(0) — y'(0) + 4sz — 4y(0) +

2
S



Transformada de Laplace

3 2 2

=5 z—-s+1+s z—l+432+4z:—g;z(s3+s2

2
+4s+4):—g+s:>

)
(sz+4) (s+ 1)

s?-2
s(s +4)(s+1) (s +4)(s+1) s(s +4)(s+1)
B Cs+D
=;+S+1 82+4=>
1 1 3 6
1 1 3 6 2 5 10°%75
A=-piB=5;C=1p;D=g=2="g * 117 214
1,1, 1,1 3 s 3 2
_‘§<§>+§<s+1)+1052+4+5sz+4=

_ 1 3 3
y=£ 1{z}(t)=—§+ge +ﬁc082t+gsen2t .

5). Hallar la soluciéon del sistema de ecuaciones diferenciales:
Yty =Yyt Y, y,0 =0y, (0) = 1
| " ¢ con , .

Sean z, = £{ Y, }(s), i=1,2.

5z, —y1(0) tz, = szz—yz(O) +z,;
1 Al 1
52 zl—syl(O)—yl(O) + 52 zz—syz(O)—yZ(O)zis_ 1
-1
(S+1)Z1_(s+1)Z2=_1 217 T s+ 1

1 = 2_
s2z +s2z =s—1+1+s .+ 1 s+1 1+s -1 1

1 2 1 ZZ:SZ(S—I)Jr 52 252(3—1)25_




Transformada de Laplace

y,=Senht ; y, =Cosht|.

Otras propiedades.

0 para t<a

Sea u_(t) la funcién escalén unitario definida por: u_(t) =
a a 1 para t>a

A
1t I
——
a

£{u (1) }6) = J e *tu (1) £(t) dt =

—as

8
W | =

o0
f dt—— —St
a

Proposicién. Si F(s) = £{ f(t)}(s), entonces e 2 ° FE(s) = £{ f(t -
2)u_(6)0)

Demostraciéon.

[00] o0
E{ f(t-a) u, (D }(s) = ! “S Ut - a) dt - J‘S(y”) (y) dy
y=t-a
e_saJe_syf(y)dyze_saF(S). ¢
Ejemplos.

-3s
1).  Hallemos £~ 1{ € 3 }(t).

J



2).

zZ=-

Transformada de Laplace

Sea F(s) = %, £_1{ F(s) }(t) :;t2 =
S

1T, .\
£~ Y e 3@ h - f(t - a) u_(t) = 2 (t-3)7, t>a -

a— 3 0 ,t<a
;(t—3)2 u,(t).

Resolvamos la ecuacién diferencial y" + 3 y' + 2 y = r(t), donde

. Entonces r(t) = uo(t) — ul(t). Seaz = £{ y }(s).

1l para O<t<l1
r(t) = {
0 en otro caso

Se tiene

szz—sy(O)—y'(O) +3sz-3y(0) +22=£{ uo(t)—ul(t) }(s):

s?z+3sz+2z= £{ uo(t) }(s) — £{ ul(t) }(s) =—i (e_S — 1), por lo que se

p ~ e °-1 ~ e °-1
lenez__S(sz+3s+2)__S(S+2)(S+1).
Si F(s) = 1 =é+ B + C =

s(sz+3s+2) s s+l s+2

_A(s+1)(s+2)+Bs(s+2)+Cs(s+1).

- s(s+1)(s+2)

1
s= 0: 1=2A)] 27 2
1 . 1 _
s=-1: 1=-By B=-1 3£_1{F(s)}(t)=§—et+§e 2t _
s=-2: 1=2C 1
C= >
().

€ F(s) +Fs) =y =—£ { e *F(s) }(0) + £ Fs) J(O) = f(t 1) u, (t) - £(t)



Transformada de Laplace

1 1 1 1
= y=u,(t) [2—e_(t_1)+2e_2(t_1)]—[2—e"t+2e_2t] :

Proposicidn.

n

Sea F(s) = £{ f}. Entonces £{ tnf} = (1" j“ F(s) 6 £~ 1{ F(n)(s) } =
s
(D™ " £(b).

[ee]

Demostracién. F(s) = £{ f }(s) = t(e_Stf(t) dt, por tanto se tiene que

[e¢]
0¢]

F'(s)=J§S(e_Stf(t)) dt=- [t O dt=£{ DO o). o

Ejemplos.
1). £{ tsent }(s) =(-1) £{ tsent }'(S) Z—;S(Szi 1) = 822-|S-1 :

2). £{2e2tsentcost}(s) = £{ e2tsen2t}(s) = £{ sen2t}(s - 2) =

2
(s-2)*+4°
-1 s+ 3 . s+ 3
3). Hallemos £ {ln s+ 2 }(t). Se tiene, In <s+72> =1In (s + 3) —In (s + 2) =
1 1
F(s), F'(s) = s+3 s+ Entonces si £{ f(t) }(s) = F(s) = £{ t £(t) }(s) =
, o2t -3t
—F'(s)=tf(t)=e t_e 3t , por lo tanto | f(t) = ;

Producto de Convolucidn.

10



Transformada de Laplace

Definicién. Dadas 2 funciones f(t), g(t), se define el producto de
t t

convolucién por: (f* g) (t) = J f(t-g)g(e)de= J £(2)g(t-g)de.

Teorema. E{ (f* g) (t) }(s) = £{ f(t) }(s) o £{ g(t) }(s).

Demostraciéon.

Sea F(s) = £{ f}(s), G(s) = £{ g}(s). Entonces se tiene que
£\b\be\{( \b(f * g) (1) )(s) = \i(0,%0, & * ' \b\be\[( \i(0,t, f \b(t-E) g \b(E) d E) )

A
t
— >
dt) = E
O<sEst<o
o¢] [o.¢]

[ee]

stf(t—g)g(fg)dt de = g(E)dE{fe_Stf(t—E)dt}
S

?
y=t-§
J{ ‘S(Y ?) f(y) dy}g(%)d% [fesgg(a)d%] [fesyﬂy)dy] -
F(s) G(s).
¢

El Teorema anterior dice en otras palabras que:

£”HFE) Ge) Jo=£"HE6) Jo £ G o) .

11



Transformada de Laplace

Ejemplos.

ST PSS PR
). £ {s(sz+1)}(t)_£ ‘{S}(t) £ {82+1

t t
Jsen‘ngPz —cos‘§|0=1—cost.

}(t) = (1*sen) (t) =

t
2). (1*1)(t)=0[1d=t,- (1*1*1)(t)=([§d§=20

12
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