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Resumen—El control proporcional-integral (PI) de un
sistema lineal pasivo de primer orden a través de un canal
de comunicacién con retardos se revisa a la luz de la
o-estabilidad. Se lleva acabo un anailisis en el dominio de la
frecuencia en el marco de sistemas con retardo, permitiendo
determinar el maximo decaimiento exponencial alcanzable y
la sintonizacion de las ganancias correspondientes. También
se caracteriza la sintonizacion de ganancias minimas para un
decaimiento dado.
Pasividad; o-estabilidad; sistemas
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I. INTRODUCCION

El control basado en pasividad se fundamenta en el hecho
que la interconexion de dos subsistemas pasivos genera
un sistema pasivo. La estabilidad de Lyapunov del sistema
interconectado sigue de la pasividad, mientras la estabilidad
asintética es usualmente alcanzada mediante la adecuada
adiciéon de amortiguamiento. Debido a su simplicidad y
robustez, el control basado en pasividad ha atraido a inves-
tigadores y profesionales en la comunidad de control por
muchas décadas ((Ortega et al., 1998; Vandershaft, 2000),
por nombrar algunos). Sin embargo, si existe un canal de
comunicacién con retardos entre la planta y el controlador
(escenario tipico de control), el argumento de pasividad
falla debido a la propiedad de no pasividad del canal
de comunicacién con retardos. En la propuesta multicita-
da (Anderson y Spong, 1989), una simple modificacién
del canal de comunicacién —inspirada en el estudio de
lineas de transmisién—permite la transformacién del canal
de comunicacién en un sistema pasivo, recuperando la
simplicidad y eficacia del disefio basado en pasividad.

En muchas contribuciones han discutido esta idea (ver
el reciente tutorial (Nufo et al.,, 2011) y las referencias
alli dentro) y ha dado lugar a un destacado nimero de
propuestas dirigidas a optimalidad, canal de comunicacién
con retardos variables en el tiempo, asi como aplicaciones
en el campo de la robdtica, control de motores. ..

Nuestro propdsito es revisar la técnica antes mencionada
desde la perspectiva de la teorfa de los sistemas con retardo
en el tiempo (dominio de la frecuencia) en un simple caso:
el control PI de un sistema pasivo de primer orden. Se hace
énfasis en el comportamiento del sistema en lazo cerrado,
el cual se cuantifica en términos de su o-estabilidad, esto

es, el decaimiento exponencial de su respuesta en el domino
del tiempo.

Nuestro andlisis se basa en el conocimiento cldsico de
los sistemas con retardo en el tiempo de tipo retardado y
neutral (Bellman y Cooke, 1963; Hale y Verduyn, 1993).
El problema en consideracién, aunque de dimensién infi-
nita, implica un ndmero reducido de pardmetros, por lo
que es posible un andlisis exhaustivo en el domino de la
frecuencia del cuasipolinomio caracteristico en lazo cerrado.
En particular, usaremos una extension trivial del método
de D-particiéon (Neimark, 1949) (ver (Sipahi et al., 2011)
para métodos avanzados), que consiste de dos pasos: 1) la
determinacién de las fronteras correspondientes a las raices
en s = —0 'y s = —0 + jw que proveen una particién del
espacio de pardmetros, 2) la verificacion de la o-estabilidad
de un punto en cada regién de la particién, dando lugar a
utiles e ilustrativas regiones de o-estabilidad en el espacio
de pardmetros. También caracterizamos, con herramientas
algebraicas bdsicas, algunos puntos de especial interés sobre
estas regiones.

La contribucién esta organizada como sigue: en la Sec-
cion II, se analizan los casos libre de retardo y retardo
diferente de cero y fijo, ilustrando el fracaso y la perdida
de rendimiento en la estrategia de disefo basada en pasivi-
dad. En la Seccién III, la transformacién de dispersion se
introduce y se obtiene la funcion caracteristica, las regiones
de o-estabilidad se dibujan y se determinan reglas de
sintonizacion para puntos de interés. Se presentan resultados
numéricos en la Seccién IV. La contribucién termina con
algunos comentarios finales.

II. EFECTO DEL RETARDO EN EL CANAL DE
COMUNICACION

Considere un sistema lineal de primer orden de la forma

T = —ax + bu,

(1a)
Y1 =, (1b)
(por ejemplo, un motor de CD), donde u;, y1 y z € R
son el voltaje de entrada, la velocidad de salida y el estado,
respectivamente. LLos parametros a y b se suponen positivos,
lo cual asegura la pasividad.



Considere el controlador PI

(2a)
(2b)

€ = uo,
Yo = kpuo + ki& ,

donde ug, yo, £ € R son la entrada, salida y estado del
controlador, respectivamente. Las ganancias proporcional e
integral k,, y k; se suponen positivas, por lo tanto el con-
trolador también es pasivo. Debido a que la interconexion
por retroalimentacién negativa de dos elementos pasivos es
pasiva, en este caso u; = —Yo y Uo = Y1 — yi, asi el
polinomio caracteristico en lazo cerrado es estable para
todas las ganancias.

Cuando un canal de comunicacién con retardos se intro-
duce en el lazo, la funcion de transferencia en lazo cerrado
es

y1(s) be=h1s (ks + k;)
yi(s) 82+ (a+bkpe ") s+ blje s’

con retardo de ida y vuelta h := hy + hy. Debido a que
el canal de comunicacién con retardos no es pasivo, el
argumento de pasividad falla.

Decimos que el sistema es o-estable si existe «y tal que

| < ~e—ct A 01, t>0.
lys ()1 < 7e™" max g2 (6) ] ¢ 2 0

En el resto de la seccidn se analizan los casos de retardo
cero y arbitrario.

3)

II-A. Canal de comunicacion libre de retardos

Cuando el retardo es cero, el polinomio caracteristico es

p(s) = s> + (a + bky) s + bk;. @
1I-A.1. Fronteras de o-estabilidad: A partir del método
de D-particidn, sustituimos s = —o en (4), lo cual nos da
la frontera
h:o(a;0+@). 5)
Sustituyendo s = —o + jw en (4) y resolviendo para k,, y
k; da las ecuaciones paramétricas
20 —
by = =7, (62)
2 2
i) = T2 (6b)

II-A.2. Regiones de o-estabilidad: Las regiones en el
espacio de pardmetros (kp, k;) € R?, donde el polinomio
(4) es o-estable, se dibujan usando el método de D-particién
con las ecuaciones (5) y (6). Note que en todas las figuras de
esta contribucién los valores numéricos de los pardmetros
a=0.4,b=50y h = 0.3 corresponden a un motor de CD
experimental. En el caso libre de retardo, la determinacién
de las regiones de o-estabilidad es sencilla.

Observacion 1: En la Fig. 1 uno observa que puede
asignarse un decaimiento exponencial ¢ arbitrariamente
grande. Por otra parte, para un determinado o las ganancias
de control de magnitud pequeiia corresponden al punto de
la interseccion de las fronteras (5) y (6).
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Figura 1: Regiones de o-estabilidad, canal de comunicacion
libre de retardos, ver 6. (¢ indica las ganancias minimas).

1I-A.3.  Ganancias minimas para un decaimiento o pres-
crito: Las observaciones de arriba permiten caracterizar las
ganancias mds pequefias del controlador.

Proposicion 1: Las ganancias minimas del controlador
P1I dado un o son

20 —a

k, = 7

P b ) ( a)
2

m:%. (7b)
Prueba: En vista de la observacién 1, el resultado
sigue de la solucién de (4) y su derivada en s = —o para
kpy ki. [ |

II-B. Retardo arbitrario h

Cuando un canal de comunicacién con retardos se intro-
duce, la funcién caracteristica es un cuasipolinomio

p(s) = 8% + (a + bkpe %) s + bhye ™" (8)

II-B.1. Fronteras de o-estabilidad: Siguiendo el méto-
do de D-particién, sustituimos s = —o en (8), lo cual da

la frontera )

ac —o
ki = W + pr' . (9)
Sustituyendo s = —o + jw en (8) y resolviendo para k, y

k; da las ecuaciones paramétricas

(20 — a)w cos (hw)

kp(w) = oo
_ 2\ o
(0 (a—o0) —l—c: )Sln (hw) | (10a)
bweo
2 2 o
fei(w) = (0% 4+ w?) (wcos (hwl—i— (a — o) sin (hw) '
bweho
(10b)

II-B.2. Regiones de o-estabilidad: Usando el método
de D-particién, la ecuacion (9) y las ecuaciones paramétri-
cas (10), se determinan las regiones en el espacio de
pardmetros (kp,k;) € R? donde el cuasipolinomio (8) es
o-estable.

Observacion 2: Uno observa en la Fig. 2 una reduccién
dréstica en la region de estabilidad. Por otro lado, cuando
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Figura 2: Regiones de o-estabilidad, canal de comunicacién
con retardos.

el decaimiento exponencial deseado incrementa, la regién
de o-estabilidad se contrae y colapsa en algin decaimiento
o*. Para un decaimiento dado la region esta delimitada por
las ecuaciones correspondientes a las fronteras (9) y (10).
Como una consecuencia, el punto de colapso ocurre en una
raiz triple en s = —o.

1I-B.3.  Madximo decaimiento alcanzable en lazo cerra-
do: En contraste con el caso libre de retardo, no es posible
lograr un decaimiento exponencial arbitrariamente grande.
Caracterizaremos el maximo decaimiento ¢* alcanzable.

Proposicion 2: Considere el sistema (1) en lazo cerrado
con la ley de control (2) con k, > 0y k; > 0, a través del
canal de comunicacion con retardos hi,ho > 0 como se
muestra en la Fig. ??. El mdximo decaimiento alcanzable
esta dado por

ot = 4+ ah — V8 + a?h?

5T 11)
que corresponde a las ganancias de control
VaZh? +8—2
ke = % , (12a)
. (10+ah) Va?h? +8 — (ah +1)° — 27
ki = ,  (12b)
¢ 2h2beX

donde )\ = l1h-‘r4—7 Va?h?+8
) .

Prueba: En vista de la observacién 2, el cuasipolino-
mio (8), su primera y segunda derivada son cero en s = —o.
En otras palabras,

be"k; — boe" 7k, + 0% —ac =0, (13a)
—hbe"k; + be" (1 + ho)k, — 20 = —a, (13b)
h2be" k; — hbe? (2 + ho )k, = 2. (13c)

Resolviendo estas ecuaciones se obtiene

4+ ah £+/8 + a2h?

2h )
La unica solucién que satisface k, > 0y k; > 0 es (11).
Las expresiones (12) siguen directamente al resolver (13).
|

012 =
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1I-B.4. Ganancias minimas para un decaimiento o pres-
crito: En la interseccion de las fronteras del cuasipolinomio
(8) hay una raiz doble en —o, por lo tanto las condiciones
P() ls=—o= 0y Zp(") |s=—o= 0 se mantienen. Esta
observacién permite caracterizar el controlador con las
ganancias mds pequefias.

Proposicion 3: Considere el sistema (1) en lazo cerrado
con la ley de control (2) a través del canal de comunica-
cioén con retardos. Entonces las ganancias minimas para el
controlador P asignando un o < o™, son

_h02—(2—|—ah)a+a

by = e : (150)
2(ah —h 1
o (“bh"“L ). (15b)
e log
Prueba: El resultado sigue resolviendo (13a) y (13b)
para k, y k. [ |

III. TRANSFORMACION DE DISPERSION

Un enfoque cldsico para el estudio de lineas de transmi-
sién consiste en aplicar una transformacion lineal en las va-
riables de estado (Brayton, 1966). Mediante la aplicacién de
esta transformacion, las ecuaciones de la linea de transmi-
sidn (i.e., las ecuaciones del telégrafo) se transforman en un
par de ecuaciones con retardo desacopladas (i.e., ecuaciones
de transporte). Entonces puede entenderse la dindmica de la
linea de transmision en términos de propogacion de ondas.

El argumento inverso fue propuesto en (Anderson y
Spong, 1989): Suponer que se tiene un canal de comunica-
cién que consiste en un par de retardos. Aplicar la transfor-
macién inversa para emular el comportamiento de una linea
de transmisién. Debido a que las lineas de transmision son
pasivas (sin perdida), el argumento de pasividad se restaura.

Mais preciso, considere un par de retardos dados por la
ecuacién diferencial parcial

s;r(l,t) ~(—=h1 O sf(l,t)

s;(Lt)y) 0 hy) \s;(L,t)) ”
Note que, en las fronteras, las soluciones satisfacen
st(1,t) = sT(0,t — hy) y s (1,t) = s (0,¢ + ha).

Esto es un canal de comunicaciéon. Considere ahora la
transformacioén lineal

<583> = G _dd)l <§t83) . d>0. (7

Sigue de (17), (16) y h := hy + hs que

/J‘l(lat) _ 0 d Mt(lat)
<vl(l,t)> =h <1/d o> (Ut(l,t)) a8
son un par de ecuaciones de telégrafo (sin perdida).

La transformacién (17) puede facilmente aplicarse en las
fronteras de (16), sélo se necesita tener precaucién con
respecto a la causalidad del sistema: las variables s :=
sT(0,t), s7 == s (1,t), po :== p(0,t) y v1 := v(1,¢
son libres, mientras s{ = st (1,t), sg := s (0,t), vy :=
v(0,t) y p1 == p1(1,t) dependen de las variables anteriores

(16)

~—
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2dbe="15 (ks + ki)

(d+kp+e s (d—Fky))s®>+ (a(d+kp) + ki —e " (B(d—kp) + ki) s+ ak; + e "spk;

(14)

y sus valores pasados. Con estas restricciones en mente
podemos poner, en la frontera [ = 0,

(se)= (2" ) ()

(cf. (17) en I = 0). De [ = 1 tenemos

(&)= (5o 1) ()

(cf. (17) en I = 1). Mas detalles se pueden encontrar
en (Nufio et al., 2011; Niemeyer y Slotine, 1991).
Finalmente, podemos usar el patrén de interconexion

Up=vo— Y., Ho=—Yo, UWI=p1 Y VI=y1,
(19)
como se muestra en la Fig. 3.
s @ st
A
()
(Canal de comunicacién modificado

Figura 3: Lazo de control incluyendo canal de comunicacién
con retardos mds la transformacién de dispersion.

Cuando la transformacién de dispersién se introduce
como muestra la Fig. 3, y el pardmetro d es arbitrario, la
funcién de transferencia en lazo cerrado es (14) (ver la parte
superior de p. 4), donde o« = db+ a, § = db — a.

El cuasipolinomio ahora es

p(s) = (d+ky+e " (d—ky)) s*+
(a(d+Fky) + ki —e " (B(d—ky) + k;)) s+

ak; +e "Bk . (20)

Este cuasipolinomio es en general de tipo neutral. Su
coeficiente principal (el coeficiente de grado mds grande
en s) es {(d+ky)+e " (d—k,)}. De hecho, el gra-
do més grande en la variable e~"* se presenta en este
coeficiente (una discusién y andlisis de cuasipolinomios
puede encontrarse en (Bellman y Cooke, 1963; Kharitonov
y Mondié, 2001), entre muchas otras). En el dominio
del tiempo, esto significa que la derivada con respecto
al tiempo del estado del sistema no sélo depende de los
estados retardados, si no también de la derivada del estado
retardado. Una condicién necesaria para la estabilidad de
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sistemas con retardo de tipo neutral es la estabilidad del
operador en diferencia (la transformada inversa de Laplace
del termino principal); cuando ¢ = 0, la ecuacién en
diferencia (d + kp) z(t) + (d — kp) z(t — h) = 0. Debido a
que |(d —kp)/(d+kp)] < 1, esta condicién siempre se
mantiene. Cuando o > 0, la ecuacion caracteristica del
operador en diferencia es d+k,+e~"*¢"" (d — k). En este
caso el operador en diferencia del sistema del tipo neutral
impone una nueva condicién de estabilidad

ho d— kp
d+k,
III-A.  Eleccion original d = 1

En el resto de este analisis, la o-estabilidad se analiza
para la eleccién original d = 1. El cuasipolinomio (20) de
tipo neutral se reduce a

<1

1)

p(s) = (1+ky+e " (1—ky)) s>+
(a(L+ky) +hi—e ™ (B(L—ky) + ki) s+

ak; +e "Bk . (22)

III-A.1.  Fronteras de o-estabilidad: Sustituyendo s =
—o en (22) se obtiene

b kpa(oz—a—i-eh"(ﬂ—i—a))

! a—o+eh (B+0)

oc(a—o—e"(B+0))
a—o+eh (B+0)

Sustituyendo s = —o+jw en (22) y resolviendo para k,, y
k; da las ecuaciones paramétricas (24) (ver la parte superior
dep.5),donde ' = (0 4+ 8)> +w? E=(a—0)’ +w?y
A=(c—a)+ (oc+P).

Finalmente, la condicién de estabilidad (21) del operador
en diferencia impone una restriccién adicional

(eha' _ 1) (1 + eha)
(1 + eho) P (eho — 1) 7

que reduce la regién de o-estabilidad.

IlI-A.2. Regiones de o-estabilidad: Las expresiones
(24) y (23) se usan para determinar las regiones de o-
estabilidad en el plano de pardmetros (kj, k;) € R2.

Observacion 3: La transformacion de dispersion recupe-
ra una notable propiedad, observada en el caso libre de
retardo, todo el primer cuadrante del espacio de pardmetros
garantiza estabilidad en lazo cerrado. En cuanto a la o-
estabilidad, para un ¢ dado, el tamafno de las regiones de
la Fig. 4 son mds grandes que las de la Fig. 2.

Observacion 4: Como en el caso donde la transforma-
cioén no es empleada, las regiones de o-estabilidad colapsan
en una raiz triple, en —o, cuando la curva correspondiente
a un par de raices del cuasipolinomio en s = —o + jw (22)

, (23)

(25)
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we?M T + 20weh” (a4 B) cos (hw) — 20€"7 (A + w?) sin (hw) — W=

kp (w)=d

ki (w) = 2d (0 + w?) ehw

we2ho T — 2weho (A + w?) cos (hw) — 2w2eh (a4 B) sin (hw) + W=
w(a+ B) cos (hw) — (A + w?) sin (hw)

(24a)

, (24b)

we2hoT — 2wehe (A + w?) cos (hw) — 2w2e? (a + B) sin (hw) + WE
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Figura 4: Regiones de o-estabilidad, canal de comunicacion
con retardos mds la transformacion de dispersion.
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Figura 5: Regiones de o-estabilidad, canal de comunicacién
con retardos mds la transformacién de dispersion, o < 0.4.

intersecta en un solo punto la linea descrita con una simple
raiz real en s — 0. Note también que el valor de o* es al
menos tres veces mds grande.

III-A.3. Madximo decaimiento alcanzable en lazo ce-
rrado: Otra vez, caracterizamos el maximo decaimiento
o* alcanzable y las ganancias de control correspondientes
usando las observaciones de arriba. En este casose obtiene
una formula implicita.

Proposicion 4: Considere el sistema (1) en lazo cerrado
con la ley de control (2) con k, > 0y k; > 0, a
través del canal de comunicacion con retardos, cuando la
transformacion de dispersion se introduce como muestra la
Fig. 3. El mdximo decaimiento alcanzable es la solucién
mds grande y positiva de la ecuacién implicita (26a) para
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o, tal que las ganancias k, (o) y k; (kp,0), definidas en
(26b) y (26¢), respectivamente, son positivas.

Prueba: A causa de la observacion 4 el cuasipolino-
mio (22), su primer y segunda derivada son ceroen s = —o,
en otras palabras

(c—a—e"(B+0)) ok, + (a—0c+e" (B+0)) ki
=(a—o—e"(B+0))o, @7

(=20 +e" ((B+0) (hol) + o)) ky
+ (1=¢" (hB+ho + 1)) ks
=—(a—20—e" ((B+0)(ha+1)+0)), (28)

(2—e" ((ho + hB+ 1) (ho +2))) ky
+ he (hB + ho +2) k;
=—(2+€" ((hB+ ho +1) (ho +2) + ho)) .

Debido a 0 —a— €7 (o + 3) # 0, (26¢) sigue de (27) y
(28). Después, sustituyendo (26c) en (28) da (26b). Final-
mente, sustituyendo (26¢) y (26b) en (29) da la ecuacién
implicita (26a) para o. [ |

Un andlisis mds detallado de esta ecuacién es posible.
Para los valores de los pardmetros dados, se puede resolver
numéricamente, como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1: Para los parametros a = 0.4, b =50y h =
0.3 las soluciones estdn dadas en la Tabla I.

(29)

TABLA I: Soluciones de (26a), (26b) y (26¢)
o kp ki

7
—56.4758 | —1 —2.9491-10F
—7.0408 —1.1978 | 2.5514
7.0707 1.2026 2.6204
57.269 1 —2.386- 10 °

Claramente, las soluciones de (26a) con decaimiento
exponencial o pardmetros negativos deberdn descartarse. El
punto de colapso esta dado por o = 7.0707, k, = 1.2026
y ki = 2.6204.

1II-A.4. Ganancias minimas para un decaimiento o
prescrito: En este caso, también pueden determinarse las
ganancias minimas para el controlador P/ para un de-
caimiento exponencial deseado en lazo cerrado, usando el
hecho de que hay una raiz doble del cuasipolinomio en este
punto.

Proposicion 5: Considere el sistema (1) en lazo cerrado
con la ley de control (2) a través del canal de comunicacién
con retardos, cuando la transformacion de dispersion se
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h%o* + h(hB — 2ha +2) 0® — ha (2h8 — ha + 6) 0 + ha (4o — 28 + hafB) o + 2a (a + B + hap)

+e" (h?0* — h (ha — 2hB +2) 0 + —hB (2ha — hB + 6) 0 + hfB (2a — 48 — haB) o + 2B (a+ B+ haB) ) =0,

by (@) = (0 +8)° e +20 (a+ B+h(a=0) (0 +8) = (@=0)) [ (a—o+ e (0 + )" ,
ki (0) = 202" (a+ B+ h(a—0) (o +8))/ (a—o+e" (o+8)° .

(26a)
(26b)

(26¢)

introduce. Para un decaimiento o < o¢* deseado, las
ganancias minimas k, y k; estan dadas por (26b) y (26c¢)
respectivamente.

Prueba: El resultado sigue de (27) y (28). |

IV. RESULTADOS NUMERICOS

Es digno de mencionar que las regiones de estabilidad
pueden sufrir algunas variaciones de escala si otros pardme-
tros a y b son elegidos. Los resultados de la seccion II, la
forma general y las propiedades cualitativas se conservan
cuando los pardmetros siguen siendo positivos. Por otro
lado, la caracterizacién de puntos especiales y formulas de
sintonizacion referidas al mdximo o alcanzable y ganancias
minimas para el controlador son validas para todos los
pardmetros positivos del sistema.

TABLA II: Pardmetros del controlador para el mdximo o alcan-
zable con a = 0.4, b=50y h = 0.3.

Los siguientes acréonimos se emplean:

CLR - Canal libre de retardo

CRNC - Canal con retardo no compensado (Fig. 2)

CRC —Canal con retardo compensado, tipo neutral (Fig. 4, d = 1).

Esquema | o* kY k¥

P i
CRNC 2.1484 (11) 2.9-102 (12a) | 2.3-10~2 (12b)

CRC 7.0707 (26a) | 1.2026 (26b) 2.6204 (26c)

TABLA III: Pardmetros minimos del controlador para un o =
1.5<o"cona=04,b=50y h=0.3.

Esquema | o kp k;
CLR 1.5 | 5.2-10=2 (7a) 4.5-10=2 (7b)
CRNC 1.5 | 2.68-10~2 (15a) | 1.92-10~2 (15b)
CRC 1.5 | 0.4821 (26b) 0.3672 (26¢)

La Tabla II muestra que la introduccién de la trans-
formacion de dispersion mejora el maximo decaimiento
exponencial y permite ganancias mds grandes.

Las Figs. 1, 2 y 4 muestran que la transformacién de
dispersion permite recobrar la estabilidad en el primer
cuadrante, la cual se perdéo por la introduccién de los
retardos. Por otro lado, la Tabla III muestra que, para un
o dado, cuando un canal de comunicacion con retardos
se introduce, se requiere una reduccion significativa de las
ganancias, mientras que la transformacion de dispersion con
d = 1 permite incrementarlas.
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V. OBSERVACIONES FINALES

Un andlisis detallado de los efectos de los retardos en
un canal de comunicacién dentro del lazo cerrado y la
introduccién de la llamada transformacién dispersién se
presenta para el caso escalar. El problema se estudia en
el contexto de sistemas con retardo, que muestra el papel
esencial de la naturaleza del cuasipolinomio en lazo cerrado.
Ademas, se proponen formulas para la sintonizacién de
1) maximo decaimiento en los casos de retardo acotado,
11) ganancias minimas, cuando un decaimiento exponencial
deseado es especificado.
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