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“He sido un nino pequeno que, jugando en la playa, encontraba de tarde en tarde un
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verdad se extendia delante de mi, todo €l por descubrir”

Isaac Newton
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Capitulo 1

Introduccion

El primer precedente en el uso exitoso del aprendizaje profundo se debe a Geoffrey
Hinton [29, 30] quien introdujo las Redes de Creencia Profunda utilizando en cada capa
de la red una Maquina de Boltzmann Restringida (RBM) para la asignacién inicial de
los pesos sindpticos .

El principio general del funcionamiento de una arquitectura profunda es guiar el en-
trenamiento de las capas intermedias de representacién utilizando aprendizaje no su-
pervisado especificamente para cada capa; para ello se utilizan distintas técnicas entre
las que destacan los Autoencoders [32], las RBMs [31] y las DBNs [29] (Deep Belief
Networks). Aunque estas técnicas constituyen en si mismas una red neuronal, han sido
utilizadas para inicializar los pesos de arquitecturas profundas de redes neuronales con
conexiones hacia adelante supervisadas.

En el presente trabajo se explorar la aplicacién de técnicas de preentrenamiento no
supervisado en arquitecturas profundas en la tarea de identificacion de sistemas no
lineales comparando la eficiencia de estas técnicas con los resultados obtenidos por
medio de sistemas enteramente supervisados.

1.1. Motivacion

Una arquitectura profunda se define como una composicion de varias etapas de procesa-
miento. En el caso de una red neuronal el principal problema del uso de una arquitectura
profunda es el siguiente: Si una buena representacion de la entrada ha sido encontrada
en cada capa de la red, ésta puede ser utilizada para inicializar y entrenar las capas
subsecuentes por medio de una optimizacién supervisada basada en gradiente descen-
dente; sin embargo, la llamada “buena representacion” es dificil de conseguir por medio
de métodos habituales de asignacién de pesos sindpticos [9, 21].

Se ha encontrado que la representacion del conocimiento en el cerebro humano se lleva
a a cabo de manera distribuida [12, 28], lo que significa que el aprendizaje se distribuye
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en un numero grande de neuronas en lugar de estar focalizado en una regiéon particular;
ademas se usa una representacion esparcida, es decir, si bien el conocimiento se distri-
buye en muchas neuronas, también se esparse entre ellas de tal manera que solamente
entre uno y cuatro por ciento de las neuronas humanas se encuentran activas en un
instante dado.

1.2. Estructura de la tesis

En el presente capitulo se da una nocién general de la motivacién e importancia que
tienen las arquitecturas profundas en la soluciéon de problemas de clasificacion y regre-
sion.

En el capitulo 2 se mencionan algunos resultados tedricos y de simulacion encontrados
en la literatura, que sugieren ventajas en el desempeno de topologias profundas frente
a topologias compuestas por pocas capas de representacion.

Los algoritmos principales de ajuste inicial de pesos sinapticos y de ajuste supervisa-
do para modelos de regresién son presentados en el capitulo 3, ademas se introducen
algunas topologias de identificacién neuronal.

El procedimiento de aprendizaje de Boltzmann es introducido en el capitulo 4, esto
sirve como marco tedrico para el entendimiento de algoritmos de preentrenamiento
posteriormente presentados. A su vez, se describen técnicas estocasticas para la eleccion
de los hiperparametros del modelo.

Se expone el método de autocodificacién en el capitulo 5, introduciendo a los autoen-
coders como bloques constructores de una arquitectura profunda.

En el capitulo 6 se describe el aprendizaje por medio de méaquinas de Boltzmann res-
tringidas detallando las consideraciones necesarias para su entrenamiento. Se presentan
los resultados obtenidos resolviendo los problemas de clasificacién de patrones MNIST
e identificacion de sistemas no lineales, se comparan la exactitud obtenida en ambas
aplicaciones exponiendo las diferencias y similitudes obtenidas.

Finalmente en el capitulo 7 se detallan las conclusiones a las que se ha llegado en la
investigacion sugiriendo ademas algunas lineas de trabajo y areas de oportunidad.



Capitulo 2

Aprendizaje profundo

Un problema resuelto por medio de la aplicacion de diversos algoritmos pertenecientes
a la Inteligencia Artificial consiste en la representacion de una funcién por medio de una
arquitectura de aprendizaje. Decimos que la representacion de una funcién es compacta
cuando tienes pocos elementos computacionales o grados de libertad que deben ser
ajustados utilizando un procedimiento de aprendizaje [4, 28, 3].

En este contexto una funciéon puede ser representada por arquitecturas computacio-
nales muy diversas. Funciones que pueden ser representadas compactamente por una
arquitectura de profundidad k£ pueden requerir un niimero exponencialmente grande de
elementos para ser representadas por una arquitectura de profundidad £ — 1. Una ca-
racteristica fundamental es que entre mayor sea el nimero de elementos utilizados para
representar una funcion, mayor serd el nimero de patrones necesarios para el proceso
de aprendizaje con el objetivo de obtener una buena generalizacion.

Se define a un conjunto de elementos computacionales como el conjunto de calculos
que deben ser hechos para resolver determinado problema. Por ejemplo, el conjunto de
todos los calculos que pueden ser hechos utilizando solamente las operaciones basicas
de suma, resta, producto y division. Una funcién puede ser expresada por la compo-
sicion de elementos computacionales de un conjunto dado. Esta composicion se define
generalmente mediante un grafo representando cada elemento computacional por un
nodo del grafo.

Se ha hablado de la profundidad de una arquitectura de modelo pero no se ha dado
una definicién formal de la misma, el concepto de profundidad de una arquitectura de
representacion se refiere a la profundidad del grafo o dibujo correspondiente, es decir,
el camino mas largo desde un nodo de entrada hasta un nodo de salida. Cuando el
conjunto de elementos computacionales es el conjunto de calculos que puede llevar a
cabo una neurona artificial, la profundidad corresponde al niimero de capas de la red
neuronal.

Ejemplo:
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Considere la funcién f(x) = a + z * sin(a — b) si definimos el conjunto de elementos
computacionales permitidos como {sin, *,+, —} y utilizamos como entradas los valores
{z,a,b} podemos obtener una representacién de la funcién f(z) como se muestra en la
Figura 2.0.1:

entradas

— > salidas

Figura 2.0.1: Arquitectura de representacién con profundidad 4

La profundidad de un modelo es objeto de estudio no solamente en el ambito compu-
tacional sino también constituye un elemento de valoracién en el drea de neurociencias.
Algunas investigaciones sugieren que la corteza cerebral puede ser vista como una ar-
quitectura profunda que involucra de 5 a 10 capas durante el procesamiento de la
informacion visual [23].

Una neurona artificial puede ser vista como la combinacién de una transformacién afin
(aplicacién y suma de pesos sinapticos) seguida de una transformacién no lineal (funcién
de activacion). Al colocar neuronas artificiales como elementos computacionales de una
arquitectura profunda obtenemos redes neuronales artificiales multicapa. La forma mas
comun de este tipo de redes consiste en la eleccion de solo una capa oculta relacionada
con una capa de salida con lo que obtenemos una profundidad de 2.

Considérese un modelo multitarea, supéngase un sistema con multiples salidas en donde
cada una corresponde a un objetivo que debe de ser alcanzado, si muchas de estas
caracteristicas deseadas son compartidas y tienen correlacion unas con otras se consigue
robustez del sistema.

2.1. Objetivos del aprendizaje utilizando inteligen-
cia artificial

Para cualquier sistema de entrenamiento o aprendizaje basado en TA (inteligencia arti-
ficial ) se busca que cumpla con las siguientes caracteristicas [18, 19]:

1. Habilidad para aprender funciones complejas altamente variables con relativa-
mente pocos ejemplos de entrenamiento.

2. Habilidad para aprender de manera no supervisada (sin interaccién humana).
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3. Habilidad para aprender de una vasta cantidad de ejemplos.

4. Habilidad para aprovechar la sinergia del fendmeno, es decir, tener un aprendizaje
multiobjetivo.

5. Habilidad de conseguir una buena generalizacién en el caso de aprendizaje no
supervisado.

2.2. Complejidad computacional

Se ha visto con anterioridad que cuando una funcién puede ser representada por una
arquitectura profunda compactamente, ésta suele necesitar un numero grande de ele-
mentos computacionales para ser representada por una arquitectura poco profunda.

El tamano de una arquitectura se define como el niimero de elementos computacionales
que la constituyen.

Considérese el siguiente caso: Supdéngase un circuito de umbral monoténicamente pon-
derado con profundidad k£ — 1 calculando una funcién f; € Fg n tiene al menos un
tamaifio 2°V para alguna constante ¢ > 0y N > Nj

La clase de funciones Fg n contiene funciones con N 2K=2 entradas definidas para un
circuito de profundidad K. El circuito puede verse como un arbol booleano en cuyas
hojas se encuentran las variables de entrada (no negadas) y el valor final de la funcién
desciende hasta la raiz [14]. El ¢ — ésimo nivel o capa desde la base consiste en com-
puertas AN D cuando i es par y compuertas OR si i es impar. El fan —in (nimero de
entradas soportadas por un elemento computacional) en la capa de la copa y en la base
del arbol es de N y en las capas restantes es de N? [15].

El ejemplo anterior es un caso concreto del aumento exponencial en el ntimero de
elementos computacionales en una arquitectura de representacion si se utiliza una pro-
fundidad menor a la apropiada para una funcion. Esto no comprueba que todas las
funciones requieran de una representacion utilizando una arquitectura profunda pero si
sugiere que existe una profundidad adecuada para cada funcién.

Si una funcién presenta muchas variaciones y estas variaciones no estan relacionadas
entre si mediante una regularidad subyaciente, entonces ningin algoritmo de apren-
dizaje no local funcionard mucho mejor que los estimadores en el dominio local. Los
arboles de decisién son una de las herramientas mas utilizadas en el diseno de sistemas
de aprendizaje. Una de sus caracteristicas mas sobresalientes es que necesitan al menos
tantos ejemplos de entrenamiento como variaciones de la funcién objetivo.

Si se emplean conjuntos de arboles trabajando cooperativamente, esto es equivalente
a anadir una tercer capa en la arquitectura que permita discriminar entre un elevado
numero de regiones dentro del espacio de parametros. Estas regiones forman implici-
tamente una representacion distribuida utilizando la salida de todos los arboles en el
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bosque. Por ejemplo, considérese un conjunto de tres arboles binarios, cada arbol es
capaz de dividir el espacio de parametros en dos regiones, por lo que los tres arboles
por separado dividirian el espacio en 6 zonas; suponga que los arboles se encuentran
colaborando en un bosque de decisién, con esta arquitectura los arboles dividen al es-
pacio en 7 regiones en lugar de 6 lo cual sugiere que entre mayor sea la cantidad de
arboles, la cantidad de regiones en las cuales el espacio es dividido aumenta de manera
exponencial (ver Figura 2.2.1).

Figura 2.2.1: Bosque de decisién compuesto por 3 drboles, se forman 7 regiones de clasificacién

2.3. Aprendizaje de representaciones distribuidas

Como se ha detallado antes, una representacién distribuida puede ser mucho mas com-
pacta que una local debido a que la distributividad puede alcanzarse aumentando la
profundidad de la arquitectura que se este usando y por lo tanto se reduce exponen-
cialmente el nimero de elementos computacionales utilizados.

En una representacion distribuida el patrén de entrada es representado por un conjunto
de caracteristicas que no son mutuamente exclusivas pero si pueden ser estadisticamente
independientes. En una representacion local el proceso de clusterizacién se caracteriza
porque los cluster no tienen regiones comunes y por lo tanto su interseccién es nula.

A diferencia de la clusterizacién local, en la clusterizacion distribuida, el nimero de cla-
ses posibles es comparativamente inmenso y su comportamiento es similar al overlapping
descrito en los drboles de decision [15]. En el contexto de las redes neuronales artificiales,
las redes multicapa y las maquinas de Boltzmann tienen como objetivo el aprendiza-
je de una representacion distribuida del vector de entrada por medio de las capas de
neuronas ocultas.

Se dice que una funcién es altamente variante cuando una aproximacion “a pedazos”
de la funcién requiere el uso de muchas piezas. Una funcién de este estilo puede ser
representada por una arquitectura profunda compactamente mientras que generalmente
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se necesitaria una gran cantidad de elementos computacionales para ser representada
por una arquitectura de profundidad 2 (por ejemplo una Perceptrén con una sola capa
oculta).

Algunos psicélogos cognitivos han estudiado la idea de computacién neuronal propo-
niendo en el cerebro una jerarquia de niveles de representacién correspondiente a dife-
rentes niveles de abstraccion con una representacién distribuida en cada nivel.

2.4. (Generalizaciéon local vs generalizacion no local

Un estimador local en el espacio de entrada obtiene una buena generalizacién para
un vector de entrada z explotando ejemplos de entrenamiento cerca de la vecindad
de z. Los estimadores locales “parten” el espacio de entrada en regiones y requieren
muchos parametros para modelar la funciéon objetivo en cada regiéon. Cuando muchas
regiones son necesarias debido a la gran variabilidad de la funcién objetivo, el niimero
de parametros crecerd, generando la necesidad de un numero alto de ejemplos para
producir una buena aproximacion.

El problema de la generalizacién esta estrechamente relacionado con la dimensionalidad
de la funcién; sin embargo, el factor mas importante en el proceso de generalizacion es la
cantidad de variaciones que presente la funcion objetivo que deseamos sean aprendidas
por nuestro estimador.

Existen arquitecturas basadas en el emparejamiento de plantillas locales formando dos
niveles de abstraccion. En el primer nivel, una plantilla obtendra una salida cuyo valor
indica el grado de emparejamiento con cada ejemplo de entrenamiento mientras que la
segunda capa utiliza estos valores para estimar una salida conveniente.

Un ejemplo de esta conducta de dos capas es la Kernel Machine [4] denotada por la
ecuacion 2.4.1.

flz)=b+ ZaiK(x, x;) (2.4.1)

donde by «; forman el segundo nivel de decisién, mientras que la funcién kernel K (z, x;)
relaciona la entrada x con el ejemplo de entrenamiento z;. En este caso también exis-
ten funciones de kernel locales y distribuidas. Un kernel es local cuando la relacién
K(z, x;) > p con p positivo, es verdad solo para z’s en cierta regién conectada alrede-
dor de x;. Un ejemplo de kernel local es la funcién Gaussiana denotada por la ecuacién
2.4.2.

K(z, ;) = e (le=ail/o)? (2.4.2)

donde o controla el tamano de la regién alrededor de z;.
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Las Kernel Machines explotan la llamada prioridad de suavidad, es decir, si en la red
se presenta como entrada el patrén x; es inteligente esperar que el predictor otorgue
una salida cercana a y; dado que esta es salida para la cual fue entrenado. Esta técnica
es buena en una gran cantidad de aplicaciones pero resulta insuficiente cuando se trata
de modelar funciones altamente variables debido a la falta de un numero suficiente
de patrones de entrenamiento. Para ello se recurre a otra técnica llamada Deep Belief
Networks.

Definimos el espacio caracteristico de una arquitectura de representaciéon como una
representacion interna de los datos de entrenamiento en la cual se utilizan sus carac-
teristicas intrinsecas y que ademas es mas 1til que los datos originales en procesos de
reconocimiento y estimacion.

Utilizando una red neuronal multicapa que calcule el espacio caracteristico de la funcion,
la arquitectura puede ser ajustada para optimizar el error obtenido por la Kernel
M achine utilizando el método del gradiente descendente.

2.5. Aprendizaje profundo y redes neuronales mul-
ticapa

En una red neuronal multicapa, la capa k calcula un vector de salida ¥ usando la salida
hE=1 obtenida de la capa anterior comenzando este proceso con la entrada x = h°. Un
ejemplo clasico de la funcion de activacion de una red neuronal es la tangente hiperbdlica
en cuyo caso la salida de la capa analizada estaria dada por la ecuacién 2.5.1:

h* = tanh (b* + W*R* 1) (2.5.1)
donde b* es el vector de offsets y W* es la matriz de pesos, la funcién de activacién

puede ser cambiada dependiendo el problema que se este atacando, otra funcién muy
utilizada es la funcién sigmoide dada por la ecuacion 2.5.2.

L L ann) + 1) (2.5.2)

sigm(u) = T o =3

Si denotamos la salida total de la red por h', podemos calcular, utilizando ademas la
informacién del objetivo supervisado y, la funcién de costo L(h!,y), la cual es tipica-
mente convexa para b’ + W'h!=!. Una variacién de la red neuronal es aquella en la que
la capa de la salida tiene una funcion de activacion diferente a la utilizada en las demas
capas, un ejemplo de esto es la ecuacion 2.5.3:

p_ P (0} + Win) (25.3)
‘ >_;exp (bé + W]@héfl) o
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donde Y. hl = 1y hl es positiva. La salida h! puede ser utilizada como estimador
de P(Y = y|x). En este caso, se utiliza usualmente una negativa de log-verosimilitud
L(h'y) = —log P(Y = ylz) = —loghl, cuyo valor esperado sobre (z,y) tiene que ser
minimizado.

2.6. La dificultad de entrenar una red neuronal con
arquitectura profunda

Hasta antes de 2006 [35, 29|, las arquitecturas profundas no habian sido objeto de
discusién dentro del ambito cientifico debido a los pobres resultados que se habian
tenido en su proceso de aprendizaje. Este comportamiento era generalmente obtenido
utilizando una inicializacion aleatoria de los pesos sinapticos de la red. Los 1inicos casos
de éxito que habian sido reportados hasta ese momento habian sido las llamadas redes
convolucionales [36].

Muchas observaciones sugieren que el entrenamiento basado en el método del gradiente
descendente para redes neuronales profundas (deep neural network, DNN) supervisadas
se estanca en lo que ha sido llamado minimo local aparente. En general, a pesar de la
mejor representacion obtenida utilizando una arquitectura profunda se obtienen peores
resultados que con soluciones obtenidas por medio de arquitecturas con una sola capa
de neuronas ocultas.

El problema descrito anteriormente fue atacado desde diferentes puntos de vista. Se
descubrié que se obtienen resultados notoriamente mejores si cada capa de la red es
entrenada utilizando un algoritmo de preentrenamiento no supervisado sobre cada una
de las capas comenzando con la capa de entrada a la red (se propone utilizar con este
fin autoencoders o maquinas de Boltzmann). Después de tener todas las neuronas pre-
entrenadas, la red puede ser ajustada utilizando un criterio supervisado como lo es el
método del gradiente descendente.

Bajo las consideraciones anteriores surge la idea de que inyectando una senal de entre-
namiento no supervisado a cada capa, se pueden guiar los pardametros de la capa de la
red hacia mejores regiones dentro del espacio de parametros [35, 28, 21].

Dentro de la arquitectura de las redes neuronales podemos considerar que la salida de
cada capa de la red constituye una nueva representacién del vector de entrada x, de
esta manera considere a h¥(x) como la representacién nivel k de = en el modelo.

Inmersos en este contexto consideremos un criterio local definido en cada capa de la red
que empuje las representaciones h¥(x) y h¥(Z) ya sea hacfa una misma regién o lejos el
uno del otro dependiendo si los patrones de entrenamiento sugieren si deben ser vecinos
0 no.

El pre-entrenamiento no supervisado conduce a una restriccién sobre la region del es-
pacio de parametros donde una solucién es permitida, lo que le otorga una conducta
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regulatoria.

2.6.1. Cualidad regulador-optimizador

Cuando la ultima capa oculta es restringida a un nimero pequeno de elementos compu-
tacionales, las DNN con inicializacion de pesos aleatoria se comportan de manera poco
eficiente tanto en tareas de identificacion como de clasificacion. Sin embargo; si se le
permite a la capa crecer indefinidamente, existen casos donde el error acumulado du-
rante la fase de entrenamiento resulta atractivamente pequeno; esto es debido a que la
gran cantidad de elementos de la capa es suficiente para representar cualquier patron
de entrenamiento adecuadamente.

Otra técnica que ha sido utilizada durante el entrenamiento de redes neuronales con
arquitecturas profundas es el entrenar de una manera general la red neuronal y so-
lamente aplicar algoritmos de optimizaciéon a los procesos de entrenamiento de las 2
capas superiores de la red, esto es mucho mas sencillo que el proceso de optimizacion
de toda las red y ademas proporciona resultados mejores que cuando se implementa
un algoritmo de entrenamiento global. Si existen suficientes unidades en la tltima ca-
pa oculta, el error de entrenamiento puede ser muy pequeno a pesar de que las capas
inferiores no sean apropiadamente entrenadas. Cabe mencionar que aunque el error de
entrenamiento sea bajo esto no implica que la red tenga una buena generalizacion por
lo que el error de salida con un patrén de entrada diferente a los utilizados durante la
fase de aprendizaje en general producird un error considerablemente alto.

Al fenémeno de obtener un error de entrenamiento bajo y un error de generalizacion alto
es conocido como over fitting el cual puede ser comprendido como un sobreaprendizaje
de una regién particular del espacio de pardmetros especializandose solamente en una
regién del mismo.

Aunque el error de entrenamiento puede ser reducido explotando solamente la habilidad
de las capas superiores de ajustarse a los ejemplos de entrenamiento, una buena gene-
ralizacion es notoriamente dificil de alcanzar con lo que se debe de recurrir a métodos
que ajusten todas las capas de la red apropiadamente minimizando alguna funcién de
costo de reconstruccién. Tal ajuste como se ha dicho anteriormente puede ser llevado
a acabo por algin pre-entrenamiento de las capas superiores que tiene como meta res-
tringir a las capas inferiores a capturar patrones y regularidades de la distribucién de
los patrones de entrada.

Un caso particular de esta ideologia es el siguiente: considere la pareja entrada-salida
aleatoria (X,Y’), en este ejemplo tal regularizacién es similar al efecto normativo de
maximizar la verosimilitud de P(X,Y’) contra P(Y|X). Si P(X) y P(Y|X) son funcio-
nes no relacionadas de X (es decir, escogidas independientemente tal que el aprendizaje
de una no proporciona ninguna informacién de la otra), entonces el aprendizaje no su-
pervisado de P(X) no ayudard en el aprendizaje de P(Y'|X). Pero si estén relacionados
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y los mismos parametros estan involucrados en su estimacién entonces cada vector de
entrada-salida (X, Y’) proporcionard informacién de P(Y|X) a través de P(X)

Si se considera el problema de ajustar las capas inferiores mientras se mantiene un
nimero pequeno de unidades computacionales en la tultima capa de neuronas ocultas
y ademas se requiere que la magnitud de los pesos en las dos ultimas capas no exceda
cierto umbral, entonces estamos hablando de un problema de optimizacién dentro de
la arquitectura de la red neuronal.

Si la hipdtesis que se ha presentado es correcta, esperariamos que el pre-entrenamiento
supervisado tuviera beneficios sobre la inicializacion de pesos aleatoria aun cuando se
tuviera a disposicion un conjunto infinito de patrones de entrenamiento. Si el efecto del
pre-entrenamiento fuese solamente regulatorio, se esperaria que el error durante pruebas
de generalizacién convergiera aproximadamente de la misma manera o al mismo rango
de valores tanto con el pre-entrenamiento como sin el.

Cuando se entrena una arquitectura profunda sin el efecto de un pre-entrenamiento
en las capas inferiores generalmente provoca que la dinamica del entrenamiento quede
atrapada en algin minimo local aparente y de este modo, la adiciéon de mas ejemplos
de entrenamiento no proveera informacion suficiente para salir de esa regién atractiva.

La informacién anterior sugiere que el método del gradiente descendente utilizado en
conjunto con técnicas de backpropagation puede no ser efectivo para mover los parame-
tros de una capa oculta en particular hacia regiones correspondientes a soluciones desea-
das [21].

Una topologia diferente de RNA es la red neuronal recurrente, este tipo de redes se
caracteriza por tener lazos de retroalimentacion entre las capas superiores y las capas
inferiores, de este modo, este tipo de redes puede ser “desdoblada en el tiempo” con-
siderando la salida de cada neurona en distintos instantes como una variable diferente
convirtiendo la red desdoblada en una arquitectura profunda.

2.6.2. Entrenamiento no supervisado para arquitecturas pro-
fundas

Dado el problema consistente en la existencia de minimos locales durante la fase de
entrenamiento, se propone un criterio de aprendizaje no supervisado definido al nivel
de cada capa que puede ser usado para salir o evitar esos minimos locales que el método
del gradiente descendente no puede superar. Esto es de esperarse si el algoritmo de
aprendizaje descubriera una representacion que capture regularidades estadisticas del
vector de entrada.

Algunas técnicas como son el PCA (Principal Component Analysis) o ICA (Independent
Component Analysis) fallan en el proceso de obtencién de estas caracteristicas en el
llamado caso sobredeterminado donde el niimero de salidas es mayor que el nimero de
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entradas dado que las dos técnicas anteriormente citadas requieren una relaciéon entrada-
salida 1 a 1. En este caso existen variantes especialmente desarrolladas de ICA que
resuelven este problema, asi como algoritmos relacionados como son los autoencoders
y las Maquinas Restringidas e Boltzmann (RBM) [30, 35].

Podemos concluir que los algoritmos de entrenamiento no supervisados pueden extraer
informacion saliente de la distribucién del vector de entrada. Esta informacién puede
ser capturada en una representacion distribuida, es decir, un conjunto de caracteristicas
en las cuales se codifican los factores sobresalientes de las variaciones en el vector de
entrada.

Una arquitectura profunda con aprendizaje no supervisado puede entenderse de la si-
guiente manera: las caracteristicas obtenidas por la primer capa son vistas como de
primer nivel de abstracciéon mientras que las de las capas superiores representan un
nivel de abstraccion mas alto.

2.6.3. Arquitecturas degenerativas profundas

El entrenamiento de una red utilizando un algoritmo no supervisado es de interés para
la obtencién de una representacién distribuida de la entrada y generar muestras de
dicha distribucién.

Los modelos generadores de la distribucién pueden ser visualizados como grafos cuyos
nodos representan variables aleatorias mientras que los lazos conectores proporcionan
informacion acerca de la dependencia mutua entre las variables. Un ejemplo de arqui-
tectura degenerativa profunda es la Red de Creencia Sigmoide (SBN por sus siglas en
inglés), en esta red las unidades (tipicamente variables aleatorias binarias) pertenecien-
tes a cada capa son independientes de las unidades correspondientes a cualquier capa
superior como se muestra en la Figura 2.6.1:
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Figura 2.6.1: Topologia de una red de creencia sigmoide, no existen dependencias hacia atras

Una parametrizacion tipica de este tipo de red es la ecuacion de activaciéon neuronal
(ecuacién 2.6.1):

P (hf = 1|h*") = sigm (bf +) Wi’fjlhg‘?*l) (2.6.1)

J

donde h¥ es la activacién binaria de nodo oculto i perteneciente a la capa k, mientras
h* es el vector de salidas de representacién (h’f bk, ) Denotamos como el vector de

entrada x a la capa h°. Si hacemos que P represente la distribucién de entrenamiento, es
decir, la distribucién generadora de ejemplos para el proceso de aprendizaje) podemos
utilizar dicha distribucién para la prediccion de las estimaciones. La capa inferior genera
un vector z en el espacio de entrada y nuestro objetivo es obtener un buen modelo de
representacion que otorgue una probabilidad alta de pertenencia a los datos de entrada.
Considerando varias capas de la red, el modelo generador es descompuesto de la forma:

P(z,h', ... h') =P (R') (ﬁp (h’“|hk+1)) P (z|n') (2.6.2)

k=1

En una red de creencia sigmoide P (hl) es generalmente elegida para poder ser factori-
zada de la forma P (hl) =]1LP (hi) y solo un parametro es requerido para cada caso
en el que P (hi = 1) en el entorno de que se cuenten con unidades binarias.

Por otra parte, el gran avance en los procedimientos de entrenamiento de una red
profunda vino dado por la presentacion de las llamadas Redes de Creencia Profunda
(DBN por sus siglas en inglés) que son de arquitectura similar a las SBNs (ver Figura
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2.6.2) con una diferencia en la parametrizacién de las dos capas superiores obteniéndose
la probabilidad como en la ecuacion 2.6.3:

P (a, bl B) = P (R4 1) (H P (hk|hk+1)) P (a0 (2.6.3)

k=1

Figura 2.6.2: Arquitectura de una Red de Creencia Profunda, las dos capas superiores
constituyen una Maquina Restringida de Boltzmann teniendo dependencias en ambas direcciones

La accién conjunta de las 2 capas superiores P (hl_l, hl) es una Maquina de Boltzmann
Restringida (RBM) cuyo comportamiento es el denotado por la ecuacién 2.6.4:

P (h1 0 A A U (2.6.4)

Este cambio explota y desarrolla la nocién de un entrenamiento egoista aplicandose a
una capa de la red a la vez; esta cualidad es necesaria para el pre-entrenamiento de las
capas ocultas de la red.

2.6.4. Redes neuronales convolucionales

Las redes neuronales convolucionales fueron inspiradas en la estructura del sistema
visual humano. En el Neocognitron de Fukushima [23], el aprendizaje esta basado en que
cuando la salida de neuronas similares es aplicada o incide en lugares especificos de la
capa superior de neuronas, una forma de varianza traslacional es obtenida. Actualmente,
los sistemas de reconocimiento de patrones basados en redes neuronales convolucionales
son los que tienen mejor desempeno (Ejemplo: reconocimiento de caracteres a mano
alzada).

Las redes convolucionales estan organizadas en 2 tipos de capas: las capas convolucio-
nales y las capas submuestreadas. Cada capa tiene una estructura topogréfica y esta
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asociada con una posiciéon bidimensional respecto a un campo receptivo. En toda locali-
dad de cada capa, existe un nimero diferente de neuronas con cada neurona relacionada
con un conjunto de pesos sinapticos de entrada asociados con neuronas pertenecientes
a una zona de la capa anterior. El mismo conjunto de pesos pero con una nueva zona
de forma rectangular estd asociado con neuronas distribuidas en diferentes lugares.

Un fan-in pequeno (cada neurona acepta solo un pequeno numero de senales de entrada)
en estas neuronas ayuda al método del gradiente descendente a actuar y propagarse a
través de varias capas sin que su accion se desvanezca tanto como para no actuar,
La estructura de conectividad jerarquica configura los pardmetros de la red neuronal
completa en una region favorable en la cual la optimizacion basada en el gradiente
descendente funciona bien.

Un punto importante es que este tipo de redes atin utilizandose con pesos aleatorios en
las primeras capas sin entrenamiento tienen un mejor desempeno que una arquitectura
profunda tradicional completamente entrenada utilizando un aprendizaje supervisado;
sin embargo, su desempeno mejora considerablemente comparada con una red con-
volucional completamente entrenada. Para finalizar debemos recordar que estas redes
constituyeron el tinico caso de entrenamiento exitoso de una arquitectura profunda
hasta antes de la llegada de la Redes de Creencia Profunda [4, 29].

2.6.5. Autoencoders

Los autoencoders han sido utilizados como bloques constructores de entrenamiento de
arquitecturas profundas, donde cada nivel estd asociado con un autoencoder que entrena
inicialmente la capa independientemente de las demds [32, 31].

Un autoencoder es entrenado para codificar la entrada x en alguna representacion co-
rrespondiente ¢(x) tal que la entrada pueda ser reconstruida a partir de esta represen-
tacion. La formulacion utilizada generaliza el criterio del error cuadratico medio propo-
niendo la minimizacion de la verosimilitud logaritmica de la reconstruccion, entonces
dada la representacién c¢(z) tenemos:

RE = —log P(z|c(x))

Si la distribucién de z|c(z) es de tipo Gaussiano recuperamos el criterio del error
cuadratico medio. Las entradas x; son binarias o consideradas como probabilidades
de tipo binomial, asi, la funcién de costo esta dada por la ecuacién 2.6.5:

—log P(z|c(x)) = — Zx log fi (c(x)) + (1 — ;) log(1 — fi(c(x))) (2.6.5)

donde f(.) es llamado decodificador y f(c(z)) es la reconstruccién producida por la red,
en este caso un vector de nimeros en el rango (0, 1) obtenidos, por ejemplo, utilizando
una funcion de tipo sigmoide.
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Un autoencoder con una entrada n-dimensional y una dimension de codificado de al
menos n puede potencialmente aprender exclusivamente la funcién identidad dado que
no existe una condicién para evitar este tipo de codificacién; sin embargo, este caso
trata de evitarse. Algunas técnicas para el entrenamiento de autoencoders son:

1. Entrenamiento con gradiente descendente estocéastico (Regularizaciéon de tipo Iy
de los pardametros)

2. Agregar ruido en la autocodificacién
3. Establecer una condicién de escasez (sparsity) en el codigo

4. Maximizar la verosimilitud del modelo generativo (denoising autoencoder)



Capitulo 3

Técnicas clasicas de identificacion
de sistemas no lineales

El aprendizaje profundo tiene su principal aplicacién en la solucién del problema de cla-
sificacion de patrones, a continuacién se describen algunas de las técnicas que sirven de
base para la constitucion de una arquitectura profunda que funcione como clasificador;
estos algoritmos constituyen el pilar fundamental para atacar el problema de regresion
e identificacion de la dindmica de sistemas.

3.1. Regresion logistica

La regresion logistica es un modelo de clasificacion lineal de tipo probabilistico. La
estructura del algoritmo esta parametrizada por una matriz de pesos W y un vector de
bias b. La clasificacion se realiza proyectando cada conjunto de datos sobre un conjunto
de hiperplanos, cuya distancia a cada uno de ellos refleja la probabilidad de membresia
a cada clase que estd representada y corresponde a un hiperplano especifico.

Esta descripciéon puede representarse matematicamente como:

6W7;:D+bi
P (Y =]z, W,b) = softmax; (Wz +b) = (3.1.1)

- Z] 6Wj $+bj

La salida del clasificador o su prediccion es hecha simplemente tomando el argumento
méximo del vector cuyo i-ésimo elemento es P (Y = i|z).

Yprea = argmax,; P (Y = i|z, W, b) (3.1.2)

En el caso de que la tarea sea la identificacién de un sistema, la salida de la red
simplemente sera la combinacion lineal de los pesos sinapticos W y el vector de bias b.

17
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Ypred = Wz + b (3.1.3)

Un problema fundamental para la optimizacién de cualquier modelo es la eleccién de
una funcion de pérdida, el aprendizaje de los pardmetros 6ptimos del modelo de clasi-
ficacién se realiza con el proposito de minimizar esta funcion de costo. En el caso de la
regresion logistica multi-clase, es muy comun usar la log-verosimilitud negativa como
funciéon minimizadora. Esto es equivalente a maximizar la verosimilitud del conjunto
de datos D bajo el modelo parametrizado por el conjunto ©. De esta manera se define
la verosimilitud L y la funcién de pérdida .

D)
L(©={W,b},D) = > log(P (Y =y" 2% W,b)) (3.1.4)
1(©={W,b},D) = Z—:z(G):{W,b},D) (3.1.5)

Existen muchas publicaciones relacionadas con el tépico de minimizacién ([33, 42]) y
aunque se han propuesto distintos métodos para lograr este objetivo, el algoritmo de
gradiente descendente, es por mucho, el método mas simple para minimizar funciones no
lineales arbitrarias. Aqui se describira el método de gradiente descendente estocastico
con mini-batches.

Para fines de identificacion dinamica de un sistema, no es posible definir una funcién de
verosimiltud discreta como la presentada por la Ecuacién 3.1.4. En su lugar se utiliza
la funcion del error cuadratico medio definida por la Ecuacion 3.1.6.

1 DI

L©={W.b},D)= =3 (v —y)" = (3.1.6)

3.2. Perceptréon multicapa

Una Perceptrén multicapa (MLP) puede ser interpretada como una extensién del algo-
ritmo de regresién logistica donde primero la entrada es transformada utilizando una
transformacion no lineal ®. El propésito de esta transformacién es proyectar los datos
de entrada a un espacio donde sean linealmente separables. Esta capa intermedia es
conocida como capa oculta y es caracteristica de una MLP poseer dos o mas de ellas.
Una capa oculta 1nica es suficiente para hacer de una MLP un aproximador universal
[26]. Sin embargo, como se ha senalado anteriormente existen diversas ventajas al usar
muchas capas ocultas, es decir, seguir la filosofia del aprendizaje profundo.

Formalmente, una MLP constituye una funcién f : R® — R* donde D es el tamaiio
del vector de entrada z y L es el tamano del vector de salida f(x). Si se consideran p
capas ocultas entonces la salida queda determinada por la ecuacién 3.2.1:
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Flz) = 0, (0P + WO (1h,_ (0P D + WED (4, _5(...))))) (3.2.1)

con vectores de bias b®, ..., b(P) y matrices de pesos sindpticos W, ... . W® Las funcio-
nes ¥p_1, ..., %o son llamadas funciones de activaciéon siendo las mas usuales la funcién
tanh(a) = (e* — e *)/(e* + e~ %) y la funcién sigmoide sigm(a) = 1/(1 4+ e~ *). De esta
manera el vector de entrada x ingresa al sistema formando la salida (b 4+ W(©z),
a este valor se le considera la salida de la primer capa oculta de la red, este valor se
propaga a la siguiente capa sustituyendo al vector x por el vector v; correspondiente.

Como en el caso de regresion logistica, el valor esperado del sistema .4 se realiza
definiendo la funcién 1, como sigmoide para clasificacién o la funcién identidad con
fines de identificacion de sistemas.

3.3. Método de gradiente descendente estocastico

Es un algoritmo simple en el cual repetidamente se realizan pequenos pasos en direccion
decreciente sobre la superficie de error definida por una funcién de pérdida dada por
algunos parametros. Para este proposito se considera que los datos de entrenamiento se
encuentran evaluados dentro de la funcion de pérdida. El pseudocddigo de este algoritmo
puede escribirse como:
mientras True:

perdida = f(parametros)

gradiente = ...

parametros = parametros — tasa_aprendizaje x gradiente

si <condicion_paro>

regresar parametros
El algoritmo de gradiente descendente estocéstico trabaja exactamente con los mismos
principios que el método de gradiente descendente ordinario, pero trabaja mas rapida-
mente ya que estima el gradiente de la funcién de pérdida a partir de solamente algunas
muestras de datos durante un instante de tiempo determinado en lugar de evaluar el
conjunto de entrenamiento completo. En su forma mas simple, se estima el gradiente
utilizando solamente un ejemplo por evento de estimacion.
por cada pareja (x;,v;):

perdida = f(parametros,x;,y;)

gradiente = ...

parametros = parametros — tasa_aprendizaje x gradiente
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si <condicion_paro>

regresar parametros

La variante del método de gradiente estocédstico mas utilizada y recomendada para su
utilizacion en técnicas de aprendizaje profundo, es el método de gradiente descendente
estocastico por minibatches. En este caso se usa mas de un ejemplo de entrenamiento
para cada estimacién del gradiente, donde un factor crucial, sera el nimero de ejem-
plos que contendra cada conjunto actualizador de parametros. Esta técnica reduce la
varianza en la estimacion del gradiente, y usualmente hace mejor uso de la organizacion
jerarquica de la memoria de las computadoras modernas [6].

por cada conjunto de datos (Zpaich,Ybaten) del conjunto de batches validos:
perdida = f(parametros, Tateh, Yvatch)
gradiente = ...
parametros = parametros — tasa_aprendizaje x gradiente
si <condicion_paro>

regresar parametros

Con este algoritmo existe un intercambio o balance entre el efecto reductivo de la
varianza y la eleccién del tamano del minibatch B. El factor de reduccién de la varianza
mejora notoriamente cuando se incrementa B de 1 a 2 , pero la mejora conseguida,
rapidamente decae conforme se incrementa el tamano de B. Con B grandes, el tiempo
es desperdiciado reduciendo la varianza en conjunto de datos generados por estimador
del gradiente, pero se cree que tiempo seria mas provechoso si se gastase en pasos
adicionales de actualizacién paramétrica[9].

Un B éptimo es dependiente del modelo, del conjunto de datos y del hardware utilizado
para la implementacion del algoritmo y puede tener valores desde 1 o 2 hasta varios
cientos, la eleccion del mismo se realiza de manera arbitraria.

Si se esta entrenando un modelo utilizando un nimero fijo de épocas, el tamano del
minibatch se vuelve realmente importante porque controla el niimero de actualizaciones
que se realizan a los parametros. Entrenar el mismo modelo por 10 épocas usando un
tamano de batch de 1 tiene resultados completamente diferentes comparados a los
obtenidos durante las mismas 10 épocas pero con un tamano de batch de por ejemplo
20.

3.4. Meétodo supervisado con restriccion de paro tem-
prano

El paro temprano tiene como objetivo evitar el sobreajuste monitoreando el desempeno
del modelo sobre un conjunto de validacién. Un conjunto de validacién es un conjunto de
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ejemplos que nunca son usados durante la etapa de entrenamiento, pero que tampoco
forman parte del conjunto de prueba. Los ejemplos de validacién son considerados
como representativos de los ejemplos de prueba que seran utilizados en el futuro. Si el
desempeno del modelo cesa de mejorar en el conjunto de validacion, o incluso si presenta
un desempeno menor a un umbral determinado durante el proceso de optimizacion,
entonces se implementa una heuristica que detiene el algoritmo de optimizacién.

La eleccién de la heuristica que tome la decisiéon de cuando parar depende mucho de
la aplicacion, pero una estrategia muy comun es la basada en el incremento geométrico
de un parametro llamado paciencia. El pseudocodigo de este algoritmo es el siguiente:
mientras (epoca < epoca_total) y (salir = falso):
epoca = epoca + 1
por cada minibatch en el conjunto de entrenamiento:
perdida = f(parametros, Tyaich, Yvatch)
gradiente = ...calculagradiente
parametros = parametros — tasa_aprendizaje x gradiente
iteracion = (epoca — 1) * numero_batches + indice_batch_actual
si iteracion %
costo_validacion = calcula_costo...
si costo_validacion < mejor_costo
si costo_validacion < mejor_costo * 0,95
paciencia = paciencia * 1,1
mejor_costo = costo_validacion
mejores_parametros = parametros_actuales
si paciencia <= iteracion
salir = verdadero
regresar parametros
El porcentaje de mejora permitida y el porcentaje que se aumenta en la paciencia son

valores propuestos durante la implementacion y deberan ser cambiados dependiendo de
las necesidades de la aplicacion.

3.5. Validacion cruzada

La validacion cruzada es una técnica utilizada para evaluar los resultados de un analisis
estadistico y garantizar que son independientes de la particién hecha entre los datos
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de validacién y de prueba [10, 26]. Consiste en repetir y calcular la media aritmética
obtenida de las funciones de costo entre diferentes particiones propuestas.

El método de retencién o hold out method consiste en dividir en dos conjuntos los datos
muestra, se realiza un analisis de un subconjunto llamado conjunto de entrenamiento
y se valida el analisis en el otro subconjunto también llamado conjunto de prueba. Si
tomamos una muestra independiente como datos de validacion , normalmente el modelo
no se ajustara con igual exactitud a los datos de prueba que a los de entrenamiento. Esta
caracteristica se conoce como sobreajuste y ocurre cuando el tamano de los datos de
entrenamiento es pequeno o cuando el nimero de parametros del modelo es demasiado
grande.

3.5.1. Validacidon cruzada de k iteraciones

Los datos muestra son divididos en k subconjuntos. Por cada iteracion uno de los
subconjunto se utiliza como datos de prueba y el resto como datos de entrenamiento. El
proceso de validacion se repite k iteraciones, con cada uno de los posibles subconjuntos
de datos de prueba. Finalmente se calcula la media aritmética de los resultados de cada
iteracion para obtener un unico resultado, ver Figura 3.5.1.

E‘?‘ i Eeﬁa} (———| Datos de entrenamiento l
¥
| Iteracidn 1 30 00 ".. .o'.‘.. ..'.

[heracon2 > OO S OD 00 V0090000000
| Iteracion 3 = 000".."’.0'.

[teracien k4| — DDV V99999999909 DD DI
=t
L Total de datos I

Figura 3.5.1: Validacién cruzada de k iteraciones con k = 4

3.5.2. Validacidon cruzada aleatoria

Este método consiste en dividir aleatoriamente el conjunto de datos de entrenamiento
y el conjunto de datos prueba (ver Figura 3.5.2). Para cada divisién la funcién de
aproximacién se ajusta a partir de los datos de entrenamiento y se calcula los valores de
salida para el conjunto de datos de validacién. El resultado final corresponde a la media
aritmética de los valores obtenidos para cada una de las divisiones.Un inconveniente de
este método es que hay algunas muestras que quedan sin evaluar y otras que se evalian
méas de una vez.
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Datos de prueba
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Figura 3.5.2: Validacién cruzada aleatoria con k iteraciones

El objetivo de la validacién cruzada consiste en estimar el nivel de ajuste de un modelo
a un cierto conjunto de datos de prueba independientes de los utilizados para entrenar el
modelo. Estas medidas obtenidas pueden ser utilizadas para estimar cualquier medida
cuantitativa de ajuste apropiada para los datos y el modelo. Por ejemplo, en un modelo
basado en clasificacion binaria, cada muestra se etiqueta como correcta o incorrecta, de
forma que en este caso, se puede usar “tasa de error de clasificacién” para resumir el
ajuste del modelo. Asi mismo, se podrian utilizar otras medidas como el valor predictivo
positivo.

3.6. Identificacion de sistemas no supervisada

El problema de identificacién de sistemas o problema de regresion tiene su principal
exponente en el aprendizaje supervisado [42, 33], en el caso no supervisado, la idea
basica es dividir el espacio muestra en varios subespacios, donde los datos con propie-
dades similares son reunidos. El procedimiento es expandido hacia el conjunto de datos
completo, incluyendo los datos de salida.

La meta de la optimizacién no lineal es buscar el punto, en donde la evaluacién de una
funcién objetivo predefinida resulta en un valor maximo o minimo considerando algunas
restricciones las cuales son dadas mediante ecuaciones apropiadas. De acuerdo al valor
de la funcién de costo J, es posible establecer el mejor candidato para la solucién.
Los métodos de aprendizaje exploran el espacio de soluciones y finalmente eligen el
candidato que de la mejor solucién.

En el caso de que se trate de obtener una solucién basada en mediciones u observaciones,
la funcién objetivo es siempre una funciéon de observaciones. Por ejemplo considere que
se busca una funcién f que minimize la funcién objetivo J:

J=E{(f(u)—y)’}
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En este caso, J estd definida por pares de datos (u,y), que son generados por un
proceso son distribucion estadistica D. En este caso es posible tratar el problema de
minimizacion utilizando la ecuacién:

n

(f(u) —y) (3.6.1)

k=1

j:

S|

La funcién J estd basada en un ntimero finito de ejemplos N tomados de un conjunto
distribuido de acuerdo con D. Los métodos para resolver este problema pueden ser
divididos en 3 grupos:

Métodos de aprendizaje supervisados: Estan basados en un conjunto de datos v € U,
y € Y que es usado para establecer una transformacion, es decir, una funciéon f de
un conjunto dado de funciones la cual transforma los datos de entrada en funciones de
salida. La funcién resultante es entonces evaluada de acuerdo a un criterio predefinido,
el cual consiste de la diferencia entre los datos transformados y los datos de salida del
conjunto original.

Una de las posibles técnicas utilizadas para la obtencién de una solucién es la optimi-
zacion utilizando el método del gradiente descendente.

Métodos de aprendizaje no supervisados. Estos métodos refieren de los métodos de
aprendizaje supervisado en que los datos de salida no son diferenciados a priori, por
lo que todos los datos son tratados como entradas. El aprendizaje no supervisado re-
presenta un método donde el modelo es ajustado a los datos de una manera éptima, el
resultado del aprendizaje modela la distribucion de los datos en el espacio presentado
en el problema.

Los métodos de aprendizaje no supervisados son utilizados durante el preprocesamiento
de los datos antes de ser utilizados por algoritmos de caracteristica supervisada. Estos
algoritmos también son muy utilizados en la compresion de datos. Todos los métodos
son implicita o explicitamente basados en la distribucién de probabilidad en el espacio
definido por las variables de entrada.

Métodos de aprendizaje reforzado: Estos métodos explotan la informacion de la cali-
dad del modelo resultante, aunque la informacion de la salida de referencia basada en
alguna entrada no este disponible. Los algoritmos son mayoritariamente usados en el
desarrollo de estrategias a largo plazo, en donde una referencia o medida de la salida
no se encuentra de manera explicita.

3.7. Topologia de identificacion

Ademas del problema de clasificacién de patrones, la siguiente tarea que ha sido histéri-
camente atacada por medio de modelo y algoritmos de aprendizaje donde convergen la
teoria de sistemas y la inteligencia artificial es la identificacion de sistemas dinamicos.
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Para probar la tarea de identificacion neuronal utilizando arquitecturas profundas su-
jetas a procesos de preentrenamiento, se considera una clase de sistemas representados
por ecuaciones en diferencias de forma:

y(k) = f(y(k =1),...y(k —n), u(k — 1))

donde y(k) representa la evolucién de la salida del sistema que depende de n salidas
anteriores y u(k — 1) es el valor de alguna senal que se encuentra interactuando activa-
mente con el sistema.

En el presente trabajo se utiliza un modelo de tipo serie-paralelo para efectuar el proceso
de identificacién, esta configuracién hace uso de la salida del sistema real para el calculo
y actualizacién de los pesos sinapticos.

En la Figura 3.7.1 se ejemplifica el proceso de identificacién considerando una planta
de segundo orden, la cual depende directamente de los valores de su salida en dos
instantes anteriores de tiempo, aqui, la salida del sistema real se denota por y, y el
valor de identificacién del modelo se representa con y.

u(k-1) > Planta > yp(k)

— elk)
T Red 1
Neuronal " vk

L yp(k-1) -

yp(k-2) <

Figura 3.7.1: Topologia del sistema de identificacion utilizado
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Capitulo 4

Eleccion de hiperparametros en la
identificacion de sistemas no lineales

4.1. Aprendizaje de Boltzmann

El aprendizaje de Boltzmann es un algoritmo de aprendizaje estocastico derivado de
ideas basadas en la mecanica estadistica. Una red neuronal basada en este principio se
le llama Maquina de Boltzmann (BM).

En una Maquina de Boltzmann las neuronas constituyen una estructura recurrente y
operan de manera binaria, por ejemplo, pueden estar en un estado “encendido” denota-
do por +1 o un estado “apagado” descrito por un —1. Estd maquina esta caracterizada
por una funcién de energia la cual esta determinada por los estados ocupados por cada
neurona individual, por ejemplo, una funcién de energia caracteristica es la denotada
por la ecuaciéon 4.1.1:

E = —%ZZwijkxj con j #k (4.1.1)
ik
donde z; es el estado de la neurona j y wy; es el peso sindptico que relaciona a la
neurona j con la neurona k. En una Méaquina de Boltzmann no se considera el caso
de auto-retroalimentacion, la maquina opera escogiendo una neurona al azar en algiin
punto del proceso de aprendizaje, entonces cambia el estado de la neurona £ del estado
xp al estado -z, con alguna temperatura 7', este cambio en el estado de la neurona
ocurre con una probabilidad dada por la ecuacion 4.1.2:

1

P oy = —w) = 1 —exp(—AE,/T)

(4.1.2)

donde AFE} es el cambio de energia en la red neuronal. La temperatura 7" no corres-
ponde a una temperatura fisica real sino a una medida del desorden o nivel de entropia

27
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existente en la red. Si el cambio de estado de las neuronas se elige como el de maxima
probabilidad, el sistema alcanzara el equilibrio térmico.

Las neuronas se clasifican en dos grupos funcionales: visibles y ocultas. Las neuronas
visibles proveen una interfase entre la red y el ambiente en el cual operan, mientras que
las neuronas ocultas actian libremente sin interactuar directamente con el entorno. La
Maéquina de Boltzmann tiene dos modos de operacién que deben de considerarse:

1.- Condicién de anclaje: Las neuronas visibles estan ancladas en estados especificos
determinados por los estimulos del medio ambiente.

2.- Condicion de libertad: Tanto neuronas visibles como ocultas actian libremente sin
condiciones impuestas por el medio ambiente.

Sea pgj la correlacién entre los estados j y k con la configuracién de la red en su condicién
de anclaje y sea py; la correlacion pero en condiciéon de libertad. Ambas correlaciones son
promediadas sobre todos los posibles estados de la maquina cuando ésta se encuentra
en equilibrio térmico. Entonces de acuerdo a la regla de aprendizaje de Boltzmann, el
cambio de los pesos sindpticos durante la fase de aprendizaje es (ecuacién 4.1.3):

Nwyy =0 (pi; — pry) con j # k (4.1.3)

donde n es un parametro conocido como tasa de aprendizaje. Note que ambas correla-
ciones p,jj Yy py; tienen valores en el rango de —1 a +1.

Una caracteristica distintiva de la Maquina de Boltzmann es el uso de conexiones
sinapticas simétricas entre las neuronas.

Durante la fase de entrenamiento las neuronas visibles son enclavadas en estados es-
pecificos determinados por el medio ambiente. Las neuronas ocultas siempre operan
libremente y son usadas para encontrar caracteristicas subyacentes contenidas dentro
de los vectores de entrada, esto se observa cuando las neuronas ocultas presentan co-
rrelaciones de alto orden. Este método de aprendizaje constituye un procedimiento no
supervisado y su objetivo principal es el modelado de una distribucién de probabilidad
especificada por los patrones aplicados en las entradas de las neuronas visibles.

Cuando en la entrada de la red neuronal no se cuenta con informaciéon completa del
patron de entrada, es decir, solamente un subconjunto incompleto de las neuronas visi-
bles esta siendo estimulado, la red logra determinar los valores de las entradas faltantes

siempre y cuando haya sido entrenada apropiadamente dentro de la distribucion de
probabilidad.

Sea x el vector de estado de la maquina de Boltzmann con x;denotando el estado de la
neurona ¢. La conexién sindptica de la neurona 4 con la neurona j es w;; cumpliendo la
caracteristica de simetria se cumple que w;; = w;; para todo # j y w;; = 0 para todo i.

El uso de bias se permite en este proceso utilizando un peso wjp con entrada igual a
+1. La expresion para la energia de la red esta dada por:
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1
E(z) = —3 E E WjT; Ty con i # j
J

i

La ecuacién de Gibbs otorga una estimacion de la probabilidad de que la red se en-
cuentre en determinado estado x, esta probabilidad es calculada por:

donde Z es llamada funcién de particion y esta determinada por:

Z = Z e BT

La probabilidad condicional de que una neurona j se encuentre configurada en un
estado determinado z; dado a priori un determinado estado particular de todas las
demads neuronas es (ecuacion 4.1.4):

i#£j
donde:

1

¢ (V)= e

cuyo comportamiento se aprecia en la Figura 4.1.1:

Pl)

Figura 4.1.1: Probabilidad condicional de un estado particular de una neurona z; dado un
estado general de la red X

Dos suposiciones son hechas:
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1. Cada vector de entrada persiste lo suficiente para permitir a la red alcanzar su
equilibrio térmico.

2. No hay estructura en el orden en el que los patrones provenientes del medio
ambiente son asignados a la entrada de las neuronas visibles de la red.

Un conjunto de pesos constituye un modelo perfecto de la estructura ambiental si
da como salida la misma distribucion de probabilidad en los estados de las neuronas
visibles cuando estos operan en la fase de libertad que cuando funcionan durante la
fase de anclaje. Esta caracteristica generalmente es alcanzada utilizando un nimero lo
suficientemente grande de neuronas ocultas [31].

4.1.1. Muestreo de Gibbs

Supongamos que tenemos una configuracién arbitraria {z1(0), z2(0), ..., xx(0)}, se
realiza el siguiente algoritmo de muestreo:

z1(1) es tomada de la distribucién de xy, dadas z2(0), z3(0), ... , zx(0)

z9(1) es tomada de la distribucion de zo, dadas z1(1), x3(0), ..., zx(0)

x;(1) es tomada de la distribucion de z;, dadas z1(1), x2(1), ..., z;-1(1), x141(0), ..., xx(0)
z1(1) es tomada de la distribucién de x;, dadas z1(1), x2(1), ... , xx_1(1)

Este proceso constituye un esquema iterativo adaptativo. Después de n iteraciones se
obtienen: xz1(n), z3(n), ..., zx(n)

Existe una equivalencia entre los conceptos de la mecanica estadistica y los utilizados
en el estudio de redes neuronales de comportamiento estocastico:

Tabla 4.1: Equivalencia entre mecéanica estadistica y optimizacién combinatoria

’ Mecéanica estadistica \ Optimizaciéon ‘
Muestreo Instancia del problema
Estado Configuracion
Energia Funcién costo
Temperatura Parametro de control
Energia estado-referencia Costo minimo
Configuracion estado-referencia | Configuracién éptima

El proceso de muestreo de Gibbs da buenos resultados si el entorno en el cual es aplicado
obedece los siguientes Teoremas:

1.- Teorema de convergencia: La variable aleatoria xy(n)converge en las distribuciones
verdaderas de probabilidad de x, para k = 1,2,..., K cuando n tiende a infinito, es
decir:



4.1. APRENDIZAJE DE BOLTZMANN 31

lfm P (;c,g’” < x]a;k(O)) —F, ()Y k=12, K

n—o0

donde F}, () es la distribucién marginal de probabilidad.

2.- Teorema de tasa de convergencia: La distribucién de probabilidad conjunta de las

variables aleatorias x1(n), za2(n), ..., xx(n) converge a la verdadera distribuciéon de
probabilidad conjunta de x1, xs, ..., &) con una tasa de acercamiento geométrica en
n.

3.- Teorema de ergodicidad: Para cualquier funciéon medible g de las variables aleatorias

xr1, T, ..., T Cuya esperanza matematica existe, se tiene:
1 n
lim —Zg(:ﬂl(i), xo9(i), ..., vx(i)) = E[g(x1, x2, ..., )] con probabilidad de 1

Si el proceso de Gibbs es llevado a cabo por suficiente tiempo, la red alcanzara equilibrio
térmico con temperatura 7.

4.1.2. Proceso de enfriamiento simulado

1. Valor inicial: El valor de partida T} se escoge lo suficientemente alto para asegurar
que todas las transiciones propuestas sean aceptadas y de esta manera evitar en
lo posible los minimos locales.

2. Decremento: Se realiza de manera general utilizando un descenso exponencial
cuyos cambios son relativamente pequenos. Un ejemplo es T, = a1 para k =
1,2, ... donde « es un poco menor a 1. En cada temperatura se realizan suficientes
iteraciones de enfriamiento por ejemplo 10.

3. Valor final: El proceso se detiene cuando el nimero deseado de elementos de
entrada permitido no es alcanzado para tres temperaturas consecutivas.

En la Méaquina de Boltzmann se realiza el proceso de templado para una secuencia
finita de temperaturas Ty 11, ..., Tfina- La temperatura inicial Tj es alta para permitir
que el equilibrio térmico sea alcanzado rapidamente. De esta manera obtenemos gra-
dualmente la temperatura T't;,., cuando esta temperatura es alcanzada las neuronas
habran llegado a sus distribuciones de probabilidad deseadas.

Regla de aprendizaje de Boltzmann

Un indice de desempeno muy utilizado es la funcién de verosimilitud. La meta del
aprendizaje de Boltzmann es maximizar este parametro.

Considere las siguientes definiciones:
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1. x vector de estado
2. x, vector de estado de las neuronas visibles

3. xg vector de estado de las neuronas ocultas

Sea F el conjunto de ejemplos de entrenamiento de la distribucién de probabilidad de
interés. Se supone que todos los valores son bivaluados y pueden utilizarse mas de una
vez. Existen dos fases de operacion de la maquina de Boltzmann.

1. Fase positiva: La red opera en su condicién de anclaje en las neuronas visibles.

2. Fase negativa: La red puede operar libremente sin la influencia de ninguna entrada
derivada del medio ambiente.

Dado un vector de pesos w. La probabilidad de que las neuronas visibles tengan un
estado x4 es P (X, = x4). Si todos los posibles valores de x, € F se suponen estadisti-
camente independientes, las distribucién de probabilidad, la distribucién de probabili-
dad es la distribucién de tipo factorial [[, .» P (Xa = 7,) . Para formular la funcién
correspondiente a la log-verosimilitud L(w) se toma esta distribucién y se trata al peso
w como un vector desconocido (ecuacién 4.1.5).

Lw)=log [[ P(Xa=12a) = ) _ log P (Xo = z0) (4.1.5)

Cabe recordar que P(X = z) = Z te F@/T

Por definicion x es la combinacion conjunta de z, perteneciente a las neuronas visibles y
xp perteneciente a las neuronas ocultas. Asi las probabilidad de encontrar las neuronas
visibles en un estado z, dado cualquier estado de las neuronas ocultas xg esta dado
por:

donde Z esta definida por:

7= e EeT

Asi sustituyendo en la expresion para la log-verosimilitud de los pesos sindpticos se
obtiene:
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Z log — Z e~ E@)/T _ Z log Z e~ E@)/T _ log Z e~ E@)/T
g T

T €EF o €F

Diferenciando L(w) respecto a w;; obtenemos el siguiente resultado:

OL(w) TZ 3P (Xg = 25| X = w0) wjm; — ZP = ) T;;

ow.:
Je To€F g

Para simplificar se definen dos conceptos de acuerdo a las dos etapas del proceso de
aprendizaje que habian sido descritas anteriormente (ecuaciones 4.1.6 y 4.1.7):

pj_z =< T;T; >+: Z ZP (Xﬁ = .Z‘B|Xa = .Z‘a) T (416)
za€F g
Py =< T;r; > Z ZP =) T (4.1.7)
Tq€EF

donde p;; es la correlacién entre los estados ¢ y j con la red operando en su fase positiva
o de anclaje, mientras que p;; es la correlacion de los estados de las neuronas ¢ y j en
la fase negativa o de libertad.

Asi podemos simplificar la derivada de la log-verosimilitud como:

OL(w) 1 _
=7 (p;- - pji)

(?wji

Recordemos que la meta es maximizar la funcién de L(w). Podemos utilizar el método
del gradiente descendente para lograr la meta deseada utilizando:

Dwiy =1 (pf; — i)

donde 7 es un pardametro llamado tasa o rapidez de aprendizaje. Esta ley de aprendizaje
provoca que AL(w) sea siempre positivo otorgandole a este pardmetro un crecimiento
sostenido. A esta serie de ecuaciones es lo que se conoce como regla de aprendizaje de
Boltzmann.

Caracteristicas de la regla de aprendizaje

Los pesos sinapticos de una Méquina de Boltzmann son ajustados usando solamente
observaciones disponibles sobre 2 condiciones diferentes: la primera una fase llamada
positiva o de anclaje y una segunda fase de comportamiento libre o negativa. En este
contexto se puede hacer la siguiente distincion:



34CAPITULO 4. ELECCION DE HIPERPARAMETROS EN LA IDENTIFICACION DE SISTEMAS .

p;;- representa una regla Hebbiana de aprendizaje
pj; representa un término de desaprendizaje

Puede verse como una generalizacion del repeated forgetting and relearning rule para
el caso de redes simétricas sin neuronas ocultas.

La razén de concebir una etapa negativa durante el proceso de aprendizaje es que la
direccion del descenso maximo en el espacio energético no es la misma que la direccion
del méaximo ascenso en el espacio de probabilidad lo que ayuda a evitar y en tltimo caso
escapar de la presencia de minimos locales durante la fase de entrenamiento alcanzando
el resultado 6ptimo en muchos casos de estudio. Dado que la Maquina de Boltzmann
requiere que las neurona ocultas conozcan la diferencia entre las dos fases de entrena-
miento, existe una red externa de estimulos que les senala a las neuronas cuando estan
siendo estimuladas por estimulos del medio ambiente.

Las principales dificultades de la maquina de Boltzmann es el tiempo computacional no-
toriamente incrementado comparado con el tiempo asociado a topologias deterministi-
cas y también la sensibilidad que presente frente a errores estadisticos [26, 31].

4.2. Técnicas de ajuste de hiperparametros de una
red neuronal con arquitectura profunda

En [37] se dice que el algoritmo de backpropagation es en realidad un método de op-
timizacion por medio de gradiente descendente y por lo tanto no hay garantia de que
el minimo absoluto sea ser alcanzado. A pesar de este hecho tedricamente aceptado,
el método de propagacion hacia atras funciona adecuadamente en muchas aplicaciones
convergiendo al verdadero minimo global, o al menos hace posible conseguir alcanzar
algin criterio de paro del algoritmo.

En diversos textos [37] se recomienda no definir redes neuronales con mas pardmetros
que el nimero de ejemplos de entrenamiento disponibles. La cualidad de la solucion
obtenido generalmente depende de varios factores entre los que destacan:

1. La complejidad de la aproximacion requerida.
2. El tamano de la red en relacion con el tamano requerido para una soluciéon éptima.

3. El grado de ruido de los datos presentados

Un problema clésico es aquel que minimiza el tamano de la red neuronal manteniendo
un buen desempeno. Se puede acceder a esta solucion empleando dos técnicas basicas.

= Crecimiento de la red: Comenzar con un una red de arquitectura pequena y anadir
una nueva neurona o una nueva capa solo cuando somos incapaces de cumplir con
las especificaciones de diseno.
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= Poda de la red: Comenzar con una red lo suficientemente grande que satisfaga los
criterios de diseno y proceder a podarla eliminando pesos sinapticos de acuerdo a
cierto criterio de desempeno.

4.2.1. Eleccion aleatoria de hiper-parametros

En [11] se define la optimizacién de hiper-parametros como el problema de optimizar
una funcién de costo sobre un espacio de configuracion estructurado por un grafo. En
este trabajo a su vez, se estudian espacios de configuraciéon de tipo arbol, entendiéndose
como aquellos en los que algunas variables tipo hoja (e.g. el nimero de unidades en
una DBN) solamente estdn bien definidas cuando se especifican deterministicamente
las variables de tipo nodo (e.g el nimero de capas de la red).

Un algoritmo de optimizacién no solamente debe de optimizar variables que son discre-
tas, ordinales o continuas, sino que ademas debe simultdneamente escoger que variables
optimizar.

En [11], se menciona que el objetivo final de un algoritmo de aprendizaje tipico A es
encontrar una funcién f que minimice una pérdida esperada L (x; f) sobre ejemplos
iid. (independent and identically distributed) x de una distribucién natural G,. El
algoritmo de entrenamiento a veces depende de unas variables conocidas como hiper-
parametros A, y el algoritmo real de aprendizaje es el que se obtiene después de escoger
este vector A\, que puede ser denotado como Ay, Y f = A, (X (t’"“i”)) para algtin vector

de entrenamiento X (frain)

Lo que es necesario en la practica es una manera de escoger A que minimice el error de
generalizacion F,.q, [L (x; Ay (X (tmm)))] . Asi, la optimizacién de los hiper-parametros
se reduce a:

A = argminyc, By, [L (m; A, (X(tmin)))}

En general, no existen algoritmos eficientes para efectuar dicha optimizacién. Respecto
a la esperanza sobre (G,, se emplea la técnica llamada validacién cruzada para esti-
mar una posible optimizacién. La validacién cruzada es la técnica de reemplazar la
esperanza mateméatica con un promedio sobre un conjunto de validacién X ®®) cu-
yos elementos son tomados i.i.d. de GG,. La validacién cruzada es imparcial siempre y
cuando que X @ gea independiente que cualquier dato utilizado por Ay. Entonces se
puede reformular el problema de optimizacién de hiperparametros como:

A~ argmin, ¢ y mean,, ¢ x (vatid) [L (m; Ay (X(train)))}

= argmin, ., ¥ () (4.2.1)
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~ argminAe{Ml)m/\(s)}\I} (A) = A

La ecuacién 4.2.1 expresa el problema de optimizacién en términos de la funcién de
respuesta de los hiper-pardmetros W. Conociendo en general muy poco acerca de la
superficie de respuesta ¥ o del espacio de busqueda A | la estrategia dominante para en-
contrar un buen conjunto A es escoger algiin nimero (.S) de puntos prueba {)\(1).../\(5)},

evaluar W()\) y regresar el A(¥) que mejor se comporté como \. El problema radica en-
tonces en como escoger el conjunto de prueba {)\(1)...)\(3)} que generalmente se resuelve
utilizando algoritmos de btsqueda por malla o biisqueda manual.

Si A es un conjunto indexado por K variables de configuracién (tasa de aprendizaje,
numero de capas, numero de neuronas en cada capa, etc.), entonces la bisqueda por
malla requiere que se escojan un conjunto de valores para cada variable (L(l)...L(K )).
En la bisqueda de malla el conjunto de prueba es formado ensamblando cada posible
combinacion de valores, asi el nimero de pruebas en la malla es .S = Hle |L(’“)‘. Este
producto sufre de la llamada maldicién de dimensionalidad [30, 8] porque el nimero de
valores aumenta exponencialmente con el nimero de hiper-parametros.

Por otra parte, la bisqueda manual de hiper-parametros es usada para identificar re-
giones en A que son prometedoras y se usa para desarrollar la intuicién necesaria para
escoger los conjuntos L*¥). El principal inconveniente de este tipo de seleccién es la
dificultad en producir resultados lo cual es muy importante para el progreso cientifico
en el campo del aprendizaje de maquinas. A pesar de sus limitaciones existen varias
razones por las cuales las bisquedas manual y por malla prevalecen:

1. La optimizacion manual le otorga a los investigadores algiin grado de visién dentro
de W.

2. No existe barrera o limite para la optimizacién manual.
3. La busqueda por malla es simple de implementar y la paralelizacion es trivial.

4. El mallado es confiable y pequeno para espacios dimensionalmente bajos.

Dado la gran complejidad que representa un mallado completo, se ha propuesto en [11]
una busqueda aleatoria de hiperparametros teniendo selecciones independientes de un
espacio uniforme del mismo espacio de configuracion similar al proceso de malla con
el objetivo de elegir {)\(1)...)\(5)}. En general la seleccion aleatoria tiene practicamente
todas las ventajas de la biisqueda por malla y canjea una pequena reduccién en eficiencia
en espacios de dimensién pequena por una gran mejora en la eficiencia en espacios de
dimensién alta.

En [11]se menciona ademds que en general las funciones ¥ tienen una dimensionalidad
efectiva baja, esto es, son mas sensibles a cambios en algunas dimensiones que en otras.
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Mallado contra aleatoriedad para la optimizacion de redes neuronales

Cuando se determina el desempeno de los algoritmos de aprendizaje, es ttil tener en
consideraciéon la incertidumbre generada por el conjunto de valores escogidos para los
hiper-pardmetros. En [11] se distingue la diferencia entres los estimados de desempeno
P valid) — v gprueba) hagados en los conjuntos de prueba y validacion.

\I/(w“d) = Inean,c x (valid) [L (l’; A>\ (X(tmm)))} (4-2'2)

 (prueba) mean. ¢ x (prueba) [L (IE; Ay (X(tmin))” (4.2.3)

Se debe definir la varianza de estos valores en funciéon de los hiper-parametros escogidos,
utilizando la varianza de Bernoulli:

\I,(valid) ()\) (1 _ \Ij(valz’d) ()\))

V(Ualid)()\) = |X(valid)| —3

(4.2.4)

(prucha) \I/(prueba) (/\) (1 _ \Ij(prueba) (/\))
4 (/\) - |X(prueba)| -1

(4.2.5)

Para resolver la dificultad de escoger un conjunto de valores ganador, se reporta un
promedio ponderado de todos los resultados del conjunto de prueba, cuya ponderacion
corresponde a la probabilidad de que ese \®) sea en realidad el mejor. En este punto
de vista, la incertidumbre debida a que X %) sea una muestra finita de G, hace que
el puntaje del conjunto de prueba con el mejor modelo A(®) sea una variable aleatoria
z. Este puntaje z es modelado por un modelo Gaussiano cuyos S componentes tienen
medias i, = WPrueba) ()\(S)), varianzas g2 = V/ (prueba) ()\(S)), y pesos wg definidos por

s —

wy = P (2% < 2 Vs +£ 5) (4.2.6)

Z0 o N (Wletid) (D) (vatid) (30))) (4.27)

Para finalizar el desempeno z del mejor modelo en un experimento de S pruebas tiene
media p, y error estandar o2.

S
Mz = Zws,us
s=1
S
— Zws (s +02) — i (4.2.8)
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El procedimiento para estimar pesos wges repetidamente seleccionar puntajes de valida-
cién hipotéticos Z® de una distribucién Normal y se toma en cuenta que tan frecuente
cada conjunto de prueba genera un puntaje ganador, entonces, w, no necesita ser esti-
mado muy precisamente. Esta técnica da un estimado mas alto que la técnica tradicional
de reportar el error de entrenamiento del mejor modelo en validacion.

Hiper-parametros mallados

La eleccién de hiper-pardmetros que hacen en [11] para una Red Perceptron Multicapa
es la siguiente considerando un aprendizaje por el método del gradiente descendente:

1. Numero de capas ocultas: Se muestrea geométricamente de un espacio de 1 a 10.

2. Ntumero de neuronas para cada capa: Se muestrea geométricamente de 5 a 1024
creandose un nuevo parametro de este nivel por cada capa oculta.

3. Tasa de aprendizaje: Muestreada geométricamente de 0.001 a 1.
4. Tasa de momento: Muestreada geométricamente de 0.001 a 1.

5. Tipo de preprocesamiento: Ninguna, normalizada o utilizando la técnica de Prin-
cipal Component Analysis (PCA).

En el caso requerido que es el Aprendizaje profundo se analiza el particular uso de
DBNs (Deep Belief Networks).

= Numero de capas de la red entre 1 y 10 con igual probabilidad.

= Para cada capa se escoge

e nimero de unidades ocultas (uniformes logaritmicamente entre 128 y 4000)

e numero de iteraciones para divergencia contrastiva durante el pre-entrenamiento
(distribucién logaritmica uniforme entre 1 a 10000)

e tasa de aprendizaje inicial para divergencia contrastiva (distribucién lo-
garitmica uniforme entre 0.0001 y 1)

= Tasa de aprendizaje para el ajuste fino de la red del aproximador final utilizando el
método del gradiente descendente (distribucién logaritmica uniforme entre 0.001

y 10)

= Tipo de regularizacion [, de las matrices de pesos por cada capa durante el ajus-
te fino que puede ser 0 con probabilidad de 0.5 o una distribuciéon logaritmica
uniforme de 1077 a 1074

La busqueda por malla resulta ineficaz debido a la gran cantidad de valores posibles
para los hiperparametros necesitando un enorme poder de computo para su céalculo.
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4.2.2. Optimizacion no supervisada con técnicas de capa-egoista

La técnica presentada en [40] responde a la pregunta que surge si se supone que el
procedimiento de aprendizaje no supervisado en una Deep Belief Network puede ser
extendido a la seleccion de los hiperparametros de la red.

En [40] se usa como criterio de evaluacién del modelo el llamado Error de Reconstruc-
cién, el cual formalmente se obtiene estableciendo las unidades visibles v a algunas
entradas muestra z, se calcula el valor de las unidades ocultas después de la conside-
racién de P(h|v), se propaga hacia atras este resultado hacia las unidades visibles y se
calcula la distancia Euclideana entre x y la configuracion de las unidades visibles que
ha sido obtenida.

Sea el vector Wj los pesos de una Maquina Restringida de Boltzmann (RBM) entrenada
con el conjunto de datos D utilizando los hiper-parametros #; entonces el Error de
Reconstruccion esta definido como:

L(D,0) =ae; L(D, W) =3 ||& = gug © fuy ()]’ (4.2.9)

zeD

El error de reconstruccion correspondiente a las [ capas de la RBM puede ser directa-
mente definido de la ecuacién 4.2.9 como :

L(D,Wy, ... W) =Y _ |z — Gyo Fy()| (4.2.10)

zeD

El procedimiento para elegir el conjunto de hiper-parametros utilizando la informacion
proporcionada por el error de reconstruccién radica en seleccionar un nimero conve-
niente de neuronas para cada una de las capas de la red. El error de reconstruccién
deberia de disminuir conforme el nimero de neuronas aumenta por lo cual debe de
utilizarse un parametro de regularizacién para detener este proceso. Otra posibilidad es
esperar hasta que el error de reconstruccion no decrezca significativamente de acuerdo
a un umbral minimo de cambio.

ool

Figura 4.2.1: Ejemplo de digitos reconstruidos utilizando una RBM con 60,000 ejemplos por
cada época. Izquierda: Originales, Centro: Reconstrucciéon con 300 unidades ocultas, Derecha:
Reconstruccién con 10 unidades ocultas.

Considérese el problema de clasificacion MNIST descrito en la seccion 5.4. En la Figura
4.2.1 se aprecia el cambio que se consigue aumentando el nimero de neuronas ocultas
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en la segunda capa de una RBM, esto representa un error de reconstruccién mucho mas
bajo que detendria el algoritmo de aprendizaje.



Capitulo 5

Método de autocodificacion en la
identificacion de sistemas no lineales

5.1. Autoencoders

Un autoencoder toma como entrada un vector = € [0, 1]d, y primero realiza un mapeo
e . ., / .

(utilizando un codificador) a una representacién oculta y € [0,1]% por medio de una

asignacion deterministica caracterizada por pesos sindpticos y bias, es decir:

y=s(Wz+b) (5.1.1)

donde s es una no-linealidad, como por ejemplo una sigmoide. La representacion oculta
o latente y, también llamada cédigo, es entonces mapeada de vuelta (utilizando un
decodificador) a una reconstruccién z se la misma forma y tamafno que z a través de
una transformacién similar, es decir:

z=s(Wa+1) (5.1.2)

donde " no indica una operacién de transposicién, y z debe ser interpretada como una
prediccién de z dado el codigo obtenido en y. La matriz de pesos W' del mapeo regresivo
se puede restringir de manera opcional a ser simplemente la matriz transpuesta de la
matriz de pesos de la etapa de codificaciéon, es decir: W’ = W7, esta asignacién se le
conoce como asociacién de pesos. Los parametros de este tipo de modelo (llamados W,
b, V' y, si no se usan pesos asociados, también W') son optimizados tal que el error de
reconstruccién promedio es minimizado. El error de reconstruccion puede ser medido de
varias maneras, dependiendo de algunas suposiciones de distribucion de probabilidad
apropiadas en la entrada condicionada al cédigo, es decir, usando el tradicional error
cuadratico L (z,2) = ||z — z||* 0 si la entrada es interpretada ya sea como vectores

41
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binarios o como vectores con probabilidades binarias utilizando la entropia cruzada de
reconstruccién definida como:

d
Ly(z,z)=— Z [zrlogzy + (1 — ) log (1 — 2] (5.1.3)
k=1

Lo que se desea es que el codigo obtenido y sea una representacion distribuida que
capture las coordenadas sobre los factores principales de variacién en los datos (si-
milarmente a como la proyeccion de los componentes principales captura los factores
principales de variacién). Generalmente y es vista como una compresion con pérdida de
x y por lo tanto no puede ser interpretada como una buena compresion (con pérdidas
pequenas) para todo z, asi el entrenamiento resulta en una compresién que funciona
particularmente bien para los ejemplos de entrenamiento, pero no para entradas ar-
bitrarias. Estas son las principales limitaciones en el uso de los autoencoders y como
estos generalizan, estas estructuras resultan en un error de reconstruccion pequeno sobre
ejemplos de prueba pertenecientes a la misma distribucion probabilistica de ejemplos de
entrenamiento, pero tienen como salida un error alto de reconstruccién usando entradas
de otras distribuciones.

5.1.1. Consideraciones iniciales en el entrenamiento de auto-
encoders

Si existe una capa oculta lineal (el cddigo) y se usa un criterio de error cuadrético medio
para entrenar a la red, entonces las k£ unidades ocultas aprenden a proyectar la entrada
en el span de las primeras k£ componentes principales de los datos. Si la capa oculta es
no lineal, el autoencoder se comporta diferente del andlisis de componentes principales
[6], con la habilidad de capturar aspectos multi-modales de la distribucién de los datos
de entrada.

Un evento que puede ocurrir durante el entrenamiento de los autoencoders es que si
no existen otras restricciones ademas de minimizar el error de reconstruccién entonces
un autoencoder con n entradas y una dimensién de codificacion de al menos n podria
potencialmente aprender solamente la funcion identidad, por lo cual muchos autoenco-
ders serfan inutiles. Algunos experimentos sugieren que en préctica, cuando se entrenan
utilizando gradiente descendente estocastico, los autoencoders no lineales con mas uni-
dades ocultas que entradas (llamados sobrecompletos) proporcionan representaciones
utiles [32].

Se ha sugerido que para alcanzar una buena reconstruccién de entradas con valores
continuos, un autoencoder de una sola capa oculta con unidades ocultas no lineales
necesitan inicialmente pequenios pesos en la capa de codificacién (para garantizar que
el aprendizaje comience en la etapa aproximadamente lineal de las no linealidades) y
pesos de magnitud considerable en la capa de decodificacion.
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Como la regularizacién implicita o explicita hace dificil alcanzar automéaticamente so-
luciones con pesos de magnitud elevada, el algoritmo de optimizacién encuentra codi-
ficaciones que solamente trabajan bien para ejemplos similares a los pertenecientes al
conjunto de entrenamiento, lo cual es la caracteristica principal de los autoencoders.
Esto significa que la representacion esta explotando regularidades estadisticas presentes
en el conjunto de entrenamiento, en lugar de aprender a replicar la funcién identidad.

5.1.2. Autoencoders ruidosos

La idea principal del uso de los autoencoders ruidosos es simple. Para forzar a la capa
oculta a descubrir caracteristicas robustas y prevenir que la red simplemente aprenda la
funcion identidad, entrenamos el autoencoder de tal manera que reconstruya la entrada
desde una version corrupta de ella.

Un autoencoder ruidoso es una version estocastica del autoencoder tradicional. In-
tuitivamente, un autoencoder ruidoso realiza dos cosas: trata de codificar la entrada
(preserva informacién de la entrada), e intenta deshacer el efecto de un proceso de
corrupcién estocdsticamente aplicado a la entrada del modelo.

En la literatura, el proceso de reconstruccién estocastico consiste en fijar aleatoriamente
algunas de las entrada como cero (inclusive la mitad del total de ellas). Asi, el autoenco-
der ruidoso esta tratando de predecir los valores corruptos de los valores no corruptos.
Esto es importante porque si el autoencoder es capaz de predecir cualquier subconjunto
de variables del resto, esto es una condicion suficiente para capturar completamente la
distribucién conjunta de un conjunto de vectores de entrada de entrenamiento (al igual
que el muestreo de Gibbs).

5.2. Autoencoders ruidosos apilados

Los autoencoders ruidosos pueden ser apilados para formar una red de arquitectura
profunda simplemente alimentando la representacién latente (o cédigo de salida) del
autoencoder ruidoso ubicado en la capa inferior como entrada a la capa actual. El
preentrenamiento no supervisado de tal arquitectura es hecho una capa a la vez. Cada
capa es entrenada como un autoencoder ruidoso minimizando el error de reconstruccion
de su entrada (la cual es el codigo de salida de la capa anterior). Una vez que las primeras
k capas son entrenadas, se puede realizar el entrenamiento de la capa k 4+ 1 debido a
que hasta ese momento se hace posible el calculo del codigo o representacién latente de
la capa previa.

Una vez que todas las capas son preentrenadas, la red pasa a través de una segunda
etapa conocida como ajuste fino. Generalmente, para esta ultima etapa, se considera un
ajuste fino supervisado donde lo que se desea es minimizar el error de prediccion durante
una tarea supervisada. Para ello, para como objeto de clasificacion o identificacion, se
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anade una capa de regresion logistica a la tltima capa de la red acorde a lo presentado
en la Seccién 3.1(més precisamente sobre el cdigo de salida de la tltima capa).

El entrenamiento supervisado se realiza de la forma en como se entrena una perceptron
multicapa, es decir, utilizando métodos usuales de gradiente descendente.

Se puede analizar a un autoencoder ruidoso apilado como si tuviera dos partes diferen-
ciadas, la primera se trata de una lista de autoencoders, mientras que la segunda es
un MLP (Perceptron multicapa). Durante la fase preentrenamiento la primer seccién
es la que se utiliza, es decir, el modelo se trabaja como una lista de autoencoders uti-
lizando el paradigma de capa egoista por lo que el entrenamiento de cada autoencoder
se realiza separadamente. En la segunda fase del entrenamiento se utiliza la MLP. Las
dos estructuras (autoencoders y MLP) estan conectadas porque los autoencoders y las
capas sigmoides de la MLP comparten parametros y ademds, los autoencoders tienen
como entrada representaciones latentes de las capas intermedias de la MLP.

5.3. Algoritmos de autocodificacién

5.3.1. Autoencoders ruidosos

Lo que se desea es implementar un autoencoder utilizando algtin lenguaje de alto nivel
con capacidad de manejo de clases y objetos, esto es porque se desea disenar una clase
que pueda ser usada después como elemento constructor de una arquitectura profunda.
El primer paso es definir los atributos que tendré la clase autoencoder que incluyen W,
by b, dado que se estd utilizando una configuracién de pesos atados. Una forma usual
de inicializar los atributos de dicha clase seria:

W = aleatorio(tamano = [unidades_visibles, unidades_ocultas], minimo, mazimo)
bias = zeros(tamano = [unidades_visibles])

bias_oculto = zeros(tamano = [unidades_ocultas))

W _oculto = transpuesta(W)

Aquli, el proceso de seleccion aleatoria de pesos se realiza sobre una distribucion uniforme
con valores minimo y méaximo calculados por:

minimo = —4 x sqrt (6/(unidades_ocultas + unidades_visibles))

mazximo = +4 x sqrt (6/(unidades_ocultas + unidades_visibles))

Después, se definen la manera de calcular la representacion latente y la senal final
reconstruida:

valores_ocultos = sigmoide (W x entrada + bias)
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valores_reconstruidos = sigmoide(W _oculto x valores_ocultos + bias_oculto)

Y usando estos valores, se puede calcular la funcion de costo y las actualizaciones de

los parametros correspondientes a un paso del proceso de aprendizaje por gradiente
descendente estocastico.

costo = suma(entradaxlog(valores_reconstruidos)+(1—entrada)xlog(1—valores_reconstruidos))
gradient_x = calcula_gradiente(costo, )

Asi, se calcula la influencia que tiene el parametro x en la funcién de costo de tal

manera que sea posible estimar una expresion para su actualizacion, esto se hace para

cada parametro del modelo, en este caso los dos vectores de bias y las dos matrices de

pesos. Se aprecia ademas, que la funcién de costo corresponde a la funcién de entropia
cruzada.

parametro_xr = parametro_r — tasa_aprendizaje x gradiente_x
De esta manera, se puede definir una funcién iterativa, tal que aplicada, actualice los

parametros de forma que el costo de reconstruccion sea minimizado.
Como se ha descrito, el método mas usado durante este proceso iterativo es el de
gradiente descendente estocastico que requiere un movimiento a lo largo de la totalidad
de los batches del conjunto de entrenamiento, esto es:
mientras (epoca < epoca_total) y (salir = falso):
epoca = epoca + 1
por cada minibatch en el conjunto de entrenamiento:
perdida = f(parametros, Tyach)
gradiente = ...calculagradiente
parametros = parametros — tasa_aprendizaje x gradiente
si perdida <= objetivo
salir = verdadero
regresar parametros
Se menciond anteriormente la necesidad de introducir algiin proceso de corrupcién para

evitar que el modelo aprenda simplemente la funcion identidad lo cual le quita su
capacidad de representacién abstracta en la capa oculta.

Para convertir una clase de tipo autoencoder, como la que se ha descrito anteriormen-
te, en una de tipo autoencoder ruidoso, lo tinico que se necesita es anadir una etapa
de corrupcién estocastica operando en la entrada del modelo. La entrada puede ser
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corrompida de varias maneras, en el presente trabajo se utiliza el mecanismo de corrup-
cion de enmascaramiento de la entrada haciendo que algunos elementos de ésta sean
aleatoriamente cero.

mascara = distribucién_binomial(tamano = tamano_delaentrada,n = 1,p = 1 —
nivel_corrupcion)

donde n es el valor de la méscara en caso de que un elemento en particular de la entrada
se conserve y p la probabilidad de que un elemento de la entrada de convierta en cero,
esta probabilidad esta parametrizada por la variable nivel_corrupcion que usualmente
tiene valores entre 0.1 y 0.2. Asi la entrada nueva se calcula por medio de un producto
punto a punto de la entrada con la mascara.

entrada_corrupta = entrada. x mascara

Esta entrada nueva es la que se utilizara para calcular las salidas tanto intermedia como
final del modelo pero la entrada con la cual se calcula el error el reconstruccion es la
la entrada original, esto se hace con el objetivo de construir un modelo que aprenda a
predecir valores faltantes de la entrada bajo la distribucién de probabilidad del conjunto
de entrenamiento.

5.3.2. Autoencoders apilados (SDA)

Los autoencoders y las maquinas restringidas de Boltzmann constituyen las estructuras
basicas de construccion de las llamadas arquitecturas profundas, como se ha menciona-
do, se utiliza una estrategia de entrenamiento de tipo capa egoista durante el ajuste de
los pesos sinapticos iniciales del modelo y ademas, el ajuste final se efectiia considerando
el modelo como una MLP optimizada por medio de técnicas de gradiente descendente
estocastico. Si se desea que el modelo tenga n capas, se deben construir n capas de
tipo sigmoide (la MLP estd formada por estas capas) y n capa de tipo autoencoder
ruidoso (con las caracteristicas de la clase construida en la Seccién 5.3.1). Enlazamos
dinamicamente las capas sigmoides tal que estas formen una MLP, y se crea cada auto-
encoder ¢ tal que éste comparta la matriz de pesos y bias de su etapa codificadora con
la correspondiente capa sigmoide i.

mientras (i < ndmero_capas) :
siit=1:
entrada_capa = entrada
caso contrario:
entrada_capa = capa_sigmoide_anterior.salida

t=1+1
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capa_sigmoide = constructor(entrada_sigmoide = entrada_capa)
capa_autoencoder = constructor(entrada_encoder = entrada_capa
W = capa_sigmoide. W
bias = capa_sigmoide.bias
capa_sigmoide_anterior = capa_sigmotde
1=1+1
Una vez realizadas tales asignaciones, se agrega una capa final al modelo que calcule la
respuesta total de la red, la estructura de esta tltima capa depende fundamentalmente
de la tarea que el modelo esté desempenando, serd una capa lineal en el caso de una
tarea de identificacion o una capa de regresion logistica si el objetivo es una clasificacion
de patrones.
capa_final = constructor(entrada_final =
capa_sigmoide_anterior.salida)
Con las consideraciones anteriores, los parametros que se asignan a la arquitectura
profunda seran los pesos y biases de las capas sigmoides y de la capa final; los pardme-

tros de los autoencoders no se consideran como parametros del modelo porque estan
compartidos con las capas sigmoides y su actualizacion se realiza de manera conjunta.

Existen dos etapas durante el entrenamiento de un conjunto de autoencoders ruidosos
apilados, la primera es un preentrenamiento de tipo capa egoista y la segunda es un
aprendizaje supervisado.

Para la etapa de pre-entrenamiento, se realizan iteraciones sobre todas las capas del
modelo. Por cada capa se implementa una funciéon que ejecuta un algoritmo de gradiente
descendente que optimiza los pesos para reducir el error de reconstruccion de cada capa.
Esta funcion es aplicada utilizando el conjunto de datos de entrenamiento durante un
nimero fijo de épocas de entrenamiento.
desde ¢ =1 hasta i = numero_de_capas:

mientras (epoca < epocas_preentrenamiento):

epoca = epoca + 1

por cada minibatch en el conjunto de entrenamiento:

preentrena_capali|(entrada = batch_actual)

regresar parametros
El ciclo de ajuste fino es el mismo que el que se utilizara para el entrenamiento de una

uni ideracié u i i0
MLP, la tnica consideracion es que se debe elegir adecuadamente la funciéon de costo
que se desea minimizar de acuerdo a la tarea o problema que esta desempenando.
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En el caso de utilizar una capa de regresiéon logistica la funcién de costo consistira en el
calculo de la log-verosimilitud negativa mientras que para fines de regresion, se utiliza
la funcion clasica de error cuadratico medio.

1 2
Ec = N Z (yea:t,i - ,%)

Para optimizar la velocidad de convergencia de ajuste fino se utilizan las condiciones
de paro temprano (presentadas en la Seccién 3.4) donde los pardametros actualizados
por medio del gradiente descendente estocdstico son los parametros del modelo (capas
sigmoides y capa de salida).

5.4. Aplicacién: Clasificacién de digitos MNIST

La base de datos MNIST es una aglomeracién ordenada de digitos escritos a mano (ver
Figura 5.4.1) y es cominmente usada para el entrenamiento de diversos sistemas de
procesamiento de imagenes. La base de datos también es utilizada durante procesos
de entrenamiento y prueba en el campo del aprendizaje automatico. Las imagenes en
blanco y negro fueron tomadas reorganizando los conjuntos de datos de la la base de
datos original NIST que carece de practicidad al presentar un conjunto de prueba con
muestras poco representativas respecto al conjunto de entrenamiento.

La base de datos esta constituida por 40,000 imagenes de entrenamiento, 10,000 imége-
nes para validacion y 10,000 imégenes para prueba; cada una de las imagenes constituye
una matriz de 28x28 pixeles con un valor en escala de grises normalizado entre 0 y 1.
Existe una gran cantidad de articulos que explican intentos de alcanzar la tasa de error
de prediccién mas baja por lo que esta base de datos se ha convertido en una herra-
mienta estandar para la medicién del desempeno de cualquier topologia de clasificacién
de patrones .

O

179 % 45 6 7 8 9
0123456 7 8§ 9
o193 495 6 7 8§ %

Figura 5.4.1: Digitos escritos a mano alzada pertenecientes de la base de datos MNIST

A continuacién se observa el desempeno de una topologia profunda basada en auto-
encoders comparandola con los resultados obtenidos por medio de arquitecturas poco
profundas y sin preentrenamiento.
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5.4.1. Regresion logistica

La primer técnica de clasificacién es ser probada y que es de importancia en el desarrollo
de técnicas de aprendizaje profundo es la regresién logistica, en el caso del problema
de clasificaciéon MNIST el modelo consta de 28x28 entradas (784) que proporcionan 10
salidas donde cada salida corresponde a la probabilidad de que la imagen de entrada
corresponda a cierto digito.

La tasa de aprendizaje supervisado fue de 0.1 con un niimero maximo de épocas de 1000.
El algoritmo de entrenamiento fue aplicado utilizando condiciones de paro temprano
para evitar el fendmeno de sobreajuste. Cada minibatch consté de 500 ejemplos y la
condicién de seguimiento de paro temprano fue una mejora significativa del 0.5 %.

Con estas restricciones se consigue que el algoritmo pare en la época 96 con un error
de validacién del 7.22% y un error de prueba de 7.69 %. El tiempo de ejecucién del
algoritmo fue de 230 segundos.
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Figura 5.4.2: Error de aprendizaje durante el entrenamiento del modelo de regresién logistica

La Figura 5.4.2 anterior muestra un comportamiento oscilatorio en el valor del error
de entrenamiento, esto es debido a que cada muestra del error fue tomada una vez
fueron actualizados los parametros del modelo debido a la influencia de un minibatch
en particular, y al ser la MNIST una base datos no uniformemente distribuida una
actualizacion en particular puede representar un incremento en el error durante la
siguiente iteracién de entrenamiento, aunque como también se observa, la tendencia es
la disminucion del error.

Por otra parte, el error de validacion y el error de prueba muestran una clara mejoria
conforme el niimero de épocas aumenta.
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Figura 5.4.3: Evolucion del error de validacién respecto al nimero de iteraciones de
entrenamiento

Como se ve en las Figuras 5.4.3 y 5.4.4, los errores de validacién y prueba muestran
comportamiento descendentes similares pero con una clara tendencia a que el error de
validacién siempre fue mejor que el error de prueba, esto es porque la MNIST tiene
como conjunto de validacién ejemplos pertenecientes al mismo conjunto muestral del
que provienen los ejemplos de entrenamiento mientras que el conjunto de prueba fue
tomado a partir de digitos obtenidos de un sector poblacional distinto.
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Figura 5.4.4: Evolucion del error de prueba respecto al niimero de iteraciones de entrenamiento
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5.4.2. Perceptréon multicapa

Un modelo perceptron multicapa es un regresor logistico donde en lugar de alimentar
la entrada a una capa de regresion logistica usual, se ingresa una capa intermedia deno-
minada capa oculta que tiene un funcién de activacion no lineal (en este caso tangente
hiperbdlica). Se pueden utilizar tantas capas ocultas como se desee incrementando la
profundidad de la arquitectura del modelo pero con el riesgo de sufrir el efecto de
desvanecimiento de gradiente como se ha explicado anteriormente.

La topologia utilizada para el problema de clasificaciéon de la base de datos MNIST fue
constituida por una sola capa oculta, 500 unidades ocultas por cada capa, tamano de
minibatch de 20 ejemplos y tasa de aprendizaje de 0.01.

Con esta topologia, se obtuvo un error de validacion de 1.79 % y un error de prueba de
1.92 %, el tiempo de ejecucién del algoritmo fue de 183 minutos. La dindmica del error
de entrenamiento (Figura 5.4.5) se sigue de manera similar al caso de regresion logistica
con un comportamiento oscilatorio y tendencia descendente debido a que no todos los
minibatches constituyen ejemplos representativos de la distribucion de probabilidad del
conjunto de entrenamiento completo.
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Figura 5.4.5: Evoluciéon del error de entrenamiento durante las primeras 800000 iteraciones
utilizando minibatches de 20 elementos

Los errores de validacién y prueba (Figura 5.4.6) tienen una dindmica con tendencia des-
cendente sin las oscilaciones presentadas por el error de entrenamiento, esto es porque el
ambos conjuntos de ejemplos tienen representacion sobre la totalidad de la distribucion
de entrenamiento a diferencia de los minibatches utilizados durante el entrenamiento.
A si mismo, el error de prueba nuevamente es mayor que el error de validacién debido
a las similitudes que tiene cada conjunto con el conjunto de entrenamiento.
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Figura 5.4.6: Evolucién de los errores de validaciéon y prueba del perceptrén respecto al
numero de iteraciones de entrenamiento

5.4.3. Autoencoders ruidosos apilados

Los autoencoders ruidosos constituyen bloques de construccién para una arquitectura
profunda. Para probar el desempeno de un modelo profundo basado en autoencoders
ruidosos apilados se consideré nuevamente el problema de clasificacion MNIST consi-
derando que cada autoencoder compartiria parametros con una capa oculta de tipo
sigmoide perteneciente a una Perceptrén profunda. La capa de salida estuvo determi-
nada por un algoritmo de regresion logistica usual, con 10 salidas de probabilidad, para
cada uno de los digitos a clasificar cuyo valor maximo de probabilidad constituye la
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salida de prediccién del modelo.

Se escogio para fines de prueba una arquitectura de 3 capas ocultas con 500 unidades
cada una, 20 épocas de preentrenamiento para cada capa y 1000 épocas de ajuste fino
supervisado con tasas de aprendizaje de 0.1 y 0.01 respectivamente.

Dado que se trabajan con autoencoders ruidosos se consideran los indices de corrupcion
para cada capa, en este problema se utilizaron indices 0.1, 0.2 y 0.3 respectivamente
para cada una de las capas del modelo, se aprecia que se le otorga un mayor grado de
corruptibilidad a la capa mas cercana a la salida, esto tiene como objetivo otorgarle
una mayor capacidad de representacién al modelo completo.

La funcién de costo en la etapa de preentrenamiento fue la entropia cruzada que tuvo
que ser disminuida por medio de gradiente descendente por capa egoista para cada
una de las representaciones intermedias. La evolucién del error de preentrenamiento
para cada una de las capas de la red se observa en la Figura 5.4.7. El algoritmo de
optimizacién de los autoencoders corrié por 160 minutos:

— Capal |
— Capa?2
— Capa 3|

B w (=)}

o o o

(=] o o
T

w

o

o
T

Error de reconstruccion

200

N i

I _ 1 _ T 1
400000 600000 800000 1000000

Iteraciones

L .
0 200000

Figura 5.4.7: Evolucién de la funcién de costo de preentrenamiento para cada una de las capas
del SDA

El error medio de validacién final fue de 1.22 % con un error de prueba total de 1.34 %.
La dinamica del error de entrenamiento muestra un comportamiento oscilatorio simi-
lar al presentado por los modelos de regresion logistica y Perceptron multicapa pero
teniendo solamente los valores discretos de 0 y 1 debido a que se utilizaron minibat-
ches unitarios con lo que se eliminan las variables de representabilidad del conjunto de
entrenamiento (ver Figura 5.4.8).
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Figura 5.4.8: Evolucion del error de entrenamiento durante las iteraciones utilizando
minibatches unitarios

El error de validacién y el error de prueba (Figura 5.4.9) nuevamente presentan com-
portamientos descendentes debido al algoritmo de entrenamiento utilizado, siendo nue-
vamente el valor de error de prueba ligeramente mayor que el error de validacion para
todas las épocas de entrenamiento. El programa de entrenamiento tomé 82 minutos en
ejecutarse.
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Capitulo 6

Aprendizaje restringido de
Boltzmann en la identificacion de
sistemas no lineales

6.1. Maquinas Restringidas de Boltzmann

Los modelos basados en energia asocian una energia escalar con cada configuracién del
conjunto de variables de interés. El proceso de aprendizaje corresponde a modificar la
forma de esta funcion de energia tal que ésta tenga propiedades deseadas, por ejemplo,
en algunos casos es deseable tener configuraciones con baja energia. Los modelos basados
en energia probabilisticos definen una distribucién de probabilidad a través de la funcion
de energia como:

El factor de normalizacion Z es llamado funcién de particion por su analogia con siste-
mas fisicos.

Z = Z e E@)

Un modelo basado en energia puede aprender implementando un proceso de gradiente
descendente estocastico sobre la log-verosimilitud empirica negativa de los datos de
entrenamiento. Al igual que en el caso de la regresién logistica se define primero la
log-verosimilitud y después se define la funcién de costo como su version negativa con
la meta de minimizarla:

27
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£O.D) = > logp(z")
z(eD
((©,D) = —L(©,D)

Para alcanzar la optimizacién del modelo se calcula el gradiente sobre los parametros
. Alogp(z(9)

56— > donde O son los parametros del modelo.

6.1.1. Modelos basados en energia con unidades ocultas

En muchos casos de interés, es imposible la observacion de los ejemplos de salida z en su
totalidad, o también puede ser que se quiera introducir algunas variables no observadas
para incrementar la capacidad expresiva del modelo que se esta disenando. Asi que
consideremos primero una parte observada (ain denotada por x) y una parte oculta h.

Se puede escribir
—E(z,h)

=Y Plah) =Y — (6.1.1)

En tales casos, para llevar esta forma a la presentada para sistemas totalmente visibles,
se introduce el concepto de energia libre, definida como:

x) = —log Z e~ E@h)
h

lo cual permite reformular

—f(:(:

P(z) =

con Z = Z e @

Asi, el gradiente de la log-verosimilitud negativa de los datos tiene una forma divisible
en dos sumandos:

_61055)( _ ZP< >8F T (6.1.2)

Notese que el gradiente contiene dos términos, los cuales son referidos como fases positi-
va y negativa. Los términos positivo y negativo no hacen referencia a los signos positivos
y negativos de la ecuacion, sino que reflejan el efecto que tienen en la densidad de pro-
babilidad definida por el modelo. El primer término incrementa la probabilidad de los
datos de entrenamiento (reduciendo la energia libre correspondiente), mientras que el
segundo término decrementa la probabilidad de las muestras generadas por el modelo.
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Usualmente es dificil determinar una expresion para este gradiente analiticamente |

debido a que implica el calculo de Ep [82—80)} Esta expresion representa la esperanza

matemadtica sobre todas las posibles combinaciones de la entrada z (bajo la distribucién
P formada por el modelo)

El primer paso en la realizacion de este cdlculo viable es estimar la esperanza utilizando
un nuimero fijo de muestras del modelo. Las muestras utilizadas para la estimacion de
la fase negativa del gradiente son conocidas como particulas negativas, las cuales se
denotan por N. El gradiente entonces se escribe como

Ologp(z)  OF () 1 OF ()
— ~ - — A
96 76 N2 96 (6.1.3)

zeN

donde se desea que idealmente elementos z de R sean muestreados de acuerdo a P (es
decir, un algoritmo MonteCarlo). Con la férmula anterior, se tiene practicamente un
algoritmo completo para el entrenamiento de una EBM, el tinico elemento faltante es la
eleccion de estas particulas negativas N. La bibliografia [40] sugiere que métodos como
las cadenas de Markov de tipo MonteCarlo funcionan especialmente bien para modelos
tales como las maquinas restringidas de Boltzmann que constituyen la base de una red
de creencia profunda.

Las méquinas de Boltzmann son una forma particular del llamado campo aleatorio de
Markov en su versién logaritmica lineal, es decir, para el cual la funcion de energia
es lineal en sus parametros. Para hacer este modelo lo suficientemente poderoso para
representar distribuciones complicadas (es decir, ir de una configuracién paramétri-
ca limitada a una no paramétrica), consideraremos que algunas de las variables que
describen a la representacién nunca son observadas (llamadas ocultas). Teniendo mas
variables ocultas (o unidades ocultas), se incrementa la capacidad de modelado de la
méquina de Boltzmann (aunque también se incrementa su costo computacional). Las
maquinas restringidas de Boltzmann (RBM) solamente toman en cuenta aquellos mo-
delos en los que no existen conexiones del tipo visible-visible y oculta-oculta (ver Figura

OO®

OO0

Figura 6.1.1: Maquina restringida de Boltzmann con dependencias v-o
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La funcién de energia E(v,h) de una RBM es definida como:

E(v,h) = —b"v—c"h—hT"Wvo (6.1.4)

donde W representa los pesos que conectan la capa oculta con la capa visible y b, ¢ son
los offsets de las unidades visibles y ocultas respectivamente.

Esto se traduce directamente en la formula para la energia libre:
F(v)==b"v—> log) ehileetiv) (6.1.5)
i hi

Debido a la estructura especifica de las RBMs, las unidades ocultas y visibles son
condicionalmente independientes dada una u otra. Usando esta propiedad se puede
escribir:

pltle) = TLphlo)
pelh) = Lot

6.1.2. RBMs con entradas binarias

En el caso simplificado de usar unidades binarias (donde v; y h; € {0,1}), obtenemos
versiones probabilisticas de la funcién de activacion neuronal usual de tipo sigmoide:

P(h; =1Jv) = sigm(¢; + W;v)
P(v;=1n) = sigm (b; + W/ h)

Asi, la energia libre de una RBM se simplifica a:

F(v)=—b"v— Z log (1 + el tWiv)) (6.1.6)

6.1.3. Ecuaciones de aprendizaje y actualizaciéon con unidades
binarias

Si se aplica un método de aprendizaje basado en el gradiente descendente de por ejem-
plo la verosimilitud entre los patrones y los de salida, se obtienen las ecuaciones de
actualizacion [34] para la matriz de pesos sindpticos W y los bias b, c.
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Ologp(v) . |
_Wij = E,[p(hilv) - v)] —v;” - sigm (I/Vi‘v()—l—ci)
_31%5@) = B, [p(h;|v)] — sigm (W; - v@)

6logp(v) .

Sin embargo, estas férmulas no fueron utilizadas durante la implementacion del algo-
ritmo de aprendizaje en el presente trabajo debido a que se utilizaron herramientas de
manejo de algebra simbdlica para la obtencién del valor del gradiente a los largo del
entrenamiento.

6.1.4. Muestreo en una RBM

Las muestras de p(x) pueden ser obtenidas implementando una cadena de Markov para
convergencia, usando muestreo de Gibbs como el operador de transicion.

El muestreo de Gibbs de la unién de N variables aleatorias S = (51, ..., Sy) se realiza a
través de una secuencia de N sub-pasos de muestreo de la forma S; ~ p(S;|S;—1) donde
S_; contiene las otras N — 1 variables aleatorias en S excluyendo ;.

Para RBMs , S consiste de un conjunto de unidades visibles y ocultas. Sin embargo,
debido a que estas unidades son condicionalmente independientes, podemos simplificar
el proceso de muestreo de Gibbs a uno llevado en bloques. Con estas caracteristicas, las
unidades visibles son muestreadas simultdneamente dados valores fijos de las unidades
ocultas. Similarmente, las unidades ocultas son muestreadas simultaneamente dados
valores para las unidades visibles. Un paso en la cadena de Markov se realiza entonces
como:

R~ sigm (WTU(”) + c)
o)~ sigm (WA 4 b)

donde h™ hace referencia al conjunto de todas las unidades ocultas en el paso n de la
cadena de Markov. Lo que esto significa es que, por ejemplo, hﬁ”“) es elegido aleato-
riamente como 1 (6 0) con probabilidad sigm(WiTv(”) + cz-), y similarmente, vj(»"H) es

escogido aleatoriamente como 1 (6 0) con probabilidad sigm (W;2" ) + b;).

Esto se ilustra en la Figura 6.1.2:
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°® ©

000  ©

Paso de Gibbs

Figura 6.1.2: Muestreo en una méquina restringida de Boltzmann

Conforme t — oo, las muestras (v(t),h(t)) representan adecuadamente ejemplos de
p(v, h)

Con estas consideraciones, cada parametro actualizado durante el proceso de aprendi-
zaje requeriria correr una cadena en particular para converger. Esto es, sin embargo,
inmensamente costoso desde el punto de vista computacional y por ello, se han desa-
rrollado diversos algoritmos para el entrenamiento de RBMs con el objetivo de realizar
un proceso de muestreo eficiente y menos costoso de la probabilidad p(v, h) durante el
proceso de entrenamiento.

Divergencia contrastiva (CD-k)
La divergencia contrastiva usa 2 eventos para acelerar el proceso de muestreo:

= como lo que queremos es que eventualmente p(v) = pPirqin(v) (la cual es la verda-
dera forma de distribucién de los datos), inicializamos la cadena de Markov con
un ejemplo de entrenamiento (es decir, de una distribucién que se espera parecida
a p, tal que la cadena esté desde un inicio cerca de converger a su distribucién
final p)

= ]la CD no espera hasta que la cadena converja. Las muestras son obtenidas después
de solo k pasos del proceso de Gibbs. En practica, £ = 1 es una eleccion bastante
comun.

CD Persistente

La divergencia contrastiva persistente usa otra aproximacion para realizar las muestras
de p(v, h). Esto yace sobre una cadena de Markov, la cual tiene un estado persistente
(es decir, no reiniciando una cadena por cada ejemplo observado). Por cada pardmetro
actualizado, extraemos nuevos ejemplos simplemente corriendo la cadena durante k
pasos. El estado de la cadena es entonces preservado para actualizaciones subsecuentes.

La heuristica detras de esto es que si las actualizaciones de los parametros son sufi-
cientemente pequenas comparadas con la tasa de mezclado de la cadena de Markov,
entonces la cadena deberia ser capaz de ”atrapar” estos pequenos cambios en el modelo.
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6.1.5. Seguimiento y evaluacion del progreso de entrenamiento

Las RBMs requieren procesos estocasticos durante su entrenamiento. Esto se debe a que
debido a la funcién de particién Z, no es posible estimar la log-verosimilitud log(P(x))
durante el entrenamiento. Asi no se cuenta con una forma directa de obtener una métrica
adecuada para la eleccion de los hiperparametros de la red.

Algunas soluciones son las siguientes:

= Inspeccion de muestras negativas.

= Muestras negativas obtenidas durante el entrenamiento pueden ser visualizadas.
Conforme el entrenamiento avanza, hemos definido que el modelo definido por
la RBM se acerca progresivamente a la verdadera distribucién de probabilidad
subyacente, py-qain (). Asi, las muestras negativas deberian parecerse a los ejemplos
tomados del conjunto de entrenamiento, si esto no se cumple se deberia escoger
un nuevo conjunto de hiperparametros.

= Inspeccion visual de los filtros. Los filtros aprendidos por el modelo pueden ser
desplegados. Eso implica graficar los pesos de cada una unidad como una imagen
en escala de grises (una vez cambiada su forma a una matriz cuadrada). Los fil-
tros deben atrapar caracteristicas importantes de los datos, esto es probleméatico
porque para un conjunto arbitrario de datos de entrenamiento no se tiene co-
nocimiento de como deberian interpretarse estas caracteristicas; sin embargo, en
un problema de clasificacion de patrones en el cual se utilicen datos provenientes
de imégenes, los filtros se comportan como detectores de cambios maximos en
gradiente.

6.1.6. Aproximaciones de la verosimilitud

Estos métodos de eleccién de los mejores hiperparametros dependen en gran medida de
la capacidad analitica de la persona que estd implementando el algoritmo por lo que no
son recomendables en todos los casos. Durante el entrenamiento de una RBM con PCD,
se puede utilizar la pseudo-verosimilitud como aproximador. La pseudo-verosimilitud
(PL) es mucho menos costosa de calcular, debido a que supone que todos los bits de
informacion son independientes. Asi

PL(x) = H P (z;|z_;)

logPL(x) = ZlogP(xAm_i)
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Aqui z_; denota el conjunto de todos los bits de x con excepcién del bit i. La log-PL
es entonces la suma de las log-probabilidades de cada bit x;, condicionado al estado del
resto de los bits. Para el caso del problema clasico de clasificacién de digitos MNIST esto
implicaria sumar sobre 784 entradas, lo cual a pesar de las consideraciones anteriores
es aun costoso. Para ello, se introduce una aproximacion estocastica de la log-PL :

g = N -logP (z;|x_;), donde i ~ U(0,N),
Elg] = logPL(z)

donde la esperanza matematica es tomada sobre la eleccién uniformemente aleatoria del
indice 7, y N es el numero de unidades visibles. Para el trabajo con unidades binarias, se
introduce la notacién z; para hacer referencia a 2 con el bit i cambiado (1 — 0, 0 — 1).
Entonces la log-PL para una RBM con unidades binarias se escribe como:

—FE(x)
logPL(z) = NlogeiFE(x)_i_eiFE(;i) (6.1.7)
~ N-log [sigm (FE(L)—FE(x))] (6.1.8)

Durante la implementacién del calculo de este costo, se debe regresar el mismo asi las
actualizaciones paramétricas correspondientes. Se debe hacer hincapié en que la modi-
ficacién del diccionario de actualizaciones para todos los parametros debe modificarse
para incrementar el indice de bit 7. Esto se traduce en el bit ¢ moviéndose sobre todos
los posibles valores {0, 1, ..., N} desde una actualizacién a otra.

Notese que para entrenamiento con divergencia contrastiva la funcién de costo de en-
tropia cruzada entre la entrada y la reconstruccién (la misma funcién utilizada en un
autoencoder ruidoso) es mas eficiente que la pseudo-log-verosimilitud|[3].

6.2. Maquinas restringidas de Boltzmann con en-
tradas continuas

La literatura [6, 7, 9] describe adecuadamente el comportamiento de las méquinas res-
tringidas de Boltzmann cuando son expuestas a entradas binarias pero carecen de la
extrapolabilidad al caso continuo que es necesario para la implementacion de técnicas
de aprendizaje profundo para la resolucion del problema de identificacién de sistemas,
por ello en la siguiente Seccion se describen algunas posibilidades para solventar el
problema de considerar una RBM con entradas continuas.
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6.2.1. Unidades ocultas y visibles binarias

En el caso de las RBMs expuestas en la Seccion 6.1 se realizd la simplificacion de
considerar la entrada al modelo como binaria, es decir, donde los valores entrantes
a las unidades visibles pueden tomar solamente los valores de 0 y 1, tomando esto
en consideracion es como fueron calculadas las férmulas de probabilidad condicional
utilizadas durante el proceso de muestreo de Gibbs obtenido para fines de clasificacion.
La obtencion de las formulas de probabilidad se expone a continuacién:

De la ecuacién 6.1.1 se sabe que la probabilidad condicional esta dada por:

—E(v,h)

P(v) :ZP(v,h):Ze 7

la probabilidad de que un evento h suceda queda representada por una expresion similar:

e—E(v,h)

Ph) =), —,

mientras que la probabilidad conjunta P(v, h) se determina por:

—E(v,h)

Z

(&

P(v,h) =

donde v representa a los valores tomados por las unidades visibles y h a los valores
tomados por las unidades ocultas. De la teoria de probabilidad se sabe que la probabili-
dad condicional puede obtenerse por el cociente de la probabilidad conjunta de eventos
y el valor de la probabilidad del suceso condicionante, asi la probabilidad condicional
P(v|h) se calcula como:

pojy = PO _ T et
v = = =
P(h) Z e—E(v;h) Z e—E(v,h)
v Z v

Ademas se sabe por la ecuacién 6.1.4 que la energia para una configuracion especifica
se especifica por:

E(v,h) = —b"v—c"h—h"Wo
Sustituyendo en la expresion para la probabilidad condicional se obtiene:

ebTv+cT h+hTWo

P(ulh) = (6.2.1)

Z ebTv+cTh+th
v
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Al no variar el valor de h a lo largo de la sumatoria podemos reducir esta expresion a:

6bTv—ﬁ-cTh—l—hTVVfu ecThebTU+hTWv ebTU+hTWU

bTotcThthTWo  cTh VTothTWo bTothT Wo
> ecthy e D€

En el caso del caso estudiado que corresponde a una méaquina restringida de Boltzmann
no existe dependencia directa entre los valores tomados por las unidades visibles respec-
to a las demas unidades visibles por lo que la dependencia es directa con las unidades
ocultas (lo contrario también ocurre). Asi podemos escribir:

p(hlv) = p(hlv)
p(lh) = TInp(vln)
J
desarrollando la expresion para P(v|h) considerando como valores independientes cada
uno de los valores del vector de unidades visibles obtenemos:

b vthT Wo eZ(ijj +hTWjUj)

bTo+hTWo bivi+hTW,v;
S S e G W)

6z(ijj+hTW]-vj) 11 bivi+hT Wi, ebivi+hT Wi

bjvj+hTWjv;) bjvj+hTWjv; bjvj+hT W,
ZUGE(” J]) ZUHBJJ Jvi ; Zveaj v

De acuerdo a esta ultima expresién y asociandola con el hecho de que la probabilidad
condicional del vector completo de unidades visibles es el producto de las probabilidades
condicionales de cada uno de los elementos se puede realizar la siguiente igualdad:
eijj+hTWjUj
p(,U]|h) - ZU eijj+hTijj

(6.2.2)

En el denominador se observa que debemos calcular el valor de la sumatoria recorriendo
la totalidad de posibles valores de v, en el caso de unidades binarias estos valores son
solamente 0 y 1, con lo que podemos calcular la probabilidad condicional p(v; = 1|h)
como:

ebivithT Wjv; ebithTW;

plo; = 1) = 3 ebivithTWiv; LT 4 by tTW;
v

p(v; = 1|h) = sigm(b; + A" W) (6.2.3)
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Un analisis similar puede hacerse para obtener la probabilidad condicional de los valores
de las unidades ocultas respecto a valores dados de las unidades visibles con lo que
obtenemos finalmente:

P(h; =1Jv) = sigm (¢; + W;v)
P(v; =1]lh) = sigm (b; + h"W})

A pesar de las limitaciones que se tiene considerando a las unidades visibles binarias,
estd configuracion ha funcionado adecuadamente inclusive con sistemas con entradas
continuas normalizadas unitarias (como es el caso de imédgenes en escala de grises) [40],
esto se debe a que la entrada se asimila como una distribucién de probabilidad que ha
afectado a la entrada original.

6.2.2. Unidades visibles continuas en el intervalo [0, oo]

De la ecuacion 6.2.2 podemos generalizar la idea de probabilidad condicional para uni-
dades visibles de tipo continuo transformando la sumatoria en una integral a lo largo
del dominio visible.

e(b]-—l-hTWj)vj
fv elbi T Wi)v; dy

p(vjlh) = (6.2.6)

Puede demostrarse que en general el caso en el que v € [—00, 0] carece de convergencia
en el término integral de la ecuacion con lo que se analiza solamente el caso semidefinido
positivo [0, co.
e(bi+hT W),
v;lh) =
p(v;]h) T el AT Wiy,

0

Denotemos entonces como a; = a;(h) = b; + k"W al termino que multiplica al valor
que toma la unidad visible, entonces podemos desarrollar la expresion como:

a;vj a;jvj

e

p(v;lh) = T =

X Lajv; . 1 Jaiv;i|oo
. e%vidu; ajeH]O

(&

Esta tltima expresion solamente tiene valores finitos si la estructura del sistema garan-
tiza que aj(h) < OVh , en el caso de que la condicién se cumpla se obtiene la distribucién
de probabilidad condicional:

p(vjlh) = —a;e®" (6.2.7)



63CAPITULO 6. APRENDIZAJE RESTRINGIDO DE BOLTZMANN EN LA IDENTIFICACION DE

la cual es positiva de acuerdo a la condicién de existencia de la integral. Con esta formu-
la para la distribucién de probabilidad no podemos realizar directamente el proceso de
muestreo ya que en general las herramientas computacionales no permiten muestrear
desde una distribuciéon de probabilidad particular, para resolver este problema se pro-
cede a calcular la distribuciéon de probabilidad acumulada p,(v;|h) de la variable la
cual siempre tendra valores crecientes en el intervalo [0, 1]. Utilizando la funcién inver-
sa de probabilidad acumulada p,! se podrd entonces muestrear desde una distribucién
uniforme. El calculo de p, se realiza de manera usual:

palwh) = [ plosfildes = [ ~ajerrdos
0 0
Pa(vjlh) =1 — %% (6.2.8)
y calculando p; ' obtenemos:
In(1—p,
W:n( Pa)
aj

Si denotamos por U el resultado de un proceso de muestreo sobre una distribucion
uniforme en el intervalo entonces podemos relacionar a este valor U con el valor de
la densidad acumulada p, con lo que restaria encontrar el valor de la unidad visible
correspondiente.

%:EQLQ- (6.2.9)

El valor esperado o esperanza matemadtica de acuerdo a la distribucion p(v;|h) es:

Elv;] = /P(Uﬂh)%‘d%‘ = —aj/eajvjvjd?fj
0 0

Integrando por partes se encuentra:

1 1
Elv;] = —a, [;Ujeajvj - ?eajvj} o
j j

1
a;(h)

A las unidades visibles que tienen como distribuciéon de probabilidad lo presentado
anteriormente se les conoce como unidades exponenciales.

Elv;] = - (6.2.10)
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6.2.3. Unidades continuas visibles en el intervalo [0, 1]

En muchas de las aplicaciones el intervalo I de posibles valores para las unidades visibles
queda restringido (depende sobretodo de la dindmica y de la fuente de la entrada
al modelo), el caso mas simple es donde se ha normalizado la entrada (ya sea por
condiciones naturales del sistema o por algiin proceso de normalizacién) siendo I = [0, 1]

Cuando el calculo de la distribuciéon de probabilidad se ve acotado como en este caso
se habla de unidades visibles exponenciales truncadas, de la ecuaciéon 6.2.6 se obtiene:

e%ivi e%ivi
plvlh) = = —
( J| ) j;)l e“f”jdvj aijeajv]hl)
a;e*i
|h) = -2 6.2.11
I — (62.11)

Para efectos de implementar un proceso de muestreo de Gibbs es necesario el calculo
de la probabilidad condicional p,(vj|h) como sigue:

Uj vy

a; .
palv;|h) = /p(vj\h)dvj o /e% S du,

0 0

e®vi — 1

6.2.12
e’ —1 ( )

pa(vjlh) =
Despejando el valor de v; se determina:

_ log[1 4 pa(e® —1)]
- .

Expresion que puede ser utilizada para calcular el nuevo valor de v; durante un proceso
de muestreo al sustituir el valor de la variable p, por alguna muestra de distribucion
uniforme unitaria U, sustituyendo:

_log[1+U(e® —1)]
- »

(6.2.13)

Finalmente calculamos el valor esperado de la distribucion:

o] 1

(l v
/p vj|h)v;dv; = aJ - / iYi;dv;
0 0

Integrando por partes encontramos:
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a; 1 1
J _Ujeajvj a;vj 1

— —e
ey —1 |a; 0

Elv;] =

1 1
Fu|=——F+—— 6.2.14
o) = =g~ o (62.14)

6.2.4. Unidades continuas visibles en el intervalo [—4, ¢]

Hasta ahora se han considerado solamente los casos en los que el valor de la entrada
al modelo es positivo o puede ser normalizado para serlo; sin embargo, esto le quita
naturalidad al proceso de identificacion por lo que es necesario considerar el caso que
ocurre cuando no se modifica el valor original de la entrada; para ello considérese un
nimero J tal que € Ry 6 > 0, asi es posible definir un intervalo de valores I = [—4, d]
posibles para cada una de las unidades visibles.

A la probabilidad condicional obtenida a partir de I también se le considera exponencial
truncada, a partir de la ecuacién 6.2.6 se puede calcular dicha probabilidad:

e%ivi e%ivi

p(vjlh) = =T
’ ffé e du; aijeaﬂ’ o5
_ ajey
pluilh) = =5 — = (6.2.15)
La probabilidad acumulada para esta distribuciéon condicional es:
Vj Vj
a; avs
Pa(vjlh) = /p(vj\h)dvj = Tje_a/e 7 dv
-5 -5
e%ivi — e—a]-5
Pa(vjlh) = (6.2.16)

ea]'§ — e—ajé

Por lo que podemos realizar un proceso de muestreo utilizando la funcion inversa de p,
tomando un valor de p, denotado por U sobre una distribucién uniforme en el intervalo
[0, 1], asi el valor de la unidad visible es:

—a;é aj6 __ ,—a;o
v — log [e7%% + Uage e=%)] (6.2.17)

Por 1ltimo se obtiene una expresion para el valor esperado de esta distribucién:
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) 4

a.
_ . . - J ajVj,, . .
Elv;] = /p(vj|h)vjdvj iy S— /e iy dv,
—00 _5
Resolviendo se obtiene:
; 1 1
Eloj] = s | —vje™% — e | |’
e%0 — e~%0% | a; a

a; 1 _ s
-0 —5(6(116 +e %5) _
e — e—a0 | o

1
_2(€aj5 _ e—ajé):|

a;

E[p]=6—"—— — — (6.2.18)

6.3. Redes de creencia profunda

Geoffrey Hinton demostré que las RBMs pueden ser apiladas y entrenadas de una
manera egoista para formar lo que el denominé redes de creencia profunda (DBN)
[29]. Las redes de creencia profundas son modelos graficos que aprenden a extraer
una representacion jerarquica profunda de los datos de entrenamiento. Estos modelos
caracterizan la distribucién conjunta h* entre el vector observado z y las [ capas ocultas
como:

-2

P(x,h', ... b)) = (HP (h’f|hk+1)> P(h=1 B

k=0

donde x = h°, P (hk|hk+1) es una distribuciéon condicional para las unidades visibles
limitadas sobre las unidades ocultas pertenecientes a la RBM en el nivel k, y P(h!~!, h!)
es la distribucién conjunta oculta-visible en la RBM del nivel superior o de salida. Esto
es ilustrado por la Figura 6.3.1.
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Figura 6.3.1: Red de creencia profunda formada por RBMs

El principio de entrenamiento no supervisado por capa egoista puede ser aplicado a las
DBNs con RBMs siguiendo el concepto de bloque constructor presentado por Hinton y
Bengio [9, 29]. El proceso se realiza como se presenta a continuacion:

1. Se entrena la primer capa como una RBM que modele la entrada original = h(®)
como su capa visible.

2. Usar esta primer capa para obtener una representacién de la entrada que sera
usada como datos de ingreso para la segunda capa, dado que una RBM no contiene
en su estructura una salida inherente, tenemos dos opciones para la asignaciéon de
esta representacion. El conjunto de datos elegido es generalmente escogido como
las activaciones promedio p(h) = 1|h() o las muestras de p(h(M|n(?)).

3. Entrenar la segunda capa como una RBM independiente, tomando los datos trans-
formados (muestras o activaciones) como ejemplos de entrenamiento (para la capa
visible de esa RBM).

4. Repetir pasos 2 y 3 de acuerdo al nimero deseado de capas, propagando hacia
arriba ya sea las muestras o las activaciones.

5. Realizar un procedimiento de ajuste fino a todos los pardmetros de esta ar-
quitectura profunda respecto a una funcién de aproximacion (proxy) de la log-
verosimilitud de la DBN, o con respecto a un criterio de aprendizaje supervisado,
para la realizacién de esto ultimo es necesario anadir maquinaria extra en la ar-
quitectura de la red que convierta la representacién aprendida en predicciones
supervisadas, por ejemplo un clasificador o funcién lineal.

El presente trabajo se enfoca en la implementacién de una etapa de ajuste fino via
gradiente descendente supervisado. Especificamente, se hace uso del algoritmo de re-
gresion logistica para clasificar la entrada = basado en la salida de la ultima capa oculta
R de la DBN. El ajuste fino se implementa minimizando la funcién de costo de log-
verosimilitud negativa con fines de clasificacién (en el problema MNIST por ejemplo) o
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el error cuadratico medio para identificacién de funciones. Dado que el gradiente utili-
zado en la regla de actualizacién de parametros es solamente distinto de cero para los
pesos y biases de la subcapa oculta de cada capa de la DBN (es decir, es nulo para los
biases visibles de cada RBM), este procedimiento es equivalente a la inicializacién de
parametros de un MLP de arquitectura profunda con los valores de dichos parametros
obtenidos mediante una estrategia de entrenamiento no supervisado.

Para explicar cual es el efecto que tiene el preentrenamiento de tipo capa egoista se
toma como ejemplo una DBN poco profunda de 2 capas con capas ocultas h") y h(?)
(con sus respectivas variables contenedoras de pesos W) y W®)), Hinton y Bengio
[9, 29] establecen que logp(x) puede ser escrito de la forma:

logp(z) = KL (Q (h(l)\x) lp (h(1)|:c)) + HQ(h<1>\x)
+ Z Q (h(1)|x) (logp(h(l)) + logp(x|h(1)))

donde KL (Q (hV|z) |[p (hM|z)) representa la divergencia K L entre la @ (h™V|z) pos-
terior de la primer RBM si ésta trabajara por si sola, y la probabilidad p (h(1)|x) para
la misma capa pero definida por la DBN completa (es decir, tomando en cuenta la
P (h(l), h(Q)) anterior definida por la RBM de la capa de hasta arriba). HQ(h(1>|x) es la

entropfa de la distribucién @ (h(V|z).

Puede demostrarse que si se inicializan ambas capas ocultas tal que WMT = /()
Q (h(l)\x) =p (h(1)|a:) entonces el término de la divergencia KL es cero. Si entonces
se entrenara la RBM del primer nivel y se conservaran sus parametros WO fijos, el
proceso de optimizacién de logp(z) respecto a W), solamente podria incrementar la
probabilidad la verosimilitud p(z).

Ademds, se nota que si se aislan los términos que dependen solamente de W) se
obtiene:

S Q (hVf) p (h0)

h

Optimizar este resultado respecto a W equivale a entrenar una RBM para la segunda
etapa utilizando la salida de @) (h(1)|x) como la distribucion de entrenamiento, cuando
x es tomada de una distribucién de entrenamiento para la primer RBM.
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6.4. Algoritmos basados en modelos energéticos res-
tringidos

6.4.1. MaAaquinas restringidas de Boltzmann

Al igual que con los autoencoders ruidosos, la implementacion del proceso de entrena-
miento de una RBM se realiza por medio de la construcciéon de una clase. Esta opcién
se vuelve bastante util cuando una RBM es usada como una capa perteneciente a una
arquitectura profunda, en cuyo caso, la matriz de pesos y el bias oculto son compartidos
como parametros de una capa sigmoide de una MLP.

La definicion de los atributos que tendra la RBM es importante, se deben incluir a W,
by c, dado que se esta utilizando una configuracién de pesos atados. Una forma usual
de inicializar los atributos de dicha clase seria:

W = aleatorio(tamano = [unidades_visibles, unidades_ocultas|, minimo, maximo)
bias_visible = zeros(tamano = [unidades_visibles])

bias_oculto = zeros(tamano = [unidades_ocultas))

En este caso no existe una variable para la matriz de pesos oculta debido a que una RBM
solamente se constituye por una capa de interaccion a diferencia de un autoencoder que
esta formado por dos capas. Los valores minimo y maximo corresponden a los limites
de la funcién de distribucion de probabilidad utilizada para obtener los valores iniciales
de W.

minimo = —4 x sqrt (6/(unidades_ocultas + unidades_visibles))

mazximo = +4 x sqrt (6/(unidades_ocultas + unidades_visibles))
Asi, la lista de parametros que definen a la clase RBM es:
pardametros = [W, bias_visibles, bias_oculto]

El siguiente paso es definir funciones que construyan las relaciones asociadas con las
probabilidades condicionales descritas por 6.2.4:

prob_oculta_dada_visible = W x visibles + bias_oculto

Como se ha mencionado anteriormente, el cdlculo de estas probabilidades permite cons-
truir una distribucién de probabilidad desde la cual se realice el muestreo de nuevas
unidades tanto ocultas como visibles. Este proceso es necesario para la realizaciéon de un
paso del muestreo de Gibbs. El proceso de muestreo de las unidades visibles condiciona-
do al valor de las unidades ocultas (o viceversa) se realiza asignando una probabilidad
de éxito dada por prob_visible_dada_oculta.
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muestras_ocultas = binomial(tamano = unidades_ocultas,’ exito = sigmoide(prob_oculta_dada_visible
prob_visible_dada_oculta = transpuesta(W') x muestras_ocultas + bias_visible

muestras_visibles = binomial(tamano = unidades_visibles,' exito = sigmoide(prob_oculta_dada_ocultc

El proceso de muestreo de Gibbs no esta completo hasta la obtencién de nuevos valores
para las unidades visibles por lo que se utilizan las muestras obtenidas de las unidades
ocultas para generar una nueva distribucién de probabilidad que permita la creacion de
estos nuevos valores.

La serie de pasos anterior constituye una etapa de Gibbs de tipo vhv (visible — hidden —
visible) que comienza dados valores iniciales de las unidades visibles y el cual es nece-
sario para obtener muestras a partir del modelo RBM.

En algunos casos, es necesaria la implementacién de un paso de Gibbs de tipo hvh
(hidden — visible — hidden) que inicia a partir de informacién en las unidades ocultas
y es utilizado para la puesta en marcha de actualizaciones para CD y PCD.

En general, estos procedimientos deberian ser incluidos como métodos de la clase RBM
para facilitar el entrenamiento de una hipotética DBN. También es necesario el calculo
de la energia libre que estara denotada por energia_libre de acuerdo a la ecuacién 6.1.4.
La siguiente etapa es generar los gradientes necesarios para las actualizaciones de CD
y PCD, para ello se debe calcular una cadena de muestreo. Se puede utilizar un mismo
procedimiento de cédigo que permita la eleccién entre procesos de CD y PCD utilizando
la variable persistente.

costo = energia_libre(entrada) — energia_libre(muestra_final)
param = param + gradiente(costo, param) x tasa
Las muestras ocultas se calculan a partir de la entrada de entrenamiento al mode-
lo utilizando medio paso de Gibbs como se ha descrito anteriormente. Si la variable
persistente es nula, se inicializa la cadena de Gibbs con las muestras ocultas generadas
lo cual implicaria el uso de un proceso CD. Una vez establecido el punto inicial de la
cadena, se puede calcular la muestra obtenida al final de la cadena de Gibbs la cual
es necesaria para el calculo del gradiente de optimizacién (ver ecuacién 6.2.6). Para el
calculo de esta muestra se realiza un proceso iterativo durante k pasos del proceso de
muestreo, donde cada paso consiste de un proceso de Gibbs de tipo hvh.
si persistente:

1nicto_cadena = persistente
caso contrario:

icto_cadena = muestras_ocultas

La muestra que consideramos como el final de la cadena es la muestra de las unidades
visibles del tltimo paso del proceso (muestra_final), con el valor de esta muestra
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se procede entonces a calcular la energia libre correspondiente a la fase negativa del
gradiente de verosimilitud con lo que conviene calcular primero la funcién la funcién
de costo del proceso de entrenamiento, la cual es la diferencia existente entre la fase
positiva y la fase negativa del proceso de muestreo.

muestra_actual = inicio_cadena
desde ¢ =1 hasta 1 =k:

muestra_Actual = proceso_hvh(muestra_actual)

Esta funcién de costo es dependiente de todos los parametros modificables del mode-
lo por lo que un proceso de aprendizaje haria uso del gradiente respecto a los pesos
sinapticos y bias durante la actualizacién paramétrica del modelo por cada iteracion
del entrenamiento. Sea gradiente(costo, param) una funcién que calcule el gradiente de
costo respecto a param, los nuevos valores de los parametros caracterizados por alguna
tasa de aprendizaje se calculan como:

Una vez actualizados los pardmetros, se procede a calcular el costo que tienen dichas
actualizaciones sobre el comportamiento general del modelo, la definicién de la forma
de la funcién de costo depende del proceso de muestreo de Gibbs que se esté utilizando
(PC o PCD).

Se observa en el pseudocddigo que si se estda utilizando CD se utiliza un error de re-
construccién definido como la entropia cruzada del modelo similar al utilizado durante
la optimizacién de los autoencoders ruidosos, el problema reside en definir cuales seran
los valores que tomaremos como prediccién del modelo y que seran comparados con la
entrada original, [31] propone utilizar como valores de reconstruccion los datos perte-
necientes al vector prob_visible_dada_oculta Del tultimo paso de la cadena de Gibbs.

Por otro lado, si se utiliza PCD es necesario utilizar la pseudo-verosimilitud, la cual es
calculada utilizando el procedimiento estocastico que termina en la ecuacién 6.1.8. Te-
niendo definidos estos parametros dentro de la clase de tipo RBM se puede implementar
un algoritmo para sus entrenamiento.
si persistente:

persistente = muestra_actual

costo_monitoreo = pseudo_verosimiltud()
caso contrario:

costo_monitoreo = error_reconstruccion)
Es importante la inicializacién de la cadena de Gibbs utilizando la variables persistente

para garantizar el uso de PCD, en este caso no se implementa un algoritmo de paro
temprano debido a que se esta utilizando una solucién de tipo no supervisada.

persistente = Tpqen|0]
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mientras (epoca < epoca_total) y (salir = falso) :

epoca = epoca + 1

por cada minibatch en el conjunto de entrenamiento:
costo = costo(parametros, Tpatcn)
gradiente = ...calculagradiente
parametros = parametros — tasa_aprendizaje * gradiente
si perdida <= objetivo

salir = verdadero

regresar parametros

6.4.2. Redes de creencia profunda (DBN)

El proceso de implementacion de una DBN es muy similar al utilizado en un SDA
porque ambos involucran el principio de preentrenamiento no supervisado de tipo capa
egoista seguido por un ajuste fino supervisado similar al de una MLP. La diferencia
radica en que se utilizan capas del tipo RBM en lugar de autoencoders. Al igual que
con los autoencoders apilados, se enlazaran los pardametros de las capas RBM con los
pesos y biases de las capas sigmoides que construyen una MLP.

Durante el entrenamiento de los autoencoders ruidosos apilados, no se enlazan los
parametros de la etapa de decodificacién con sus correspondientes variables de las ca-
pas sigmoides (y asi, solo sirven para la etapa de preentrenamiento), el bias visible
de la RBM tampoco es sujeto a dicho enlace tomandose solamente como parametros
compartidos la matriz de pesos y el bias oculto.

EL resto del algoritmo de entrenamiento se lleva a cabo de manera similar al caso
donde se usan autoencoders pero considerando que el proceso de preentrenamiento es
notoriamente mas extenso y costos. Durante el preajuste, se deben tener en cuentas las
siguientes consideraciones:

= Se implementa un proceso de muestreo de Gibbs utilizando divergencia constras-
tiva (CD), es decir, se configurard la variable persistente como nula.

» Los valores recomendados para k& (nimero de pasos de Gibbs) estan entre 1y 10
[31].

mientras (i < ndmero_capas) :
sit=1:

entrada_capa = entrada
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caso contrario:
entrada_capa = capa_sigmoide_anterior.salida
=141
capa_sigmoide = constructor(entrada_sigmoide = entrada_capa)
capa_rbm = constructor(entrada_rbm = entrada_capa
W = capa_sigmoide. W
bias = capa_sigmoide.bias
capa_sigmoide_anterior = capa_sigmoide

t=1+1

6.5. Aplicacién: Clasificaciéon de digitos MNIST

Una red de creencia profunda es obtenida apilando varias maquinas restringidas de Bol-
tzmann. Cuando se usa para clasificacion, una DBN se trata como si fuera una MLP
anadiéndole una capa de regresion logistica como capa de salida. Para el problema de
clasificacién MNIST expuesto en la seccion 5.4, se optd por una arquitectura profun-
da compuesta por 3 capas ocultas con 500 unidades cada una (similar a la topologia
utilizada con los autoencoders ruidosos). El error de reconstrucciéon a minimizar fue la
entropia cruzada al trabajarse con divergencia contrastiva (CD), las tasas de aprendi-
zaje fueron 0.1 y 0.01 para las etapas de ajuste fino y preentenamiento respectivamente.
El niimero k de pasos de Gibbs se fija en 1 mientras que el nimero de ejemplos por
minibatch fue 10; finalmente, el nimero de épocas de ajuste supervisado maximo se
mantiene en 1000 con 20 épocas de preentrenamiento para cada una de las 3 capas del
modelo.

Definida la topologia a utilizar se procedié con el preentrenamiento de tipo capa egoista
en donde se utilizé la entropia cruzada como la funcién de error a minimizar por medio
del aprendizaje de cada una de las RBMs, el proceso de muestreo fue realizado por
medio de un proceso de Gibbs unitario. La evolucién del error de preentrenamiento
para cada una de las capas se observa en la Figura 6.5.1, el cédigo corrié por 206
minutos:
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Figura 6.5.1: Evolucién de la funcién de costo de preentrenamiento para cada una de las capas
de la DBN

El error medio de validacion final fue de 1.52 % con un error de prueba total de 1.61 %.
La dindmica del error de entrenamiento (Figura 6.5.2) muestra oscilaciones de menor
magnitud a lo presentado por los modelos de regresién logistica y Perceptrén multicapa
debido a que se utilizaron minibatches con menor nimero de ejemplos con lo que se
elimina en magnitud la varianza respecto al conjunto de entrenamiento.
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Figura 6.5.2: Evolucién del error de entrenamiento durante las iteraciones utilizando
minibatches con 10 ejemplos para una DBN
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El error de validacién y el error de prueba nuevamente presentan comportamientos mi-
nimizantes debido al algoritmo de gradiente descendente utilizado (se busca maximizar
la log-verosimilitud del modelo), se observa en la Figura 6.5.3 que el valor de error de
prueba es mayor que el error de validaciéon durante todas las épocas de entrenamiento.
La ejecucion del programa de entrenamiento tomé 288 minutos.
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Figura 6.5.3: Evolucién de los errores de validacion y prueba de una DBN respecto al niimero
de iteraciones de entrenamiento
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6.6. Aplicacién: Identificacion de sistemas

6.6.1. Sistema no lineal de primer orden

Se ataco el problema de identificacién de sistemas no lineales utilizando como ejemplo
el sistema presentado por [41] descrito por la ecuacién 6.6.1.

y(k+1) = % + a3 (k) (6.6.1)

donde u(k) es una entrada periédica discreta que cambiard acuerdo a la etapa o proceso
de aprendizaje en el que esté el algoritmo de entrenamiento, la entrada del sistema queda
descrita por la ecuacién 6.6.2.

u(k) = Asin (7;_15) + Bsin (%) (6.6.2)

donde los parametros A y B cambian de acuerdo al propdsito que se le esté asignando
a la dinamica del sistema, esta variacion queda descrita por la Tabla 6.1.

Tabla 6.1: Coeficientes utilizados para la senal de entrada al sistema 1

\ Coeficiente \ Entrenamiento \ Validacién \ Prueba \

A 1 1.1 0.9
B 1 0.9 1.1

De acuerdo con la Seccién 6.1, el proceso de preentremiento (segun sean los limites de la
integral de convergencia) requiere un conjunto de valores del sistema que se encuentren
en el intervalo [0, 1] por lo que se deben normalizar a este intervalo las entradas y salidas
del sistema, la actualizacion a los nuevos valores se da por la ecuacion 6.6.3 y la salida
del sistema utilizada para entrenamiento es la mostrada en la Figura 6.6.1.

viejoValor — minimo

(6.6.3)

nuevoValor = - —
Mazximo — Mminimo

El conjunto de datos de entrenamiento consiste en la dinamica del sistema a lo largo
de las primeras 2000 iteraciones mientras que los conjuntos de validacion y prueba
contienen solamente 400 ejemplos.
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Figura 6.6.1: Gréficas del comportamiento del sistema 1 utilizado por Narendra, a) Sistema
normalizado, b) Sistema sin normalizar

Se implement6 el algoritmo de entrenamiento utilizando la seleccién aleatoria de hiper-
parametros presentada en la Seccion 4.2.1 para formar un hiperespacio de eleccién para
el nimero de unidades y niimero de capas del modelo. Los limites de cada uno de los
hiperparametros se observan en la Tabla 6.2. El algoritmo de preentrenamiento usado
fue el de una arquitectura DBN utilizando 1 paso de Gibbs con ajuste fino por medio
de gradiente descendente y paro temprano con mejora de umbral del 5 %. Para ambas
etapas se utilizé solamente una época de entrenamiento. Se considerd posibles valores
para las unidades visibles en el intervalo continuo de [0, 1].

Tabla 6.2: Rangos de hiperpafametros para el sistema 1

\ Unidades por capa \ Capas \ Tasa de preentrenamiento \ Tasa de ajuste fino ‘

Minimo 3 2 0.01 0.1
Méximo 10 6 0.1 0.5
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Se grafic la dinamica del error cuadratico medio sobre el conjunto de prueba respecto
a la variacién de los hiperpardametros, dicho comportamiento se observa en la Figura

6.6.2.
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Figura 6.6.2: Dindmica del error de prueba a lo largo del espacio de hiperpafametros para el
sistema 1

Se observa que utilizando solamente dos capas de identificacién se tiene un error mini-
mo de prueba; sin embargo, se observa también que al aumentar el niimero de capas y
unidades se llega a un nuevo minimo local que corresponde a una configuracion éptima
del modelo dentro de una vecindad apropiada del espacio de hiperpardmetros (profun-
didad ideal). Esté configuracién queda determinada por una arquitectura de 4 capas
con 6 unidades por cada capa, la cual se describird por medio de la notacién 6,6, 6, 6.

Utilizando esta arquitectura se comparan las salidas DBNs variando los intervalos de
acciéon para las unidades visibles (continuos en [0, 1], [0, 00] y discretos en (0, 1)) con
los resultados obtenidos por medio de una arquitectura SDA, una MLP de iguales
dimensiones pero sin preentreamiento y una MLP con arquitectura 20, 10 [41].

En el caso del preentrenamiento de la arquitectura SDA, se aprecia en la Figura 6.6.3
que el costo de reconstrucciéon en la primer capa es el mayor a lo largo de todo el
proceso de preentrenamiento, esto se debe a que es la primer capa la que interactia
directamente con el conjunto de datos de entrenamiento.
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Figura 6.6.3: Evolucion del costo durante el preentrenamiento utilizando una arquitectura
SDA para el sistema 1

El caso de la etapa de preentrenamiento de la DBN (ver Figura 6.6.4) es diferente, al
igual que con la SDA se aprecian valores mayores en la capa 1 pero dentro de la regién
negativa, esto es debido a la forma de la funciéon de costo de las RBMs, mientras que
un autoencoder utiliza para fines de identificacién el error cuadratico medio, una RBM
hace uso de la funcién de costo por medio de entropia cruzada.
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Figura 6.6.4: Evolucién del costo durante el preentrenamiento utilizando una arquitectura
DBN para el sistema 1

En la Figura 6.6.5, se presenta la dinamica de la salida del modelo durante la fase
de ajuste fino, es observable que el modelo alcanza un desempeno favorable después
de solamente 10 ejemplos de entrenamiento sin la presencia de sobreajuste. Se expone
solamente el desempeno de la DBN debido a que constituye el modelo con menor error
de prueba.
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Figura 6.6.5: Etapa supervisada de entrenamiento del sistema utilizando una arquitectura
DBN para el sistema 1

Para obtener una orientacién visual acerca del verdadero comportamiento del modelo
se presenta en la Figura 6.6.6 la salida del sistema y de los modelos ante el conjunto de
datos de prueba, se observa que ninguno de los modelos tiene una salida completamente
traslapable con la original pero la DBN (arquitectura 6,6,6,6) es més parecida, la sa-
lida de la MLP con arquitectura 20, 10 es apenas ligeramente menos satisfactoria, pero
se debe tomar en cuenta que esta arquitectura tiene un menor niimero de capas con lo
que evita el problema de desvanecimiento de la senal del gradiente durante el ajuste
fino. Este problema de desvanecimiento se resuelve en la DBN por medio del preentre-
namiento, por ultimo se observa también la salida de la MLP sin preentrenamiento con
arquitectura 6, 6, 6,6 que ha quedado estancada en un minimo local por lo que presenta
un pobre desempeno comparada con su contraparte preentrenada (la DBN).
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Figura 6.6.6: Salida de los modelos utilizando el sistema 1 normalizado

Finalmente en la Figura 6.6.7 se exponen las salidas de las mismas arquitecturas pero
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utilizando datos del sistema sin normalizar, para esto se utilizaron unidades visibles en
las RBMs en el intervalo de [—8, 8], en general se aprecia un comportamiento similar al
visto en el caso normalizado.
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5i : e A : e : : NAR
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Iteraciones

Figura 6.6.7: Salida de los modelos utilizando el sistema 1 sin normalizar

En la Tabla 6.3 se muestra el costo total de prueba para cada una las arquitecturas
probadas. Es notable que el mejor desempeno se encuentra utilizando una DBN en
el intervalo continuo [0, 1] seguida por la DBN binaria en [0, 1], los costos de la SDA
y la DBN continua en [—8, 8] son ligeramente mayores pero mejores al obtenido con
la arquitectura 20, 10, finalmente la MLP sin preentrenamiento y la DBN continua
en [0, 00| tienen los peores comportamientos, esto se explica porque la MLP cae en un
minimo local al no ser sujeta a la optimizacion inicial de una RBM y la DBN no cumple
la condicion necesaria de existencia del denominador integral del proceso de muestreo
por lo que los pesos sindpticos arrojados por el preentrenamiento no son los éptimos.

Tabla 6.3: Desempeno de prueba para distintas arquitecturas durante la identificacion del
sistema 1

| | NAR20,10 | MLP | SDA |

| Costo(x107%) | 7.477 | 16.158 | 6.652 |
| DBN | Binaria[0,1] | Continua [0, 00] | Continua [0,1] | Continua [—8, 8] |
| Costo (x107%) [ 5972 | 31.546 \ 5.915 \ 6.862 |

6.6.2. Sistema no lineal con término lineal

Una vez inspeccionado el comportamiento de una arquitectura profunda en la tarea
de identificacién de sistemas, se cambia el sistema a identificar por uno en la cual la
dindmica de la entrada tenga tanto un componente lineal como un componente no lineal
[41], la ecuacién 6.6.4 describe este nuevo sistema.
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y(k+1) = % +u* (k) + (u(k) + Du(k) (u(k) — 1) (6.6.4)

donde u(k) queda inmersa en una funcién g(u) no lineal que puede ser separada en
dos partes diferenciadas u®(k) y u(k) dotando al sistema no lineal de una componente
lineal, u(k) varia dependiendo de cual conjunto de datos se este generando y estd dada
por la ecuacién 6.6.5 al igual que en el Sistema 1.

u(k) = Asin (7;—’;) + Bsin (g—’g) (6.6.5)

donde los parametros A y B cambian de acuerdo al propdsito que se le esté asignando
a la dindmica del sistema, esta variacion queda descrita por la Tabla 6.4, se nota que
la variacion entre los coeficientes es de magnitud mayor que en el sistema 1 haciendo
del conjunto de prueba y del conjunto de entrenamiento elementos que necesitan mayor
capacidad de generalizacion por parte del modelo para su identificacion.

Tabla 6.4: Coeficientes utilizados para la senal de entrada al sistema 2

’ Coeficiente \ Entrenamiento \ Validacién \ Prueba ‘

A 1 1.2 0.8
B 1 0.8 1.2

El proceso de preentrenamiento para el tipo de unidades visibles encontradas en tareas
de clasificacion (discretas en el rango (0, 1)) requiere un conjunto de valores del sistema
que se encuentren en el intervalo [0, 1] por lo que se normalizaron dentro de este intervalo
las entradas y salidas del sistema, la actualizacién a los nuevos valores se da por la
ecuacion 6.6.3 y la salida del sistema utilizada para entrenamiento es la mostrada en la
Figura 6.6.8.

Utilizando como ejemplo la base de datos MNIST en donde los conjuntos de validacién
y prueba constituyen una quinta parte de los ejemplos de entrenamiento se crea un
conjunto de 2000 ejemplos de entrenamiento y 2 conjuntos de 400 elementos cada uno
para fines de validacién y prueba.
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Figura 6.6.8: Gréficas del comportamiento del sistema 2 utilizado por Narendra, a) Sistema
normalizado, b) Sistema sin normalizar

Algo muy importante es la elecciéon de la arquitectura a utilizar, para ello se implementd
el algoritmo de seleccién aleatoria de hiperparametros. Los rangos de variabilidad para
las distribuciones de probabilidad para cada uno de los hiperparametros se observan en
la Tabla 6.5. Se eligié como algoritmo de preentrenamiento utilizado aquel que dio mejo-
res resultados durante la identificacién del sistema 1, especificamente una arquitectura
DBN utilizando 1 paso de Gibbs con ajuste fino por medio de gradiente descendente y
paro temprano con mejora de umbral del 5 %. Solamente se utilizé una época de preen-
trenamiento y una época de ajuste fino del modelo, considerando unidades visibles de
tipo continuo en el intervalo [0, 1].

Tabla 6.5: Rangos de hiperpatametros para el sistema 2

\ Unidades por capa \ Capas \ Tasa de preentrenamiento \ Tasa de ajuste fino ‘

Minimo 2 1 0.01 0.1
Méximo 11 6 0.1 0.5
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Se graficé la superficie generada por la dindmica del error cuadratico medio de identifi-
cacion del conjunto de prueba sobre espacio de hiperparametros, dicha malla se observa
en la Figura 6.6.9.
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. 5.5 3
Capas 6.0

Figura 6.6.9: Dinamica del error de prueba a lo largo del espacio de hiperparametros del
sistema 2

La DBN ayuda a disminuir el efecto del problema de la dimensionalidad presente en los
modelos con arquitecturas profundas. Se observa que utilizando solamente dos capas de
identificacién se tiene un error minimo de prueba; sin embargo, en la zona media del
la superficie se nota que también al aumentar el nimero de capas y unidades se llega
a un nuevo minimo local de la magnitud del error (profundidad ideal) estudiado. Esta
configuracion queda determinada por una arquitectura de 4 capas con 5 unidades por
cada capa, la cual se referenciarda por medio de la notaciéon 5,5, 5, 5.

Utilizando estd arquitectura se comparan las salidas DBNs variando los intervalos de
accién para las unidades visibles (continuos en [0, 1], [0, 00] y discretos en (0, 1)) con
los resultados obtenidos por medio de una arquitectura SDA, una MLP de iguales
dimensiones pero sin preentrenamiento y una MLP con arquitectura 20, 10[41].

En el caso del preentrenamiento de la arquitectura con autoencoders apilados, se aprecia
en la Figura 6.6.10 que el costo de reconstruccién en la primer capa es el mayor a lo
largo de todo el proceso de preentrenamiento, esto se debe a que es la primer capa la
que tiene como tarea modelar la distribucién de probabilidad de los datos de entrada
que ingresan al modelo profundo como ya se habia explicado en el analisis del sistema
1.
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Figura 6.6.10: Evolucion del costo durante el preentrenamiento utilizando una arquitectura
SDA para el sistema 2

El caso de la etapa de preentrenamiento de la DBN (ver Figura 6.6.11) al igual que con
la SDA se aprecian valores mayores en la capa 1 pero dentro de la region negativa, esto
es debido a la forma de la funcién de costo de las RBMs, mientras que un autoencoder
utiliza para fines de identificacién el error cuadratico medio, una RBM hace uso de la
funcién de costo por medio de entropia cruzada, la cual tedricamente consiste en la
minimizacion de la funcion negativa de verosimiltud del modelo.
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Figura 6.6.11: Evolucion del costo durante el preentrenamiento utilizando una arquitectura
DBN para el sistema 2

En la Figura 6.6.12, se presenta la dindmica de la salida del modelo utilizando RBMs
en el preentrenamiento durante la fase de ajuste fino, es apreciable que la convergencia
al sistema real se da solamente pasadas 15 iteraciones del sistema, posteriormente no
existe disminucion apreciable en el error de identificacion.
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Figura 6.6.12: Etapa supervisada de entrenamiento del sistema utilizando una arquitectura
DBN para el sistema 2

Algo importante es comparar la salida del modelo con la ofrecida por otras arquitecturas
y técnicas de entrenamiento, en la Figura 6.6.13 se observa que ninguno de los modelos
tiene una salida completamente traslapable con la original pero la DBN (arquitectura
5,5,5,5) es la mds parecida, la salida de la MLP con arquitectura 20,10 tiene un
desempeno también sobresaliente a pesar de no ser sujeta a ningun ajuste inicial de
pesos, esto se debe a que la senal del gradiente es de magnitud considerable durante
la etapa de ajuste fino, el problema de desvanecimiento del gradiente se resuelve en la
DBN por medio del preentrenamiento, por 1ltimo se observa también la salida de la
MLP sin preentrenamiento con arquitectura 5,5,5,5 que ha quedado estancada en un
minimo local por lo que presenta un pobre desempeno comparada con su contraparte
preentrenada (la DBN).
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Figura 6.6.13: Salida de los modelos utilizando el sistema 2 normalizado

Finalmente en la Figura 6.6.14 se exponen las salidas de las mismas arquitecturas pero
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utilizando datos del sistema sin normalizar, para esto se utilizaron unidades visibles en
las RBMs en el intervalo de [—6, 6], se aprecia como el modelo de arquitectura pequena
(20,10) es capaz de seguir de mejor manera al sistema en eventos de frecuencia grande
y magnitud pequena, pero en eventos de magnitud grande la DBN funciona mejor.
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Figura 6.6.14: Salida de los modelos utilizando el sistema 2 sin normalizar

En la Tabla 6.6 se muestran los costos totales de prueba para cada una las arquitec-
turas probadas. Es notable que el mejor desempeno se encuentra utilizando una DBN
en el intervalo continuo [0, 1] seguida por la DBN binaria en [0, 1], esto quiere decir
que la mejora conseguida al pasar de unidades binarias a continuas existe, pero no es
notoriamente apreciable al medir la magnitud final de la funcién de costo, los costos
de la SDA y la DBN continua en [—6, 6] son ligeramente mayores pero mejores al ob-
tenido con la arquitectura 20, 10, finalmente la MLP sin preentrenamiento y la DBN
continua en [0, oo| tienen los peores comportamientos, esto se da porque la MLP cae
en un minimo local y sufre el fenémeno conocido como ensombrecimiento, que consis-
te en seguir la senal de entrenamiento pero sin converger en algin conjunto de pesos
sinapticos determinado y la DBN no cumple la condicion necesaria de existencia del
denominador integral del proceso de muestreo por lo que los pesos sinapticos arrojados
por el preentrenamiento no logran evadir la existencia de minimos locales.

Tabla 6.6: Desempeno de prueba para distintas arquitecturas durante la identificacion del
sistema 2

| | NAR20,10 | MLP | SDA |

| Costo(x107%) | 10.363 | 20.184 | 8.627 |
| DBN | Binaria[0, 1] | Continua [0, oc] | Continua [0, 1] | Continua [—6, 6] |
| Costo (x107%) [ 7.026 | 25.738 \ 6.827 \ 8.563 |
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6.6.3. Sistema no lineal de segundo orden

Se ha corroborado un mejor desempeno de las arquitecturas profundas, para investi-
gar mas profundamente acerca de su comportamiento en la tarea de identificacion se
propone un sistema no lineal de segundo orden descrito por la ecuaciéon 6.6.6:

y(k) +y(k—1)
L+y2(k) +y*(k — 1)

y(k+1) = +ud (k) + (u(k) + Du(k) (u(k) — 1) (6.6.6)

donde u(k) representa la entrada al sistema y estd dada por la ecuacién 6.6.7, se aprecia
que la frecuencia de la senal es diferente a la utilizada en los dos sistemas de primer
orden.

u(k) = Asin (g—lg) + Bsin (%) (6.6.7)

En la ecuacién 6.6.7 los parametros A y B cambian de acuerdo al propdsito que se le
esté asignando a la dindmica del sistema, esta variacion queda descrita por la Tabla
6.7.

Tabla 6.7: Coeficientes utilizados para la senal de entrada al sistema 3

’ Coeficiente \ Entrenamiento \ Validacién \ Prueba ‘

A 1 0.9 0.8
B 1 0.8 1.1

El proceso de preentrenamiento para el tipo de unidades visibles encontradas en tareas
de clasificacion (discretas en el rango (0, 1)) requiere un conjunto de valores del sistema
que se encuentren en el intervalo [0, 1] por lo que se normalizé dentro de este intervalo
las entradas y salidas del sistema, la actualizacion a los nuevos valores se da por la
ecuacion 6.6.3 y la salida del sistema utilizada para entrenamiento es la mostrada en la
Figura 6.6.15.
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Figura 6.6.15: Gréficas del comportamiento del sistema 3 a) Sistema normalizado, b) Sistema
sin normalizar

Al igual que en los sistemas anteriores se utilizaron 2000 ejemplos de entrenamiento y
400 ejemplos de validacién y prueba. Los rangos de variabilidad para las distribuciones
de probabilidad utilizadas en el algoritmo de seleccién aleatoria de cada hiperparametro
se dan en la Tabla 6.8. Para fines de prueba de trabajo con una DBN con paso de Gibbs
igual a 1 y condicién de mejora de ajuste fino de 5 %.

Tabla 6.8: Rangos de hiperpatametros para el sistema 3

’ ‘ Unidades por capa ‘ Capas ‘ Tasa de preentrenamiento ‘ Tasa de ajuste fino ‘

Minimo 3 2 0.012 0.1
Maximo 10 6 0.15 0.5

La superficie generada por la eleccion aleatoria se observa en la Figura 6.6.16.
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Error de prueba

Figura 6.6.16: Dinamica del error de prueba a lo largo del espacio de hiperparametros del
sistema 3

Se observa nuevamente que al aumentar el nimero de capas y unidades se llega a un
nuevo minimo local (al igual que en los sistemas de primer orden) que corresponde
a la configuracién optima del modelo. Esta configuracion queda determinada por una
arquitectura de 4 capas con 3 unidades por cada capa, la cual se describird por medio
de la notacién 3, 3, 3, 3.

Utilizando esta arquitectura se comparan las salidas DBNs variando los intervalos de
accién para las unidades visibles (continuos en [0, 1], [0, 00] y discretos en (0, 1)) con
los resultados obtenidos por medio de una arquitectura SDA, una MLP de iguales
dimensiones pero sin preentrenamiento y una MLP con arquitectura 20, 10.

En el caso de las fases de preentrenamiento tanto para la SDA como para la DBN, ésta
etapa se ejecuté por 6 segundos y 11 segundos respectivamente, lo cual es claro dada
la diferencia de complejidad computacional entre los dos algoritmos, se ve en la Figura
6.6.17 que el costo de reconstruccion en la primer capa es el mayor a lo largo de todo
el proceso de preentrenamiento en ambos casos.
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Figura 6.6.17: Evolucién del costo durante el preentrenamiento del sistema 3 a)SDA b)DBN

En la Figura 6.6.18, se expone la dindmica del proceso de entrenamiento de la DBN, se
expone esta al ser la que tiene menor costo de prueba. Cabe senalar que el proceso de
entrenamiento supervisado duro 4 segundos para la arquitectura 3, 3, 3,3 y 10 segundos
para el modelo 20, 10, lo cual sugiere que al tener menos unidades por capa el algoritmo
de optimizacion por gradiente descendente es mas rapido en la arquitectura profunda.
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Figura 6.6.18: Etapa supervisada de entrenamiento del sistema utilizando una arquitectura

DBN para el sistema 3

En la Figura 6.6.19 se observa que la DBN (arquitectura 3,3,3,3) es el modelo con
mejor correlacion al sistema, al igual que en los sistemas anteriores, la MLP con ar-
quitectura 20, 10 tiene un comportamiento similar mientras que la salida de la MLP
sin preentrenamiento con arquitectura 3, 3, 3, 3 se ha quedado estancada en un minimo

local.
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Figura 6.6.19: Salida de los modelos utilizando el sistema 3 normalizado

Finalmente en la Figura 6.6.20 se exponen las salidas de las mismas arquitecturas pero
utilizando datos del sistema sin normalizar, para esto se utilizaron unidades visibles en
las RBMs en el intervalo de [—5, 5], en general se aprecia un comportamiento similar al
visto en el caso normalizado.
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Figura 6.6.20: Salida de los modelos utilizando el sistema 3 sin normalizar

En la Tabla 6.9 se muestran los costos totales de prueba para cada una las arquitecturas
probadas. Es notable que el mejor desempeno se encuentra nuevamente utilizando una
DBN en el intervalo continuo [0, 1] seguida por la DBN binaria en [0, 1], esto quiere
decir que la mejora conseguida al pasar de unidades binarias a continuas existe pero
no es notoriamente apreciables al medir la magnitud final de la funcién de costo, los
costos de la SDA y la DBN continua en [—5, 5] son ligeramente mayores pero mejores al
obtenido con la arquitectura 20, 10, finalmente la MLP sin preentrenamiento y la DBN
continua en [0, oo] tienen los peores desempenos..

Tabla 6.9: Desempeno de prueba para distintas arquitecturas durante la identificacion del
sistema 3

| | NAR20,10 | MLP | SDA |

| Costo(x107%) | 21.738 | 51.945 | 18.243 |
| DBN | Binaria[0, 1] | Continua [0, oc] | Continua [0, 1] | Continua [—5, 5] |
| Costo (x107%) [ 16.123 | 41.950 | 15172 | 18.835 |




Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

7.1.

Conclusiones

Se presentan a las arquitecturas profundas como una alternativa en la solucién
de los problemas de clasificacién de patrones e identificacién de sistemas dinami-
cos, se exponen las dificultades histéricas que han tenido diversos algoritmos de
aprendizaje al ser aplicados sobre un nimero elevado de capas de abstraccion del
conjunto de datos de entrada. Se propone como alternativa someter al modelo
neuronal a una etapa de preentrenamiento con el objetivo de evitar problemas de
sobreajuste y de desvanecimiento de la senal del gradiente de la funciéon de costo
durante la etapa supervisada.

En la presente tesis se estudio la capacidad de ajuste de pesos sinapticos provenien-
te del algoritmo de gradiente descendente aplicado a una arquitectura profunda,
se compard el comportamiento final del modelo obtenido al ser aplicado un pro-
ceso de preentrenamiento, encontrandose un indice de error de prediccién menor
en este ultimo caso, lo que sugiere que el preentrenamiento ha movido al conjunto
inicial de pesos sinapticos a una zona mas favorable del espacio de parametros.

Se identificaron las diferencias existentes entre la solucién del problema de clasifi-
cacion y el problema de identificacion utilizando como bloque constructor maqui-
nas restringidas de Boltzmann. En el caso de clasificacion se encontré que es
suficiente considerar entradas visibles binarias al modelo mientras que esta consi-
deracién arroja predicciones pobres cuando se considera la tarea de identificacién
de sistemas con salidas y entradas continuas, también se observé que el dominio
considerado del espacio de trabajo para las unidades visibles debe ser personali-
zado para cada sistema para lograr un mejor desempeno por parte de la etapa de
preentrenamiento, de esta manera, se deben especificar siempre que se pueda el
rango de valores sobre los que se desempena el sistema a identificar.
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= Abordar los problemas de clasificacién e identificacion utilizando una arquitectura
profunda fue posible encontrandose una mejora mas significativa en el caso de
clasificacién de patrones, en este problema inclusive, se redujo el indice de error
obtenido al compararse con el arrojado por una arquitectura de una o dos capas.
Por otro lado, la implementacion del aprendizaje profundo para identificacién tuvo
reducciones en el error cuadratico medio obtenido para las arquitecturas probadas
encontrandose arquitecturas éptimas para cada uno de los sistemas identificados;
esto sugiere que para cada problema en particular existira una profundidad ideal
para su solucién lo que se traduciria en la disminucion del costo computacional
total de la aplicacién.

= Durante la implementacién de los algoritmos de entrenamiento se utilizé la filo-
sofia de capa egoista utilizandose como bloques constructores de la arquitectura
profunda autoencoders y maquinas restringidas de Boltzmann. Se encontré que
con ambos tipos de bloques constructores el modelo mejora su capacidad de iden-
tificacion respecto al que no ha sido sujeto a preentrenamiento, especificamente,
las maquinas restringidas de Boltzmann con entradas continuas positivas acota-
das demostraron tener el mejor desempeno en algunas de sus variantes mientras
que el comportamiento de los autoencoders es similar al obtenido por medio de
RBMs con unidades visibles en el rango de los nimeros positivos y mejor al de
las RBMs con entradas con dominio no acotado, es decir, entradas variantes en
todo el conjunto de ntimeros reales.

= A pesar del mejor comportamiento de las RBMs sobre los autoencoders, el costo
computacional del preentrenamiento por RBMs fue aproximadamente dos veces
que el requerido por los autoencoders, para fines de identificacién esta diferencia
es de algunos segundos pero para fines de clasificacién de patrones con vectores
de entrada del orden de cientos de elementos, la diferencia en tiempos se llega
a traducir en horas por lo que se debe realizar un analisis costo-beneficio para
cada aplicacion en particular tomando en cuenta los recursos computacionales
disponibles.

= Finalmente, debido a que la etapa de preentrenamiento es utilizada como herra-
mienta para la mejora del algoritmo supervisado, es necesario tener a priori un
conjunto de datos del sistema, esto tiene como consecuencia que una implemen-
tacién del algoritmo de aprendizaje profundo totalmente en linea queda fuera de
los alcances de las técnicas propuestas en el presente trabajo.

7.2. Trabajo Futuro

EL aprendizaje profundo tiene en la actualidad un gran nimero de trabajos en la lite-
ratura pero estos estan orientados de manera casi univoca al problema de clasificacion,
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de esta manera, existe un campo de oportunidad inmenso en el area de la identifica-
cion y control de sistemas dinamicos, algunos de los topicos por investigar se enlistan
a continuacion:

= En el presente escrito, se ha utilizado solamente una topologia de identificacion
de sistemas, se deben abordar otras estrategias para comparar su desempeno con
el expuesto aqui.

= Como se ha dicho, la relacién de orden entre el preentrenamiento y el ajuste fino
del modelo no permiten una implementacion en linea por lo que se debe trabajar
en el desarrollo tedrico de un algoritmo iterativo que desarrolle ambas etapas
simultaneamente, es decir, por cada muestra del estado del sistema se avance en
el ajuste de ambas fases.

= Solamente se ha considerado de unidades visibles de tipo continuo, se debe gene-
ralizar este concepto a las unidades ocultas lo que implica el calculo tedrico de
una nueva funcion de energia para las RBMs, se necesita ademaés estudiar las con-
diciones de convergencia del algoritmo de muestreo cuando se consideran entradas
continuas cuyo dominio es desconocido.

= Implementar algoritmos distintos al gradiente descendente estocéastico durante la
etapa de ajuste fino para verificar las consecuencias del preentrenamiento para
cada uno de ellos.

= Aplicar técnicas de aprendizaje profundo para la generacion de senales de control
de sistemas en tareas como seguimiento de trayectorias, control de velocidad y
seguimiento de senales de referencia.

» En [21] se sugiere que una red neuronal recurrente puede verse como una red pro-
funda “enrrollada” en el tiempo, se sugiere estudiar las consecuencias de la imple-
mentacién de etapas de preentrenamiento como ajuste inicial de los pardametros
de estas redes.

= Por 1ltimo es necesario implementar otras técnicas de eleccién de hiperpatfametros
como las sugeridas en [10].
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