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Capitulo 1

Introduccion

Las redes neuronales y la légica difusa son estimadores universales, pueden aproximar cualquier
funcién no lineal a cualquier precisién que se pida con la condicién de que estén disponibles sufi-
cientes neuronas ocultas o reglas difusas. Resultados recientes muestran que el procedimiento de
fusién de dos tecnologias diferentes parece ser muy efectivo para una amplia categoria de sistemas

complejos no lineales, cuando no tenemos la informacién completa de la planta[1][4][13].

Los algoritmos de aprendizaje de gradiente descendiente y el de propagacién hacia atras (BP
por sus siglas en inglés, Back Propagation) se usan siempre para ajustar los pardmetros de las
funciones de membresia (conjuntos difusos) y los pesos de desdifusificacién (redes neuronales). La
baja velocidad de aprendizaje y el minimo local son desventajas de estos algoritmos de aprendizaje
[14]. Algunas modificaciones fueron derivadas [3] sugiriendo un aprendizaje robusto BP para resistir
el efecto del ruido y evitar la tendencia al error durante la aproximacién. [23] usé funciones de
membresia B-spline para minimizar la funcién de objeto robusta, la velocidad de convergencia se
mejoré también. Se aplicaron redes neuronales RBF (por sus siglas en ingles, Radial Base Function)

en [20] para determinar la estructura y los pardmetros de sistemas difuso neuronales.

Para los ingenieros es muy importante asegurar la estabilidad en la teorfa antes de aplicar
técnicas de modelado difuso neuronal al sistema real. Es bien sabido que algoritmos normales de
identificacién (por ejemplo gradiente descendiente y minimos cuadrados) son estables para condi-
ciones ideales. En la presencia de dindmicas no modeladas estos procedimientos adaptivos pueden

desestabilizarse facilmente. La falta de robustez de la identificacién de pardmetros fue demostra-
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da en [5] y se volvié un asunto de interés en 1980, afio en el cual se sugirieron algunas técnicas
de modificacién robusta para identificacién adaptable [8]. La actualizacién de los pesos del mod-
elo neuro-difuso es un tipo de identificacién de pardmetros. El aprendizaje normal de gradiente
descendiente y el algoritmo BP son estables, si el modelo difuso neuronal puede seguir a la plan-
ta exactamente. Generalmente debemos hacer algunas modificaciones a estos algoritmos para que
el proceso de aprendizaje sea estable. El operador proyeccién es muy efectivo para asegurar los
pardmetros acotados por el modelado difuso [22]. Técnicas de proyeccién también usadas por mu-
chos sistemas difuso neuronales [11]. Otro método generalizado es usar técnicas de modificacién
robusta [8] en modelado difuso neuronal. Por ejemplo, [24] modificacién-o, para prevenir la tenden-

cia de los pardmetros.

El modelado difuso neuronal es en el sentido de aproximaciéon de caja negra. Todas las incer-
tidumbres pueden ser estimadas como parte de la caja negra, esto es, las dindmicas no modeladas
pueden ser consideradas dentro del modelo, no como incertidumbres estructuradas. Por lo tanto
las técnicas comunes de robustificacién no son necesarias. En [21], los autores sugirieron veloci-
dades de aprendizaje éptimos y estables sin modificacién robusta. La velocidad éptima fue dificil
de encontrar, para lo cudl el algoritmo de bisqueda genética fue usado. Usando teoria de pasividad,
aprobamos satisfactoriamente que el algoritmo de gradiente descendiente sin modificacién robusta
es estable y robusto a cualquier incertidumbre acotada para redes neuronales de tiempo continuo

[25] e identificacién neuronal de tiempo continuo [26].

Aqui se aplica el acercamiento de estabilidad entrada-a-estado (ISS por sus siglas en inglés), para
obtener nuevas leyes de aprendizaje para modelado neuronal tipo Mamdani y Takagi-Sugeno-Kang.
El acercamiento ISS para sistemas difuso neuronales atin no ha sido aplicado en la literatura. Com-
parado con [21], también usamos velocidades de aprendizaje de tiempo variable, pero esta velocidad
de aprendizaje puede ser calculada directamente de los datos de entrada-salida. El algoritmo de
aprendizaje es mds simple que [21]. Aqui se discuten dos casos: las funciones de membresia de la
parte consecuencia (la parte ENTONCES) son desconocidas donde se usa el aprendizaje gradiente
descendiente, y las funciones de membresia de la parte premisa (la parte SI) son desconocidas donde

se usa el algoritmo BP.
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1.1. Objetivo y motivacién de la tesis

El objetivo de ésta tesis es el de encontrar un método que elimine la necesidad de usar métodos
robustos al la ley de gradiente descendiente y el algoritmo Back Propagation usando un acercamiento

de estabilidad entrada-a-estado.

1.2. Organizacién de la tesis

En el primer capitulo se muestra una pequena introduccién de lo que son las redes neuronales
y las redes difusas, asi como de lo que es la estabilidad entrada-a-estado, en el segundo capitulo
se muestra una explicaciéon més detallada de lo que son y cémo funcionan las redes neuronales, se
muestran algunos tipos de redes neuronales y sus ventajas y desventajas, en el tercer capitulo se
muestra a detalle cémo funcionan las redes difusas, sus distintas partes y la implantacién con las
redes neuronales para en éste caso tener las redes difuso neuronales, en el cuarto capitulo se muestra
el método propuesto de red difuso neuronal al conocerse la funcién de membresia y finalmente se

muestra el método propuesto al no conocerse la funcién de membresia en el capitulo 5.

1.3. Publicaciones

Parte de esta tesis se presenté como el articulo titulado "Modelado de sistemas no lineales via
redes difuso neuronales con algoritmo de aprendizaje estable"en el X Congreso Latinoamericano de

Control Automdtico celebrado en Guadalajara, Jal. del 3 al 6 de diciembre de 2002.

1.4. Estabilidad entrada-a-estado

La estabilidad entrada-a-estado (ISS por sus siglas en ingles, Input-to-State Stability) es otro
acercamiento elegante para analizar la estabilidad ademéas del método de Lyapunov. Puede llevar a
conclusiones generales en estabilidad usando caracteristicas de la entrada y del estado. Considere

el siguiente sistema en tiempo discreto no lineal

z(k+1) = flz (k) (11)

Y(k) = h|
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donde u (k) € R™ es el vector de entrada, x (k) € R" es el vector de estado, y Y (k) € R™ es
el vector de salida. f y h son funciones generales suaves no lineales f,h € C*. Recordemos las

siguientes definiciones.

Definicién 1.1 Un sistema (1.1) se dice que tiene estabilidad global entrada-a-salida si existe
una funcion-IC, () (continua y estricta creciente v(0) = 0) y una funcion-KCL B (-) (funcion-K y
lim B (s;) = 0), tal que, para cada u € Lo, i.e., sup {||u(k)||} < oo, y cada estado inicial z° € R™,
S —00

esto mantiene que

= (k. 2% w (R) ]| < B (||"]

k) 4 (e (B (1.2)

Definicién 1.2 Una funcién suave V : R" — R > 0 es llamada una funcién suave ISS-Lyapunov
para el sistema (1.1) si:

(a) existe una funcion-Koo (funcion-KC y Sillnoo a;j(sk) =00) ar1(+) y aa(-) tal que
a1(s) <V (s) <as(s), VseR" (1.3)
(b) eziste una funcion-Keo a3(-) y una funcion-kC aq(-) tal que
Virr — Vi < —as(||z (K)]|) + ca(fJw (K)|]), para todo x (k) € R",u (k) € R™ (1.4)
Teorema 1.1 Para un sistema de tiempo discreto no lineal, los siguientes son equivalentes [9]

» Es entrada-a-estado estable (1SS).
= Es robustamente estable.

» Admite una funcion suave ISS-Lyapunov.

Propiedad. Si un sistema no lineal es ISS, el comportamiento del sistema se mantiene acotado
cuando sus entradas son acotadas.

De (1.1) tenemos

Y(k)=hlz (k)] :=Fz k)], YE+1)=nh[flzk),ukE)]:=Flzk),uk)
)i=Fyz(k),u(k),ulk+1),...,ulk+n—2)
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Denotando
Y(k)=[Y (k),Y (k+1),...Y (k+n—1)]"

T (1.6)

Uk)=[u(k),u(k+1),...,u(k+n—2)]
entonces Y (k) = Flz (k),U(k)], F = [F1---F,]". Si —; es no singular en x = 0, U = 0, (1.5)
puede ser expresado como z(k + 1) = r(k +1),U(k+1)] . Esto nos lleva al modelo NARMA

multivariable [2]

Y(k)=hlz(k)]=V[y(k—-1),y(k—2),..,u(k—1),u(k—2),..] (L.7)

donde
Xk =Yk-1),Y k-2, uk—d),u(k—d—1),..]" (1.8)

U () es una ecuacion diferencial no lineal representando las dindmicas de la planta , u (k) y y (k) son
entradas y salidas escalares medibles, d es el retraso de tiempo. Uno puede ver que de la Definition

1,2 y el Theorem 1 no depende de la expresién exacta del sistema no lineal. Aplicaremos ISS al
modelo NARMA (1.7).
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Capitulo 2
Redes neuronales

Las redes neuronales constituyen una poderosa herramienta para modelar sistemas, especial-
mente no lineales, sean dindmicos o estdticos.

El cerebro humano es un sistema muy complejo formado por muchas células llamadas neuronas;
se estima que existen entre 1010 y 10! células en el cerebro. Las redes neuronales artificiales emulan
la arquitectura y capacidades de sistemas neuronales biolégicos.

Un esquema simplificado de una neurona se muestra en la figura 2.1.

En el cuerpo celular se realizan la mayorfa de las funciones légicas de la neurona. El axén es el
canal de salida final de la neurona. Las dentritas reciben las senales de entrada de los axones de
otras neuronas y se conectan al cuerpo celular por medio de las sinapsis.

En la figura 2.2 se observa la estructura de una neurona artificial con multiples entradas.

En esta estructura, se tiene

u= Zwixi (2.1)

donde:
w; son los pesos de la neurona (sinapsis)
x; son las entradas a la neurona

n es el nimero de entradas a la neurona

y=[f(w=Ff (Z wiT; — 0) (2.2)



Redes neuronales
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Figura 2.1: Esquema simplificado de una neurona

Figura 2.2: Estructura de una neurona artificial con multiples entradas
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donde:

y es la salida de la neurona (axén)

f esla funcién de activacion, correspondiente, en general, a una funcién no lineal (cuerpo celular)

0 es el sesgo

En general se utilizan las siguientes funciones de activacién mostradas en la figura 2.3:

Las redes neuronales son estructuras de procesamiento formadas por una gran cantidad de
neuronas, que operan en paralelo.

Ademads, los distintos tipos de redes neuronales se generan a partir de la interconexion de
neuronas.

Las principales redes neuronales que se utilizan para modelado no lineal son:

- Redes perceptrén multicapa

- Redes recurrentes

- Redes de funciones de base radiales (RBFN)

2.1. Ventajas de las redes neuronales

Las redes neuronales deben su capacidad de procesamiento de informacién a su estructura
distribuida y paralela, a su capacidad de aprendizaje y por tanto de generalizacién.

Tareas

- Reconocimiento de patrones

- Memorias asociativas

- Aproximacién funcional

- Etc.

Propiedades

- No linealidad. Las neuronas son elementos de proceso generalmente no lineales. La interconex-
i6n de estos elementos genera estructuras de transformacién de datos donde este cardcter no lineal
queda distribuido a lo largo y ancho de la red.

- Modelado de relaciones de entrada/salida.

- Adaptabilidad. Las redes neuronales son por definicién estructuras adaptables capaces de

ajustar sus pesos y por tanto su funcién de transferencia a cambios en su entorno.
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- Tolerancia ante fallos. Una red neuronal tiene la capacidad de seguir respondiendo de forma no
catastroéfica cuando parte de su estructura estd danada. Esto es debido al tratamiento distribuido

de la informacién y a la redundancia implicita en su estructura.

2.2. Tipos de redes neuronales

2.2.1. Perceptron multicapa

El perceptrén multicapa es una estructura jerdrquica que consiste en varias capas de neuronas
totalmente interconectadas, que admiten como entradas las salidas de los elementos de proceso
(neuronas) de la capa anterior.

En las redes perceptrén multicapa se distinguen tres tipos de capas:

= Capa de entrada. Esta formada por n unidades (siendo n el nimero de entradas externas)

que se limitan a distribuir las sefiales de entrada a la capa siguiente.

= Capas ocultas. Estdan formadas por neuronas que no tienen contacto fisico con el exterior. El

nimero de capas ocultas es variable, pudiendo incluso ser nulo.

= Capa de salida. Estd formado por m neuronas (siendo m el nimero de salidas externas) cuyas

salidas constituyen el vector de salidas externas del perceptrén multicapa.

Los modelos dindmicos neuronales estdn dados por:

donde N es la red neuronal que puede ser un perceptrén multicapa, como se muestra en la
figura 2.4.
Aplicaciones

- Aproximacién de funciones
- Reconocimiento de patrones
- Filtrado de senales

- Eliminacién de ruido

- Segmentacién de imdgenes y senales



12 Redes neuronales

X, capa 3

capa 1

capa 2

Figura 2.4: Perceptrén multicapa

- Control adaptable

- Compresién de datos

- Etc.

Ventajas

- Capacidad de representacion funcional universal. Gran rapidez de procesamiento. Genera bue-
nas representaciones internas de las caracteristicas de los datos de entrada. Ampliamente estudiada.
Es la red neuronal més aplicada en la practica

Desventajas

- Tiempo de aprendizaje elevado para estructuras complejas

2.2.2. Redes recurrentes

Estos modelos son capaces de representar sistemas realimentados dindmicos no lineales (Naren-
dra, 1990).
Ademss, se debe mencionar que existen diversos modelos neuronales que son combinaciones de

las redes perceptréon multicapa y redes recurrentes.
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X, (t1)

X,(t+1)

X,(t) i
X(tH)

Figura 2.5: Red neuronal tipo recurrente

2.2.3. Redes de funciones de base radiales

Las redes de funciones de base radiales (RBFN Radial Basis Function Networks) consisten en
dos capas (Jang, 1993). Los modelos dindmicos basados en las redes RBFN estén dados por (2.3):

donde N es una red neuronal como se muestra en la figura 2.6 con n = ny + nu.

La capa oculta esta compuesta por n unidades radiales totalmente conectadas al vector de

entrada. Las funciones de transferencia de la capa oculta son similares a una funcién de densidad

o 2
. &%) (24)

Gaussiana, es decir:

donde (2.3):
es el vector de entradas de la red
r; son los centros de las unidades radiales

o; representan los anchos.
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Figura 2.6: Red neuronal tipo de funciones de base radiales

La salida de la red estd dada por:

y(t) =Y via; (2.5)

donde v; son los pesos de las unidades radiales.
Aplicaciones

- Aproximacién de funciones

- Reconocimiento de patrones

Ventajas

Capacidad de representacién funcional universal. La estructura de esta red tiene interpretacién
directa, lo que permite realizar una buena inicializacién de los pesos de la red, y extraer conocimiento

de las estructuras ajustadas. La buena inicializacién de los pesos acelera el proceso de aprendizaje.
Desventajas

El procesamiento realizado es algo mas complejo que en el caso del perceptréon multicapa.
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2.2.4. Otros tipos de redes neuronales

Adaline. Estas neuronas tienen capacidad de aprendizaje debido a que sus pesos son cambia-
dos adaptivamente de acuerdo a un algoritmo adaptable. Sus aplicaciones principales son: filtrado
adaptable de senales y reconocimiento de patrones. Son facilmente implantables en hardware debido
a su sencillez y homogeneidad, sin embargo s6lo son capaces de resolver problemas de clasificacién
linealmente separables y llevar a cabo transformaciones lineales.

Mapas autoorganizativos de Kohonen. En este caso, las neuronas estdn ordenadas topoldgi-
camente. Frente a la presentacién de un patrén n-dimensional de entrada, compiten lateralmente
hasta que sélo una de ellas queda activa. El objetivo es que patrones de entrada con caracteristicas
parecidas queden asociados a neuronas topoldgicamente cercanas. Sus principales aplicaciones son:

agrupacién y representacién de datos, compresiéon de datos y optimizacion.

2.3. Aprendizaje de redes neuronales

Se entiende por aprendizaje el cdlculo de pesos y sesgos de manera que la red se comporte
de una manera deseada. De acuerdo al tipo de aprendizaje, las redes se pueden subdividir en dos

grandes grupos:

= Redes con aprendizaje supervisado. Estas redes se entrenan presentando para cada combi-
nacién de entradas, las salidas que se espera ellas produzcan. Los algoritmos de aprendizaje
calculan pesos y sesgos nuevos a manera de minimizar el error entre la salida deseada y la

obtenida realmente.

= Redes no supervisadas. Los algoritmos de aprendizaje calculan nuevos pesos libremente. Estas
redes se utilizan como clasificadores pues se caracterizan por asociar una combinacién de

entradas especifica con una sola salida.

2.3.1. Algoritmo de aprendizaje back propagation

El algoritmo de aprendizaje back propagation (BP) se utiliza para ajustar los pesos y sesgos de

una red con el fin de minimizar la suma del cuadrado de los errores de la red (ver figura 2.7).
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Figura 2.7: Ilustracién de las direciones de dos senales de flujo en un perceptrén multicapa.

El algoritmo BP es un método iterativo de optimizaciéon de descenso segin el gradiente, cuyos
detalles se presentan a continuacion.

Para una neurona j en una capa oculta o en la salida, la senal de salida es:

05 = f (wl-joi — bj) (26)
donde f es la funcién de activacién de la neurona
wj; son los pesos de las conexiones entre la neurona considerada, j, y la neurona %, perteneciente
a la capa precedente.
0; es la salida de la neurona 7 de la capa precedente
b; es el sesgo de la neurona j
En este caso, se considera funciones de activacién sigmoide logaritmicas.

Ademss, se define:

net = Zwijoi - bj (27)

La salida de la neurona j, entonces, estd dada por:

1
oj = f (netj) = Treeh (2.8)
Para el aprendizaje, el valor —bj se considera como un peso correspondiente a la conexién de la

neurona j con una supuesta neurona de la capa precedente cuya salida es constante e igual a uno.
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El algoritmo de BP permite ajustar los pesos de la red neuronal con el fin de minimizar el error
cuadrético sobre un conjunto de entradas y salidas asociadas (patrones) que la red debe ser capaz
de aprender para luego realizar generalizaciones a partir de ellas.

Ademas, se define como superficie de error a la funcién multivariable generada por la expresion
del error de ajuste en términos de los pesos y sesgos de las neuronas de la red.

El algoritmo BP permite determinar los valores de los pesos para los cuales la funcién de error
es minima. Esto no siempre se logra, convergiendo muchas veces el algoritmo a minimos locales, no
al minimo global buscado, o simplemente no convergiendo.

Se considera una red con M neuronas en la capa de salida y suponiendo que se dispone de un

conjunto de aprendizaje con P patrones, uno de los cuales, denominado p, tiene salidas dadas por:

tp = [tpl,tpz, ...,tpM] (2.9)

el error cuadrético tiene, para ese patrén, la siguiente expresién

1 2
Ep=3 Z (i — 0pi) (2.10)
que corresponde al error tomado para derivar la regla de optimizacion.
Los valores t,; representan las salidas deseadas ante las entradas correspondientes al patrén
p. Cuando dicho patrén es presentado a la red, los pesos se modifican segiin una regla iterativa
derivada del método de optimizacién segun el gradiente, con lo cual el peso w;; segiin la ecuacién

€s:

Wi (h) = Wy (h — 1) + Awij (h) (2.11)

donde h corresponde al contador dentro de una iteracién.

El valor de Aw;; (h) se calcula como:

Auwiz () =1 ( aEZ’) =n< fﬂa”—t) (2.12)

awij B 8netj awij

donde 7 es la tasa de aprendizaje (constante de proporcionalidad) (0 <7 < 1)
En general, los pesos se inicializan entre cero y uno aleatoriamente.

Se define el pardmetro J; como:
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o ok, 78Ep 0oj
05 = Onet; N doj; Onet; (2.13)

En las expresion siguientes, el subindice p se ha omitido por simplicidad.

Para calcular las derivadas es necesario tener en cuenta que la funcién de activaciéon escogida

es una sigmoide logarftmica, cuya derivada es:

dfd;w) _ d% <1 +1€x> —- +1€x <1 - +1€x> = f(z) (11 = f (x)) (2.14)

Para una neurona j en la capa de salida se tiene entonces,

0j = (tj — 05) 0 (1 — 05) (2.15)

Para una neurona en la capa oculta o en la capa de entrada, se tiene:

8j =05 (1—05) > (Skwjr) (2.16)
donde el contador k cubre las neuronas de la capa posterior a la j.
Entonces, la correccién de los pesos se comienza por la capa de salida y se propaga hacia atréds
hasta llegar a la capa de entrada.

Con esto, el término (2.12) se puede expresar como:

Awij = 775]'01‘ (2.17)

Ahora bien, normalmente no se emplea sélo esta expresién sino que se agrega un término
denominado momentum, que corresponde al cambio anterior en el peso ponderado por el coeficiente

de momentum. Entonces, se tiene:

Aw;; = nd;0; + aAw;; (h—1) (2.18)

donde « es el coeficiente de momento. Este término permite suavizar la convergencia del método
y ayuda a que la convergencia de los pesos no se vea demasiado afectada por irregularidades en la
superficie de error.

Considerando los P patrones de que se dispone y con los cuales se realizard el aprendizaje, la

expresion para el error total, o error de ajuste, es la siguiente:
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E=)E, =) <% > (i — opi)2> (2.19)

En general, el aprendizaje se considera acabado cuando el valor de E es menor o igual que un

limite preestablecido.

En resumen, la actualizacién de pesos secuencial es el método preferido para la implantacién

en-linea. Para este modo de operar, el algoritmo a seguir es:

1. Inicializacion. Asumiendo que no se dispone de ninguna informacién a priori se escogen los
pesos sindpticos y los limites de una distribucién uniforme la cual su media es cero y la
varianza se escoge de tal forma que la desviacién estandar de los campos locales inducidos de
las neuronas esté en la transicién entre la parte lineal y la parte saturada de la funcién de

activacion sigmoide.

2. Presentacion de los ejemplos de aprendizaje. Presentar la red con una época de los ejemplos
de aprendizaje. Para cada ejemplo en el conjunto, ordenado de alguna manera, desarrollar la

secuencia de computacién hacia delante y hacia atras descritos en los puntos 3 y 4.

3. Cémputo hacia delante. Denotemos una muestra de aprendizaje en la época como (z (k) , d (k)),
con el vector de entrada x (k) aplicado a la capa de entrada de nodos sensores y el vector de
respuesta deseado d (k) presentado a la capa de salida de nodos computacionales. Computar

los campos locales inducidos y las sefiales de funciones de la red procediendo hacia delante

en la red, capa por capa. El campo local inducido v](»l) (k) para la neurona j en la capa [ es

o) (k) = 3wl )y (k)
=0

donde yi(lfl) (k) es la senal de salida de la neurona ¢ en la capa anterior [ — 1 en la iteracién

ky wj(-? (k) es el peso sindptico de la neurona j en la capa [ que es alimentada de la neurona

i en la capa | — 1. Para ¢ = 0 tenemos y(()lfl) (k) =41y w](-g (k) = bg»l) (k) es aplicado a la
neurona j en la capa [. Asumiendo el uso de una funcién sigmoide, la senal de salida de la

neurona j en la capa [ es
l
) = o, (v; (k)
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Si la neurona j se encuentra en la primer capa oculta, usar

donde z; (k) es el j—ésimo elemnto del vector de entrada x (k). Si la neurona j estd en la

capa de salida, usar

Computar la senial de error
ej (k) = dj (k) — o5 (k)

donde d; (k) es el j-ésimo elemento del vector de respuesta deseado d (k).

Computo hacia atrgs. Computar los ds (gradientes locales) de la red definidos como

eg-L) (k) ¥ v](-L) (k)) para la neurona j en la capa de salida L

6O (k) =
i ) @’ (vJ(-L) (k)) >, iR (k) ngﬂ) (k) para la neurona j en la capa oculta [

donde el apostrofe en <p; denota diferenciacién con respecto al argumento. Ajustar los pesos

sindpticos de la red en la capa [ de acuerdo a la regla delta generalizada:

wj(-li) (k+1) = wj(? (k) + a [wj(li) (k — 1)] n néy) (k)50 ()

donde 7 es el pardmetro de la velocidad de aprendizaje y a es la constante momentum.

Tteracion. Tterar los computos hacia delante y hacia atrds de los puntos 3 y 4 presentando

nuevas épocas de ejemplos de aprendizaje a la red hasta que se consiga el criterio de paro.
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Sistema difuso neuronales

3.1. Fundamentos de l6gica difusa

La légica difusa asocia incertidumbre a la estructura de un conjunto de datos (Zadeh, 1965).
Los elementos de un conjunto difuso son pares ordenados que indican el valor del elemento y su
grado de pertenencia.

Para un conjunto difuso A = {(z,pu4 (z)) /x € X}, se tiene que el elemento = pertenece al
conjunto A con un grado de pertenencia 4 (), que puede variar entre 0 y 1. Por lo tanto, una
variable puede ser caracterizada por diferentes valores lingiifsticos, cada uno de los cuales representa
un conjunto difuso.

Operaciones bésicas de l6gica difusa

Dados dos conjuntos difusos A y B en el mismo universo X, con funciones de pertenencia 4 y
1t p respectivamente, se pueden definir las siguientes operaciones bésicas:

Unién. La funcién de pertenencia de la unién de A y B se define como:

praup = méx{(pa (z), pp (7))} (3.1)

Interseccion. La funcién de pertenencia de la interseccion de A y B es:

tanp = min{(uy (), pp ()} (3.2)

Complemento. La funcién de pertenencia del complemento de A se define como:
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pa—x=1—py(z) (3.3)
Producto cartesiano. Dados los conjuntos difusos Ay, ..., A, con universos X1, ..., X,, respectiva-

mente, se define el producto cartesiano como un conjunto difuso en X; X ... X X,, con la siguiente

funcién de pertenencia:

Payx..xA, (T1,...,Zn) = min {MAl (1) s pha, (mn)} (3.4)

segtin Mamdani (1974) y

BAys. x Ay (T1 0 Tn) = pra, (w1) - o - pra, (70) (3.5)

segtin Larsen (1980).

3.2. Variables lingiiisticas y reglas difusas SI-ENTONCES

3.2.1. De variables numéricas a variables lingiiisticas

En nuestra vida diaria las palabras se usan a menudo para describir variables, por ejemplo: ”Hoy
hace calor” o el equivalente ” La temperatura del dia de hoy es alta”, usamos la palabra ”alta” para
describir la variable ”La temperatura de hoy”, esto es, la variable ”La temperatura de hoy” toma
la palabra ”alta” como su valor. Claramente, la variable ”La temperatura de hoy” también puede
tomar los mimeros 25°C, 19°C, etc. como su valor. Cuando una variable toma un ntimero como su
valor tenemos un marco matemédtico de trabajo bien establecido para formularlo, pero cuando una
variable toma una palabra como su valor no tenemos un marco de trabajo formal para formularlo
en teorfa de matemdtica cldsica. Para proveer dicho marco de trabajo se introdujo el concepto
de variable lingiifstica, hablando normalmente, si una variable puede tomar palabras en lenguaje
natural como su valor se le llama variable lingiistica. Ahora la pregunta es ;Como formular las
palabras en un lenguaje matematico? Aqui usamos conjuntos difusos para caracterizar las palabras,

asf tenemos la siguiente definicion.

Definicién 3.1 Si una variable puede tomar palabras en lenguaje natural como su valor, a esa

variable se le llama variable lingtiistica, donde las palabras son caracterizadas por conjuntos difusos
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u A
Bajo Medio Alto

0.66

0.33

-
40 45 55 70 Velocidad (km/h)

Figura 3.1: Velocidad de un automévil como una variable lingiifstica

definidos en el universo en el cual la variable es definida.

Ejemplo 3.1 La velocidad de un automdvil es una variable x que toma valores en el intervalo
[0, Vinax] donde Vipsx es la velocidad mdazimo del automdvil. Ahora definimos tres conjuntos difusos
"Bajo”, "Medio” y "Alto” en , [0, Vinix| como se muestra en la figura 3.1. Si vemos a x como
una variable lingiitstica entonces puede tomar a ”"Bajo”, "Medio” y 7Alto” como sus valores. Esto
es, podemos decir “x es bajo”, "x es medio” o “x es alto”. Por supuesto x también puede tomar

numeros en el intervalo [0, Vinax] como su valor, por ejemplo, x = 50km/hr, x = 35km/hr, etc.

La definicién anterior es una definicién simple e intuitiva para variables lingiiisticas. En la

literatura de teoria difusa se usa una definicién més formal de variable lingiiistica, esta es,
Definicién 3.2 Una variable lingiiistica es caracterizada por (X,T,U, M), donde:

» X es el nombre de la variable lingiiistica; en el ejemplo anterior, X es la velocidad del au-

tomaovil.

n T es el conjunto de valores lingiiisticos; en el ejemplo anterior, T = {Bajo, Medio, Alto}.
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n U es el dominio fisico actual en el cual la variable lingtiistica X toma sus valores cuantitativos;

en el ejemplo anterior, U = [0, Vinax]

s M es la regla semdntica que relaciona cada valor lingtiistico en T con un conjunto difuso
en U; en el ejemplo anterior, M relaciona ”Bajo”, "Medio” y ”Alto” con las funciones de

membresia mostradas en la figura anterior.

Comparando las dos definiciones anteriores, nos damos cuenta de que son esencialmente equiva-
lentes. La primera es mds intuitiva y la segunda méds formal. De estas definiciones podemos ver que
las variables lingiiisticas son extensiones de variables numéricas en el sentido de que se les permite

tomar conjuntos difusos como sus valores.

3.2.2. Hedges lingiiisticos

Con el concepto de variable lingiiistica podemos tomar palabras como valores (lingiifsticos) de
variables. En nuestra vida diaria a veces usamos més de una palabra para describir una variable.
Por ejemplo, si vemos la velocidad de un automévil como una variable lingiifstica puede ser "no
lento”, ”un poco rédpido”, "muy rdapido”, etc. En general, el valor de una variable lingiifstica es un
término compuesto, * = 1, x9, ..., Ty que es una concatenacién de términos atémicos x1, 3, ..., n.

Estos términos atémicos pueden clasificarse en tres grupos.

» Términos primarios, los cuales son etiquetas de conjuntos difusos; como serian ”Bajo”, ” Medio”
y 7 Alto”.

= Complemento "no” y conexiones ”’y” y 70”.

99

= Hedges tales como "muy”, ”"apenas” "mas o menos”, etc.

Aunque en su uso diario la palabra hedge no tiene un significado definido en esencia actia como
un intensificador. Asi damos la siguiente definicién para los dos hedges mas comunes, muy y mds

0 Menos.

Definicién 3.3 Sea A un conjunto difuso en U, entonces muy A es definido como un conjunto

difuso en U con la funcidn de membresia

Hmuy A (IE) = [MA (:‘C)]Q (36)
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y mds o menos A es un conjunto difuso en U con la funcion de membresia

Hmas o menos A (IE) = [MA (IE)]I/2 (37)

3.2.3. Reglas difusas SI-FENTONCES

Una regla difusa SI-ENTONCES es una expresiéon condicional expresada como:

SI (proposicion difusa) ENTONCES (proposicion difusa) (3.8)

De ahi que para entender que es una regla difusa primero debemos saber que es una proposicién

difusa.

3.2.4. Proposiciones difusas

Hay dos tipos de proposiciones difusas, proposiciones difusas atémicas y proposiciones difusas

compuestas. Una proposiciones difusa atémica es un expresion singular

xes A (3.9)

donde z es una variable lingiiistica y A es un valor lingiiistico de = (estos es, A es un conjunto
difuso definido en el dominio fisico de x). Una proposicién difusa compuesta es una composicién
de proposiciones difusas atémicas usando los conectivos 7y”, 70” y "no” los cuales representan
interseccion difusa, unién difusa y complemento difuso respectivamente.

Noétese que en una proposicién difusa compuesta las proposiciones difusas atémicas son indepen-
dientes, esto es, cada proposicién difusa atémica puede usar una variable x distinta. Actualmente,
las variables lingiifsticas en una proposicién difusa compuesta son en general distintas.

Las proposiciones difusas compuestas deberian ser entendidas como relaciones difusas.

Definicién 3.4 Una relacion difusa es un conjunto difuso definido en el producto cartesiano de

conjuntos normales Uy,Us, ..., Uy,. Con el esquema representativo

A={(z,pa(2)) |z €U}
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una relacion difusa @ en Uy x Uy X ... x U, es definida como el conjunto difuso
Q= {((ul,uQ, cey Up) s 1o (Ul,UQ,...,'LLn)) | (w1, u2y...;upn) € Up X Uz X ... X Un}
donde pgy : Uy X Uz X ... X Up, — [0, 1].
,Cémo determinar las funciones de membresia de estas relaciones difusas?

22,,77

» Para conectivos ”y” use intersecciones difusas. Especificamente, sean x y y variables lingiifs-
ticas en los dominios fisicos U y V, A y B conjuntos difusos en U y V respectivamente,

entonces la proposicién difusa compuesta

resAyyesB (3.10)

es interpretado como la relacién difusa AN B en U x V con funcién de membresia

tang (T,y) =t[na (x), pp (Y)] (3.11)

donde ¢ : [0,1] x [0,1] — [0, 1] es cualquier norma — t.

= Para conectivos 70” use uniones difusas. Especificamente la proposicién compuesta

resAoyesDB (3.12)

es interpretada como la relacién difusa AU B en U x V con funcién de membresia
taup (2.y) = s[pa (@), pp (y)] (3.13)

donde s: [0,1] x [0,1] — [0, 1] es cualquier norma — s.

= Para conectivos "no” use complementos difusos. Estos es, reemplace no A por A, el cual es

definido de acuerdo al operador complemento.
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a8 s
T T @
T F| F
R X X
F F| T

Figura 3.2: Tabla de verdad

3.2.5. Interpretaciéon de las reglas difusas SI-ENTONCES

Como las proposiciones difusas son interpretadas como relaciones difusas la pregunta clave es
., Cémo interpretar la operaciéon SI-ENTONCES? En cédlculo proposicional cldsico, Si p ENTONCES
q se escribe como p — ¢ con la implicacién — descrita como en la tabla de la figura 3.2, donde p
y g son variables proposicionales cuyos valores son verdaderos (V) o falsos (F). Entonces p — ¢ es

equivalente a:

PV (3.14)

(PANg) VD (3.15)

en el sentido de que comparten la misma tabla de verdad p — ¢, donde, *, V y A representan
operaciones logicas (cldsicas) "no”, 70" y ”y”, respectivamente.

Como las reglas difusas SI-ENTONCES pueden ser vistas como reemplazando p y ¢ con proposi-
ciones difusas, podemos interpretar las reglas difusas SI-ENTONCES reemplazando los operadores
%, V y A con complemento difuso, unién difusa e interseccién difusa respectivamente. Como hay una
gran variedad de complementos difusos, uniones difusas e intersecciones difusas en la literatura se

proponen un numero distinto de reglas difusas SIFENTONCES. A continuacién se listan algunas.



28 Sistema difuso neuronales

s Implicacién Dienes-Rescher: Si reemplazamos los operadores 16gicos * y V de la ecuacién
por el complemento difuso bdsico y por la unién difusa bdsica respectivamente, obtenemos
la llamada implicacion Dienes-Rescher. Especificamente, la regla difusa SI-ENTONCES SI
(FP;) ENTONCES (FP») se interpreta como una relacién difusa Qp en U x V' con funcién

de membresia

HQp (7,y) = mix [1 —HFp (v) y HF Py (y)] (3.16)

= Implicacién Lukasiewicz: Si usamos la norma-s Yager con w = 1 para el operador V y
complemento difuso basico para el operador * obtenemos la Implicacion Lukasiewicz. Especi-
ficamente, la regla difusa SIFENTONCES SI (F'P;) ENTONCES (F'P;) se interpreta como

una relacién difusa @7, en U x V' con funcién de membresia
:U’QL (IE, y) = mfn [17 1-— MFPl (.’I,') + MFPz (y)] (317)

» Implicacién Zadeh: Aqui la regla difusa SIFENTONCES SI (FP;) ENTONCES (FP,) se

interpreta como una relacién difusa @z en U x V con funcién de membresia
tg, (x,y) = méx [min (upp, (), bpp, (V) 1 = ppp, ()] (3.18)

Claramente, la ecuacién se obtiene usando complemento difuso, unién difusa bésica e inter-

seccion difusa bdsica para %, V y A respectivamente.

» Implicacién Gddel: La implicacion Godel es una implicacién bien conocida en légica clési-
ca. Por generalizacién a proposiciones difusas obtenemos lo siguiente: La regla difusa SI-
ENTONCES SI (FP;) ENTONCES (FP,) se interpreta como una relacién difusa Qg en

U x V con funcién de membresia

1 si ppp, () < p
HQe (T,y) = { [ e (3.19)
trp, (Y) sippp, () > ppp,

Es interesante explorar la relacién entre estas implicaciones. El siguiente lema muestra que la
implicacién Zadeh es menor que la implicacién Dienes-Rescher, la cual es menor que la implicacién

Lukasiewicz.
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Lemma 3.1 Para todo (z,y) € U x V lo siguiente es verdad
1o, (,9) < kg, (,9) < pg, (#,9) (3.20)

Conceptualmente, podemos reemplazar los operadores %, V y A en (3.14) y (3.15) por cualquier
complemento difuso, norma-s y norma-t respectivamente para obtener una interpretacién particular.

Cuando p y g son proposiciones normales, p — ¢ es una implicacién global en el sentido de que
la tabla de la figura 3.2 cubre todos los casos posibles. Sin embargo, cuando p y ¢ son proposiciones
difusas, p — ¢ solamente puede ser una implicacién local en el sentido de que p — ¢ tiene valores
de verdad amplios solo cuando ambos p y ¢ tienen valores de verdad amplios. Por ejemplo, cuando
decimos, "SI la velocidad es alta ENTONCES la resistencia es alta” esto es solo una proposicién
local en el sentido de que esta regla no nos dice nada acerca de la situacién cuando ”La velocidad
es baja” o ”La velocidad es media”. De aqui que la regla difusa SI-FENTONCES

SI (FP{) ENTONCES (FP,) (3.21)

deberia interpretarse como

SI (FP;) ENTONCES (FP,) DE LO CONTRARIO (NADA) (3.22)

donde N AD A significa que esta regla no existe. En términos 16gicos
p—q=pAq (3.23)
Usando min o producto algebraico para A en (3.23), obtenemos la implicacion Mamdani.

= Implicacién Mamdani: La regla difusa SI-FENTONCES se interpreta como una regla difusa

Qurm 0 Qup en U x V con funcién de membresia

Qumum (z,y) = min [MFPl (z) y LF Py (y)] (3.24)

Qup (z,y) = HFp () HFP, (y) (3.25)
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Base de reglas difusas

sl Difusificador Desdifusificador

xenl yenV

Maquina de inferencia

Conjuntos difusos difusa Conjuntos difusos
enlU enV

Figura 3.3: Estructura de los sistemas difusos

Las implicaciones Mamdani son las implicaciones mas ampliamente usadas en sistemas difusos
y control difuso. Se soportan por el argumento de que las reglas SI-FENTONCES son locales. Sin
embargo, uno puede no estar de acuerdo con este argumento. Por ejemplo, uno puede discutir que
cuando decimos 7SI la velocidad es alta ENTONCES la resistencia es alta” nosotros implicitamente
decimos que "SI la velocidad es lenta ENTONCES la resistencia es baja”. En este sentido las
reglas difusas SI-ENTONCES son no locales. Este tipo de debate indica que cuando representamos
conocimiento humano en términos de reglas difusas SI-ENTONCES, diferentes personas tienen
diferentes interpretaciones. Consecuentemente, se necesitan diferentes implicaciones para lidiar con
la diversidad de interpretaciones. Por ejemplo, si los expertos humanos piensan que sus reglas son
locales entonces deben usarse las implicaciones Mamdani; de lo contrario deben considerarse las

implicaciones globales.

3.3. Estructura de los sistemas difusos

A continuacién se explican las partes que forman un sistema difuso como se muestra en la figura
3.3
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3.3.1. Fusificadores

Un fusificador es definido como un mapeo de un punto con valor-real x* € U C R™ a un conjunto
difuso A’ en U. El fusificador debe considerar el hecho de que la entrada estd en el punto no-difuso
x*, si la entrada al sistema difuso es corrompido por ruido es deseable que el fusificador ayude a
suprimir dicho ruido y finalmente el fusificador deberia ayudar a simplificar el cémputo envuelto
en la maquina de inferencia difusa, el computo més complicado en la maquina de inferencia difusa

es sup,cy Por lo que nuestro objetivo es simplificar el computo envuelto en sup,y-

» Fusificador singleton: El difusificador singleton mapea un punto con valor-real x* € U a un
singleton difuso A’ en U el cual tiene valor de membresfa 1 en x* y 0 en todos los otros puntos
en U, esto es,

1six=x*
o () {Osix;éx* ( )

» Fusificador Gaussiano: El fusificador Gaussiano mapea x* € U a un conjunto difuso A’ en

U el cual tiene la siguiente funcién de membresia Gaussiana:

2
M) 7(%71,*])2
*...x€

o (x) = e’< o an (3.27)

donde a; son pardmetros positivos y la norma-t x es usualmente escogida como producto

algebraico o min.

» Fusificador triangular: El fusificador triangular mapea x* € U a un conjunto difuso A" en

U el cual tiene la siguiente funcién de membresfa triangular:

) (1—%)*...*(1—”’%&) si |z — a2t <bi,i=1,2,...n
par (X) = "

0 si |$i*$?|>bi,i:1,2,...,n

(3.28)

donde b; son pardmetros positivos y la norma-t * es usualmente escogida como producto

algebraico o min.
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3.3.2. Defusificadores

El defusificador esta definido como un mapeo de conjunto difuso B’ en V' C R (que es la salida
de la méquina de inferencia difusa) a un punto no-difuso y* € V. La tarea del defusificador es
especificar un punto en V que mejor represente al conjunto difuso en B’. Esto es similar al valor
promedio de una variable al azar, sin embargo, como B’ es construido de una forma especial tenemos
un nimero de opciones para representar este punto de representacién. Los criterios a considerar al
escoger un defusificador son:

Plausibilidad: El punto y* deberfa representar B’ desde un punto de vista intuitivo; por ejem-
plo, puede estar aproximadamente en medio del soporte de B’ o tener un alto grado de membresia
en B’.

Simplicidad computacional: Este criterio es particularmente importante para control difuso
porque los controladores difusos operan en tiempo real.

Continuidad: Un pequenio cambio en B’ no deberia resultar en un gran cambio en y*.

» El defusificador de centro de gravedad especifica a y* como el centro del drea cubierta como

la funcién de membresia de B’, esto es

. Jvyes (y)dy
S ke () dy (3.29)

donde fV es la integral convencional. La figura 3.4 muestra esta operacién grificamente.

= Como el conjunto difuso B’ es la unién o interseccién de M conjuntos difusos, una buena
aproximacién de (3.29) es el promedio de los pesos de los centros de los M conjuntos difusos,
con los pesos igual a las alturas de los correspondientes conjuntos difusos. Especificamente, sea
y~ ! el centro del I-ésimo conjunto difuso y sea w; su peso, el defusificador de centro promedio

determina y* como

M -1
Yt = D=1y Wi (3.30)

Zf‘il wi

La figura 3.5 ilustra esta operacién graficamente para un simple ejemplo con M = 2.



3.3 Estructura de los sistemas difusos

Centro de gravedad

//

A%
Figura 3.4: Difusificador de centro de gravedad
A
Y W1 +Wo
/
-

) = N
ol S v

Figura 3.5: Difusificador de centro promedio

33
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= Conceptualmente, el defusificador mdzimum escoge a y* como el punto en V en el cual pp (y)

alcanza su valor méximo, definiendo el conjunto

hgt (B') = {y eV |up (y) =suppup (y)} (3.31)
yeVv

esto es, hgt (B') es el conjunto de todos los puntos en V en los cuales up (y) alcanza su

méximo valor. El difusificador mdzimum define a y* como un elemento arbitrario en hgt (B’)

, esto es

y* = cualquier punto en hgt (B') (3.32)

Si hgt (B’) contiene solo un punto entonces y* es tnicamente definido. Si hgt (B’) contiene
més de un punto entonces todavia podemos usar (3.32) o usar el infimo de los maximos, el
supremo de los maximos o el promedio de los méximos. Especificamente, el nfimo de los
defusificadores mdzximos da

y* =inf {y € hgt (B')} (3.33)

el supremo de los defusificadores mdximos da

y* =sup {y € hgt (B') } (3.34)

v el promedio de los defusificadores mdximos da

y* _ fhgt(B’) ydy

= 3.35
fhgt(B’) dy (3:3)

donde |, hat(B') €S la integracién usual para la parte continua de hgt (B’) y su sumatoria para

su parte discreta.

3.3.3. Regla composicional de inferencia

La regla composicional de inferencia es una generalizacién del siguiente procedimiento (referirse
a la figura 3.7): suponiendo que tenemos una curva y = f(x) de x € U ay € V y dados = = a,
entonces de x = a 'y y = f (z) podemos inferir que y = b = f (a).

Generalizando el procedimiento anterior al asumir que a es un intervalo y f (x) es una funcién

valor-intervalo como se muestra en la figura 3.8. Para encontrar el intervalo b el cual es inferido de
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Medio de los maximos

Menor de los maximos ‘ Mayor de los méximos

<Y

Figura 3.6: Difusificador maximum

YEV
A
f(x)

xelU

Figura 3.7: Infiriendo y=Db de x=a y y=f(x)
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/ f(x)
F-_—-“--"_"‘-.

-y EIE

xelU

Figura 3.8: Infiriendo el intervalo b del intervalo a y la funcién valor-intervalo f(x)

a 'y f (z) primero construimos un conjunto cilindrico ag con base a y encontramos su interseccién
I con la curva valor-intervalo. Entonces proyectamos I en V' produciendo el intervalo b.

Llendo un paso adelante en nuestra cadena de generalizacién asumiendo que A’ es un conjunto
difuso en U y @ es una relacién difusa en U x V. Formando de nuevo una extensioén cilindrica A’; de
A’ e interceptando con la relacién difusa @ (ver figura 3.9) obtenemos un conjunto difuso A% N Q
el cual es andlogo a la interseccién I en la figura 3.8. Entonces, proyectando A% N Q en el eje-y
obtenemos el conjunto difuso B’.

Especificamente, dados 14/ y pi¢ (7, y) tenemos
pa (29) = b (2) (3.36)

y consecuentemente
Hagro (@) =1t |1y, @)1 (@,)]

(3.37)
=t [/'LA’ ((E) 7IU’Q ((E, y)]
Finalmente obtenemos B’, la proyeccién de A’ N @Q en V', como
pp (y) = supt [pa (2), pg (2, 9)] (3.38)

zeU
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vyEV
A

xelU

Figura 3.9: Infiriendo el conjunto difuso B’ del conjunto difuso A’ y la relacién difusa Q

a (3.38) se le llama regla composicional de inferencia. El simbolo * es usado para representar
un operador norma-t, entonces se puede reescribir

pa (y) = supt [ () % gy (, )] (3.39)

= Modus Ponens generalizado: Dado el conjunto difuso A’ (que representa la parte premisa,
x es A') y la relacién difusa A — B en U x V (que representa la parte premisa SI = es A
ENTONCES y es B), un conjunto difuso B’ en V (representando la conclusién y es B') es

inferido como

pp (y) = sup tlpa (@), prap (T,9)] (3.40)

= Modus Tollens generalizado: Dado el conjunto difuso B’ (que representa la parte premisa,
y es B’) y la relacién difusa A — B en U x V (que representa la parte premisa SI = es A
ENTONCES y es B), un conjunto difuso A’ en U (representando la conclusién z es A’) es

inferido como

par (y) =suptpp (v), pa_p (2, y)] (3.41)
yeVv
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Y|
X1
X2

Y2
X3
X4

Y3

Figura 3.10: Un sistema difuso multi-entrada-multi-salida puede ser descompuesto en una coleccién

de sistemas difusos multi-entrada-tnica-salida

= Silogismo hipotético generalizado: Dada la relacién difusa A — B en U x V' (que repre-
senta la parte premisa SI x es A ENTONCES y es B) y la relacién difusa B' — C en V x W
(que representa la parte premisa, SI y es B ENTONCES z es C) una relacién difusa A — C’
en U x W (representando la conclusién SI x es A ENTONCES z es C’) es inferido como

pac(T,2) = Sugt Wap (@), iy _c (Y, 2)] (3.42)
ye

3.3.4. Base de reglas difusas

Considere el sistema difuso mostrado en la figura 3.10. donde U = Uy x Uy X ... x U, C R"
y V C R. Consideramos solo el caso multi-entrada-tinica-salida porque un sistema multi-salida
siempre puede ser descompuesto en una coleccién de sistemas de una-salida.

Una base de regla difusa consiste en un conjunto de reglas difusas SFENTONCES, es el corazén
del sistema difuso en el sentido de que todos los otros componentes son usados para implantar
estas reglas de una manera rapida y eficiente. Especificamente, la base de reglas difusas contiene
las siguientes reglas difusas SI-ENTONCES:

RuW: ST 21 es All YV ... Y Tp €S Aﬁl ENTONCES y es B! (3.43)
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donde All y B! son conjuntos difusos en U; C Ry V C R, respectivamente, y x = (21,9, ..., xn)T €
Uy y € V son las variables (lingiiisticas) de entrada y de salida respectivamente. Sea M el nimero
de reglas en la base de reglas difusas; o sea, [ = 1,2,..., M en (3.43). Llamamos a las reglas en la
forma de (3.43) reglas difusas candnicas SI-FENTONCES porque incluyen muchos otros tipos de

reglas difusas y proposiciones difusas como casos especiales como se muestra en el siguiente lema.

Lemma 3.2 Las reglas difusas candnicas SI-ENTONCES en la forma de (3.43) incluyen lo sigu-

iente como casos especiales:

1. 7Reglas parciales”:

STz es AL y ...y x, es AL ENTONCES y es B (3.44)

donde m < n.
2. ”Reglas o”:

SIxyes AL y... yxy, es AL 0 2y es A£n+1 Y ...y x, es Al ENTONCES y es B

(3.45)
3. Proposicion difusa inica
y es B! (3.46)
4. ”Reglas graduales”, por ejemplo:
Entre mas pequena x, mas grande y (3.47)

5. Reglas no difusas (o sea, reglas convencionales de produccion)

Definicién 3.5 Un conjunto de reglas difusas SI-ENTONCES es completo si para cualquier x € U

existe por lo menos una regla de base difusa, digamos regla Ru" en la forma de (8.43) tal que
fag 0) # 0 (3.45)

para todo 1 =1,2,...,n.
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Intuitivamente, lo completo de un conjunto de reglas significa que en cualquier punto en el
espacio de entrada hay por lo menos una regla que ”dispara”; esto es, el valor de membresia de la

parte SI de la regla en este punto es no-cero.

Definicién 3.6 Un conjunto de reglas difusas SI-ENTONCES es consistente si no hay reglas con
la misma parte SI pero diferentes partes ENTONCES.

Para produccién de reglas no-difusas, la consistencia es un requerimiento importante porque
es dificil continuar la bisqueda si hay reglas en conflicto. Para reglas difusas, sin embargo, la
consistencia no es critica porque si hay reglas en conflicto la maquina de inferencia difusa y el
difusificador los promediard autométicamente para producir un resultado. Por supuesto, siempre

es mejor tener una regla de base difusa consistente.

Definicién 3.7 Un conjunto de reglas difusas SI-ENTONCES es continua si no existen vecindades

de reglas las cuales la parte de conjuntos difusos ENTONCES tenga interseccion vacta.

Intuitivamente, continuidad significa que el comportamiento de entrada-salida del sistema difuso
debe ser suave.

En una mdquina de inferencia difusa se usan principios de légica difusa para combinar las
reglas difusas SI-ENTONCES en la base de reglas difusas en un mapeo de conjuntos difusos de un
conjunto A’ en U a un conjunto difuso en B’ en V. Ya sabemos que una regla difusa SFENTONCES
es interpretada como una relacién difusa en el espacio de productos U x V de entrada-salida. Si
la base de reglas difusas consiste solamente en una regla entonces se especifica el mapeo de el
conjunto difuso A’ en U al conjunto difuso B’ en V, como cualquier base de reglas difusas practica
constituye en més de una regla, la pregunta clave es ; Cémo inferir con un conjunto de reglas? Hay
dos maneras de inferir con un conjunto de reglas: inferencia basada en composicién e inferencia
basada en regla-individual, las cuales se discuten a continuacion.

En la Inferencia basada en composicién todas las reglas en la base de reglas difusas son combi-
nadas en una relacién difusa unica en U x V, la cual es vista como una regla difusa SI-ENTONCES
Unica. Para desarrollar esta combinacién debemos primero entender lo que significa intuitivamente
un conjunto de reglas y entonces podremos usar los operadores l6gicos apropiados para combinarlos.

Hay dos argumentos opuestos para lo que deberia significar un conjunto de reglas. El primero

ve las reglas como proposiciones condicionales independientes, si aceptamos este punto de vista, un
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operador razonable para combinar las reglas es union. El segundo ve las reglas como proposiciones
condicionales fuertemente unidas tal que se deben satisfacer las condiciones de todas las reglas para
que todo el conjunto de reglas tenga un impacto, si adaptamos este punto de vista deberfamos usar
el operador interseccion para combinar las reglas. El segundo argumento puede parecer extrano
pero para algunas implicaciones, por ejemplo la implicacion Godel, tiene sentido como veremos
mads adelante. Ahora veamos los detalles de estos dos argumentos.

Sea Ru® una relacién difusa en U x V la cual representa la regla difusa SFENTONCES; o sea,
Ru®) = Al x ... x AL, — B!. Sabemos que A} x ... x AL es una relacién difusa en U = Uy x ... x Uy,

definida por
et (T 0) = pg (1) %oy () (3.49)

donde * representa a cualquier operador de norma-t. La implicacién — en Ru® estd definida
de acuerdo a varias implicaciones (3.16)-(3.19), (3.24) y (3.25). Si aceptamos el primer punto de
vista de un conjunto de reglas entonces las M reglas en la forma de (3.43) son interpretadas como

relacién difusa tnica Qps en U x V' definido por

M
Qu = | J Ru® (3.50)
=1

Esta combinacién es llamada la combinacion Mamdani. Si usamos el simbolo + para representar

las normas-s entonces puede ser reescrito como

1oy (X)) = ptpyo (X,9) .o F ppean (X,9) (3.51)

Para el segundo punto de vista de un conjunto de reglas las M reglas difusas SI-ENTONCES

de (3.43) son interpretadas como una relacién difusa Qg en U x V' definida como

M
Qo =) Rul (3.52)
=1
o equivalentemente
Gy (X5Y) = Hpum) (X,Y) * oo x gy (X,Y) (3.53)

donde * denota norma-t. Esta combinacion es llamada la combinacion Gadel.
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Sea A" un conjunto difuso arbitrario en U y sea la entrada a la mdquina de inferencia difusa,
entonces, viendo a Qpr 0 Qg como una regla difusa SI-ENTONCES tnica y usando el modo
generalizado Ponens (3.40), obtenemos la salida de la maquina de inferencia difusa como

par (v) = supt [par (%), g, (%,9)] (3.54)

si usamos la combinaciéon Mamdani o como

g (y) = supt (s (%), o, (%,9)] (3.55)

si usamos la combinacién Godel.
En inferencia basada en regla individual cada regla en la base de regla difusa determina un
conjunto difuso de salida y la salida de toda la maquina de inferencia difusa es la combinacién de

las M conjuntos difusos individuales, la combinacién puede ser hecha por unién o por interseccién.

3.4. Modelos basados en redes difuso neuronales con aprendizaje

de gradiente descendiente

3.4.1. Redes difuso neuronales tipo Mamdani

Los sistemas de inferencia difusos (control) han sido usados satisfactoriamente en una amplia
variedad de problemas practicos, especialmente para aplicaciones industriales. Una pregunta tedrica
fundamental acerca de los sistemas de inferencia difusos se mantiene sin respuesta, esta es, ;Porque
un sistema de inferencia difuso muestra tan excelente desempeiio para tal variedad de aplicaciones?
Las respuestas existentes son cualitativas, por ejemplo, ”Los sistemas de inferencia difusos pueden
utilizar informacién lingiifstica de humanos expertos”, ”Los sistemas de inferencia difusa pueden
simular el procedimiento humano del pensamiento” y ”Los sistemas de inferencia difusa capturan
la aproximacién, la naturaleza inexacta del mundo real”. Consideremos la clase de sistemas de
inferencia difusa cuyo conjunto de salida difuso de cada regla l6gica difusa es un singleton. Se ha
probado que esta clase de sistema de inferencia difusa es un aproximador universal [?, Jou]; o sea,
es capaz de aproximar cualquier funcién real continua en un conjunto compacto a una exactitud
arbitraria, si se tienen las suficientes reglas légicas disponibles. A continuacién discutiremos la

prueba de este resultado fundamental el cual se basa en el teorema de Stone-Weierstrass.
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Un esquema de inferencia difusa, el cual se basa en el modo generalizado modus Ponens (3.40),
se puede describir esquemdticamente de la siguiente forma. Aqui consideramos sistemas difusos
multiples-entradas-una-salida (MISO multi-input-single-output), f : " — R, porque un sistema
multi-salidas se puede siempre descomponer en una coleccién de sistemas tinica-salida.

Hecho:

21 ES A, Y2, ES A, Y .. Y A/ ES A, (3.56)

Regla 1:

SIz; ES Al Y23 ES A} Y ... Y AL ES AL, ENTONCES y ES B! SI NO (3.57)

Regla 2:

STy ES A7 Y 23 ES A3Y ... Y A2 ES A2, ENTONCES y ES B% SI NO (3.58)

Regla m:

STz ES A" Y 25 ES A Y ... Y A7 ES A", ENTONCES y ES B™ (3.59)

Conclusioén:

y ES B’ (3.60)

La n-ésima variable z = (x1, 2, ..., xn)T denota la entrada y la variable y denota la salida. Para
cada variable lingiifstica x;, U; es el universo de coleccién de posibles patrones; x; € U;, 1 =1,2,....n.
Sea U un producto cartesiano de universos U = U; x Uy X ... x U,. En consecuencia, Sea V el
universo de y. Hay m funciones membresia para cada z;, ¢ = 1,2, ...,n. y y produciendo medidas
de membresia para cada variable con respecto a los conjuntos difusos Ag y BJ, respectivamente, y
i (i) = Ui — [0,1] y ppi (y) : V — [0,1], j = 1,2,...,m. Nétese que no hay restricciones en la
forlma de las funciones de membresia; pueden ser lineales o no lineales.

Cada una de las reglas 16gicas difusas o implicaciones difusas asociando n conjuntos de entradas

difusas con un conjunto de salidas difusas puede ser representado por una relacién difusa R/ =
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(A{ Y A% Y..Y Aﬁl) — BJ definido en U; X ... x U, x V. Aqui se considera el operador producto

para la relacién difusa que es

bpi (T1y ey Ty y) = Foag (21) cHgg (w0) - i (v) (3.61)

Las relaciones difusas R?, j = 1,2, ..., m, codificando las reglas 1égicas difusas pueden ser agre-

gadas para formar la relacién completa R interpretando ENTONCES como uniones difusas; o sea,

pp (X1, .y Ty y) = \/ Lpi (T1, ey TnyY) (3.62)
j=1

donde \/ denota el operador max binario. Si z; toma el conjunto difuso de entrada A}, i =
1,2,...,n, entonces el conjunto difuso salida o consecuencia B’ puede ser deducido usando la op-

eracion de composicién difusa como sigue:

B =(A{YA,Y..YA)oR (3.63)

donde o denota la regla de inferencia del producto méax composicional. Explicitamente, la funcién

de membresia de la parte consecuente B’es

pe ()= \/ (Hﬂfﬁli(mi)>' \/( o (wi))-qu(w (3.64)

T1yeesn, j=1 \i=

Como la ecuacién (3.64) mapea conjuntos difusos a conjuntos difusos, define un mapeo difuso
F (A}, AL, ..., Al) = B'. En la practica, especialmente en aplicaciones de control, el conjunto de
entrada difuso A} iguala a un dato numeérico a}. En este caso, el proceso de difusificaciéon puede ser
hecho por un singleton difuso; esto es, pi/y. (z;) = 1 si z; = aj y /‘141- () = 0 81 Zi # a}. En este caso

la consecuencia B’ en la ecuacién (3.64) se convierte en

pe (y) =\ [(HuAg (%)) s (y>] (3.65)

j=1 L \i=1
La informacién en el conjunto resultante B’ obtenida de cualquiera de las ecuaciones (3.64) y
(3.65) reside mayormente en los valores relativos de los grados de membresia. Podemos desdifusificar

el conjunto de salida difusa B/ para producir una salida numérica la cual es un punto representativo
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de B’. Usando el método de desdifusificacién de centroide, la salida numérica final y* inferida de
las reglas l6gicas difusas puede ser tnicamente determinada de el conjunto de salidas difusas B’

como sigue:

o _ Jyis W) ydy
Jv g (v) dy

Al introducir los procesos de difusificacién singleton y desdifusificacién centroide en el sistema

(3.66)

de inferencia, hemos transformado el mapeo difuso en la ecuacién (3.65) a el de la ecuacién (3.66),
la cual simplemente mapea n entradas numéricas x;, ¢ = 1, 2, ...,n a un valor de salida y. Este tipo
de sistemas de inferencia difusos han sido ampliamente usados en el drea de control difuso.

Solo hemos revisado el proceso de inferencia de un sistema difuso tipico. A continuacién discu-
tiremos un modelo simplificado en el cual se obtendr4 la prueba de aproximador universal. Consid-
eremos que el conjunto de salida difusa B7 en la ecuacién de las reglas son singletones 37, esto es,
ppi(y) =1siy=p"y upi(y) = 0siy toma otro valor, j = 1,2, ...,m. Ademds, vemos las reglas
difusas con los mismos singletones de salida (Bl = B¥ para | # k) como distintas reglas difusas,
y todas ellas contribuyen igualmente a la conclusién final inferida. En otras palabras, el operador

max \/ es removido. Con esta simplificacién la ecuacién se convierte en

[Ty iy () siy =5
0 siy # B3

donde x; = 1,2,...,n son singletones difusos. Como el conjunto resultante B’ es discreto,

wp(y) = (3.67)

podemos reemplazar el radio de la integral en la ecuacién de y* con un radio de sumas discretas

simples y obtener puntos representativos de B’ como sigue

X (Tl @)
v Z;nzl | Y (i)

A continuacién mostraremos que el sistema difuso inferido simplificado puede usarse para aprox-

(3.68)

imar cualquier funcién arbitraria en C' (") a cualquier grado de exactitud deseado, donde C (R™)
denota el conjunto de todas las funciones continuas en R". Para ser precisos acerca de la clase de
sistemas de inferencia difusa simplificados en consideracion, las siguientes notaciones y definiciones

son necesarias. El soporte de una funcién con valores-reales f en R™ es el cierre del conjunto de
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todos los puntos x en R en donde f(x) # 0. Una coleccién {V,} de subconjuntos abiertos de R" es
una cubierta abierta de un conjunto F de R" si £ C U,V,. Supongamos que U es un subconjunto
compacto de R" y {V,} es una cubierta abierta de U, entonces para funciones 1,%s, ...,%,, en
C(R"), {¢;} es llamada una particion de unidad si (i) 1; € [0,1] para j = 1,2,...,m; (ii) cada
1; tiene soporte en algin Vy; y (iii) Z;”Zl ¥; (u) = 1 para cada u en U. Usando la notacién de
particién de unidad, podemos reescribir el sistema de inferencia difuso simplificado como sigue. Sea

¥; (v) la funcién de entrada x = (21, 2, ..., Tp):

M i @)
= v J
iy | Heak (i)

Asumiendo que el denominador » ;" | [Ti_; p 5 (25) # 0 para cada x [o sea, [Ti_; p 45 (@) # 0

77ij (%)

=1,2,...,m (3.69)

para algin k € {1,2,...,m} o, equivalentemente, cada Y; tiene soporte en algin Va|, entonces
Z;'n:1 1, (x) = 1 para cada x y por lo tanto las funciones 9;, j = 1,2, ...,m, forman una particién
de unidad. Podemos definir la clase de sistemas de inferencia difusos como una familia de funciones
f:R" — R en la forma de

f(x) = Z Blap; (x) (3.70)

para cada x € ®", 87 € R y m es un nimero finito de reglas difusas. Denotemos la familia de
funciones f de la ecuacién (3.70) como F™. La ecuacién anterior tiene exactamente la misma forma
que la ecuacién de y* donde x corresponde a la entrada, la funcién 9; corresponde a la activaciéon
de la j-ésima regla légica difusa y el escalar 7 corresponde a la j-ésima salida singleton. Como F™
es de hecho la clase de sistemas de inferencia difusos en consideracién. En la representacién de la
ecuacién anterior nos referimos a 1; como un conjunto de funciones base. Este modelo hace uso de
conjuntos de entrada difusos teniendo un campo receptivo local con una curva sensitiva que cambia
como una funcién de la distancia de un punto en particular en el espacio de entrada. El uso de
funciones de membresia de conjuntos de entrada difusos con campos receptivos de superposicién
claramente proveen un tipo de interpolacién y extrapolacién.

Se puede mostrar que la clase de sistemas de inferencia difusos F'™ puede ser usada para aprox-
imar cualquier funcién real y continua en un conjunto compacto usando el teorema de Stone-

Weierstrass
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Teorema 3.1 Teorema Stone- Weierstrass. Sea A un conjunto de funciones reales y continuas
en un conjunto compacto U. Si (a) A es un dlgebra, (b) A posee puntos separados en U y (c)
A no se desvanece en ningin punto de U entonces el cierre uniforme de a consiste de todas las

funciones reales y continuas en U.

3.4.2. Redes difuso neuronales tipo Takagi-Sugeno

Estos modelos se caracterizan por relaciones basadas en reglas difusas donde las premisas de
cada regla representan subespacios difusos y las consecuencias son una relacién lineal de entrada-
salida [18].

Las variables de entrada en las premisas de cada regla son relacionadas por operadores ”y” y la
variable de salida es una combinacién lineal de las variables de estado. Por lo tanto, las reglas del
modelo tienen la siguiente forma:

R; :Si x1es Ay, y ... y z1 es Ay, entonces

Y; = ph +piar + .. + phak (3.71)

donde:

x1, ...,k son las variables de entrada o premisas de las reglas

Ay, ..., Ag, son los conjuntos difusos asociados a las variables de entrada

pY, ..., bl son los pardmetros de la regla i

Y; es la salida de la regla 1.

Por lo tanto, la salida del modelo, Y, se obtiene ponderando la salida de cada regla por su

respectivo grado de cumplimiento W;, es decir:

- S0 o

donde M es el nimero de reglas del modelo y W; se calcula segin el operador interseccién.
3.4.3. Formato de implicacién difusa y algoritmo de razonamiento

Denotemos la funcién de membresia de un conjunto A como A (x), x € X. Todos los conjuntos

difusos estdn asociados con funciones de membresia lineales. Por lo tanto, una funcién de membresia
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estd caracterizada por dos pardmetros dando el grado méximo 1 y el minimo 0. El valor de verdad

de una proposiciéon "z es Ay y es B” se expresa como:
|res Ay yes Bl =A(x)ANB(y) (3.73)

Formato de implicaciones

Sugerimos que una implicacién difusa R sea de la forma

R:Si f(x1 es Ay, ...,z es Ag) entonces y = g (1, ..., Tk) (3.74)

donde y es la variable de la consecuencia cuyo valor es inferido, z1, ...,z son las variables de
la parte premisa que aparecen también en la parte consecuencia, Aj, ..., A son conjuntos difusos
con funciones de membresia lineales representando a un subespacio difuso en el cual la implicacién
R puede ser aplicada para razonamiento, f es la funcién légica que conecta las proposiciones en la
parte premisa y ¢ es la funcién que implica el valor de y cuando x1, ..., j, satisface la parte premisa.
Si la parte premisa A; es igual a X; para algin ¢ donde X; es el universo de discordia de x;,

este término se omite; x; es no condicionado.

Algoritmo de razonamiento

Supongamos que tenemos implicacionesR’ (i = 1,...,n) de la forma anterior. Cuando nos es dado

(ml = w?, e, T = xg) donde x(l), s xg son singletones, el valor de y es inferido en los siguientes pasos

1) Para cada implicaciéon R’, 3 se calcula con la funcién g* en la parte consecuencia
Y=g (x(l), ...,x(l)) = pb 4+ pial, ..., pial (3.75)

2) El valor verdadero de la proposicién y = 3 es calculado por la ecuacién

|y = yi| = ‘(x? es Ail y ...y wg es A%)‘ A ‘RZ‘ = (Azl () Ao A Afg (wZ)) A ‘RZ‘ (3.76)

donde |*| denota el valor de verdad de la proposicién x y A denota el operador min y ‘xo es A! =

A (2%)es el grado de membresfa de 2.
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Por simplicidad asumimos !Rﬂ = 1, entonces el valor de verdad de la parte consecuencia

obtenido es

ly =o' = AL (@) Ao A A (2) (3.77)

3) La salida final y inferida de n implicaciones es dada como el promedio de todos los »* con

los pesos |y = y'|:

y:Zlyzyi\%yi
Xy =1y

(3.78)

Identificacién de pardametros de la parte consecuencia

Ahora mostraremos como determinar los pardmetros éptimos de la parte consecuencia para
minimizar el indice de desempenio, cuando las variables premisas y los pardmetros son conocidos.
El indice de desempeno se ha definido como el promedio de la raiz cuadrada de los errores de salida,
lo que significa, las diferencias entre los datos de salida del sistema original y los del modelo.

Representemos un sistema por las siguientes implicaciones:

R' Sizyes Al ...,y xy es AI]; entonces y = p§ + pi - a1 + ... +p,1C - Tk
(3.79)

R™ Sixyes A7, ...,y x es A} entonces y = pj +pf -1 + ... +p} - xp

Entonces la salida y para la entrada (1, ..., x;) es obtenida como

X (AL (@) A AAL () - (B + P w1 A+ )
" Yo (Af (1) A A AL (20)) (3.80)

Sea A A
Al (1) Ao N AL ()

bi= Doicy (AL (@) A A A (20))

(3.81)

entonces

y=> Bi(pb+pi w1+ +ph-ae) = (06 Bi+0i w1 B+ D1k ) (3.82)
: £

K3 1=
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Cuando un conjunto de datos de entrada-salida x1;,22j,...,2k; — ¥ (j =1,...,m) es dado,
podemos obtener los pardmetros consecuencia p, pi, ...,p% (i = 1,...,n) por el método de minimos
cuadrados usando la ecuacién (3.82).

Sea X (matriz de m x n(k+ 1)), Y (vector m) y P (vector de n(k + 1)) entonces

/8117”'7 /Bnlaxll'ﬁlla"’v xll'ﬁnlu"’
TE1 'ﬁllv--w Tkl ﬁn
Y=PX, X = : (3.83)
Blmv ceey Bnmvxlm : Blmv sy Limt Blmv
xk1'51m7"'7 xkl'ﬁnm
donde
A; ON L NA; ;
Bz‘j _ 1 <$1j) ‘ k (l'k]) (384)
Zj A ({E;lj) AN A ({Ekj)
Y =[y1, . ym]” (3.85)
7 n T T
P= [pé,...,po,pi,...,pl,...,pi,...,pk] (3.86)
Entonces el vector de pardmetros P se calcula:
P=(x"x)"' xTy (3.87)

Nétese que el método propuesto es consistente con el método de razonamiento. En otras pal-
abras, este método de identificacién nos permite obtener los mismos pardmetros que como en el
sistema original, si tenemos un suficiente nimero de datos de salida libres de ruido para la identi-
ficacion.

El vector de pardametros P es calculado por un filtro Kalman estado-estable. El llamado filtro
Kalman estado-estable es un algoritmo para calcular los pardmetros de una ecuacién lineal alge-
braica que dan los errores de minimos cuadrados. Aqui lo aplicamos para calcular el vector de

parametros P.
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Sea x; el i-ésimo vector fila de la matriz X definida y y; el i-ésimo elemento de Y. Entonces
P es recursivamente calculado por las siguientes ecuaciones donde S; es una matriz (n - (k+ 1)) x
(n-(k+1)).

Pip1 =P+ Siy1 - Tig1 - (Yig1 — Zig1 - FPy) (3.88)

Si i + Tit1 - S

Sig1 =25 — 3.89
i 1+ @i S 2, (3.89)
P=Pr, (3.90)
donde los valores iniciales de Py y Sp son los conjuntos siguientes.
Py=1 (3.91)
So = a - I (o = nimero muy grande) (3.92)

donde I es la matriz identidad.
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Capitulo 4

Modelado difuso neuronal con funciéon
de membresia conocida con algoritmo

de aprendizaje estable

4.1. Modelado difuso neuronal

Usamos (i = 1,2 1) reglas difusas SEFENTONCES para desarrollar un mapeo de un vector
de entrada lingiifstica X = [z1---z,] € R" a un vector de salida lingiifstica Y (k) = [71 - - Gim]” -
Ay, Api y Bii, - - - B son conjuntos difusos standard [22]. Para una variable de entrada x; hay
l; conjuntos difusos. En el caso de una conexién completa, [ = 13 X Iy X - - - I,,. De [22] sabemos que, al
usar el difusificador inferencia de productos, difusificador centro-promedio y funcién de activacién

singleton, la p-ésima salida del sistema légico difuso puede ser expresado como

(e ()
i=1 =1 i=1 |j=1 (4.1)
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Figura 4.1: Arquitectura del sistema difuso neuronal

donde Aj; €8 la funcién de membresfa del conjunto difuso Aj;, wy; es el punto al cudl p B, = L. Si

definimos

n I n
P

i=1 j=1

(5.2) puede ser expresado en la forma matricial

Y (k) =W (k) ® [X (k)] (4.3)
w11 wyg

donde el pardmetro W (k) = .y el vector de datos ®[X (k)] = [¢,---¢;]" .
Wm1 Wmi

La estructura del sistema difuso neuronal se muestra en la figura 4.1. Esta red difuso neuronal de
cuatro capas se ha discutido en muchos articulos [7], [11], [13] y [21]. La capa I acepta vectores
lingiifsticos X (k). Cada nodo de la capa II representa el valor de la funcién de membresia de la
variable lingiifstica. Los nodos de la capa III representan reglas difusas. La capa IV es la capa de
salida, las conexiones entre las capas III y IV son completamente conectadas por la matriz de pesos

W (k). Las capas I y II son la parte premisa. Las capas III y IV son la parte consecuencia.
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4.2. Aprendizaje sin modificacién robusta

Cuando tenemos alguna informacién a priori de la planta a identificar, podemos construir reglas

difusas como (4.1) y
R':Slxies Al yxoes Ay y -+ v ap es Ap; ENTONCES Yj = pz»o +p§-1x1 4 - p;nxn

En esta seccién asumiremos que las funciones de membresia Aj;--- A,; se conocen a priori, i.e.,

n I n
se conoce ¢; = ] pa;,/ >0 T1 pa,, (ver que los modelos [4], [20], [24] Mamdani (5.4) y TSK [18,
j=1 i=1j=1
Takagi| tienen la misma forma porque ® [X (k)] es conocida, la unica diferencia es la definicién de

W (k)).El objetivo del modelado difuso neuronal es encontrar los valores centrales de By; - -+ By
(los pesos entre las capas 11 y IV en la figura 4.1), de tal forma que la salida Y (k) de la red difuso
neuronal (4.3) pueda seguir a la salida Y (k) de la planta no lineal (1.7).

Definamos el error de identificacién como
e(k)=Y (k) =Y (k) (4.4)

El modelado difuso neuronal discutido es un tipo de identificacién en-linea, esto es, usaremos el
error de modelado e (k) para entrenar la red difuso neuronal (5.4) en-linea tal que Y (k) pueda
aproximarse a Y (k). De acuerdo a la teoria de aproximacién de funciones de l6gica difusa [21] y

redes neuronales [6], el proceso no lineal identificado (1.7) puede representarse como
Y (k) = W [X (k)] — (k) (4.5)

donde W* son los pesos desconocidos los cuales pueden minimizar la dindmica no modelada p (k).

El error de identificacién puede representarse como en (4.4) y (4.5)
e (k) = W (k) ® (X (k)] + 1 (k) (4.6)

donde W (k) = W (k) — W*. En esta tesis solo estamos interesados en identificacién de lazo abierto,
podemos asumir que la planta (1.7) es estable acotada a la entrada y acotada a la salida, i.e., y(k)
y u(k) en (1.7) son acotados. Por la cota de la funcién de membresia ® podemos asumir que p (k)
en (4.5) es acotada. El siguiente teorema da un algoritmo de gradiente descendiente estable para

modelado difuso neuronal.
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Teorema 4.1 Si usamos las redes difuso neuronales (5.4) para modelar plantas no lineales (1.7),
el siguiente algoritmo de gradiente descendiente con velocidad de aprendizaje variable puede hacer

al error de identificacion e (k) acotado

W (k+1) = W (k) — e (k) @ [X (k)] (4.7)
donde n;, = , 0 < n < 1. El error de identificacion normalizado satisface el siguiente
e X m))
desempeno promedio
T
= l1jr}1j01ip T kz (4.8)

— 2
donde Tt = max (1? (k)] .

Demostracion. Escogemos una matriz definida positiva L como

L = HW(!@)HQ (4.9)
la ley de actualizacién (4.7), tenemos
W (k+1) = W (k) — nge (k) @7 [X (k)] (4.10)
Usando las desigualdades
la = bl = [lall = [lb]] , ~2|ab]| < a® + b (4.11)

para cualquier a y b. Usando (4.6) y 0 < n;, <n < 1, tenemos

ALk = L1 — L, = HW — e (k) &7 (X) H2 B HW H2
= 17 () 1 [X (R = 205 lle (0] | @7 () W 1)

X
—nke 2(k)[|® X <>]|| —2ny, lle (k) [e (k) — o (k)] (4.12)
2(k) |12 [X (R)]|)* — 2,2 (k)+77k€2 (k) + np? (k)
e w L= [T CO*] +mu (
Como ) 0 )
1— o X (k =1- o X (k
| [, (k)] TR P [ 2[ (k)]
o1 mgx(l@[X(k)}H ) B mgx(l@[X(k)}H ) (4.13)
=7 Mo @) = Trmax(BXRP) '

o 1
~ Trmax([R[X ()]




4.2 Aprendizaje sin modificacién robusta 57

Y <0
AL, < —me? (k) +nu? (k) (4.14)

donde 7 se define como

= i (4.15)

e (o [ ()1?)

Porque
nmin (@3) < Ly < nméx (ﬁ2) (4.16)

i

donde nmin (w?) y nméx (w?) son funciones-Koo, y me? (k) es una funcion-Keo, np? (k) es una
funcién-/C. De (4.6) y (4.9) sabemos que Ly, es la funcién de e (k) y u (k) , entonces Ly admite una
funcién suave ISS-Lyapunov como en Definition 2. Del Theorem 1, la dindmica de la identificacién
del error es entrada-a-salida estable. La "ENTRADA” es correspondiente al segundo término de
(4.14), i.e., €l error de modelado p(k), el "ESTADO” es correspondiente al primer término de
(4.12), i.e.., el error de identificacion e (k) . Porque la "ENTRADA” 1 (k) es acotada y la dindmica
es ISS, el "ESTADQO” e (k) es acotado.

(4.12) puede ser reescrito como

e? (k e? (k
AL < —— ;)Xk ) < ;)Xk i (T)
+ mix (]| [X ()II°) + mix (|| [X (0)]II°)
Resumiendo (4.17) del hasta T, y usando Ly > 0 y L; constante, obtenemos
Lr—Li < —nXp_, & (k) + Tnf
T 1< =0 o ey (k) +Tnp (4.18)

NS €% (k) < Ly — Ly + TyjE < Ly + Toji

(4.8) es establecida. m

Comentario 4.1 Si las redes difuso neuronales (5.4) pueden sequir plantas no lineales (1.7) ex-
actamente (u (k) = 0), i.e., podemos encontrar la mejor funcion de membresia pa;, y W tal que
el sistema no lineal puede ser reescrito como Y (k) = W*® [;LA],Z,]. Debido a €* (k) > 0, el error de
identificacion es asintdticamente estable,

lim e(k) =0 (4.19)

k—o0
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Comentario 4.2 En general el modelado difuso neuronal puede no sequir sistemas no lineales
exactamente. No podemos hacer converger los parametros del modelo difuso neuronal a sus valores
dptimos, solo queremos forzar la salida de redes difuso neuronales para que siga la salida de la
planta. Aunque los pardmetros pueden no converger a sus valores éptimos, (4.8) muestra que el

error de identificacion normalizado convergerd a un cierto radio .

4.3. Simulacion

A continuacién los algoritmos de aprendizaje estable sugeridos son evaluados como funcién de
aproximacion y sistema de identificacion.
4.3.1. Funcion de aproximacion de dos dimensiones
Queremos usar el algoritmo estable para aproximar la siguiente funcién
f(l‘l, 1‘2) = 0,52+ 0,1z + 0,28x2 — 0,612 (4.20)

Este ejemplo se tomo de [22], los cuales usaron el siguiente sistema difuso

Doy 2wy S (X1, T2) g, e,

f= (4.21)
Z{El zxz l’l’All’l’Az
para aproximarlo. Usaremos redes difuso neuronales (5.4).
La entrada
X (k) = [z1 (k) ,z2 (k)] (4.22)

Los conjuntos difusos de A; son los mismos que en [22]. El nimero de conjuntos difusos para
cada variable de entrada es 11. Hay 121 reglas difusas. Las funciones de membresias para x1 y =2
son funciones triangulares en [—1, 1], ver figura 4.2.

Como en la figura 4.1, n =2, 13 =ls =11, 1 =121, m = 1. 21 (k) y =2 (k) se escogen como

2k 2k

$1(l€> =—-1+ ?; $2(l€) =1- ? (423)

donde k£ =1,2,---T. En esta simulacién usaremos 7' = 600. El algoritmo de aprendizaje es como

en (4.7), con n = 1. Los resultados de la identificacién se muestran en la figura 4.3.
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Para evaluar la efectividad del algoritmo, encontramos que después de 1 > 2,7, el proceso de
aprendizaje se vuelve inestable. El identificacién resultante con n = 2,7 se muestra en la figura
5.2. El Teorema 2 da una condicién necesaria de 1 para un aprendizaje estable, n < 1. En este
ejemplo, la estabilidad limite puede agrandarse hasta n < 2,7. Para una aplicacién real podemos
escoger n = 1, El Teorema 2 asegura que el error de modelado sea estable. Si queremos acelerar
el proceso de aprendizaje, podemos escoger un 7 un poco mayor, tal vez el error de identificacién
también sea estable.

La neuro identificacién discutida es en-linea, no estudiamos la convergencia de los pardmetros,
nos interesamos por el error de identificacién e(k). Los pardmetros no convergen a algunas constantes
o valores 6ptimos, ver figura 4.4.

Definamos ahora el error medio cuadratico para tiempo finito

1 N
Ji(N) = N > e (k) (4.24)
k=1

En la fase de aprendizaje J; (300) = 0,0016, en la fase de prueba J; (300) = 0,0018. Como en el
remark 5, el algoritmo de identificacién en-linea no puede hacer converger los pesos a sus valores
optimo después de un cierto tiempo de aprendizaje. Atin para esta simple funcién no lineal los
resultados de prueba no son muy alentadores.

1) En este ejemplo encontramos que el limite de estabilidad para 7 estd cerca de 2. Este limite se
puede cambiar con pardmetros modelo tales como la condicién inicial de Wy, ,, el nimero de reglas
difusas, etc.. Aunquel < 1 < 2 puede acelerar el proceso de entrenamiento no podemos garantizar
la estabilidad para cualquier condicién y para todo el proceso de aprendizaje. El Teorema 2 asegura
que error en el perfodo de modelado es estable para cualquier condicién cuando 0 < n < 1.

Los errores de modelado (k) en (4.5) y ¢ (k) en (5.19) dependen de la complejidad del modelo
particular escogido y que tan cerca estd de la planta. En este ejemplo, si escogemos I; = lo = 8
todas las otras condiciones no cambian. El resultado del aprendizaje se muestra en la figura 4.4. El
error de identificacién se agranda a J1(300) = 0,0021, el peor resultado debido a las reglas difusas
redundantes. Desde un punto de vista de identificacién es porque el modelo no estd cercano a la
planta, debemos mencionar que la estructura del modelo influencia al error de modelado pero no
destruye la estabilidad del proceso de identificacién.

2) A continuacion se muestran los resultados al usando 6 reglas difusas (figura 4.6)con velocidad



Modelado difuso neuronal con funcién de membresia conocida con algoritmo de aprendizaje
60 estable

0.77
KoMy,
0.6r

0.57

0.17

0 . .
-1 -0.5 0 0.5 x,(k),x, (k)

Figura 4.2: Funciones de membresia
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Figura 4.3: Funcién de aproximacién



4.3 Simulacion

o S
AN
\,
AN

0 100 200 300 400 500 600

Figura 4.4: Pesos

0 100 200 300 400 500 600

Figura 4.5: Inestable

61



Modelado difuso neuronal con funcién de membresia conocida con algoritmo de aprendizaje
62 estable

0.35-

031

0.25

02

0.15

011

0.05

Figura 4.6: Funciones de membresia

de aprendizaje de 0,5 el seguimiento no es muy bueno, si aumentamos la velocidad de aprendizaje
se obtienen mejores resultados, podemos ver que con velocidad de aprendizaje de 3 se obtiene un
buen resultado como se puede ver en la figura 4.8 y si lo aumentamos todavia mds se mantiene la
estabilidad aunque afecta en el tiempo que tarda en seguir a la planta (figura 4.9).3) Usando ahora
11 funciones de membresia (figura 4.10) podemos observar que ya no se mejora mucho (ver figura
4.11), por lo que no siempre es bueno aumentar el nimero de reglas difusas, se puede obtener el
mismo resultado con menos funciones de membresia y en un tiempo menor.

4) Usando las mismas condiciones que para la funcién (4.20) usaremos el mismo algoritmo para
aproximar el sistema no lineal

y(k) = 2% sin(6,28 * 1) * z2

y al usar 11 reglas difusas (figura 4.10) se obtuvieron los siguientes resultados:

Con una velocidad de aprendizaje baja no se obtuvieron resultados tan buenos como la ecuacién
anterior, al aumentar la velocidad de aprendizaje se volvia mds lento el proceso de identificacién,
pero se mantenia la estabilidad como se muestra en las figuras 4.12 y 4.13

pero al usar 2 funciones de membresia el algoritmo estable logra una aproximacién muy buena
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Figura 4.7: 6 reglas difusas con velocidad de aprendizaje de 0.5
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Figura 4.8: 6 reglas difusas con velocidad de aprendizaje de 3
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Figura 4.9: 6 reglas difusas con velocidad de aprendizaje de 4
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Figura 4.10: Funciones de membresia
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04

Figura 4.11: 11 reglas difusas con velocidad de aprendizaje de 3
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Figura 4.12: 11 reglas difusas con velocidad de aprendizaje de 3
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Figura 4.13: 11 reglas difusas con velocidad de aprendizaje de 5

(ver figura 4.14), una vez mas observamos que al aumentar el nimero de reglas difusas no mejoramos

la aproximacién, sino que la hacemos méds lenta y torpe debido a las reglas difusas redundantes
aun con 6 reglas (ver figura 4.15) difusas la aproximacién no es tan buena como con 2, por lo

que podemos ver que el algoritmo es estable y no requiere de muchas reglas difusas para funcionar

bien por lo que no tiene ningin problema para usarse en-linea

4.3.2. Identificacién de sistema no lineal

Primero usaremos un sistema no lineal para ilustrar el aprendizaje de gradiente descendiente
(4.7), el algoritmo BP (5.20) y la estabilidad. La planta a identificar es el Ejemplo 2 de [17] el cual
también fue discutido en [10][16][21].

y(k=Dy(k—2)y(k—1) +25]

14y (k—1)2+y(k—2)> uwlk—1) (4.25)

y (k) =

La senal de entrada se escoge como

sinu(k) = (%k) (4.26)
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Figura 4.14: 2 reglas difusas con velocidad de aprendizaje de 2

0 50 100 150 200 250 300

Figura 4.15:
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Usaremos una red difuso neuronal (5.8) para identificar (4.25),
X (k) = [y(k = 1),y(k —2),u (k= 1)) (4.27)

Para evitar la sobrecarga computacional, Usamos conexién simple, i.e., la entrada por ¢; es so-
lamente Aqk, Aok, - Angp (k=1---1). Entonces [ = 10, m = 1. Las funciones de membresia se

escogen como funciones Gaussianas

pa,, () = exp (“’“’U—>> (1.25)
ji

- Primero, asumiremos que se conoce la funcién de membresia A;;. Escogeremos que el centro c;;
y el ancho oj; son constantes aleatoria entre [0, 1] . Las condiciones iniciales para W}, son aleatorias
de [0,1]. n = 9,5. Tal vez exista un mejor 7, pero la simulacién se tiene que hacer muchas veces
para encontrar un buen 7.

La complejidad del modelo es importante en el contexto de identificacién de sistema, el cudl
corresponde al nimero de reglas difusas del modelo difuso neuronal. En esta simulacién tratamos
de probar un diferente nimero de reglas difusas, encontramos que después de que el nimero de
reglas difusas es 20, la precisién de identificacién no mejora mucho. El resultado de la identificacién

se muestra en la figura 4.16.
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Figura 4.16: 10 reglas difusas con velocidad de aprendizaje de 1
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Capitulo 5

Modelado difuso neuronal con
aprendizaje de funcion de membresia

premisa estable

5.1. Modelado difuso neuronal sin modificacién robusta

5.1.1. Redes difuso neuronales Tipo Mamdani

Un esquema de inferencia difusa, el cual se basa en el modo generalizado modus Ponens, se puede
describir esquemsdticamente de la siguiente forma. Aqui consideramos sistemas difusos multiples-
entradas-una-salida (MISO multi-input-single-output), f : " — R, porque un sistema multi-salidas

se puede siempre descomponer en una coleccién de sistemas tinica-salida.
R STz es Ay xoes Ay y -+  es A,y ENTONCES 41 es Bi; v+ - Ui €S Bmi (5.1)

Usamos I(i = 1,2---1) reglas difusas SFENTONCES para desarrollar un mapeo de un vector de
entrada lingiifstica X = [z1--- 2] € R" a un vector de salida lingiifstica Y (k) = [g1-- - Gm]” -
Aty Api y Biiy -+ - B son conjuntos difusos standard [22]. Para una variable de entrada x; hay
l; conjuntos difusos. En el caso de una conexién completa, [ = 13 X Iy X - - - I,,. De [22] sabemos que, al

usar el difusificador inferencia de productos, difusificador centro-promedio y funcién de activacién
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singleton, la p-ésima salida del sistema 16gico difuso puede ser expresado como

Up = (Zl: Wpi [ﬁ MAJ-Z-]> / (Zl: [ﬁ “z%])
i=1 j=1 =1 [j=1 (52)

!
= Z wpid)i
i=1
donde Aj; €8 la funcién de membresfa del conjunto difuso Aj;, wy; es el punto al cudl p B, = L. Si
definimos
n I n
j=1 i=1 j=1

(5.2) puede ser expresado en la forma matricial
Y (k) =W (k) ® [X (k)] (5.4)
w11 w1y

donde el pardametro W (k) = .y el vector de datos ® [X (k)] = [¢y--- &))" . La

w w
estructura del sistema difuso neurg;llal se mue;r‘;lra en la figura 4.1. Esta red difuso neuronal de cuatro
capas se ha discutido en muchos articulos [7][11][13][21]. La capa I acepta vectores lingiiisticos X (k).
Cada nodo de la capa II representa el valor de la funcién de membresia de la variable lingiiistica.
Los nodos de la capa III representan reglas difusas. La capa IV es la capa de salida, las conexiones
entre las capas III y IV son completamente conectadas por la matriz de pesos W (k). Las capas |

y II son la parte premisa. Las capas III y IV son la parte consecuencia.

5.1.2. Redes difuso neuronales Tipo Takagi-Sugeno-Kang

R%: ST zyes Ay yages Aoy -+ y xp es A,y ENTONCES yi = péo +p§-1m1 4 - p;nxn (5.5)

donde j = 1---m. La p-ésima salida del sistema légico difuso puede ser expresada como

l
Up =D (Pho + Ppuor + - Dhon) &4 (5.6)
=1
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donde ¢, es definido como en (5.3). (5.6) puede también ser representado en la forma de tipo-

Mamdani (5.4),

donde Y (k) = [+ Gim]”

1 ! 1 ! 1 4

1 1 1 1 1 ]
Pmo  "Pmo Pm1 " "Pm1i " Pmn " Pmn

ocla(k) = 6y & wrdy - mdy o wady |

Usaremos funciones de membresia Gaussianas para identificar reglas difusas, las cuales se definen

como

_ () — ;i)
Pag =P | =5
7t

la g — ésima salida del modelo difuso neuronal puede expresarse como

prm« %> Zﬂw( wj

i=1 j=1 ?
Definamos
n (CL‘ c )2 l !
J — Cji
Z’i:HeXp | aqg = E WqiZi, b= E Zi
j=1 Ji i=1 i=1
Entonces
~ Qq
1" p

Similar a (4.5), el proceso de identificacién no lineal (1.7) puede representarse como

l * 2 l * 2

o L)) [ (o5)

=Y [Jew | |/ [T | | | -
i=1 j=1 Ji

i=1 j=1 ji

*2

*
donde wy,;, ¢j; y o7

modelada f,.

(5.7)

(5.8)

(5.11)

son pardmetros desconocidos los cuales pueden minimizar la dindmica no
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En el caso de tres variables independientes, la férmula de Taylor tiene una funcién suave f como

8 k
x2+(x3 )a 3] f+ Ry (5.12)

— 1 i 0
fanena) =3 [(ml — ) o ()

donde R; es lo que sobra de la férmula de Taylor. Si z1, z2, 3 corresponder a wpz, ng y ﬂ2, x(l), xg, xg

2
corresponde wp;, ¢j; ¥ Ol

l n o
Yottty = yq+z ql — Wi z,/b+zz ac; ( ) Cji — Cji)+zz 0 (a—bq) (O’;Z- — Oji)+R1q

i=1 j=1 =1 j=1
(5.13)
Usando la regla de la cadena tenemos
o) 9 9z; 10 9 (1 i —Cji
2 () = o (5) 82 = (H 2 (D)) (2052 -
= (£ -%) <22,‘—%Lx U_ﬁc’> = in_“’qib—ﬂq IZU—;zz
d (a 0 [aq\ 0z Wei — Ty (2 — ¢ji)?
() = 2 (%) Doy, = B oy (5.15)
Ooji \'b 0z \ b/ 0oj; b J?i
En forma matricial
Yq + /Lq = @\q — WqZ (k) — DZQUkE — DZQEkE (516)
donde .
Z(k>:[zl/b"'zl/b]T= Wq:[wa”'wa]v Wq:Wq_W;
Dzq = 2213%,"',2213‘%;%}, E=1[,---1"
B (e — cfy) st (enn — C)
Cp =
o . o (5.17)
—“J% (cu — ) e ; (et = cy)
wphon—ot) gk (o — o)
F}i‘ = .,
_ 2 n_—_tn 2 *
B2 (o1 — o3y) il (o — o7y)
Definamos el error de identificacién como
€ =Y = Ya (5.18)

eq = Z (k) Wy + Dz,ChE + Dz,ByE + ji, — Rig
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Figura 5.1: Representacion de la red del sistema difuso

donde Ry, es el error de aproximacion de segundo orden de la serie de Taylor, ¢ = 1-- - m. Definamos

e(k)=ler-em]"

_ _ _ (5.19)
e(k) =WiZ (k) + D, (k) CxE + D, (k) BLE + ( (k)
wip — Wiy Wil — W, 2,21“’1—117_Au 2'2le1)_@
donde W, = . D, (k) = (k)=
wyy — Wy Wiy — W), 221 —w’“b_@m 2z —w'”lb_@m

p— Ry, = )", Ry =[Ru- Rim]" .
Por la cota de la funcién Gaussiana ¢ podemos asumir que p en (5.11) es acotada, también R;
es acotada. Entonces ¢ (k) en (5.19) es acotada. El siguiente teorema da un algoritmo BP estable

para redes difuso neuronales en tiempo discreto.

Teorema 5.1 Si usamos una red difuso neuronal (5.8) para identificar una planta no lineal (1.7),
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el siguiente algoritmo de BP puede identificar el error e (k) acotado

Wii1 = Wi — e (k) Z (k)T

cji (k + 1) = ¢ji () — 20y, et le 2t “ (Yg — Yq) (5.20)
2
oji(k+1)=0j (k) — 2n3,2; wm U (IJU%Z) (Ug — Yq)

Ui

donde n;, = , 0 <n < 1. El promedio del error de identificacion satisface
L+ (2|1 + 2| D.|?
1 T 0
— i —_ 2 __
J = limsup T E e“ (k) < 7rC (5.21)

__n K | 4 2 2\ T o4 [2
donde7r—1+m[1 1+H_>O’K mkax<HZH +2||DZ||),C m]?X[C (k)]

Demostracién. Definamos ¢;; (k) = ¢;i (k) — ¢} Eji (k) = 0ji (k) — o* (k) , el elemento de Ch

i

es expresado como ¢j; (k) = 6’4 . Entonces

~ ~ Wi — Yq Tj — Cji
[Cit] = [Cn] - 20252 (G, — ) (5.22)
Ji

Escogemos una matriz definida positiva L como
— 2 ~ 112 ~ 12
L= [+ o]+ 3] (523)
Por la ley de actualizacién (5.20), tenemos
WkJrl = Wk —nre (k) Z (k)T (5.24)

Usando (5.19) tenemos

2

- 2 =~ Wqi—Yq Tj—Cji [~
ALy = | Wi = nie (1) 2 (1) | +‘Ck 22T (G — )
.7

B e SRl I ] o i
= n2e? (k) (|| 2 (k)7 +2|\DT\})—2nk||e ||Hsz k)" + DTC,E + DT BkEH (5.25)
=22 (k) (121 + 21 D:I) = 2mg le (k) [e (k) — ¢ (K]
< —me? (k) [1 =y (121 + 21 D=) | +nc? (k)
< —me? (k) +n¢? (k)
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donde 7 se define como
U

1+ miix (1|2 +2 10|

(5.26)

m =

Porque
n [mln( ?) + min (¢%;) + min (ggz)] <Lp<n [méx( 7) + méx (%) + méx (b2 )} (5.27)

donde n [mln ( ) + min ( ji) + min (ggl)] yn [méx ( ) + max ( ) + méx <b2 )] son funciones-
Koo, y me? (k) es una funcion-Ko, n¢2 (k) es una funcién-K. De (5.19) y (5.23) sabemos que Vj, es

la funcién de e (k) y ¢ (k) , entonces L admite una funcién suave ISS-Lyapunov como estd definido

en Definicion 2. Del Teorema 1, la dindmica del error de identificacién es entrada-a-salida estable.

“Porque la "ENTRADA” ( (k) es acotada y la dindmica es ISS, el "ESTADO” e (k) es acotado.

(5.25) puede ser reescrito como
ALy, < —me? (k) +n¢? (k) < we? (k) +n¢ (5.28)
Resumiendo (5.28) de 1 hasta T', y usando Ly > 0 y L; constante, obtenemos

Lr—L1 < —n Zle e? (k) + TnC

" _ (5.29)
T3 o1 €2 (k) <Ly — Ly +TnC < Ly + T

(5.21) es establecida. m

Comentario 5.1 Para modelos difuso neuronales tipo Takagi-Sugeno-Kang (5.5) con funciones
de membresia Gaussianas en Aj;, la ¢ — ésima salida del sistema logico difuso puede ser expresado

como

1=

=3 (qukxk> e ( ( — es0)* ) S [ew ( Cﬂ'>2> (5.30)

i=1 j=1 ?
l

donde xo = 1. La parte (MZZ' - wqi> 2i/by (5.13) es cambiada a
i=1

l n
) (Z Pk = Ply:) ffk) zi/b (5.31)
k=0

=1
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Si usamos el siguiente algoritmo

pf]k (k+1) = pf]k (k) — ny, @\q - yq) %xk

cji (k+1) = ¢ji (k) = 2,2 =252 =2 (0 — o) (5.32)
Wi —Tp (Tj—5)° [~
oji (k4 1) = 0 () — 2z 2y 2 gl (5, — )

El error de identificacion e (k) es acotado. La prueba es igual a la del Teorema 3.

Comentario 5.2 Normalizando las velocidades de aprendizaje my, en (4.7) y (5.20) son tiempo-
variables para asegurar la estabilidad del error de identificacion. Fstas ganancias de aprendizaje
son mds faciles de decidir que [21], y no se requiere ninguna informacion a priori, por ejemplo
podemos escoger 1 = 1. La contradiccion en la rdpida convergencia y el aprendizaje estable se
puede evitar. Se pueden encontrar velocidades de aprendizaje de tiempo-variable en algunos temas
standard adaptables [8]. Pero también usaron modificacion robusta para garantizar la estabilidad de

procesos de identificacion.

Comentario 5.3 Si escogemos n como una funcién zona-muerta:

=0 Sile(k)<(¢

{ K Ple(Rl << (5.33)
n=mn Sile(k)>¢

(5.20) es la misma que en [22]. Su un término de modificacion-o o un término regla-6 modificado

se agrega en i en (4.7) o (5.20), se vuelve la misma que en [24] o [12]. Pero todos ellos necesitan

la cota mdzima del error de modelado . Y el error de identificacion se agranda por la modificacion
robusta [8].

Comentario 5.4 Como asumimos que las redes difuso neuronales no pueden sequir sistemas no
lineales exactamente, no podemos hacer que los pardmetros (wj;, cj; y 0j;) convergan, nos gustaria
simplemente forzar la salida de la red difuso neuronal para sequir a la planta de la salida de la
planta, i.e. el error de identificacion es estable. Sin embargo los pesos no pueden converger a sus
valores dptimos, (5.21) muestra que el error de identificacion convergerd al radio %Z Aungue la
entrada esté persistentemente excitando, el error de modelado ¢ (k) no hard converger a los pesos
a sus valores dptimos. Es posible que el error de salida converga, pero los errores de los pesos son

muy altos cuando las reglas difusas no son bien definidas. La relacion del error de salida y el error
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de los pesos se muestra en (4.6) y (5.19). Un caso mds simple es que usemos (4.6) y las redes

difuso neuronales podrdn sequir a la planta no lineal exactamente

planta: y = W*® [X (k)]
redes difuso neuronales: y =W (k) ® [X (k)] (5.34)
error de salida: (y —y) = (W* =W (k)) ®[X (k)]

Si @ [X (k)] es muy grande, un error de salida pequeno (y — ) no significa una buena convergencia
del error de los pesos W* — W (k).

5.2. Diseno de sistemas difusos usando el aprendizaje de gradiente

descendiente

= Paso 1. Determinacién de la estructura y configuracién de los parametros iniciales.
Escéjase el sistema difuso inicial en la forma de la figura y determinar M. Una M mayor
resulta en mds pardmetros y en més computo requerido pero da una mejor aproximacion
de exactitud. Especificar los pardmetros iniciales y ' (0), z; ' (0) y o (0). Estos pardmetros
iniciales pueden ser determinados de acuerdo a las reglas lingiiisticas de expertos humanos
o pueden ser escogidos de manera que las correspondientes funciones de membresia cubran
uniformemente los espacios de entrada y de salida. Para aplicaciones particulares se pueden

usar métodos especiales.

= Paso 2. Presentar la entrada y calcular la salida del sistema difuso. Para un par
entrada-salida dado («f,4f), p = 1,2,... y al ¢-ésimo punto de aprendizaje ¢ = 0,1,2, ...,
presentar z}) a la capa de entrada del sistema difuso en la figura 5.1 y computar las salidas

de las capas 1-3. Esto es

n P m—lp 2
2= 1_[16Xp - <—m0i o (Zq) (q)) (5.35)

M
b=>) (5.36)
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a=) v ()7 (5-37)

f=a/b (5.38)

= Paso 3. Actualizar pardmetros. Usar el algoritmo de aprendizaje para computar y actualizar
los pardmetros y ' (¢ + 1), 27 (g+1) y ol (¢+1), donde y =y, y 2!, b, a y f igual a esos

computados en el paso 2.

» Paso 4. Repetir desde el paso 2 con ¢ = ¢ + 1 hasta que el error |f — yg | sea menor que un

nuimero preespecificado € o hasta que g iguale a un nimero preespecificado.

s Paso 5. Repetir desde el paso 2 con p = p + 1; estos es, actualizar los pardmetros usando el

siguiente par de entrada salida (scé’“, yé’“).

= Paso 6. Si se es deseable y factible, hacer p = 1 y hacer los pasos 2-5 otra vez hasta que el
sistema difuso disenado sea satisfactorio. Para control en-linea e identificacién de sistemas este
paso no es factible porque los pares de entrada-salida se proveen uno-a-uno en tiempo-real.
Para problemas de reconocimiento de patrones donde los pares de entrada-salida se proveen

fuera-de-linea, este paso es comiinmente deseable.

5.3. Simulacion

Identificacién de sistemas no lineales.

1) Usamos un sistema no lineal para ilustrar el algoritmo BP (5.20). La planta identificada es
el Ejemplo 2 de [17] el cual también fue discutido por [10][16][21].
y(k=Dyk—=2)y(k—1)+27]

L+y(k—1)%+y(k—2)°

y (k) = +u(k—1) (5.39)

La sefial de entrada se escoge como un nimero aleatorio en el intervalo [0, 1]. Usamos la red difuso

neuronal (5.8) para identificar (4.25),

X (k) = [y(k = 1),y(k = 2),u(k - 1)]"



5.3 Simulacién 81

yand j

Figura 5.2: Identificacién en-linea de un sistema no lineal

Para evitar la carga computacional usamos conexién singular, esto es, la entrada para ¢;, es solo

Atk Aok, - Api (k=1---1), 1 =6, m = 1. Las funciones de membresia se escogen como funciones

i)
Hag, (k) =exp (M)

Gaussianas

Asumimos que las funciones de membresia Aj; son desconocidas. Usamos (5.20) con n = 1 para
actualizar Wy, cj; y 0j;. Las condiciones iniciales para Wy, cj; y 0j; son aleatorias de 0 a 1. Los
resultados de la identificacién en-linea se muestran en la figura 5.2.

Ahora comparamos nuestro algoritmo con un algoritmo normal BP [17] y aprendizaje éptimo
[21]. Usamos la misma red neuronal multicapa como en [17], es II390.101 (dos capas ocultas con
20 y 10 nodos), y una velocidad de aprendizaje fijo n = 0,05. En esta simulacién encontramos que
después de 1 > 0,1 la red neuronal se vuelve inestable. También repetimos la simulacién del Ejemplo
3 de [21]. La comparacién del desempeno se puede realizar por los errores medios cuadréticos (4.24).
Los resultados comparados se muestran en la figura 5.3.

Podemos ver que el aprendizaje 6ptimo para redes difuso neuronales [21] es el mejor con respecto

al error de identificacién J; (200) = 0,0064. Pero es dificil verlo porque tenemos que resolver una
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1.4
Squared error J,(N)

1.20 1

1r Multilayer neural networks i
0.81 1
0.6 Stable learning for FNN g
0.4+ Optimal learning for FNN B
0.2 ko

0

0 50 100 150 200

Figura 5.3: Comparacién de desempenos

ecuacién AB% + Bf = 0 o usar algoritmos genéticos para encontrar la velocidad de aprendizaje
o6ptima. FEl algoritmo estable propuesto en ésta tesis tiene casi la misma velocidad de convergencia
que el aprendizaje 6ptimo. Aunque el error de identificacién es mayor J; (200) = 0,051 es simple y
facil de implantar. Algoritmos normales BP para redes neuronales multicapa tienen una velocidad

de convergencia lenta y un error de identificacién mayor J; (200) = 0,1078.

2) Ahora veamos cémo se comporta el algoritmo al usar 20 reglas difusas y c6mo se comporta

una red neuronal con regla de aprendizaje Back Propagation.

En la figura 5.4 vemos que la red difusa neuronal con el algoritmo de aprendizaje estable logra
una identificacién muy buena, lo podemos constatar viendo el indice de desempeno mostrado en la
figura 5.5

ahora veamos como se comporta la red neuronal usando 2 capas ocultas de 10 y 5 neuronas
respectivamente, el resultado se puede ver en la figura 5.6. Podemos ver que la red difuso neuronal

con algoritmo de aprendizaje estable hace un mucho mejor trabajo que la red neuronal.
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Figura 5.4: 20 reglas difusas con velocidad de aprendizaje de 1
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Figura 5.5: Indice de desempenio



84 Modelado difuso neuronal con aprendizaje de funcién de membresia premisa estable

45 T T

‘ I TN

H‘\ MM “H \“m N
I
‘\

| ‘HM N I MY [V

W MY
Mg

U \f \‘ ' f \

351 A i

| |
\

I ]

‘Y
25F VoA

05

0 L
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

200

Figura 5.6: Identificacién usando redes neuronales

3) Para la ecuacién (5.39) usaremos ahora una entrada
u(k) = sin(6,28 = k/25)

todas las demds condiciones se mantienen iguales, usamos el mismo algoritmo de aprendizaje estable
para actualizar Wy, c¢j; y 0j;. Para 20 reglas difusas usando una velocidad de aprendizaje de 5 el
algoritmo tarda un poco en aproximarse como podemos ver en la figura 5.7, si se usa una velocidad
de aprendizaje de 1 se aproxima mds rdpidamente como podemos ver en la figura 5.8

Si reducimos el nimero de reglas difusas a 2 el algoritmo de aprendizaje estable propuesto hace

un mejor trabajo (figura 5.9), cabe notar que en ninguno de los casos se perdié la estabilidad aunque

solo se haya asegurado para una velocidad de aprendizaje de 1.
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Figura 5.7: 20 reglas difusas con velocidad de aprendizaje de 5
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Figura 5.8: 20 reglas difusas con velocidad de aprendizaje de 1
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Figura 5.9: 2 reglas difusas con velocidad de aprendizaje de 1



Capitulo 6

Conclusion

En esta tesis se discutieron redes difuso neuronales tipo Mamdani y tipo Takagi-Sugeno-Kang.
Se propuso una nueva ley de aprendizaje estable en la cudl usando el acercamiento de entrada-a-
estado estable concluimos que las técnicas de robustificacién normalmente usadas en el modelado
difuso neuronal tales como proyecciéon y zona-muerta no son necesarias para la ley de gradiente
descendiente y el algoritmo BP. Dicha ley de aprendizaje estable se puede implantar para su uso
en linea y es robusta ante cualquier incertidumbre acotada.

Podemos concluir que al usar una red difuso neuronal con algoritmo de aprendizaje estable lleg-
amos a mejores aproximaciones que con los algoritmos cominmente utilizados; es posible observar
que la red difuso neuronal con algoritmo de aprendizaje estable tiene una mejor aproximacién que
una red neuronal con algoritmo de aprendizaje Back Propagation y tiene una carga computacional
mucho menor. Se puede observar que con una mayor cantidad de reglas difusas no se obtiene una
mejor aproximacion, ésto es debido a la redundancia de reglas difusas que en vez de mejorar el
resultado lo entorpece y a su vez lo vuelve més lento. El algoritmo de aprendizaje estable mantiene
la estabilidad ante cualquier incertidumbre acotada e incluso puede funcionar con una velocidad de
aprendizaje mayor a la que se propuso en el Teorema 2. Por su baja carga computacional se cumple
el objetivo de usarse en-linea, se proponen como trabajos futuros el desarrollo de ésta técnica como

controlador, asi como su desarrollo como observador.
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