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Introduccion

En este trabajo de tesis se trabaja con las llamadas descripciones implicitas (conocidas también como descripciones

generalizadas o descriptoras 6 singulares), Y (E,A,B,C):
0.1

las cuales fueron introducidas por Rosenbrock [21, Ros70] como una extension de las descripciones cldsicas es-

trictamente propias:

X = Ax+ Bu

0.2)

y==Cx
Con estas descripciones implicitas se pueden describir una amplia gama de comportamientos externos. En 1991
Bonilla y Malabre muestran el uso de descripciones con mayor numero de ecuaciones que de variables de es-
tado, también es posible describir los sistemas de estructura interna variable. De esta manera, estas descripciones
poseen un grado de libertad interno que se puede utilizar, por ejemplo, para tener en cuenta de forma implicita una
variacion de estructura.

En efecto las descripciones implicitas rectangulares pueden ser utilizadas para modelar una clase muy amplia
de sistemas lineales, incluyendo aquellos sistemas con interruptores internos. Para estos sistemas, las condiciones
necesarias y suficientes (expresado en un sistema implicito global) garantizan la existencia de una ley de control
que proporciona un comportamiento unico en la salida, independientemente de las variaciones en la estructura
interna.

En [7, BoMa08] se muestra que la teoria de sistemas implicitos lineales invariantes en el tiempo puede ser
utilizada eficientemente para modelar y controlar una cierta clase de sistermas conmutados autonomos variantes
en el tiempo con conmutaciones internas. Basada en los subespacios (E, A, B) invariantes contenidos en el kerC,
se propone una ley de control proporcional y derivativa que hace inobservable la variacién de estructura. Para
el sistema en lazo cerrado, tinicamente se pudieron encontrar condiciones necesarias de estabilidad. El objetivo

de este trabajo de tesis es encontrar condiciones suficientes de estabilidad para un sistema conmutado auténomo,
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representado a través de sistemas implicitos, controlado mediante una retroalimentacién de estado proporcional y
derivativa.

En la primera parte se muestra como modelar y controlar a una clase de sistemas conmutados auténomos,
mediante la teoria de los sistemas implicitos lineales. En el capitulo 1 se abordan algunos conceptos bésicos sobre
sistemas conmutados y el tipo particular de sistema conmutado auténomo dependiente del tiempo considerado
en este trabajo. Mediante un ejemplo ilustrativo se muestran algunas propiedades estructurales importantes. En
el capitulo 2 se muestra como la teoria de sistemas implicitos lineales invariantes en el tiempo puede utilizarse
eficazmente para modelar y controlar una cierta clase de sistemas auténomos dependientes del tiempo. En el
capitulo 3 se propone una ley de control proporcional derivativa la cual hace inobservable la variacion de estructura
interna del sistema en lazo cerrado. Se obtienen condiciones necesarias de estabilidad.

En la segunda parte, se muestra como encontrar una funcién de Lyapunov comun para garantizar la estabilidad
del sistema conmutado en lazo cerrado; esto se hace mediante el ejemplo académico de la primera parte. Para ello,
primero, en el capitulo 4 se estudia la estabilidad de los sistemas conmutados y en este se dan condiciones nece-
sarias y suficientes que garantizan la estabilidad. En el capitulo 5, mediante el ejemplo ilustrativo, se encuentran
condiciones suficientes para la existencia de una funcién de Lyapunov cuadrética comiin, garantizando estabilidad
del sistema en lazo cerrado visto en el capitulo 3.

Posteriormente, en la tercera parte se extienden los resultados de la segunda parte al caso de los sistema escalera.
En el capitulo 6 se introducen los sistemas escalera y se aplica una ley de control proporcional derivativa a un
sistema escalera con factores irreducibles de primer orden, y se obtienen condiciones necesarias de estabilidad en
lazo cerrado. En el capitulo 7 se encuentran condiciones suficientes para la existencia de una funcién de Lyapunov
cuadratica comun, garantizando estabilidad del sistema escalera en lazo cerrado.

Finalmente en la cuarta parte, se concluye.
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Capitulo 1

Sistemas conmutados, auténomos, variables en el tiempo

1.1 Introduccion

En este capitulo se abordan algunos conceptos basicos como la clasificacion de sistemas conmutados, de entre los
cuales destacan los sistemas conmutados dependientes del estado, dependientes del tiempo, auténomos y contro-
lables. El tipo particular de sistema conmutado auténomo dependiente del tiempo considerado, se adapta bien a la

teoria implicita de los sistemas lineales. Se muestra un ejemplo y algunas propiedades estructurales importantes.

1.2 Clasificacion de sistemas conmutados

Los sistemas conmutados se pueden clasificar en [16, Lib03]:

e Dependiente del estado v.s. dependiente del tiempo;

e Auténomo (No controlable) v.s. controlable.

Por supuesto, se pueden tener combinaciones de varios tipos de conmutacion.

1.2.1 Conmutacion dependiente del estado

Se supone que el espacio de estado continuo, IR", es particionado en un nimero finito o infinito de regiones de
operacion por medio de una familia de superficies de conmutacion. En cada una de estas regiones, un sistema
dindmico continuo en el tiempo (descrito por ecuaciones diferenciales con o sin control) es dado. Siempre que
la trayectoria del sistema pasa por una superficie de conmutacién, el estado continuo cambia instantineamente a
un nuevo valor, especificado por un mapa de restablecimiento. En el caso mds simple, se trata de un mapa cuyo
dominio es la unién de las superficies de conmutacién y cuyo rango es todo el espacio de estado, posiblemente

excluyendo las superficies de conmutacién. En resumen, el sistema es especificado por:



6 1 Sistemas conmutados, auténomos, variables en el tiempo

La familia de superficies de conmutacidn y las regiones de operacion resultantes.

La familia de subsistemas continuos en el tiempo, uno para cada regién de operacion.

El mapa de restablecimiento.

En la figura 1.1 se muestran a las superficies de conmutacién por medio de curvas gruesas, las curvas delgadas

con flechas denotan las porciones continuas de la trayectoria y las lineas punteadas simbolizan los saltos.

----- saltos
—— superficies de conmutacién

— porciones continuas de la trayectoria.

Figura 1.1 Conmutacién dependiente del estado

1.2.2 Conmutacion dependiente del tiempo

Se supone que se tiene una familia de funciones dadas, {fg : R* - R": 6 € .}, donde .# es algilin conjunto de
indices'.

Esto da lugar a una familia de sistemas descritos por las representaciones de estado:
X = fo, 6ec.s (1.

Las funciones fp son suficientemente regulares (al menos localmente Lipschitz). El caso mas sencillo es cuando

se tiene una familia de sistemas lineales:

fo=Agx, AgER™ 0¢c.7 (1.2)

y la cardinalidad del conjunto de indices, .#, es finito, e.g. .% = {1,2,...,m}.
Para definir un sistema conmutado generado por la familia anterior, se necesita el concepto de sesial de con-

mutacion. Se trata de una funcién constante a pedazos o : [0,00) — .#. Tal funcién tiene un numero finito de

! Tipicamente .# es un subconjunto de vectores de cardinalidad finita.
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discontinuidades —a las que se llaman tiempos de conmutacién— en cada intervalo de tiempo limitado y tiene
un valor constante entre dos tiempos consecutivos de conmutacién. El papel de ¢ es especificar cada instante del
tiempo 7. Asumiremos mas concretamente que ¢ es continua por la derecha: o (¢) = lim;_,;+ o (t) paracada t > 0.

Un ejemplo de cada sefial de conmutacién para el caso, .# = {1,2}, es descrita en la figura 1.2.

Figura 1.2 Sefial de conmutacién

Por lo tanto, un sistema con conmutacién dependiente del tiempo, puede ser descrito por la siguiente ecuacion:
(1) = fo(r) (x(1))- (1.3)

Un caso particular es un sistema conmutado lineal,
x(t) = Ag(nx(t), (1.4)

que se presenta cuando todos los subsistemas individuales son lineales, como en (1.2). Para simplificar la notacién

a menudo se omiten los argumentos del tiempo y se escribe

£ = folx) (1.5)

¥ =Agx (1.6)

respectivamente.
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1.2.3 Conmutacion autonoma

Por conmutacién auténoma se refiere a una situacion en la que no se tiene control directo sobre el mecanismo
de cambio que desencadenan los eventos discretos. Esta categoria incluye sistemas conmutados dependientes del
estado en el que la ubicacion de las superficies de conmutacién son predeterminadas, asi como los sistemas con-
mutados dependientes del tiempo en los que la regla que define la conmutacidn es desconocida (o fue ignorada en
la etapa del modelado). Por ejemplo, cambios bruscos en la dindmica del sistema pueden ser causados por factores

imprevisibles o fallas de los componentes.

1.2.4 Conmutacion controlada

En muchas situaciones la conmutacién es en realidad impuesta por el disefiador con el fin de lograr un compor-
tamiento deseado del sistema. En donde se tiene un control directo sobre el mecanismo de conmutacién (que puede

ser dependiente del estado o dependiente del tiempo) y puede ser modificado conforme el sistema evoluciona.

1.3 Una clase de estructura de sistemas conmutados

En esta seccion se adopta la definicion que le da Willems [23, Wil83] a un sistema dindmico con un enfoque
comportamental (vease también la referencia de la sintesis de Polderman y Willems [20, PoW98]).

Se considera un sistema X, donde el comportamiento By, conmuta de una manera auténoma y variable
en el tiempo [16, Lib03], entre un numero finito n de comportamientos, B; g, 0 € .#, y estan hubicados en los

subintervalos de tiempo Z; € {[T,-,I, )| Th=0,T_ <T,i€ Z*+} C R, es decir:

Ty = (BYB775,,):
By = U Bi C LR, R™P); (1.7)
B, {BiglicZt, 0}, card(F) =n;

Big= {(u,y) €C>(Z;,R™r) | 3x € C~(Z;,R"), tal que

—B (d/dt—Ag) 0 ! B } (18
o —co 1| ’
y

donde la representacion de espacio de estados, ¢(Ag,B,Cg), es la siguiente:
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d%=Apx+Bu (1.9)
y=Cgx
Las sefiales u y y son las variables de entrada y salida, respectivamente. B € R?*™ es una matriz inyectiva y las

matrices Ag y Cy son definidas de la siguiente forma:
Ag :ZOJFZ]E(G) and Cy ZEQ—FElb(Q), (1.10)

donde: Ag € R™ y Cy € RP*" A} € R™4 es una matriz inyectiva, C; € RP*9 y D(0) € R?*" son matrices
suprayectivas tal que D(0) = 0.

Cabe sefialar que esta estructura de variacion descrita por un conjunto finito de matrices Ay es muy similar a
la utilizada por Narendra y Balakrishnan [19, NaB94] y por Shorten y Narendra [22, ShN94]. Como se verd mas
adelante la adicion del pequefio conjunto de matrices Cj permitird jugar con sus espacios inobservables con la
finalidad de tener en cuenta las variaciones de la estructura interna.

Con esta clase de sistemas conmutados, autonomos, variables en el tiempo es posible describir y controlar
sistemas con estructura interna variable entre un conjunto comun de sistemas lineales propios invariantes en el

tiempo.

1.4 Ejemplo (parte 1)

Sea el sistema conmutado auténomo, variable en el tiempo con las siguientes matrices de comportamiento:

_ 01| _ 1 0
Ap= Lo , A= | , B= 1k
¢ =[00].Cr=-1,D(0)=[ap].

0= (Ot,ﬁ) € {(—l,—l),(—l,()),(—1,—5),(1,1)},

(1.11)

es decir, (ver figura 1.1)

B o (1+8) (o N
Ag = (1+a) B , B= | , Co [ o ﬁ:|7

(Ot,ﬁ) € {(717*1)3(7170%(71775)7(171)}

(1.12)

Ahora se pondrén en evidencia algunas propiedades estructurales importantes para cada par de valores (o, 3),

dados:

1. Funcion de transferencia.
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> (D
I
—_—
<

Figura 1.3 Esquema a bloques del sistema representado por (1.9) y (1.12)

—(Bs+a)

Fo(s) =Co(sI —Ag) 'B= 113
0(s) = Co(sT = 4o) s2—(a+B)s—(1+a+p) (1
2. Espectro. El polinomio caracteristico es:
mo(s) =det(sI—Ag)=(s+1)(s—(1+a+p)) (1.14)
Donde: A(Ag) ={—1,(1+a+p)}.
3. Controlabilidad.
0|(1+
co— |O|1FA) (1.15)
1| B
como detCg = —1(1+ B), se tiene entonces un modo no controlable C cuando f§ = —1
4. Observabilidad. La matriz de observabilidad es:
o
Op = — P (1.16)
(B+ap+a?)|(a+ap+p?)
como detOg = — (ot + ) (o — B), se tiene entonces un modo inobservable O cuando 8 = ¢ 6 cuando § = —a.

5. Ceros invariantes. La matriz sistema es:
(s—a) —(14+pB)[0
Po(s)= | —(14+a) (s—B) |1 (1.17)
o B 0
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como det Py (s) = —(PBs+ &), se tiene entonces un cero invariante z = — /3, cuando f8 # 0.
6. Ganancia y grado relativo. Los dos primeros pardmetros de Markov son:
h —
Ho=| '| =0pB= P (1.18)
ha (—o—oap —p?)
Entonces, la ganancia K y el grado relativo dr es:
K=- dr =1 donde 0
By B # (1.19)

K=—o y dr=2 donde B=0

B z=0 0,
b, pi hd 7<0
. T
F A e I ———— a
z<0
C:p=-1 .
6, b
O:f=a
P+a+1=0
93
[ ]
.Ha
b
a) 6, ) .
dr=1 B ¢ K=-f<0 B .
diZLLLﬁLLLLLLLLLL " IR NN
s i e o A I E i e v e e o i ok e o i T
dr=1 K=-$>0 K=-a<0
° [ ]
6, "
0, 0,
b o
c) d)

Figura 1.4 Propiedades estructurales del sistema representado por (1.9) y (1.12) 6 € {(—1,—1),(—1,0),(—1,—5),(1,1)}, k e
{1,2,3,4}. (ver (1.13)=(1.19). (@) Modos no controlables C, y modos no observables O; regiones de estabilidad interna. (b) Exis-

tencia y polaridad de los ceros invariantes, z. (¢) Grado relativo, dr. (d) Ganancia, K.

Después de estas consideraciones, se tienen 5 clases diferentes de ecuaciones que describen el comportamiento,

es decir:

1. Para B = o es: PBu(t) + (% —(1+2B))y(r) =0,
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+ 1 1
. Para B ¢ {ot,—a,—1,0} es: (B4 + o)u(t) + (4
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Para f = —ot es: Bu(t) + (% +1)y(t) =0,
Paraff = —1y a# —les: (4 —a)(Bu(t)+ (4
Para B =0y o # 0 es: ou(r) + (4 (

Y por lo tanto, para las 4 posibles selecciones de 8, se tienen los siguientes comportamientos:

u
sBi,k: (u,y)eC“’(I,,]Rz)‘Rk(d/dt) =0 B ke{1a27374}5 L:[Tifla Ti)a
y

=/

=
@
—~ o~~~
QU
~~
L
<
—_ — — —

(1.20)

Se puede notar que la idea principal para modelar un sistema lineal cuya estructura interna es variable, por medio de

una representacion de estados, Y"“(Ag,B,Cyg) es manejar cuidadosamente el subespacio no observable (ver figura

1.4).

1.5 Conclusion

En este capitulo se abordaron algunos conceptos bésicos de la teorfa de los sistemas conmutados y se dio el tipo

particular de sistema conmutado a estudiar, en donde a través de un ejemplo ilustrativo se mostraron algunas

propiedades estructurales importantes.



Capitulo 2

Representacion implicita de sistemas conmutados

2.1 Introducion

En este capitulo se muestra como modelar los sistemas conmutados auténomos variables en el tiempo (1.8), que

son representados por (1.9) y (1.10), utilizando la teoria de sistemas lineales implicitos rectangulares.

2.2 Sistemas implicitos

Las representaciones implicitas fueron introducidas por Rosenbrock [21, Ros70] como una generalizacién de sis-
temas lineales propios. Esta novedad consiste en la introduccién del término Edx/dt en la ecuacién de estado
dx/dt = Ax+ Bu; es decir, Edx/dt = Ax + Bu. Gracias a esta introduccién ha sido posible considerar las acciones
puramente diferenciales y las restricciones algebraicas, propias de la teoria de circuitos. Esta nueva clase de sis-

temas recibi6 varias denominaciones por sus particulares propiedades estructurales:

1) Sistemas generalizados o descriptores
Para el caso donde las transformaciones lineales E y A son cuadradas y det(AE — A) no es el polinomio cero,
se dice que son sistemas generalizados o descriptores.

2) Sistema singulares
Para el caso donde las transformaciones lineales E y A son cuadradas y det(AE — A) puede ser el polinomio
cero, se dice que son sistemas singulares.

3) Sistemas implicitos
Para el caso donde las transformaciones lineales E y A no son necesariamente cuadradas se dice que son sistemas

implicitos.

Ver también el trabajo de sintesis de Lewis [15, Lew92]. En este capitulo se adoptaran las definiciones siguientes

que conducen a disefiar formalmente los sistemas implicitos.

13
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Definicién 2.1. (Representacién implicita) Una representacién implicita Y7 (E,A,B,C), son un conjunto de

ecuaciones diferenciales y algebraicas que tienen la siguiente forma:

E %x = Ax+Bu
2.1

y=Cx
donde E : Z; — .%?q, A:Zy— zeq, B: YU — %?q, C: Z; — %, son transformaciones lineales. El modelo es
vélido para t > 0, es decir, las condiciones iniciales son consistentes, dicho de otra manera deben satisfacer (2.1),
esto significa que no existen interruptores internos que introducen las condiciones iniciales y la tnica manera de

tener las condiciones iniciales es a través de las acciones integrales. Los espacios de dimension finita 2, 2 > Y
y % son los espacios de la variable de descripcion, de ecuaciones, de la entrada y de la salida, respectivamente. En
esta seccién se supone que: ker B = {0}, Im [ EA B} =2 ,,eImC =% Es natural afiadir un término directo a

la salida, es decir y = Cx + Du (Ver por ejemplo [11, Kui92]). Pero dado que:

EOQ
1. La accién de tal término directo puede tenerse en cuenta de una manera implicita, es decir, %x =
00
A0 B
| P Luoy=[en)x
01 -1

2. El estudio de la expresion directa del término directo es engorrosa desde el punto de vista geométrico, por ello
se trabajara con la consideracién implicita de tales términos directos. Como en [8, BCP89], denotamos a CE DA

como los conjuntos de ecuaciones diferenciales y algebraicas .

En caso de que haya funciones temporales u(.) y y(.) que satisfacen a los CEDA de (2.1), nos limitaremos a que

han satisfecho u € C*(R", %) y x(.) € C*(R", 2Z").

Definicion 2.2. (Representacion implicita soluble [3, BoM90]) La representacién implicita (2.1) es soluble, si
paracada u(.) € C*(R", %), existe al menos una trayectoria x(.) € C*(R™, Zy) solucién de los CEDA [Edx/dt —
Alx(t) = Bu(t), para todo ¢ > 0.

Lema 2.1. (Existencia de solucion de representaciones implicitas [14, Lew86], [12, Leb91] y [3, BoM90]) La

representacion implicita (2.1) admite al menos una solucion si y solamente si

rango [XE —A B} = rango [lE —A} , para casi toda A € C (2.2)

es decir,

Im B C Im (AE —A), para casi toda’r € C (2.3)

Im B C (Ed/dt —A)C™(R", Z) (2.4)
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Lema 2.2. (Existencia y unicidad de solucion de representaciones implicitas) La representacion implicita (2.1)
admite al menos una solucion (u,y) € C*(R*, % x %) si'y solamente si (2.3) se satisface. Ademds, la solucion es
tinica si 'y solamente si:

ker(lE —A) C kerC, para todal € C 2.5)

De acuerdo a [11, Kui92] y [20, POW98], adoptaremos las siguientes definicidnes:

Definicién 2.3. (Sistema implicito) Cuando se tiene una representacién implicita soluble, Y7 (E, A, B,C), se dice

que se tiene un sistema implicito, Y7 = (R*, % x % ,Binp), donde el comportamiento es:

Bimp = {(u,y) eC(RY, % x¥)|3x € C*(RT, Zy) tal que
(2.6)
E®=Ax+Bu & ny}

Los dos siguientes conceptos permiten situar las representaciones de estado en las representaciones implicitas:

Definicion 2.4. (Abanico [LE — A] regular [9, Gan77]) Un abdnico [AE — A], con A € C, se dice regular si es
cuadrado y su determinante no es el polinomio cero. La representacién implicita Y7 (E, A, B,C) es regular si su

abanico [AE — A] es regular.

Definicion 2.5. (Representacion implita internamente propia [2, Ber82] y [1, Arm86]) La representacion
implicita, ¥ (E,A,B,C), es internamente propia si su abdnico [AE — A] es propio, es decir, si su abénico es
regular y no tiene divisores elementales infinitos de orden mds grande que uno. De lo contrario, la dindmica del

sistema no incluye ninguna accidén derivativa.

2.3 Forma normal de Kronecker

El poder de las representaciones implicitas, Y7 (E,A,B,C), reside en su capacidad de modelar y analizar una
amplia gama de fenomenos de la teoria de sistemas lineales: por ejemplo de sistemas propios, de sistemas no
propios, de sistemas que incluyen restricciones algebraicas y de sistemas que son sometidos a variaciones en la
estructura interna. En efecto, si uno mira la forma normal de Kronecker [9, Gan77] del abénico [AE — A], con

A € C asociado a la representacién implicita (2.1) nos damos cuenta que tiene 4 tipos diferentes de bloques:

A—a 1
1. Divisores elementales finitos (def), por ejemplo ( ) ,
0 -
iy o , 12
2. Divisores elementales infinitos (dei), por ejemplo ,
: - . A10
3. Indices minimos por columnas (imc), por ejemplo ,y

02l
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A0
4. Indices minimos por filas (imf), por ejemplo | 1 A
01
El sistema asociado es descrito por:
Ia —Ay
a 0 0 0
def
Eppd—1
0 2dr 0 0
dei
E338 —Ass
0 0 S dr ) 0
Eqq8 —Ayy
0 0 0 "
imf

Xf
xoo
Xy

Xr

T
= [BIT B! BY Bﬂ u

T
y= [C] C, Gy C4} [xfT xz; )CET er}

. Zu=Zre0dcd i 2 et Y =% 0% Y S Y,

2. Ej, es nilpotente (Ei2 #Opara j€{0,---,n,— 1}y E;”z =0),
3. Ker E3T73 ={0} y Ker E33NKerA33 = {0}, y

4. Ker Eyq = {0} y Ker Ef ,NKer A} , = {0}.

2.3.1 Divisores elementales finitos

Los divisores elementales finitos corresponden a las partes propias (las acciones integrales) del sistema. Bernhard

[2, Ber82] caracterizé geométricamente los def. Encontraron que si A es un cero finito del abdnico [AE — A],

existe un modo exponencial caracterizado por un vector v # 0 tal que Av = AEv. Esta parte de la representacién

esta asociada a bloques de tipo Jordan, que implica:
dxp/dt =Ap1xp+Biu & yp=Cixy
El comportamiento es asi exponencial:
Beyp = {(u,yf) € (R, % @f)] Ixp0 € 2,

yr(t) =C (exP(Al,ﬂ)xf,o +/OI(A1,,1(I - T))B]M(T)d’[) }

2.7)
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2.3.2 Divisores elementales infinitos

Los divisores elementales infinitos corresponden a partes no propias (las acciones derivativas) del sistema. Ar-
mentano [1, Arm86] caracterizé geométricamente los dei. Gantmacher [9, Gan77] muestra que si ,u’1 €s un cero
infinito del abanico [ ~!E — A], existe un modo polinomial caracterizado por un vector x # 0 tal que 0 = pAv = Ev.

Cada parte de la representacion esta asociada a bloques de tipo nilpotente, que implica:
Egvzdxm/dt =X+ Bt & Yoo=0CrXco

El comportamiento del polinomio es:
np—1

B o = {(u, Vo) € C™(RY, U X B |yu(t) = —Co (Bzu(t) + Z] Ef ,Bad/u(1) /dt/)} 2.8)
=

2.3.3 Indices minimos por columna

Los indices minimos por columna corresponden a la existencia de un cierto grado de libertad (mds incégnitas que
ecuaciones). Armentano [1, Arm86] caracterizé geométricamente los imc. Cada parte de la representacion estd
asociada a bloques donde las matrices (E3 3, A3 3, C3) son equivalentes a ( {1 0} , {23,3 2373] , [63 63} ), con
kerg3’3 = {0}, que implica:

d)?l/dt = 23_’3)34 +A\373)?[ +Bu & y = 63)?@ + 63)?4
Esto significa que hay un término libre (un grado de libertad),

Xp = (prz—F (1— (p)VxAg, con Xy € y@ yX¢ € 31?;,
donde g c[01]yV:2,— 21y V: 5?;—> Zp son inserciones.

el grado de libertad, %, tiene la facultad de cambiar las trayectorias (u,y,) a voluntad. El comportamiento es asi:
Biibre = {(u,yg) eC(RY, % x %)’ Ix0€ X0, 9 €0, 1], y £ € C*(RT, 27) tal que:

(1-9) (f@(l‘)—exp (A331) %ro— /O‘fexp (Z3,3(t—’c))B3u(T)dr) _ /0[ exp (A3 3(t — 7)) A3 3P%(7)dr,
0 ()?z(t)—i- (AT,As3)'AT 3(pB3u(t)> = (AT As3) "L, ((Pa/dt— A f)ig(t)),y

yg(t) = 63 ((1 — (p))?g(l) +F5€g(l)) +63 ((p)?g([) +ﬁfg([))

2.9)

Donde P: Zops — Z ¢y P: X — 2 son las proyecciones naturales tales que: PV = I, PV =, Ker P = 20, y
Ker P = Z.
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2.3.4 Indices minimos por filas

Los indices minimos por columna corresponden a las limitaciones en la sefiales externas (por ejemplo las entradas
admisibles deben satisfacer las ecuaciones diferenciales especificadas con anterioridad). Armentano [1, Arm86]
caracteriz6 geométricamente los imf. Esta parte de la representacion estd asociada a bloques donde sus matrices
1 Agy By ~
(E4.4,A44,B4) son equivalentes a 0 i T, 5 con kerAA{4 = {0}, que implica:
4.4 4

dfr/dt=X4‘4)fr+§4 y 022474)@4—3\414

Es decir,

[;471:4 (24741&{4) _1§4d/dt+ (E4 —X4,4A71:4 (2474;4\:4) _1§4)} u=20

Para mas detalles de este tema vease [2, Ber82], [17, Loi85], [1, Arm86], [18, Mal89], [10, KaK89] y [13, LeLL.94].

Cabe senalar que:

1. La parte de la representacion que es siempre soluble se encuentra en {def} U {dei} U {imc}.

2. La parte regular se encuentra en {def} U {dei}.

3. La parte estrictamente propia se encuentra en {def}.

4. Con los {imc}, podemos modelar las posibles variaciones de la estructura interna de un sistema. Estos cambios
de la estructura interna nos conducen necesariamente a variaciones entre sistemas propios. Por ejemplo si el

sistema es descrito por la siguiente representacién:!

ei 0 0 Xoo —1
ol I D I
0 | [asat1] X 1
imc |
Xoo
]
Xy

entonces se tiene:

X=—Xo=u y X=—du/dt+u

es decir:

y(t) = du(t)/dt

_ ~ _ 1 ~ 0| _ ~
]A3‘3=0,A3,3=1,B3=1,C3=2,C3=1,V=[ ],v:l ],Pz[lo}sz[Ol]
0 1
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b. Si el grado de libertad es dado por (¢ = 1/2)

entonces se tiene:

Xp=Xp, Xeo = —uyd)?g/dt—l—fg =u,

es decir:

ot
W) = e %o+ / e ()T —u(r)
' JO

2.4 Propiedad interna de representaciones implicitas

En la seccién 2.3 ponemos en evidencia que en los imc se encuentra el mayor grado de libertad. Cabe sefalar que

cada parte de la representacion implicita satisface kerE§ 3 = 0, que implica:
Im A3’3 +ImB3; CIm E3’3

Definicion 2.6. (Representacién implicita rectangular) Una representacion implicita rectangular, Y (E,A, B,C),
es una representacién implicita (2.1) donde sus matrices E y A tienen mas columnas que filas. Ademas se satisface

que:
ImA+ImB C ImE (2.10)

Cabe mencionar que la condicién (2.10) implica que ¥ (E,A,B,C) tiene solucién. Por otro lado, el propésito
de utilizar las representaciones implicitas rectangulares es para describir los sistemas lineales con una estructura
interna variable, y no sélo el modelo sino también es indispensable sefialar las propiedades estructurales que
permiten controlarlos. Para ello habra que considerar las variaciones de estructura que satisfacen una ecuacién

lineal.

Definicion 2.7. (Restriccion algebraica) Una restriccion algebraica es una representacion implicita Gnicamente

con ecuaciones algebraicas independientes de la variable de entrada, )" alg (0,D,0):
0=Dx (2.11)

donde: D: %y — X 4, €s una aplicacion lineal y el espacio de dimension finita, 2, ,,, es el espacio de restric-

ciones algebraicas.
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Definicion 2.8. (Representacion implicita global) Si uno lleva la representacion implicita rectangular (2.1) a
la restriccion algebraica (2.11), que describe el grado de libertad, se obtiene la representacion implicita global,

Y#(E,A,B,C), siguiente:

dl = Ax+ Bu
=Cx

Y (2.12)

A B

E= JA = ,B=
0 D 0
El producto cartesiano, 2°, =: 2, X 2,4, €s €l espacio de ecuaciones globales. Se asume que:

Xo=ImE®&ImD (2.13)

Las aplicaciones lineales de representaciones implicitas globales,” Y¢ (IE, A, B), y rectangulares Y (E,A, B) y las

de restricciones algebraicas Y"/4(0, D, 0) son relacionadas con la siguiente forma (ver figura 2.1):

P,E=E P,A=AP,B=B,
e (2.14)
E=0,P

ralg A D P ]B = 0,

Lralg Lralg

Donde:
la proyeccion natural Im E paralelamente a Im D,

X g Xy
(2.15)

Prug: 2y = Zralg, la proyeccion natural Im D paralelamente a Im E,

Lralg *

gcal =ImD
A
Lcal

Dy = Loy X Lo

Z, g =ImE
Figura 2.1 Relacién entre las transformaciones lineales de la representacion implicita global, X8 (E, A, B), de la representacion

implicita rectangular, £ (E, A, B) y de la restriccion algebraica X™8(0,D,0). P,y1q ¥ P, son las proyecciones naturales.

Lema 2.3. (Representaciones implicita global internamente propia [5, BoMO03]) Sea la representacion implicita

global (2.12) tal que (2.10) y (2.13) se cumplen. Es entonces internamente propia si y solamente si:

2 Cuando uno est4 interesado en el comportamiento de la variable de descripcion, x, la ecuacién de salida, y = Cx, se omite y se escribe

simplemente Y''¢(IE, A, B) y Y (E,A, B) en lugar de Y¢(IE, A,B,C) y Y (E,A,B,C).
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kerD ®kerE = 2y, (2.16)

2.5 Localizacion de la representacion implicita de estado resultante de una

representacion implicita global propia

Se tienen las siguientes dos definiciones:

Definicion 2.9. (Representaciones externamente equivalentes [23, Wil83] y [20, PoW98]). Dos representa-
ciones son llamadas externamente equivalentes si los conjuntos correspondientes de todas las trayectorias posibles

de las variables externas, expresado en una particién entrada/salida («,y) son las mismas.

Definicion 2.10. (variable descriptora algebraicamente redundante) En la representacién implicita (2.1). Una
variable de descripcion, xg,, € 2y, se llama algebraicamente redundante si ella es una combinacién lineal alge-
braica de otras variables de descripcién (para todo tiempo ¢ > 0) y puede ser suprimida sin modificar el compor-
tamiento externo de (2.1); es decir, el conjunto de todas las trayectorias posibles entrada-salida (u,y) € Bimp, se

mantiene sin cambios (ver [23, Wil83] y [20, PoW98]).
El resultado anterior marca la representacion de estado resultante.

Lema 2.4. (Localizacién de la representacion de estado resultante de una representacion implicita global
propia [BoMO03]) La representacion implicita (2.12) global es satisfecha por (2.10), (2.13) y (2.16). La parte
que es limitada a kerD en el dominio y a EkerD en el codominio, no contiene ninguna variable de descripcion
algebraicamente redundante. Por otra parte, la parte algebraicamente redundante es limitada a ker E en el dominio

y a DkerE en el codominio. Ademas existen aplicaciones lineales unicas (E,A,B,C) tales que:
EV=VE,AV=VA,B=VB,yCV=C, (2.17)

donde:

V:.:kerD— Z;yV:ImE — Zg son inseciones naturales, (2.18)

~

Es decir, (E,A,B) = (0,1,0) son las tinicas aplicaciones lineales que satisfacen:

PrutoE = PigyE, PyyA = PygyA, y P,y B = B, (2.19)

Pyar: Zy — kerE,  la proyeccion natural suryectiva ker E paralelamente a ker D

(2.20)
Peal » Xy — DkerE,  la proyeccion natural suryectiva Dker E paralelamente a Eker D
Finalmente (2.12) es externamente equivalente a la representacion de estado, ¥ (Ao, Bo,C), siguiente:
4% = AoX+ Bou,
B (2.21)

y=Cx,
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donde:
(2.22)

A =E"VAyB=E""B
E=P,EV=EV,A=P,AV=AV,B=P,B=B,C=CV
Esto significa que para poner en evidencia a la representacion de estado que es dada en la representacién implicita

global propia, Y¢(IE, A,B,C), se debe descomponer el espacio de variables de descripcién como: 2y = kerD &

kerE y el espacio de ecuaciones globales como: 2”, = EkerD & DkerE (ver figura 2.2).

2.6 Representaciones implicitas de sistemas conmutados, autonomos, variables en el

tiempo
Despues del lema 2.4, el conjunto de representaciones de estado 2.3 y 2.4 puede tomar una representacion implicita

global, que debe tener la forma siguiente (ver figura 2.2).

Ker E Z DKerE
A
6 P, ard
Za X
c % z 0 I

a 1% X| € El,|A

, X b ol 1

C X E A

Ker D EKer D

=ImD = DKerE, y P,,V =1. Dado que: £ € Ker E se tiene que: 0 =I%, la

2

Ly =1 Loy X Lratgr L og =IME = EKer D, 2,
matriz C puede ser cualquiera.

Figura 2.2 Diagrama conmutativo de la representacion implicita (2.12) satisfaciendo (2.10), (2.13), y (2.16). Zy = Ker D& Ker E,

10 d X _ (Zo—l—KlE(Gk))O X n B "
00| “ |z 0 1| z] |o
(2.23)
. _ X
y=|@+CiD8)) -G | |
x
Para cada k € {1,...,n}. Para poner en evidencia la estructura fija en esta representacion implicita global, multi-
—1
—A, . . o I 0 x
y definimos la variable de descripcion x = | ,
D(6;) I x

plicamos por la izquierda al CEAD por

es decir, Y(IE, Ay, B,C):
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E d A B
i = X+ u
0 Di 0 2.4
E Ay B
y==Cx
donde las aplicaciones lineales E : 2y — zeq, A:Zy— &q, B: U — zeq, Dy: Zy— gm,g, C.Zy—,
son iguales a:
E=[10],4=[4 -4], c=[c -C | De=[Dio0) 1]. (2.25)

Cabe sefalar que:

1. La estructura fija de Y'¢(IE, Ay, IB,C), que esta activa para un Dy particular, es descrita por la representacion

implicita rectangular, Y'" (E,A,B,C), siguiente:

E4 = Ax+Bu
(2.26)
y=Cx

2. El grado de libertad se caracteriza por las restricciones algebraicas, ¥"¢(0, Dy, 0):

0= Dex (2.27)

3. dimﬁeq < dim%y, existe un grado de libertad.

4. ImA+ImBCImE =2 ,,, larepresentacion implicita rectangular es soluble.

=20
5. ImD =20, Y Loy X X g = Za paratodo k € {1,...,n}, las representaciones implicitas globales tienen
soluciones unicas para cada k € {1,...,n}.

6. kerDy @kerE = 2 paratodo k € {1,...,n}, por lo tanto son representaciones implicitas globales propias.

2.7 Ejemplo (parte 2)

2.7.1 Representacion implicita global

Sea el sistema auténomo, variable en el tiempo descrito por la ecuacién de estado (1.9) cuyas matrices de
comportamiento son (1.10) y (1.11). Este sistema es igualmente descrito por la representacién implicita global

Y% ((E, Ag,B,C)) siguiente (ver la definicién 2.8):
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| =i
Il
+ R
8
—
= -+
=
2.2
1
= | = ,
+
= S
<

0 0o (1| "~ 0 (2.28)

Cabe senalar que (c.f las definiciones 2.6, 2.7 y 2.9, los lemas 2.3 y 2.4):

1. Cuando Im A+Im BCIm E,Z, = EkerD@® DkerE =Im E®Im Dy Z; = kerD DkerE, se trata de una
representacion implicita externamente propia.

2. La parte limitada a ker E en el dominio y a Dker E en el codominio es la parte algebraicamente redundante.

3. (2.28) es externamente equivalente a la representacién de estado que es limitada a kerD en el dominio, y a
EkerD en el codominio, donde sus matrices de comportamiento son las rodeadas por los rectangulos con lineas
solidas. Por otra parte, esta parte es la mayor area del sistema sostenible.

4. La parte que estd por encima de la linea del CEAD se trata de una representacién implicita rectangular. Esta
parte la engloba de una manera explicita, los cambios del comportamiento que son a causa de conmutaciones
de los pardmetros 'y f3.

5. La parte que estd debajo de la linea del CEAD es una restriccion algebraica. Esta parte la engloba los compo-

nentes de la variable de descripcién que son siempre nulas.

2.8 Estructura fija de la representacion implicita global

Con la finalidad de resaltar la estructura fija de (2.28), multiplicamos por la izquierda de CEAD por y
1 010 B
X
se define la variable de descripcionx= | 0 1 |0 | |—|. Haciendo esto, llegamos a la representacién implicita
—o —p|1

global, Y¢(IE, Ay, B, C) siguiente:
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100 01 -1 0
010 4x=|10—1|x+|1]u
000 aB 1 0 (2.29)
E Ay B
y=[001]x
——
C

Por encima de la linea del CEAD de la representacion implicita global (2.29) se encuentra la representacion

implicita rectangular, Y (E,A, B,C) siguiente:

100, |01-1 0
X = x+ u
010 10 -1 1
T % 230
y=1001]x
~——
C

Por debajo de la linea del CEAD de la representacién implicita global (2.29) se encuentra la restriccién alge-

braica, Y"4(0,D,0) siguiente:

0=[ap1]x 2.31)

——
Dy,

Forma normal de Kronecker

Representacién implicita global: La forma normal de Kronecker del abénico [AIE — A;], asociada a (2.29) es la

siguiente:
1. Sig=-1
mdei 0 0
G,-gl[/lIE—Ak]D,-gl = 0 (A' - (X) of 0
0 0 A+1)
def (2.32)
0
GigtB= [0 |, CDjg1 = {1 (1-a) 1}
1
0 0-1 0o 1 0
Donde:Gig1=1| 1 01 | yDigr=1]0 1 1
~11 0 I(l-a)l

2.Sif#—lya+f=-2
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ei 0 0
Gigp[AE — AyDjy=| 0 |(A+1) . 1
0 0 A+1
) ef (2.33)
0
GpB=| 0 |.CDp=[12p/01+p)]
—(145) |
0 — 01 o
Donde: Gjg» = 1 0 1 | YDigz=|01—-1/(1+p)
(14B) ~(1+B) 0 | (12 B/(1+P)
3.Sif£—lyatp#—2
ei 0 0 ]
Gig3[l]E_Ak]Dig3: 0 (Afliafﬁ) def 0
0 0 A+1)
def (2.34)
0
_ 1 o 1
GpB=| 5y | D=1 —(a+) (L5 - 5%0p) ]
—(1+B)
0 0 -1 0 1 TTaTp
cGiq — 1 1+ o
Donde: Gigs = | (1- 51e85) siby 1 [ yDis= |0 1 (35— 1ip)
(1+8) —(1+B) 0 0 —(a+B) (&5 - 1%25)

Representacién implicita rectangular: La forma normal de Kronecker del abénico, [AE — A] asociada a (2.30)

es la siguiente:

2 | Al 0
G |AE —A|D;, =
r r 00 (l_‘_l)
def (2.35)
0
G,B= >CDir:{]11:|
1
100
10
Donde: G;, = yDir=1101
-11
111

Debemos remarcar lo siguiente:
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1. Cuando separamos la representacion implicita global (2.28), en (2.29) en la representacion implicita rectangular
(2.30) y en la restriccion algebraica (2.31), el resultado es la estructura comiin de un sistema que es representado
por (2.30).

2. Cuando la comparacién de las formas normales de Kronecker de los abanicos asociados a (2.29) que se muestran
en (2.32), (2.33) y (2.34) contra la forma normal de Kronecker del abanico asociado a (2.30) que se muestra en
(2.35), nos damos cuenta que la estructura interna variable (2.29) es tomada en cuenta por el bloque fijo del

indice minimo por columnas (2.30).

2.9 Conclusion

En este capitulo se mostré como modelar los sistemas conmutados auténomos variables en el tiempo utilizando la

teorfa de sistemas implicitos lineales.






Capitulo 3

Control implicito de sistemas conmutados: Ejemplo (parte 3)

3.1 Introduccion

En este capitulo se aplica una ley de control proporcional derivativa a un sistema conmutado representado a través
de sistemas implicitos, la cual hace inobservable la variacién de estructura interna. Se obtiene condiciones nece-
sarias del sistema en lazo cerrado; esto da pauta al estudio de la estabilidad del sistema, que se aborda en los

capitulos posteriores.

3.2 Representacion implicita de un sistema conmutado.

Considere la representacion de estado (1.9). En el capitulo 2 se observa que esta representacion puede llevarse a una
representacion implicita global descrita por la ecuacion (2.24) y aplicdndola a un sistema conmutado auténomo,

variable en el tiempo, (ejemplo (parte 1)), ecuacién (1.12), tenemos la siguiente representacién implicita global:

100 01 -1 0
010 %x=|10—1|x+|1]u
000 apf 1 0 a1

————
E Ay B

yZ[OOI]x
——
C

Por encima de la linea de la representacion implicita global (3.1) se encuentra la siguiente representacion implicita

rectangular Y (E, A, B,C):

29
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100} , 01 -1 0
X = X+ u
010 10-1 1
; T (32)
y= [OOI}x
N——
c

Por debajo de la linea de la representacion implicita global (3.1) se encuentra la siguiente restriccién algebraica
£(0,D,0):

0=[ap1]x (3.3)
———
Dy

3.3 Ley de control proporcional derivativa

Aplicando la retroalimentacion proporcional derivativa PD [5, BoM03]
d
u=[-10(-1/9]x+ o1 1] Lx+11/7R G.4)

al sistema descrito por (3.1), tenemos el sistema en lazo cerrado descrito por la siguiente representacioén implicita

global:
{00 0.1 -1 0
00[1]| fx=[00[-1/c||x+ R s
00 0 aBf 1 0

Y= [oo}x

con el siguiente comportamiento externo
By = {(R7y) € C”(R",R?)| (td/dt + 1)y = R} (3.6)

De (3.5), se tiene en cuenta lo siguiente:

1. La variacién de estructura interna que en las matrices de comportamiento son encerradas por lineas discontinuas,
se han hecho no observables.
2. El comportamiento externo (3.6) es caracterizado por la representacion de espacio de estado, que en las matrices

de comportamiento son encerrados por lineas continuas.
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3.4 Condicion necesaria de estabilidad del sistema en lazo cerrado

Con respecto a la estabilidad interna de el sistema en lazo cerrado, descrito por la representacién implicita global

(3.5) tenemos el siguiente polinomio caracteristico:

A -1 1
O (M) =det | 0 0 (A+1/7) | =(BA+a)(A+1/7) 3.7)
—a B -1

Entonces, una condicién necesaria de estabilidad es que los pardmetros (o, ) tienen que permanecer en la sigu-

iente region de estabilidad (ver figura (3.1)):

Bp = {(a,B)|e- B >0}u{(a,B)|B =0y #0} (3.8)

Sin embargo, (3.8) no es una condicién suficiente para garantizar la estabilidad bajo conmutaciones arbitrarias.

B o0000OCGOO
o0000OC0OCO
o0000OCGOS
o0000O0OCO
o0000O0OCO
o0000OQCOOS
o0000OQ0OCO
00000000 o

a

Figura 3.1 Regiones necesarias de estabilidad.

En efecto, en el siguiente capitulo se muestra que la condicién de que el polinomio caracteristico sea Hurwitz,
es solamente necesaria. Esto es, se puede tener un sistema conmutado inestable a pesar de tener un polinomio

caracteristico Hurwitz.

3.5 Conclusion

En este capitulo se aplicé una ley de control proporcional derivativa a un ejemplo ilustrativo de un sistema con-

mutado estudiado con la teoria de los sistemas implicitos, esta ley permitié hacer inobservable la variacién de
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estructura interna. Se obtuvieron condiciones necesarias de estabilidad para el sistema cerrado, sin embargo se
pudo ver que aun cuando sus matrices son Hurwitz, el sistema no siempre es estable, esto dio pauta al estudio de
estabilidad del sistema, es decir, encontrar condiciones suficientes de estabilidad que se estudia en los capitulos

posteriores.



Parte 11
Analisis de estabilidad






Capitulo 4

Estabilidad de sistemas conmutados

4.1 Introduccion

En este capitulo se estudia la estabilidad y se dan condiciones suficientes que garantizan que el sistema conmutado

sea estable.

4.2 Estabilidad de sistemas conmutados.

El estudio de la estabilidad de los sistemas conmutados requiere especial cuidado. Puesto que, aunque se tenga una
familia de sistemas lineales, el sistema resultante es en general no lineal y variante en el tiempo.

Se quiere analizar la estabilidad del siguiente sistema:

x=A(t)x, A(t) € o 2 {A1,As,.... Ay} 4.1

donde las matrices A;, i € {1,2,...,M}, son matrices constantes en R?*,

Una condicién necesaria para tener estabilidad bajo las sefiales de conmutacion es que todos los subsistemas
individuales sean asintéticamente estables. En efecto, si algunos de los subsistemas es inestable, entonces el sistema
conmutado es inestable. Esta condicidon no es suficiente, puesto que se puede dar el caso de tener un sistema

inestable, a pesar de que las matrices A; sean Hurwitz. En efecto, considerese el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.1. Considere la familia de sistemas, X;(R™, R2, B;), i € {1, 2}, donde los comportamientos B; estdn

descritos por las siguientes representaciones de estado:
dx/dt :Aix, A; € {A],AQ} 4.2)

donde xT = {Xl xz} y:

35
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—-0.1 —1 -0.1 2
A= y A= 4.3)
2 0.1 1 —-0.1
Note que estas dos representaciones de estado estin relacionadas mediante las siguientes matrices de cambio de

base (ver figura 4.1):

T7'AT =T, 'A T = Ag

-1 —0. 1
- 0 7= 050 Ag= 0 (4.4)
0.11 0.051 —2.02 —-0.2
X Xy =1)x,
1 /—\ _sz2 ‘x2

Figura 4.1 Sistemas X; y X, transformados.

De (4.4), se tiene que el polinomio caracteristico de X; y X, es el siguiente polinomio Hurwitz:

s*41/55+101/50

Ahora bien, aunque los sistemas, Xy y X, son Hurwitz estables (ver figuras 4.2(a) y 4.2(b)), se pueden tener
conmutaciones entre ellos de tal manera que el sistema conmutado resultante es inestable en el sentido de Lya-
punov. En efecto si se conmuta a X, cuando xjx; > 0, y se conmuta a X, cuando xjx; < 0, esto es: A; = Ay si

x1xp >0y A; = Aj sixjxy <0, se obtiene un sistema inestable, (ver figura 4.2(d)).

Por ello, es necesario obtener condiciones necesarias y suficientes que garanticen la estabilidad del sistema
conmutado (4.1). Dado que el sistema lineal conmuta, se tiene en realidad un sistema no lineal variante en el
tiempo, lo cual dificulta grandemente el andlisis de la estabilidad.

Narendra [22, NarSh02] resuelve esta dificultad, para el caso de una familia de sistemas lineales Hurwitz esta-

bles, proponiendo una tnica funcién cuadratica de Lyapunov comin a toda la familia, esto es:

V =x'Px 4.5)

donde P es una matriz constante positiva definida: P = PT > 0, P € R>*2. La derivada a lo largo del tiempo en

cualquier trayectoria del sistema es:
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1

— ) [ 15¢ . . _ ]

N ] —
\ 0.5F / — -

Ly “1 /

\\ N /‘f \ 0 X’ /

N S 05 L

0.5 /aya i

T

-1 : : = 15" - - . -
-1 -0.5 0 0.5 1 45 4 05 0 05 1 15
(a) (b)
1 : : = 10 . .
05" B
/ 5f
0 L /
\L ( \
0 ]
-0.5F \ Y 1 J
-1 - . . 5 : | .
-1 -0.5 0 0.5 1 10 -5 0 5 10
(©) (d)

Figura 4.2 Sistemas X; y X, transformados. (a) Sistema X;: x» v.s. x1, (b) Sistema X: xp v.s. x1, (c) Sistema Xy: xo v.s. xp, (d)

Conmutacioén entre los Sistemas X (segundo y cuarto cuadrantes) y X, (primer y tercer cuadrantes): xp v.s. X1,

V=x" (AT (t)P+ PA(t))x (4.6)

Entonces, si para cada matriz Hurwitz dada, A;, se satisface:
Vi=—x"(AiP+ATP)x, ic{1,2,....M} 4.7)
donde la matriz, Q; = — (A;P +A!'P), es negativa semi definida, se tiene entonces:

xTQix < xTxA(Q); <0 Vie {1,2,.... M}
=V<0Vx#0

4.8)

Esto es, se tiene una funcién de Lyapunov, V, positiva no creciente, por lo que el sistema conmutado es estable
en el sentido de Lyapunov. Asi, la existencia de tal funcién de Lyapunov es suficiente para garantizar la estabilidad
del sistema conmutado (4.1).

Una dificultad que surge con la metodologia propuesta por Narendra, es que no siempre se puede encontrar
una funcién de Lyapunov cuadratica comun, para la entera familia de sistemas lineales Hurwitz estables (4.1).

Considere el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.2. Sea el conjunto de indices .# = {1,2}, y sean las matrices Hurwitz:
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-1 -1 -1 -10
A= Ay = 4.9)
1 -1 0.1 —1
Acontinuacion se muestra que estos dos subsistemas, X = A1x y X = A,x, no comparten una funcion de Lyapunov

cuadratica comun de la forma (4.5):

1. Se busca una matriz P simétrica definida positiva de la forma:

1
P = 1 ,
qr
Conr>q2.

2. De (4.7) se tiene:

2—-2q 2q+1-—r
Q1=-AP—PA = N
2qg+1—r 2g+2r

esta matriz Q; sera semi definida positiva si y solamente si

—3)2
q2+(r )

<1 4.1
g = (4.10)

Similarmente,

2—1 2g4+10— %
0r=-AlP—pa, = s A 10

2q+10— 15 20g+2r
y esta matriz O, serd semi definida positiva si y solamente si

—300)2
2+(r )

<1 4.11
800 00 “1D)

q

De la figura 4.3 se observa que las elipses, determinadas por (4.10) y (4.11), no se intersectan. Por lo que no

existe una tal funcién de Lyapunov cuadrética comun.

El tipo de sistemas considerados en este trabajo de tesis, tiene una estructura particular que evitan esta dificultad.
Esto se logra gracias a la inclusion de las restricciones algebraicas propias de los sistemas implicitos (ver seccidn

2.6).
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<1003 -/8) =17

<>e 3+4/8~5.83

Figura 4.3 Elipses del contraejemplo

4.3 Conclusion

En este capitulo se estudio la estabilidad del sistema en lazo cerrado mediante la teoria expuesta por Narendra, en
donde se propusé una funcién de Lyapunov cuadratica comuin, tal que su derivada a lo largo del tiempo es definida

negativa.






Capitulo 5

Analisis de la estabilidad interna de sistemas conmutados:

Ejemplo (parte 4)

En el capitulo 3 se mostré como disefiar un control implicito que hace inobservable la variacién de estructura
interna y se dieron condiciones necesarias de estabilidad. En este capitulo se encuentran condiciones suficientes de
estabilidad para el sistema en lazo cerrado (3.5) y se concluye estabilidad utilizando la metodologia de Narendra,

vista en el capitulo 4, encontrando una funcién de Lyapunov cuadrética comun.

5.1 Introduccion

Para garantizar la estabilidad del sistema (3.5) se propone una funcién de Lypunov cuadratica comun de la forma
V (x) = xT Px, tal que su derivada a lo largo del tiempo es definida negativa. La finalidad de esta seccién es encontrar
una matriz P definida positiva y constante; esto con el fin de que no exista ningtin problema para obtener su derivada
con respecto al tiempo ¢.

Para esto se procede de la siguiente forma

1. Primero se separa a la representacion del sistema en lazo cerrado en dos subsistemas, uno que describe la
dindmica fija y otro que describe la dindmica variable del sistema en lazo cerrado.
2. Después se encuentran representaciones de estado asociadas a estos subsistemas.

3. Finalmente se encuentran condiciones suficientes de estabilidad.

5.2 Separacion de dinamicas

En esta seccidn se separa la representacion del sistema en lazo cerrado en dos subsistemas, a saber, un subsistema
que caracteriza la parte fija de la dindmica del sistema en lazo cerrado y otro subsistema que caracteriza la parte

variable de la dindmica del sistema en lazo cerrado. Para esto se procede de la siguiente manera:

41
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1. La matriz sistema es expresada como la concatenacion de dos subsistemas, uno que describe la parte fija y otro
que describe la parte variable de la dindmica del sistema en lazo cerrado.
2. Se descompone a las matrices del sistema en lazo cerrado en sus partes fija y variable.

3. Finalmente se obtiene la descomposicién del sistema en lazo cerrado en sus respectivos subsistemas.

5.2.1 Descomposicion de la matriz sistema

Se considera la matriz sistema del sistema en lazo cerrado representado por (3.5) :

A-1 1 o
0 0 (A+1 1

P(A) = - A+1/m)/z 5.1)
—a—B -1 |0
00 -1 |0

donde A € C. Dado que la variacion de estructura se ha hecho inobservable, entonces para separar la parte del

sistema que caracteriza a la variacion de estructura, hay que encontrar la parte inobservable. Aplicando la siguiente

matriz de operaciones elementales fila a (5.1),

100 1
00 -1 1
T(A) = (5.2
01 0 (A+1/7)
00 0 1
se obtiene (se realiza una inyeccién de salida):
_10 0 1 A =1 1 0
00 -1 1 0 0 (A+1/7)|1/7
P(A)=T(A)P(A) =

01 0 (A+1/1) —o —f -1 0

000 1 0 0 -1 0

2 =1 0] 0 (5.3)

o 10O

00 0]l/t

00 —-1/0

De esta manera se ha puesto en evidencia el modo inobservable (A3 + o). La matriz sistema P(A) es entonces

expresada como la concatenacidn de dos subsistemas que caracterizan la parte fija y variable de la dindmica del

sistema en lazo cerrado, es decir:
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100 -1 A-10|0
001—-(A+1/t o 0]0
P(A) = ( /%) p (5.4)
0-10 1 00 O0fl/t
000 1 00 —1/0
T(A)"! Pi(2)

5.2.2 Descomposicion de las matrices del sistema

En base a la matriz inversa de separacion de subsistemas (5.2), T(l)’l, se descomponen las matrices del sistema

en lazo cerrado Ej., A, Bj. y Cj¢, como sigue:

A—10
A -1 1 100 -1
afB 0
AE—Are=10 0 (A+1/7)| =00 1 —(A+1/7)
00 0
—a-f -1 0-10 1
00 —1
A-10
a B 0
~Ce=[00-1]=]0001] (5.5)
00 0
00 —1I
0
0 100 -1
Bie=|1/t| =100 1 -(A+1/7)
0 0-10 1
0

5.2.3 Subsistemas de dindmica fija y variable

La representacion (3.5), del sistema en lazo cerrado, se descompone de la siguiente manera:
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d/dt —1 0
100 -1
0 0 1—(d/dt+1/7) “ B o 1/
- t+1/7 X = T
0 0 0
0-10 1 0
0 0 -1
(5.6)
d/dt —1 0
a B O
y=-[0001] x
0 0 0
0 0 -1
Entonces, la respuesta homoégenea del sistema en lazo cerrado es solucion de la siguiente matriz diferencial:
d/dt -1 0
100 -1
00 1—(d/dt+1/7) o« b0 0 5.7
— t+ T X = .
0 0 0
0-10 1
0 0 —1

Es decir, la respuesta homogenea de la representacion del sistema en lazo cerrado (3.5), puede ser expresada como

la concatenacion de las siguientes representaciones de las dindmicas fija y variable:

ddt —1 0
o 0
P xX=z (5.8)
0O 0 O
0 0 -1
100 -1
00 1—(d/di+1/7)|2=0 (5.9)
0-10 1

A fin de obtener las representaciones de estado de ambas dindmicas, se simplifican (5.8) y (5.9):

X1—x =2
21—24=0
oxy —l—ﬁXQ =2
; 23— (244 (1/7)z4) =0 (5.10)
O=Z3
—20+24=0
—X3 =24
3=0 3+ (1/T)x3=0
— 4= —X3 5 X1—x24+x3=0 .11
UN==%4=—X3 ox;+Pxa+x3=0

En el caso que 8 # 0, se tiene la ecuaci6n diferencial:
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dxy/dt+ (a/B)x; = —(14+1/8)x3 (5.12)
Enel caso que B =0y a # 0, se tiene la ecuacion algebraica (ver Figura 5.1):

XQdel/dt+X3 y xlz—(l/a)X3 (5.13)

<3

—

o\||

Figura 5.1 Diagrama de bloques del sistema en lazo cerrado representado por (5.8) y (5.9).

5.3 Representaciones de estado

En esta seccion se obtienen dos representaciones de estado para los dos casos mostrados en la figura 5.1, la cual

representa a las dindmicas fija y variable presentes en la representacion del sistema en lazo cerrado (3.5).

Caso B #0: Primero se considera el caso: B € R\ {0}, con (recordar condicién necesaria (3.6)): y= o/ €

R*\ {0}, es decir, (ver Figura 5.1):

1 0|0 24 4
0110 [x | = X1 (5.14)
00[0] [ X X2

Note que la representacion (5.14) es equivalente a la siguiente representacioén de estado:
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Y

J (1 +1/B)

Figura 5.2 Diagrama del sistema representado por 5.14

24 -1/t 0 24

X (1+1/B) =v| |x
—_—

A (5.15)

X = [1//3 —Y]
5,_/ X1

C

Caso B =0and o #0: En seguida se considera el caso: f =0y o € R\ {0}, es decir, (ver Figura 5.1):

1 0[0 24 24
000 [x | = X1 (5.16)
01]0 b)) B )

El correspondiente diagrama de bloques de la representacién (5.16) , se muestra en la figura 5.3.

1-1]

[ /o d/dr 2

7_1/7:47

Figura 5.3 Diagrama del sistema en lazo cerrado representado por 5.16

Note que la representacion (5.16) es equivalente a la siguiente representacién de estado:!

! Se derivo la segunda fila de (5.16) de tal manera que compartan una funcién de Lyapunov comiin ambos casos.
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Ul -1/t 0 24
X —(1/at) 0| | x1
——————
. (5.17)

con la restriccion algebraica:

x1=(1/a)z (5.18)

5.4 Analisis de la estabilidad

Sea el conjunto de indices .# = {1,2} y sean las siguientes matrices estables de las representaciones de estado

(5.15) y (5.17):
o -1/ 0 - -1/t 0 (5.19)
(1+1/B) =y —(1/at) 0

Para analizar la estabilidad de las representaciones de estado, (5.15) y (5.17), (con la restriccion algebraica

T
(5.18)) se propone la siguiente funcién de Lyapunov cuadratica comun (x = {14 X1 } ):
vV =x"Px (5.20)

donde P es una matriz simetrica, P = PT € IR?*?, la cual deberfa ser definida positiva.

La derivada de la funcién de Lyapunov es entonces:

@1 = —x"Qyx, Caso  #0

dV/dt: ’
@ =—xT0yx,Caso B =0& o # 0

(5.21)
donde:

0;=—(A P+PA), ic.s (5.22)
Para encontrar condiciones suficientes de estabilidad, se siguen los siguientes pasos:

1. Primero se encuentran condiciones sobre la matriz P, para garantizar que sea definida positiva.
2. Posteriormente se obtienen las matrices Q1 y Q».

3. Finalmente se encuentran condiciones sobre las matrices Q1 y Q», para garatizar la negatividad de dV /dr.
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5.4.1 Matriz P

Sea la siguiente matriz simétrica:

k1
P= (5.23)
11
Esta matriz serd definida positiva solo si:

k>1 (5.24)

5.4.2 Obtencion de las matrices Q1 y Q)

De (5.22), (5.23) y (5.19), se obtiene la matriz Q;:

Zkﬁfrﬁfr ytB+B—tB—7
g

01 =—(A, P+PA;) = P (5.25)

viB+B—tf—1
B 2y
Similarmente, se obtiene la matriz Q>:
. L ko+1 a+1
0, =—(A2 P+PAy) = or ot (5.26)
atl

ot

Note que: det(Q2) = —((a+1)/(at))? < 0, esto es, se tiene un valor propio positivo y otro negativo. Por

lo que aparentemente no podria concluirse estabilidad mediante esta funcién de Lyapunov. Pero como se verd a

continuacidn, la restriccidn algebraica (5.18), nos resuelve este inconveniente.

5.4.3 Condiciones de negatividad sobre la derivada de la funciéon de Lyapunov

En esta seccidn se dan las condiciones que garantizan que la derivada de la funcién de Lyapunov es no positiva.
e De (5.25), la matriz Q; serd semidefinida positiva sélo si:
Y>0
k>r<1+%> (5.27)
k T (2(1 1 1 1\2 1 1 2
> +35) (r=2)+(r+3) +(1+5
Note que la primera desigualdad corresponde a la condicién necesaria de estabilidad (3.8).

e Dado que det(Q>) < 0, la matriz Q> jjamds serd semidefinida positiva! Ahora bien, gracias a la restriccién

algebraica (5.18), se podran encontrar las condiciones para asegurar la negatividad de la funcién cuadrética, @,.
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En efecto, de (5.21) y (5.26), se tiene:

ka+1 o+1
ot ot z ko+1 oa+1
@2:7{24)51} oo ! [2 RLVe Y St z4x1} (5.28)
atl x1 art art
ot

Sustituyendo la condicién algebraica (5.18) en (5.28), se tiene:

koo+1 o+1]| , 2 2 1],
(P2=—|:2 o +2 OCZT:|Z4:_T |:k+a+az:|24 (529)

Por lo que la funcién cuadritica, ¢, serd semidefinida negativa sélo si:

20 +1

k> " (5.30)

Entonces de (5.27) y (5.30), la funciones cuadraticas, ¢ y ¢, serdn semidefinidas negativas sdlo si las siguientes

desigualdades son satisfechas:

a/B>0,f#0
k>t(14+1/B),B#0 (5.31)
k> f(y,7,B),B#0
k>—(2/a+1/a?),a #0
donde:
ftB) = & 20+ 1/B)(y—1/2) + (y+1/71)*+ (1 +1/B)?] (532)

=g [(r=1/c+1+1/B) — (y—1/17)’]
De la primera desigualdad se infiere que el par ordenado de pardmetros, (&, ), debe esta en el primer y tercer
cuadrante de R2 (c.f ecuacidn (3.8) y figura 5.4). Para resolver las otras desigualdades (5.31), se supondra que el

par de pardmetros, (&, B), se encuentran en una regién acotada del primer y tercer cuadrante de R?, es decir:

(a,B) e AUBUCUD

A:{(a,ﬁ)lgéaéﬁ&ggﬁgﬁ}

B:{(a,ﬁ)\ —a<a<-a & —ESBS—Q} 5:33)
C={(a,p)| a<a<@ & B=0}

D={(a.B)] ~@<a<-a & p=0}

donde, o, @, B y B. son constantes conocidas tales que: 0 < o < Byo<p< B (ver figura 5.4).

1. Con respecto a la segunda desigualdad de (5.31), el par de pardmetros, (o, ), se encuentra en la region AUB.

Entonces la condicion es:
k>r(1+1/§)21(1+1/ﬁ) (5.34)
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Figura 5.4 Regiones sufficientes de estabilidad

2. Con respecto a la tercera desigualdad de (5.31), el par de pardmetros, (¢, f3), se encuentra en la region AUB.

Entonces la condicion es:

B
4§(1+ 5 +[3) > £(1,7,B) (5.35)

esto es,

B
k>4é( +ﬁ+ﬁ) > f(,7.B)Va,p € AUB (5.36)

3. Con respecto a la cuarta desigualdad de (5.31), el par de parametros, (@, ), se encuentra en la region CUD.
Entonces la condicion es:

2
k> 7 (5.37)

Asf si el pardmetro k es seleccionado de tal manera que:

_ 2
1 B a 1 2
k>max< L,t|14+< |, 4= |14+5+=5 | ,— 7, (5.38)
( ﬁ) E ( B ﬁ) o
entonces la matriz P serd definida positiva, y las funciones ¢;, i € &, serdn no positivas. Es decir, la funcién de

Lyapunov, V, es una funcién cuadrética positiva y su derivada con respecto al tiempo, dV /dr, es no positiva dado

cualquier 0 € .#, esto es, el sistema en lazo cerrado (3.5) es estable.

5.5 Conclusion

En este capitulo se encontraron condiciones suficientes de estabilidad del sistema en lazo cerrado. Para ello, se

realiz0 el estudio a la matriz sistema del sistema en lazo cerrado y se logré expresar como la concatenacién de dos
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subsistemas que caracterizan la dindmica fija y variable; esto permitié obtener dos casos, de los cuales se realiz6 el
analisis de la estabilidad. Para ello primero se encontré una matriz P definida positiva y constante; esto con el fin de
que no exista ningtin problema para obtener su derivada con respecto al tiempo . Posteriormente se obtuvieron las
matrices Q;, i = 1, 2, y finalmente se obtuvieron condiciones sobre estas matrices, para garantizar la negatividad
de la funcién de Lyapunov propuesta. Para este ejemplo ilustrativo, se encontré que los pardmetros del sistema
deben permanecer dentro de una regidn de estabilidad, esto es su estabilidad depende de que sus pardmetros se

encuentren dentro de una regién acotada.
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Capitulo 6

Sistemas escalera

6.1 Introduccion

En este capitulo se introducen los sistemas escalera, en los cuales, su comportamiento entrada—salida puede variar
desde un sistema de primer orden hasta un sistema de n-ésimo orden (dependiendo de la posicién de los interrup-
tores internos). Se aplica una ley de control proporcional derivativa a un sistema escalera con factores irreducibles

de primer orden y se obtienen condiciones necesarias de estabilidad en lazo cerrado.

6.2 Sistemas escalera

Bonilla y Malabre [4, BoMOO] introdujeron los sistemas escalera como una herramienta para modelar sistemas
lineales con estructura interna variable, por medio de representaciones de estado teniendo un conjunto finito de
matrices, Ag y Cg descritas en (1.10). Para esto, los autores primero consideran un sistema donde el compor-

tamiento, Bj,,, conmuta entre un conjunto finito de comportamientos dados,

Bio = (u,y>ecw(z,~,ﬂ€<2)‘ (0o Pa()] || =0¢, 07, ©.1)
y

donde .# es el conjunto de numeros binarios: {(6p---6y,)| 6; € {0, 1}, j € {0, ..., n}}.

Se tienen los siguientes tres casos (ver [5]):

1. Factores irreducibles de primer orden R.
2. Factores irreducibles de segundo orden R.

3. Red de compensacién adelanto-atraso.

En este capitulo unicamente se considera el primer caso.
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6.2.1 Factores irreducibles de primer orden

6 Sistemas escalera

Para este caso, los operadores, Py (%) y Qg (%), toman la siguiente forma:

d
Pe(dl‘ d/dt—|—611 H( d/dt+an+2 ) )YQ(-)
=0

~a]

i=0

Bian2—i+ 6;) (6.2)

donde: 6; = 1 — 6;. Las matrices (1.10) de la representacién de estado (1.9) de el sistema, X, descrito por (6.1) y
(6.2) son:
—d1 1 0
K0 = 0 —az 1
0 0 —ap
(1—(11) 1 0 —l/&g 0 —(l—al)/&3+1 —1/&2
A= 0 (1—a3) 1 1 —l/ay | = (1—a3)  —(1—a3)/ar+1 ©.3)
0 0 (l—ay) 0 1 0 (1 —ap)
! 606
_ 1 —6y/a 06y 0 0 -6y —34=2
0) = — o/ a2 o _ 0 —4,
0 1 00 6 0 0 -6
T
Co= [1 oo} , G = [—1/@ 0} , B= [oonﬁzlai}
Si a; # 0 entonces d; = |a;|, de lo contrario @; = 1,i € {1, ..., n+2}. Es decir,
—a _90(—123111-*-&3) +1 _6 (—1;30‘%;03)90 +8 az
= — _ 7(79| ”3+91)90 _ —dy+61a3+014r,—6;
Ag 0 6paz — 6y —as o & 64
0 0 a261—91—a2 ( ’ )
3 r 6y 606
- [Oonfﬂ""] Co= [1 & égai]
1. Espectro. El polinomio caracteristico es:
det (SI— (Z() +X15(9k))) =
Og(a;—1)—8pas 0 (6g(aj—1)+a360)—az6
(S—l—al) o (a1 - od3 o (a1 — a3a;13 o a3i
det| 0 (s+ 8+ Bpay) Al-eallorOlaal)-00, (6.5)
0 0 (s+6+61az)

= (S—I—al)H}:O(S-l- 6; + é,'a3,i)

2. Ceros invariantes. El determinante de la matriz sistema es:
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sl — (Z() +ZIE(9k)) B
det - =
i —(Co+C1D(6;)) 0O
- -1
s+a *90(3%):90“3 0 0 1 —2—2 0 0
s 6, (s+1)+0;a ) 0 (6.6)
et 0 |s+ 60+ 6oas —”T_” o jo 1 -2 0
0 0 (s+ 6, +061az) 0 O 1 0
-1 0 0 0 0 0 0 1
= a1l (6i(s+ 1) + 6ids_;)
3. Funcion de transferencia
arllio (6i(s+1)+6id3 )
Fi(s) = 6.7)

(s+a1)T—o(s+ 6 + Biaz_;)

En la tabla 6.1 se muestran algunas propiedades estructurales importantes.

(o] A6 | A4y |ealzol @ |

(1,1) L {-a1,—-1,-1} | 2 | 1 |{-1,-1}

(10> I1 (gil(l) {7ala7a2a71} 3 2 {71}
i€{1,2} '

O | T gy |[{-an—as =13 3 | 2 | {-1}
i€{1,3} !

0,0 | T gls{-a—as,—ax}| 3 | 3 0
ic{1,2,3}

Tabla 6.1 Propiedades estructurales del sistema representado por (1.9), (1.10) y (6.3). Fi(s): funcién de transferencia, A (Ay): espectro,

rg C: rango de las matrices de controlabilidad, rg Oy: rango de las matrices de observabilidad, {z}: ceros invariantes.

X2 X2 l y
thj;» x4 b—»@—!'—»@% Xl b—»@—»
- —ar
- 9 |
I X

012—1 I E——

Figura 6.1 Diagrama a bloques del sistema representado por (1.9), (1.10) y (6.3). a; =ki(a; — 1)+ 1,i € {1,3}, ko = dz@ras, (ki, k3) =
(1/éa, 1/as). Si a; # 0 entonces &; = |a;|, de otro modo d; = 1, € {1, 2,3}. (6,6,) € {(1,1), (0,1), (1,0), (0,0) }.
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6.3 Representacion implicita de un sistema escalera.

En el capitulo 2 se mostrd que la representacion de estado (1.9) puede llevarse a la representacion implicita global
(2.24). Para el sistema escalera descrito por (1.9), (1.10) y (6.3), se tiene la siguiente representacioén implicita

global (c.f (3.1)):

i - —a 10 R 1/a 0
10000 1
— — _ —a3
01000 0 —az 1 l4+a3 -1+ % 0
00100[4x=10 0 —a 0 —l+ay |x+ |aiaras | u
00000 0 —6—%2 1 0 0 (6.8)
00000
— 0 0 -6 0 1 0

y= {1 00 1/&3‘0})6
————
c
Donde by = djd»as. Por encima de la linea del CEAD de la representacion implicita global (6.8) se encuentra la

representacin implicita rectangular, Y "*“(E,A, B,C) siguiente (c.f. (3.2)):

10000 —ar 10 Fh-1 & 0
01000 Gx=| 0 —a3 1 —lda —1+52 x+ |0 |u
00100 0 0 —aa 0 —l+a bo 69
——
E A B
y=[1001/a50]x
_/_/
C

Por debajo de la linea del CEAD de la representacion implicita global (6.8) se encuentra la restriccién algebraica,

Y'(0,D,0) siguiente (c.f. (3.3)):
0-6 —%2 10
0= x (6.10)
00 —6 01

Dy

6.4 Ley de control proporcional derivativa

Sea la siguiente ley de control proporcional derivativa PD [5, BoMO3] (c.f. (3.4)):

. d .
|- 1 1 al 1=
w= [0k~ o] g [ 0~k e [ (1D
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Aplicando la ley de control (6.11) al sistema representado por (6.8) y haciendo el cambio de variable x = RE donde

1 0000
0 1000
R=|0 0100
—a;0010
0 0001
(cf (3.5):
(1701000
ELO__LEOOO
0o0o[io
00000
100000

*

y

R R L
(-m)ds—ay _1i —1+a —pte
= 0 o o [-1/7] 0 &+
ay  —f) —H% 1 0
0 0 -6 0 1

[ooolﬂﬁb}é

con el siguiente comportamiento externo

De (6.12), se observa lo siguiente:

@m:{wy)ecﬂﬁiﬁﬂ(Wm+Uﬂf:@R}

T

, se tiene el sistema en lazo cerrado descrito por la siguiente representacion implicita global

(6.12)

(6.13)

1. La variacion de estructura interna, que en las matrices de comportamiento son encerradas por lineas disconti-

nuas, se ha hecho no observable.

2. El comportamiento externo (6.13) es caracterizado por la representacion de espacio de estado, cuyas matrices

de comportamiento estan encerradas por lineas continuas.

6.5 Condicion necesaria de estabilidad del sistema en lazo cerrado

Con respecto a la estabilidad interna de el sistema en lazo cerrado, descrito por la representacién implicita global

(6.12), tenemos el siguiente polinomio caracteristico:

A+1—-d3 -1 0
(—14az)az A+az —1

¢(*a7/3)(7t) = det 0 0 0
a3 6 B2
0 0 0,

—1+a|+d3

a3
1—a3
A+1/7
-1
0

_ (l‘L’Jrl)(G] (l+1)+&zé])(90(1+1)+&3éo))

aT

“1/a
dr—1+as
dy

0
0
—1

(6.14)
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Dado que @; = |a;] 0 4; = 0, se tiene que el polinomio caracteristico, ¢, es siempre Hurwitz. Como se vio en
el capitulo 4, esto no garantiza la estabilidad bajo conmutaciones arbitrarias. Esto es, se puede tener un sistema

conmutado inestable a pesar de tener un polinomio caracteristico Hurwitz.

6.6 Conclusion

En este capitulo se introdujo la teoria de los sistemas escalera y se dieron propiedades estructurales importantes.
Se aplic6 una ley de control proporcional derivativa a un sistema escalera con factores irreducibles de primer orden

y se obtuvieron condiciones necesarias de estabilidad en lazo cerrado.



Capitulo 7

Analisis de la estabilidad interna de sistemas escalera

En el capitulo 6 se mostré como disefiar un control implicito que hace inobservable la variacién de estructura
interna y se mostré que el polinomio caracteristico del sistema escalera en lazo cerrado es Hurwitz. En este capitulo
se encuentran condiciones suficientes de estabilidad para el sistema en lazo cerrado (6.12) y se concluye estabilidad
utilizando la metodologia de Narendra, vista en el capitulo 4, encontrando una funcién de Lyapunov cuadratica

comun.

7.1 Introduccion

Para garantizar la estabilidad del sistema escalera en lazo cerrado (6.12) se propone una funcién de Lyapunov
cuadritica comiin de la forma V(x) = x” Px, tal que su derivada a lo largo del tiempo es definida negativa. La
finalidad de esta seccidn es encontrar una matriz P definida positiva y constante; esto con el fin de que no exista
ningin problema para obtener su derivada con respecto al tiempo ¢.

Para esto se procede de la siguiente forma

1. Primero se separa a la representacion del sistema en lazo cerrado en dos subsistemas, uno que describe la
dindmica fija y otro que describe la dindmica variable del sistema en lazo cerrado.
2. Después se encuentran representaciones de estado asociadas a estos subsistemas.

3. Finalmente se encuentran condiciones suficientes de estabilidad.

7.2 Separacion de dinamicas

En esta seccion se separa la representacion del sistema en lazo cerrado en dos subsistemas, a saber, un subsistema
que caracteriza la parte fija de la dindmica del sistema en lazo cerrado y otro subsistema que caracteriza la parte

variable de la dindmica del sistema en lazo cerrado. Para esto se procede de la siguiente manera:
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7 Andlisis de la estabilidad interna de sistemas escalera

1. La matriz sistema es expresada como la concatenacion de dos subsistemas, uno que describe la parte fija y otro

que describe la parte variable de la dindmica del sistema en lazo cerrado.

2. Se descompone a las matrices del sistema en lazo cerrado en sus partes fija y variable.

3. Finalmente se obtiene la descomposicion del sistema en lazo cerrado en sus respectivos subsistemas.

7.2.1 Descomposicion de la matriz sistema

Se considera la matriz sistema del sistema en lazo cerrado representado por (6.12) :

[ Atl-a; -1 0 “H o
a(—1+a3) A +a3 -1 1—a3 % 0

- 0 0 0 A+l/t 0 |b
B & o Wt 0o |o
0 0 6 0 “1 o

0 0 0 —1/a 0 |[0]

(7.1)

donde A € C. Para separar la parte del sistema que caracteriza a la variacion de estructura, hay que encontrar la
parte inobservable. Aplicando la siguiente matriz de operaciones elementales fila T(A) y la siguiente matriz de

operaciones elementales columna R a (7.1),

0 0 000

1000 —1/dr —14ay+as 1
01002554 —(—1+a3)as —ds 12000
0010 0 fsdril) 0 0 1000
T(A) = . R= (7.2)
0001 O 0 —a3(6p—1)6 0 100
0000 1 0 0 0 6, 010
0000 0 1 0 0 0 001
se obtiene (c.f (5.3)),
A+l—a3 -1 0 *”7;*3 —1/a, |0
as (—1—|—a3)l+a3 -1 1—a3 &27&% 0
0 0 0 A+l/c 0 |bg
Pi(A)=T(A)P(A)R =T(A) oo R
i 6 22 -1 0 |0
0 0 6 0 -1 |0
0 0 0 —1/as 0 |0




7.2 Separacién de dindmicas

I R 0 0 o0lo
—ay (A+1) Atay —22HL0D0 g |
0 0 0 0 0|k

0 0 0 ~1 00

0 0 0 0 —1[0

| -1+6 -2 0 ~1/as 00

63

(7.3)

La matriz sistema P(A) es entonces expresada como la concatenacién de dos subsistemas que caracterizan la parte

fija y variable de la dindmica del sistema en lazo cerrado, es decir (c.f. (5.4)):

[ A+1-as -1 0 S g (0
ay(—1+a3) A+as —1 1—a3 2572100
0 0 0 A+l/t 0 |b|
a 6 LA -1 0 o
0 0 6 0 -1 |0
.0 0 0 —1/az 0 |0]
()
(1000 1/ |1-ar—as |
0100 —255%(—1+a3)a
0010 0o |- Arha
0001 0 0
0000 1
(0000 O 1 |
T(A)-!
A+1 ~1 0 0 01]0]
—a3 (A+1) Atay —92R0DIH g g0
0 0 0 0 0 |bo
0 0 0 -1 0|0
0 0 0 0 -1|0
~1+6 -2 0 ~1/as 00 |
) A
1 0 0 000
a 1 2 000
0 0 1 000
—ay —0) — %2 100
0 0 -6 010
L0 0 0 001]

R!

(7.4)
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7.2.2 Descomposicion de las matrices del sistema

En base a las matrices inversas de separacién de subsistemas (7.2), T(1)~! y R™!, se descomponen las matrices
del sistema en lazo cerrado Ej., A;., Bic y Cjc, como sigue (c.f (5.5)):

—ltay+ds 14
& Ve

A+l—az -1 0

as (—14a3) A+az —1 1—a3 %
AE—Aje = 0 0 0 A+l/t O
a3 6 H% -1 0
0 0 6 0 -1
) ) A+l -l 0 o ofo][1 0 0 00]
L1000 1/& | 1-ar=a a3 (A1) Abay Rt Biate g LI
0100 2144 1(—14a3)a3 @
2 esna 0 0 0 0 0 1 00
=|o0010 0 —Artl)ay
§ 0 0 0 -1 0 —a3 —6 —%% 10
0001 0 2
0 0 0 0 -1 -6, 01
0000 1 .
—1+6 —& 0 ~1/as 0|0 0 0 0 00
s 1L J
—Cl:[oooq i o|o]
: /as (1.5)
A+1 -1 0 o oflo][1 0o 0 00
—ay (A+1) Atay —OMBBDLIB g o l0 | |4 1 & 00
0 0 0 0 Olb|| 0 0 1 00
=[ooooo|1] oo
0 0 0 —1 0|0 ||-as -8 —%2 10
0 0 0 0 —1]0 0 0 -6 01
~1+6 -2 0 —~1/az 00 [ 0 0 0 00]
A+1 -1 0 o ofo]][o]
0 1000 1/a, |1—a;—a o
A/f U a4 1) Aty —GRHE 010 olo]]o
0100 —2=(—1+az)as 2
2 (hestla 0 0 0 0lbo| |0
Be=|by|=10010 0 L)t
0 0 0 -1 o0fo|]o
0 0001 0 0
0 0 0 o -1/o0]|o
0 0000 1 0 - —
—1469 *‘72 0 —1/as 0 0] 1]

7.2.3 Subsistemas de dindmica fija y variable

La respuesta homogenea de la representacion del sistema en lazo cerrado (7.1), puede ser expresada como la

concatenacion de las siguientes representaciones:
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es decir,

esto es,

[ 2

+1—as —1
as (_1+a3) A+as

—1 1—613

0 —ltaitds —1/a,

as

a

dp—ltaz

(AE]C*AIC): 0 0 0 2{_’_1/7 0
@ 0 A -1 0
0 0 6 0 |
1000 ‘A’EI l—a;—as
0100 —215 | (—1+a3)a
(At+1)a
0010 0 sl
0001 0 0
0000 I 0
(M (2)]
A+1 —1 0 0 olo
—633()»—1—1)14-613_91“@257291‘3#91 o olo
0 0 0 0 0|k
0 0 0 -1 0]0
0 0 0 0 —10
—1+6, -3 0 47" 00
(M2 ()]
1 0 0 00
4 0
a 1z 00
0 0 1 00
—az —6p —6‘;—5‘10
0 0 -6 01
0 0 0 00
(M3(2)]
d d J
()]0 (2 i (2
1000 1/a |1—aj—as
0100_&27@# (—1+a3)ads
d n
0010 o |- @Ta o_g
0001 0 0
0000 1 0
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66
441 -1 0 0 0lo
dir &
7@3(%“)%%3*%%&—;’1“#91 o olo
0 0 0 0 0lb
w=z (7.9)
0 0 0 ~1 010
0 0 0 0 -—1/0
| —1+6 -2 0 —1/as 00 |
1 0 0 00
a; 1 9—; 00
0 0 1 00
6,6 r=w (7.10)
—ay —6) — %% 10
0 0 -6 01
0 0 0 00

A fin de obtener las representaciones de estado de ambas dindmicas, se simplifican (7.8), (7.9) y (7.10). De (7.8)

se obtiene: z5 =0y z4 =0, es decir: ws =0y wq = 0. De (7.9) se obtiene: wg = 0. Finalmente de (7.10) se obtiene:

z3 =0.
(‘L’% + 1) 726=0
21 2(611 +as —1)ze = dze (7.11)
2 = (1 —az) d3z6 = bze
Entonces de (7.9) y (7.11) se obtiene:
$+1 -1 0 wi a
dos_ga -
—a3 (§+1) § +as - dt+a2a291 LN Ny | = || 2 (7.12)
o
~1+6 -2 0 w3 1
B(§)
En el apendice A.1 se muestra que (7.12) es equivalente a (c.f (5.11)):
(§+2)%=0
60 (& +1)wi+ (1 —a1)z6) + Bodz (w1 —26) =0
90(% + 1) (wp+asze) + Ood3 (Wz + (a1 +ad3— %)Zﬁ) =0 (7.13)

80(S +1) ((61(2 +1)+81a2) ws + (a1 — 1) a3d226) +
Bocis ((01(5 + 1)+ B12) w3 + (a3 — 1)(a1 — L)dnze) =0

7.3 Representaciones de estado

De (7.13) se obtienen cuatro representaciones de estado que se muestran en la siguiente tabla:



7.3 Representaciones de estado

Tabla 7.1 Casos dados para el sistema en lazo cerrado de los factores irreducibles de primer orden (ver (7.13)).

||(91~,90)| ”
(<(iir+1) =0
+Dwi+(1—ay)z =0

(1.1 (& +wi+(1—a1)z
(& 41) (wr +d3z6) =0
(%4’ 1) ((% + 1wz + (al — 7)agazz6) =0
(c(lit+1) =0
+1 1— =0

©.1) (& +1)wi+(1—a1)z
(& +1)(wa+d3ze) =0
(%+1)(W3+(a1—f)a3z6):0
(§+8)w=0
—2=0

(1.0) Wi —26
wa+ (a1 +a3— 1)z =0
(%+1)W3+(a3*%)(al*%)LizZﬁ:O
(&+7)%=0
~2=0

©,0) w1 —Z6
W2+(a1+d3——) =

ws (a3 — D)~ Dz =
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En seguida, se abordan los 4 casos mostrados en la tabla (7.1)

Caso 1 Primero se considera el caso: (0, 6y) = (1, 1)

26 -1/t 0 0 0 0— 26
w1 ar—1 -10 0 O wi
wy | = 0 0-10 0 W
w31 0 0 0-10 w3l
W32 (1/t—a))drds 0 0 1 —1| |ws
Aj

_ . ;

wi 0 1000 w1

wy| =1—-430100 W)

w3 0 0001 |ws

\_;:_/_Wn_

7 Andlisis de la estabilidad interna de sistemas escalera

(7.14)

(7.15)

El correspondiente diagrama de bloques de la representacién (7.14) y (7.15) , se muestra en la figura 7.1.

J >-%—{(a1 - 1)]

Figura 7.1 Diagrama del sistema representado por (7.14) y (7.15).

w32



7.3 Representaciones de estado

Caso 2  Ahora se considera el caso: (6;, 6y) = (0, 1)

26
Wi
W2
W3l

w3

0 0 00

=
ag—1 =10 00
= 0 0 —-100
0 0 0 —10
(a;—1/7)as 0 0 —10
Api
o
w1 0 1000 | wy
wo | = —a3 0100| | w
w3 (1 —a)az; 0010 |wy
Coi | W32
B
wi

[o} = {(%—I—al)@ 001 —1|]w

Dy

w31

w32

26
w1
w2
W3]

w3

69

(7.16)

(7.17)

(7.18)

El correspondiente diagrama de bloques de la representacion (7.16), (7.17) y (7.18), se muestra en la figura 7.2.
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J >

Figura 7.2 Diagrama del sistema representado por (7.16), (7.17) y (7.18).

Caso 3 Ahora se considera el caso: (6;, 6y) = (1, 0)

26 1/t 000 0 26
Wi 1/ 000 0 Wi
Wy | = 0 000 0 W (7.19)
W31 0 000 0 | |ws
i | | (a)(a3—1)a2000 —1 | | w3 |
Ao
-]
wi 0 1000 | | wy
wo | =|(E—ar—az)0000]| | wm (7.20)
w3 0 0001 W3l
Cio |32 |




7.3 Representaciones de estado

0 1-1000
0]=100100
0 00010

Dyo

26

wi
1)
W3]

w32

71

(7.21)

El correspondiente diagrama de bloques de la representacion (7.19), (7.20) y (7.21) se muestra en la figura 7.3.

<6 w1
—{ 1 |——
W1 =26
o o E T

{(z—a) (a3 —7) @

Figura 7.3 Diagrama del sistema representado por (7.19), (7.20) y (7.21).

Caso 4 Ahora se considera el caso: (6;, 6y) = (0, 0)

6] 1/t 0000] [ z
Wi —1/z 0000 | w
wy | = 0 0000 | w,
W31 0 0000 | |ws
W32 —(1/t—ar)(a3—1/1)1 0000 | | w3
Ago

-

Wi 1 0000 | w

wa|=| (A—ar—az) 0000]| | w,

w3 (L —a)(a—1)0000]| | w3

Coo _W32_

(7.22)

(7.23)
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26
0 1 —-100 0
wi
0 0 0100
= Wo (7.24)
0 0 0010
1 1 W3l
0 (?_al)(a:i_?) 0 00-1 _
w32
Dy - -

El correspondiente diagrama de bloques de la representacion (7.22), (7.23) y (7.24) se muestra en la figura 7.4.

W1 — 26
et a] e
[ (o D
w32

Figura 7.4 Diagrama del sistema representado por (7.22), (7.23) y (7.24).

7.4 Analisis de estabilidad

Sea el conjunto de indices .# = {(0,0),(0,1),(1,0),(0,0)} y sean las siguientes matrices estables de las repre-

sentaciones de estado (7.14), (7.16), (7.19) y (7.22) (c.f (5.19)):
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R 000 0] i -1 00 00|
a —1 -10 0 0 ag—1 =10 00
A= 0 0-10 0], A= 0 0 —-100
0 0 0 —10 0 0 0 —10
(1/T—a))aa3 0 0 1 —1 (@ —1/1)asl 0 0 10

- - - . (7.25)
-1/t 000 0 1/t 0000
1/t 000 0 ~1/t 0000
Ay = 0 000 0 |5 Ap= 0 0000
0 000 0 0 0000
(—a)(az3—1)a, 000 -1 —(1/t—a1)(a3—1/71)1 0000

Para analizar la estabilidad de las representaciones de estado, (7.14), (7.16), (7.19) y (7.22), se propone la siguiente

T
funcién de Lyapunov cuadritica comun (x = [ 26 W1 Wa W3] WQ} ):

vV =x"Px (7.26)
donde P es una matriz simetrica, P = PT € R?*2, 1a cual deberia ser definida positiva.
La derivada de la funcién de Lyapunov es entonces:
Q1 = —)CTQU)C7 Caso (90, 91) = (1, 1)
= —xT Qo1x, Caso (6y,6;) = (0, 1
av/ar—{ # ot (80,61) = (0, 1) : (7.27)
Q3 = —)CTQl())C7 Caso (90, 91) = (1,0)
Py = —XTQ()())C, Caso (9(), 91) = (0,0)
donde:
0;=—(A P+PA), ic.s (7.28)

Para encontrar condiciones suficientes de estabilidad, se siguen los siguientes pasos:

1. Primero se encuentran condiciones sobre la matriz P, para garantizar que sea definida positiva.
2. Posteriormente se obtienen las matrices Q11, Qo1, Q10 Y Qoo-
3. Finalmente se encuentran condiciones sobre las matrices Q11, Qo1, Q10 ¥ Qoo, para garantizar la negatividad de

dv/dr.
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7.4.1 Matriz P

k+7 (@1 —1)T00 —(—1+a;7)d2ds
(a1 —1)t 1 00 0
En base a la matriz —(A' +A;]) = 0 0 10 0
0 0 01 |
(—l4+a17)dras 0 01 1
guiente matriz simétrica (c.f (5.23)):
[ K+t (@—1)7T0 0 —1/2(=1+ai7)drds
(a1 —1)t 1 00 0
P= 0 0 10 0
0 0 01 1/2
—1/2(~14+at)aas 0  01/2 1/2

7 Andlisis de la estabilidad interna de sistemas escalera

Esta matriz serd definida positiva solo si (ver apéndice A.2 y c.f (5.24)):

k>—-1

k> —1+1*(a;> —2a; +1)
k> —1t+1%(a;? —2a; +1)
k> —t+1%(a1? —2a; +1)

k> —14+12(a1? —2a; +1) +a343

7.4.2 Obtencion de las matrices Q11, Qo1, Q10 Qoo

De (7.28), (7.29) y (7.25), se obtienen los siguientes cuatro casos:

1. Caso 1: (6y,0;) =

O =

Donde:

_ k
f=25 - (222086 - o -2t -2 dadye+ 2B

—(ZTIP-‘FPKH) =

(0,0). La matriz Qy; es:

k;
(a—1)t 2

0 0
1/2% 0
0

—1/2(=14+a17)drd3

(a;—1)701/2

0

2
0
0

(a3t® —2a1T+1)

0
0
1

1/2

(=14a; 1)dp a3 (T+1) A A
S 12 (1 a1 T) dads

, se propone la si-

(7.29)

(7.30)

(7.31)
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2. Caso 2: (8y,6;) = (0,1). Para este caso, hay que notar de (7.18) que la componente w3, es una combinacién

lineal de las otras componentes. Por lo que no es necesaria incluirla en la derivada de la funcién de Lyapunov.

En efecto con la ayuda de la restriccion algebraica (7.18), se define la siguiente matriz de cambio de base:

[ 1 000 O_

0 100 0

To1 = 0 010 0
0 001 0
(1/t—a))a3 001 —1

obteniendose de esta manera:

me =

V01 =xT (AglP-i-PAo] )x = (T01X)TT0_1T(A51P+PAOl)TO_ll (T01x)

= [Zﬁ Wi W2 W31 0} (Ao Ty, )T PTy ! + T, " P(A0 Ty, )

26
wi
w2
w31

0

= [26 Wi W2 W3 } Xo1 (A Ty, PTy + Ty, " P(Ao Ty ') ) Xon

Esto es:
———
Xgl
Donde:
Xo1 =
Por lo que:

7Q01

_1000_
0100
0010
0001

0000

. -
Vor = —x01 Qo1 %01

<6

wi
w2

W3]

(7.32)

(7.33)

(7.34)

(7.35)

(7.36)
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Donde finalmente se obtiene:

Oo1 = — ((Ao1 Ty ' Xo1) T PT,, ' Xo1 + (Ty; ' Xo1) T P(Ao1 Ty, ' Xor))

i —l4a; 1)az (a; 4274244 T
k> t(a;—1)0 — (—1+a; 7)a3 (azzﬂ a7)
(ar =17 2 0 0 (7.37)
0 0 2 0
—1/2 (~1+a; T)a; (ézT 212+2r+2+ﬁ2 7) o 0 s

Donde:
- k 2(a3(Gr —a a3
=2~ (—21(2a1 — a3 —1)=2(1 +d3dra?) — (63a) (442 + a1)) — w - T;)
3. Caso 3: (6p,6,) = (1,0)
Para este caso, hay que notar de (7.21) que las componentes w; = zg, wp =0y w3; = 0. Por lo que no es necesario
incluirlas en la derivada de la funcién de Lyapunov. En efecto con la ayuda de las restricciones algebraicas de

(7.21), se define la siguiente matriz de cambio de base:

1 0000

1-1000
Tio={0 0 100 (7.38)
00010
00001
obteniendose de esta manera: L
<6
0
Tiox=1| 0 (7.39)
0
[ W32 ]

Esto es:
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V10 =xT (A{OP + PAlo)x = (Tl()x)TTIBT (A{OP + PA10)T16_1 (Tl()_x)

26
0
= |:Z6 000 W32} (A0 Ty ) PTy! + T  P(A0i Ty)) | 0 (7.40)
0
_W32_
_ _ _ _ 26
= {26 Wz»z}X1T0((AloTlol)TPTlo1 + T, P(A10T;,")) X10 -
——— v w32
Ny —0i0
10
Donde: _
10
00
00
01
Por lo que:
Vip = —x1ToQ10x1o (7.42)
Donde finalmente se obtiene:
010 = —((A10Tyy" X10) " PT o X0+ (T} X10) T P(A10T} Xi0) )
123 _1/2 (—=1+aj 1)ay (d_fr’;2+ﬁ3 T—asz T+l) (743)

—l4a; 7)a (431> +a3T—a3T+1)
2
T

—1/2¢
Donde:

- k
k3 = 2; — (‘L’(d%a}a%ag) — (4a; —2—&-&%&3(01% +2a1a3)) —

(—@3a3(a3 +2a1) +2) @303
T 72
4. Caso 3: (6y,6;) = (0,0) Para este caso, hay que notar de (7.24) que las componentes w; = z¢, Wy = 0, w31 =0,
w32 = (1/T—ay)(az — 1/7)z6. Por lo que no es necesario incluirlas en la derivada de la funcién de Lyapunov.

En efecto con la ayuda de las restricciones algebraicas de (7.24), se define la siguiente matriz de cambio de

base: ~ _
1 0000
1 —-100 O
Too = 0 0100 (7.44)
0 0010
(1-a)(as—1) 0 001
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obteniendose de esta manera:

_Z6_
0
Toox= 10
0
0
Esto es:
Voo = x" (AfoP + PAgo)x = (Toox) " Ty (AfoP + PAo) T ' (Toox)
26
0
= [260000] (00T PToe" + T PlAwTi ) | 0
0
0
= [ 26| X (10756 ) P + Ty PAwoTig")) Xoo [
e 6w
Donde:
n
0
Xoo= |0
0
0
Por lo que:

) r oA
Voo = —xg0Q00X00

Donde finalmente se obtiene:

Qo0 = — (Ao Ty X00)” PTyg" Xoo + (Tgo' X00)” P(Aco T Xo0)) = {25 — fo.00(7)

Donde:
. 2022 24 Grart—4dn G +2
fO,OO(T) = —2a2a3a12a3 —4da;+2— 4ras a2a3a/T 4d3d143
4&2&3a172a]2a3+2€12(23a372a1a32 4a1a3+a32+a1272ﬁ2d3 —2a;—2a;3 1
- 12 - 3 - 4 + F

(7.45)

(7.46)

(7.47)

(7.48)

(7.49)

(7.50)
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7.4.3 Condiciones de negatividad sobre la derivada de la funcion de Lyapunov

En esta seccion se dan las condiciones que garantizan que la derivada de la funcién de Lyapunov (7.27)-(7.28) es

no positiva.

7.4.3.1 Caso 1: (60,6,) = (1,1)

De (7.31), la matriz Q1 serd semidefinida positiva solo si (ver seccién A.3.1):

k> 3 fo1(7) = 80,11
> 1(2f011(f)+f1 1(7)) = g1
s (@fon(t)+ (1) =g (7.51)
s @fon(t)+11(1) =g11
¢ Bfor(t)+fa11(7)) = gan
Donde
foai(t) = (2 20,8303 — (4ay — 247 —2 — aagag)w"zd%)
fin () = (@i —ar +1)72
foii(z) =2(a —2a; +1)72 (7.52)
Finn(2) = (BBa @ +2a —4a) +2) P + (2B3B(@ —ar)) T+ 8330 — day +1) + 2UBE2EE | B3
fan(t) = (33,263 +3/2a,® —3a; +3/2) T+ (3a3d3(a? — 3a1)) T+ 33 (a 176a1+3)+w+&%—§§

Entonces la condicién para este caso es:

k> max{go11,81.11,82,11,83.11,84,11 } (7.53)

7.4.3.2 Caso 2: (6p,6,) = (0,1)

De (7.37), la matriz Qq; serd semidefinida positiva solo si (ver seccién A.3.2):

k> 3 foo1(7) = 80,01
> 1 (2fo01(7) + fro1(7))
> g (4foo1(7)+ f201(7)) =g201
k> 75 (20fo.01(7) + f3,01(T)) = g3.01

- &Lt (7.54)

Donde:
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foor(2) = (~22(2a1 — % — 1) = 2(1 + &a?) — (@B (40 + a)) — 255 | B)

fioi(t) =12(a} —2a; +1)

fo1(t) =27 ( —2a;1+1)

fo1(7) = (10(11 +10— 20a1+a201 a%) +(2a201 a2 2a1a2a2+4a2a2a12)r (7.55)

+a2a1 a2+4a2a] —4a1azaz+a2a2 8a2a2a1+8a2a2a12

716a2a2a, 2a,&%1§2+2 2a2+4a2azu12+8u%a/2+4 asa;— 8(120/

_l’_
+4&%78d§d201+6§a%+32d§a,2—16d2a1+8[1§d2 n 8d§+4d§‘;§278d§a1 +4%
Entonces la condicién para este caso es:
k > max{g0,0181,01,82,01,83,01 } (7.56)

7.4.3.3 Caso 3: (6p,6,) = (1,0)

De (7.43), la matriz Qg serd semidefinida positiva solo si (ver seccién A.3.3):

k> 3 fo10(7) = 80,10
> % (fo,10(7) + f1.10(7)) = g1.10

(7.57)

Donde:

(—a3a3(a3+2a))+2)  d3ds
T 72

fO,lO ’L' ( a2a3a a3 (401 2+d%d3(a1 +2a1a3))
f])]o(f) /4&%&%&] T -‘r( 1/2&%&%&]-"- 1/2&263361]2— 1/2ﬁ%a12&3a3)‘E+1/2&%a12&3

+d%a1 azaz — 1/2aza12a3a3+ 1/4[12d3a1 + 1/4d2a12a32 fa%d%m + 1/4&% A2 (7.58)
22 24 .

—1/2a34; a3+a3a; dza3—ada; az—1/2a3a; az— 1/2a§aja, 1/2a3a,%a;+1/2a3a3+1/243a,% 43

+
1/4a3a5>+1/403a%—a3a; a3—1/2a a3a3+1/4a2a12 +a3ayaz+1/2a3a; | —1/2a3a;—1/2d3a3+1/243a3
+ 1_2 + T’{
A2
a
+1/4%
Entonces la condicién para este caso es:
k > max{go,10,81,10} (7.59)

7.4.3.4 Caso 4: (6,6;) = (0,0)

De (7.49) 1a matriz Qg serd semidefinida positiva solo si (ver seccién A.3.4):

T
k> Efo,oo(f) = 20,00 (7.60)
Donde:
2,2 A 2 A A
AA —2 —4 +2
fooo(T) = —2d4zdz3a,%a3 —4a; +2— L4 st A 260
_4&2(23a172a12a3+2d2&13a372a1a32 _ 4a1a3+a32+a1272&2d3 72a172a3 + ’
12 p]

Entonces la condicién para este caso es:

k> maX{gaoo} (7.62)
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7.4.3.5 Condiciones necesarias de estabilidad

De las secciones 7.4.3.1, 7.4.3.2, 7.4.3.3 y 7.4.3.4 se concluye que la constante k de la matriz P, (7.29) debe
satisfacer (ver (7.53), (7.56), (7.59) y (7.62)):

k> max{go,11,81,11,82,11,83,11,84,11,80,0181,01,82,01,83,01,80,10,&1,10580,00 } (7.63)

Por lo que existe una k suficientemente grande tal que se garantiza la negatividad de la derivada de la funcion de
Lyapunov (7.27)-(7.28). Esto es, para el sistema escalera (6.3), retroalimentado por la ley de control (6.11), se
obtiene una estabilidad independiente de los pardmetros del sistema (c.f (5.28)). Esta independencia se debe a la

estructura particular de los sistemas escalera, el cual no fue el caso del ejemplo ilustrativo de los capitulos 3 y 5.

7.5 Conclusion

En este capitulo se encontraron condiciones suficientes de estabilidad para el sistema escalera en lazo cerrado visto

en el capitulo anterior, utilizando la misma metodologia vista en el capitulo 5.
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Conclusion

En este trabajo se encontraron condiciones suficientes de estabilidad para un sistema conmutado auténomo, rep-
resentado a través de sistemas implicitos, controlado mediante una retroalimentacién de estado proporcional y
derivativa.

En la primera parte, se mostr6 como modelar y controlar a una clase de sistemas conmutados auténomos,
mediante la teoria de los sistemas implicitos lineales. Para ello primero se aplicé una ley de control proporcional
derivativa a un ejemplo ilustrativo de un sistema conmutado estudiado con la teoria de los sistemas implicitos,
esta ley de control permitié hacer inobservable la variacién de estructura interna. En esta parte se obtuvieron
condiciones necesarias de estabilidad para el sistema en lazo cerrado, sin embargo se pudo ver que aun cuando
sus matrices son Hurwitz, el sistema no siempre es estable, esto dio pauta al estudio de estabilidad del sistema, es
decir, encontrar condiciones suficientes de estabilidad.

En la segunda parte, se mostré como encontrar una funcién de Lyapunov comun para garantizar la estabilidad
del sistema conmutado en lazo cerrado; esto se hizo mediante el ejemplo académico de la primera parte. Para
encontrar las condiciones suficientes de estabilidad del sistema en lazo cerrado, se partié de la teoria expuesta
por Narendra, en donde se propone una funcién de Lyapunov cuadratica comiin de la forma V = x Px, tal que
su derivada a lo largo del tiempo es definida negativa. Se realizé el estudio a la matriz sistema del sistema en
lazo cerrado y se logré expresar como la concatenacién de dos subsistemas que caracterizan la dindmica fija y
variable; esto permitié obtener dos casos, de los cuales se realiz el andlisis de la estabilidad. Para ello primero
se encontré una matriz P definida positiva y constante; esto con el fin de que no exista ningiin problema para
obtener su derivada con respecto al tiempo 7. Posteriormente se obtuvieron las matrices Q;, i = 1, 2, y finalmente
se obtuvieron condiciones sobre estas matrices, para garantizar la negatividad de la funcién de Lyapunov propuesta.
Para este ejemplo ilustrativo, se encontré que los pardmetros del sistema deben permanecer dentro de una regién
de estabilidad, esto es su estabilidad depende de que sus parametros se encuentren dentro de una regién acotada.

Finalmente, en la tercera parte se extendieron los resultados de la segunda parte al caso de los sistema escalera.
Para los sistemas escalera se obtuvo una estabilidad independiente de los pardmetros del sistema. Esta indepen-

dencia se debe a la estructura particular de este tipo de sistemas.
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86 Conclusion

El resultado de este trabajo de tesis fue sometido al 50th CDC (Conference on Decision and Control) a realizarse

en Orlando Florida de este afio.



Perspectivas

Las perspectivas de este trabajo de tesis, son las siguientes:

1. Realizar el estudio de la segunda parte, para cuando se retroalimenta al ejemplo ilustrativo con la aproximacién
propia, de la retroalimentacion proporcional derivativa, propuesta en [6].
2. Generalizar la metodologia de la segunda parte al caso general.

3. Extender el estudio de la tercera parte a los sistemas escalera en general.
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Apendice A

Estabilidad de sistemas escalera

A.1 Subsistemas de dinamica fija y variable

En esta seccion se muestra la equivalencia entre (7.12) y (7.13). Para obtener (7.13), diagonalizaremos el operador

IB%(%) de (7.12). Para esto, con el auxilio de la matriz adjunta de IB%(%),

[ (B1(§+1)+61d2)60 01 (§+1)+61dr

_ da3a2 _ 0 d ﬁg _
Adi(B(L)Y)) = 60 (61 (5 +1)+61a2) (E+1)(81($+1)+61a,)
dj(B(g)) e 0 -
A 60 (5;+1)+6pa n
4+ 60+ Boas 70(&*&3)* 5 (4+1) (8 +a3—a3)
[ (9|(%+ﬁ12)+91&2) 0 0 _% 0 1
d 54 -
= 0 W}% 0 & 0 % +1
~ 0p(L+1)+6ya .
i 0 0 1| | &+ 60+ Boay 2ET 0% (44 1) (8 4oy —ay)
(A.1)
se propone el siguiente operador:
_8
‘ 7 0 1
M(3) = 1—6 0 441 (A.2)

60 & +60+a3— 8y ds
as

60+ & + a3 —az6 ($+1) (—as+ & +as)

Aplicando por la izquierda el operador M(%) a (7.12), se obtiene:
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_ ) %+90+ﬁ3—90ﬁ3

as 0 0 wi
60 & +60+as—6pa
O _Y04ar 0A 3 043 0 W —
as
0 0 . (91 %‘Fﬁz*@] ﬁ2+91)(90%+90+d3790ﬁ3) W
a3dp 3

o d (A3)
—% 0 1 a
1- 6o 0 441 b |z
i A A
90+((jit+a3 as 6 —90dr+90;a3 B0 (%—‘rl) (—ﬁ3—|—%—|—a3) 1
M)
Simplificando (A.3) y considerando a (7.11), se llega a (7.13).
A.2 Cofactores de la matriz P
det | PP kbt (@2 =200 + 1)
P21 P22 |
P11 P12 P13
det | pay pa po3 | =k+7— 7% (ar> —2a1 +1)
P31 P32 P33 |
P11 P12 P13 P14
(A4)

21 P22 P23 P24
det P22 PRt 22 20y 1)

P31 P32 P33 P34
P41 P42 P43 P44_

P11 P12 P13 P14 Pis
P21 P22 P23 P24 P25
det | p3; p32 p3s paa p3s | =k+ 71— (ar? —2a1+1) — a343(ait* —2a17+1)

P41 P42 P43 P44 P4s

P51 P52 P53 P54 P55_

A.3 Cofactores de las matrices 011, Oo1, O10 y Q0o

A.3.1 Matriz Oy,



A.3 Cofactores de las matrices Q11, Qo1, Q10 y O

donde las f;11,i€ {1,

A.3.2 Matriz Oy

donde las f; 11, i€ {1,

det qi1 412

q21 422

qi11 412 413

det | g21 g2 g23
q31 432 433

q11 912 4913 414

21 922 423 424
det q21 922 423 q

q31 432 433 434

qg4a1 442 443 qa4

q11 412 413 414 415
q21 422 423 424 425
det | g31 32 933 934 q35

q41 442 443 444 445

_1151 452 453 454 455

,4}, estan definidas en (7.52).

det {C]ll}

11 912
det ard

q21 922 |

q11 412 413
det | 21 g22 g23

q31 932 433 |

qi11 412 413 414

q21 422 423 424
det

q31 432 433 434

g41 442 443 444

,4}, estan definidas en (7.55).

=2k;— fi,11(7)

=4k; — fo,11(7)

=4k; — f311(7)

=3k; — fa1(7)

:]-(2

=2ky— fi01(7)

=4k; — fr01(7)

=20k, — f3,01(7)
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A.3.3 Matriz Oy

det [5]11} =/_€3

q11 912 - (A7)
det =2k3 _fl,lo(f)
q21 422
donde las f; 11, i € {1,---,4}, estan definidas en (7.58).
A.3.4 Matriz QO
det {QII } = 2% — (—2&2 az a12a3 —4a;+2— a12a32_2d2d3”1:—4ﬁ2ﬁ3a1113+2 As)

2

41?12d3a]72a12a3+2(22&3a372a]a3 4a]a3+a32+a1272d2(23 —2a;—2a;3 1
- 12 - 3 - 4 + 775)
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