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Resumen

En esta tesis se muestra la viabilidad y eficacia del esquema de control, basado en el sistema inverso por la derecha,
el cual asigna tanto el estado final como la salida del control final. Esto es til cuando se desea llegar a una posicién
determinada con una fuerza final nula. Esta metodologia propuesta se aplicé a un prototipo de laboratorio que con-

siste en un helicoptero de tres grados de libertad.

Abstract

This thesis shows the viability and the efficacy of the control scheme, based on the right inverse system, which
assigns the final state, as well us the final control output. This is useful when one wants to reach a certain position
with a null ending force. This methodology is applied to a laboratory prototype consisting on an helicopter of one

degree of freedom.
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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de esta tesis es probar la viabilidad y eficacia del esquema de control, basado en el sistema inverso por
la derecha, recientemente desarrollado en [1, 2]. El objetivo de este esquema de control es el de asignar tanto el
estado final, como la salida de control final. Esto es ttil cuando se desea llegar a una posicién determinada con una
fuerza final nula.

Para esto, se selecciond un prototipo de laboratorio que consiste en un helicoptero de 3 grados de libertad, en
el cual solamente se ocup6 un grado de libertad. Con este prototipo se buscé seguir una referencia, en un tiempo

finito, y con una aceleracién final nula, es decir, que el helicoptero aterrice suavemente.

La tesis se divide en dos partes, la primera parte, compuesta por los capitulos 2, 3 y 4, muestra los preliminares
tedricos, y la segunda parte, compuesta por los capitulos 5, 6, 7 'y 8, muestra el modelado y control de un prototipo

experimental de un helicéptero de un grado de libertad.

La parte I comienza con el capitulo 2, donde se dan definiciones matemdticas de los sistemas dindmicos,
introducidas por Willems [16] (véase también la referencia de sintesis de Polderman y Willems [14]), tales
como: el comportamiento, ecuaciones comportamentales, sistemas dindmicos'y comportamiento definido por una
ecuacion diferencial. Con respecto al comportamiento definido por una ecuacion diferencial, se recuerdan algunas
propiedades importantes, como son: las soluciones fuertes y débiles, la representacién de un sistema estado/entrada

y su comportamiento basado en el estado.

El capitulo 3 muestra el concepto de alcanzabilidad de estado; también se recuerdan las caracterizaciones y rep-
resentaciones de Kalman [6, 7], Wonham [17] y de Brunovsky [3]. Para esta dltima, se muestra una representacion
de estado alcanzable como la forma canénica de Brunovsky, en la cual se introducen los indices de controlabilidad.
Se recuerda la definicion de la alcanzabilidad comportamental introducida por Willems [16]. También se establece
el problema de alcanzabilidad comportamental que se desea resolver; el cual consiste en encontrar una ley de

control que lleve al sistema (en este caso al prototipo experimental helicoptero) de un dngulo inicial, hasta una
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referencia, dngulo final, en un tiempo finito, con una aceleracién final igual a cero. En la seccion 3.7 se muestra

con un ejemplo ilustrativo.

La parte I termina con el capitulo 4, donde se describe un control implicito singularmente perturbado, para
sistemas lineales variantes en el tiempo con una entrada y una salida (SISO), desarrollado por Puga y Bonilla [15],
cuyo objetivo es el de obtener un sistema en lazo cerrado que se aproxime a un sistema lineal invariante en el
tiempo. Este esquema de control estd compuesto por un controlador singularmente perturbado y un filtro ecual-
izador. El sistema en lazo cerrado resultante es un sistema lineal singularmente perturbado con un comportamiento

asintéticamente estable.

La parte II comienza con el capitulo 5, en el cual se obtiene el modelo matematico no lineal, del prototipo de

laboratorio utilizado en esta tesis.

En el capitulo 6, se muestra una linealizacién estatica por retroalimentacién de salida, con la cual se compensa,

en estado permanente, la componente no lineal obtenida del modelo del helic6ptero, descrito en el capitulo 5.

En el capitulo 7 se obtiene un comportamiento, cercano a un sistema lineal invariante en el tiempo. Para esto,

se aplica el esquema de control implicito singularmente perturbado, descrito en el capitulo 4.

Una vez obtenido los modelos lineal invariante en el tiempo, en el capitulo 8 se aplica, al modelo del helicéptero,
el esquema de control basado en el sistema inverso por la derecha, descrito en la seccién 3.7. El objetivo de este
esquema de control es que el helicéptero llegue a una referencia, dngulo final, en un tiempo finito, con una acel-

eracion nula. Esto es, se desea aterrizar al helicptero suavemente.

Finalmente, en el capitulo 9 se concluye.
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Capitulo 2

Sistemas dinamicos

2.1 Introduccion

En este capitulo se muestran algunas definiciones de algunos elementos tedricos a utilizar, como el modelo
matemadtico en el cual se integran las ecuaciones comportamentales, el comportamiento, variables manifiestas y
variables latentes. Y de esto se parte para definir un sistema dindmico segin Polderman y Willems [14] y por ende
el comportamiento definido por una ecuacién diferencial. Y concluimos con una definicién de la representacién
estado/entrada mencionando algunas propiedades y su comportamiento de estado.

En esta tesis adoptaremos la definicién que le da Willems [16] a un sistema dindmico con un enfoque compor-

tamental, vé ase también la referencia de sintesis de Polderman y Willems [14].

2.2 Modelo matematico

Intuitivamente un modelo matemadtico, selecciona un cierto subconjunto de un universo de posibilidades. Este
subconjunto consiste de ocurrencias (eventos) que el modelo permite, en otras palabras se llama el comportamiento
del modelo matematico.

Una estructura esencial del modelo es:

e Comportamiento.
e FEcuaciones comportamentales.

e Variables manifiestas y latentes.
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2.2.1 Comportamiento

Un modelo matematico, puede verse como un subconjunto B, llamado el comportamiento, de un universo U:

Definicion 2.1. [14] Un modelo matemético es un par (U,B) siendo U un conjunto llamado el universo - y sus

elementos son llamados eventos - y B es un subconjunto de U, llamado el comportamiento.

2.2.2 Ecuaciones comportamentales

Las ecuaciones del comportamiento sirven para especificar a B, como el conjunto de soluciones de un sistema de

ecuaciones:

Definicion 2.2. [14] Sea U un universo, [E un conjunto, y un par de funciones, f; : U — Ey f> : U — E. El modelo
matemadtico (U,B) con:

B={uecU| fi(u)=fr(u)}

Se dice que es descrito por ecuaciones comportamentales y es denotado por (U, B, f1, f>). El conjunto [ es llamado
espaci6 de ecuaciones. También a (U, B, f1, f>) se le llama una representacion en ecuaciones comportamentales del

modelo de (U, B).

2.2.3 Variables manifiestas y latentes

Las variables manifiestas son aquellas que describen al modelo del comportamiento. Las variables latentes son
variables auxiliares introducidas en el proceso de modelado. Los primeros modelos suelen ser dados por ecua-
ciones que involucran tanto variables manifiestas como latentes. A estas ecuaciones se les llama comportamiento

completo:

Definicién 2.3. [14] Un modelo matematico con variables latentes estd definido por la tripleta:

(Ua UZ? ]Bf )
Con:
U: Universo de variables manifiestas.

U,: Universo de variables latentes.

B; C U x Uy: El comportamiento completo.
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Se define el modelo matemdtico manifiesto (U,B) con:
B:={ucU| ¥ ecUstq (ul)cBy}

A B se le llama el comportamiento manifiesto (6 comportamiento externo) ¢ simplemente el comportamiento. A

(U,Us,By) se le llama una representacion latente de (U, B).

2.3 Sistemas dinamicos

Un sistema dindmico es un modelo matemético de un fenémeno el cual se desarrolla en el tiempo. Un sistema
dindmico estd definido para tres conjuntos: El eje de tiempo T, un subconjunto de R formado por los instantes de
tiempo relevantes; el espacio sefial W, un conjunto donde las trayectorias tiempo toman sus valores; y el compor-
tamiento B, un subconjunto de! WT, el cual consiste de todas las trayectorias W : T — W, que de acuerdo con el

modelo pueden ocurrir. Asi un sistema dindmico se define como una tripleta £ = (T, W,B):

Definicion 2.4. [14]

Un sistema dindmico X esta definido por la tripleta:

£ = (T,W,B)

Con:
T C R: Llamado eje del tiempo.
W: Un conjunto llamado espacio sefal.

B C WT: Llamado comportamiento.

Tipicamente T especifica al conjunto de tiempos relevantes del problema. Usualmente T es igual a R 6 R*, o

mads general, igual a un intervalo en R.

2.4 Comportamiento definido por una ecuacion diferencial

Para definir el comportamiento mediante la ecuacion diferencial,
R(d/d)w =0,  R(E) € R&I[E] @.1)

se necesita definir lo que se entiende por una solucion fuerte y una solucién débil:

!'WT es una notacién matemdtica estindar de la coleccién de todos los mapas de T a W.
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Definicion 2.5. [14] (Solucién fuerte). Una funcién @ : R — R? es llamada una solucién fuerte de (2.1), si las
componentes de @ son tantas veces diferenciables como sea requerido por (2.1) y es una solucién en el sentido

ordinario, esto es si:

(R(d/dt)w)(t) =0 VreR

Definicion 2.6. [14] (Solucién débil). Considere (2.1). Defina el operador integral actuado en LI{’C(R,RQ ) por:

Q/may:éﬂmﬂwu(/Hﬂm@yzélfﬂquakz1

Para R(&) asociamos la matriz polinomial R*(&) definida como sigue. Sea L la matriz potencial de & que aparece

enR(&):
R(E)=Ro+RiE+.. . +RE", RL#0 (2.2)

Defina

R*(&):= éLR( ZRL-FRL,lé+...+R1€L71+R0€L

1
)

Ahora considere la ecuacién integral
((RO(./)LJrRl(/)L*1 +. ..+RL_1/+RL)a))(z) =cotcit+...+ep g tt !
con ¢; € R, 6, en notacién compacta.
(R*(/)w)(z):c0+c1t+...+cL,ltL—1, ci € R® 2.3)

Se dice que w € Lll""(R,Rq ) es una solucién débil de (2.1) si existen vectores constantes ¢; € RS tal que (2.3) es

satisfecha para casi todo r € R.

Cada solucion fuerte es una solucién débil, y cada solucién débil que sea lo suficientemente suave es una

solucién fuerte:

Teorema 2.1. [ /4] Considere el comportamiento definido por (2.1), entonces:

1. Cada solucion fuerte de (2.1) es también solucion debil.
2. Cada solucion debil que es suficientemente suave (en la notacion de (2.2) L veces diferenciable) es una solucion

fuerte.

Cada solucién débil puede ser aproximada por una secuencia infinitamente diferenciable. En otras palabras, la

parte C* del comportamiento es densa en el comportamiento:

Corolario 2.1. [14] Sea R(§) € R81*9[&] y sea B el comportamiento definido por R(d/dt)® = 0. Para cada ® €

B existe una secuencia @, € BNC™(R,RY) tal que @y converge a ® en Li*°(R,RY).
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Definicion 2.7. [14] La ecuacion diferencial (2.1) define el sistema dindmico como:

: d
B:=< o e LY (R,RY)| o es una solucién débil de R [ — | @ =0 (2.4)
! dt

2.5 Representacion estado/entrada

En el caso de haber hecho una separacion de variables manifiestas, w, y variables latentes, ¢, (ver seccién 2.2.3),

se tienen los siguientes comportamientos:

Definicién 2.8. El comportamiento completo B¢ y el comportamiento manifiesto IB representado por la ecuacién:
d d

Rl —-)Jo=M(—|¢ 2.5

() o=m (%) @)

By = {(®,€) € L'*(R,R? x R?)|(w, ¢) satisface (2.5) débilmente }
B = { e L'*°(R,RY)[3( € LI*(R,RY) tal que (,¢) € By}

son definidos como:

(2.6)

2.5.1 Propiedad de estado

Una clase especial de modelos de variables latentes son las de primer - orden en las variables latentes y orden -

cero en las variables manifiestas. Estos modelos tienen la propiedad de estado:

Definicion 2.9. [14] (Propiedad de estado). Considere las variables latentes del sistema definido por (2.6). Sea
(@1,41), (m,¢>) € Byyty€ Ry suponga que ¢1, ¢, son continuos. Defina la concatenacion de (@y,¢1) y (@»,£2)

en fy por (@,£), con:

(1) 1 <t, () t <to,
o(t) = y L) = (2.7)
w(t) t > 1, b)) t > 1.
Entonces B es llamado un modelo de espacio de estado, y la variable latente ¢ es llamada el estado, si: £; (to) =

0>(t) implica: (@,¢) € B

Dicho en otras palabras, el posible futuro de una trayectoria es completamente determinada por el valor de las
variables de estado en el momento presente y no depende del pasado de la trayectoria.
Una importante clase de modelos de espacié de estado es la formada por modelos entrada/estado (e/es) invari-

antes en el tiempo, X°**(A, B), de la forma:
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d
Ex =Ax+Bu (2.8)

Donde:

e uc Ll¢(R,R™) es la entrada.

e x € Ll(R,R") es el estado.

Por lo tanto, A € R™", B € R™", Usualmente se asume que kerB = 0.

El comportamiento completo definido por (2.8) es:

Be/es = {(u,x) € LI°(R,R™ x R") |(2.8) se cumple débilmente} (2.9)
Teorema 2.2. [14] La representacion (2.8) es una representacion de espacio de estado.

La propiedad de estado es la propiedad fundamental de x, puesto que mediante x(#y) divide el pasado y el
futuro del comportamiento. En efecto, si se toman dos trayectorias (u1,x1), (u2,x2) € B, se restringe la primera
trayectoria (—oo, 1), el pasado de (u1,x1), y se le llama (u; ,x] ), y andlogamente se denota a la restriccién de
(u2,x2) en el intervalo [f,e°), el futuro de (u2,x2), por (u3,x3), entonces el pasado de (uy,x;) y el futuro de
(u2,x2) se pueden unir (esto es, concatenarse) en el tiempo #y, para formar una trayectoria en el comportamiento,
cuando x (fp) y x2(fp) son iguales. Esto significa que el estado en un tiempo 7y contiene toda la informacién acerca
del pasado que se necesita para decidir cuando es posible la unién de las trayectorias. Dicho de otra manera, dado
x(tp), en lo que concierne al futuro, se puede olvidar todo lo acontecido antes de ), ya que esta informacién se

encuentra memorizada en x(fo).

2.5.2 Comportamiento de estado

Dado que:

Corolario 2.2. [14] Las trayectorias (u,x) € B, /., son de la forma

x(t) = eA’c—|—/OteA(t*T)Bu(’L')d‘L'7 ceR". (2.10)

Entonces el comportamiento (2.9) se expresa explicitamente de la siguiente manera:

Be/es = {(va) € Llloc(RaRm X Rn)

JeeR", x(1) = eA’ch/teA(t_T)Bu(‘c)dT} 2.11)
0

Propiedad 2.1. [14] Considere el sistema entrada - estado definido por (2.8)

Entonces:
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1. x tiene la propiedad de estado.
2. El sistema tiene la propiedad del determinismo. Esto es definido como sigue. Sea (u1,x1), (u2,x2) € B, /o5 ¥

suponga que para algin fo € R, x1(fo) = x2(fo), y u1(¢t) = u(t) parar > to. Entonces x| (t) = x»(¢) parat > 1.

Observacion 2.1. La propiedad del determinismo expresa que el estado al tiempo #y y la entrada a partir de #
determina univocamente la salida desde #y. Esto muestra el papel crucial de la entrada, o bien la variable externa

que maneja al sistema.

Teorema 2.3. [ /4] Considere el comportamiento B € Lll””(]R, R™ x R"), no necesariamente lineal ¢ invariante
en el tiempo, consistiendo de las trayectorias (u, x). Asuma que u es libre en LIIUC(R, R™); esto es , para todo
uec Lll"c(}R7 R™) existe una trayectoria x tal que (u,x) € B. Suponga que x no anticipa a u estrictamente y que la

propiedad del determinismo es satisfecha. Entonces x satisface la propiedad de estado.

2.6 Conclusiones

Este capitulo sirve de base para definir algunos conceptos que se utilizardn en el capitulo posterior, como la con-
trolabilidad del comportamiento el cual es un factor importante. Ademads de recordar que: (i) cada solucion fuerte
es una solucion débil, (ii) cualquiera solucion débil suficientemente suave es una solucion fuerte y (iii) cada
solucion débil puede ser aproximada por una secuencia infinitamente diferenciales ( Teorema 2.1 [14]). Una im-
portante propiedad de los sistemas dindmicos es lo invariante en el tiempo. En un sistema dindmico invariante en el
tiempo las leyes no dependen explicitamente del tiempo, el comportamiento es el cambio - invariante. Los sistemas
dindmicos son descritos por ecuaciones comportamentales que son ecuaciones diferenciales. El comportamiento

consiste de la solucion de estas ecuaciones.






Capitulo 3

Controlabilidad del comportamiento

3.1 Introduccion

En este capitulo se recuerda el concepto de alcanzabilidad de estado; también se recuerdan las caracterizaciones
y representaciones de Kalman [6, 7], Wonham [17] y de Brunovsky [3]. Para esta dltima, se muestra una repre-
sentacion de estado alcanzable como la forma canénica de Brunovsky, en la cual se introducen los indices de con-
trolabilidad. Se recuerda la definicidn de la alcanzabilidad comportamental introducida por Willems [16]. También
se establece el problema de alcanzabilidad comportamental que se desea resolver; el cual consiste en encontrar una
ley de control que lleve al sistema (en este caso al prototipo experimental helicéptero) de un dngulo 6(0) inicial,

hasta una referencia 6(¢7), en un tiempo finito 77, con una aceleracién final, d*0(¢7)/dt> = 0.

3.2 Alcanzabilidad del estado

Uno de los conceptos mas estudiados en la teoria de sistemas es la alcanzabilidad:

Definicion 3.1. (Alcanzabilidad del estado) Un sistema descrito por la representaciéon de espacio de estado,

2(36.&'(14,3)7

d
Sox=Ax+Bu, 3.1

se dice alcanzable, si para un par de puntos, xg, x; € R", y un tiempo finito, f; € R™, dados, existe una trayectoria,

(u,x) € C=([0, 11],R™ x R"), solucién de (3.1), tal que x(0) =xp y x(f1) = x;.

Este concepto estd normalmente asociado con “el conjunto de vectores que pueden alcanzarse desde el origen, en
tiempo finito, siguiendo trayectorias solucién del sistema, generadas por una entrada”.

Kalman [6, 7] introdujo su famosa matriz de controlabilidad:

13
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Ciap = [BIAB|...|A"'B].

Demostré que existe una ley de control, u(-) € C*(R",R™), que genera una trayectoria, x(-) € C*(R",R"),
solucién de (3.1), con condicién inicial x(0) = x, € R" y alcanza un determinado vector de estado, x(¢;) =x; € R",
en un tiempo finito, #; € R, si y solo si,

rango(Ciy ) = n. (3.2)

En este caso, la representacion (3.1) es llamada alcanzable, y se dice que el par (A,B) es controlable. Este concepto

es conocido como alcanzabilidad del estado.

Wonham [17] mostré que cuando el par (A, B) es controlable, entonces el Gramiano de controlabilidad,
!
W, = / ¢™BBe™ dr, cont e (0,1)], (3.3)
Jo

es no singular. Por lo que con la ley de control:

u(t) = BTe((tl_’)AT)Wt:l (xl — etleo) , 3.4

se obtiene una trayectoria, x(-) € C*(R™,R"), solucién de (3.1), tal que: x(0) = xo € R" y x(1;) = x; € R™.

3.3 Forma canonica de Brunovsky

Brunovsky [3] mostr6 que dada una representacion de estado alcanzable, (3.1), existen una retroalimantacion de es-
tado, Fp : R" — R™ y dos isomorfismos, T : R” — R" y G : R™ — R™, tales que el par (TB_l (A+BFp)Tp, TB_lBGB)

es expresada en la forma candnica de Brunovsky, (AB,BB):2

AB:MDB{ABJ,...,AB)m}, BBZMDB{bB’I,...7bB)m},iE {L...,m}.

010 ... .0 0
Api= , bpi=|" (3.5
0O - - .---01 0
O - -« -0 1
k,‘Xkl‘ kl‘Xl

! En varios libros de texto, esta propiedad es llamada controlabilidad del estado. Hay que notar que la controlabilidad tinicamente
caracteriza la propiedad del sistema de alcanzar al origen, x; = 0, desde cualquier estado, xo # 0, en tiempo finito, #,. Puesto que para
el caso de los sistemas lineales continuos invariantes en el tiempo, estas dos propiedades estdin mutuamente implicadas, frecuentemente

son tratadas indistinguiblemente.

2 Donde MDB y MD significan matriz diagonal por bloques y matriz diagonal, respectivamente.
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Al conjunto:

m
Sk = {{kl,kz,...,km}CZ| ki >k>.. . >k, =1& Zkin} (3.6)

se le conoce como indices de controlabilidad.

3.4 Caracterizacion comportamental

En este capitulo solamente se consideran sefales infinitamente diferenciables, por lo que el comportamiento (2.11),

puede también expresarse como sigue (ver Teorema 2.1 y Corolario 2.1):

{(1%—14) —B] oo (3.7)

u

Be/es: (u,x) GCW(RJ’_,RWL XR”)

Willems [16] define la alcanzabilidad del comportamiento de la siguiente manera:

Definicion 3.2 (Alcanzabilidad del comportamiento [14]). El sistema, X = (R*, R™ x R". B, /es), es llamado al-
canzable si para dos pares de puntos ordenados, (ug,x0), (u1,x;) € R™ x R”,y un tiempo finito, #; > 0, es posible

encontrar una trayectoria, (u,x) € B, ., tal que: (u(0), x(0)) = (uo, xo0) y (u(t1), x(t1)) = (u1, x1).

En este trabajo de tesis a este concepto de alcanzabilidad se le llama alcanzabilidad del comportamiento.
En [14], se muestra que para un sistema representado en espacio de estado, X(A, B), la alcanzabilidad de

estado es equivalente a la alcanzabilidad del comportamento:

Teorema 3.1 ([14]). Considere el sistema representado por (3.1). Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. El sistema (3.1) es alcanzable en el comportamiento.

2. rango[Al —AB] = n para todo A € C.

3. mngo{B‘AB‘,,, A”*IB] =n.

4. El sistema (3.1) es alcanzable en el estado.

3.5 Problema de alcanzabilidad comportamental

De la misma manera que Wonham [17] proporcioné la ley de control explicita, (3.3) y (3.4), la cual permite ir
de un estado inicial, xp, a un estado final, x;, en un tiempo finito, #; > 0, en esta seccién estamos interesados en

encontrar una ley de control que nos permita ir de (u,xo) a (#1,x1), en un tiempo finito #;; mds precisamente:

Problema 3.1 ([2, 1]). Sea el sistema X¢*=(RT R™ x R" B, /es)s Cuyo comportamiento, B, ,,, estd definido por

(3.7). Supéngase que la matriz B es inyectiva: ker {B} = 0, que la condicién de controlabilidad del estado (3.2) es
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satisfecha, con los indices de controlabilidad (3.6). Dado dos pares ordenados de vectores (ug,x), (u1,x1) € (R™ x
R") y dado un ndmero real positivo #; > 0, encuentre una trayectoria (u,x) € B, .y, tal que: (1(0),x(0)) = (uo,x0)

y (u(t),x(t1)) = (u1,x1).

Por el Teorema 3.1, se tiene que la condicién (3.2) garantiza la solucién del Problema 3.1.
Podria pensarse que la ley de control, (3.3) y (3.4), soluciona el Problema 3.1; pero esta proposicién solo
garantiza la alcanzabilidad de las variables de estado, x(0) = xo y x(;) = x1, y no garantiza nada sobre la variable

de entrada, u, la cual se deja completamente libre en los puntos u(0) y u(t).

3.6 Solucion al Problema 3.1

Una solucién condicionada del Problema 3.1 estd dada por el siguiente Lema:

Lema 3.1 ([2, 1]). Sea la representacion de espacio de estados (3.1), controlable, con el conjunto de indices de
controlabilidad (3.6). Sea la retroalimentacion de estado, Fg : R" — R™ y los isomorfismos, Tp : R" — R" y
Gp : R™ — R™, tales que el par (Tl;l (A+ BFp)Tp, TB’IBGB) estd expresado en su forma candnica de Brunovsky
(3.5).

Sean las matrices de controlabilidad, Ciy, g, ¥ C[AB,--,bB,-] (i € {1,...,m}), del par (Ap,Bg) y de los pares

(Ag,,bg,), respectivamente, definidas de la siguiente manera:

C[AB,BB] =MDB {C[ABl bp,)0 ,C[ABm’me]}

. (3.8)
Clag, bg,) = [bB.i‘AB,ibBJ"”‘ABl; bB,i]
Supongamos que se han encontrado matrices Ty, Fg, Gp y trayectorias f; € C*(R* R"), tales que:
Ww(t;) = Cpyy gy Ts ' Xjs D(d/d1)f (1) = Gy (u; — Fpx;), 3.9)
wi(7) " fi(e) fdrti ! fi(r)
_ . _ . d dh dkm .
W(t): . ) Wi(t): : 7D<dl> =MD l:dtklaadtkm:lvf(t): . ) (310)
Wi (£) fi() ()
donde:ie{l,....m}, je{0,1} yty=0.
Entonces, si se aplica la siguiente ley de control,
u(t) = Fpx(t) + GgD(d/dt) f (1), (3.11)

al sistema representado por (3.1), la trayectoria del sistema en lazo cerrado satisface:
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x(t) = TClay 5w (?),

(#(0),x(0)) = (uo,x0) vy (u(t1),x(n1)) = (w1, x1).

Para satisfacer la suposicién (3.9) del Lema 3.1, se propone el siguiente conjunto de funciones (i € {1, ...

fi(e) = [Pt ek k2 kit g 4 [k 1 1 ag,
T ki+1
aj| = [ai,Zk,-+1 Qj2k; - Qjfi+2 ai,k,-+1] e RNt
r ki+1
aio = laig aig—1 --- ai1 aip] €RNTL

y se definen las siguientes matrices auxiliares:

M 0 .. 00
P !
kg bt 0.0 0
Xio(t) =
kit k=1 (ki=D)! k-2 il
Gl el o 0
kil gl (kim 1)l g1 o
L & (ki—1)! 1o
i (<2ki+1))!tk,~+1 ((2ki))!tk,' (ki1+'1)! ¢
K+D)re Tkttt T
kit D! k2 (2Kki)! kit ki+ D! 2
k+2)! (=S IR 20
Xl,l (t) - . : Do :
(Zki+1)!t2k1 {(2ki)! oK1 kit Dk
o7 it =
2k D! ok+1 - (2K)! 2k (kit D! k41
L (k1)1 @t e (k1) J

Lema 3.2 ([2,1]). Parai <€ {1,...,m}, los determinantes de las matrices (3.15) y (3.16) satisface:

det(X Hﬁ' y det(X = HK' kit )?

Por otra parte, si se selecciona los vectores coeficiente, a; o y a; | como:

ajp = X(;(l)) (0)vo, a1 =X(;i)(f1) (vi —X(i0)(11)ai)

T 7
vi= [(Eg’m)Ggl(uJ—Fij)) (C[ZB;B]PT xj) :| 7j€{07]}

donde:

ni+1; i ..
(”' " . Z’izllkj ,Sii>2
P = . y i = ’ 716{15"'7’”}
0 ,sii=1
T
(Ri+kin)

17

(3.12)

(3.13)

,m}):3

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

3 En [1], Se hacen dos posibles proposiciones: La primera, basada en la serie de Taylor, y la segunda basada en series de Fourier. Lewis

[9] realiz6 una proposicién cuando introdujo una entrada “rdpida” en las consideraciones de controlabilidad.
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Por lo que la suposicion (3.9) del Lema 3.1, se cumple.

Como consecuencia de los Lemas 3.1 y 3.2, se tiene que es posible hacer un seguimiento de una trayecto-
ria dada, (u,x,) € C*(RT,R™"), con un tiempo de retardo f,. En efecto, tan s6lo hay que fijar un tiempo
de muestreo, #; € R** y aplicar interactivamente el lema 1 con los conjuntos: (ug, x0) = (u(kr1), x(kt;)) y

(l/tl7 xl) = (ur(ktl), x,(ktl)), donde:
t=kty+o, keZ', oecl0,y)NR". (3.20)

Dicho de otra manera, en cada intervalo de muestreo, [kt1, (k+ 1)t1), se puede encontrar una trayectoria, (u,x) €
IEBK/CSOC“’(R’”Q [ktl, (k—i— l)t1)7Rm X R"), tal que: (u(ktl), x(ktl)) = (u(), )C()) y 1im6_>tl (u(ktl —‘rO'), x(kt1 +0')) =

(u1, x1). Es decir:

Teorema 3.2 ([2, 1]). Considerando un sistema entrada/ estado X% = (RT, U x X, B[A‘ B] ), representado por (3.1).
Si (3.2) es satisfecha, para cualquier trayectoria (u,x,) € C*(RT,R"™™), y para cualquier periodo de muestreo,
t1 € R™, existe una ley de control, u € C*(RT,R™) tal que: (u(kt;), x(kt1)) = (u,((k+ 1)t1), x.((k+1)t)),
donde: t = kt; + 0, k€ Z*, o €[0,t;)NR™.

3.7 Ejemplo ilustrativo

Consideremos un sistema de segundo orden con un coeficiente de amortiguamiento p, una frecuencia natural @, y

una constante k, descrito por la siguiente ecuacién diferencial:

6+20,00 +®26 = ko*u (3.21)

Con las condiciones iniciales siguientes:

6(0)=0, d8(0)/dt=0 y d*6(0)/dt* =0

Y con los pardmetros: k = 29.84, @, = 0.4343 [rad /seg] y p = 0.1010.

Representacion de Espacio de Estado

La representacion de espacio de estado, (3.1), de (3.21) es:

4._ ot " (3.22)
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Problema de Control

Queremos llevar al dngulo 6 desde el origen, 6(0) = 0, hasta la referencia, 6(r7) = 1, con z; = 160 s, suavemente,
es decir con una aceleracién final, d>6(t7) /dt> = 0. Vamos a resolver este problema aplicando el Teorema 3.2 con

un tiempo de muestreo: 1 = 10 s.

Forma Canonica de Brunovsky

El sistema es controlable ya que la matriz de controlabilidad, Cj, B €8 de rango pleno:

0| ka?

Ciup = = rango(Cly p)) =2 (3.23)

ka? | —2kp w?
Dado que el sistema es controlable, se le puede llevar a su forma candnica de Brunovsky. En efecto con:

(Fg, Tg, Gg) = ({l 27"} , 1o, l/(kw,%)), esto es, con la ley de control:

k kw,
N VO B 3.24)
u= % o, X W u ( .
—— n
Fg Gy
se obtiene:
d 01 0
“x= x+ il (3.25)
dt 00 1
Ap Bp
Referencias

Para cada periodo de muestreo, ki1, k € Z™, se tienen los puntos extremos, (o, xo) y (i1,x1), siguientes:

_()Zl/_l(kl‘l), x():x(ktl), 7] :I/_lr(kl‘l), X1 :Xrl(ktl), (3.26)

donde k es un entero no negativo tal que: t = kt; 4+ 0, siendo ¢; el tiempo fijo de muestreo y 0 < ¢ < ¢;. Las sefiales

. _ _ T . .
de referencia, u, y X, = [x,] X, ], son seleccionados como sigue:

/50 si 0<r<50
t 1 si 50 <t <100
i =0, %, (1) = / £ (1)dT, 5y (T) = (3.27)
0 1= (t—100)/50 si 100<7< 150

0 €n otro caso
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Ley de Control

La ley de control, (3.11), (3.9), (3.10)) y (3.18), es (recordar (3.24)):

1
u(t) = [% kzmx(tw [ sz} d*f(t)/dr*, (3.28)
n
donde (ver (3.14), (3.20), (3.15), (3.16) y (3.18)):
d*f(1)/dr* = [2—563 ie? iﬁﬂ ai+ [% 0 o} ao (3.29)
c=o0/h (3.30)
_ o
ao 7X0 1(0) 5
X0
(3.31)
1 i
ar =X, (1) —Xo(t1)ao |,
X1
B 0o Y i
Xo(t)=|%n 5 0| vy Xi()=| 3} 51 3} |- (3.32)
5 Tin o a1 i 5

Resultados de la Simulacion

En las figuras 3.2 y 3.3, se muestran los resultados los cuales se realizaron con el programa Matlab Simulink®, el

cual se muestra en digrama 3.1.
La configuracién de Matlab Simulink® fue 1a siguiente:

Numero maximo del paso (Max step size):1e — 3, la tolerancia relativa(Relative

tolerance):1e — 5, el método de integracién fue ode 45 Dormand-Prince con

variable-step Solver, tiempo de inicio:0.0, y tiempo de paro: 2.5.

Si nos damos cuenta en la figura 3.2 observamos que las graficas tienen las salidas del sistema dependiendo si

es 0, 0, 0. Nos damos cuenta que si funciona el controlador de un paso de inversién por la derecha ya que 6,

llegan a su referencia en tiempo ¢, con § = 0.

Las referencias se observan en la figura 3.3.
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Figura 3.1 Diagrama en Matlab Simulink®.

3.8 Conclusiones

ent

Referencia

En este capitulo se mostrd, que existe una ley de control, u(-) € C*(R™,R™), que genera una trayectoria, x(-) €

C=(R*,R"), solucién de (3.1), con condicién inicial x(0) = x, € R" y alcanza un determinado vector de estado,

x(r1) =x; € R", en un tiempo finito, ; € R™, siy solosi, el rango(C A, B]) =n.Enlos Lemas 3.1y 3.2, desarrollados

por M. Bonilla, M. Malabre y JJ. Loiseau [2], se muestra que es posible hacer un seguimiento de una trayectoria
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Figura 3.2 Grafica que muestra: (a) la posicion 6, (b) la velocidad 6, (c) la aceleracién 6, y (d) el control [——, 9}

dada, (u,,x,) € C*(R*,R™""); esto es ejemplificado mediante el ejemplo ilustrativo de la seccién 3.7. Del ejemplo
ilustrativo, se puede apreciar que el control sigue a la referencia 6(z5), en un tiempo finito 7, y con una aceleracion

final, d0(t7) /dt* = 0 (ver figuras 3.2 y 3.3).
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Figura 3.3 Grifica que muestra:

(a) la referencia %, y x1, (b) la referencia X,, y x2, y (c) el control #,, u. Las graficas muestran

los resultados de la simulacion de las variables (3.26), con las lineas discontinuas negras, y las sefiales de referencia con las lineas

continuas azules.






Capitulo 4

Control implicito singularmente perturbado

4.1 Introduccion

En este capitulo se muestra el esquema de control implicito, para sistemas lineales variantes en el tiempo con una
entrada y una salida (SISO), desarrollado por Puga y Bonilla [15]. Este esquema de control estd compuesto por un
controlador singularmente perturbado y un filtro ecualizador. El sistema en lazo cerrado resultante es un sistema

lineal singularmente perturbado con un comportamiento asintéticamente estable.

4.2 Definicion de sistema y representaciones

Considere un sistema lineal variante en el tiempo, con la dinamica representada por la ecuacién diferencial

n n—1 d
ﬁy+an(t)dtn71y+...—i—az(t)ay—&-al(t)y =b(t)u 4.1
definida para > 0 diciones iniciales: y(0), <y(0), ... , “—"1(0), donde:
efinida para > 0, con condiciones iniciales: y(0), 7y(0), ... , 55=¥(0), donde:
e yc R, esla variable de salida.
e u <€ R, esla variable de entrada.
o 1 €J=]0,00), es el tiempo.
Se asume que:
H1 Los coeficientes a;(t), i = 1, ... n, son funciones reales continuas de clase C', y acotadas, ||a;(t)|| < Log-
Las derivadas %ai(t), i=1, ...n, también son acotadas, H%ai(t)H < Li,.

H2 El coeficiente b(¢) es una funcién real positiva continua de clase C ! yacotada, 0 <b; < b(t) < by.La
derivada £ b(t) es también acotada, || £b(t)|| < c.

H3 Lascotas, L4, L1 4, by y ¢ son desconocidas. La cota by es conocida.

Definiendo las variables de estado:

25
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T d dnfl
E=&1&...8] = Yoy gt 4.2)
Se obtiene la siguiente representacion en variables de estado:
GE@) =AMEM) +B(Nu() y ¥(r)=CE®),
T
0 10 . 0 0 1
0 (4.3)
A(t): ’ B(t): , C= )
0 -0 1 0
—a1 (t) e e —an(t) b(l) 0

T
donde las condiciones iniciales del estado son: £(0) = | y(0) 4y/(0) %y(O)} .

4.3 Esquema de control singular implicito

Puga y Bonilla [15] propusieron una ley de control implicita singularmente perturbada, cuyo objetivo es aproximar

la ecuacién de estado (4.3.a) a una representacion de espacio de estados lineal invariante en el tiempo,

©xs(1) = Aons (1) + Bur(e). 44)

Siendo det(AI — Ap) un polinomio Hurwitz. El esquema de control estd compuesto por un controlador singular-

mente perturbado y un filtro ecualizador.

Ley de control singularmente perturbada

Xp(t
u() = [0 0 1] E0+ht)+[10] [ (45)
an(l)
Filtro ecualizador
d | xu(t —ay -+ —ay—1 —ap+ (144 —(1+¢) —¢ Xu (2 1
o N ] KO R0 R I D A g )
o] [0 .0 —(B-1) B-1) —B| |mam)| |0
donde: f3, T y € son pardmetros positivos; £ = 1/t —f ya; ..., a, son los coeficientes del polinomio Hurwitz:

p(A)=A"+a, A"+ L+ @A +a 4.7)
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r es la referencia de la sefial y 4 es una perturbacién, tal que:'

1. r es una funcidn real continua acotada.

2. h es una funcion real continua acotada, con norma de orden €.

Los objetivos del filtro ecualizador son:

1. Asignar la dindmica en lazo cerrado, mediante el polinomio caracteristico Hurwitz, p(1).

2. Asignar una razén de convergencia exponencial a la dindmica en lazo cerrado hacia el sistema lineal invariante

en el tiempo, Hurwitz estable, descrito por (4.11).

Los objetivos de la ley de control singularmente perturbada son:

1. Obtener un modelo singularmente perturbado.

2. Acercarse a la dinamica deseada con una precision del orden €.

Aplicando la ley de control (4.5) y (4.6) al sistema representado por (4.3), se obtiene el sistema en lazo cerrado,

representado por el siguiente modelo singularmente perturbado:

donde las matrices A;; € RUHD*0HD -4 ) e RUFDXT A 3 e ROHDxn B e RUHDXT Ay (g,1) € RIX(H1)

4(t) = Anx(r) +Anz(t) +Ash(t) + Bir(t)
e2(t) = An(e,0)x(t) +An(e,1)z(t) + A (t)h(1)

Apn(e,t) ERy Ax(t) € R son definidas como sigue:

A=

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
—a, —ay —a ... —ap_1| —(1+4£) ¢
0 0 0 0 | (B-1)

! Esta perturbacién es introducida por los esquemas de observacion de estado, y los procedimientos de aproximacién de las acciones

derivativas.

, App =

—an+ (1+74)

—(B-1
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0 i _
0 0 0
0
0 0 0
Bi=|0]|, Aiz=
0 - 0 0 0
0
T —ay ... —Qp_2 —dnp—1| —an+(142¢)
0 - 0 0 —(B-1
o] I B-1)
Aai(et) = | ~ear(t) - —ea,1(1) [b0) 0]

An(et) = [ —ean(t) ~b(0) ], An®)=[0 - 0]p(r)]

Puga y Bonilla [15] demostraron los siguientes tres resultados:

Teorema 4.1 ([15]). Sea la matriz Aq definida de la siguiente manera:

[0 1 o0 oo o |
0 0 1 0 | 0 0
Ao =A11—AAL (0,0A20,)=| 0 0 0 - 1 0 0 ,
0 0 0 -~ 0 1 0
—d, —a@ —a - —dp1| —a, 1/t1—p
L0 0 0 - 0 |0 -B

tal que: Re(A(Ag)) < 1 <0, esto es, existen, B,K > 0, tal que |lexp(Ag0)|| <K e POVO >0.Sia,+B>1y
T < 1/(an+ B — 1), entonces existe un €* > 0, tal que para todo € € (0,&*) el sistema representado por (4.8) es
uniforme asintéticamente estable. Ademds la matriz de transicion de (4.8), ¢(t,s), satisface | ¢(t,s)| < Ke=*=5)

paratodot > s> ty, donde K >0y o > 0 son independientes de €.

Lema 4.1 ([2, 1]). Bajo las mismas condiciones del Teorema 4.1, el sistema representado por el modelo de pertur-
baciones singulares (4.8) es uniforme asintdticamente estable para todo € € (0,€*), donde:
g = —ﬁ b
' B M+ KM My 4.9)
My =\/1+(a—1/t)2+2(1—-B)2, My=la+B—1/t—1|, M3= \/):;?:15,2+(ﬁ —1/1)?

Teorema 4.2 ([15]). Bajo las mismas condiciones del Teorema 4.1, y ademds ||q|| = O(€), entonces existe un €* >0

tal que para todo € € (0,€”] se satisface uniformemente, ent € [to,ty],

x(t) = x4(t) + O(¢)
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_ r—1
Z(t) = 7A221 (I)AZI (t)xs(t) +Zf <£0> + 0(8)
Donde x; es solucion del sistema lento,

d _
Exs(t) = ons([)-f—Aqh(t)-‘rBlr(t), Ay =Am —A12A221(0,I)A23(l),

Y zy es solucion del sistema rdpido,

d

%Zf(f) =A22(0,t0)Zf(T) —|—A23(l0—|—8’17)h(l0+8’17), T= (l‘—to)/{:‘,

con condiciones iniciales, x5(0) = x(0) y z7(0) = A5, (0,19)A21 (t0)x0 +2(0).

4.4 Conclusiones

En este capitulo se utilizé una ley de control implicita de perturbaciones singulares [15], para un sistema variante

en el tiempo, representado por una ecuacidn diferencial de primer orden,

& = AW +B(u(). (4.10)

El objetivo de la ley de control es aproximar (4.10) a una representacion de espacio de estados lineal invariante en

el tiempo (3.1),

d
sz(t) = Agx,(t) + By r(7). 4.11)
Esta aproximacion se basa en las técnicas de perturbaciones singulares [8].

Los resultados de este capitulo, seran utilizados en el capitulo 7, para obtener un sistema lineal invariante en el

tiempo.
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Capitulo 5

Prototipo de laboratorio de un helicoptero de un grado de libertad

5.1 Introduccion

En este capitulo se obtiene el modelo matemadtico del prototipo de laboratorio utilizado en esta tesis.

El prototipo de laboratorio consiste en un helicptero de 3 grados de libertad, en el que solamente ocupamos un
grado de libertad. Este prototipo se utiliza para probar el control que resuelve el problema establecido en la seccién
3.5. Se utilizé un grado de liberada, ya que se solamente se quiere seguir una referencia 0y, en tiempo finito, y
con una aceleracién final nula, & = 0, es decir, se desea que el helicSptero aterrice suavemente (comparar con las
figuras del ejemplo ilustrativo (3.7) del capitulo 3).

En este capitulo se describe al helicoptero, se modela, y se realizan experimentos que validan al modelo.

5.2 Descripcion del prototipo

El prototipo que usamos en el laboratorio del DCA es un helicptero experimental, el cual consiste de una base
para montar la armadura del prototipo. La armadura consiste de un cuerpo que contiene un contrapeso de un lado
y del otro lado dos propulsores (ventiladores). La armadura como lo habiamos mencionado tiene tres grados de
libertad y cada uno de ellos tiene decodificadores los cuales estdin montados en los tres ejes correspondientes para
poder medir el 4ngulo de desplazamiento. En esta tesis solamente se ocupa el grado de libertad de la elevacion y
los otros dos se bloquean mecdnicamente. En la figura 5.1 se muestra el sistema del helicoptero experimental que

se encuentra en el laboratorio.

Los programas que se ocuparon para hacer las pruebas fueron Matlab Simulink® y WinCon® 1os cuales son
las herramienta para conectar los periféricos a la computadora.
En la figura 5.2 se muestran las conexiones de los diferentes dispositivos. Los algoritmos de control se realizan

en Matlab Simulink®; los datos al exterior son manipulados mediante WinCon®. La PC se conecta al mddulo de

33
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Figura 5.1 Fotografia del helicptero.

adquisicion de datos, en donde entran las sefiales de los decodificadores (en esta tesis solo se ocupa el decodificador
de elevacidn). Las sefiales que alimentan a los motores de los propulsores se conectan a través de un aislador
analégico' El aislador analégico manda la sefial de control a los dos amplificadores, los cuales se conectan a cada

motor. También se cuenta con un paro de emergencia para proteger al equipo y al usuario.

Propulsores con motores

Mddulo de
adquisicion Amplificadores

de datos

Aislador analdgico

oS

Decodificadores Paro de emergencia

Figura 5.2 Interconexion de los diferentes dispositivos del helicéptero.

! Esto con el fin de no dafiar el modulo de adquisicién de datos de la computadora.
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5.3 Modelo del helicoptero

El modelo matemdtico que describe el comportamiento del helicptero es encontradé mediante las técnicas de

Euler - Lagrange, bajo la suposicion de que los pesos y fuerzas estdn concentrados en centros de inercia.
En la figura 5.3 se muestra un diagrama esquematico del helicéptero, en donde:

m; = Representa las masas [kg —masa] coni € {1,2,3,4}.

w; = Representa los pesos [kg — fuerza) coni € {1,2,3,4}.

F, = Fuerza de los ventiladores [kgm/s].

I; = Distancias de los centros de inercia al pivote [m] coni € {1,2,3,4,5,6,7,8}.
I} = Longitudes de la estructura [m] coni € {1,2,3}.

; Bi y ¥ = Angulos internos [rad).

Figura 5.3 Diagrama esquemadtico del helicéptero.

5.3.1 Geometria del diagrama esquemdtico

De la figura 5.3 obtenemos:

b=\t +0 5.1
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=\t + 0 (5.2)

*
1 [1

o =cos (5.3)
N
De (5.3) obtenemos:
T
o = E - (54)
Y=B8—-«o (5.5)

b=/ + 17 (5.6)

Si usamos la ecuacién (5.1) obtenemos Q4:

{
oy = cos™! (—1) 5.7)
%)
Al igual que de (5.2) obtenemos 0i5:
l
o5 =cos ' () —ay (5.8)
{3

Usando la ley de los cosenos, (Ver figura 5.3) tenemos:

Y] 2
= \/6%4—29 —Llglycosy 5.9)
@2 EZ _ 62
yzzcos_l(w (5.10)
lrly
Si usamos la ecuacién (5.10) obtenemos B, vy Ig:
B=n—" (5.11)
WQ=T—Y—"P (5.12)
2 b 2
lg = 57—1—5 — U709 cos B (5.13)
Usando la ley de cosenos y las ecuaciones (5.6), (5.9) y (5.13) obtenemos:
£2 62 _ AQZ
o :cos_l(u) (5.14)

20705
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Y también usando (5.2), (5.7) y (5.8) obtenemos /4:
03 =02+ 03— Us5t3c08(05 + o) : (5.15)
Por lo que:

B+ 03—

o5 = cos ! ( TR

) (5.16)

5.3.2 Modelo usando la técnica de Euler - Lagrange

Para utilizar la técnica de Euler - Lagrange se hacen las siguientes hipdtesis:

H1 El marco de referencias es inercial (es valida la segunda ley de Newton), las masas constantes.
H2 El trabajo neto, correspondiente a un desplazamiento infinitesimal, realizado por las fuerzas de restriccion,

es cero (Las masas y las fuerzas estdn concentradas en puntos especificos).

El modelo de Euler - Lagrange se denota por la siguiente ecuacion:

d (oL\1T ToL17
i (G)] - |5) =o

donde L = K — P denota la funcién de Lagrange, g denota las variables de estado en este caso [0, 9], y QO representa

las fuerzas externas. Cuando hay fuerzas de friccion presentes, la ecuacion de Euler-Lagrange esta dada por:

d (oL\1" [oL1" [oF,
7 (%)) -5 5] e c19)

Los dos propulsores junto con sus motores se consideran en mj y la energia cinética esta dada por T =

donde F, corresponde a la friccidn.

LY Mi(x? +y?) en el presente caso es:

1.
T:EMGZ (5.19)

donde I, es la inercia:

T T T T
Ly =my (64005(5 — a5 — 05— 0g))? +ma(ly COS(E — o)) +m3(t COS(E —ay—ap))? +my(ls cos(E —a - —03))?

(5.20)

De la misma manera, la energia potencial con respecto al plano (x,y) estd dada por:

P=(m+my+m3+ms)gh+F,cos0 (5.21)
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donde:

F,= [7m1€4 COS(% — O — Ol5 — 064) 7m2€200S(% — 064) + m3by COS(% — 0 — 062) + mylg COS(% — 0 — 0 — OCg)]g.

Se supone una friccién viscosa de constante, %Cz, esto es:

1, .
F=3 (C2 6) (5.22)

Finalmente, sustituyendo (5.19), (5.21) y (5.22) en (5.18), la ecuacién del modelo es:
I, 6 +C0 — F,sin@ = (}F, (5.23)

A este modelo le agregaremos un defasamiento constante, Cs, que tome en cuenta el estado de equilibrio de la

estructura en ausencia de sefiales de control, esto es:?

C) 6426 — C35in(C40 +Cs) = Cgv (5.24)

5.4 Experimentos de laboratorio

Uno de los primeros experimentos fue la tarea de ver la relacién que tiene la alimentacién con los motores del
helicéptero, ya que los motores tienen un rango de [-6.0, 6.0] voltios, pero también hay que ver las restricciones
mecdnicas, es por esta razon que se obtuvo primero una tabla de valores de voltaje v contra valores de salida 8. En
la figura 5.4 se muestra el diagrama que se uso para estd prueba.

En la figura 5.4 podemos ver como se tienen dos salidas 6 y ¢, pero la tinica que se ocupa es 6 ya que la otra va
a un controlador PID la cual manda el dngulo ¢ a una referencia de cero grados. Por lo que solamente trabajamos
con un grado de libertad que seria el de elevacién como se aprecio en la figura 5.3, si nos damos cuenta en la salida
6 del modulo helicéptero tenemos la primera ganancia (Gain 1) la cual nos dice la resolucién del decodificador ya
que tenemos la relacion de 45 grados con 512 pulsos. Por lo que se tienen una resolucién de 1 revolucién por 512
x 4 [pulsos/rev]. Después de esto se hace una conversion de grados a radianes, ya que Matlab Simulink® trabaja
en radianes, esto se realiza con la segunda ganancia (Gain 2).

En la Tabla 5.1 se muestran veinte dngulos obtenidos para diferentes voltajes, en estado estacionario.

Y en la figura 5.5 se grafican los valores obtenidos en la tabla 5.1. Aplicando la técnica de minimos cuadrados

se obtiene la siguiente aproximacion del estado estacionario, a entrada escalon v, del modelo (5.24):

v=£(0), f(6)=—3.4155sin(0.81790 —0.3001) (5.25)

2 Se asume que la fuerza de los ventiladores, F,, es proporcional al voltaje de excitacién v. Cy, ..., C¢ son constantes a determinar

experimentalmente.
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Gain3
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Figura 5.4 Figura que muestra el diagrama en Matlab Simulink® donde se conecta el voltaje de entrada v a los motores del

helicéptero.

Por lo que el modelo (5.24) toma la siguiente forma:
1,6 +BO+f(6)=v (5.26)

donde I, es el momento de inercia [kg — m] y B es el coeficiente de amortiguamiento [kg — m/seg].

Definiendo: a; = B/I,, y a = b = 1/I,,, también se tiene:

6+a0+a0=q(0)+bv, q(0)=a0—bf(0) (5.27)

0 [rad] g 4

P S ]

05 1 15 2 25 3 35
v[V]

Figura 5.5 Grafica que muestra la relaciéon v v.s. 6 (linea negra) y su interpolacién sinusoidal (linea azul), obtenida mediante el

algoritmo de minimos cuadrados.
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Num|Voltaje de entrada|Angulo de salida 6
vV ] [rad]
1 -0.6 2.9740 | 0.0519
2 -04 2.2867 | 0.0399
3 0.0 2.7828 | 0.0486
4 0.4 2.1564 | 0.0376
5 0.6 2.3933 | 0.0418
6 0.8 1.0996 | 0.0192
7 1.0 -0.7326 | -0.0128
8 1.2 -1.2160 | -0.0212
9 1.4 -2.9644 | -0.0517
10 1.6 -5.6668 | -0.0989
11 1.8 -8.4292 | -0.1471
12 2.0 -10.4619] -0.1826
13 22 -13.4758] -0.2352
14 2.4 -16.7029| -0.2915
15 2.6 -21.3163| -0.3720
16 2.8 -25.0597| -0.4374
17 3.0 -30.9149]| -0.5396
18 3.2 -35.3755| -0.6174
19 34 -42.6482| -0.7444
20 3.5 -48.1974| -0.8412

Tabla 5.1 Angulos, 6, obtenidos para diferentes voltajes (estado estacionario).

5.5 Conclusiones

En este capitulo se obtuvo el modelo matematico del helicéptero experimental usando la técnica de Euler - La-
grange, el cual resulto un modelo no lineal y se manifiesta en el comportamiento estacionario descrito por (5.25).
En las pruebas experimentales se obtuvo una tabla 5.1 y su gréfica (ver figura 5.5), la cual muestra los datos de la
relacioén de v v.s. 0 en estado estacionario, esta prueba sirvié para tener una aproximacion de la funcién no lineal,
ya que en estado estacionario 6 = 8 = 0, la funcién es: v = f(0) = —3.4155sin(0.81798 —0.3001), la cual sirve
de base para la linealizacién del sistema, desarrollada en el siguiente capitulo. El término no lineal, a,0 — bf(6),

se considera en la ecuacién (5.27) como la perturbacién ¢(0).



Capitulo 6

Linealizacion estatica por retroalimentacion de salida

6.1 Introduccion

El modelo matematico del helicéptero (5.26), obtenido mediante la técnica de Euler - Lagrange, tiene un com-
portamiento no lineal el cudl se manifiesta claramente en el comportamiento estacionario descrito por (5.25) (ver
también la tabla 5.1 y la figura 5.5). A fin de tener un modelo lineal, en este capitulo se compensa la componente
no lineal, mediante una retroalimentacion estédtica de la salida, obteniendo un sistema prototipo de segundo orden,
con una funcién de transferencia en lazo cerrado de segundo orden, es decir:

kw?

st | B— 6.1
524+ 2p 0,5 + ®2 6.1

T(s)

6.2 Linealizacion estatica por retroalimentacion de salida

Aplicando a (5.27) la retroalimentacion estatica de salida,
v=u—(6-f()) 62)

se obtiene:

é+a19+a26:bu (6.3)

Definiendo: {; = 0 y {, = d6/dt, se tiene la siguiente realizacién de estado controlable:

0 1 0
dert_ S (6.4)

dt & —ay —ay & b

En las figuras 6.1 y 6.2 se muestran los diagramas de simulacién Matlab Simulink® del sistema (5.27) retroal-

imentado por (6.2).

41
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H1Vel

Referencia

i

nusvs
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VFiont!
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Leai EI
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Gain
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Function Gain2 Subtract!

0.3001

Constant

Figura 6.2 Figura que muestra el diagrama en Matlab Simulink® subbloque (nueva u) de la figura 6.1, la cual muestra el lazo de

retroalimentacion que se uso.

En la tabla 6.1 se muestra la relacioén v v.s. u, para diferentes dngulos 6, del sistema (5.26) retroalimentado por
(6.2) en estado estacionario.
En la figura 6.3 se grafican los valores obtenidos en la tabla 6.1. Aplicando la técnica de minimos cuadrados se

obtiene la siguiente aproximacion del estado estacionario del sistema (5.26) retroalimentado por (6.2):

v =4.2395(u+0.0020) + 1.2945 (6.5)
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Num|u [V]|v [V]|€ [rad]
1 [0.175]1.960 |-0.1834
2 10.18011.992 |-0.1902
3 10.200 | 2.115 {-0.2248
4 10.2222.235(-0.2574
5 10.240|2.344|-0.2902
6 [0.260|2.442|-0.3231
7 10.280(2.535|-0.3553
8 10.300(2.613 (-0.3971
9 10.320(2.730|-0.4187
10 {0.360 | 2.890 [-0.4906
11 |0.400 | 3.058 |-0.5475
12 0.4403.186 |-0.6257
13 10.480 | 3.303 [-0.7107
14 10.520|3.397 {-0.8303

Tabla 6.1 Relacion v v.s. u, para diferentes angulos 6, del sistema (5.26) retroalimentado por (6.2) en estado estacionario.

3.6

3.4F -
32
3l
2.8
26
2.4f
22f

oL -

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55

1.8 '
u

Figura 6.3 Gréfica que muestra la relacion de v v.s. u (linea negra), obtenida a partir de la tabla 6.1, y su interpolacién lineal (linea

azul), v = 4.2395(u +0.0020) + 1.2945, obtenida mediante el algoritmo de minimos cuadrados.

6.3 Identificacion de parametros

Los pardmetros de la funcién de transferencia (6.1), k, @, y p, se identifican utilizando diagramas de Bode para

diferentes rangos de operacién. Para esto se procedid de la siguiente manera:

1. Se exito al sistema con sefales sinusoidales, de amplitud constante y a diferentes frecuencias de oscilacién, en
seis diferentes puntos de funcionamiento (regiones de “linealidad”).
2. Antes de registrar las mediciones, del dngulo 0 y de la frecuencia de oscilacién m, se espera 120 segundos para

permitir que el sistema entrara en su estado permanente.
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3. Con los datos registrados se obtienen diagramas de Bode correspondientes a los seis puntos de funcionamiento
seleccionados.
4. Para una primera estimacion de los pardmetros, p y @,, en cada punto de funcionamiento, se utilizan las si-

guientes relaciones [12]:

1
M, = ——r = 0,/ 1—2p2, 6.6
T p? y P (6.6)

siendo @, la frecuencia de resonancia y M, el valor pico de la resonancia (para obtener a k, se calcula la relacién
entre las amplitudes de entrada y salida).
5. Utilizando las estimaciones anteriores como valores iniciales, se ejecuta el algoritmo de minimos cuadrados,

para obtener una mejor estimacién de los parametros, k, @, y p.

6.3.1 Puntos de funcionamiento

En base a la figura 6.3 se seleccionaron los rangos de funcionamiento mostrados en la tabla 6.2.

Punto de fun- Punto medio de Punto medio de
Rangos de v: [V, viy,) ) Rangos de u: [, tp;) )

cionamiento (i) operacion v; [V] operacion i; [V]

1 [2.2, 2.4) 2.3 [0.2116, 0.2588) 0.2352

2 [2.4, 2.6) 2.5 [0.2588, 0.3059) 0.2823

3 [2.6, 2.8) 2.7 [0.3059, 0.3531) 0.3295

4 [2.8, 3.0) 29 [0.3531, 0.4003) 0.3767

5 [3.0, 3.2) 3.1 [0.4003, 0.4475) 0.4239

6 [3.2, 3.4] 33 [0.4475, 0.4946] 0.4710

Tabla 6.2 Rangos de funcionamiento del sistema (5.26) retroalimentado por (6.2).

6.3.2 Diagramas de Bode

En las figuras 6.4, 6.5 y 6.6 se muestran diagramas de Bode para los seis rangos de operacion de la tabla 6.2. Para

esto, se procedio de la siguiente manera:

1. Se excito al sistema (5.26) retroalimentado por (6.2) con las sefiales:

+ wgn(a)t), ic{1,2,3,4,5,6) 6.7)

U= U;j

2. Se traz6 el diagrama obtenido directamente de las mediciones del laboratorio.
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3. A partir de los diagramas obtenidos experimentalmente, se midieron M, y w,, y mediante (6.6), se calcularon p
y Wy.

4. Utilizando los diagramas anteriores como valores iniciales, se ejecutd el algoritmo de minimos cuadrados, para

obtener una mejor estimacion de los pardmetros, p y ®,.

20
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Figura 6.4 Diagramas de Bode de la relacién 6(1)/u(1®). La linea negra corresponde al diagrama obtenido directamente de las
mediciones del laboratorio. La linea azul corresponde al diagrama trazado con los pardmetros, p y ®,, calculados mediante (6.6). La

linea verde corresponde a una interpolacién obtenida a partir del método de minimos cuadrados. (a) Rango 1: u € [0.2116, 0.2588)y
(b) Rango 2: u € [0.2588, 0.3059).

Magnitud (dB)

10 10 10 10 10

(a) (b)  Frecuencia @ (rad/s)
Figura 6.5 Diagramas de Bode de la relacién 0 (1) /u(1®). La linea negra corresponde al diagrama obtenido directamente de las
mediciones del laboratorio. La linea azul corresponde al diagrama trazado con los pardmetros, p y ®,, calculados mediante (6.6). La

linea verde corresponde a una interpolacién obtenida a partir del método de minimos cuadrados. (a) Rango 3: u € [0.3059, 0.3531)y
(b) Rango 4: u € [0.3531, 0.4003).
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Magnitud (dB)

10° 10 10 10 10 10 10 10
(a) (b) Frecuencia @ (rad/s)

Figura 6.6 Diagramas de Bode de la relacién 6(1)/u(1®). La linea negra corresponde al diagrama obtenido directamente de las
mediciones del laboratorio. La linea azul corresponde al diagrama trazado con los pardmetros, p y ®,, calculados mediante (6.6). La
linea verde corresponde a una interpolacién obtenida a partir del método de minimos cuadrados. (a) Rango 5: u € [0.4003, 0.4475),

y (b) Rango 6: u € [0.4475, 0.4946].

6.3.3 Pardmetros k, ®,y p

En la tabla 6.3 se muestran los pardmetros, k, @, y p, correspondientes a los diagramas de Bode obtenidos mediante

el algoritmo de minimos cuadrados.

Punto de fun-
N p | O k
clonamiento

1 0.0552(0.5462{0.3296
0.0452(0.5124{0.4050
0.0522(0.5031{0.4702
0.0468(0.4816{0.5275
0.0602(0.4326{0.6826
6 0.3916{0.1251]0.8666

W A WD

Tabla 6.3 Pardmetros k, w, y p, correspondientes a los diagramas de Bode obtenidos mediante el algoritmo de minimos cuadrados.

6.3.4 Pardametros ay, ary b

Con respecto a los pardmetros, a; = 2p w,, a, = a),% yb= ka),%, de la realizacion de estado (6.4). En las figuras 6.7,
6.8 y 6.9 se muestran sus variaciones a lo largo de los diferentes rangos de operacion (obtenidas directamente a
partir de la tabla 6.3); asi como también, interpolaciones polinomiales obtenidas mediante el algoritmo de minimos

cuadrados. Las interpolaciones polinomiales obtenidas son:
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7) = 0.4545(7 — 2.7216)* +-0.0464
2(7) = —0.1389(7 — 0.0048) +0.6193 (6.8)
b(v) = 0.0030(v +2.8412)% +0.0214

ai

—~ o~

A

0.091

0.08

0.07F -

0.06

0.05 -

0.04 i i | | i i
2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6

Figura 6.7 Relacion a; v.s. ;. La linea negra corresponde a los valores obtenidos a partir de tabla 6.3 (recordar (6.5) y tabla 6.2).
La linea azul corresponde a la interpolacién polinomial obtenida mediante el algoritmo de minimos cuadrados: a;(v) = 0.4545(v —

2.7216)* 4 0.0464.

a, 035

0.3

0.25 -

0.2r

2.2 3.4 3.6

Figura 6.8 Relacion @, v.s. v;. La linea negra corresponde a los valores obtenidos a partir de tabla 6.3 (recordar (6.5) y tabla 6.2).
La linea azul corresponde a la interpolacién polinomial obtenida mediante el algoritmo de minimos cuadrados: @ (v) = —0.1389(v —

0.0048) 4 0.6193.

6.4 Refinacion de la linealizacion por retroalimentacion de salida

De las figuras 6.4, 6.5 y 6.6, notamos que hay un comportamiento extraflo, a bajas frecuencias, en los diagramas de
Bode del sistema retroalimentado, también se observa en las figuras 6.7, 6.8 y 6.9 que los paramentros del sistema

no fueron correctamente compensados. Ademads, en el quinto y sexto puntos de funcionamiento, el helicptero



48 6 Linealizacién estatica por retroalimentacion de salida

0.14

0.135F

0.13F

0.125F--

0.12-

0.115F

0.105F---

0.4F

0.095 : : : : ‘ ‘
2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6

Figura 6.9 Relacién b v.s. ;. La linea negra corresponde a los valores obtenidos a partir de tabla 6.3 (recordar (6.5) y tabla 6.2).

La linea azul corresponde a la interpolacién polinomial obtenida mediante el algoritmo de minimos cuadrados: b(7) = 0.0030(v +

2.8412)2+0.0214.

oscilaba mucho y no se podia abarcar todo el rango de funcionamiento. Por esta razén, en esta seccidn se propone

una refinacion de la linealizacién estética por retroalimentacion de salida, la cual consiste en tomar en cuenta el

comportamiento variable de los pardmetros ay, a y b, mostrado en (6.8).

La modificacién propuesta de (6.2) es:

d | & 0 1 & 0 0 _
o = + uy + 4(0,0,7)
dt & —ay —ay & % 1 !
donde (recordar (5.25)):
3(0,8.5) = q(0) — bé’v) (a2(7)6 — B(7)£(6)) = <a29 - Bé’v_)az(v)é) ~b(£(6)— £(B))

7= f(6) = —3.4155sin(0.81796 — 0.3001)

Para obtener el valor promedio, 0, se utilizé el siguiente filtro de Buterworth de tercer orden:
3
)= i
s+ eps? +2Brefs +2Bres + e + €}

T(s con & =0.05y By =0.7071.

(6.9)

(6.10)

6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

En las figuras 6.10, 6.11, 6.12, 6.13 y 6.14 se muestran los diagramas de simulacién Matlab Simulink® del

sistema (5.27) retroalimentado por (6.9), (6.8), (6.13) y (6.14).
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VFronta
Tk bbarma
T L Gains
Scopet
b(V) Relscién b Vs Vb Out1 Int
H1Vel o é Filtro
V= f( ) vb=fithb) ”"E
Scopes
Referencia 6
vb
Uur
fi(thb)
q a—2 Relacién vb Vs thb Gain3
Ty Relacién a2 Vs Vb 3
ssin(wi}2 tho
b
VFront2
Salida 0
Ll FRONT Thet 45512 [
VFrant1 [
Seope3digrados)

BACK

LCp_hi
Helichpters

Ermor

Figura 6.10 Figura que muestra el diagrama en Matlab Simulink® del lazo de la linealizacién de salida refinada, del sistema (5.27)

retroalimentado por (6.9), (6.8), (6.13) y (6.14).

Product2 22
- X thb
Product1
fithb)
X b

Figura 6.11 Figura que muestra el diagrama en Matlab Simulink® del subbloque (Salida g) de la figura 6.10, correspondiente a:

q=a(7)0 —b(7)f(6) (6.10).

En la tabla 6.4 se muestra la relacioén v v.s. u,, del sistema (5.26) retroalimentado por (6.9), (6.8), (6.13) y (6.14),
en estado estacionario, y en la figura 6.15 se grafican los valores obtenidos de la tabla 6.4. Aplicando la técnica de

minimos cuadrados se obtiene la siguiente aproximacién del estado estacionario del sistema retroalimentado:

v =2.5559(u, +0.0010) 4 1.6547 (6.15)

De la figura 6.15, se tienen los rangos de funcionamiento mostrados en la tabla 6.5 (comparar con la tabla 6.2).
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Vb
sle—(D)

g
a2 i

0.0048
0.6193

Constant2
Constant1

Figura 6.12 Figura que muestra el diagrama en Matlab Simulink® del subbloque (Relacién a; v.s. Vb) de la figura 6.10, la cual es:
a(v) = —0.1389(v — 0.0048) + 0.6193 (6.8).

Math Vb

Function2

é

28412

Constant3
0.0214 Constant2

Constant6

Figura 6.13 Figura que muestra el diagrama en Matlab Simulink® del subbloque (Relacién b v.s. Vb) de la figura 6.10, la cual es:
b(¥) = 0.0030(v+2.8412)% +0.0214 (6.8).

0.8179
thb

Gain

Trigonometric
Function Gain2

0.3001

Constant

Figura 6.14 Figura que muestra el diagrama en Matlab Simulink® del subbloque (Relacién Vb v.s. thb) de la figura 6.10, la cual es:
7= f(f) = —3.4155sin(0.81798 — 0.3001) (5.25).

6.4.1 Diagramas de Bode

Siguiendo el mismo procedimiento de la seccién 6.3.2, se obtienen los diagramas de Bode mostrados en las figuras

6.16,6.17y 6.18.
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Numlu, [V]|v [V]
1 |0.166 |1.989
2 | 0.200 |2.144
302202217
4 10280 |2.387
5 | 0.300 |2.440
6 |0.320 [2.503
7 10360 |2.628
8 | 0.380 |2.682
9 | 0420 |2.751
10 | 0.460 |2.835
11 | 0.480 | 2.887
12 | 0.500 | 2.906
13 | 0520 |2.938
14 | 0.540 | 2.959

Tabla 6.4 Relacion v v.s. u, del sistema (5.26) retroalimentado por (6.9), en estado estacionario.

v 3.2

3

2.8

261

2.4

221

oL

18 : 5 :

0.2 0.25 0.3

0.35

Uy

0.4 0.45 0.5 0.55

Figura 6.15 Grafica que muestra la relacion de v v.s. u, (linea negra), obtenida a partir de la tabla 6.4, y su interpolacion lineal (linea

azul), v = 2.5559(u, +0.0010) + 1.6547, obtenida mediante el algoritmo de minimos cuadrados.

Comparando las figuras 6.16, 6.17 y 6.18 con la figuras 6.4, 6.5 y 6.6, se observa una ampliacién del rango de

funcionamiento, y una mejora en los diagramas de Bode a bajas frecuencias.

De la tabla 6.5 y de los diagramas de Bode de las figuras 6.16, 6.17 y 6.18, se obtienen las relaciones de u, v.s.

0, mostrados en la figura 6.19.
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Punto de fun- Punto medio de[Rangos de u,:[Punto medio de
Rangos de v: [V, vu,)
cionamiento (i) operacion v; [V] | [tym; trm;) operacion i,; [V]
1 [2.03, 2.17) 2.1 [0.1458, 0.2006) 0.1732
2 [2.17, 2.31) 2.24 [0.2006, 0.2554) 0.2280
3 [2.31, 2.45) 2.38 [0.2554, 0.3102) 0.2828
4 [2.45, 2.59) 2.52 [0.3102, 0.3649) 0.3376
5 [2.59, 2.73) 2.66 [0.3649, 0.4197) 0.3923
6 [2.73, 2.87] 2.8 [0.4197, 0.4745] 0.4471

Tabla 6.5 Rangos de funcionamiento del sistema (5.27) retroalimentado por (6.9).

10 20
0 10l
~—
—1 B o O L.
& -20- -10
=2
g 30 -20-
& 40 -30-
=
-50- -40
—60 -50-
7 —2 ‘ - ‘_WFrecuencia\‘N (r‘ad/sec)‘ - 0 ‘ s 1 -60 1 0 1
10 10 10 100 10 10 10
(@) (b)  Frecuencia @ (rad/s)

Figura 6.16 Diagramas de Bode de la relacién 6 (1) /u,(1®). La linea negra corresponde al diagrama obtenido directamente de las
mediciones del laboratorio. La linea azul corresponde al diagrama trazado con los pardmetros, p y ®,, calculados mediante (6.6). La
linea verde corresponde a una interpolacién obtenida a partir del método de minimos cuadrados. (a) Rango 1: u, € [0.1458, 0.2006)

y (b) Rango 2: u, € [0.2006, 0.2554).

6.4.2 Modelos de los rangos de operacion

Para los Rangos 1, 2, 3, 4, 5 y 6 se tiene los siguientes modelos, del sistema retroalimentado (6.11):

20 : 20
10+

-10

-20-

-30-

Magnitud (dB)

-40

-50-

-6

76 L - L L L I L L
10° 10" 1072 107" 10° 10
(a) (b) Frecuencia @ (rad/s)

—2 —1

Figura 6.17 Diagramas de Bode de la relacion 6(1w)/u,(1w). La linea negra corresponde al diagrama obtenido directamente de las
mediciones del laboratorio. La linea azul corresponde al diagrama trazado con los pardmetros, p y ®,, calculados mediante (6.6). La
linea verde corresponde a una interpolacién obtenida a partir del método de minimos cuadrados. (a) Rango 3: u, € [0.2554, 0.3102)

y (b) Rango 4: u, € [0.3102, 0.3649).
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10

Magnitud (dB)
|
N
[SE

-60-
70
-80 _7 L [ L N
10 107 107" 10° 10’

(b) Frecuencia w (rad/s)
Figura 6.18 Diagramas de Bode de la relacién 0 (1) /u,(1®). La linea negra corresponde al diagrama obtenido directamente de las
mediciones del laboratorio. La linea azul corresponde al diagrama trazado con los pardmetros, p y ®,, calculados mediante (6.6). La

linea verde corresponde a una interpolacién obtenida a partir del método de minimos cuadrados. (a) Rango 5: u, € [0.3649, 0.4197)
y (b) Rango 6: u, € [0.4197, 0.4745].

0.5

Uy
0.45

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1 : ‘
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2
R6 RS R4 R3 R2 Rl
0

Figura 6.19 En esta grafica se muestra la relacion de u, v.s. 6, donde R1,.., R6 son los rangos y la linea negra es la aproximacién con

minimos cuadrados.
Rango 1

e [ os pardmetros correspondientes al diagrama de Bode, obtenidos a partir del método de minimos cuadrados,

p 0.0575

son: | @, | = | 0.5376

k 0.5581
p 0.0989
o Los pardmetros correspondientes al diagrama de Bode, calculados mediante (6.6), son: | @, | = | 0.5050
k 0.5794

e Por lo que el modelo aproximado del rango 1 es:
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6 +6.1824 x 10726 +0.28900 = 0.1613u, (6.16)

Rango 2

e [os pardmetros correspondientes al diagrama de Bode, obtenidos a partir del método de minimos cuadrados,

p 0.1339

son: | @, | = | 0.5081

k 0.7176
p 0.1474
o Los pardmetros correspondientes al diagrama de Bode, calculados mediante (6.6), son: | @, | = | 0.5112
k 0.7365

e Por lo que el modelo aproximado del rango 2 es:
6+0.13610 +0.25810 = 0.3646u, (6.17)

Rango 3

e Los pardmetros correspondientes al diagrama de Bode, obtenidos a partir del método de minimos cuadrados,

p 0.1269

son: | @, | = | 0.5035

k 0.7362
p 0.1276
e Los pardmetros correspondientes al diagrama de Bode, calculados mediante (6.6), son: | @, | = | 0.5083
k 0.6982

e Por lo que el modelo aproximado del rango 3 es:
6 +0.12776 +0.25350 = 0.1866u, (6.18)

Rango 4

e [os pardmetros correspondientes al diagrama de Bode, obtenidos a partir del método de minimos cuadrados,
p 0.0943

son: [ w, | = | 0.4973
k 0.7971
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p 0.0899
e Los pardmetros correspondientes al diagrama de Bode, calculados mediante (6.6), son: | @, | = | 0.5041
k 0.8159
e Por lo que el modelo aproximado del rango 4 es:
6+9.3791 x 10720 +0.24736 = 0.1726u, (6.19)

Rango 5

e [os pardmetros correspondientes al diagrama de Bode, obtenidos a partir del método de minimos cuadrados,

p 0.0540

son: [ w, | = | 0.4859

k 0.7754
p 0.0538
o Los pardmetros correspondientes al diagrama de Bode, calculados mediante (6.6), son: | @, | = | 0.5015
k 0.6973

e Por lo que el modelo aproximado del rango 5 es:
6 +5.2477 x 10726 4+0.23616 = 0.1830u, (6.20)

Rango 6

e Los pardmetros correspondientes al diagrama de Bode, obtenidos a partir del método de minimos cuadrados,

p 0.0545

son: | @, | = | 0.4766

k 0.9234
p 0.0541
o Los pardmetros correspondientes al diagrama de Bode, calculados mediante (6.6), son: | @, | = | 0.5015
k 0.7732

e Por lo que el modelo aproximado del rango 6 es:

645.1949 x 107260 +0.22716 = 0.2097u, (6.21)
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6.5 Conclusiones

En este capitulo se realiz6 una linealizacién estética, mediante una retroalimentacion estética de salida. Se identi-
ficaron los pardmetros del sistema retroalimentado, utilizando técnicas frecuenciales (diagramas de Bode).

Dado que con la primera retroalimentacion estatica de salida, no se linealiz6 correctamente la respuesta del
sistema, en estado permanente, se propuso una refinacién de la linealizacién, la cual consisti6 en tomar en cuenta
los pardmetros del sistema de la primera linealizacion, obteniéndose asi, una mejor compensacién del factor no
lineal, con un factor de error pequefio.

Por ultimo se obtuvieron seis modelos que representan el funcionamiento del sistema en sus diferentes rangos
de operacion. Estos seis modelos se obtuvieron con la refinacién de la linealizacion por retroalimentacion de salida
(6.16) - (6.21).

Dado que tenemos seis modelos diferentes que describen el comportamiento del sistema, en sus diferentes
rangos de operacion, se tiene entonces un sistema variante en el tiempo. En el siguiente capitulo se utiliza un

control implicito singularmente perturbado para aproximarse a un sistema invariante en el tiempo.



Capitulo 7

Linealizacion dinamica mediante el control implicito

singularmente perturbado

7.1 Introduccion

Los seis modelos diferentes que describen al helicoptero, (6.16) - (6.21), en su conjunto describen el compor-
tamiento de un sistema variante en el tiempo. A fin de obtener un comportamiento, cercano a un sistema lineal
invariante en el tiempo, en este capitulo se aplica el esquema de control implicito singularmente perturbado, de-

scrito en el capitulo 4.

7.2 Control implicito singularmente perturbado para el helicoptero

De los modelos (6.16)—(6.21), se tiene la siguiente variacién de pardmetros:

ai(t) =2m,p € [0.0519, 0.1360]
(t) = @? € [0.2271, 0.2890] (7.1)
b(t) = k®? € [0.1613, 0.3646]
Dado que: (i) no se dispone de ninguna medicién y/o estimacién de §(6, 0,7), y (ii) su magnitud es despreciable,

se considera entonces A(t) = ¢(6,0,7) =~ 0, por lo que el modelo (6.11) se rescribe de la siguiente manera:

0 1 0
di . oy , | 0=|10]E0 (7.2)
! 52 —a; —a 52 ()

Para este caso, la ley de control singularmente perturbada (4.5), toma la siguiente forma:

eu,(t) = [o _1} E(r)+ [1 0} =2{0) (7.3)

X3(l‘)

Y el filtro ecualizador (4.6) sera:

57
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di x (1) _ —a; —a+ (144 5([)_’_ —(1+¢) —¢ xa(t) n 1 r(t) (7.4)
! xs) 0 —(B—1) B-1) =B | |x() 0

En este capitulo, se propone el polinomio Hurwitz, p(A) = (A +1/2)?, esto es: @ = 0.25y @, = 1; y el limite

inferior, by, de b(¢) es 0.1613. Es decir:
p(A)=(A+1/2)% @ =025 a =1, b =0.1613 (7.5)

Hay que notar que la retroalimentacién del estado, &, corresponde a la velocidad angular, d@ /dz. Ahora bien,
dado que solamente se dispone de la medicién de la posicioén angular, 6, es necesario estimar de alguna manera su
derivada. Esta estimacion se enfrenta a dos dificultades: (i) por un lado el sensor de posicién angular es no derivable
(decodificador digital), y (ii) por otro lado el sensor tiene un alto contenido de ruido. Estas dos dificultades se
afrontaron utilizando el filtro de Gauss descrito en el Apéndice A.

Para satisfacer el Teorema (4.1), 8 > 1, T < ﬁlfl, € >0y {=1/1—p, se proponen:

B=10,7=0.1,K=0.5 (7.6)

Sustituyendo (7.5) y (7.6) en (7.4), se tiene:

% XQ(I) _ —-0.25 0 é(t)—k -1 0 )CQ(I) n 1 r(t) a7
x3(1) 0 -9 9 —10] |x3(0) 0

La estimacion (4.9) del Lema 4.1, sera entonces:

My =16.024, My =9.75, M3y = 1.0308 = &* = 0.01524 %)
=¢€ € (0, &) = €=0.01 '

7.3 Resultados experimentales

En las figuras 7.1 y 7.2 se muestran los diagramas de simulacién Matlab Simulink®sistema (7.2) retroalimentado
por el control implicito, (7.3), utilizando el filtro ecualizador, (7.4).

En la tabla 7.1 se muestra la relacion, r v.s. 0, del sistema retroalimentado en estado estacionario.

7.3.1 Puntos de funcionamiento

En la tabla 7.2 se muestran los rangos de funcionamiento de r, del sistema retroalimentado, v.s. el dngulo 6,

tomados en laboratorio.
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Figura 7.1 En estd figura podemos ver el diagrama en Matlab Simulink® del helicéptero con el control implicito, sistema (7.2)

retroalimentado por (7.3), utilizando el filtro ecualizador (7.4).

D

GainT

1#{1htaupbeta

Gsing X2

(11au}beta

Gaind

Figura 7.2 Figura que muestra el subbloque (Control con PS) de la figura 7.1.

En la figura 7.3 se muestran los rangos de funcionamiento, en estado estacionario, obtenidos para el sistema

(7.2), retroalimentado por (7.3) y (7.4).
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Num|r [V]|0 [rad]

—_

0.100|0.1417
0.126 | 0.1786
0.146 | 0.2069
0.178]0.2523
0.190|0.2693
0.200 | 0.2806
0.211]0.2961
0.231]0.3241
0.261|0.3662
0.2810.3942
0.300| 0.4638
0.3210.4963
0.341|0.5272
0.370|0.5720
0.3880.5998
0.4120.5801
0.4320.6083
0.462 | 0.6505
0.4820.6787
20 10.500 | 0.7040

O© 0 9 N B W

I S S — S S =y
O 00 N O W A~ W N = O

Tabla 7.1 Relacion r v.s. 0 en estado estacionario, del sistema (7.2) retroalimentado por (7.3) y (7.4).

Punto de fun-[Rangos de r:[Punto medio de[Rangos de 0:[Punto medio de
cionamiento (i) |[Fm; , Tm;) operacion 7 [V] |[6n; Ou,) operacién 6; [rad]
1 [0.1, 0.2) 0.15 [-0.2835, -0.1417] 0.2126
2 [0.2, 0.3) 0.25 [-0.4210, -0.2806] 0.3508
3 [0.3, 0.4) 0.35 [-0.6184, -0.4638] 0.5411
4 [0.4, 0.5) 0.45 [-0.7040, -0.5632] 0.6336

Tabla 7.2 Rangos de funcionamiento en estado estacionario, del sistema (7.2) retroalimentado por (7.3) y (7.4).

7.3.2 Diagramas de Bode

Siguiendo el mismo procedimiento de la seccién 6.3.2, se obtienen los diagramas de Bode mostrados en las figuras

7.4y 7.5, con la diferencia que se tomaron los cuatro rangos de operacion de la tabla 7.2.

7.4 Modelos de los rangos de operacion

Los modelos obtenidos para los cuatro rangos de funcionamiento de la tabla 7.2, son los siguientes:
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—6 0.8 ;

0.7r -
06
05F--
04
031
02 7 L TR T

0.1 i :

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 05 "

Figura 7.3 Figura que muestra la relacién de la salida — v.s. r (la entrada en estado permanente), la linea discontinua azul es el rango

1 donde r € [0.1, 0.2), la linea discontinua roja es el rango 2 donde r € [0.2, 0.3), la linea discontinua negra es el rango 3 donde

r € [0.3, 0.4), la linea discontinua verde es el rango 4 donde r € [0.4, 0.5), la linea continua negra corresponde a la interpolacion

polinomial obtenida mediante el algoritmo de minimos cuadrados abarcando todos los rangos.
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Figura 7.4 Diagramas de Bode de la relacién 8(:®)/r(1®) (8 tomado del filtro de Gauss). La linea negra corresponde al diagrama

obtenido directamente de las mediciones del laboratorio. La linea azul corresponde al diagrama trazado con los pardmetros, p y ®,,

calculados mediante (6.6). La linea verde corresponde a una interpolacién obtenida a partir del método de minimos cuadrados. (a)

Rango 1: r € [0.1,0.2) y (b) Rango 2: r € [0.2, 0.3)).

Rango 1: re [0.1,0.2), 8 €[—0.1431, —0.2806)

=0 & &E=0
& & 7.9)
d él _ 0 1 él n 0 ,
@ & —0.0259 —0.0070 | | & 0.0100
Rango?2: re [0.2,0.3), 8 €[—0.2806, —0.4638)
=0 & &=0
& : & é (7.10)
0 1 0
d I 1
di - + r

& —0.0274 —0.0067 & 0.0095
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Figura 7.5 Diagramas de Bode de la relacién 8(:@)/r(1®) (8 tomado del filtro de Gauss). La linea negra corresponde al diagrama
obtenido directamente de las mediciones del laboratorio. La linea azul corresponde al diagrama trazado con los parametros, p y ®,,

calculados mediante (6.6). La linea verde corresponde a una interpolacion obtenida a partir del método de minimos cuadrados. (a)
Rango 3: r € [0.3,0.4) y (b) Rango 4: r € [0.4, 0.5).

Rango3: re [0.3,0.4), 8 € [-0.4638, —0.5632]

=0 & & =06
& & (7.11)
d él _ 0 1 ‘51 n 0 ,
e, —0.0243 —0.0083 | | & | |0.0129
Rango4: re [0.4,0.5], 6 €[—0.5632, —0.7041]
=0 & & =06
& & (7.12)
d él _ 0 1 ‘1::1 n 0 -
“le, —0.0219 —0.0066 | | & | | 0.0093

De los modelos (7.9)—(7.12), se observa que ahora se tiene una pequefia variacion de los pardmetros.

7.5 Conclusiones

En este capitulo se aplicé el esquema de control implicito singularmente perturbado, (7.3) - (7.4), con el fin de
obtener un comportamiento descrito por un sistema lineal invariante en el tiempo.

Se obtuvieron cuatro modelos, (7.9) - (7.12), los cuales corresponden a los diferentes rangos de funcionamiento
mostrados en la tabla 7.2. Como los pardmetros de estos modelos, son aproximadamente iguales, se puede consi-

derar un solo modelo, cuyos pardmetros serdn el promedio de los anteriores modelos.



Capitulo 8

Controlabilidad del comportamiento utilizando el modelo del

prototipo de laboratorio

8.1 Introduccion

En este capitulo, se aplica el control inverso por la derecha, obtenido en la seccién 3.7, al modelo del helicoptero,
representado por los modelos (7.9) a (7.12).
El objetivo de este control es que el helicéptero llegue a una referencia, 8¢, en un tiempo finito, ¢, con una

aceleracién nula (6 = 0). Esto es, se desea aterrizar al helicéptero suavemente.

8.2 Seguimiento del comportamiento, (u, x), del helicoptero

En esta seccién se obtiene un control, que permita al helicéptero seguir una trayectoria comportamental, (u, x),
dada.

En la seccion 7.4, se obtuvieron los cuatro modelos mostrados en la ecuaciones (7.9) a (7.12), los cuales co-
rresponden a los diferentes rangos de funcionamiento de la tabla 7.2. De estos modelos, se puede observar que los
valores de los pardmetros son aproximadamente iguales; por lo que, para el disefio del control, se tomara un valor

promedio de estos parametros. Esto es, se considera el sistema representado por:

6 +20,00 + 0260 = ka?r 8.1
Con los valores promedios:
p 0.0227
o, | = ]0.1574 8.2)
k 0.4221

Y con las condiciones iniciales:

6(0) =0, d6(0)/dt =0y d*6(0)/dt* =0

63
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8.2.1 Simulacion de los modelos incrementales

En la figura 8.1 se muestra el diagrama de simulacién, Matlab Simulink®, de los modelos obtenidos en la seccion

7.4, para los cuatro rangos de funcionamiento de la tabla 7.2.

e En la figura 8.2, se muestra el subbloque de conmutacion de la figura 8.1, que es el que hace la funcién de ver
que bloque tiene que trabajar para cada uno de los diferentes rangos. En este bloque se compara el valor de 0 y
se activa el sistema que le corresponde (7.9) - (7.12).

e En las figuras 8.3, 8.4, 8.5, y 8.6, se muestran los cuatro subsistemas de la figura 8.1. En estos subsistemas
se conectan las condiciones iniciales, ya que estas tienen que estar ligadas al sistema original (ver figura 8.1,
conexiones CI).

e Enlafigura 8.7, se muestra el subbloque Sistema final de la figura 8.1, el cual se encarga de seleccionar la salida

del sistema que esta trabajando, esto con la ayuda del subbloque de conmutacion.

8.2.2 Problema de Control

Queremos llevar al dngulo 6 desde el origen, 6(0) = 0, hasta la referencia, 6(ts) = 1, con ¢y = 100 s, suavemente,
es decir con una aceleracién final, d>0(t;) /dt> = 0. Vamos a resolver este problema aplicando el Teorema 3.2 con

un tiempo de muestreo: 1; = 0.1 s.

8.2.3 Ley de Control

De la seccién 3.7, el control que resuelve este problema es el siguiente (ver (8.2), y (3.28)—(3.32)):

u(r) = {2.3691 0.6833 } x(1) +[95.6258]d° £ (1) /d1?, (8.3)
donde:
Pf()jdi = | 3163 62 36 |a+ [ 2 00]ao 84)

5=o/n 8.5)
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Figura 8.1 En esta figura se muestra la conexion de los cuatro sistemas (7.9 - 7.12), en Matlab Simulink®.
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Figura 8.2 En esta figura se muestra el subbloque de conmutacion de la figura 8.1, en Matlab Simulink® .
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Figura 8.3 En esta figura se muestra el subbloque Sistema 1 de la figura 8.1, en Matlab Simulink®.
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Ver figuras 8.8, 8.9 y 8.10.
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Figura 8.4 En esta figura se muestra el subbloque Sistema 2 de la figura 8.1, en Matlab Simulink®.
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Figura 8.5 En esta figura se muestra el subbloque Sistema 3 de la figura 8.1, en Matlab Simulink®.

8.2.4 Referencias

Con respecto a las trayectorias a seguir, para cada periodo de muestreo, kt{, k € Z™, se tienen los siguientes puntos
extremos, (7o, 80) y (F1,61):

Fo=r(knn), Eo=E(k), 71 =r(kn), & =&, (kn), 8.8)

donde k es un entero no negativo tal que: t = kt; + o, siendo 7, el tiempo fijo de muestreo y 0 < o < t; (recordar
.z g g 1T . .

Teorema 3.2). Las sefiales de referencia, 7, y &, = [érl & } , se obtienen del filtro pasa bajas, mostrado en la figura

8.11. Enel casode, i y Erz, se da la opcién de una seleccidn igual a cero; es decir con velocidad y aceleracion de

cambio nulas. Cuando 7, # 0, se propone (ver figura 8.12)):
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Figura 8.6 En esta figura se muestra el subbloque Sistema 1 de la figura 8.1, en Matlab Simulink® .
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Figura 8.7 En esta figura se muestra el subbloque Sistema final de la figura 8.1, en Matlab Simulink®.
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Ver figuras 8.11 y 8.12.
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Figura 8.8 En esta figura se muestra el diagrama que se ocupo para simular el prototipo de laboratorio, en Matlab Simulink®.

8.3 Resultados de la Simulacion Matlab Simulink®

seccion 8.2.3 a la simulacion de los modelos incrementales, de la seccidn 8.2.1.

En esta seccién se muestran los resultados de simulacion Matlab Simulink®, cuando se aplica el control de la

La configuracién Matlab Simulink® utilizada, fue la siguiente:

Numero méximo del paso (Max step size):le — 3, la tolerancia relativa (Relative

tolerance):1e — 5, el método de integracién fue ode 45 Dormand-Prince con

variable-step solver, tiempo de inicio:0.0, y tiempo de paro: 100.

69
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Figura 8.9 En esta figura se muestra el subbloque AlcCompWiTylx de la figura 8.8, el cual muestra la Ley de control, en Matlab

Simulink®.
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Figura 8.10 En esta figura se muestra el subbloque Pardmetros al0 y all de la figura 8.9, el cual muestra la Ley de control, en Matlab

Simulink®.

[ _

c Constant1

Figura 8.11 En esta figura se muestra el diagrama del subbloque referencia, de la figura 8.8, en Matlab Simulink®.

8.3.1 Simulacion con velocidad y aceleracion de referncia final nulas

En las figuras 8.13 y 8.14, se muestran los resultados de simulacién, cuando se selecciona una referencia con

velocidad y aceleracidn final nulas.
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Figura 8.12 Grifica que muestra la referencia de la figura 8.11.
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Figura 8.13 Grafica que muestra: (a) la posicién 6, (b) la velocidad 6 y (c) la aceleracién 6, cuando la referencia tiene una velocidad

y aceleracion final nulas.

8.3.2 Simulacion con aceleracion de referncia final nula

En las figuras 8.15 y 8.16, se muestran los resultados de simulacién, cuando se selecciona una referencia con

aceleracion final nula.

8.3.3 Simulacion con velocidad y aceleracion de referncia final no nulas

En las figuras 8.17 y 8.18, se muestran los resultados de simulacién, cuando se selecciona una referencia con

velocidad y aceleracion final no nulas.
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Figura 8.14 Grafica que muestra: (a) la referencia Erl y &, (b) la referencia E,z y &,y (¢) el control 7. y 7, cuando la referencia
tiene una velocidad y aceleracidn final nulas. Las graficas muestran los resultados de la simulacién de las variables (8.8), con las lineas

negras, y las sefiales de referencia con las lineas azules.
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Figura 8.15 Grifica que muestra: (a) la posicion 6, (b) la velocidad 0 y (c) la aceleracion 6, cuando la referencia tiene una aceleracién

final nula.

8.3.4 Comparacion de resultados

De las tres simulaciones anteriores, podemos notar que:
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Figura 8.16 Grafica que muestra: (a) la referencia 'cj_rl y &, (b) la referencia E,-z y &,y (c¢) el control 7. y F, cuando la referencia

tiene una aceleracion final nula. Las graficas muestran los resultados de la simulacion de las variables (8.8), con las lineas negras, y las

sefiales de referencia con las lineas azules.
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Figura 8.17 Grafica que muestra: (a) la posicién 0, (b) la velocidad 0 y (c) la aceleracion 6, cuando la referencia tiene una velocidad

y aceleracion final no nulas.

e Cuando el sistema pasa de los Rangos 1 ({6 € [0.1431, 0.2806)}) al 2 ({6 € [0.2806, 0.4638)}) y de los
Rangos 2 al 3 ({6 € [0.4638, 0.5632]}) (ver figura 8.13 (a), 8.15 (a) y 8.17 (a)), se presentan perturbaciones

en el sistema. Estas perturbaciones son bien compensadas por el control en aproximadamente tres segundos.
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Figura 8.18 Grafica que muestra: (a) la referencia E,l y &1, (b) la referencia E,z y &,y (c) el control 7, y F, cuando la referencia tiene
una velocidad y aceleracion final no nulas. Las graficas muestran los resultados de la simulacién de las variables (8.8), con las lineas

negras, y las sefiales de referencia con las lineas azules.

e Cuando se esta abajo del Rango 1, se utiliza el modelo del Rangol, y cuando se esta arriba del Rango 4
({6 € [0.5632, 0.7041]}), se utiliza el modelo del Rango 4.

e De las figuras 8.13 - 8.18, notamos que el control funciona adecuadamente, ya que en las tres pruebas de las
secciones, 8.3.1, 8.3.2 y 8.3.3, el sistema llega a la referencia 6(¢;) en un tiempo finito y con una aceleracion

promedio final igual a cero (%6 (t7) /dt* = 0).

8.4 Problemas de Implementacion Numérica

Cuando se realizarén las pruebas de simulacién Matlab Simulink®, reportados en la seccién 8.3, el programa Mat-
lab Simulink®, indic6 errores de compilacidn, debido a lazos algebraicos. Para eliminar este error de compilacion,
se incorporaron retenedores de orden cero (bloques “Zero-Order Hold”, ver de la figura 8.3 a la figura 8.6), en los
supuestos lazos algebraicos. Con esta accion, se pudo compilar, y se pudieron realizar las simulaciones reportadas;
aunque en la compilacidn, ahora se marcaban sefiales de alerta (“warning”), el programa corrid correctamente.
Cuando se procedié a implementar la ley de control, en el prototipo de laboratorio, el programa Matlab
Simulink® de Ia computadora de la maqueta experimental del helicéptero, corrié6 adecuadamente. Pero el pro-

grama de comunicacién WinCon®, entre Matlab Simulink® y el helicéptero, siempre marco errores debido a
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los supuestos lazos algebraicos, los cuales no permitieron la compilacién. Por esta razén no se pudierén realizar
pruebas en el prototipo de laboratorio.
Dado que estos problemas de tipo informatico, escapan del objetivo principal de este trabajo de tesis, se decidié

dar por concluida la tesis con los resultados de simulacién numérica.

8.5 Conclusiones

En la simulacién del control comportamental aplicada al modelo del helicéptero, se observo que funciona correc-
tamente esto para los tres casos de estudio en simulacién. Cabe mencionar que en esta Ultima prueba, el periodo
de muestreo fue de 0.1 segundo, ya que si se cambiaba el periodo de muestreo mas grande se tenia problemas
con el control, esto para tener un comparativo con el ejemplo ilustrativo del capitulo 3 en el cual el periodo de
muestreo fue de 10 segundos, 100 veces mas grande. Con esto concluimos que el controlador hace la tarea de
llevar al helic6ptero a la referencia 6(¢¢) en un tiempo finito y con una aceleracién promedio final igual a cero
(d?6(tf)/dt* = 0), 1o que demuestra que si existe una ley de control, u(-) € C*(R",R™), que genera una trayecto-
ria, x(-) € C*(RT,R").

Los resultados reportados en este capitulo, se limitaron a resultados de simulacién numérica. No se llevé a cabo
la aplicacién del control al prototipo de laboratorio, dado que se presentaron problemas del tipo informatico, los

cuales escapan del objetivo principal de este trabajo de tesis (ver seccion 8.4).






Capitulo 9

Conclucion

En esta tesis se probd la viabilidad y eficacia del esquema de control, basado en el sistema inverso por la derecha,
recientemente desarrollado en [1, 2].

Para esto, se selecciond un prototipo de laboratorio que consiste en un helicoptero de 3 grados de libertad, en
el cual solamente se ocupd un grado de libertad. Con este prototipo se buscé seguir una referencia, en un tiempo
finito, y con una aceleracion final nula, es decir, que el helicdptero aterrice suavemente.

El esquema de control esta constituido por dos controles, uno interno que lleva a un sistema variante en el
tiempo a un sistema invariante en el tiempo, y otro externo, cuya funcién es de controlar el comportamiento, esto

es, se controla tanto el estado final como la salida de control final.

En el capitulo 5, en el cual se obtuvo el modelo matemético del helicoptero experimental usando la técnica de

Euler - Lagrange, el cual result6 ser un modelo no lineal. El término no lineal se consideré como una perturbacion.

En el capitulo 6 se realiz6 una linealizacion estatica, mediante una retroalimentacion estdtica de salida. Se iden-
tificaron los pardmetros del sistema retroalimentado, utilizando técnicas frecuenciales (diagramas de Bode). Se
obtuvieron seis modelos que representan el funcionamiento del sistema en sus diferentes rangos de operacién. Es-
tos seis modelos se obtuvieron con la refinacion de la linealizacion por retroalimentacion de salida (6.16) - (6.21) .
Dado que se tienen seis modelos diferentes que describen el comportamiento del sistema, en sus diferentes rangos

de operacion, entonces el sistema en lazo cerrado tiene un comportamiento variable en el tiempo.

Posteriormente en este capitulo 7 se apilcé el esquema de control implicito singularmente perturbado, (7.3) -
(7.4), con el fin de obtener un comportamiento descrito por un sistema lineal invariante en el tiempo.

Se obtuvieron cuatro modelos, (7.9) - (7.12), los cuales corresponden a los diferentes rangos de funcionamiento
mostrados en la tabla 7.2. Como los pardmetros de estos modelos, son aproximadamente iguales, se consider6 un

solo modelo, cuyos pardmetros son el promedio de los anteriores modelos.
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Dado que con la primera retroalimentacion estdtica de salida, no se linealiz6 correctamente la respuesta del
sistema, en estado permanente, se propuso una refinacion de la linealizacion, la cual consisti6 en tomar en cuenta
los parametros del sistema de la primera linealizacién, obnteniendose asi, una mejor compensacién del factor no

lineal, con un factor de error pequeio.

Y por tdltimo en el capitulo 8, se realiz6 la simulacién del control comportamental aplicada al modelo del
helicéptero, se observo que funciona correctamente esto para los tres casos de estudio en simulacién. Cabe men-
cionar que en esta dltima prueba, el periodo de muestreo fue de 0.1 segundo, ya que si se cambiaba el periodo
de muestreo mas grande se tenia problemas con el control, esto para tener un comparativo con el ejemplo ilus-
trativo del capitulo 3 en el cual el periodo de muestreo fue de 10 segundos, 100 veces mas grande. Con esto
concluimos que el controlador hace la tarea de llevar al helicoptero a la referencia 6(¢¢) en un tiempo finito y con
una aceleracién promedio final igual a cero (dze(tf) /dt* = 0), lo que demuestra que si existe una ley de control,

u(-) € C*(R*,R™), que genera una trayectoria, x(-) € C*(R* ,R").

Los resultados reportados en el capitulo 8, se limitaron a resultados de simulacién numérica. No se llevé a cabo
la aplicacion del control al prototipo de laboratorio, dado que se presentaron problemas del tipo informético, los

cuales escapan del objetivo principal de este trabajo de tesis.



Apendice A

Derivacion de senales ruidosas

A.1 Introduccion

Para poder implementar la ley de control, (7.3) y (7.4), es necesario contar con la medicién o estimacién de la com-
ponente, & = d6/dr. El prototipo del helicéptero solamente cuenta con un decodificador digital que proporciona
el angulo de elevacién del helicéptero, 6; por lo que necesitamos estimar la velocidad angular.

Una manera simple de obtener la estimacion de la derivada, es utilizando la generalizacién del filtro de Jackson
[10, 11]:

S = —Bax1 — €39
d(e9—0)=—9+xn

Al aplicar esta aproximacién de derivada, al prototipo de helicéptero, con los valores: B; = 10 y €; = 0.01, se
obtiene la aproximacién mostrada en la figura A.1. De esta figura se puede observar que la aproximacién obtenida

es sumamente ruidosa; esto se debe a que el sensor de posicién es un decodificador digital, y por ende no derivable.

1.5

0.75

0 1.5 35
t x 10°ms

Figura A.1 Grifica que muestra la derivara de 6 (d6/dr).

Para afrontar este problema se hizo uso de una aproximacioén del filtro de Gauss, el cual se describe brevemente

a continiuacion.
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A.2 Filtro de Gauss

El filtro de Gauss estd definido por el siguiente espectro en frecuencia [13, 4]:

H(w) = Aoefo""ze*jo‘“”0

La respuesta al impulso del filtro de Gauss, A(r), es la siguiente:

A0 —twle ;R

2Vmo
Las caracteristicas principales de este filtro son:

1. Minimo sobrepaso de la respuesta al impulso.
2. Su espectro en frecuencia no esta limitado en ancho de banda.

3. El retardo introducido por este filtro es el de menor valor.

A Derivacion de sefiales ruidosas

(A1)

(A2)

La caracteristica de tener el menor retardo, es importante cuando se incorpora en un lazo de control en bucle

cerrado. En la figura A.2 se muestra una comparacién de la atenuacién del filtro de Gauss con respecto al filtro de

Bessel.

Atenuacion (dB)

a (b) A
40

| | | | | | |
3 4 5 6 7 8 9 10

Orden del filtro (n)

30

Figura A.2 Grifica [4] que muestra la atenuacion del filtro de Gauss (b) con respecto al filtro de Bessel (a).

La figura A.3 muestra el tiempo de subida (retardos) de los filtros de Butterworth, Gaussiano, y de Bessel,

usando el rango de 10 - 90 %. Notamos en la figura A.3, que el tiempo de subida de los filtros de Bessel y de Gauss

son los de menor tiempo de subida, y el filtro de Gauss tiene el menor retardo.
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3.6

34

3.2

3.0

28

2.6

24 (b)

Tiempo normalizado creciente @,
—~
(Y
£

22

©
| ##§ & F|
2.0
2345678790 10

Orden del filtro (n)

Figura A.3 Grifica [4] que muestra el tiempo de subida de los filtros de Butterworth (a), de Bessel (b) y de Gauss (c).

A.3 Causalidad del filtro de Gauss

De (A.2) se observa que el filtro de Gauss es no causal. En efecto, la condicién de causalidad introducida por Paley

y Wiener [13], es que el espectro de Fourier del filtro satisfaga:

[= /W LEIC)I A (A3)

L . —ew? . .
Para una funcién gaussiana, A(®) = e~ “?", se tiene sustituyendo A(®) en (A.3):

I /B |In e=<@’| o — el /
= 1um 00 —_— = C 11m 0 o m———
B | g 1+ @2 B | s 1+ 02

B 2
O o =2c [Iim 5se B— g — oo (A4)

Por lo que se requiere de una aproximacion causal del filtro de Gauss.

A.4 Aproximacion practica del filtro de Gauss

Una manera usual de aproximar el filtro de Gauss, es la siguiente [4]:

2

1. Primero, se trunca la serie de Taylor de la norma al cuadrado de su respuesta en frecuencia, |H(s)

H(s)H(—s), en sus primeros 1 + | términos, esto es:

H(s)H(—s) = —— - (A.3)
Lo~ (%) (5)°

donde @ = ®.//Inv/2

2. Posteriormente, se factoriza al denominador en sus factores irreducibles.
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3. Enseguida, se expresa a la factorizacién de H(s)H(—s), como el producto de dos términos, uno que contiene a
todas las raices Hurwitz, y otro que contiene a las raices no Hurwitz.
4. Finalmente, con el término que posee las raices Hurwitz, se sintetiza la aproximacion causal del filtro de Gauss.

A.5 Programa que calcula los coeficientes del filtro de Gauss

En esta seccién se muestra un programa de Matlab® para obtener una aproximacion causal del filtro de Gauss.

%% %Programa que calcula los coeficientes del filtro de Gauss% %%

clear all

syms s

n=input(’ Introduce el orden (n) del filtro de Gauss (Numero entero positivo)’:..)
nl=n*2+1;

PolGauss=zeros(1,n*2+1);

b=0;

for i=1:2:nl
b=1+b;
if (i==1)
PolGauss(i)=((-1)" (b+1))*factorial(n)/factorial(n);
else
PolGauss(i)=((-1)" (b+1))*factorial(n)/factorial(n-b+1);
end

end

raicesPolGauss=roots(PolGauss);
nl=size(raicesPolGauss);

n2=n1(1)/2;

for i=1:1:n2
a(i)=raicesPolGauss(i);
if (n2==1)
a(i)=raicesPolGauss(n2+i)*-1;
end

end

b=poly(a);

donde:
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1. Lainstruccién “input’” sirve para que el usuario pueda introducir el orden del filtro de Gauss que desea calcular.
. La instruccién “zeros(n,m)” crea una matriz de tamafio n X m con todos sus elementos iguales a cero.
Y
. La instruccién “roots(¢)” encuentra las raices del polinomio ¢.

. La instruccién “poly(a)” obtiene al polinomio a partir de sus raices a.

& B S I V)

i)

. La instruccién “size())” obtiene el tamaiio del arreglo y.

Enla figura A .4 se compara el tiempo de subida (retardos) del filtro de Gauss ideal, con respecto a las aproxima-
ciones causales del filtro de Gauss. De esta figura se observa que para, 11 > 4, se obtiene una buena aproximacién

causal del filtro de Gauss.

3.8
3.6
3.4
2 — ©@
3.0
2.8
2.6

2q

2.2

Tiempo normalizado creciente @,

— ()
2.0

S A A |
2345 6 7'¢ 9 1011 1213141516

Orden del filtro (n)

1.8

Figura A.4 Grifica [4] que muestra el tiempo de subida de los filtros de Chebyshev (0.5 dB) (a), Chebyshev (0.1 dB) (b), Butterworth
(c), Bessel (d), Gauss (e), y Sincronos (f). Donde (g) es la respuesta de magnitud rectangular y la linea de fase, y (h) es el filtro ideal

de Gauss.

A.6 Filtro causal de quinto orden

En base a la seccion A.5, se propone una aproximacion de quinto orden.
Aplicando el programa de calculo de los coeficientes de Gauss de la seccidén A.5, se obtiene la parte Hurwitz,

determinada por el siguiente polinomio de quinto orden:
$° +6.7173 s* +20.0616 5> 4 32.7784 s +28.9506 s + 10.9545, (A.6)

esto es:
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i (s) 10.9545
S)=
# 5+ 6.1)1473 54+ 20£516 3+ 325;84 52 4 28.(3206 s +10.9545

(A7)

En la figura A.5 se muestra el diagrama de simulacién Matlab Simulink®de 1a aproximacién causal, H, de
quinto orden del filtro ideal de Gauss.
A partir de este filtro, se obtiene la derivada de la posicién angular, d@ /dt, que se utiliza en la propuesta de ley

de control del capitulo 7.

. 10.95450°
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La] L2 [\il "
6.7173w &)

S5l Gain -
0
,{:'E!\Wl

20.061602
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- B
e
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Figura A.5 Griéfica que muestra el diagrama de (A.7) en Matlab Simulink®.

A.6.1 Resultados experimentales

Se hizo una prueba con los siguintes valores: @ = 5 [rad/seg], y @, = 0.4 [rad/seg], el cual es menor 12.5 veces
que @. En la grafica A.6 se ve la comparacion de 0 del sistema del helicGptero y 6, 6 0 (salida del filtro de Gauss).
En la figura A.7, podemos ver que hay un defasamiento (retardo) de 1.2 segundos, y una atenuacién del 10 %,

entre 6 y d/dt. Este comportamiento es mejor al mostrado en la figura A.1.
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¢ x10°ms

Figura A.6 Grifica que compara la salida del helicéptero, 8 (linea continua azul), v.s. la salida del filtro de Gauss, 8 (linea discontinua
negra).
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Figura A.7 Grifica que muestra la salida del helicéptero, @ (linea continua azul), y la derivada de la salida del filtro de Gauss, d6 /dr
(linea discontinua negra), obtenida en la entrada del dltimo integrador del filtro de Gauss de quinto orden.
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