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Resumen

El presente trabajo ataca el problema de estabilizacién de sistemas lineales variantes
en el tiempo y sistemas lineales variantes en el tiempo con retardo, haciendo uso de un
esquema de control compuesto por: una ley de control con alta ganancia y un control de
acoplamiento de modelo. El sistema en lazo cerrado son sistemas lineales variantes en el
tiempo singularmente perturbados y sistemas lineales variantes en el tiempo singularmen-
te perturbados con retardo con estabilidad uniforme asintética. Se calculan cotas para el
paramero de perturbacién tal que la estabilidad asintética uniforme de los sistemas singu-
larmente perturbado estd garantizada.

Se muestra como construir la ley de control, tal que la dinamica del sistema es asignada
por un polinomio Hurwitz con coeficientes constantes. Se contempla el caso cuando se tiene
el estado medible y el caso cuando el estado no es medible para sistemas lineales variantes
en el tiempo con una entrada y una salida.






Abstract

This work considers the problem of stabilizing linear time varying systems and linear
time varying retarded systems, using a low order controller and a matching controller. The
closed loop systems are linear time varying singularly perturbed systems and linear time
varying retarded singularly perturbed systems with uniform asymptotic stability behavior;
we calculate bounds for the perturbation parameter, such that the uniform asymptotic
stability of the singularly perturbed systems is guaranteed.

We show how to design a control law such that the dynamics system is assigned by a

Hurwitz polynomial with constant coefficients. We take into a count two cases: when the
measure of the state is possible and when it is not possible.
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Notacion

» : 6 | tal que.

= Y para todo.

= 7 existe.

= ¢ € X el elemento = pertenece al conjunto X.
= := igual por definicién.

= 7 conjunto de los nameros enteros.

= R conjunto de los niimeros reales.

» R* conjunto de los reales no negativos.

= R" R-espacio vectorial n-dimensional.

= C conjunto de los nimeros complejos.

» Re(z), Zm(z) parte real e imaginaria de z € C.
» Cy el conjunto {z € C | Re(z)>0}.

= £, £7! transformada de Laplace y trsnsformada inversa de Laplace.
» Cla,b] el conjunto de funciones continuas en R" sobre el intervalo [a, b].
= C, C subconjunto de, subconjunto propio de.
= 2T vector transpuesto.

» AT matriz transpuesta.

» ||z]] norma del vector x.

» ||A]| norma de la matriz A.

= A~! inversa de una matriz no singular.

= A(A) valor propio de la matriz A.

= Re(A(A)) parte real del valor propio de la matriz A.
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VI

® A\naz(A) maximo valor propio real de la matriz A.
» Anin(A) minimo valor propio real de la matriz A.
= A > 0 matriz A real simétrica definida positiva.

» det(A) determinante de la matriz A.

» ¢r(A) traza de la matriz A.

s 1(A) medida de la matriz A.

» Rank(A) rango de la matriz A.

= a;; elemento 7j de la matriz A.

] XZ € R* vector con i-ésima entrada igual a 1 y las otras entradas igual a 0 de
dimension k.

s I, € RF*F matriz identidad de dimensién k.
» T, {v"} matriz Toeplitz triangular superior, cuyo primer renglén es v’.
» Ty{v} matriz Toeplitz triangular inferior, cuya primer columna es v.

» DM{ay,...,a,} matriz diagonal , cuyos elementos de la diagonal principal son {ay, ..., a,}.

» BDM{Hy,H,,...,H,} denota una matriz diagonal a bloques, cuyos bloques son
{Hy,Hs,...,Hy,}.

» exp (A) matriz exponencial.
» C(A, B) subespacio de controlabilidad.
» O(A, C) subespacio de observabilidad.

» O(e) magnitud de orden ¢, es decir, f(g,x) € R" tiene magnitud O(¢), existe K y £*
tal que: ||f(e,x)|| < Ke para e € (0,e*].

= [ fin de teorema, lema, corolario, hecho, ejemplo y demostracién.

También existe notacién adicional que se define a lo largo del texto.



Acréonimos

= LTV Lineales Variantes en el tiempo; de las siglas en ingles linear time varying.

= LTVD Lineales Variantes en el tiempo con Retardo; de las siglas en ingles linear
time varying delay.

= LTI Lineales Invariantes en el Tiempo; de las siglas en ingles linear time invariant.
= LPV Pardmetros Lineales Variantes; de las siglas en ingles linear parameter varying.
= LMI Desigualdad Lineal Matricial; de las siglas en ingles linear matrix inequality.

= PMD Descripcién polinomial matricial; de las siglas en ingles polinomial matrix
description.

= EMM Modelo exacto de acoplamiento; de las siglas en ingles exact matching model.
= SISO Una entrada una salida; de las siglas en ingles simple input simple output.

= MIMO Varias entradas varias salidas; de las siglas en ingles multiple input multiple
output.
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Capitulo 1

Introduccion

Para entender el mundo en que vivimos y comprender las leyes inherentes a sus orga-
nismos, la herramienta matematica para el andlisis, diseno y sintesis de sistemas, se han
desarrollado durante siglos. Con el tiempo, estos métodos forman lo que se conoce como
teoria de sistemas.

Como parte de la teoria de sistemas tenemos los sistemas lineales, los cuales tienen una
gran importancia, ya que en una gran parte de los modelos matematicos que representan
a los sistemas dinamicos son modelados por una aproximaciéon lineal. Esta aproximacién
permite hacer un analisis del sistema, el cual puede ser sobre: estabilidad, propiedades es-
tructurales, robustez, rechazo de perturbaciones externas al sistema y otras.

Existen trabajos sobre sistemas lineales variantes en el tiempo y sistemas lineales va-
riantes en el tiempo con retardo, en los cuales se estudian propiedades de controlabilidad,
observabilidad y estabilidad mediante la representacién en variables de estado. En la ma-
yoria de los trabajos se presupone el conocimiento de las matrices A(t), B(t), C(t) y D(t)
que describen al sistema.

En este trabajo de tesis se propone una estrategia de control para estabilizar un sistema
lineal variante en el tiempo y un sistema lineal variante en el tiempo con retardo cuando
se tiene incertidumbre en los pardametros. Para esto se utiliza una ley de control que tiene
por objeto el separar el sistema en dos subsistemas con dos diferentes escalas de tiempo.
Se tiene en lazo cerrado un sistema lineal variante en el tiempo singularmente perturbado
y se usan las técnicas de andlisis de perturbaciones singulares para su andlisis.

Se toma el caso cuando el estado no es medible en un sistema de una entrada y una
salida. Se desarrolla un observador de estado basado en perturbaciones singulares, de tal
manera que todos los resultados se preservan, ver [58].

Los esquemas de control que se proponen estan basados en perturbaciones singulares
para ambos tipos de sistemas, LTV y LTVD. Esta una alternativa para la estabilizacion y

el acoplamiento de modelo de este tipo de sistemas.

Se toma el caso de un sistema del tipo SISO LTV, el caso de un sistema MIMO LTV,



el caso de un sistema del tipo SISO LTVD y el caso de un sistema MIMO LTVD para
estabilizar. En todos los casos se considera incertidumbre en los parametros.

El esquema de control propuesto es una solucién alternativa al problema de acoplamien-
to de modelo para sistemas lineales variantes en el tiempo y sistemas lineales variantes en
el tiempo con retardo ya descritos. Se desarrollo la siguiente estrategia: se utiliza una ley de
control singularmente perturbada que tiene como objetivo separar el sistema en dos subsis-
temas con dos diferentes escalas de tiempo. Se utiliza un control de acoplamiento que tiene
como objetivo asignar la dindmica en lazo cerrado con la de un sistema lineal invariante en
el tiempo. Se tiene en lazo cerrado un sistema lineal variante en el tiempo singularmente
perturbado y se usan las técnicas de andlisis de perturbaciones singulares para su analisis,
ver [57] y [59]. Se desarrolla un observador de estado basado en perturbaciones singulares,
de tal manera que todos los resultados se preservan para el caso SISO LTV, ver [58].

1.1. Estructura del Trabajo

La organizacion de la tesis es como sigue:

= En los Capitulos 2 y 3 se hace una breve descripciéon de algunos trabajos realizados
en décadas pasadas sobre sistemas lineales variantes en el tiempo y sistemas lineales
variantes en el tiempo con retardo respectivamente.

= En el Capitulo 4, se da un repaso matematico que incluye definiciones y teoremas
sobre sistemas lineales variantes en el tiempo, sistemas lineales variantes en el tiempo
con retardo, sistemas lineales variantes en el tiempo singularmente perturbados y
sistemas lineales variantes en el tiempo singularmente perturbados con retardo.

= En el Capitulo 5 se mencionan los conceptos béasicos de estabilidad y se mencionan
los critérios de estabilidad de Lyapunov respectivos a cada tipo de sistema.

= En el Capitulo 6 se propone un esquema de control singularmente perturbado para
sistemas lineales variantes en el tiempo y sistemas lineales variantes en el tiempo con
retardo, para el caso una entrada una salida, cuando el estado es medible y se analiza
la estabilidad de los sistemas en lazo cerrado.

= En el Capitulo 7 se propone un observador de estado para sistemas lineales variantes
en el tiempo y se analiza la convergencia del estado observado hacia el estado real.

= En el Capitulo 8 se propone un esquema de control singularmente perturbado para
sistemas lineales variantes en el tiempo y sistemas lineales variantes en el tiempo con
retardo, en ambos casos se consideran multiples entradas y multiples salidas. Cuando
el estado es medible y se demuestra la estabilidad de los sistemas en lazo cerrado.

= En el Capitulo 9 se dan las conclusiones del trabajo.

Las demostraciones que corresponden a los resultados que se exponen en los Capitulos 6,
7y 8 estan en los Apéndices.
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Capitulo 2

Sistemas Lineales Variantes en el
Tiempo

Como parte de la teoria de sistemas los Sistemas Lineales Variantes en el Tiempo se
han venido estudiando desde hace seis décadas bajo diferentes puntos de vista, en mate-
maticas, fisica, ingenieria de sistemas y otras ramas de la ciencia. Los sistemas lineales son
un importante tema de investigacion de la teoria de sistemas que continuaran bajo estudio
por un largo tiempo. Desde el punto de vista de la teoria de control algunos sistemas de
interés son: aircrafts, robots paralelos, robots, sistemas mecatrénicos, satélites, sistemas de
comunicacién, entre otros.

En la teoria de control en particular los sistemas lineales han jugado un papel fun-
damental. Esto se debe en parte a que generalmente los sistemas no lineales pueden ser
aproximados por sistemas lineales y asi se pueden sacar conclusiones sobre el comporta-
miento del sistema no lineal mediante el anélisis del sistema lineal. Esto es posible ya que
en control automadtico los sistemas bajo control normalmente operan alrededor de algin
punto nominal, donde la aproximacion lineal describe de forma correcta el comportamiento
del proceso real.

Como se menciond anteriormente una gran parte de los sistemas fisicos, biolégicos,
astronémicos, eléctricos, operan en tiempo continuo y son gobernados por una ecuacién
diferencial. Es comun controlar sistemas no lineales con métodos de control de sistemas
lineales y asi aplicar la herramienta de control para sistemas lineales, como es el caso de:
rechazo de perturbaciones, robustez a errores de modelado, retroalimentacién de estado,
analisis de estabilidad, modelado matematico, obsevabilidad, controlabilidad y otras.

En las siguientes secciones se presentan algunos de los principales trabajos sobre siste-
mas lineales variantes en el tiempo de las iltimas seis décadas desde el enfoque de la teoria
de control. En el Apéndice A se resumen conceptos bésicos de la herramienta de andlisis
que se utiliza en las siguientes secciones.



2.1. Resultados de Silverman (1965 — 1971)

En 1965, Silverman y Meadows [68] estudiaron la propiedad de controlabilidad de los
sistemas lineales variantes en el tiempo (LTV). Demostraron que los coeficientes del sistema
deben poseer un numero finito de derivadas, n — 1, para satisfacer la propiedad de contro-
labilidad; este concepto de controlabilidad lo aplicaron de forma particular a un problema
de redes eléctricas como ejemplo.

En 1966, Silverman [69], busca lo que es la realizacién de un sistema lineal variante
en el tiempo en forma candnica, es decir: al igual que en sistemas lineales invariantes en
el tiempo (LTI), existen cambios de base tal que se pueden obtener representaciones en
forma candnica de la ecuacién diferencial vectorial de primer orden, que comunmente son
llamadas forma controlador y forma observador de un sistema con una entrada una salida
(SISO), es decir construye un método para pasar de la representacion:

fia(t)  fiz@®) .. fia(h) g1(t)
%x(t)z fms(t) fQ’?(t) fQ’?(t) z(t) + ngt) u(t),
fn,l(t) fn,Z(t) e fn,n(t) gn(t)

a su forma controlador, es decir:

0 1 0 0 0
P 0 1 - 0 0
L= ; N TR
0 0 0 - 1 0
L —an,l(t) —amg(t) —an,g(t) —an’n(t) | L 1 |

Para demostrar que las representaciones son equivalentes, siguen interviniendo los conceptos
de rango de una matriz. El concepto de espacio de estado y la condicién de equivalencia de
dos sistemas es una gran aportacién. Es claro que la equivalencia de dos matrices variantes
en el tiempo es diferente el concepto al que se maneja para el caso invariante’.

LTI LTV
A=T7'FT | A(t) =T *t)F(t)T(t) — T~ 1(t)T(t)

Cuadro 2.1: Comparacién de Matriz de Transformacién de LTI y LTV.

En 1967, Silverman y Meadows [70] mediante el estudio de la solucién del sistema:

Sa(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t),
yt) = C(t)x(t),
obtienen lo que son las condiciones de controlabilidad y observabilidad para los sistemas

LTV. A diferencia de los sistemas LTI, existen varios tipos de controlabilidad y observabili-
dad. Los principales resultados del articulo [70] son la obtencién de dos algoritmos uno para

T y T(t) son las matrices de transformacién para cada caso.



contruir la matriz de controlabilidad y el otro para construir la matriz de observabilidad
para sistemas LTV. Estos son:

1. Algoritmo de Controlabilidad
Qe(t) = [Po(®)[PL(B)] - - [Poa (B)],
donde: (2.1)

Po(t) = B(t) v Prya(t) = =A@ P(t) + G Ps(t).

2. Algoritmo de Observabilidad
Qo(t) = [So(£)1S1(t)] .- |Sn-1(2)],
donde: (2.2)

So(t) =CT(t) vy Spsa(t) = AT(8)Sk(t) + §Sk(D),

donde n es la dimensién del sistema. Ademds se obtiene al igual que en sistemas LTT las
condiciones de dualidad. Lo méas importante de este articulo es que se obtienen condiciones
necesarias y suficientes para lo que es la controlabilidad y la observabilidad total en un
intervalo de tiempo.

Teorema 2.1.1 (Sylverman [70])
El par {A(t), B(t)}, es totalmente controlable en un intervalo (to,t), si y sélo si, la matriz
Q.(t) no pierde rango en este intervalo.

]

Teorema 2.1.2 (Sylverman [70])
El par {A(t),C(t)}, es totalmente observable en un intervalo (to,t), si y sélo si, la matriz
Q,(t) no pierde rango en este intervalo.

O
En 1971, Silverman [71] revisa las propiedades estructurales de los sistemas LTV en-
contradas hasta ese momento, amplia los andlisis realizados, destaca el uso de los médulos
como una herramienta de gran importancia, la cual es una estructura algebraica que per-
mite caracterizar las realizaciones del tipo controlador y observador. La equivalencia entre
representaciones en variables de estado son revisadas para el caso variante en el tiempo, se
obtienen resultados equivalentes para el caso de sistemas LTI, como lo son los indices de
controlabilidad y observabilidad.

La representacién en la forma de Kalman es encontrada y se hace un analisis de esta
matriz para caracterizar lo que es la parte controlable del sistema, la parte no controlable,
la parte no observable y la parte observable al igual que en los sistemas LTT.



2.2. Resultados de Kamen (1976 — 1989)

En 1976, Kamen [32] utiliza como herramienta de trabajo el anillo de polinomios dife-
renciales, como lo puede ser p(%) = % +ap(t), en el Apéndice A se resumen brevemente los
conceptos bésicos de esta herramienta de andlisis. Este es un anillo no conmutativo. Esta
herramienta se aplica al estudio de sistemas LTV, para describir de forma operacional la
matriz de transferencia sobre el anillo de fracciones. Se considera de forma muy puntual el
caso una entrada-una salida.

Se establecen las bases para el uso de operadores diferenciales en los sistemas LTV, es-
to permite, de alguna manera, guardando las proporciones debidas, tener una herramienta
equivalente a la Transformada de Laplace que se usa en los sistemas LTI.

En 1979, Kamen y Hafez [33] extienden el andlisis y se usan médulos para la represen-
tacion de los sistemas LTV, la obtencién de generadores y otros resultados algebraicos son
dados. Este articulo ofrece una herramienta abstracta para la realizacion de los LTV.

En 1979, Kamen [34] estudia el caso de sistemas analiticos,? justifica la importancia de
tener resultados tedricos para este tipo de sistemas. Se desarrollan procedimientos cons-
tructivos para obtener las realizaciones de este tipo y también se estudia el caso de cémo
aproximar un sistemas LTV por medio de sistemas analiticos mediante el método de Weiers-
trass.

Se dan resultados para la realizacién de sistemas analiticos basados en la matriz de
Hankel. Se estudian los casos para las realizaciones minimas, se ofrecen algoritmos del tipo
computacional para la comprobacion.

En 1988, Kamen [35] continda trabajando con operadores diferenciales, se hace énfasis
en el estudio de los polos y los ceros del sistema, se dan métodos basados en la solucion de

ecuaciones diferenciales no lineales para poder factorizar el sistema de la forma?:

a(th)y(t> = b(D7t)x(t)7

n—1 )
a(D,t) = D"+ > ai(t)D",
1=0
n—1
b(D,t) = 3 bi()D",
=0

donde D = %, los coeficientes a;(t) y b;(t) son derivables. En sus correspondientes produc-
tos de monomios. Lo cual permite hacer un analisis de estabilidad basado en las raices del

sistema, las cuales son variantes en el tiempo.

En 1989, Kamen, Khargonekar y Tannenbaum [36] atacan el caso de control por retro-

2Son aquellos en los que sus pardmetros son funciones analiticas.
3Se respeta la nomenclatura utilizada por los Autores, ejemplo D = % en [33], s = % en [43], 0 = 1/s
en [44].



alimentacién dindmica del estado, de la forma u(t) = K (t)z(t) para un sistema:

d
() = A)x() + B(t)u(t).
Tal que el sistema en lazo cerrado es:
alt) = [A(H) + BOK (0] (1),

se estudia la estabilidad del sistema basada en los valores propios de la matriz:
ReA; [A(t) + B(t)K(t)] <7, Vy<O.

Los cuales pueden ser no finitos, para obtener la matriz K (t), tal que el sistema sea
estable. Esta se propone de la forma:

K(t) = BT (t)P(t),
donde P(t) satisface la siguiente ecuacion de Riccati:
[AT(t) ++I] P(t) + P(t) [A"(t) + 71| — P(t)BT(t)B(t)P(t) = —Q,

donde @ es una matriz definida positiva. Se demuestra que el sistema es asintéticamente
estable bajo estas condiciones.

Kamen es el primero en introducir para el estudio de los sistemas LTV, anillos di-
ferenciables y anillos de fracciones. Esta herramienta es aplicada a los coeficientes de las
matrices {A(t), B(t),C(t)}. Extiende el uso de esta herramienta para el diseno de un con-
trolador por retroalimentaciéon de estado dindmica donde el conocimiento de la tripleta
{A(t), B(t),C(t)} es una hipdtesis.

2.3. Resultados de Chen, Wu e Ichikawa (1995 — 2001)

En 1997, Chen [9] propone una ley de control por retroalimentacién de estado la cual
fue disefiada para sistemas lineales variantes en el tiempo, basada en una transformacién
de estado no lineal. En control éptimo para sistemas lineales variantes en el tiempo, existen
trabajos como el de Wu [78] en 1995 y el de Ichikawa [27] en 2001, donde un controlador
cuadratico Gaussiano (LQG) es desarrollado. Para ello, es necesario el conocimiento de las
matrices, A(t), B(t) y C(t), y la medicién del estado; la estabilidad cuadratica es garanti-
zada. Wu [78] ataca el problema de forma mas general, él desarrolla un observador LQG,
pero el conocimiento de las matrices A(t), B(t) y C(t) es alin necesario.

2.4. Resultados de Marinescu y Bourles (1999 — 2011)

En 1999, Bourles y Marinescu [6] estudian el problema de los polos y los ceros de
transmisién al infinito. Se relaciona a los polos de transmisién al infinito con el niimero de
derivadores entre la entrada y la salida del sistema y los ceros de transmision al infinito
se relacionan con el nimero de integradores entre la entrada y la salida, es decir, estan
asociados con el grado relativo de la matriz de transferencia.
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2.4.1. Matriz de Transferencia

Una aportacién del articulo [6] es la definicién de la matriz de transferencia para siste-
mas LTV y la definiciéon de grado relativo de la matriz de transferencia. Esto se logra de
la siguiente manera:

1. Se selecciona el campo diferencial donde se trabajara.

2. Se representa al sistema con moédulos finitamente generados.
sobre dominios de ideales principales.

3. Se escribe una representacén de forma polinomial (PMD).

4. Se definen los diferentes tipos de polos y ceros del sistema.

1. Seleccion del campo diferencial de trabajo
Sea K C R, el campo conmutativo dotado con una derivacién “”. R := K]Js] son
polinomios con coeficientes en K e indeterminada s con la regla de conmutacion:

s-a=as+a, Vac€K.

Se construye el anillo de fracciones F', cuyos elementos son de la forma o = 1/s, se

trabaja sobre el anillo:
S = K{[o]],

que es el de las series de la forma:
a:ao+a1a+a202+-'-

con la siguente operacién definida:

o--a=a0 — 0 ga o
N dt ’

2. Representaciéon del sistema
Los ideales principales pueden ser derechos o izquierdos y sus elementos satisfacen la
propiedad de Ore. Existen bases tales que se tiene la matriz que define al médulo.

3. Representacién polinomial del sistema
Con la herramienta definida, se describe al sistema como sigue:

D(s)C = N(s)u,
y = Qs)C+W(s)u,

la cual es definida como nuevo sistema.* Para el estudio de su estructura, se emplea
la forma:
D(s) N 0 15| _4
Q(s) W(s) -I -
Y
y se realiza una factorizacién coprima derecha, para poder estudiar la estructura del
sistema.

“En el articulo [6] se le nombra newborn system
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4. Ceros y polos del Sistema
Los polos y ceros que un sistema LTV se definen de la siguiente manera:

Definicién 2.4.1 (Bourlés y Marinescu [6])
Los polos y ceros al infinito que corresponden a la dinamica de un sistema lineal son
los S-mdédulos siguientes:
a) Ceros al infinito de desacoplamiento de entrada DT .
b) Ceros al infinito de desacoplamiento de salida DV /[y" ut]s.
¢) Ceros al infinito de desacoplamiento de entrada-salida T+ /(T N[yt u']s).
d) Modo oculto al infinito: D /(®+ N [y*  u'tls).
e) Cero invariante al infinito T /[y™]s.
f) Ceros de transmisién al infinito (2 N [y™ ut]s)/ (TN [yT]s).

donde: DT es un S—mddulo, T+ es el submédulo de torsién de Dt y & es un
submédulo libre de DT .

O

2.4.2. Acoplamiento de Sistemas

En 2003, Marinescu y Bourles [43] analizan el problema de acoplamiento de sistema,
bajo un enfoque algebraico para sistemas LTV. Este problema se refiere a poder asignar
una matriz de transferencia a un sistema LTV dado, mediante un compensador G(s), tal
que:

G(s)A(s) = B(s), matrices sobre el anillo K]s].

Donde A(s) es la matriz de tranferencia del sistema, G(s) compensador y B(s) matriz
de transferencia que se desea asignar. Se trabaja sobre dominios de ideales principales ya
descritos, asi como sobre anillos no conmutativos tanto diferenciales como integrales.

La herramienta es aplicada como sigue:

1. Dadas las matrices A(s) € F™*" y B(s) € F'*" con rango pleno r, se construye la

matriz: ro { A(s) ] |

2. Se calcula el grado de F'(s), lo cual permite saber que grado tienen los polos al infinito
de las matrices A(s) y B(s).

3. Mediante la descompocisién de F'(s) en su forma de Smith-MacMillan. Se hace uso
de la definicién de contenido de una matriz como en sistemas LTI.

Definicién 2.4.2 (Marinescu y Bourles [43])
Sea G(s) € F'™*" se define el contenido de la matriz G(s) como:

Cx(G(s)) = é(polos al infinito de G) — §(ceros al infinito de G).

Donde 6(-) denota el grado del médulo en el paréntesis.



12

Con el uso de las operaciones ya definidas se demuestra la siguiente propiedad: N
Propiedad 2.4.1 (Marinescu y Bourlés [43])
Sea G(s) = G1(s)Ga(s) entonces:
O (G(5)) = Co(G1(5)) + Coo(Ga(s))-
O

Esto permite obtener el resultado principal del articulo, el cual es:

Teorema 2.4.1 (Marinescu y Bourles [43])

Dadas las matrices A(s) € F™ " y B(s) € F'*", con rank(A) = rank(B) = rank(F), si
existe un compensador G(s). El problema de acoplamiento exacto de modelo (EMM) tiene
solucion propia, si y solo si:

Cx(A(s)) = Cx (F(s)),
donde:

2.4.3. Aplicaciones Practicas

En 2007, Marinescu y Bourles [44] presentan casos practicos de aplicacién de la herra-
mienta desarrollada hasta el momento. La aplican a problemas de ingenieria tales como:
exitacion variable para un motor de DC, problemas de acoplamiento exacto de sistemas y
rechazo de perturbaciones. Se dan estrategias de implementaciéon y muestran la utilidad de
la herramienta utilizada.

2.4.4. Extensién de la Herramienta

En 2009, Marinescu y Bourles [45] extienden el andlisis al anillo, K := C((t)) el anillo
conmutativo de las series de Laurent, con coeficientes en C. Los elementos son de la forma:

a= Zaiti, a; € C.

1>V
Al extender el campo se tienen polinomios de la forma:
n
p(d) ="+ a; 0",
i=1
con 0 = %. Un polinomio de este tipo puede ser factorizado de la siguiente forma:
p(0) = (0 —r))" (@ —ro)® - (0 — i)™,

si d; = 1 para todo valor de i = {1,2, ..., k} se tienen factores de primer orden. El extender
el campo permite trabajar sobre la existencia de soluciones fundamentales para sistemas
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LTV, como lo que se tiene en sistemas LTI, que como se sabe para un polinomio de orden
n, se tienen n soluciones linealmente independientes.

Se da un método para descomponer el polinomio p(9) en n factores, es decir: las raices
del sistema que son los polos del mismo y esto permite hacer un estudio de la estabilidad
como en el caso clasico de sistemas LTI.

Es posible hacer el anélisis de los polos en todo instante de tiempo, se presenta una
forma extensa sobre el uso de la herramienta que se ha estado desarrollando para los
sistemas LTV.

2.4.5. Modos Ocultos

En 2009, Marinescu y Bourles [46] se enfocan principalmente al andlisis de los grados de
los polos y los ceros al infinito, asi como de los llamados modos ocultos los cuales ocurren
cuando existen cancelaciones matemadticas entre polos y ceros. Se atacan los siguientes
casos:

1. Sistema una entrada una salida y = Gu.
2. Suma de sistemas y = y1 + y2, donde y1 = Giuy y y2 = Gous.

3. Sistemas en cascada y = GoGu.

El analisis de los modos ocultos de los casos anteriores se realiza mediante la factorizaciéon
coprima derecha de la matriz de transferencia del sistema, que de forma general es:

—Bj, (o) 0 0
By = 0 —Bjp(0) —Bjy(0)
0 0 "y

Se demuestra que existen matrices unimodulares sobre el mismo campo de tal forma
que se puede encontrar la forma de Smith-MacMillan de la matriz Byo, de la cual se obtiene
la informacién de los modos ocultos del sistema.
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Capitulo 3

Sistemas Lineales Variantes en el
Tiempo con Retardo

En la descripcién matematica de un proceso fisico, por lo general suponemos que el
comportamiento del proceso considerado depende sélo del estado presente, esta considera-
cién es valida para una gran clase de sistemas dindmicos.

Existen situaciones donde esta consideracién no es vélida y el uso de modelos mate-
maticos clasicos en el andlisis y diseno de sistemas lleva a tener un bajo desempeno, la
existencia de retardos pueden hacer que el sistema sea inestable. En estos casos, lo mejor
es considerar que el comportamiento del sistema incluye informacién de estados anteriores.
Estos sistemas son conocidos como sistemas con retardo. Los retardos deben tomarse
en cuenta tanto, en el andlisis como en el diseno de controladores. De no ser tomados en
cuenta, la respuesta del sistema en lazo cerrado puede llegar a degradarse hasta la inesta-
bilidad, especialmente si el sistema a controlar es inestable.

Los sistemas de control con retardos aparecen frecuentemente en aplicaciones practicas,
o bien de forma intrinseca al propio proceso, o bien de forma inducida por la propia pla-
taforma (tiempos de computo, retardos de comunicacién en el intercambio de datos entre
dispositivos, etc). Los retardos pueden afectar a la entrada, la salida o el estado interno del
proceso.

La existencia de retardos en los modelos matematicos de sistemas pueden tener diver-
sas causas, como, por ejemplo: al medir las variables del sistema, transmisién de senales,
por cuestiones tecnoldgicas. Esto nos lleva a preguntarnos: ;Cémo modelar los sistemas?,
i, Cémo analizar la estabilidad? o ;Cémo controlar este tipo de sistemas?.

Existen principalmente tres formas de modelar Sistemas con retardo':
1. Evolucion en espacios abstractos. En este caso, los sistemas con retardo son

incluidos en una clase de sistemas lineales para la cual su evolucién es descrita por
operadores apropiados en espacios de dimensién infinita. Desde el punto de vista de

Lver Capitulo uno de [13]

15
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la teoria de sistemas, esta forma de andlisis es muy general, los métodos desarrollados
no son siempre faciles de aplicar a problemas especificos.

2. Ecuaciones diferenciales funcionales. En este caso se tienen dos formas de como
analizar al sistema con retardo, que este evoluciona en un espacio de dimension finita,
o en un espacio funcional. Desde el punto de vista de la teoria de sistemas, se pueden
usar conceptos clasicos especificos a la dimensién finita de sistemas lineales, o intro-
ducir nuevos conceptos més apropiados a la interpretacién de espacios funcionales.
Una ventaja de tener un modelo con esta herramienta es que se puede estudiar un
problema de dimensién infinita usando herramientas de dimensién finita.

3. Ecuaciones diferenciales sobre anillos o mdédulos. En este caso se tiene un in-
terés sobre las propiedades estructurales del sistema, como estabilizabilidad y obser-
vabilidad. Esta herramienta es ttil cuando la informacion especifica sobre el tamafo
del retardo no es necesaria.

En este trabajo de tesis se consideraran principalmente modelos del tipo 2 y 3 debido
a la herramienta matemaética para su andlisis.

En las siguientes secciones se describen brevemente algunos de los trabajos sobre sis-
temas lineales variantes en el tiempo con retardo (LTVD), con un enfoque de la teoria de
control, de las ultimas cinco décadas.

3.1. Resultados Buckalo (1968)

En 1968 Andrew Buckalo [8] estudia la propiedad de controlabilidad para sistemas
lineales variantes en el tiempo con retardo. Condiciones suficientes en términos de los coe-
ficientes de las matrices son dadas, la nocién de controlabilidad para sistemas con retardo
es relacionada con la definicién para sistemas sin retardo. Mediante la matriz de controla-
bilidad Q.(t), definida por Sylverman en [70], ver ecuacién (2.1). El resultado principal del
trabajo es el siguiente.

Teorema 3.1.1 (Buckalo [8])
Dado el sistema

d

—

dt
con funcion inicial ¢(t), parat € [—p, 0], es completamente controlable al origen del espacio
funcional si existe un t; > 0 tal que:

(t) = A(t)x(t) + Bt)z(t — p) + C()u(t),

1. La matriz de controlabilidad Q.(t) tiene rango n para todo t € [t — p,t1] ¥

2. B(t)x(t — p) + C(t)u(t) = 0 admite una solucién continua a pedazos u(t) para t €
[th 1+ p] :
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3.2. Resultados Weiss (1970)

En 1970 Leonard Weiss [77] establece una condicién suficiente para la propiedad de
controlabilidad de sistemas lineales variantes en el tiempo con retardo constante. Esto lo
hace en base a la solucién de la ecuacién diferencial.

El resultado principal de este trabajo es, dado el sistema
da(t) = A)x(t) + B(t)x(t — h) + C(t)u(t), to <t
define la matriz de controlabilidad Q(t), de la siguiente manera:

Q) =[ Qi(t),...,Q7(1),Q3(t — h),...,Q5(t — h),...,Qu(t — (n— 1)h) ]

con
3.1
Q40 = Ct), (31)
Qi () = GQI(t) — (t+(3 —Dh)QF(t) = Bt + (j — Qi (t)
ji=1,...,k k=1,.
y QF(t)=0, para j:() 6 j>k.
concluye con el siguiente teorema.
Teorema 3.2.1 (Weiss [77])
Si existe ty tal que el rank Q(t1) = n, entonces el sistema
d
&x(t) = A(t)z(t) + B(t)z(t — h) + C(t)u(t)
es controlable al origen desde cualquier punto finito ty < ti.
O

Para la época este resultado significé un gran avance en el estudio de los sistemas
lineales variantes en el tiempo con retardo.

3.3. Resultados Olbrot (1972)

En 1972 Andrzej W. Olbrot [51] estudia el problema de controlabilidad para sistemas
lineales variantes en el tiempo con retardos constantes en la entrada. Establece condiciones
necesarias y suficientes para la propiedad de controlabilidad del sistema mediante la matriz
de transicién del sistema.

Un resultado de este trabajo es, dado el sistema

se define

« N Bi(t), vVt € [to,tl]
Bi(t)_{ 0, Vit >ty ’
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por medio de la matriz de transicién ®(t, s) obtiene las matrices

Bls) = 3 B(trs + hi)Bi(s + o),
1=0

to
Concluye con el siguiente lema.
Lema 3.3.1 (Olbrot [51])
El sistema
q k
(0 = A0 + L B0t~ b

es controlable si y sélo si
yeR" yTy(s) =0

casi en todas partes del intervalo [tg, t1], implica que y = 0.

3.4. Resultados Sendaula (1974)

En 1974 Musoke Sendaula [64] estudia la observabilidad para sistemas lineales variantes
en el tiempo con retardo variante en el tiempo. Desarrolla un criterio algebraico para la
propiedad de observabilidad de estos sistemas.

Analiza la observabilidad fuerte del siguiente tipo de sistema:

La(t) = Ag(t)z(t) + Ai(t)z(t — h(t)), to<t<t,
(3.2)
y(t) = Co(t)z(t),

con condicién inicial ¢(o), o € [to—h(to), to]. Para esto define el Gramiano de observabilidad
del sistema (3.2) como

t1 t to
M (to,t1) :/ / Ay (0)®(0,t0)CT (0) / ®(0)A;(r)drdodt,
to t—h(t) to—h(to)

donde: ®(o,tp) es la matriz fundamental del sistema. Demuestra el siguiente teorema.

Teorema 3.4.1 (Sendaula [64])
El sistema (3.2) es fuertemente observable en el intervalo [to,t1] si y sélo si M (to,t1) tiene
rango n para todo t € [tg — h(to), to]. O

Este trabajo representé un gran paso en el estudio de sistemas con coeficientes variables.



3.5. Resultados Morse (1976)

En 1976 A. S. Morse [50] estudia la estructura algebraica de sistemas con retardo defini-
dos sobre el anillo de polinomios en A, R[A]. Introduce definiciones sobre controlabilidad y
observabilidad. Estas definiciones se utilizan para caracterizar la representacion del sistema.

G(t) = ANz (t) + BN u(t),
y(t) = C(Mx(t),

s

(3.3)

donde \ es el operador retardo A = e~*T para T > 0. Este articulo es el primer trabajo

donde con un contra ejemplo:

dtxl(t) = a:l(t) + xg(t — T),
arva(t) = wa(t) + z3(t),
Ex?)(t) = u(t)v

se muestra que la condicién de controlabilidad no es suficiente para garantizar la existencia
de una retroalimentacién de estado tal que el sistema siga cumpliendo con la condicién de
controlabilidad, ya que si se hace el cambio de variable z(t) = x1(t) — x2(t — T) se tiene
que:

d20) = Sai(t) — Sas(t - T),
=z (t) —w3(t = T) — (wo(t = T) + x3(t = T)),
= z(t),

2(t) = et x(T).

Lo cual significa que no existe una ley de control, u(t), tal que la dindmica de la dife-
rencia entre x1(t) y z2(t — T') pueda ser asignada a voluntad. Por lo tanto este sistema no
es estabilizable.

El articulo [50] muestra un resultado inesperado y plante nuevos retos.

3.6. Resultados Malek-Zavarei (1982)

En 1982 M. Malek-Zavarei [41] estudia el concepto de observabilidad para sistemas no
estacionarios con multiples retardos, representados por la ecuacién:

%w(t) = Ap(t)z(t) + jZlAi(t)az(t — hy),
y(t) = C(t)=(t),

con z(t) = o(t), to —hm <t <tgy 0 < hy <+ < hy,.

(3.4)

Establece una condicion necesaria para la observabilidad del sistema basada en el co-
nocimiento de las matrices A;(t), para ¢ =0,1,...,m. y C(t). Esto lo hace de la siguiente
manera:

19



20

1. Define la matriz de observabilidad como:
P@t) =[P, P},....P,],

con:
Pl =CT(t),

P = AFMP) + §P], j=1..n-1

2. Demuestra el siguiente teorema

Teorema 3.6.1 (Malek-Zavarei [41])

Si las matrices A;(t), parai = 0,1,...,m, son n — 2 veces derivables y la matriz
C(t) es n — 1 veces derivable sobre el intervalo [ty,tf), entonces el sistema (3.4) es
observable si la matriz de observabilidad P(t) tiene rango completo en el intervalo.

O

Este trabajo establecio un criterio algebraico de observabilidad para este tipo de siste-
mas.

3.7. Resultados Verriest (1994)

En 1994 Erik I. Verriest [75] estudia la propiedad de estabilidad robusta y estabilidad
asintotica para sistemas lineales variantes en el tiempo con retardo acotado desconocido.

Analiza el sistema q

at”
y establece condiciones suficientes en base al conocimiento de los coeficientes de las matrices
A(t), B(t). Las condiciones son obtenidas en base a la existencia de una matriz definida
positiva, P(t), que satisface un cierto tipo de ecuacién diferencial de Riccati. El resultado
principal del trabajo es el siguiente teorema.

(t) = A(t)x(t) + B(t)z(t — h(t)),

Teorema 3.7.1
Considérese el sistema

d
—
dt
Si existe una tripleta de matrices variantes en el tiempo continuas simétricas definidas
positivas, P(t), Q(t,s) y R(t) tal que:

(t) = A(t)z(t) + B(t)x(t — h(t)), con h(-)e H.

%P(t) + AT(t)P(t) + P()A(t) + Q(t,t) + S(t) = 0,
_ P(OB1Q(t,t — h() BT P()
S(t) = = ah + R(t).

Entonces el sistema es H -Robusto estable.



3.8. Resultados Wu y Grigoriadis (2001)

En 2001 Fen Wu y Karolos M. Grigoriadis [79] analizan el problema de estabilizacién
mediante retroalimentacién de estado. Analizan el sistema:

%ﬂf(t) = A(p(1)=(t) + An(p(2))x(t = h(p(t))) + B((p(t)))u(?), (3.5)

donde las matrices A(p(t)), An(p(t)) y B((p(t))) son funciones continuas conocidas de un
vector variante en el tiempo p(t), que pertenece al siguiente conjunto:

d
F = {p eCR,R"): p(t) eP,| Epi(t) <y, i=12,...,n. Vte R+} ,
con P un conjunto compacto de R™ y los niimeros v; son negativos para i = 1,2,...,n.

La retroalimentacién de estado propuesta es:

u(t) = F(p(t))z(t). (3.6)

Enseguida analiza la estabilidad del sistema en lazo cerrado, mediante el método de
Lyapunov, de la siguente manera:

1. Propone la funcional de Lyapunov-Krasovskii.

V(w,p(t) = 7 (1) P(p(t)) () + / () Qa(O)dC.
t—h(p(t))

2. El criterio para estabilidad estd dado en terminos de desigualdades lineales matriciales
(LMI) siguiente:

P(p)A(p) + AT(p)P(p) + Q (*)

AT () P(p) —Q ] =0

Extiende el resultado para el caso cuando se tienen multiples retardos. Es decir cuando
k

se tiene un término de la forma > Ap, (p(t))x(t — hi(p(t))), para el cual sigue el mismo
1

procedimiento.

3.9. Resultados Wang, Zhang y Xie (2007)

En 2001 Wei Wang, Huanshui Zhang y Lihua Xie [76] proponen un filtro 6ptimo para
sistemas lineales variantes en el tiempo con retardo variante en el tiempo. Este filtro esté
basado en un filtro de Kalman variante en el tiempo.

El resultado de este trabajo estd basado en la solucién de dos ecuaciones algebraicas de
Riccati, en vez de resolver dos ecuaciones diferenciales de Riccati. Esto hace que el tiempo
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de cémputo de los estados estimados sea menor.

En este mismo ano Javad Mohammadpour y Karolos M. Grigoriadis [49] estudian la
estabilidad y desempefio del sistema

d

726 = Alp@®))x(t) + An(p(t))(t — 1), (3.7)
los resultados son obtenidos usando el segundo método de Lyapunov. Establecen criterios
del tipo de desigualdades matriciales lineales, el resultado principal es enunciado en el
siguiente lema.

Lema 3.9.1 (Mohammadpour y Grigoriadis [49])
Sea el sistema (3.7) y considere que existen matrices definidas positivas P(p(t)), @, y
numeros positivos B y ( tal que:

[ P(p)A(P) + AT (p)P(p) + Q + 5 P(p) + 28P(p) P(p)Ahglp) }

IN

0,

* —e

* —e %R

[ P(p)A(p) + AT (p)P(p) + Q + §P(p) +28P(p)  P(p)An(p) ] <0,

3.10. Resultados Liu, Tang y Han (2011)

En 2011 Hai-Lin Liu, Gong-You Tang y Shi-Yuan Han [22] estudian el problema de
control éptimo del siguiente sistema con multiples retardos,

% (t) = +ZA x(t — 1) + B(t)u(t), (3.8)

seleccionan el siguiente indice finito cuadratico de desempeno,
T
J =27 (T)Qu(T) + / u® (t) Ru(t)dt, (3.9)
to
donde @ es una matriz semidefinida positiva y R es una matriz definida positiva. El pro-
blema de control éptimo es encontrar u*(¢) la cual hace que el indice de desempeno J sea

minimo restringido al sistema (3.8). El resultado principal del articulo [22] queda expresado
en el siguiente teorema.

Teorema 3.10.1 (Liu, Tang y Han [22])
La ley de control éptima u*(t) del indice de desempeno (3.9) restringia al sistema (3.8)
puede ser calculada de la siguiente forma:

-1

u*(t) = —R(t)BT ()®(t)Q 1+Z/ YBT)@"(1)Qdt| ,  (3.10)
zlto

donde ® es la matriz fundamental del sistema. O



3.11. Analisis de los Resultados

Los sistemas con retardo son parte de los istemas dindmicos que se pueden encontrar
en la naturaleza o en sistemas creados por el hombre. En teoria de control se tienen ya
varios resusltados sobre propiedades estructurales, estabilidad y estabilizacién de este tipo
de sistemas. En las secciones anterirores se presentaron algunos de estos resultados ya que
para sistemas lineales con retardo los resultados pueden variar dependiendo de:

= tipo de retardo,
= tipo de modelo,
= pardmetros del sistema,

= tipo de controlador.

Por este motivo en las secciones anteriores se resumen ciertos resultados sobre contro-
labilidad, observabilidad, estabilidad y estabilizaciéon de sistemas lineales variantes en el
tiempo con retardo que seran tratados en esta tesis en los Capitulos 6 y 8.

Los resultados que se han presentado son en general para sistemas dindmicos represen-
tados por la ecuacion de estado lineal con retardo:

La(t) = Ao(t)z(t) + Ay(t)z(t — 7(t)) + B(t)u(t),
(3.11)
y(t) = C(t)x().

donde las matrices Ag(t), A1(t), B(t) y C(t) se consideran conocidas. La funcién 7(¢) en
general se considera acotada.

Es importante notar que para el sistema (3.11) los resultados sobre:

1. controlabilidad y observabilidad, no solo dependen del conocimiento preciso de los
parametros del sistema. El tipo de retardo y las propiedades de este también juegan
un papel relevante.

2. estabilidad, para esta propiedad nuevamente el conocimiento preciso de los parame-
tros no es suficiente, ya que, considerar un criterio independiente del retardo no es
recomendable.

Noétese que a diferencia de los sistemas lineales variantes en el tiempo, las propiedades
de controlabilidad, observabilidad y estabilidad no solo dependen de los parametros del
sistema. El tipo de retardo y la dindmica de este es muy importante. En el caso de la
estabilidad, no existe una forma de seleccionar la funcional de Liapunov-Krasovskii, ain
conociendo los parametros del sistema, lo que es importante es llegar a un criterio sobre la
estabilidad del sistema (3.11) dependiente del retardo.

En este trabajo de tesis se presenta un esquema de control, para sistemas representados
por la ecuacién (3.11), que representa una alternativa de solucién al problema de estabi-
lizacién y acoplamiento de modelo, cuando se tiene desconocimiento de los pardmetros y
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solo se conocen ciertas cotas superiores. Lo cual desde el punto de vista de la ingenieria de
procesos es ttil para lograr un buen desempeno de los sistemas existentes en la industria.



Capitulo 4

Definiciones y Resultados de
Sistemas LTV y LTVD

En este trabajo de tesis se proponen leyes de control para sistemas lineales variantes
en el tiempo y sistemas lineales variantes en el tiempo con retardo. En este Capitulo: se
presentan definiciones bésicas de las representaciones de estado utilizadas. En las secciones
4.1 y 4.2 se da la representacién de un sistema lineal variante en el tiempo y un sistema
lineal variante en el tiempo con retardo en el espacio de estado. Esta puede ser del tipo:
una entrada-una salida, comtinmente llamado caso SISO (por su siglas en inglés single
input-single output) o con n entradas y m salidas, cominmente llamado caso MIMO (por
su siglas en inglés multiple input-multiple output). En las secciones 4.3 y 4.5 se muestran
resultados sobre la solucién de cada tipo de sistema y finalmente en las secciones 4.4 y 4.6
se muestran resultados para el caso de sistemas con perturbaciones singulares.

4.1. Definicién y Representacion de Estado: Caso SISO

Para un sistema lineal con una entrada y una salida se consideran dos casos: 1) un
sistema lineal variante en el tiempo definido por la siguiente ecuacion diferencial ordinaria,

dn n qn—t
S0+ D ami(t) 5o (t) = bEu(h), (1)
i=1
definida para t > tg, con condiciones iniciales:
d a1
y(to)v £y(t()), SR Wy(t0)7

y 2) un sistema lineal variante en el tiempo con retardo definido por la siguiente ecuacién
diferencial,

%y(t) £y an—i(t)%y(t) Y an_i(t)%y(t — ) = bt)u(t), (4.2)
i=1 i=1

con 7(t) una funcién continua, derivable y que satisface 0 < 7(¢t) < 7. Definida para t > o,
con condiciones iniciales:

Wo)=ulo) Voelr0),
y(to), Sy(to), ... ., S=y(t).
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Ambos casos pueden ser llevados a una forma de ecuacién lineal de estado con entrada
u(t) y salida y(t), ver [63] y [3]. Para esto, se definen las variables de estado:

n(t) = y()

t
() = G, )
za(t) = Lovl

Para cada caso se tendran las siguientes representaciones de estado:

1. Sistema Lineal Variante en el Tiempo

Escribiendo la ecuacién (4.1) en forma vectorial se obtiene una ecuacién de estado
lineal variante en el tiempo,

0 1 0 0
d : :
—=x(t) = z(t) + u(t), 4.4
ar(t) 0 0 . (t) (t) (4.4)
—ao(t) —ai(t) —ap(t) b(t)
donde z(t) = [ z1(t) x2(t) --- xn(t) |7 es el vector de estado. La ecuacién de
salida es:
yt)=[1 0 -+ 0 ]=(t),
y las condiciones iniciales sobre la salida y sus derivadas forman el vector de estado
inicial:
y(to)
dy(to)
(o) = |
d"y(to)
dgn—1

2. Sistema Lineal Variante en el Tiempo con Retardo
Escribiendo la ecuacién (4.2) en forma vectorial se obtiene una ecuacién de estado
lineal variante en el tiempo,

0 1 0 0 - 0 0
%x(t) = : : " : z(t) + : : . z(t—7(t)) + . u(t),
0 0 .. 1 0 .. 0 0
aolt) —m(t) el “aolt) e () bl
4.5)
donde z(t) = [ z1(t) x2(t) - xn(t) |7 es el vector de estado. La ecuacién de
salida es:



27

y las condiciones iniciales sobre la salida y sus derivadas son:

T

2(0) = W(0) = | ¥(o) (o) ... Eue) | Veoelro),
y(to)
dy(to)
x(to) = d;t
d"*l'y(to)
dtn=T

4.2. Definicién y Representacion de Estado: Caso MIMO

Para un sistema con m salidas y m entradas, también puede expresarse en forma de una
ecuacion de estado lineal variante en el tiempo. De igual forma que en la secciéon anterior
se consideraran dos casos: 1) sistema lineal variante en el tiempo definido por siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales, ver [31]:

(S) + Declt)¥(w) )y(t) = B(t)u(d), (4.6)

y 2) un sistema lineal variante en el tiempo con retardo definido por siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales:

(5) + Declt)¥(0) (1) + Drae )L (p)u(t — (1)) = B(tult), (47)

en ambos casos se tiene:

Y1 Ui

Y2 u2
y(t) = . ) u(t) = )

Ym Um

donde y(t) es el vector de salidas y u(t) es el vector de entradas. Las matrices S(p), ¥(p),
Dyc(t), Dyac(t) y B(t) se describen a continuacion:
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all,l DY all,yll a12,1 DY a’1277]2 DY a’lm71 “ e a/lm’nm
a21,1 PEEEEY a21’n1 a22’1 .« .. a22,n2 .« .. a2m’1 PR a2m7nm
Dﬁc(t) = . . »
am171 PR am17n1 am271 .. am2’n2 .« .. amm71 .. a/m7n777m
allyl PEEEY allynl a12Y1 PEEEY a12yn2 PEEEEY ale1 PEEEEY alm’nm
a21’1 DY a21’7]1 a22’1 DY a22’n2 DY a2m’1 DY a2mynm
Dyae(t) = . :
aml,l e aml’nl am2’1 e am2’n2 e amm,l e amm,nm
r1 0 0
p77172 0 0
pm—l 0 0
0 1 0
bi1 | b2 b1.m
: : : : bap | bag |-+ | b2
_ -2 _ m
VU(p) = 0 |[pP==2|---] O y Bt)=1| . | . |. o
0 pr=l ... 0 : : o :
. bml bm2 bm,m
0 0 1
0 0 RN pnm72
L O 0 e pnm_l i

(4.9)
donde 1 > 12 > -+ + > N, los coeficientes de la matriz Dy.(t) son de la forma a;, = a;,, ()
para i, j,k € {1,...,m}, los coeficientes de la matriz Dyg.(t) son de la forma o, = a;,, ()
para i,j,k € {1,...,m}, los coeficientes de la matriz B(t) son de la forma b;; = b;;(t) para

z',jE{l,...,m}ypi:%paraie{l,...,m}.

Se define el vector de estado, x(t), de la siguiente forma:

T
x(t) = [ ri(t) oo () T o T () o Tpigeg 1 () s X, () ]
_ "ty (1) 72"ty (1) amn iy, )"
- yl(t) q01—1 yQ(t) dinz -1 ym(t) N e ——
(4.10)

Entonces las ecuaciones de estado lineal, cominmente llamadas multivariables, son de la
siguiente forma:

1. Sistema Lineal Variante en el Tiempo MIMO
De las ecuaciones (4.10) y (4.6) se obtiene la siguiente ecuacién diferencial vectorial
de primer orden:

2 a(t) = A)a(t) + B (u(r), (4.11)
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donde:
A(t) =
i 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0144, U 14, —Qly,, 0 —0Aly ALy, — A1,
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
24, . TA2q, — a2, —a2y; —020,, a2,,1
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1
L —Qmy,y, 0 T0mgy “Amgy, 7 T0ma —Ompmy,, —Amp,
y
[0 0 0
0 0 0
bll b12 blm
0 0 0
0 0 0
ba1 | ba2 bam
B*(t) = ,
0 0 0
0 0 0
| bt | bz [ o | b |
(4.12)
la ecuacion de salida es:
[ 10 -~ 0]00 0 |- | 00 0 ]
00 --0]10 0 |- | 00 0
y(t) = : : : z(t). (4.13)
| 00 0]00 0 10 0 |

2. Sistema Lineal Variante en el Tiempo MIMO

De las ecuaciones (4.10) y (4.7) se obtiene la siguiente ecuacién diferencial vectorial
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de primer orden:
%m(t) = A(t)x(t) + A(t):v(t —7(t)) + B*(t)u(t), (4.14)

donde las matrices A(t), B*(t) estan descritas por la ecuacién (4.12) y la matriz A(t),
es de la forma:

0 0 0 0 0 0 -
,Oﬂl,,l —Q1qy a12n —Q1g; _almnm —o,,,
_0[21771 .. —Q2,, —a22n2 .. —Q24, 7a2mnm . 7a2m1
0 0 0 0 o 0
L —Qmagy, T —Omqy —Qmy,, s —Qmgyy — Qi . —Qm,y

la ecuacion de salida es:

10 --0]00 0| |00 0
00 010 0] -~-]o0oO 0
y(t) = : : ! z(t). (4.16)
| 00 0]00 0 | 10 0

4.3. Soluciéon del Sistema LTV

En esta seccién se presentan los resultados principales para sistemas lineales variantes
en el tiempo, estos son sobre: la solucion del sistema y la matriz de transicion.

4.3.1. Sistema LTV Homogéneo

Sea A(t) una matriz continua de dimensién n x n de funciones reales definidas para
todo ¢t en el intervalo I C R. El sistema lineal:

%x(t) = A(t)z(t), Vtel (4.17)

es llamado ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n. Donde se supone que
todos los coeficientes de A(t) son continuos sobre el intervalo I y que las (n — 1) primeras
derivadas de estos existen y estan definidas sobre el intervalo I. Esta suposiciéon permite
garantizar la existencia de una solucién para el sistema (ver [10] Capitulo 1, seccién 5). La
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funcién vectorial cero sobre el intervalo I es siempre una solucién del sistema (4.17). Esta
solucion es llamada solucién trivial del sistema.

Teorema 4.3.1 (Coddington y Levinson. [10])
El conjunto de soluciones del sistema (4.17) sobre el intervalo I forman un espacio vectorial
de dimension n. O

Si 41, ..., ¥, es un conjunto de soluciones linealmente independientes del sistema
(4.17), este conjunto se dice que forma una base fundamental de soluciones del sistema
(4.17).

Matriz Fundamental. Si ¥(¢) € R"*", es una matriz cuyas n columnas son soluciones
linealmente independientes de la ecuacion (4.17) sobre I, entonces ¥(t) es llamada una ma-
triz fundamental para la ecuacién (4.17). Nétese que ¥(¢) satisface la ecuacién matricial,
(ver [10]):

—U(t) = A(t)¥(t), Vtel (4.18)

Del teorema 4.3.1 se observa que el conocimiento completo del conjunto de soluciones de
la ecuacién (4.17) se puede obtener si se conoce la matriz fundamental del sistema (4.17).

Teorema 4.3.2 (Coddington y Levinson. [10])
Una condicién necesaria y suficiente para que una matriz solucion ¥(t) de (4.17) sea una
matriz fundamental es que det (\I/(t)) # 0 para todo t en el intervalo L. ]

Matriz de Transicién. Sea U(t) una matriz fundamental de la ecuacién (4.17). Entonces
la matriz de transicién del sistema (4.17), ®(¢,), estd definida de la siguiente manera:

D(t,tg) = U(t)U (ty) Vit toel. (4.19)
Noétese que la matriz de transicién satisface las siguientes propiedades:

a)  Ott) = I,

b) 7 Ht,tg) = W(to)VH(t) = P(to,t), Vit tite,to € I, (4.20)
c)  D(ta,tg) = P(ta,t1)P(t1,10).
De (4.18) y (4.19) se tiene que ®(¢,ty) es la tinica solucién de la ecuacién:
d
aq)(t,to) = A(t)2(t, o), (4.21)

con la condicién inicial ®(tg,tg) = 1.

En general la solucién de (4.21) no es facil de realizar y sélo para algunos casos es-
peciales es posible. Si A(t) es una matriz triangular o si A(t) tiene la siguiente propiedad
conmutativa:

A(t) ( tA(T)dT> = < tA(T)dT> A(t),

to to
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para todo t, tg, entonces la tnica solucién de (4.21) es dada por:

t

B(t, to) = exp < A(T)dT) . (4.22)

to
La matriz ®(t,tp) es una transformacién lineal que mapea el estado x(ty) en el estado

x(t).

4.3.2. Sistema LTV no Homogéneo o Forzado

Sea A(t) una matriz de dimensién n x n de funciones continuas reales sobre un intervalo
I C R, y G(t) un vector real continuo sobre el intervalo I de dimensién n, el cual no es
idénticamente cero sobre el intervalo. El sistema:

%x(t) = A(t)z(t) + G(t) Ytel, (4.23)

es llamado sistema lineal no homogéneo o sistema lineal forzado de orden n. Si los
elementos de A(t) y G(t) son continuos sobre el intervalo I, existe una tnica solucién ¢(7)
de la ecuacién (4.23) para la cual

(1) =,

donde 7 € Ty | ¢ |< 00, es decir, la solucién de un sistema lineal no diverge en tiempo finito.

Si U(t) es una matriz fundamental de (4.17) conocida, existe un método para calcular
la solucién de la ecuacién (4.23).

Teorema 4.3.3 (Coddington y Levinson. [10])
Si W(t) es una matriz fundamental de (4.17), entonces la funcién 1 (t) definida por:

U(t) = W(t) /Tt U (s)G(s)ds Vtel, (4.24)
es una solucion de (4.23) que satisface ¢() = 0 para T € I. O
Supongase que 9(t) = W(t)e(t) es una solucién de (4.23). Entonces:
G0 = G(T(Oe) = A ()e(t) + U (t) Ge(t) = A () + V(1) Felt),
= A@)y(t) + G(1),

més ain (1) Le(t) = G(t), o

d -
ac(t) = U1 (1)G(1).

Esta ecuacion se puede resolver siempre y se obtiene:

c(t) = /\Ill(s)G(s)ds, tel,



noétese que ¢(7) = 0. Asi (t) es dada siempre por la ecuacion (4.24).

Se puede ver que bajo las hipdtesis del teorema 4.3.3, la solucién ¥ (t) de la ecuacién
(4.23) satisface:

Y(r)=¢, Tel, |(]<0,

esta dada por: .
D() = G (t) + T(8) / U Y(s)G(s)ds Ve T, (4.25)

donde 9, (t) es una solucién de la ecuacién (4.17) sobre el intervalo I y satisface:

Yu(t) = ¢.

La ecuacién (4.25) es llamada formula de variacién de constantes de la ecuacién

(4.23), (ver Capitulo 3 de [10]).

4.4. Sistemas Lineales Singularmente Perturbados

El modelo singularmente perturbado de un sistema finito dimensional, fue introducido
por Tikhonov en 1948, (ver [74]). En este modelo una de las derivadas de los vectores de
estado esta multiplicada explicitamente por un ntimero real positivo, ¢, lo suficientemente
pequeno,

%w = f(z,z,t,e), x(to) =xz9, VYaeR™,

4.2
57 =9,z te), z(to) =2, VYzeR”, (4.26)

[oF,

€
donde las funciones f(z,z,t,¢) y g(x, z,t,¢) se consideran derivables con respecto de sus

argumentos z, z, € y t.

En teoria de control, cuando el modelo (4.26) reduce su orden para ¢ = 0, este pardmetro
se llama perturbacién singular, la dimensién del modelo (4.26) se reduce de n +m a n, ya
que una de las ecuaciones pasa a ser una ecuacién algebraica.

g(x,z,t,0) =0.

Sistema Lineal Singularmente Perturbado Homogéneo. Considerese la ecuacién
diferencial lineal homogénea:

%l‘(t) = An(t)x(t) + Alg(t)z(t), x(to) = Xq, Vz € Rn,
(4.27)
edz(t) = An(Oz(t) + An(t)z(t), =z(to) =20, Vze€R™,

donde los elementos de las matrices Aq1(t), A12(t), A21(t) v Ag2(t) son funciones suaves
para todo t en el intervalo I C R. La matriz Ags(t) satisface que:

H1. Los valores propios son tales que Re ()\ (Agg (t))) < o, para algin ¢ > 0 y para todo
tel,

H2. || A2a(t) ||< ¢, para algin ¢ € RT.
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Supongase que se desea resolver la ecuacién (4.27) en un intervalo fijo, 0 < t < 1,
con z(ty) y z(tp) definidos sobre el intervalo. Un procedimiento no formal para calcular la
solucién es el siguiente:

1. Se hace € = 0, se obtiene la siguiente ecuacién diferencial-algebraica:

SX() =An(H)X () + Aw()Z(t), X(0) = z(0),
(4.28)
0 = Agl(t)X(t) + Ao (t)Z(t)

2. Como la matriz Ago(t) es no singular, se tiene que:

Z(t) = Ay () An (DX (),

3. Entonces X (t) satisface la ecuacién diferencial:

SX(0) = (An(0) ~ An(®AZ (O An (1) X (1), X(0) = #(0).

Notese que el sistema anterior es de orden reducido con respecto al sistema inicial. Obsérvese
que la matriz A1 (t) — A1a(t) Agy (1) A21(t) es el complemento de Schur de Agy(t), (ver [52]).
A menos que Z(0) = A5, (0)A21(0)z(0) se cumple que es igual a z(0), el vector z(t) no
puede ser representado por el vector Z(t) cerca de t = 0. Para z(t) y z(t) acotados, se
cumple que:

d d
ax(t) =0(1) vy az(t) = 0O(e) cuando & — 0.

Asi, es natural decir que z(t) es la solucién lenta y z(t) es la solucién rapida del sistema

(4.27).

El procedimiento formal para resolver la ecuacién (4.27) es haciendo un correcto rechazo
de la perturbacion, €. Esto serd mostrado en la subseccion 5.2.3 del Capitulo 5, lo cual
consistira en separar la solucion rapida y la solucién lenta mediante un cambio de variable
o cambio de base (ver transformacién de desacoplamiento en el Apéndice C.4).

4.5. Soluciéon del Sistema LTVD

En esta seccion se presentan los resultados principales para sistemas lineales variantes
en el tiempo con retardo, estos son sobre: solucién y matriz de transicion.

4.5.1. Sistema LTVD Homogéneo

Sean Ag(t) y A1(t) matrices continuas de dimensién n x n de funciones reales definidas
para todo t > ty — 7. El sistema lineal:

%m(t) — Ao(®)a(t) + At —7(8), ¥ t>to. (4.29)



es llamado ecuacién diferencial lineal homogénea de orden n con retardo (ver [3]). La
funcién inicial y estado inicial de la ecuacién (4.29) es:

z(t) =g(t), Y telto—T,to],

z(to) = g(to) = o,

con: (4.30)
0<7(t)<7 con 7e€RT.
Matriz Fundamental. Una matriz ¥(t, s), de dimensién n x n que satisface:
CL) %\Ij(tas) = Ao(t)‘l’(t,s) +A1(t)\ll(t77—(t)75)a t > tOv
(4.31)

b) VU(s,s) =1, para t,s€ [to—T,to.
es llamada una matriz kernel o matriz fundamental de la ecuacién (4.29) - (4.30).

Teorema 4.5.1 (Malek [42])
La solucién de la ecuacion (4.29) con funcién inicial (4.30) es:

to
x(t) = / U(t,0)g(o)do, Vt>to, (4.32)
to—T7
donde la matriz U(t, o) satisface las condiciones (4.31). O

Una forma alternativa de calcular la solucién de la ecuacién (4.29) con funcién inicial
(4.30) es de la siguiente manera:

to
o) = Vitto)gto) + [ W(to+ @) Ao+ T(o)glo)do,  (43)
to—T7
donde la matriz W(¢, s) satisface las siguientes condiciones:
0) 2U(to) =—U(t,0)Ao(0) = U(t,0+7(0) Ao +7(0)), to <o <t—r(D),
b) ZU(t,o) =-V(t,0)A(0), t—T(t)<o<t,

o) Ut =1,

d) U(t,o) =0 para o >t.
(4.34)
La matriz ¥(¢, s) en la ecuacién (4.33) es también llamada matriz fundamental o matriz
kernel.

4.5.2. Sistema LTVD no Homogéneo o Forzado

Sean Ag(t) y Ai(t) matrices continuas de dimensién n x n de funciones reales definidas
para todo t > to — 7 y G(t) un vector real continuo para todo ¢t > ty — 7 de dimensién n.

El sistema:
d

Za(t) = A(a(t) + Ai(Dalt - 7() + G(). ¢t (4.35)
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es llamado sistema lineal no homogéneo con retardo de orden n (ver [3]). La funcién inicial
y estado inicial de (4.35) es:

x(t): (t), V te [to—f',to],

z(to) = g(to) = o,

con: (4.36)
0<7(t)<7 con 7e€RT.
Teorema 4.5.2 ([42], Capitulo 3, seccién 2)
La solucion de la ecuacion (4.35) con funcion inicial y condicién inicial (4.36) es
to t
x(t) :/ \Il(t,a)g(a)do'—i—/ U, (t,0)G(o)do, t > to, (4.37)
to—T7 to

donde la matriz fundamental V(t, o) satisface (4.31) y la matriz W, (t, o) satisface las si-
guientes condiciones:

a) %‘I’u(tﬂf) = Ap(t)Vy(t,0) + A1(t)Vy(t — 7(0),0), t>to,
b) U, (t,t) =1, (4.38)

c) U,(t,o) =0 para o>t
(|

4.6. Sistemas Lineales Singularmente Perturbados con Re-
tardo

El modelo mas general de un sistema singularmente perturbado con retardo, esta dado
por la siguiente ecuacion diferencial:

%x(t) = f(z(t), 2(t), z(t — 7(t)), z(t — 7(t)),t,e), VxeR",
(4.39)
edz(t) =g(x®),2(t),x(t — 7)), 2(t — 7()), t,e), VzeR™,

donde € es un nrhuero real positivo lo suficientemente pequenio. Con las siguientes condi-
ciones iniciales:

z(to) =0, y x(0)=hi(o) Vo€ [to—7,to),
(4.40)
z(to)) =z, y x(0)=ha(o) Vo€ [tg—7,to),

donde las funciones f(z(t), z(t), z(t — 7(t)), z(t — 7(t)), t,e) y f(x(t),z(t), x(t — 7(t)), 2(t —
7(t)),t,e) se consideran derivables con respecto de sus argumentos z, z, € y t. La funcién
7(t) se considera continua, derivable y que satisface:

d

0<7(t)<?, 7eR™ y &r(t)<1.



En este trabajo de tesis en los Capitulos 6 y 8 se trabajara con un modelo singularmente
perturbado lineal con retardo variante. Enseguida se presenta el tipo de ecuacién diferencial
que se trabajard, asi como las principales hipdtesis que se tienen para la existencia de la
solucion.

Sistema Lineal Singularmente Perturbado Homogéneo con Retardo. Conside-
rese la ecuacién diferencial lineal homogénea:

dat) = An@®z(t) + Aia(t)2(t), z(to) =z9, VYo €R™,
(4.41)
edz(t) = An(W)z(t) + Aoa(t)2(t) + Aos(t)z(t — 7(t)), 2(to) =20, Vz €R™,

donde los elementos de las matrices A11(t), A12(t), A21(t), A2a(t) y A24(t) son funciones
suaves para todo t en el intervalo I C R.

En 1996 E. Fridman [14]. Establece las condiciones para la existencia de la solucién de
la ecuacién (4.41) basandose en el formalismo matemético desarrollado en el libro de P. V.
Kokotovi¢, H. K. Khalil y J. O Reilly [38].

La ecuacién diferencial (4.41) tiene solucién si la matrice Ago(t) satisface (ver Lema 1
de [14)):

H1. Los valores propios son tales que Re ()\ (Agg(t))) < o, para algin ¢ > 0 y para todo
tel,

H2. || A2a(t) ||< ¢, para algin ¢ € RT.
y la matriz Ay (t) satisface:

H3. La matriz Ag4(t) es no singular para todo t € I,

H4. La suma de matrices Ago(t) + A24(t) es Hurwitz para todo t € 1.

Con las condiciones dadas para las matrices Ago(t) y A24(t) en [14], se demuestra que
existe el cambio de base o transformacién de desacoplamiento. La cual permite separar la
ecuacién (4.41) en dos ecuaciones una para el sistema lento y otra para el sistema rapido
y asi seguir el procedimiento desarrollado en [38] (ver subseccién 5.2.3 del Capitulo 5 y
Apéndice C).
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Capitulo 5

Estabilidad de Sistemas LTV y
LTVD

En este Capitullo se presenta algunos resultados sobre estabilidad para sistemas lineales
variantes en el tiempo y sistemas variantes en el tiempo con retardo. En las secciones 5.1
y 5.3 se presentan definiciones bésicas de estabilidad y el criterio de Lyapunov para siste-
mas lineales variantes en el tiempo y sistemas lineales variantes en el tiempo con retardo,
respectivamente. En la seccién 5.2 se muestran las condiciones para estabilidad asintética,
transformacion de desacoplamiento y estabilidad asintética uniforme de sistemas lineales
variantes en el tiempo singularmente perturbados. En la seccién 5.4 se mencionan las con-
diciones para estabilidad del tipo de sistema lineal variante en el tiempo singularmente
perturbado con retardo que se trabajara en esta tesis.

5.1. Estabilidad para Sistemas LTV

La estabilidad es una propiedad importante de los sistemas. Sea el sistema lineal ho-
mogéneo:

Calt) = AW(t),  a(to) = w0 (5.1)

Sea ®(t,tp) la matriz de transicién de (5.1), la cual satisface la siguiente ecuacién
diferencial:

Ca(t.t0) = AWt 10). D(to,t0) =1

la solucién de (5.1) esta relacionada con la matriz de transicién como sigue:

w(t) = B(t, to)z(to). (5.2)

De esta tltima expresion se puede notar que las trayectorias son proporcionales en ta-
mano al estado inicial.

A continuacién se recuerdan algunas definiciones bésicas sobre estabilidad de sistemas
lineales (ver [10], [31] y [24]).

39



40

5.1.1. Definiciones de Estabilidad para Sistemas LTV.

Definiciones de Estabilidad. Sea #(t) una solucién de la ecuacién (5.1), la cual estd
definida para todo t > tg, se dice que Z(t) es estable si, para todo € > 0, existe un 6 > 0
tal que cualquier solucién x(t) del sistema (5.1) satisface:

| 2(to) — &(to) |< 0, =] z(t) — z(t) |< e, Vt>tp.

La solucién Z(t) se dice que es asintéticamente estable si, es estable y satisface:

| z(t) — z(t) | > 0, para t— 0.

Los siguientes resultados relacionan las propiedades de estabilidad de (5.1) con la matriz
de transicién (ver [31], Capitulo 10 para demostraciones).

Estabilidad Uniforme Asintética Sea z(t) una solucién estable del sistema (5.1), si la
matriz de transicién del sistema (5.1) satisface:

sup <sup | W(t,t0) ) < oo, Vt>tg,
to>0 \ t>t

entonces la solucién x(t) se dice que es uniformemente asintéticamente estable. El
punto z(tp) se dice atractivo, si la matriz de transicion, (¢, ) satisface:

| U(t,to) | = 0, cuando t — oo.

Estabilidad Exponencial Se dice que el sistema (5.1) es exponencialmente estable si
param > 0y a > 0, la matriz de transicién del sistema satisface:

| W(t,to) |= me =10 Wt >4 > 0.

5.1.2. Meétodo de Lyapunov para Sistemas LTV
En esta subseccién se da un criterio para analizar la estabilidad de un sistema lineal

variante en el tiempo (5.1).

En el siguiente teorema, tomado del libro de Amato [2], da un criterio para saber cuando
el sistema (5.1) es estable basado en la teoria de Lyapunov.

Teorema 5.1.1 (Amato. [2])
Dado el sistema (5.1), si existe una funcién V(-,-) : RT x R" — R, (¢,x) — V(¢,2), con
Ve C(]RJr x R™, R) y existen constantes positivas a, b y ¢ tal que:

1. V(t,0) =0, Vt € RT;
2. para todo x € R" y para todot € RY, a ||z |?< V(t,z) <b| z ||;
3. la derivada de Dini de V' a lo largo de las trayectorias del sistema , definida como:

Dyt 2) = lim sup LT R+ hAD) Z Vit z)
d h—0 h

satisface para todo x € R" y para todo t € RT la condicién %V(t,x) < —cl x]?



Entonces el sistema (5.1) es exponencialmente estable. O

Si V satisface la condicién 2, se dice que es positiva definida y decreciente; si %V sa-
tisface la condicion 3, se dice que es negativa definida.

Cuando V es continuamente diferenciable la derivada a lo largo de las soluciones sera:
d ov. oV

Ly =2 s, 53

Frecuentemente la estabilidad de un sistema lineal variante en el tiempo es analizada
haciendo uso del teorema 5.1.1. Ya que éste da condiciones suficientes que garantizan la
estabilidad del sistema (5.1).

5.2. Estabilidad de Sistemas Lineales Variantes en el Tiempo
Singularmente Perturbados

En esta seccién se presentan los resultados basicos que seran utilizados en los Capitulos
6, 7y 8 sobre sistemas lineales variantes en el tiempo singularmente perturbados, el mate-
rial desarrollado corresponde en su mayoria al capitulo 5 de [38].

FEn las subsecciones 5.2.1 y 5.2.2 se establecen condiciones, que incluyen cotas sobre ¢,
para estabilidad asintética del sistema singularmente perturbado €Z(t) = A(t)z(¢). En la
subseccion 5.2.3 se da una transformacion para desacoplamiento en dos subsistemas con
escalas de tiempo separadas. Después, en la subseccién 5.2.4 se establecen las condiciones
para estabilidad asintdtica para un sistema como el que serd estudiado en los Capitulos 6 y
8. Para fines didécticos, en el Apéndice C se presentan pruebas detalladas de los resultados
de [38] mencionados en esta seccion.

5.2.1. Estabilidad Asintética
Sea el sistema lineal variante en el tiempo singularmente perturbado:
ez(t) = A(t)z(t), (5.4)
donde:
s teJ,
» z(t) € R™.
El intervalo J puede ser finito [tg, ] o infinito [¢,, c0), se hacen las siguientes hipétesis:
HI. ReA(A(t) < —c1 <0, Vt € J,
H2. ||A(t)]| < ¢, Yt € J.

La hipétesis, H1, garantiza que los sistemas en tiempo congelados asociados a la ecua-
cién (5.4) seran asintéticamente estables. El lema siguiente da un resultado para una familia
de sistemas asociados a la ecuacién (5.4).
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Lema 5.2.1 ( Kokotovié. et al. [38])
Bajo las hipétesis H1 y H2 existen enteros positivos oy v K1 tales que se cumple:

lexp (A(t)0) || < Kie=®? YteJ y 6>0. (5.5)
O

Esto es cierto para la familia de sistemas asociados a (5.4), cuando se toma un tiempo
fijo o congelado y esto quiere decir que los sistemas asociados son asintéticamente estables.
Este resultado se mantiene de manera uniforme para todo t en el intervalo J.

5.2.2. Cotas para Estabilidad Asintética

En esta subseccion se estudia la estabilidad asintética del sistema (5.4), tomando una
aproximacién de su matriz de transicién. Sea la matriz A(t) que satisface H1, H2 y ademas
satisface:

H5. [|[ZA(t)| <BVte .

En el siguiente lema se demuestra que la matriz de transicién ¢(t,s) de la ecuacién
(5.4) puede ser aproximada uniformemente por la matriz exponencial:

explA(s)(t — s)/e],

que corresponde a un sistema en el cual los parametros de A(t) estdan congelados en t = s.
El lema da una cota para el decaimiento exponencial del error :

U(t,s) = B(t, s) — explA(s)(t — 5)/z].

Lema 5.2.2 ( Kokotovié. et al. [38])
Bajo las hipétesis H1, H2 y H5 existen constantes positivas €*, as y Ko tal que para todo
e € (0,e%),

|T(t,s)|| < eKoe @29/ t>5 ts€l (5.6)

0

El lema anterior confirma que el sistema (5.4) es asintéticamente estable para un e
positivo lo suficientemente pequenio. En la prueba del lema 5.2.2 se da una cota superior
e*, tal que si € < €* la estabilidad asintética se preserva.

Para concluir esta subseccién se mostrara que una perturbacién regular del lado derecho
de la ecuacidn (5.4) no afecta la estabilidad asintética del sistema y tampoco afecta las cotas
dadas por el lema 5.2.2. Sea el sistema:

ex(t) = A(L)z(t) + 7T (t, €) (1), (5.7)

donde ||I'(t,¢)|| < ¢3 para todo t € J y v > 0. Supongase que ¢1(t,s) es la matriz de
transicién del sistema (5.7) y ¢(¢,s) la matriz de transicién del sistema (5.4).
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Lema 5.2.3 ( Kokotovié. et al. [38])
Bajo las hipétesis H1, H2 y H5. Existen constantes positivas €*, ag y K3 tal que Ve € (0, %)
se satisface:

61t 5) = 6(t, 5)|| < &7 Kze *s=2)/%, (5:8)

donde ¢(t, s) es la matriz de transicion de (5.4) y satisface las cotas dadas en el lema 5.2.2.

O
5.2.3. Transformacién de Desacoplamiento
En esta subseccién se considera el siguiente sistema singularmente pertubado:
Gr) = Au(®)z(t) + Az2(t)=(1), (5.9)

eqz(t) = An(t)x(t) + Axn(t)z(t),

donde la matriz Agy(t) satisface las hipdtesis H1, H2 y H5 para todo ¢ en J. Las matrices
Aq1(t), A12(t) y Aa1(t) son funciones suaves de t, esto es: son continuas y derivables en el
intervalo J. Se mostrara que existe un valor positivo lo suficientemente pequeno de ¢ tal
que el sistema (5.9) se puede separar en dos subsistemas desacoplados, uno rapido y uno
lento.

Se propone la siguiente transformada de Lyapunov:

n(t) = z(t) + L(t)x(t).

donde L(t) es una matriz con derivadas acotadas. Sustituyendo en (5.9) se tiene:!

i(t) = [L'(t) + 1451 (t) + L(t)AH(t)} () + [L(t) Az + L Ags(t)] 2(8).
Sustituyendo en esta tltima ecuacién z(t) = n(t) — L(t)x(t), se obtiene:

it) = L)+ 2An(t) + LO{An (1) — Aa(t)L(1)} - LAn)LE)] o(t)
+ (L) Ara(t) + LA (t)] n(t).

Para lograr el desacoplamiento, se desea que el término que multiplica a z(t) sea cero.
Lo que lleva a establecer la siguiente ecuacién diferencial para la matriz L(t):
€L(t) = AQQ(t)L(t) - Agl(t) - €L(t) [Au(t) - Alg(t)L(t)]. (510)
Ahora se propone el cambio de variable £(t) = x(t) —eH (t)n(t), siendo H (t) una matriz
con derivadas acotadas. Sustituyendo en la ecuacién (5.9), se obtiene:
) = [—eH(t) + Ara(t) — eH(8) L() Ar2(t) — H(t)A22(t) + A () H(E) — Ez‘llz(lt)fl(t)H(lﬁ)] n(t)
+ [Au(@®) — At L@)]E®).

1Por cuestion de espacio se utilizard la notacién f = %f
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Para que el desacoplamiento se cumpla, la derivada £(t) no debe depender de 7(t).
Esto se cumple si el coeficiente que multiplica a n(t) es cero, lo que establece la siguiente
ecuacién diferencial para la matriz H(t):

— eH(t) = H(t)Aga(t) — Ara(t) + eH () L(t) Ara(t) — € (An(t) — Ara(t)L(t)) H(t). (5.11)

Si existen matrices L(t) y H(t) con derivadas acotadas que satisfacen las ecuaciones
(5.10) y (5.11) respectivamente. En los apendices C.4.1 y C.4.3 se demuestra como resolver,
de forma detallada, las ecuaciones (5.10) y (5.11) respectivamente. Entonces la transfor-
macién:

8] - [ o)) - ol ] o

la cual es una transformacién de Lyapunov sobre (5.9), permite separar en dos subsistemas
desacoplados al sistema (5.9). Los cuales son:

£t) = [Ann — AL()]&(t),
(5.13)
en(t) = [Aa2 —eL(t)Aw2]n(t),

donde la variable £(t) representa la dindmica del sistema lento y la variable 7(t) representa
la dindmica del sistema rapido.

Los resultados obtenidos se han encontrado bajo las hipétesis H1, H2 y H3.
Ahora se hard un andlisis para cuando la matriz A2 (t) no satisface H1, es decir algunos
de sus valores propios pueden estar en el semiplano derecho para algin valor de ¢ en el

intervalo J.

Sea W (t) una matriz continua y derivable tal que:

WLt An(OW(t) = D(t) = [Dlo(t) Df(t)], Vi € [to, 1], (5.14)
donde:
ReA(Dq(t)) < —c1, con ¢; >0,
Yy

ReA(Da(t)) > ca, con co > 0.

El corolario siguiente establece las condiciones para la existencia del cambio de base que
desacopla al sistema (5.9) en dos subsistemas, cuando la matriz Az (t) satisface la ecuacién
(5.14).
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Corolario 5.2.1 ( Kokotovié. et al. [38])

Supdngase que la matriz Ay (t) satisface la ecuacion (5.14), sobre el intervalo [to,tf], es
decir, que la matriz Ags(t) no satisface la hipétesis H1, entonces existe €* tal que para
todo € € (0,£*), existen matrices continuas y diferenciables L(t) y H(t) que satisfacen las
siguientes ecuaciones:

t) — W(t) Aoy (t) — eW ™ 1(t)W(t)ﬁ(t)

(411 (t) = AW (1) L(

(t)L(t)
) — At ) ( ) A(t)
—& (A 1(t) A12 )

WY)W () 4+ eH (t) L(t) Aro(£)W ()

donde: L(t) = W(t)L(t) y H(t) = H(t)W (t). O

El corolario anterior establece que la transformacién de desacoplamiento (5.12) existe,
aun cuando la matriz Ass(t) no cumpla con la hipétesis H1. Define la transformacién de
desacoplamiento en términos de las matrices L(t) y H(t).

5.2.4. Estabilidad Asintotica Uniforme

En esta subseccion se estudia la estabilidad asintdtica uniforme del sistemas

o(t) = AnQ)z(t) + Aw@)z@),
i) = An()r(t) + Am(t)z(b), (5.15)

en base al estudio de la estabilidad asintdtica uniforme de los subsistemas lento y rapido.

Cuando ¢ es lo suficientemente pequeno, implica que la estabilidad asintética uniforme
del subsistema lento se reduce a estudiar el sistema:

its(t) = AO(t)xs(t)7 (516)
donde:
Ap(t) = Ani(t) — Ara(t) Ay () Aar (1) = A1i(t) — Ara(t) Lo(t) (5.17)

y la estabilidad asintética uniforme en ¢ del subsistema rapido en tiempo congelado se
reduce a estudiar el sistema:

€2f(t) = AQQ(t)Zf(t), (5.18)

donde t serd tratado como un parametro.
Si la matriz de transicién ¢s(t, s) del sistema (5.16) satisface la desigualdad
s(t, s)|| < Kse =% para t>s
y los valores propios de Agy(t) son tales que:

Re)\(AQQ( )) —c1 <0,
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se puede esperar de forma intuitiva que el sistema (5.15) sea asintéticamente uniforme-
mente estable cuando £ — 0, ya que de forma independiente los subsistemas lento (5.16) y
rapido (5.18) son asintéticamente uniformemente estables.

El siguiente teorema analiza la estabilidad del sistema (5.15), basandose en la estabilidad
de los subsistemas lento (5.16) y rédpido (5.18). Para esto la matriz de transiscién, ¢(t,s),
del sistema (5.15) se escribe como:

t,s) 0
t,s) = Tt ¢s(t, T(t), 5.19
5(t,5) o] G 0 | T (519)
donde ¢4(t, s) es la matriz de transicion del subsistema lento (5.16), ¢¢(t,s) es la matriz
de transicién del subsistema rapido (5.18) y T'(t) es la matriz de cambio de base, definida
por la ecuacién (5.12), que desacopla al sistema (5.15), (ver [69]). En el Apéndice C.4.4 se
mostrard de forma detallada que T'(t) es un mapeo de contraccidn.

Teorema 5.2.1 ( Kokotovié. et al. [38])

Bajo las hipétesis H1, H2 y H3 sobre el intervalo [to, ts) y suponiendo que el sistema lento es
estable asintéticamente uniformemente. Entonces existe ¢* > 0 tal que para todo € € (0,¢*)
el sistema (5.15) es estable asintética uniforme. En particular ¢(t, s) la matriz de transicion
del sistema (5.15) satisface:

p(t,s)|| < Ke =)Vt > s> to.

donde K > 0 y a > 0 son independientes de €.
O

El siguiente lema da una forma de calcular la cota superior para ¢, lo cual desde un
punto de vista practico es importante para la implementacion.

Lema 5.2.4 ( Kokotovié. et al. [38])

Supénganse las hipdtesis del teorema 5.2.1 y sea ||¢s(t,s)|2 < Kse™7=9) ||lps(t, s)||l2 <
Kyem 70092 | Ara(t)l|2 < My, || Lo(t) Ara(8)]l2 < My y || Lo(t)+Lo(t) Ar2(t)[|2 < Ms donde
¢s(t,s) y ¢r(t,s) satisfacen:

is(t) = [An(t) — Awa(t)L(D)]zs(t),
[A11(t) — Ava(t) Ay (8) A (1)) (1)
eip(t) = Aga(t)zs(t),

entonces el sistema:
i(t) = Ap®)z(t) + Ap(t)z(t),
62(t) = Agl(t)l‘(t) + Agg(t)z(t),

es asintéticamente uniformemente estable para € < * con:

ot — 0s0¢
 0sMoKy+ KsKpMiM;'




El el teorema 5.2.1 establece las condiciones para que el sistema (5.15) sea asintética-
mente uniformemente estable. En el lema 5.2.4 se da una forma explicita de calcular la cota
superior €*, lo cual es algo importante para su implementacién; esta cota se obtiene con
el conocimiento de las normas de las matrices que definen al sistema, y las normas de las
matrices que definen la transfomada de Lyapunov, para el desacoplamiento del sistema.

Recapitulacion. En esta seccidon se mencionaron los resultados necesarios para analizar
la estabilidad del sistema (5.15) haciendo un correcto rechazo de la perturbacion e. El
sistema (5.15) debe satisfacer las hipétesis H1, H2 y H5 que garantizan la existencia de las
matrices L(t) y H(t), lo cual permite:

Calcular la matriz T'(t) que desacopla el sistema (5.15) en los subsistemas rapido y
lento, (ver (5.12)) .

Aplicar los resultados del lema 5.2.2 y del lema 5.2.3 para analizar de forma correcta
la estabilidad del subsistema rapido (5.18).

El sistema (5.16) es una ecuacién diferencial homogénea variante en el tiempo. La
estabilidad del sistema (5.16) se puede analizar con los métodos tradicionales de
Lyapunov.

Analizar en base al resultado dado por el teorema 5.2.1 el comportamiento del sistema
(5.15). Se relaciona el comportamiento de los subsistemas lento (5.16) y rapido (5.18),
mediante la matriz T'(¢), con el comportamiento del sistema (5.15).

Calcular de forma practica la cota suprerior £*, usando el resultado dado por el
lema 5.2.4, tal que se garantice la estabilidad asintética del sistema (5.15) cuando
e € (0,e").

El procedimiento descrito seréd aplicado en los Capitulos 6 y 8.

5.3.

Estabilidad para Sistemas LTVD

Sea el sistema dinamico representado por la siguiente ecuacién diferencial con retardo
homogéneo:

d

Sa(t) = A()a(t) + At = (1), V1> to. (5.20)

con funcién inicial y estado inicial:

z(o) =g(o), YV o€ lto—7,to),
z(to) = g(to) = wo,
(5.21)

con:

0<7(t)<7 con 7e€RT.

La estabilidad del sistema (5.20) concierne al comportamiento dindmico del mismo. Ense-
guida se enuncian las principales definiciones de estabilidad para sistemas del tipo (5.20).
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5.3.1. Definiciones de Estabilidad para Sistemas LTVD.

Las definiciones siguientes fueron tomadas del libro de Kharitonov et al [37], Capitulo
1. Ya que es la forma en que comunmente se presentan en la literatura sobre sistemas con
retardo.

Definiciones de Estabilidad. Sea z(t) una solucién del sistema (5.20), z(t) se dice
estable si para cualquier ty € R y cualquier ¢ > 0, existe un § = §(tg,€) > 0 tal que
| z(to) ||< 0 implica || z(t) ||< e.

Estabilidad Asintética. Sea x(t) una solucién del sistema (5.20), x(t) se dice asint6ti-
camente estable si x(t) es estable y para cualquier ¢y € Ry cualquier € > 0, existe un
da = 0a(to,€) > 0 tal que || z(to) ||< dq implica th z(t) =0y || =(t) ||< € para todo

— 00
t > to.
Estabilidad Uniforme. Sea z(¢) una solucién del sistema (5.20), () se dice uniforme-

mente estable si z(t) es estable y d(tg,€) puede ser seleccionada independiente de
to.

Estabilidad Asintética Uniforme. Sea z(t) una solucién del sistema (5.20), z(t) se dice
uniformemente asintéticamente estable si z(¢) es uniformemente estable y existe 6, >
0 tal que para cualquier n > 0, existe T' = T'(d4,7), tal que || x(tp) ||< ¢ implica
| z(t) |[<nparat >ty +T yto€R.

5.3.2. Meétodo de Lyapunov para Sistemas LTVD

Un método efectivo para determinar la estabilidad del sistema (5.20) es el método de
Lyapunov. Para el caso de los sistemas con retardo se requiere especificar la evolucién
del sistema en tiempos anteriores y el tiempo presente, es decir, es natural pensar que la
funcional candidata de Lyapunov para el caso de sistemas con retardo sea de la forma
V(t, 2T (t), 2T (t — 7(t)). Las funcionales de este tipo se llaman funcionales de Lyapunov-
Krasovskiz.

Enseguida se enuncia el teorema para sistemas con retardo equivalente al teorema 5.1.1.

Teorema 5.3.1 (Kharitonov et al [37])
Considere el sistema (5.20)-(5.21), sean u, v y w funciones no decrecientes en R*, donde
u(s) y v(s) son positivas para s > 0 y u(0) = v(0) = 0.

» Si existe una funcional continua diferenciable V : R x C — R tal que:

Lou(]gO)]|)<Vit,g) <o(llgll),
2. 2V(t,g) < —w( ] g0) ),

entonces la solucién trivial del sistema (5.20) es uniformemente estable.
» Siw(s)> 0 para s > 0 entonces es uniformementee asintéticamente estable.

» Si se cumple que lgn u(s), entonces el sistema (5.20) serd global uniformemente
S oo

asintéticamente estable.
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O

En varios trabajos existentes en la literatura sobre sistemas con retardo (ver [37], [14],
[15], [16], [79] ), el problema de analisis de estabilidad de un sistema con retardo es llevado
a un problema de desigualdades lineales matriciales. Enseguida se describe de forma breve
este método.

Estabilidad Independiente del Retardo. Sea el sistema (5.20)-(5.21), donde las ma-
trices Ao(t) y A1(t) son desconocidas pero acotadas y la funcién 7(t) satisface las siguientes
las condiciones:

0<7(t) <7

d
Sr<u<.
&ﬂ)_u_

Se puede seleccionar la siguiente funcional de Lyapunov-Krasovskii para analizar la
estabilidad del sistema (5.20)-(5.21):

0
V(") = g7 (0)P(0) + / 47 (6)S(6)d6, (5.22)
—7
se obseva que el primer sumando analiza al sistema (5.20) para el tiempo t = 0 y el segundo
sumando analiza al sistema (5.20) para tiempos anteriores en el intervalo [—7,0].

Aplicando el resultado dado por el teorema 5.3.1, se tiene que la derivada de la funcional
(5.22) a lo largo de las trayectorias del sistema (5.20) es:

T
RGN b il | N |

5 (5.23)

9(=7)
El teorema 5.3.1 establece que el sistema (5.20) serd estable si la derivada (5.23) es menor
que cero. Lo que lleva el problema de analisis de estabilidad a un problema de desigualdades
lineales matriciales, esto es analizado en el siguiente hecho.

Hecho 5.3.1 (Kharitonov et al [37])
El sistema descrito por la ecuacién (5.20) es asintéticamente estable si existen matrices
P=PT>0yS =57, tales que:

PAy+ ATP+S PA
.24
ATP —s < (5.24)
se satisface para todas las posibles matrices Ay y Aj. [l
Notése que el critério de estabilidad dado por la ecuacién (5.24) es independiente del
retardo. Por lo que se requiere revisar un nimero muy grande de desigualdades lineales

matriciales que es la herramienta matematica que se utiliza para el estudio de estabilidad
de los sistemas con retardo.
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Estabilidad Dependiente del Retardo. En sistemas con retardo es importante que
el critério de estabilidad sea dependiente del retardo. En trabajos como el de M. WU [79],
se propone la funcional de Lyapunov-Krasovskii:

t t

0
V(2T (t) = 2T (t) Px(t) + / :L‘T(S)Qx(s)ds—l—//ixT(s)Ziw(s)dsdﬁ,

t—7(t) )

donde P, () y Z son matrices simétricas definidas positivas. En esta funcional se puede
notar que en el segundo sumando se contempla un intervalo variante en el tiempo, lo que
implica que al derivar quedara el factor, 1 — %T(t), multiplicando lo que hace que las con-
diciones sobre el retardo en un sistema como (5.20) intervengan en el critério de estabilidad.

En los Capitulos 6 y 8 se analizara la estabilidad asintética de los sistemas lineales
variantes en el tiempo con retardo con una funcional V(27 (¢)) con sélo los dos primeros
sumandos de la funcional anterior y se utilizard un criterio basado en una LMI para concluir
la estabilidad dependiente del retardo del sistema.

5.4. Estabilidad de Sistemas Lineales Variantes en el Tiempo
Singularmente Perturbados con Retardo

En esta seccién se mencionan los resultados para la estabilidad de sistemas lineales
variantes en el tiempo singularmente perturbados con retardo modelado por la ecuacién
diferencial:

dat) = An®a(t) + Aia(t)2(t), x(to) =m0, VYo €R™,
(5.25)
edz(t) = An(W)z(t) + Aoa(t)z(t) + Aoa(t)z(t — 7(t)), 2(to) =20, Vz€R™,

donde los elementos de las matrices A11(t), A12(t), A21(t), Axa(t) y A2 (t) son funciones
suaves para todo t en el intervalo I C R.

En el articulo de E. Fridman [14], se analiza el sistema (5.25) y se establecen las con-
dicones para:

1. estabilidad asintética del sistema

Eiz(t) = Ago(t)z(t) + A24(t)2(t — (1)),

2. transformacion de desacoplamiento,
3. estabilidad asintética uniforme.

Estos pasos permiten aplicar la metodologia expuesta en la seccién 5.2. Enseguida se
describen brevemente:
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Estabilidad asintética. Se debe satisfacer que los valores propios de Aga(t) + Aa4(t), son
tales que:
Re)\(AQQ(t) + A24(t)) eC_ (5.26)

donde C_ es el semiplano complejo izquierdo abierto y que Asq(t) sea no singular.

Transformacién de desacoplamiento. Sea 0 < 7(¢) < 7. Si existe la matriz L(o) que
satisface la ecuacion:

SL(O') (All(O') + A12(O')L(O') = (AQQ(O’) + A24(U))L(U),

con:
p

L(o) =Y &'Li(o) + O(P),
=0

y si existe la matriz H (o) que satisface la ecuacion:
EH(O’) (AQQ(O’) + A24(0') + L(O’)AH(O')) = (All(O') — Alg(U)L(O')),

con:
p

H(o) =) c'Hi(0) + O(e"*),
i=0
para o € [ty — 7,tp). Entonces se puede desacoplar el sistema (5.25) mediante el
siguiente cambio de variable:

(-1 (2] le] e[

Estabilidad asintética uniforme. En esta parte se debe buscar una funcional candi-
data de Lyapunov-Krasovskii y por lo general el problema de estabilidad se lleva a
un criterio de desigualdades matriciales lineales para el subsistema rapido. Para el
subsistema lento bastard con que se satisfaga:

(5.27)

ReA (A1 (t) — Ara(t) Ay () A2 (1)) € C_, (5.28)

para todo t > .

Metodologia. De forma frecuente en la literatura se encuentra que el sistema (5.25)
después de aplicar la transformacién, T'(t), se puede escribir de la siguiente forma:

Ee%ffsf(t) = A% (e, )asp(t) + e A" (t)ass (t — T(1)), (5.29)

e

donde: x4¢(t) = [:I:T(t) z?(t)
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con (c.f. (5.17)):
Ag(t) = A1 (t) — A1a(t) A (0,1) A9y (0, 1) (5.31)

AQQ (E, t) = Agsy (6, t) + 6A2_21 (0, t)Agl (O, t)Au (t) (5.32)

Existen trabajos en donde se proponen algunas funcionales de Lyapunov-Krasovskii
para el sistema (5.29), algunos de ellos son: [16], [19] y [20]. Se seguiran las ideas presen-
tadas en estos trabajos para analizar la estabilidad de los sistemas lineales singularmente
perturbados que apareceran en los Capitulos 6 y 8.



Parte 11

Esquemas de Control
Singularmente Perturbados
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Capitulo 6

Ley de Control Singularmente
Perturbada para Sistemas SISO

LTV y SISO LTVD

En este Capitulo, se propone una ley de control para sistemas lineales variantes en el
tiempo,

d
7:6(8) = AR)C(®) + B(t)u(®),

y se considera el caso de sistemas lineales variantes en el tiempo con retardo variante en el
tiempo,

%C(t) = A()C(t) + A@)¢(t = 7(1) + B(t)u(?),

basada en la técnica de perturbaciones singulares [38], donde el conocimiento de los paré-
metros variantes en el tiempo no es requerido, sélo algunas cotas superiores. El objetivo
de la ley de control es lograr el acoplamiento de modelo del sistema lineal variante en el
tiempo con un sistema lineal invariante en el tiempo en ambos casos.

d

%x(t) = Agcx(t) + Baer(t).

El contenido que se presenta en este Capitulo se reporté en [57], [60] y [61].

El Capitulo estd organizado como sigue: el problema para sistemas SISO LTV se plan-
tea en la secciéon 6.1 y para sistemas SISO LTVD en la seccién 6.2. Enseguida, en las
subsecciones 6.1.1 y 6.2.1 se propone la ley de control singularmente perturbada, la cual
tiene como objetivo el transformar el modelo en un modelo singularmente perturbado res-
pectivamente. Siguiendo [38], en las subsecciones 6.1.2 y 6.2.2 el sistema en lazo cerrado es
separado en dos subsistemas con diferentes escalas de tiempo, llamados subsistema lento y
subsistema rapido. En las subsecciones 6.1.3 y 6.2.3-6.2.4 se estudia la estabilidad uniforme
del subsistema lento y del subsistema répido respectivamente. En las subsecciones 6.1.4 y
6.2.5 se estudia la aproximacién del estado y finalmente, en las subsecciones 6.1.5 y 6.2.6
se desarrolla un ejemplo académico para mostrar la técnica desarrollada para ambos casos.
Las demostraciones de los resultados estan en el Apendice D.
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6.1. Ley de Control Singularmente Perturbada para el Sis-
tema SISO LTV

Se considera un sistema lineal variante en el tiempo SISO, cuya dindmica esta repre-
sentada por la siguiente ecuacién diferencial:

d" a1t d
S (@) F an(t) 7oy () + -+ as(t) y(t) + ai (D)y(t) = b(t)u(t) (6.1)
definida para t > tg > 0, con condiciones iniciales:

d dn—l
y(tO)a &y(tO)v Ty Wy(t(])

y € R es la variable dependiente, u € R es la entrada, para t € J = [0, 00). Los coeficientes,
a;(t) y b(t), son tales que:

H1 a;(t) son funciones reales acotadas desconocidas de clase! C*°, para toda i =1,...,n,
se satisface: [|a;(t)]| < Loq y |90 < Ly,

H2 b(t) es una funcién real continua acotada positiva desconocida de clase C*°, que satis-

face: 0 < by < b(t) < by y | %D < c.

Como se vi6 en la seccién 4.1, la ecuacién (6.1) puede ser escrita como una ecuacién de
estado lineal, con entrada u(t) y salida y(t). Seleccionando los estados como en (4.3):

T

T o
(=[G & .. G Z{y Ly .. jtn—,lly , (6.2)
se tiene que la ecuacion vectorial de estado lineal es:
() = AWDC() + B(t)u(t); y(t) = (1)
0 10 .- 0 ] [0 ]
0 o1 - 0 0
Alt) = : - " : , B() = : (6.3)
0 C 1 0
[ —a(t) - - e —an(t) L b(t) ]
C=[10 - 0]
m—1 T
con estado inicial {(tg) = |y(to) %y(to) %y(to)
Nétese que cuando se tiene el caso de que los coeficientes, aq(t), ..., an(t) y b(t), son

conocidos para todo ¢ > 0, una solucién simple para lograr el acoplamiento de modelo (6.1)
es proponer la siguiente ley de control ideal:

ult) = o ([ (~m+m() o (~an+an(t) €0 + (1)

(t)

! Por simplicidad, sélo consideraremos funciones de clase C*°. También pueden considerarse funciones
de clase C*, donde k es un entero lo suficientemente grande tal que las condiciones de derivabilidad son
satisfechas. Ver Corolario 2.4.12 de [55].
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Cuando se tiene el caso de que se desconocen los coeficientes, y suponiendo que se permite
la diferenciacion y los lazos algebraicos, una solucién matematica posiple para aproximar
la solucién ideal es dada en [4], la ley de control seria:

u@):b(lw(im) (jtgn+[a1 an]<<t>—r<t>)+<1—s>u<t> (6.4)

cuando: >0y 0 < e << 1. Sustituyendo (6.4) en la ecuacién (6.3), se obtiene en el caso
de que el sistema tenga todas sus seniales acotadas:

cult) = FG®+[at) - an(t) ] = byu(t ©5)
(#+8) @+ @ - an]cw—r@®) = |

la representacion de estado es:

0 10 0 0
J o o1 -- 0 0
ORI FOFS R R CORS T (6.6)
0 e 1 0
| —ar - - e —ap | [ 1]

En la subseccién siguiente se propone una ley de control realizable que se aproxime a la
ley de control (6.4). La forma practica de aproximar una accién derivativa y evitar los lazos
algebraicos es usar aproximaciones basadas en la convergencia hacia cero de un pardmetro
positivo pequeno € [5, 47, 48].

La herramienta matematica apropiada para trabajar con aproximaciones, O(g), es la
teorfa de perturbaciones singulares desarrollada en [38].

6.1.1. Ley de Control Implicita Singularmente Perturbada

En esta subseccién se propone una ley de control singularmente perturbada, cuyo obje-
tivo es aproximar al sistema modelo (6.6). Para la representacion vectorial de estado (6.3)
se propone la siguiente ley de control, compuesta por una ley de control singularmente
perturbada y un control de acoplamiento.

Ley de Control Singularmente Perturbada

cult)=[0 - 0 —1](Ct)+h(r)+]1 o][ za(?) } (6.7)

xn—l—l(t)

Control de Acoplamiento

A e I e CORRO)

dt Tn+1 (t)
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donde: 3, T y € son pardametros positivos; ¢ = 1/7 — 3y ay, ..., a, son coeficientes de un
polinomio Hurwitz
Pac(A) = NV + @, A" G\ +ay. (6.9)

y satisfacen las siguientes desigualdades:
an+B>1, y oa—an+1—-5+1/7>0. (6.10)

La funcién r(t) es la senal de referencia y h es una perturbacién tal que se satisfacen
las siguientes hipétesis:

H3 r € L*° NC*. Es una funcién de tipo C*°.
H4 h es una funcién real continua, cuya norma es de orden &.

La hipétesis H3 se hace porque el esquema de control es una aproximacion de una
retroalimentacién proporcional derivativa.

La senal de perturbaciéon h de la hipdtesis H4 es considerada, ya que se desea tomar
en cuenta el efecto de un observador de alta ganancia, el cual es propuesto en la seccién
7.1 del Capitulo 7.

El objetivo del
= control de acoplamiento es:

1. asignar la dindmica en lazo cerrado como la de un sistema lineal invariante en
el tiempo cuyo polinomio caracteristico p(\) es Hurwitz y

2. asignar de forma exponencial la convergencia hacia la dindmica deseada.
El objetivo de la
= ley de control singularmente perturbada es:

1. cambiar la base donde estd representado el sistema para obtener un modelo
singularmente perturbado, y

2. aproximar hacia la dindmica deseada en un orden de €.

En el lema 6.1.1 se muestra que los parametros, S y 7, permitirdan calcular un valor posi-
tivo de € lo suficientemente pequeno tal que la estabilidad asintética uniforme del modelo
singularmente perturbado es garantizada.

Para obtener el modelo singularmente perturbado, se combinan las ecuaciones (6.3),
(6.7), (6.8) y se hace la siguiente seleccién de variables:

x;(t) = ¢i(t), paratodo, i€ {1,2,--- ,n—1} y z(t)=C(u(t),
lo cual lleva a obtener el siguiente modelo:

HO = Auz(t) + Apa(t) + Ah(t) + Bir() (6.11)
dt

(t) = Agi(e,)a(t) + Ass(e, t)2(t) + Ass(H)A(E)



donde las matrices A;; € R+l A, ¢ RPHIXL A5 ¢ RoPIXn B ¢ RoHIXT
Azi(e,t) € R Ago(g,t) € Ry Aoz(t) € RV*™. Tienen la siguiente forma:

0 1 0 e 0 0 0
0 0 1 . 0 0 0
An=1| 0 0 0 1 0 0 |-
0 0 0 0 0 0
—a; —az —as —Gp—1 | —(14+¢) —4
L 0 0 0 0 B-1) B
_ 0 _ F 0
0 0
: : 6.12
A = 0 , Bi=10 |, (6.12)
! o
—ay + (1 + 1) 1
L -(B-1) L 0
0 0 0 0 i
0 0 0 0
Az = S : : : :
0 0 0 0
—aq —Op—2 —ap—1 | —ap+ (1 +Y¢)
L 0 0 0 -(B-1) ]
Agl(e,t) == [ —5a1(t) ce —8an_1(t) ‘ b(t) 0 ] s
Ago(e,t) = [—ean(t) — b(t)], (6.13)
An(®)=[0 - 0]b(t)].

Nétese que la matriz Ags(0,t) satisface las siguientes propiedades para todo ¢ en el
intervalo J:

i) |[A22(0,t)|2 < bo.
i) [ gA22(0,0)]2 <c (6.14)

’LZZ) —b2 S Re)\(AQQ(O,t)) S —bl.

Asi, el modelo singularmente perturbado, (6.11), satisface los lemas 5.2.1, 5.2.2 y 5.2.3
del Capitulo 5.

En el teorema 6.1.1 de la subseccion 6.1.3, se probard que el sistema definido por la
ecuacién (6.11) es uniformemente asintéticamente estable, y en el teorema 6.1.2 de la sec-
cién 6.1.4, se demostrard que la aproximacién de estado tiende al modelo invariante en el
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tiempo de referencia.

Para estudiar la estabilidad de la ecuacién diferencial homogénea o modelo no forzado
del sistema (6.11), se siguen los procedimientos desarrollados en las subsseciones 5.2.3 y
5.2.4 del Capitulo 5, los cuales son:

= aplicar una transformacién de estado, cuyo objetivo es desacoplar el sistema en un
subsistema lento y un subsistema rapido,

» estudiar la estabilidad uniforme asintética aplicando los resultados demostrados en
los lemas 5.2.1, 5.2.2 y 5.2.3.

6.1.2. Transformaciéon de Desacoplamiento

Se estudia primero la ecuacién homogénea del sistema (6.11), la cual toma la siguiente

forma:
dr(t) = Apa(t) + Az(t),
5%@) = Agi(e, t)x(t) + Axa(e, t)2(1).

Siguiendo el procedimiento de la subseccion 5.2.3, se definen las siguientes matrices conti-
nuas, diferenciales y acotadas:?

(6.15)

L(t) = Lo(t) + eRr(t), v H(t) = Ho(t) + eRu(t), (6.16)

para definir la transformacién de estado que permita desacoplar al sistema (6.15) en un
subsistema lento y uno rapido. Haciendo el siguiente cambio de variables:

98] - [ =)
n

I, 2(t)
(6.17)
ol
donde las matrices L(t) y H(t) son (ver Apéndices C.4.1 y C.4.3):
L) = Lo(t) +0(e), H(t) = Ho(t) + O(2) 615

Lo(t) = A% (0,8)A21(0,t) = Lo, Ho(t) = A12455 (0, 1)

Aplicando la matriz de transformacién de estado definida en la ecuacién (6.17) al sistema
definido por la ecuacién (6.15), se obtienen las siguientes ecuaciones para (c.f. lema 5.2.4):

Subsistema Lento

ds(t) = [An — A1Az;(0,£) A2 (0,1)] 24(t), (6.19)
= [An — ApLo] zs(t).
Subsistema Rapido
5%@) = Ap(e,t)zf(t) (6.20)

2 En [38], estas matrices se definen en general, con M y N términos, respectivamente.



donde ¢ serd tomado como un parametro, es decir, para un tiempo congelado.

Definiendo:
Ag = Ay — A19 A5 (0,8) Ag1(0,1) = Ay — AgaLg. (6.21)
Sustituyendo (6.12), (6.13) y (6.18) en (6.21), se tiene que:

0 1 0 - 0 0 0 ]
0 0 1 .- 0 0 0

Ag = 0 0 0o - 1 0o 0 |
0 0 0 - 0 1 0
—ap —az —ag -+ —Qp-1|—ap Y

.0 0 0 - 0 0 -3 |

noétese que el polinomio caracteristico de la matriz Ay es (ver (6.9)):

p(A) = (A =+ B)pac(N), (6.22)

de la ecuacién (6.9) se sabe que pae(A) es Hurwitz y también se sabe que el pardmetro g es
positivo, entonces el polinomio p(\) definido en la ecuacién (6.22) es Hurwitz. Por lo tanto
existen 8 > 0y K > 0, tales que:

| exp(Aot)|| < Ke P (6.23)

Se puede aplicar el resultado dado por el lema 5.2.3 al subsistema répido (6.20), ya
que la matriz Agg(e,t) dada por la ecuacién (6.13) satisface las propiedades definidas en la
ecuacién (6.14) las cuales son hipétesis del lema 5.2.3. Por lo tanto la matriz de transicidn,
¢#(t,to), del subsistema répido (6.20) es:

t 1
b5(t tg) = e Jo A2 ETT (6.24)
sustituyendo (6.13) en la ecuacién (6.24) se obtiene la siguiente propiedad:
g (¢, to)|| < e Orreloa)i=io)/e (6.25)

para t € [tg, 00).

6.1.3. Condiciones para Estabilidad Asintética Uniforme

En esta seccién mediante el estudio de las propiedades de las matrices de transiciéon de
los subsistemas lento (6.19) y rdpido (6.20), se garantizard la estabilidad asintética uni-
forme del sistema (6.15). Esto serd en base a los resultados desarrollados en la subssecién
5.2.4 del Capitulo 5. En particular se hace uso del resultado dado por el teorema 5.2.1.

Para el caso del sistema (6.15), el teorema 5.2.1 se puede reescribir de la siguiente forma.
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Teorema 6.1.1

Dadas las propiedades (6.23), (6.25), ap, + 8 > 1y 7 < 1/(a, + 8 — 1), existe e > 0 tal
que para todo ¢ € (0,e*) el sistema (6.15) es asintéticamente uniformemente estable. Mds
aun, la matriz de transicion de (6.15), ¢(t, s), satisface:

p(t,5)|| < Kem =) vt > 5 > 1,

donde K > 0 y a > 0 son independientes de €.

O

El teorema anterior relaciona el comportamiento de (6.15) con los comportamientos del

subsistema lento y del subsistema rdapido. Este resultado se mantiene de forma asintética
cuando el valor de ¢ tiende a 0.

Desde un punto de vista practico, es importante tener una idea del valor de la cota
superior ¢*. Este valor es calculado en el lema 5.2.4 del Capitulo 5, el cual para el sistema
(6.15) queda de la siguente manera:

Lema 6.1.1 B B B
Dadas las condiciones del teorema 6.1.1, y ||A12|l2 < My, [[LoAiz2lls < Ms y H%Lo +

LoAo(t)|2 < Ms, el sistema singularmente perturbado (6.15) es asintéticamente uniforme-
mente estable para todo ¢ € (0,e*), donde:

5*: — /Bbl_ —
BMs + KMy Ms’
My = 1+ (a1 —1/7)2+2(1-B)?,
My = |ag+pB—1/7—1],

My = /i a2+ (8- 1)

6.1.4. Aproximaciéon del Estado

Se considera el modelo singularmente perturbado (6.11), con las condiciones iniciales:
x(to) = xo vy 2(to) = 2z9. Aplicando el cambio de variables, definido por (6.17), se obtiene:

() = [A1n — AL(t)] O(t) + [Br — eH(t)L(t) B1] r(t) (6.26)
+[A13 —eH(t)L(t) A1z — H(t)A23(t)] h(t), ‘
6%@) = [Aaa(e,t) +eL(t)A12] n(t) + eL(t)Bir(t) (6.27)
+ [A23(t) + e L(t) A1) h(t) .
donde las condiciones iniciales son:
O(to) = [I — eH(to)L(to)] zo — eH (to)z0, (6.28)
n(to) = L(to)zo + 2o. (6.29)

La solucién de (6.26)-(6.29), usando la transformacién inversa de (6.17), lleva a la solucién
exacta de (6.11). Las aproximaciones asintéticas de la solucién de (6.11) se obtienen con un



error de orden® O(g) por aproximaciones de orden O(e) en los coeficientes del lado derecho
de las ecuaciones (6.26)-(6.29). Aplicando este procedimiento al subsistema lento da:

Ay = Az — A12AL;5(0,t)Ass(t).
Para el subsistema rdapido, cambiamos la escala de tiempo a, 7 = (t — )/, con este
cambio, la derivada para el subsistema rapido se reduce a:

d d d_1d

@Zf(T) = d*Zf(T)@T =

T _ngZf(T)'

Esto lleva a un problema de perturbacién regular para los coeficientes del lado derecho
de la ecuacion, siguiendo el procedimiento como en (6.30) la ecuacién para el subsistema
rapido es:

%zf(T) = AQQ(O, to)Zf(T) + A23(t0 + €T)h(t0 + 67’), (6.31)

y las condiciones iniciales son:

rs(to) = wo,
— 6.32
zp(0) = A221(07 to)A21(to)zo + 20, ( )

la matriz Ao se definio en la ecuacién (6.21).

Las ecuaciones (6.30) y (6.31) representan al subsistema lento y al subsistema rapido
con un correcto rechazo de € en (6.11).

Se obtiene de esta forma, la siguiente particularizacién del teorema 6.1 en [38] para el
sistema definido por la ecuacién (6.11):

Teorema 6.1.2
Dada la matriz Ags(e,t), junto con las propiedades (6.14) y ||h|| = O(e). Existe un valor de
e* > 0 tal que para todo ¢ € (0,e*| las siguientes expresiones se mantienen uniformemente
parat € [to, ty]:

z(t) = xs(t) + O(e), (6.33)

t—to

zw:—@ﬂwmw%@+q< >+O@, (6.34)

donde x5 y zy son soluciones de (6.30) y (6.31), con condiciones iniciales (6.32).

O

El teorema 6.1.2 permite obtener las soluciones del sistema no homogéneo (6.11) en un
intervalo de tiempo finito, con un error O(e), en base a las soluciones de los subsistemas
lento y rapido haciendo uso de la transformacién de estado definida por la ecuacién (6.17).

3 Kokotovit [38] considera en general errores de orden O(e").
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6.1.5. Ejemplo Ilustrativo

En esta subseccién se da un ejemplo que muestra como aplicar los resultados obtenidos
en este Capitulo. Se considera el siguiente sistema:

a3 a2 d
—¥() +aa(t) 5 y(8) + az(t) 2 y() + ar(t)y = b(t)u (6.35)

con las siguientes condiciones iniciales:

2
JO)=0, Sy0)=0 v y0)=0 (6.30)

los pardmetros estan definidos de la siguiente forma:

/

2
=
N—

I
Mo

<
Il
—

%%1 sen ((25 — 1)t)

S
[\
—~
~
~—
I
e
—
—~
|
S\
u

- sen (J;) (6.37)

as(t) = 3. iy son (497)
]:
b(t) =1+ 0.568 (sen(t) + sen(2t))

<
o |

las funciones anteriores se pueden observar en la figura 6.1. de las graficas anteriores se

I
Sl e

—

2
0.5¢

—

o
o

WMJhUMMM!MMMM .1
Wllew‘HHI‘UWMI‘\HI‘HWHI 0l

Figura 6.1: Pardmetros del Sistema: (a) ai(t), (b) aa(t), (c) as(t) y (d) b(t)
observa que para los pardmetros a1 (t), az(t) y as(t) satisfacen la siguiente desigualdad:

lai(t)|| <2 = Loa, Vie{l,2,3}, (6.38)



y el parametro b(t) satisface la siguiente desigualdad:

by == <b(t) <

DO o

= by (6.39)

N |

El modelo de estado es (ver seccién 4.1 del Capitulo 4):

0 1 0 0
L) = 0 0 1 Ct)+ 1| 0 | u),
—ai(t) —as(t) —as(t) b(t) (6.40)

yit)= [1 0 0]¢@®).

De las ecuaciones (6.7) y (6.8) de la subseccién 6.1.1, la ley de control u(t) es:

eu(t)=[0 0 —1]¢()+[0 0 —1]h(t)+]1 0][28” (6.41)

v el control de acoplamiento:
0] - [ 0 Jewemo
ey Slne ] [6]e

de la ecuacién (6.9) los pardmetros aj, as y as son los coeficientes del siguiente polinomio
Hurwitz:

(6.42)

Pac(A) = X2 + A% +2X\ + 1.

notese que a3 = 1, tomando en cuenta las hipétesis del teorema 6.1.1 y la desigualdad
(6.10), se pueden seleccionar los siguientes valores f = 10, K = 0.5 y 7 = 0.085, que se
satisfacen las siguientes desigualdades:

as+ 04 >1 < _
a T
5 Y as+p—1
y del lema 6.1.1 se sabe que:
My = 1+ (a1 —1/7)2+2(1 - f)? = 16.60,
My = |a;+p8—1/7—1|=1.76,

M; = \/Z§:1 a2+ (8 —1/1)2 =3.01,

E* o Bbl o 5)
- BMy+ KM, Ms  17.6 + 24.98

y como se debe satisfacer ¢ € (0,0.11), se selecciona:

=0.11,

e = 0.09.
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Para satisfacer la hipotesis H3, r € L° N C*, la sefial de referencia r se construye de la
siguente forma:

10 [t
r(t) =5 ¢ i p(o)do, t € [0, 350].

donde:*
_ 1 _
p(t)=e 1-t"*  con t = (12/75)t — 1.

La grafica de la funcién ¢(t) y de la sefial de referencia r(t) se muestran en la figura 6.2.

0.5 T T T T

_0'50 50 100 150 200 250 300 350

(a)

o0 50 100 150 200 250 300 350

(b)

Figura 6.2: Graficas de la funcién ¢(t) y de la sefial de referencia r(¢): (a) funcién ¢(t) y
(b) referencia r(t).

En la figura 6.3 se muestran simulaciones numéricas realizadas con el software Matlab®
del sistema variante en el tiempo (6.40) y (6.37), controlado por (6.41) y (6.42).

El error de acoplamiento de modelo se calcula como sigue:

19(8) — yialt)] = 'yu) ~ Cuc [ b (Auslt = 0)) Buar(o)d(o),

“La funcién ¢ es tomada de la Definicién 2.4.5 en [55].



donde:
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10 10

°>

0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350

1
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0.4 ‘ ‘ ‘ \ 6 : : :
0.3 1 4 1
0.2 1 2 |
O L
0.1} . |

0 50 100 150 200 250 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350

0 50 100 150 200 250 300 350 00 50 100 150 200 250 300 350
() (f)

Figura 6.3: Variables de Control: (a) salida y, (b) salida y;4(t), (c) senal de control de
acoplamiento x3, (d) sefial de control de acoplamiento x4, (e) ley de control u(t) y (f) error
de acoplamiento |y(t) — yiq(t)|-

Se observa en la gréfica (f) de la figura 6.3 que el error de acoplamiento es pequeno, la
salida del sistema tarda aproximadamente 30 segundos en alcanzar la referencia. La dind-
mica de la sefial u(t) es de esa forma ya que los pardmetros del sistema varian rapidamente,
como se observa en la figulara 6.1. Se puede ver que el problema de acoplamiento de modelo
se logra resolver con el esquema de control propuesto en la subseccién 6.1.1.
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6.2. Ley de Control Singularmente Perturbada para el Sis-
tema SISO LTVD

Se Considera un sistema lineal variante en el tiempo SISO con retardo, cuya dindmica
estd representada por la siguiente ecuacién diferencial:

n —1 L ~ m—1
Aoy(t) + Zl an—i+1(t)%y(t) + 21 an—i+1(t)%y(t —7(t)) = b(t)u(?) (6.43)
1= 1=
definida para t >ty > 0, se considerara que 0 < 7(¢) < 7. Con las condiciones iniciales:
y(o) =g(o), para ? € [to — 7, to],
y(to), Sy(to), -, S=y(to).

y € R es la variable dependiente, u € R es la entrada. Los coeficientes a;(t), ax(t), b(t) y la

funcién real 7(¢) son desconocidos, tales que se cumplen las siguientes hipétesis:®
H1 a;(t) € C*, [|a;(t)[| € Loa v [ $ai()|| € L1, Vi€ {1, ..., n}, Vt R
H2 4;(t) € C, [|ai(t)]| < Low v | &ai(t)|| < Lia, Vi€ {1, ..., n}, ¥t € R*.

H3 b(t) €C®,0< by <b(t) <byy |[&bt)]| <¢,VteRF
H4 7(t) € C®,0< 7(t) < 7y $7(t) < 1 para todo t € R*.
H5 Los ntimeros positivos Lo q, L1,q, E[),a, ELa, b1, bo y 7 son conocidos.

La ecuacién diferencial con retardo (6.43) puede ser representada en el espacio de estado,
ver seccién 4.1, con u(t) como la entrada de control y y(¢) como la salida del sistema.
Seleccionando los estados como en (4.3):

(=[G & - a|"=[y @ .. T,

se tiene que la representacién de estado de la ecuacién (6.43) con retardo es:

a,(t) = [~ai(t) - — an(t)]";
Gn(t) = [—a1(t) - - — an(t)]7,

(6.44)

® Por simplicidad, se consideran funciones de clase C*°. Se pueden considerar funciones de clase C*, donde
k es un entero positivo lo suficientemente grande tal que las condiciones de derivabilidad se mantengan. Ver
corolario 2.4.12 de [55].
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para t > ty y con las siguientes condiciones iniciales:

Ct)=g(t), telto—"7,t0)

C(t) = Co = [y(0) dy(0)/dt --- d"Ly(0)/dt" ], ¢t =t

Al igual que en la seccién 6.1 se desea resolver el problema de acoplamiento de modelo
para el sistema (6.44). Para esto se propone el mismo esquema de control dado por las
ecuaciones (6.7) y (6.8). Para el caso del sistema con retardo (6.44) serd necesario mostrar
que existen las matrices L(t) y H(t) que satisfacen un sistema de ecuaciones algebraico
diferenciales, lo cual se desarrollard en la subseccién 6.2.2.

6.2.1. Esquema de Control Implicito Singular

Para la representacién de estado (6.44), se propone el siguiente esquema de control,
compuesto por: una ley de control singularmente perturbada y un control de acoplamiento.b

Ley de Control Singularmente Perturbada

eu(t)z—(x”>T<<t>+<x;>T[ () } (6.45)

Tn+1 (t)

Control de Acoplamiento

AN it G FORS B e | IR SO}

W (1) —(B=D(x;) (B=1) =B ]| znta(t) | =2
con:
an - [_6/1 - a/n]Ta
(6.46)
donde: 3, ¢ y € son niimeros positivos y los parametros ay, ..., a, son los coeficientes de
un polinomio Hurwitz (c.f (6.9)),
Pac(A) = A"+ @\ £ G+ a, (6.47)

los cuales se seleccionan de forma que se satisfagan las siguientes desigualdades (c.f (6.10)):
B > max{—Re(A) | p(A) =0} y £+1> Loy +ay (6.48)
Se considerard que la senal de referencia r(t) satisface la siguiente hipétesis:

H6 r € L® NC™. Se require que la funcién sea C*°, ya que el esquema de control es una
aproximacion de una retroalimentacion proporcional derivativa.

El objetivo del

6 Nétese que se estars utilizando una escritura abreviada del esquema de control dado por las ecuaciones
(6.7) y (6.8). Ver el apartado de notacién de esta tesis.



= control de acoplamiento es:

1. asignar la dinamica en lazo cerrado como la de un sistema lineal invariante en
el tiempo cuyo polinomio caracteristico p(\) es Hurwitz y

2. asignar de forma exponencial la convergencia hacia la dindmica deseada.

El objetivo de la
= ley de control singularmente perturbada es:

1. cambiar la base donde estd representado el sistema para obtener un modelo
singularmente perturbado, y

2. aproximar hacia la dindmica deseada en un orden de €.

Se demostrara que los parametros, 5 y ¢, permiten calcular un valor pequeno de ¢ tal
que la estabilidad asintética uniforme del modelo lineal singularmente perturbado con re-
tardo se garantiza.

Para obtener el modelo lineal singularmente perturbado con retardo, se combinan las
ecuaciones (6.44), (6.45) y (6.46) y se hace la siguiente seleccién de variables

lo cual lleva a obtener el siguiente modelo (c.f. (6.11)):

%x(t) = Anx(t) -+ Algz(t) + Blr(t)
eda(t) = Ane,a(t) + An(e,t)2(1) (6.49)
4 gy (e, )2t — 7(8)) + o (o) 2(t — (1))

donde las matrices A;; € ROFDX(+D) 4, ¢ RO+ADXI B ¢ ROADXT Ay (e)t) €
RIXHD - Aoy (e,t) € R Ay (g,t) € R v Goo(e,t) € R tienen la siguiente
forma:

Tu(x, )" | Q1) Oy
A = (an)” | -(1+0) £ ’
Op-1)" | B-1) -8
dh 0 (6.50)
A= | —a,+(1+¢ |, Bi= [AQ—TL}
-(B-1) =2
jmgé‘,t; = 5(0((n)—1)(zz)T ‘ b(t) 0],
22 6,7f :—5ant — t,
An(e,) = [ (@) [0 0], (651
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El sistema (6.49) puede ser redefinido como sigue:

dz(t)
T z(t) |, 4 z(t—7@) |, 5
E.| @, |=Alet FA(e,t Br(t 6.52
dy |~ | 29 e 10270 |50 (6.52)
con:
B [ Iny1 Opgr,1 ] Ale,t) = [ An A1z ]
: O1,ny1 € ’ ’ Agi(e,t) Agale,t) |7

(6.53)

; 1 Ontrn+r Ongan 5 | B1
den=| i iy |y m= 0]

Para estudiar la estabilidad asintética de la ecuacién diferencial homogénea (6.52), se
siguen los procedimientos desarrollados en las subsseciones 5.2.3 y 5.2.4 del Capitulo 5, los
cuales son:

= aplicar una transformacion de estado, cuyo objetivo es desacoplar el sistema en un
subsistema lento y un subsistema rapido,

» estudiar la estabilidad uniforme asintdtica aplicando los resultados demostrados en
los lemas 5.2.1, 5.2.2 y 5.2.3. Cuando se considera el caso homogéneo del sistema
(6.52) y que no existe retardo, es decir,

~ —

Ae, t) =0, y B=0.

Posteriormente siguiendo las ideas de la seccion 5.4, para sistemas lineales variantes en
el tiempo singularmente perturbados con retardo, se estudiara la estabilidad asintética de
la ecuacién (6.52) cuando:

mediante el método de Lyapunov.

6.2.2. Transformacién de Estado

En esta subseccion se analiza la ecuacién homogénea correspondiente al sistema (6.52),

la cual es:

dz(t)
dt

dz(t)
dt

E. — A1) { z(t) } + A1) { S ] (6.54)

z(t)
Siguiendo los resultados de la seccién 5.4 y [14], se desacoplard el sistema (6.54) en dos
subsistemas, uno llamado lento y el otro llamado réapido. Se procedera siguiendo los desa-
rrollos de la subssecién 5.2.3 del Capitulo 5.

Se definen las siguientes matrices, las cuales son continuas, diferenciales y acotadas (c.f.
(6.16)):
L(t) = Lo(t) + eR(t) € Rlx(nJrl)’

H(t) = Ho(t) + eRp (t) € RiHDxL (6.55)



para definir la transformacién de estado que permita desacoplar al sistema (6.52) en un
subsistema lento y uno répido. Se define el siguiente cambio de variables (c.f. (6.17)):

[ 797 ] _ [ (In+1 —L&?g)(t)L(t)) —df(t) } { ﬁ }

(6.56)
=M 7
Sustituyendo las ecuaciones (6.55) y (6.56) en (6.54), se obtiene:
%G(t) = [—5%H(t> + A12 — EH(t)L(t)Alg
—H(t)AQQ (E, t) + EAHH(t) — €A12L(t)H(t>] n
—H (t)aga (e, t)n(t — 7(t)) + [A1n — A12L(t)] 0
eqin(t) = [ L(t) + Ani(e,t) + eL(){An — A L(1)} (6.57)

—AQQ(E, t)L(t)] x

+ [ Az (e,1) = (e, OL(E)| alt - 7(1))

+ [eL(t) A1z + A2a(c, t)]n

+aga(e, t)n(t — 7(t))
Tomando en cuenta los resultados de los lemas 1 y 2 de [14] y que las matrices, A1 y
Ags(e,t), son Hurwitz para todo t € R*, se concluye que existe un niimero positivo &

lo suficientemente pequetio tal que existen L(t) y H(t) que son solucién de las siguientes
ecuaciones algebraico diferenciales:

E%L(t):AQQ (E, t)L(t)—Agl(&‘, t)—SL(t)[AH — AlgL(t)]

(6.58)
Agy(e,t) — agale, t)L(t) =0
y
S%H(t) = A12 — é‘H(t)L(t)AlQ — H(t)AQQ(E, t)
+€A11H(t) — €A12L(t)H(t) (659)

H(t)&gg(e, t) =0

siguiendo el procedimiento desarrollado en los Apéndices C.4.1 y C.4.3, se obtienen las
matrices definidas en la ecuacién (6.55), las cuales toman la siguiente forma (c.f. (6.18)):

L(t) = Lo(t) + O(e), H(t) = Ho(t) + O(c)

Lo(t) = A, (0,)A21(0,1) = Lo, (6.60)
Ho(t) = A19A5;(0,t) = Hy

Finalmente sustituyendo las ecuaciones (6.58)-(6.60) en (6.57), se obtiene:
do/dt = [Ag+ O(e)] 0

edn/dt = [as(e,t) + O(e*)] 0+ agn(e, t)n(t — 7(t))
donde (c.f. (6.21)):

A():All — Algl_/()(t) y @22(8, t):AQQ(E, t) + 8[_/0_/412 (661)
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Asi, el sistema (6.54) es desacoplado en el subsistema lento (c.f. (6.19)),
%xs(t) = Agws(t), (6.62)
y en el subsistema rapido (c.f. (6.20)),

edzp(t) = Gsa(e,t)2(t) + ana(e, t)zp(t — 7(1)). (6.63)

6.2.3. Condiciones para Estabilidad Asintética Uniforme

En esta subseccion se demuestra que la estabilidad asintética uniforme de los subsis-
temas (6.62) y (6.63) es garantizada por las propiedades de las matrices de transicién
respectivas, cuando no se toma en cuenta el retardo, es decir para el caso A(e,t) = 0.

Nétese que al combinar las ecuaciones (6.61), (6.60), (6.50) y (6.51), se obtienen de
forma explicita las matrices:

(n=1)

) Tu(X?n_l))T ‘ X(n—1) Q(nfl)

Ay = @)’ | —an ¢ (6.64)
(01" 0 —B
y
ag(e,t) = —cean(t) —b(t) +<(a, — ((+1)) (6.65)
El polinomio caracterfstico de Ag es (c.f. (6.22)):

PA) = (A + B)pac(N), (6.66)

de la ecuacién (6.47) se sabe que pac(A) es Hurwitz y también se sabe que el parametro
B es positivo, entonces el polinomio p(A) definido en la ecuacién (6.66) es Hurwitz. Asi
de la ecuacién (6.64) y tomando en cuenta la desigualdad (6.48), implica que existe una
constante K; > 0 tal que la matriz de transicién, ¢s(t,to), del subsistema lento (6.62)
satisface:

s (t, t0)|| < K1e B0 Wi > ¢, (6.67)

Tomando en cuenta la hipdtesis H3 y la desigualdad (6.48), se tiene que ags (e, t) satis-
face la siguiente desigualdad:

— dgz(é‘,t) > by + 8(—L07a — an + (E + 1)) >b; >0 Vt >t (6.68)

Entonces cuando /1(5, t) = 0, el subsistema rapido dado por la ecuacién (6.63) toma la
forma:

E%Zf(t) = @22(6,15)2’]0@), (669)

por tanto a matriz de transicién del subsistema (6.69), ¢¢(t,%0), es:
or(t,tg) =e

t
% / (b(p) + £(an(p) = an + (€ +1)))dp

to

a(t) =



De (6.68), la matriz de transicion ¢¢(t,to) satisface:

t )|l < Koo 2010 i > 6.70
o (t,to)]| < Kae , > 1. (6.70)

Mediante el estudio de las propiedades de las matrices de transicion de los subsistemas lento
(6.67) y rapido (6.70), se garantizard la estabilidad asintética uniforme del sistema (6.54).
Esto se hara en base a los resultados desarrollados en la subssecion 5.2.4 del Capitulo 5.
En particular se hace uso del resultado dado por el teorema 5.2.1.

Para el sistema (6.54), cuando A(s,t) = 0, se puede reescribir el teorema 5.2.1 de la
siguiente forma (c.f. teorema 6.1.1).

Teorema 6.2.1
Dadas (6.67), (6.70) y £+ 1 > Lg 4 + an. Existe un nimero ¢* > 0 tal que para todo

e € (0,*) el sistema (6.54) es uniforme asintdtico estable, cuando A(e,t) = 0. Més ain, su
matriz de transicion ¢(t,s), satisface:

p(t, s)|| < Ke P9 vt > s> tq,
para algiin numero K > 0. 0

El resultado anterior se preserva de forma asintotica cuando € tiende a 0. Desde un punto
de vista computacional, es importante tener una idea del orden de la cota superior €*. Esta
cota la da el siguiente lema (c.f. lema 6.1.1).

Lema 6.2.1

Bajo las mismas condiciones del teorema 6.2.1, y ||A1zlls < My, ||LoAsz|s < My y
| LoAoll2 < Ms, el sistema singularmente perturbado (6.54) es uniforme asintéticamen-
te estable para todo ¢ € (0,e*), con:

5* = — /Bbl — —
BMsy + K M, M;

My = 1+ (=@, +(1+£)2+(1-p)2
Mg = ’&n — 0 — 1’
My = />0 a2+ 2
O
6.2.4. Estabilidad Asint6tica del Sistema con Retardo
Reescribiendo la ecuacién (6.62) y (6.63) de la forma:

d t N

g 37er ) _ A% (2,82 (1) + A" (B)zop (t — 7(1)), (6.71)

dt
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con 2, (t) = [aT(t) 2 (O] y:

A*(&‘ t) — |: AO 70n+1,1 :|

' 01,n+1  G22(g,1) (6.72)

A*(t) _ |: On+1,n+1 On+1,1 ] ’
01,n+1 _dn(t)

La estabilidad asintética del sistema (6.71) se estudia siguiendo las ideas de [16]. De
la ecuacién (6.66) se sabe que la matriz Ap es Hurwitz y usando la desigualdad (6.68),
entonces existen:

Wi Ong1,1 }
W= :
[ 01,n+1 1
y (6.73)

Q(a,t):[ Q1 On+1,1 ]

01,n+1  —a22(e,t)

donde W1 = Wi >0y Q1 = QT > 0, tales que:
A (e, ) "W + WA*(e,t) = —2Q(e, t) (6.74)

Para los subsistemas (6.62) y (6.63), el resultado principal sobre la estabilidad del
sistema homogéneo se da en el siguiente teorema.

Teorema 6.2.2

Dado que la matriz A*(e,t) satisface la ecuacion de Lyapunov (6.74) y a22(e,t) satisface
la desigualdad (6.68), y tomando en cuenta la hipétesis H4, existe un nimero positivo lo
suficientemente pequeno €, tal que el sistema (6.71) es asintéticamente estable para todo
0<e<er. O

El teorema 6.2.2 establece condiciones suficientes de estabilidad para el sistema (6.49).
En la demostracién dada en la secciéon D.6 del Apéndice D, se puede notar que el criterio es
dependiente del retardo del sistema, es decir, la hipotesis H4 sobre la dinamica del retardo
permite que se cumpla el criterio de estabilidad de Lyapunov.

6.2.5. Aproximacion del Estado

En esta seccidn, se obtiene una aproximacion asintética del estado del sistema (6.49),
mediante el conocimiento de las soluciones de los subsistemas lento y rapido, dado que se
desea mostrar que el estado del sistema no homogéneo preserva la estabilidad asintética,
en el teorema 6.2.3 se demuestra que para un nimero positivo lo suficientemente pequeno
€ esto es cierto.

Se considera el modelo singularmente perturbado con retardo no homogéneo (6.49), es
decir,

Ale,t)#£0, y B0,



con condiciones iniciales: z(ty) = xo vy z(to) = zo. Aplicando el cambio de variable definido

n (6.56), (6.58) y (6.59), se obtiene:

d9/dt = (AllfAlgL(t)f&H(LAll + A21(€,t)
—L(t)A1aL(t) — Asa(e,t))) 6(¢)

+ (A +e(AnH(t) — Ao L(t) — H(t)L(t)A12

—H (t)Aga(e,t)) + e (H(t) Aga (e, t) L(t) H (t)

+H(t)L(t)A12L(t)H(t) — H(t)A21 (g, t)H(2) (6.75)
—H(t)L(t) A1 H(t))) n(t)

—eH (1) A1 (e,t)(0(t — 7(¢)) + eH()n(t — 7(1)))

e H()iina (e, 1) (L0t — 7(2)()) + (1 — eL( H ()

+[I —eH(t)L(t)|Byr

Ed’l]/dt (Agl( e,

—EQL( )AlgL) 9( )

+ (A22(5 t) €(L(t)A12 + A21(E t)H(t)

+A22(€ t)L(t)H(t)) + *(L(t) A H(t) (6.76)
L(t)A12L(t)H(t))) ( )

+As1(e,1)() (Ot — (1)) + eH(D)n(t — 7(1)))

+A2(e)(=L()0(t — 7(t)) + (L — eL(t)H(t))) + eL(t) Brr

con las condiciones iniciales:

) A22(€ t)L(t) + €L(t)A11

0(to) = [L, — eH(t)L(t)] wo — eH(t)z0, (6.77)

n(to) = L(t)wo + 20. (6.78)

Enseguida se calculan las soluciones del sistema no homogéneo (6.75)-(6.78), aplican-
do la transfomacién inversa de estado (6.56), se obtiene la solucién exacta de (6.49). La
aproximacién asintética de la solucién de (6.49) con un error’ O(e) se obtiene cuando se
considera: L(t) = Lo(t), H(t) = Ho(t) y manteniendo aproximaciones de orden O(e) del
lado derecho de las ecuaciones (6.75)-(6.78). Para el subsistema lento se obtiene:

dﬂ:‘s/dt = Aol‘s—{—AlQZf—i—BlT‘ (6.79)

Para el subsistema rapido, se cambia la escala de tiempo por, o = (¢t — o) /e, entonces
la derivada para el subsistema rapido es:

d d d 1d
azf(ff) P zf(o )dt e (o).
Esto reduce el problema de aproximadién a un problema con perturbacién regular del
lado derecho de la ecuacién. Siguiendo el mismo proceso como en (6.79), la ecuacién para
el subsistema rapido es:

L2(0) = An(0,t)z(0) (6.80)

con las siguientes condiciones iniciales:

xs(tO) = o

_ 6.81
Zf(O) = A221 (O, t)Agl (O, t)l’o + 20 ( )

" Kokotovit et al. [38] consideran en general errores O(™V).
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con

Ay = A — ApLy(t)

Siguiendo este procedimiento, se obtiene para el caso de estudio desarrollado una forma
particular del teorema 6.1 en [38]:

Teorema 6.2.3
Dadas (6.67) y (6.70). Existe un nimero positivo lo suficientemente pequenio £* > 0 tal
que para todo € € (0,e*) las siguientes expresiones se preservan de forma uniforme para
t € [to,tf]:

z(t) = zs(t) + O(e) (6.82)

! ;to) +0(e) (6.83)

2(t) = — Ay (0,8) A1 (0, t)z5(t) + 24 <

donde x5 y z¢ son soluciones de (6.79) y (6.80), con condiciones iniciales (6.81).
([l

El teorema 6.2.3 muestra como construir las soluciones aproximadas de la ecuacién
diferencial (6.49) en base a las soluciones de los subsistemas lento y rapido conservando la
propiedad de estabilidad asintética cuando se satisface que € € (0,&*).

6.2.6. Ejemplo Ilustrativo

En esta subseccién se desarrolla un ejemplo numérico que muestra cémo aplicar los
resultados obtenidos. Se trabaja con el siguiente sistema:

i)+ z i (£) (1) + z i (£) Byt — 7(0) = b(Du(t),  (6.84)

con la siguiente definicién de pardametros:

> 5o e

( ) = 12:21 53] 11 )a GQ(t) = ]gl ( 1])-J sin (%)
S~ 1 5, sin((2j- 6.85
ai(t) =2 21 U sin(jt), ag(t) = ., 2200 (6.85)

b(t) =7+ § (sin(t) +sin(2t)), 7
Nétese que la funcién 7(t) satisface las siguientes desigualdades:
0<7(t) <205=7, y dt T(t) <08 < 1.

De la ecuacion (6.85) se puede notar que los pardmetros aq(t) y az(t) satisfacen la siguiente
desigualdad:
lai()|| < 2= Loa, Vie{l,2}, (6.86)

los pardmetros a1(t) y ao(t) satisfacen la siguiente desigualdad:

las()ll <2 = Loa, Vi€ {1,2}, (6.87)
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Figura 6.4: Pardmetros : (a) a1(t) y aa(t), (b) a2(t), (c) ai(t), (d) b(t).

y el parametro b(t) satisface la siguiente desigualdad:
by = 6.5 < b(t) < 7.5 = bo, (6.88)

como se puede observar en las graficas de la figura 6.4.

El modelo de estado es (ver seccién 4.1 del Capitulo 4):

y(t) =11 0]¢®)

(6.89)
De las ecuaciones (6.45) y (6.46) de la subseccién 6.2.1, la ley de control u(t) es:
(1) ]
t)=10 -1 +]11 0 6.90
cut) = [0 ~1 )¢+ [1 0] | 220 (6.90)

y el control de acoplamiento es:

(0] [0 oo [0 5[
(6.91)

de la ecuacién (6.47) los parametros a; y ag son los coeficientes del polinomio Hurwitz:

Pac(N) = A2 + 8\ + 25
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nétese que ag = 8. Tomando en cuenta la desigualdad (6.48) y las hip6tesis de los teoremas
6.2.1 y 6.2.2, se obtienen los siguientes valores:

B=25 (=20 y K=1,

y del lema 6.2.1 se sabe que:

My = 1+ (a2+(1+0)+(1-p)>=2731
My = |ag—¢—1| =13,
Mz = m:%v

. by 162.5

g — — — = == 0132,
© T BMy+ KM Ms 325+ 901.20

y como se debe satisfacer ¢ € (0,0.13), se selecciona:
e = 0.06.

Para que se cumpla con la hipétesis H6, » € L N C*, la senal de referencia r se
construye como sigue:
10 [

. 1
r(t) 275 /. e(o)do, te 0, 100]
.
donde la funcién,® ¢(t), se define: p(t) = e -2 donde t’ = (12/75)t — 1, (ver grafica (a)

de la figura 6.2)

El error de acoplamiento de modelo se define de la siguiente manera:

’y(t) - yid(t)| = ‘y(t) - Cac/o exp (Aac(t - G)) BaCT’(O')dU )

donde:

0 1 0
Aac:|:_25 _8:|a Bac:|:1:|7 Cac:[l 0]

Las figuras 6.5 y 6.6 muestran simulaciones numéricas en Matlab® para el sistema con
retardo (6.89) y (6.85), controlado por (6.90) y (6.91), con una senal de referencia escalén
de orden 10. Las simulaciones numéricas se desarrollaron con DDE23 de Matlab® (ver
[65])-

8La funcién ¢ se toma de la definicién 2.4.5 en [55].
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Figura 6.5: Senales de salida: (a) Salida y;4(¢), (b) Senal de referencia r(t), (c) Salida y(t),

(d) Ley de control u(t).

En la figura 6.5 (a), se observa que la respuesta del sistema alcanza la referencia, es

81

decir, se logra el acoplamiento de modelo. En la figura 6.5 (d) se observa una dindmica

acotada de la ley de control u(t).
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Figura 6.6: Senales del control de acoplamiento y senal de error: (a) control de acoplamiento
x9(t), (b) control de acoplamiento x3(t), (c) error de acoplamiento e(t), (d) senal de retardo

7(t).

En la figura 6.6 (c), se observa que el error es pequeno, es decir, la respuesta del sistema
tiende a la ideal en un tiempo aproximadamente de 20 segundos. En la figura 6.6 (a) y (b)
se observa la dind mica acotada de los estados del vector de control de estado.

6.3. Recapitulacién

En las secciones 6.1 y 6.2 se resolvio el problema de acoplamiento de modelo para
los sistemas definidos por las ecuaciones (6.3) y (6.44) respectivamente, usando un mismo
esquema de control en ambos casos. El problema de acoplamiento de modelo se resuelve
bajo hipdtesis similares cuando se desconocen los pardmetros del sistema y solo se conocen
algunas cotas.

Para el sistema (6.3) se mostrd en el teorema 6.1.1 que el sistema en lazo cerrado es
asintéticamente uniformemente estable. El lema 6.1.1 da de forma explicita como calcular
el intervalo para el parametro e de tal forma que los resultados se mantengan. El esquema
de control propuesto por las ecuaciones (6.7) y (6.8) permite que las soluciones del sistema
(6.11) se puedan obtener en base a las soluciones de los subsistemas lento y répido (ver
teorema 6.1.2).

Para el caso del sistema (6.44) se mostrd en el teorema 6.2.1 que el sistema en lazo ce-
rrado es asintéticamente uniformemente estable. El lema 6.2.1 da de forma explicita como
calcular el intervalo para el pardmetro € de tal forma que los resultados se mantengan. El



esquema de control propuesto por las ecuaciones (6.45) y (6.46) permite que las soluciones
del sistema (6.49) se puedan obtener en base a las soluciones de los subsistemas lento y
rapido (ver teorema 6.2.3).

El esquema de control permite en ambos casos representar a los sistemas en una nueva
base que facilita los calculos para el analisis de estabilidad, ya que se obtiene la trans-
formacion de estado que realiza el desacoplamiento de los sistemas de una forma simple,
aun cuando para el caso del sistema (6.44) se tenga que satisfacer un sistema de ecuacio-
nes algebraico diferenciales y no asi para el sistema (6.3). El anédlisis de estabilidad de los
subsistemas lento y rapido se concluye gracias a la asignacion de la dinamica dada por el
esquema de control.

El desempenio del esquema de control propuesto para los sistemas representados por las
ecuaciones (6.3) y (6.44) fue probado numéricamente en las subsecciones 6.1.5 y 6.2.6. En las
figuras 6.3 y 6.5 se observa que el problema de acoplamiento se resuelve satisfactoriamente.
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Capitulo 7

Diseno del Observador de Estado:
Caso SISO LTV

El diseno de observadores basados en modelos singularmente perturbados, no es nuevo,
se pueden ver las referencias [56], [28], [29]. Con respecto a sistemas lineales variantes en
el tiempo existen dos trabajos importantes, [30] y [53].

En [53] se realiza el diseno del observador separando un observador de orden completo
del tipo Luenberger en dos subsistemas uno lento y otro rapido. Para el andlisis de estabili-
dad en lazo cerrado del sistema, el conocimiento de los parametros del sistema es requerido.

En [30], el observador que se disena es sélo para el subsistema lento. Para el andlisis de
estabilidad en lazo cerrado del sistema, el conocimiento de los parametros del sistema es
requerido.

En este Capitulo se propone un observador con alta ganancia. El diseno se basa en la
técnica de perturbaciones singulares. El trabajo que se presenta en este Capitulo se reporté
en [58].

El Capitulo esta organizado como sigue: en la seccion 7.1 se propone el observador con
alta ganancia, mediante una aproximacién propia. En la secciéon 7.2 se estudia la estabilidad
en lazo cerrado del sistema junto con el observador propuesto. Finalmente, en la seccién
7.3 se realiza un ejemplo académico que ilustra el uso de la técnica desarrollada.

7.1. Observador Singularmente Perturbado

Si el estado no es medible. Entonces hay que observarlo. Pero dado que las senales,
a;(t), i € {1,...,n}, son desconocidas (ver Hipdtesis H1) no se puede utilizar un obser-
vador clésico tipo Luenberger. En esta seccién se propone un observador de alta ganancia
el cual no necesita del conocimiento de los pardmetros del sistema a;(t), i € {1,...,n}y
b(t). Para esto, se propone aproximar un observador no propio por uno propio, como en [47].
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En efecto, con el siguiente observador ideal

Nu(t) = w(t) = Ty(t) -
gt) = gt w(®), :
con:
[0 0 0 0]
1 0 0 0 1
10 1 0 0 B 0 p T
N=10 0 1 o =1 y o) =[0 ... 0 1] (12
. .
0o - -~ 1 0|

donde y, ¥ v w son la entrada, la salidad y las variables descriptivas, respectivamente y
n =mn — 1. Se obtiene:

d d

0=w(t) —y®), Fu@®)=wlt) ... g

gr Wn—1(t) = wy(t),

entonces la salida desl observador ideal es:

n—1
5(0) = wnlt) = ru(t)

Desde un punto de vista practico la implementacién del observador ideal de la ecuacion
(7.1) es no realizable debido a los derivadores que pueden amplificar las senales de ruido
y son sencibles a pertubaciones externas. Es por ello que se deben buscar aproximaciones
que filtren la senal de salida del sistema (6.3) y asi obtener:

dn—l

y(t) = Wy(t) + O(e),

lo cual permitira obtener las derivadas hasta un orden n — 1, y asi reconstruir el estado que
es de la forma (ver (6.2)):

) = [ Q@) +m) G)+ha(t) ..o Gult) +hat) ]

= [y Ly hat) o Sy ) ]
= 0 +hi),

donde:

» h(t) es la senal de perturbacién, con norma de orden O(g), considerada en la hipdtesis
H4 de la subseccién 6.1.1 del Capitulo 6.

» ((t) es el vector de estado del sistema.

El vector C(t) = C(t) + h(t) es el que se usara en el esquema de control propuesto en la
subseccién 6.1.1 y se demostrara que los resultados se mantienen para un valor positivo de €.



En [47], los autores proponen la siguiente aproximacién propia singularmente pertur-
bada del observador ideal (7.1):

[ =By —e™ 0 o 0] [ "qua) ]
0 1
dz
6% 0 — (M7 — Ux) z —Qo .
: 7.3
B _ _ ol ] (7.3)
yr=[10 -+ 0]z—Lquoy

donde xy € R, z e R y Yy € R Bf y € son dos nimeros reales positivos. Uy y My son
las matrices del filtro de Butterworth [11] que se describen a continuacién:

[0 1 o --- 0
0 0 1 o --- 0
Uﬁ: )
o --- - ... 0 1 (74)
(0 0 -+ -~ 0 0]
BDM{My, ..., My 5} , para 7 par,
My =

BDM{My, ..., My _1y/2,1} , para 7 impar,

| send; 0 0 0 _ _
M; = [ 0 send; ] [ cos?0; 0 ] , O1=m/(2n),

(7.5)
9j+1 :6j+A0, A@Z’/T/T_L, jE {1,...,%—1},
La matriz Qo € R™ (1) g de la forma:
Qo = [Ql R | ] (7.6)

y se obtiene resolviendo recursivamente el siguiente sistema algebraico de ecuaciones:

_ 1
[Ql 4, Qﬁ+1]+[0 o 00X ]:_E(Mﬁ_Uﬁ){QQ T4 95y 0}

!Esta igualdad se obtiene en la demostracién del teorema 7.1.1.
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el niimero q(; 9y corresponde a la entrada (1,2) de la matriz Qo.

Se propone aproximar en términos del filtro de Butterworth ya que:

1. Sus valores propios son todos distintos, y geométricamente se localizan sobre el se-
micirculo de radio 1/¢, sobre el semiplano izquierdo complejo, ya que:

/2
II (()\ + sen 6;)% + cos? Gi) , para 7 par,
det(\m + (Mr —Un)) =4 =1 515
A+1) ]I (()\ + sen 6;)% + cos? 92-) , para 7. impar,
i=1

(7.8)
asi:
Spectrum(N) N Spectrum(Mﬁ — Uﬁ)_l =0,

entonces existe una unica solucién para las ecuaciones (7.7), ver [18].

2. Es un filtro pasa bajos el cual minimiza la influencia de las senales de ruido. Debido a
que sus polos estan distribuidos sobre el semicirculo de radio 1/e, sobre el semiplano
izquierdo complejo, entonces se tendra una respuesta en frecuencia maximalmente
plana, lo cual permitird extender los resultados del Capitulo anterior.

En [47] se demuestra el siguiente teorema (c.f. teorema 5.1 en [38]):

Teorema 7.1.1
Considérese el siguiente filtro de Butterworth:

[ B¢ | =" 0 - 0 ] [0 ]
] |0 51| o
_ = N - +
ef 0 — (M7 — Ux) [2] : Y
: 7.9
B _ | o | (7.9)
yr=[10 - 0]z

con las siguientes condiciones iniciales: z¢(0) € R! y z¢(0) € R™.

Entonces existe ¢* € (0,1), tal que para cualquier ¢ € (0,*):

1. La conexidn en cascada formada por el observador ideal (7.1) y el filtro de Butterworth
(7.9) es externamente equivalente al sistema propio (7.3).

2. La salida, yy, del sistema propio (7.3), satisface:

dn71 _ on
yr(t) = SGa + e ap(0) + O(VE) g s g (7.10)
= (o(t) + e T4 (0) + O(VE)

donde: t* = O(m h’l(l/\/g))
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3. Ademads los valores propios del sistema (7.9) se aproximan de la siguiente manera:
)\i: %P‘Z (Mﬁ_Uﬁ)+O(5)], para Z:2,’fl ’

0

Para exponer de manera mas clara el primer resultado del teorema 7.1.1, obsérvese

como quedaria para un sistema de oreden n = 3, es decir, n = 2 (ver ecuaciones (7.1), (7.9)
y (7.3)):

iy =—Prrs—[e* 0]z

000 1 o \}’i 1 .
10 0|w=w—|0 |y EZf_[1]$f— ;2 1 Zf"‘[l]y
010 0 2 2
_—
g=[0 0 1]w yr=11 0]z
Fro(s) = s* Fpr(s) = 7] ; lim Fpp(s) =1

(s+5f)[(ss+%>2+(%+sizf)}’ e—0
Observador ideal (7.1)

Filtro de Butterworth (7.9)

2
FSPO(S) — ($+ﬁf2)5 -
(S+6f)|:<85+%) +(%+Sf_ﬁf

Observador Singularmente Perturbado (7.3)

)} + lim Fspo(s) = s*

Se observa que la salida de la conexién en casacada del observador ideal (7.1) con el
filtro de Butterworth (7.9) es un segundo orden, es decir, se tiene un comportamiento ex-

terno igual al del observador singularmente perturbado (7.3) propuesto cuando € es un
valor positivo pequeno.

En el Apéndice E.1 se muestran los puntos clave para la demostracién del teorema 7.1.1,

la demostracion es constructiva, es decir, es un procedimiento a seguir para el calculo del
observador.
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Corolario 7.1.1
Existen matrices, Dy y Da,

Dy = —Qp' (M —Uy),
Al 7.12
DQ — *QO 1g1’ ( )
donde: R
Qo = [ 4, 43 " gﬁ_i,_l ] (7‘13)
y las q, son vectores columna de la matriz Qg parai € {1,...,n + 1}, tal que:
Cf(t) = Dl,?(t) + Dgy(t)
G =Ct)+ht) Vit (7.14)
h(t) = O(e)
Ademas:
lim (D12(t) + Day(t)) = ((t). (7.15)
e—0
O

7.2. Sistema en Lazo Cerrado

Aplicando el esquema de control compuesto por:

1. la ley de control singularmente perturbada (6.7),

2. el control de acoplamiento (6.8) y

3. el observador singularmente perturbado (7.3) y (7.14),
se obtiene el sistema en lazo cerrado descrito por (6.11).

Ahora en términos del corolario 7.1.1, lema 6.1.1 y teorema 7.1.1 se concluye la estabi-
lidad del sistema en lazo cerrado (6.11).

7.3. Ejemplo Ilustrativo

Para comparar el funcionamiento del esquema de control con y sin observador de estado,
se considera el sistema de la subseccion 6.1.5

&3 &2
dzgt) as(t) dytgt)

donde los parametros son:

o)™ 1oy (0yy(t) = b(1)u(r), (7.16)

5
ai(t) = -21 g1 sen (27 — 1)t)
]:
5 .
_ v =t jt

az(t) = ]; ;e (2) ’ (7.17)

5 .
as(t) = 32w sen (441)

[y

+ 9

1

L b(t) 0.568 (sen(t) + sen(2t)) .



los parametros del sistema se pueden ver sus graficas en la figura 6.1 del Capitulo anterior.

La representacion en variables de estado de la ecuacién (7.16) es (c.f. (6.40)):

0 1 0 0
deity = 0 0 1 CY+ | 0 | u®),
—al(t) —ag(t> —CL3(t) b(t) (718)

yt) = [1 0 0]¢@®).

La ley de control, ver (6.7), es:

eu®)=[0 0 —1]¢W+[1 0] [ zig; } . (7.19)

El control de acoplamiento, ver (6.8), es:
4 | w3(t) _ —a; —ay —az+ (1+7) 0
a1 wa(t) 0 0 -(B-1) d

@ S bl

Los parametros a1, ao y as son los coeficientes del siguiente polinomio Hurwitz:

(7.20)

Pac(A) = X3 A2 20+ 1
Del ejemplo de subseccién 6.1.5 se tiene que:

B=10, 7=008 y K =05.

e €(0,0.11), &= 0.09.

Para obtener los parametros del observador singularmente perturbado (7.3) se realizan
los siguientes célculos.

Como n = 3, entonces, n = n — 1 = 2, las matrices del filtro de Butterworth son (ver
(7.4) y (7.5)):

0 0

1

2 V2
y la matriz Qo del observador (7.3) se obtiene resolviendo la ecuacién (7.7), la cual toma
la forma:

L 0
0, = /4, Mzzlﬁ 1] y Uzz[o 1},

1{@111 qi12 Q13}
21 q22 423

O = O
= o O
oSl

o O O
_l_
S -

[QIl q12 fhg]: 00 —}
£ @1 922 Q23 00 =5 |’

91



92

resolviendo recursivamente, se obtiene:

o vz 1o 1
0o=1 ¢ © = Y o qa2) =<
0 & L] o AT e

S

|

De la ecuacién (7.13), se obtienen Qo y Qal, las cuales son:

. -1 90 . — 0
V2e V2

De la ecuacién del observador singularmente perturbado (7.3), se tiene que el polinomio
caracteristico del sistema lento, x¢(t), es (ver (7.11)):

Pa;(A) = X — By + €%,

para que la didmica del sistema lento del observador singularmente perturbado (7.3) y la
didmica del sistema lento de (6.40)-(6.42) sean similares cuando ¢ es pequeno, se selecciona:

Bf = B = 10.

Asi el observador singularmente perturbado (7.3) para este ejemplo queda de la siguiente
forma:

dar(t) = —10xf (0.09)3 [ 10 ]z(t) — (0.09)y(t),

t) -
o0 - o[ ]

_ 1 (0) t),
0.09 0 ZJ()

yr(t) = (1 0120 + pssu(d).
e (7.12)—(7.14) del corolario 7.1.1, se puede calcular (¢ (t):

(7.21)

£

Cr(t) = [ ? 0

; ] y(t). (7.22)

Las simulaciones numéricas fueron implementadas en el software MATLAB®. La refe-
rencia r(t) es la misma que en el ejemplo de la subseccién 6.1.5, ver figura 6.2.

En las figuras 7.1-7.2 se muestra el comportamiento del sistema (7.18) controlado por
(7.19) y (7.20), con el observador de estado (7.21) y (7.22).

El modelo de acoplamiento ideal es:
d? d? d B
3 Yid + 2 Yid + 2ayideal + Yia = 7 ().

Se define el error de acoplamientos como: El error de acoplamiento de modelo se calcula
como sigue:

ly(t) — yia(t)| = 'y(t> - Cac/o exp (Aac(t — 0)) Baer(o)d(o)|,
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donde:
0 1 0 0
Awe=1] 0 0 1 |, Bae=|0/|, Coe=[1 0 0].
-1 -2 -1 1

12 T T
10
8
1

6 d
a- d
o 1 .
ok

1

1 1 1 1
50 100 150 200 250 300

1
5 10 15 20 25 30
()

Figura 7.1: Seilales de salida usando observador de estado: (a) salida y(t), (b) error de
acoplamiento |y(t) — y;q(t)| Error de estado estimado: (c)-(d) || ¢ — ¢ |

%

En la figura 7.1 se observa en la gréfica (a) que el acoplamiento se cumple con un error
pequenio como se observa en la grafica (b) de la misma figura y se tiene un estado estima
que cumple con el objetivo de lograr el acoplamiento.
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25 03
2 1 02
15 1 o1
1
v h
05 1
A -0
6 \\4
05 | -02
it ] -03
15 . , . . . _04l , , . .
5 10 15 20 25 30 35 50 100 150 200 250 300 350
(a)

1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 50 100 150 200 250 300 350

150 T T T T 15

50 B

I 1 I
0 5 10 15 20 25 30 35 50 100 150 200 250 300 350

Figura 7.2: Senales de control usando obsevador de estado: (a)-(b) xz3(¢), (c)-(d) x4(t)
(e)-(F) u(t).

En la figura 7.2 se observa que las dindmicas de las senales de control son acotadas y
que adin con el desconocimiento de los parametros del sistema se logra el acoplamiento.



-5 L

0 50 100 150 200 250 300 350
(a)

Figura 7.3: Comparacién de la salida y(t) con y sin estado medible: (a)Linea continua y(t)
y Linea punteada yops(t).

En la figura 7.3 se observa la salida del sistema cuando se tiene el estado medible y
cuando no se tiene el estado medible. De la figura se observa que se tiene una diferencia
apreciable durante el transitorio, tiempo durante el cual se estiman las condiciones iniciales.
La diferencia en estado permanente de la respuesta del sistema es minima. Se concluye que
el observador singularmente perturbado cumple con el objetivo.
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Capitulo 8

Esquemas de Control

Singularmente Perturbados para
Sistemas MIMO LTV y MIMO

LTVD

En este Capitulo se propone una ley de control para sistemas lineales variantes en el
tiempo de tipo LTV MIMO, [59], y para sistemas variantes en el tiempo con retardo del tipo
LTVD MIMO, [62]. La ley de control estd basada en la técnica de perturbaciones singulares
[38], donde el conocimiento de los pardmetros variantes en el tiempo no es requerido, solo
algunas cotas. La ley de control tiene como objectivo lograr el acoplamiento del sistema con
un sistema lineal invariante en el tiempo deseado, representado por la ecuacién de estado

d

%xid(t) = Aacxid(t) + BaCT(t).

El esquema de control garantiza el comportamiento y la estabilidad asintética del sistema.

El Capitulo esta organizado como sigue: el problema para sistemas MIMO LTV se
plantea en la seccién 8.1 y para sistemas MIMO LTVD en la secciéon 8.2. Enseguida en
las subsecciones 8.1.1 y 8.2.1 se propone la ley de control singularmente perturbada, la
cual tiene como objetivo el transformar el modelo en un modelo singularmente perturbado
respectivamente. Siguiendo los desarrollos de las subsecciones 5.2 y 5.4, en las subsecciones
8.1.3 y 8.2.3-8.2.4 se estudia la estabilidad asintética. En las subsecciones 8.1.4 y 8.2.5 se
estudia la aproximacion del estado y finalmente en la subsecciones 8.1.5 y 8.2.6 se desarrolla
un ejemplo académico para cada caso respectivamente. Las demostraciones de los resultados
estan en el Apéndice F.
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8.1. Esquema de Control Singularmente Perturbado para el
Sistema MIMO LTV

Sea el sistema representado por la ecuacién diferencial siguiente (c.f. (4.6)):
(S() + Declt)¥ () )y(t) = B*(D)u(t), teRY, (8.1)

donde: ¥y = [y1,...,ym]T € R™ y u = [u1,...,un|’ € R™ son la salida y la entrada del
sistema, respectivamente, Dy.(t) y B*(t) son matrices reales variantes en el tiempo de orden
m X1y mXm, respectivamente, y S(p) y ¥(p) son operadores matriciales de orden m x m
y 1 X m, respectivamente.

Enseguida se expresan las matrices (4.8) y (4.9) que corresponden al sistema (8.1), para:
i, 7, k € {1,...,m}, en notacién compacta:

S(p) = DM{pm’ ...,pnm}’ donde:n; € N, Zlnj =1.
]:

ym =20, 2> 1

a, (6) - ag,,(t)
Déc(t) = s
Omyy (t) o Ome, (t)
_ Ay (t)
q,0= | ol | em o]
Kin; Ay 1) (t) (8.2)

con:
11T .
Yilp)=[1 p plTt ] e R [p]
* * * T
con:
* T m
BiT(t) = [ b (t) bim(t) | €R
VteR*
Las condiciones iniciales son:

d ar d ar
yl(o)) £y1(0)7 MR wyl([)% et ym(o)7 &ym(0)7 MR %ym(o)'

Los coeficientes, ay,;(t) y bij(t), son tales que:
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H1 ay,;(t) son funciones desconocidas reales continuas acotadas de clase! C*° N L, que
satisfacen: [lag,; (t)|| < L/O,a y H%akij @) < L/l,a7 para todo ¢t € R™.

H2 B*(t) es una matriz real continua triangular desconocida para todo ¢, tal que: \;{B*(t)} €
RTy0<b < )\i{B*(t)} < by, para todo t € RT.

d
H3 [|bs; (1) < co v [Igbi; ()] < ¢
H4 Los niimeros Llo,m L/La, b1, bo, co y ¢, son positivos conocidos.

Antes de obtener la representacién de estado de la ecuacién diferencial (8.1). Obsérve-
se que la hipdtesis H2 es menos restrictiva que suponer una matriz Hermitiana definida
positiva. En efecto, considérese la siguiente matriz Hermitiana:

a b
=5 ]

los valores propios de esta matriz, H, son:

A = (a+c)++/(a—c)2+4b2

2
y
Ao = (a4c)— \/(a—c)w
= 5 ,

por lo que si se tuviera un polo de multiplicidad dos, entonces se deberia verificar que:
(a—c)? +4b* =0,

lo cual implica que:
a=c y b=0.

Entonces, una matriz de Jordan de la forma:
a 1
J =
{ 0 a ] ’
con a > 0, satisface la hipétesis H2 y no es una matriz Hermitiana.

Ademas:

= Si A es una matriz Hermitiana definida positiva, entonces existe U matriz unitaria

tal que:
A=UDU"H,

donde D es una matriz diagonal con todos sus elementos reales y positivos, ver coro-
lario 3.6 en Capitulo 1 de [73].

! Por simplicidad, se trabajé con funciones de clase C*°. Pero es posible trabajar con funciones de clase
C*, con k un entero grande positivo tal que las condiciones de derivabilidad permanezcan. Ver corolario
2.4.12 of [55].
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» Existe una matriz unitaria, U, tal que: T = U AU, es una matriz triangular superior.
La matriz, U, puede ser seleccionada tal que los valores propios de la matriz, A,
aparezcan en la diagonal de la matriz, T, en cualquier orden, ver teorema 3.3 en
Capitulo 1 de [73].

La ecuacién diferencial (8.1) se puede representar como una ecuacién de estado lineal,
ver seccién 4.2 del Capitulo 4. Con u(t) como entrada de control y y(t) como la salida del
sistema. Con la siguiente seleccién de estados (c.f. (4.10)):

T
¢ =[G - G G+t o Cptmeo Gttt oo St
(8.3)
qm—1 dn2—1 qnm—1 T
:[yl cee gpieTYL Y2 .. gmz=TY2 oo Ymoo .- W’ym} )
se obtiene la siguiente ecuacién de estado lineal variante en el tiempo (c.f. (4.11)):
24¢(1) = AMC() + B(bu(h), s

y(t) = CC(1),
enseguida se describen las matrices (4.12) que corresponden al sistema (8.4), en notacién
compacta:

An® M) X0
A(t) _ _XZ; C'l211 (t) An2 (t) cee _Xzz u.2mm (t) ’
L _XZZ Amy, (t) _XZZ Amay (t) s gﬁm (t)
ko
X 2
_ Zn2
L X" Bra(t)
con:
A (1) = T ()"} = X0, (8), LE{1, ..., m},
y
C=BDM{(x, )" (x; )" (x, )"}
con el vector de estado inicial definido como:
T
—1 m —1
CO) =1 51(0) £0(0) ... L=41(0) - Yn(0) Fym(0) ... Fr=rym(0)

8.1.1. Ley de Control Singularmente Perturbada

Para la representacion de estado (8.4) se propone la ley de control siguiente, la cual es
una generalizacién de la ley de control singularmente perturbada propuesta en la subsec-
ci6én 6.1.1 del Capitulo 6, ver [59].

Control singularmente perturbado
eu=—-Y(C+h)+Qz
¥ = BDM{()T )" ()T} € BT (8.6)
Q:BDM{(XQ) 7"’7<X2) }GR ,
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donde € es un nimero positivo pequeno, y h es una perturbacion.

Control de acoplamiento de modelo

4o =A(C+h)+Az+TF
A =BDM{Ay,--- Ay} € R0,

A;= T T e Ty, +4+1 c R2X7;
0 0o ... —=(B;—1) (8.7)
A =BDM{Ay, -, Ay} € RF>2m,

A = [ _(fj"‘l) —4;
’ (B —1) —B;
I'= BDM{x;, - x5} € R¥™*™,

2x2
€ R=*=,

donde: j € {1,...,m}, B; y {; son nimeros reales positivos, y «;,,, ..., @y, SON los
coeficientes de un polinomio Hurwitz

Py (A) = A + aj,. N7l b oA+, para j€{l,...,m}. (8.8)
El vector de estado de control se define de la siguiente forma:

£:[$m Tm+1 Toptnz Totne+l - Tttt nm+m Cﬂm+nz+---+nm+m+1]~

Al igual que en la subseccién 6.1.1, la funcién vectorial r(t) es el vector de referencia y el
vector h es una perturbacion tales que satisfacen las siguientes hipdtesis:

H5 7 =[r ... ™, ]T con: r; = r;(t) € L N C>®. Las componentes de 7(t) son
funciones C*°.

H6 h es una funcién vectorial real continua acotada, cuya norma es de orden €.

La hipétesis H5 se hace por que el esquema de control aproxima una retroalimentacién
proporcional derivativa.

La senal h de la hipdtesis H6 es considerada, ya que se desea tomar en cuenta el efecto
de un observador de alta ganancia.

El objetivo del:
= control de acoplamiento de modelo:

1. asignar la dindmica en lazo cerrado con la de un sistema lineal invariante con po-
linomios caracteristicos Hurwitz p;;(\) para cada salida y;, con j = {1,...,m}

y
2. asignar el radio de convergencia con la dindmica deseada.

= control singularmente perturbado:

1. cambiar la base vectorial donde esta representado el sistema para obtener un
modelo singularmente perturbado, y
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2. acercarse a la dindmica deseada con un error de orden e.

En la subseccién 8.1.3 se proporcionan cotas para los parametros, 8; y ¢;, que per-
mitirdan calcular un nimero positivo lo suficientemente pequeinio € tal que la estabilidad
asintotica uniforme del modelo singularmente perturbado se garantiza.

Para obtener el modelo singularmente perturbado, se aplica el esquema de control (8.6)
y (8.7) al sistema (8.4) y se aplica el cambio de variables

rj=C, je{l,.... 06 =1}, lh=m; 21 = (s

Z‘j+1:2<j, j€{€1+1,...,€2—1},

by = Zk:l Ny, 22 = CZz

xj+1:<j7 j€{£2+1,...,£3—1}7

53222:1%; 23 = Qg (8.9)

Tj41 = Cja je {Emfl + 17~-~7£m - 1}7
b =1  2m = (i,

lo cual lleva a obtener el siguiente modelo(c.f. (6.11)):

% — A11$ + Ang —+ Algh -+ Blff (8 10)
8% = An (57 t)x + A22(€, t)Z + Agg(t)h :

las dimensiones de las matrices estdn definidas como, A1, € RUTm)xm+m) 4., ¢ RO+m)xm
Ars € ROFMXN By @ RUFMXM. Ao (o 1) € RMXOEm) Ao (= 1) € R, Aga (1) € R™¥
para j € {1,...,m}, (c.f. (6.12)):

A = BDM{Ay o, Ay ),
nle ] 0
A, = o,
n; = —Qy; =1 o
0 Bi—1 =B
O = | Ay jeni-n |

A1 =BDM{ay,, ..., Gy, }»

@y, = [(XZ';:DT ajy,, H 4 +1 1= ﬁj} , Gy, € ROWTD;
A1z = BDM{A,,, ..., A, 1,

Ay, = XZ;+1( —ay, + (4 + 1)(12;)”}

(=B )]

ay, = | @, g, |5 Br=BDM{(n ) (0 )}

(8.11)

+
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ety (8) b1 () O | o | —edr, . (£) bim(t) 0
An(et) = z z s ;
B () WY 3 I R Ry €3 W (R
Az (e, t) = —(eX(t) + B*(t)),
aty,, (&) 0 ar,,. (1)
con: X(t) = : : (8.12)
amln%(t) e Amomny, (t)T
(x;t) " bu(t) © (X)) bum()
Ans(t) = — : : :
X ) b (t) - (&Z::)Tbmm(t)

Para estudiar la estabilidad del sistema homogéneo de la ecuacién diferencial (8.10). Se
siguen los procedimientos desarrollados en las subsecciones 5.2.3 y 5.2.4 del Capitulo 5, los
cuales son:

= aplicar una transformacién de estado la cual separara al sistema en dos subsistemas,
uno lento y uno rapido.

= estudiar la estabilidad asintotica uniforme aplicando los resultados de los lemas 5.2.1,
5.2.2 y 5.2.3.

En el teorema 8.1.1 de la subseccién 8.1.3, se demuestra que el sistema (8.10) es uniforme-
mente asintéticamente estable, y en el teorema 8.1.2 de la subseccién 8.1.4, se muestra que
la aproximacion de estado tiende al modelo invariante en el tiempo.

8.1.2. Transformacién Desacoplamiento

Se estudia primero la ecuacién diferencial homogénea del sistema (8.10), la cual es:

L) = Anz(t) + Azz(t)
5%(15) = Agi(e,t)x(t) + Axa(e, t)2(t)
Siguiendo el procedimiento de la subssecién 5.2.3, se transforma el sistema (8.13) en los
subsistemas lento y rapido.

(8.13)

Para obtener la transformacién de estado, se requiere definir las siguientes matrices
continuas diferenciables y acotadas:?

L(t) = Lo(t) + eRr(t) v H(t) = Ho(t) + Ry (t), (8.14)

para definir la matriz de transformacién que permita desacoplar al sistema (8.13) en un
subsistema lento y uno rapido.

Definiendo el siguiente cambio de variables:
[ Sét)) ] _ [ Iyym —LS(g (H)L(t) —SII:Tn (t) ] [ x(t) }

ol ]

2 En [38], las matrices son definidas en general con M y N términos, respectivamente.

(8.15)
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las matrices L(t) y H(t) son ((ver Apéndices C.4.1 y C.4.3)):

L(t) = Lo(t) + O(e), H(t) = Ho(t) + O(e)

Lo(t) = A%} (0,8)A21(0,t) = Lo, Ho(t) = A1245,1(0,1) (8.16)

Aplicando la matriz de transformacion de estado definida en la ecuacién (8.15) al sistema
definido por la ecuacién (8.13), se obtienen las siguientes ecuaciones para (c.f. (6.19) y
(6.20)):

Subsistema Lento

B (t) = [An — A4y (0,8) A (0, 1)] z(1)

= [A11 — A1aLo] (1) (8.17)

Subsistema Réapido
eTL(t) = An(e,t)z(t) (8.18)

donde t es manejado como un parametro, es decir, para un tiempo congelado.

Al igual que en la subseccién 6.1.2 se tiene la siguiente matriz que define la dindmica
del subsistema lento (8.17):

Ag = A1y — A1p A5 (0,8)A91(0,8) = Ay — AgaLg (8.19)

Note que (ver (8.11) y (8.12)):

T [(v2 7 Mo —fi
Ao = BDM{Aqy,, -, Aop,, }, donde:  Agy, = “{(Xm) }+Xma"] Xy,

Entonces el polinomio caracteristico de Ag es:

p(A) = det (Myym — Ag) = [[ det (AL, — Agy,)
j=1

m (8.20)
p(A) = l—[1 (A + B)pn; (V).
‘]:
silos B, j € 1,...,m, son seleccionados tal que:
B; = méx { — Re(N)|py, (A) =0}, (8.21)
entonces para:
B =min{f, ..., Bm}, (8.22)
existe K > 0, tal que:
|| exp(Apt)]]2 < Ke Pt (8.23)

La matriz Asz(0, ) satisface el siguiente hecho.

Hecho 8.1.1
La matriz Ags(e,t), satisface para todo t € R*:
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<ec (8.24)

d
| A22(0,t)[]2 < ¢, H(hﬁA22(0’t)
2

ii) Dado un niimero real positivo, &, y b; = b; + &, parai = 1, 2:

— by — 6L07a < %6)\1(1422(6,25)) < —b; + ELoya (8.25)

con: ¢ = \/mmcy, ¢ = /mmc y Lo, = \/ﬁmLéya. =

La propiedad i) del hecho 8.1.1 muestra que la matriz As3(0,t) satisface las hipStesis
de los lemas 5.2.1 y 5.2.2, es decir, A23(0,t) es acotada y su primer derivada también lo
es. La propiedad i) muestra que la matriz As2(0,t) es exponencialmente estable cuando el
pardametro positivo ¢ tiende a cero, esto permite que A22(0,¢) cumpla con las condiciones
del lema 5.2.3.

Del hecho 8.1.1 y de la ecuacién (8.23) se concluye que las matrices Ag y A22(0, 1)
satisfacen las condiciones obtenidas en la subseccién 6.1.3 del Capitulo 6, es decir, los
resultados obtenidos se aplican de forma directa al caso MIMO y solo se haran observaciones
cuando sea necesario.

8.1.3. Condiciones para Estabilidad Asintética Uniforme

En esta subseccién se muestra que la estabilidad asintética uniforme del sistema (8.13)
estd garantizada por las propiedades de las matrices de transicién (8.17) y (8.18).

La generalizacién del teorema 6.1.1 es:

Teorema 8.1.1

Sea Aas(e,t) que satisface el hecho 8.1.1, aj, —4i>1,7¢€ {1,...,m} y0< —ay, +
li+1< Log, j€{l,...,m}, existe entonces un €* > 0 tal que para todo € € (0,e*) el
sistema (8.13) es uniformemente asintéticamente estable. Mas ain, la matriz de transicion
de (8.13), ¢(t,s), satisface:

o, s)]|l2 < Ke ™% vt > s > tg,
donde K > 0 y k > 0 son independientes de €. La variable  se define como:
k= min{f,b1 — Lo — @}, con a = min{e;,, —¢; —1}
O

El teorema anterior relaciona el comportamiento del sistema (8.13) con los comporta-
mientos de los subsistemas lento y rapido. Este resultado se preserva de manera asintética
para cuando ¢ tiende a 0.

Desde un punto de vista computacional, es importante tener una idea de la cota superior
e*. Esta cota es dada por la generalizacién del lema 6.1.1.
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Lema 8.1.1

Bajo las mismas condiciones que en el teorema 8.1.1, y ||A1alla < My, ||[LoAialla < My y
| LoAoll2 < Ms, el sistema singularmente perturbado (8.13) es uniformemente asintdtica-
mente estable para todo ¢ € (0,e*), con:

N Bb1
E = — — —
K1 KoMy Ms + B (Loo + a + Ko Ms)

1<j<m

M, = \/ max (1 + (ozjjnj —l;—1)2+(1- 5],)2)7

My = [ max (o, —L£; —1)2
2 1§]Sm( ]j’l]j J )7

8.1.4. Aproximacion del Estado

Considérese el modelo singularmente perturbado (8.10), con las condiciones de estado
inicial: z(tg) = xo y z(to) = zo0. La aproximacién del estado se hace al igual que en la
subseccién 6.1.4 del Capitulo 6, esto es:

1. se aplica el cambio de variable de la ecuacién (8.15) al sistema (8.10) (c.f. (6.26)-
(6.29)).

2. se aplica la aproximacién de Lo(t) y Hy(t), para obtener los subsistemas lento y
rapido (c.f. (6.30) y (6.31)).

3. se obtienen las condiciones iniciales y al subsistema rapido se le aplica el cambio de
escala (c.f. (6.32)).

4. se aplica la transformada inversa de (8.15).

Mediante este procedimiento se llega a la generalizacion del teorema 6.1.2 del Capitulo
6. El cual se expresa como sigue.

Teorema 8.1.2
Dada la matriz Asg(e,t) v ||h|l2 = O(e). Existe entonces € > 0 tal que para todol e € (0, £*|
la expresion siguiente permanece uniforme mientras t € [to,ty]:

z(t) = x5(t) + O(e) (8.26)
t—tp

2(t) = — Ay () A1 (t)zs() + 24 < > + O(e), (8.27)

donde x5 y zy son las soluciones de las ecuaciones:

dits (1) = Agxs(t) + Agh(t) + Bir(t)

2 8.28
Aq = A13 — A12A221 (0, t)Agg,(t) ( )
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Y
%Zf(T) = AQQ(O, to)Zf(T) + Agg(to + 67‘)h(t0 + 67’) , (8.29)
con las condiciones iniciales:
zs(to) = o
_ 8.30
Zf(O) = A221 (0,t0)A21(to)zo + 20- ( )
O

8.1.5. Ejemplo Ilustrativo

En el siguiente ejemplo académico, se muestra como aplicar la técnica desarrollada. Sea
el sistema:

2
Loy + ar2(t) Lyr + a1 (Dy1 + a21()y2 = by (Hur + bia(t)ug

8.31
£ys + ago1 (H)y2 + a212(t) Fy1 + az11 (H)yr = baa(t)us (8.:31)
con la siguiente definicién de pardametros:
> sen((2j—1)t) > )it gt
a11(t) = Y~ au(t) = Z sen (5>
7j=1 7j=1
£ = 5 j sen(45t) ¢ 2 4 5 cos(2jt)
am()—];Wa ag (t) = 2 ;; =y
. 5 (8.32)
aza(t) =2 Y, S sen(jt), agni(t) = % — Z
7j=1 j=1
bii(t) = 1+ 1 (sen(t) +sen(2t)), bia(t) = 5 + cos(t)

L bgl(t) =0, b22( ) =1+ sen(2t)

Las funciones anteriores se pueden observar en las figuras 8.1 y 8.2.

De la ecuacién (8.32) y de la figura 8.1 se observa que para los pardmetros ayj;(t)
satisfacen la siguiente desigualdad:

larji(t)| <4= Lo, Vi, j ke {1,2} (8.33)
y de la figura 8.2 se observa que las componentes b;;(t) satisface la siguiente desigualdad:

Il <2 =co, Vivj € {1,2}. (8.34)
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éo 46 60 50 100 0 éO 40 60 80 100
(c) (d)
4 2
2 1]
0 — .
-2
-2+
-4 . ) . -4 . . . .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
(e) (f)

Figura 8.1: Pardmetros del Sistema Matriz A(t): (a) a111(t), (b) a112(t), (c) ai2i(t), (d)
a11(t), (e) a212(t), (f) ag21(t).

El modelo de estado de la ecuacion (8.31) es (ver seccién 4.2 del Capitulo 4):

0 1 0 0 0 ui(t)
et = | —am(t) —anz(t) | —a1n(t) | (&) + | bua(t) | bia(t) [ ul(t) ] ;
—agn(t) —a212(t) ‘ _a221(t) 0 ‘ b22(t) ’ (835)

][ [ofe) |0 |
(t)
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0 20 40 60 80 100 0 20 40

100
(a) (b)
0.5
o |
=03 20 40 60 80 100
(c)

Figura 8.2: Pardmetros del Sistema Matriz B(t): (a) b11(t), (b) bi2(t) y (c) baa(t).

y el control de acoplamiento es:

(1) -1 —anz+l+1 0
dlm® | |0 -1 0 -
dt |z (t) 0 0 —ag11] + 1o+ 1
5(t) 0 0 —(B2—1)
~(i+1) —i 0 0 (1) 10
n Bi—1) B 0 0 z3(t) n 0]0 { 1(t) }
0 0 —(lz + 1) =l .%'4<t) 01 79 (t)
0 0 | (B2—1) =P z5(1) 010

(8.37)

para satisfacer la ecuacién (8.8) se seleccionan los coeficientes:

a1 =1/9, aj;0=2/3

agyy = 1/2,

que son los coeficientes de los polinomios:

2 1 1
pnl()‘):/\2+§)‘+§ y pUQ()\):)\+§

De la desigualda (8.21), teorema 8.1.1 y el lema 8.1.1 se calculan los parametros 3;, ¢; ye
para i = {1,2}.

B1=082=10, (1 =4F3=0, &*=0.16, se selecciona: ¢ = 0.08.
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Para que se satisfaga la hipdtesis H5, ri,75 € L= N C™, el vector de referencia r se
construye de la siguiente forma:

10 [t

1
= — = — 1
275 /. p(o)do,  raft) = 5ri(t) con ¢ €0, 100]

T (t)

N
donde:® ¢(t) = e 1-¢"% con t' = (12/75)t — 1 (ver figura 6.2 (a)).

Se define el error de acoplamiento como:

19(8) — yaa()] = 'y@) ~ Cuc [0 (Aart = ) Bur(0)a(0).

con:
0 1 0 0|0 1 olo
Age = _1/9 _2/3 0 y Bae = 110 7yCac: 0 011 |°
0 0 |-1/2 01

En las figuras 8.3 y 8.4, se muestran simulaciones numéricas implementadas en MATLAB®
para el sistema variante en el tiempo (8.35), controlado por (8.36), con una referencia es-
calén.

En la figura 8.3 se muestra que la salida del sistema y;(¢) alcanza el acoplamiento, con
un error pequeno y se observa que las senales de control tienen dindmicas acotadas.

En la figura 8.4 se observa que la salida y2(t) cumple con el acoplamiento y que las
dindmicas de las senales de control son acotadas. En ambos casos el acoplamiento se al-
canza en un tiempo de 20 segundos aproximadamente, no importando la dindmica de los
parametros del sistema, solo es necesario conocer cotas para que el esquema de control
alcance el objetivo.

3 La funcién ¢ se toma de la definicién 2.4.5 en [55].
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10+
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0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
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1 0.1
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Figura 8.3: Variables de control: (a) salida y;(t), (b) error de acoplamiento de modelo
ly1(t) — yia1(t)|, (c) senal de acoplamiento de modelo x2(t), (d) senal de acoplamiento de
modelo z3(t), (e) ley de control u;(t), (f) senal de referencia r;(t).
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6 15

4 1

2 0.5

% 20 40 60 80 100 % 20 a0 60 80 100

-2

-4 1 1 1 1
0 20 40 60 80

(e) (f)

Figura 8.4: Variables de control: (a) salida y2(t), (b) error de acoplamiento de modelo
ly2(t) — yia2(t)|, (c) senal de acoplamiento de modelo x4(t), (d) senal de acoplamiento de
modelo z5(t), (e) ley de control ug(t), (f) senal de referencia ro(t).

20 40 60 80 100
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8.2. Esquema de Control Singularmente Perturbado para el
Sistema MIMO LTVD

Sea el sistema representado por la ecuacién diferencial siguiente (c.f. (4.7)):
(5) + Declt) W) Ju(t) + Dasc VUl — (1)) = B*(u(t), teRF,  (8.38)

donde: ¥y = [y1,...,ym]T € R™ y u = [u1,...,un|’ € R™ son la salida y la entrada del
sistema, respectivamente, Dy.(t) y B*(t) son matrices reales variantes en el tiempo de orden
m X ny mXxm, respectivamente, y S(p) y ¥(p) son operadores matriciales de orden m x m
y 1 X m, respectivamente.

Enseguida se expresan las matrices (4.8) y (4.9) que corresponden al sistema (8.38),
para: i, j, k € {1,...,m}, en notacién compacta:

m
S(p) = DM{pm, "'7p77m}7 con:n; € N, Zlnj =
j:

ym =20y, > 1

U(p) = BDM{¢1(p),...¢m(p)}, donde:

Yip)=[1 p ... p¥? ]T € R [p].
[ a1y, (t) o Mm (t)
Dﬁc(t) = ,
L Omay (t) - Amy, (1)
donde:
[ g7 akil(t)
4,0 | o) | ern ao-|
Kin; aki(nj—n(t) (8.39)
a1y, (t) almm(t)
Dyqc(t) ,
Qmyy (t) O (t)
donde:
AL ( ) Ak (t)
ki (t) = a:“ e R, o’sz_ (t) = :
in; aki(njfl) (t)
B (t)=[ Bi(t) - Bn) ],
donde:
BiT(t) = [ bju(t) -~ bim(t) ]” €R™.
VteRT,

Los coeficientes, ay,;(t), oy, (t) y bi;(t), son tales que:
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H1 ay,,(t) y o, (t) son funciones reales acotadas desconocidas de clase* C® N L>, que
satisfacen: Hakij (t>HOO < LO,av H%akij (t>HOO < Ll,av Hakij (t)HOO < LO,ou H%akij (t)HOO <
L/La para todo t € RY.

H2 Los valores propios de B*(t) satisfacen: \i{B*(t)} € RT y 0 < by < A\ {B*(t)} < by,
para todo t € RT.

H3 b3 (1)l < co v [150i5(1)]loc < ¢

’ / / T T o . .
H4 Los ndmeros, Ly ,, Ly o, Lo s L1 o b1, b2, co y ¢, son positivos y conocidos.

La funcién 7(t) es desconocida real continua diferenciable y satisface:
H5 0<7m <7(t)<my0< $rt) <7 <1
H6 Los ntimeros 7y, 70 y 7 son positivos conocidos.

La ecuacién diferencial con retardo (8.38) puede ser expresada como una ecuacién de
estado con retardo, ver seccién 4.2 del Capitulo 4. Con u(t) como entrada de control y y(t)
como la salida del sistema. Con la siguiente seleccién de estados (c.f. 4.10):

T
¢ =[G v Cn Cner oo Cntmeeor Cptetmmoatl oo Gt
dm—1 dnz—1 dnm—1 T
= |:y1 . Wyl Y2 . 221 Y2 N Ym . Wym] N
(8.40)

se obtiene la siguiente ecuacién de estado con retardo variante en el tiempo (c.f. (4.14)):

)C() + A()C(t — (1)) + B(t)u(t) (8.41)

enseguida se describen las matrices (4.12) y (4.15) que corresponden al sistema (8.41), en

4 Por simplicidad, se trabajé con funciones de clase C°°. Pero es posible trabajar con funciones de clase
C*, con k un entero grande positivo tal que las condiciones de derivabilidad permanezcan. Ver corolario
2.4.12 of [55].
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notacién compacta:

[ Am (t) _XE Ao (t) v _XZi N (t)
L _XZ: Amay (t) _XZZ Amag (t) cee Anm (t)
[ XMony, (1) XM, () —xoa,, (1)
12 12 — 712
Q= | Ame () —xpaz,(t) o XAz, (1) |
L _XZ: Omyqy (t) _XZ:Z Mmoo (t) oo _KZ:: Ompm, (t) (8,42)
X Bi()
2 R*
Bty = | BE)
| X Br(t)

Ay (1) = Tu{OE)"} = Xlag, (1), L€ {L, ..., m),

C =BDM{(x )" ()T ()T

—12

con el vector de estado inicial definido como:

C(t) =g(t), tel[-m0)

m1—1 m—1
¢(0) = |41(0) £y1(0) -+ L291(0) - Y (0) Ly (0) -+ Ly (0)| , t=0.

8.2.1. Ley de Control Singularmente Perturbada

Para la representacién de estado (8.41), se propone la ley de control siguiente, la cual
es una generalizacién de la ley de control singularmente perturbada propuesta en la sub-
seccién 6.2.1 del Capitulo 6, ver [62].

Control singularmente perturbado

eu(t) = —O¢(t) + Quz(t)
6 = BDM{(XZi)Tv (XZ;)T7 R (XZ:)T} € Rmxn, (843)
Q=BDM{(x))",...,(x}))"} e Rmx2m

con € un numero positivo pequeno.
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Control de acoplamiento de modelo

4 (t) = AC(t) + Az(t) + TF(?)
A= BDM{AL. .. 7Am} c RQan,
Aj = [ _((T)jn _%jm _Uj12b+gﬂi;1 € R2x7
v — ] —
A=BDM{Ay, -+, Ay} € RZmX2m (8.44)
—(l;+1) —4 22,
A; = J cR X
’ |: (ﬁ] - 1) ﬁj
I'= BDM{X;, XQ} e R2mxm

donde:

B; y ¢; son paramétros positivos para todo j € {1,...,m}. Los cuales se seleccionan de la

siguiente forma:

Ujjn —€'>1
0< =05, +1; +1<L0a jell,...,m} (8.45)
B zmax{ Re(A) | pp; (A —0}

Tjiis ++ o5 Oy, SON los coeficientes de polinomios Hurwitz

Py (N) = N+ 0y, N o, A oy, Vi€ {1 m), (8.46)

El vector de control de estados es:
T=[Ty, Tyl Tyitme Tmpidmerl O Tnpibmatedmndm nidmpbednmtma]

La funcién vectorial 7(t) es el vector de referencia y tiene la siguiente forma:

f:[Tl cee Tm ]T.

Las componentes 7; son senales que satisfacen la siguiente hipétesis:

H7 r; =r;(t) € L*NC*.

Se toman funciones en C*°, ya que el esquema de control aproxima una retroalimenta-
cién proporcional derivativa.

El objetivo del:

= control de acoplamiento de modelo es:

1. asignar la dindmica en lazo cerrado con la de un sistema lineal invariante con
polinomios caracteristicos Hurwitz p,;(\) para cada y;, con j = {1,...,m} y

2. asignar la convergencia exponencial hacia la dindmica deseada.

= control singularmente perturbado es:
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1. cambiar la base vectorial donde estd representado el sistema para obtener un

modelo singularmente perturbado, y

2. acercarse a la dindmica deseada en un orden €.

En la subseccién 8.2.3 se proporcionan cotas para los pardmetros, 3; y ¢;, que per-
mitiran calcular un nimero € positivo lo suficientemente pequeno tal que la estabilidad

asintética uniforme del sistema singularmente perturbado se garantice.

Para obtener el modelo singularmente perturbado en lazo cerrado, se aplica el esquema
de control dado por las ecuaciones (8.43) y (8.44) al sistema (8.41) y seleccionando la nueva

base

( xj:Cj, jE{l,...,El—l},glzT]l; 21:@1;
ZTjy1 = G, je{l+1,...,0o— 1},
by=371ms 22 =Ca
i1 = (j, je{la+1,... 05— 1},
O3=30 s 23 = Coy

i1 =G, JE€{lma+1,...,0,—1},
bn =1 2m = (o,

(8.47)

con la definicién de estados dada por la ecuacién (8.47) se obtiene el siguiente modelo en

lazo cerrado (c.f. (6.49)):

B0~ Apa(t) + Argz(t) + Bif(t)
2

e B — Ay (e, t)a(t) + Aga(e, 1)2(1) (8.48)

+ Ags(e, )zt — (1) + Asa(e, £)2(t — (1))

donde las matrices del sistema tienen las siguientes dimensiones, A;; € ROTm)x(m+m)
A12 S R(n+m)xm’ Bl S R(ner)Xm, A21(€,t) S Rmx(ner)’ A22(5,t) S Rmxm’ Agg(é‘,t) €

R7™*(+m) - Aoy (e,t) € R™*™ para j € {1,...,m}, (c.f. (6.50)):

—m—l } ‘ 0 0
An =BDM{4,,, ..., 4}, Ay, = - +1) —4
Bi—1 =B

ay; = { Ojjn " o-jj(njq ) = | o, UJJnJ } ; (8.49)

Ao = BDM{Gy,, ..., Gy, },
al = [(xn )7 Ty + 0 +1 1= 5]-] , Gy, € ROGHD;
B; = BDM {(X21+1), ey (KZZJFI)}
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—Eﬁln (t) bn(t) 0 —Eﬁlmm(t) blm(t) 0
Agi(e,t) = : : : ;
—ECpmy, (1) b1 (t) O | ... | —etm,,,. (t) bymm(t) O
Ags(e,t) = —(eX(t) + B*(t)),
aiy,, (t) --- Ay (t)
con: X(t) = : : ;
Uy, (B) 00 Qg (F) (8.50)
—807111(t) bn(t) 01.. —€d1mm(t) blm(t) 0
Ass(e,t) = : : : ;
I —EQmy, (1) b1 (t) O | ... | —€@im,,, (t) D (t) O
a1y, t) --- ALy (t)
Aza(e,t) = : : ;
L Oy (1) o Oy, (2)

De los trabajos de investigacién de E. Fridman [14] y P. Kokotovié¢ et. al. [38], es
importante mostrar que los valores propios de la matriz Ass(e,t) estan en el semiplano
complejo izquierdo abierto. En el siguiente hecho, esto es mostrado.

Hecho 8.2.1
La matriz Ags(e,t), satisface para todo t € R :

i)

<c (8.51)

2

d
| A22(0,t)[]2 < ¢, HthQQ(Oat)

ii) Dado un niimero real positivo, § y b; = b; + 9, i = 1, 2, la siguiente identidad se
preserva:

— by — 8L0,a < §R€)\i(A22(5, t)) < —-b; + 5L0,a (8.52)

con: ¢ = \/mmcy, ¢ = /mmc y Lo, = \/mng,a. -

Asi, nuevamente bajo el cambio de base propuesto se obtiene una representacion de las
matrices Ag2(0,t) vy A11 que satisfacen las hipdtesis de los lemas 5.2.1 y 5.2.2, y junto con
el hecho 8.2.1 satisfacen las condiciones obtenidas en la subseccién 6.2.3 del Capitulo 6, es
decir, los resultados obtenidos se pueden aplicar de forma directa al caso MIMO y solo se
haran observaciones cuando sea necesario ya que en esta representacion existe la matriz

A274<€, t).

En la subeccién 8.2.2 se define la transformacién de estado, cuyo objetivo es desacoplar
el sistema en dos subsistemas uno lento y uno rapido.
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8.2.2. Transformacién de Estado

La ecuacién de estado (8.48), para el caso homogéneo se reduce a:

d::;gt) = Alll'(t) + Algz(t)
e B — Ay (e, t)a(t) + Aga(e, t)2(1) (8.53)
+ Aos(e, )zt — 7(2) + Asy(e, t)2(t — 7(¢))

Siguiendo el procedimiento desarrollado en la seccién 5.4 y [14], se desacoplard el sistema
(8.53) en dos subsistemas uno lento y uno répido.

Para lograr esto, se definen las siguientes matrices continuas diferenciables y acotadas
(ver subseccién 5.2.3),

L(t) = Lo(t) + eRy (t) € Rmx(n+1),

H(t) = Hy(t) + eRp (t) € RIvHD)xm, (8.54)

para definir la transformacién de estado que permita desacoplar al sistema (8.53) en un
subsistema lento y uno rapido.

Se define el siguiente cambio de variables:
[ 0(t) ] _ [ (In+1 L&éf)(t)L(t)) fsil(t) } { 28 ]
a5

siguiendo el procedimiento desarrollado en los Apéndices C.4.1 y C.4.3, se obtienen las
matrices definidas en la ecuacién (8.54), las cuales toman la siguiente forma:

(8.55)

L(t) = Lo(t) + O(e), H(t)= HO(Q + O(¢)
Lo(t) = Agy (0,) A1 (0, 1) = Lo, (8.56)
Ho(t) = A12A5 (0,) = Hy
Finalmente, tomando en cuenta (8.55) en (8.56), se obtiene:
do(t)/dt = [Ag + O(e)] 6(¢)
edn(t)/dt = [Az(e,t) + O(e?)] n(t) + Aza(e, )n(t — 7(t))
donde: ) ) B )
Ag=A11 — AlgLo(t) y A22(€, t):AZQ(Z‘:, t) +eLoAi (857)
Asi, el sistema (8.53) es aproximadamente desacoplado en un subsistema lento,
dag(t)/dt = Agxs(t), (8.58)

y en un subsistema rapido,

€dzf(t)/dt = AQQ(E, t)Zf(t) + Agy(e, t)Zf(t —7(t)). (8.59)
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Noté que: (recuérdese (8.57), (8.56), (8.49) y (8.50)):

_ T IV Ziqe, —fi
Ay = BDM{AOm, ey Aonm}, con: AO'r]j = u{(xni) 07}1 Xﬂj nj 7;773‘ ,
n; i

entonces el polinomio caractaristico de A es:

—3

p(>\) = det ()\In+m — /_10) = det ()‘Iﬁj — Aonj)

—_

= (8.61)
p(A) =] ) (A + B;)pn; (N)-
]:
si los parametros 3, j € 1,...,m, son seleccionados de forma que:
Bj > mix { — Re(A)|py, (A) = 0},
entonces para 3 = min{f, ..., Bn} existe K; > 0, tal que:
| exp(Agt)||2 < Kie Pt Vit e RT. (8.62)

Observece que las matrices Aga(e,t) v Asa(e,t) cuando € — 0 satisface el hecho 8.2.1,
entonces existe Ky > 0, tal que:

| exp(Agl)||2 < Koe ™t v ieRT. (8.63)

Se estudiara la estabilidad asintética de la ecuacion diferencial funcional homogénea
de (8.48) con la herramienta de pertubaciones singulares, desarrollada en las subsecciones
5.2.3 y 5.2.4 del Capitulo 5 para sistemas lineales variantes en el tiempo, y la herramienta
extendida en [14] de la seccién 5.4 para el caso de sistemas con retardo.

En la subseccion 8.2.3 se estudia la estabilidad asintética de la ecuacion diferencial
funcional homogénea de (8.48) cuando se considera que no existe retardo, para el caso
Ags(e,t) =0, Aay(e, t) = 0y By = 0. Como en [38], se dan cotas para ¢ tal que se garantiza
la estabilidad asintética. Finalmente en la subseccién 8.2.4, siguiendo ideas de [16] y [39], se
estudia la estabilidad asintdtica para la ecuacion no homogénea del sistema lineal variante
en el tiempo con retardo.

8.2.3. Condiciones para Estabilidad Asintética Uniforme

Se mostrard que la estabilidad asintética uniforme de los subsistemas (8.58) y (8.59)
es garantizada por las propiedades de sus matrices de transiciéon cuando no existe retardo,
para el caso Aaz(e,t) =0y Aa(e, t) =0.

El teorema siguiente conecta el comportamiento del sistema (8.53) con el comporta-
miento de los subsistemas lento y répido, para el caso Aas(e,t) = 0y Aa(e,t) = 0. Los
resultados se siguen de los ya obtenidos debido a las ecuaciones (8.62) y (8.63).

La generalizacion del teorema 6.2.1 es:
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Teorema 8.2.1

Bajo las mismas condiciones del hecho 8.2.1, y dadas las condiciones (8.45), existe un * > 0
tal que para todo € € (0,c*) el sistema (8.53) es uniformemente asintéticamente estable.
Mas atin, la matriz de transicion del sistema (8.53), ¢(t, s), satisface:

p(t,s)]l2 < Ke "7 vt > s > ¢,
donde K > 0 y k > 0 son independientes de €. La variable r esta definida como:

x = min{B3,b; — Loy — 0}, con o = min{o;, —¥{; —1}

Este resultado se mantiene cuando ¢ tiende hacia 0. Desde un punto de vista compu-
tacional, es importante tener una idea del valor de la cota superior €*. Esta cota es dada
por la generalizacion del lema 6.2.1.

Lema 8.2.1
Bajo las mismas condiciones del teorema 8.2.1, y ||Ai2|l2 < M, ||[LoAizlls < My y

| LoAoll2 < Ms, el sistema singularmente perturbado (8.53) es uniformemente asintdti-
camente estable para todo € € (0,&*), donde:

* Bby
e = —— —
K KoM Ms+ 3 (Lo,a +o0+ KQMQ)

1= \/ max <1+(Ujjnj — ;- 1)24’(1_5]')2)7

1<j<m
— 4 —1)%

MQ = max (
1<j<m

\/m (%?fn (:Zjl(ajﬁ)z + (@‘)2))

Jjjﬁj

M;

8.2.4. Estabilidad Asintética del Sistema con Retardo

Se reescribe el sistema compuesto por (8.58) y (8.59) de la siguiente forma (c.f (6.71)):

E. dx;];(t) = A*(e, )5y (1) + A" (D)wsp(t — 7(1)) (8.64)

con 2, (t) = [2T(t) (O] y:

Ee — |: OIn—I—l On+1,m :| : A*(E,t) — |: 0 1210 (_)n—l—l,m

A*(t) _ On+1,n+1 0n+1,m ’
Om7 n+1 _A24(57 t)
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La estabilidad asintética del sistema (8.64) se estudia siguiendo las ideas en [16]. Existe

_ Wl On—l-l,m
W= [ Om, nt1 I ]
y (8.66)
Ql 0n+1 m :|
,t = — ? _
Q1) [ Om,n+1 —% (Axa(e,t) + Al (e,1))

con Wi = W{ >0y Q1 =QF >0, tal que:
A (e, t)TW + WA* (e, 1) = —2Q(e, t) (8.67)

Para los subsistemas (8.58) y (8.59), el resultado principal sobre la estabilidad del
sistema homogéneo se da en la siguiente generalizacion del teorema 6.2.2.

Teorema 8.2.2

Dado que la matriz A*(e,t) satisface la ecuacién de Lyapunov (8.67), Ag(e,t) y Asa(e,t)
satisfacen el hecho 8.2.1, y tomando en cuenta la hipétesis H5, existe un niimero positivo
lo suficientemente pequeno £*, tal que el sistema (8.64) es asintéticamente estable para
todo 0 < e < g*, OJ

El teorema 8.2.2 da condiciones suficientes para la estabilidad del sistema (8.48). Este
es un criterio dependiente del retardo.
8.2.5. Aproximaciéon del Estado

En esta subseccién, se obtienen aproximaciones asintéticas de los estados del sistema
(8.48), para mostrar que el sistema no homogéneo preserva la estabilidad asintética mos-
trada en el teorema 8.2.2 para un niimero positivo € pequeno.

Se considera el sistema singularmente perturbado con retardo (8.48), con las condiciones
iniciales: z(tg) = zo y z(to) = z0. La aproximacién de estado se hace al igual que en la
subseccién 6.2.5 del Capitulo 6. Se aplican los siguientes pasos:

1. se aplica el cambio de variable de la ecuacién (8.55) al sistema (8.48) (c.f. (6.75)-
(6.78)).

2. se aplica la aproximacién de Lo(t) y Ho(t), para obtener los subsistemas lento y
rapido (c.f. (6.79) y (6.80)).

3. se obtienen las condiciones iniciales, y al subsistema rapido se le aplica el cambio de
escala.

4. se aplica la transformada inversa de (8.55).

De esta forma se generaliza el teorema 6.2.3 de la siguiente manera.
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Teorema 8.2.3
Dadas las condiciones (8.62) y (8.63). Existe un niimero €* > 0 tal que para todo € € (0,&*)
las siguientes expresiones se mantienen uniformes en el intervalo t € [to, t¢]:

z(t) = x5(t) + O(e) (8.68)
t—1t
z(t) = —Agzl(o,t)Agl(O,t)xs(t) + 2 < E 0> + O(e) (8.69)
donde x5 y zy son soluciones de las ecuaciones:
d$s(t)/dt = Aol‘s(t) + Alng(t) + Bl’l”(t) (8.70)
y
Lzp(0) = Ax(0,t)z;(0) (8.71)
con las condiciones iniciales:
zolto) = 20 (8.72)

Zf(O) = A2_21 (O, t)Agl (0, t).ro + 20
O

8.2.6. Ejemplo Tlustrativo

Los resultados obtenidos en las secciones anteriores son aplicados en el siguiente ejemplo.
Se considera el sistema:

a4z 2 d(27i)

dzN (t) + Zl A1y i41 (t) die-n Y1 (t)
2 - 4@ 2 4@

+ Zl Xy 5 41 (t)myl (t - T(t)) + ; Ay 11 (t)myQ (t)
2 (2-1) -

+ 21 Myn 4 (t)%yz(t —7(t)) = b1 (H)ur(t) + brz(t)uz(?)

1=

Lo (8.73)

2 2

ORI WENSOR =210
2 B 4e" 2 4@

+ ; Q259 41 (1) die—n Y2 (t—7(t)) + ; az, 5 ;1 (t) qey Yt (t)

7 5 o 7
+ 3 a2 Ot = 7(0) = ba(t)ua()

Noté que en este caso: 1 = 2 y 2 = 2. Se reescribe el sistema (8.73), en la forma dada
por (8.39):

110
|: 9% 0 :| n |: al;; Gl ‘ A1y Qg :| 20 |: yl(t) :|
0 & az;;  A2q ‘ A2;5; (299 01 y2(t)
0|0
110
8.74
+ [ 01y, Oy ‘ 1y, Olyy :| 910 |: yl(t _T(t)) ] ( )
Q2 Q2 ‘ A2y 2y 01 yQ(t_T(t))
010
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con 0 = dt , los pardmetros variantes en el tiempo considerados son:
5 ot ,
arnn(t) = Y == QJZJ 11 )7 ajz(t) =, ( 1;7 sen (%)
i j=1 i
(45t) 24t
a121(t) = 21 725 = 2Z+1)7 apa(t) = 2+ 7 Zl C018£4]j)
Jj= Jj=
5 ; 5 .
_ (=1t :
asi(t) =2 2;1 sen(jt) ag2(t) =2 231 +— cos(jt) (8.75)

= J
ag (t) = gcos(t), an(t) = £ sen(3t) + 5 cos(t)

Q111 = G221, (112 = G222, (121 = 3, (222 = A211
ao11 = 1+ 7 cos(t), sz = aiae, azr =2

bii(t) = 7+ 2 (sen(t) +sen(2t)), bia(t) = 5 + cos(t)
le(t) -0, b22< ) =54 sen(2t)

\

algunas de las funciones® definidas en la ecuacién (8.75) se muestran en la figura 8.5.

1

HHHHHHHHHHHHHHHH 2
0.5
1,
0 o
-0.5 -1
~fHHHHHHﬁﬁ~FbFHP—
o 20 40 60 80 100 % 20 40 60 80 100
(a) (b)
0.5 1 :
0.5
of 0
=05 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100
(c) (d)
4 2 ‘ ‘ ‘
2,
0
o4 I
-2
-2
-4 . w . -4 w ‘ ‘ .
o 20 40 60 80 100 "0 20 40 60 80 100
(e) (f)

Figura 8.5: Parametros Matriz A(t): (a) a111(t), (b) a112(t), (c) ai21(t), (d) a212(t), (e)
a211(t), (f) a122(t).

5Se grafican los pardmetros que son definidos como una serie de Fourier.
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9
2
8
1
7
6 ;0
5 ‘ ‘ ‘ ‘ -1 ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100 O 20 40 60 80 100
(a) (b)
5.5
5
“% 20 40 60 80 100
(c)
Figura 8.6: Pardmetros Matriz B(t): (a) b11(t), (b) bi2(t) y (c) baa(t).
De las figuras anteriores y de la ecuacion (8.75) se calculan las siguientes cotas:
lar;i(t)|| < 4= Lo, Vi,jke{1,2}, (8.76)
lawji(t)|| < 4= Lo, Vi,jke{1,2}, (8.77)
y las componentes b;;(t) satisface la siguiente desigualdad:
Ibs; (B)]| < 8.5 =co, Vi, je{1,2}. (8.78)

Se define el vector de estado como ((t) = [C1 C2 (3 4] = w1 %yl Y2 %yQ], se
obtiene la siguiente representacion lineal de estado con retardo (ver seccién 4.2 del Capitulo

0 1 0 0 0 0 0 0
d _ a1, —Alp | A1y — Qg —Q1; Oy, | Ty Ty
dtqt) 0 0 0 1 C(t) + 0 0 0 0
a2;; A2 | —A2y; A2y T2 T2, | TQ2y T2y
+ bll(t) blg(t) 1 |: ul(t) :|
0 bzg(t) | Ug(t)
yi(t) | |1 0 0
| = oo <o

¢t —7(t))

(8.79)
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De las ecuaciones (8.43) y (8.44), el esquema de control es:

1,‘2(?5)
w(®)] [0 1]0 0 1 0]0 07 a30t)
g[uz(t)]_ [0001}“”[0010} x4§t§
xs(t
xo(t) —01,, —O1,+hL+1] 0 0 ]
o e e e e e R L0 330
z5(t) 0 0 0 —(B2—1)
—(ll-l-l) -l 0 0 xg(t) 110
Bi—1) -8 0 0 23 (t) 00| [r@®
l — ol—(zg+1) I wi(t) o1 [r;(t)]
0 0 | (B2—1) —p2 w5(t) 0]0

Tomando en cuenta la ecuacién (8.45), se seleccionan los pardmetros:
01, =25, 01,5, =28, 02, =20 y 09, =38

Entonces la dindmica de la salida y;(t) estd dada por el siguiente polinomio caracteris-
tico Hurwitz:

P (A) = A2 48X\ 425

y la dindmica de la salida y2(t) estd dada por el siguiente polinomio caracteristico Hurwitz:
P (A) = A2 4 8\ + 25.
Del teorema 8.2.1 y el lema 8.2.1 se obtienen los parametros f3;, ¢; y € para i = {1,2}:
B1 =25, [Ba=25
01 =20, ¥¢=20
e*=0.12, £=0.04

Para que la hipdtesis H7 se cumpla, r1,70 € L N C*, las senales de referencia se
construyen de la siguiente forma:

t
r1(t) = 595 Jy #(o)do

ra(t) = 3r1(t), t €0, 100],
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donde:® )
o(t)=e =2 con t = (12/75)t— 1.

En las figuras 8.7 y 8.8, se muestran los resultados numéricos obtenidos con el software
MATLAB® para el sistema (8.79), controlado por (8.80).

Se define el error de acoplamiento de modelo como:

ly(t) — yia(t)| = ’y(t) - CaC/O exp (Aac(t — 0)) Baer(o)d(o)| -

con:
o 1] 0 0 00
-25 -8 0 0 1]0
Am_0001’3m_00
0 0 |-25 -8 01
y

1.0[0 0
Cm_[oo1o}'

Las simulaciones ntumericas fueron implementadas con DDE23 de MATLAB® (ver
[65]).

5 La funcién ¢ se toma de la definicién 2.4.5 en [55].
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4 ‘ , ‘ , 10 ‘ ‘ ‘ ‘
- SR o
0
11 A S A A B VVVVVVVVVVVVVVV
2 20 40 60 80 10019 20 40 60 80 100
(a) (b)
1.5 0.05 , ‘ ‘ ,
m W
o |
0.5/
% 20 40 60 80 100 %% 30 40 60 80 100
(c) (d)
1 ‘ 0.2 ‘ ‘ ‘ |
o
o——— ANV VYV,
0% %20 40 0 80 100 %% 20 40 60 80 100
(e) ()

Figura 8.7: Variables de control : (a) uy(t), (b) ua(t), senales del control de acoplamiento

(c)

z1(t), (d) x2(t), (e) z4(t) y (e) z5(t).

En la figura 8.7 se observa que las dindmicas de las seniales de control son acotadas.
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15 ‘ ‘ ‘ ‘ 6
10/ - 4
5t 12
0 0

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

15 ‘ ‘ ‘ ‘ 6
10 4
5 2
0 0

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

3 ‘ ‘ ‘ ‘ 15
2 1
1 105
0 ‘ 0

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

(e) ()

Figura 8.8: Senales de salida: (a) y1(t) v (b) y2(t), senales de referencia (c) r1(t) y (d)
ro(t), senales de error de acoplamiento (e) e1(t) y (f) ea(t).

En la figura 8.8 se observa que el problema de acoplamiento se alcanza en un tiempo de
20 segundos aproximada mente en ambos casos, los error es de acoplamiento son pequenos.
El esquema de control cumple con el objetivo de disefio con sélo el conocimiento de las
cotas de los parmetros del sistema.
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8.3. Recapitulacién

En este Capitulo se lograron extender los resultados obtenidos en el Capitulo 6 debido

= La hipotesis H2 en ambos casos, sistema MIMO LTV y sistema MIMO LTVD, es
muy importante ya que permite demostrar los hechos 8.1.1 y 8.2.1 para cada caso.

= El esquema de control permite representar en una nueva base vectorial al sistema, en
ambos casos se obtiene un sistema singularmente perturbado.

» En ambos casos la matriz Ags(e,t) satisface el hecho 8.1.1 y el hecho 8.2.1 respecti-
vamente. Para el caso del sistema con retardo la matriz Agg(e,t) también satisface el
hecho 8.2.1.

= Es importante notar que la hipdtesis H5 permite dar un resultado de estabilidad
dependiente del retardo para el caso del sistema con retardo.

El teorema 8.1.1 de la subseccién 8.1.3 da condiciones suficientes para que el sistema
(8.4) controlado por (8.6) y (8.7) sea asintéticamente uniformemente estable. El teorema
8.2.1 de la subseccién 8.2.3 da condiciones suficientes para que el sistema (8.41) controlado
por (8.43) y (8.44) sea asintéticamente uniformemente estable.

En los lemas 8.1.1 y 8.2.1 se da una forma explicita de como calcular la cota superior
del pardametro € respectivamente.

En el teorema 8.2.2 da condiciones suficientes dependientes del retardo para que el sis-
tema (8.41) sea estable.

Los teoremas 8.1.2 y 8.2.3 demuestran que el esquema de control propuesto permite
en ambos casos obtener la aproximacién asintética de los estados de los sistemas (8.10) y
(8.48) en base a las soluciones de los subsistemas lento y rdpido con un error en ambos

casos de O(e).

En las subsecciones 8.1.5 y 8.2.6 el desempeno del esquema de control fue probado
numéricamente, se alcanza el objetivo de acoplamiento, el error de acoplamiento es pequeno
y se tienen dindmicas acotadas de las senales de control.



Capitulo 9

Conclusiones y Perspectivas

En este trabajo de tesis se propone un esquema de control singularmente perturbado
para sistemas SISO LTV, SISO LTVD, MIMO LTV y MIMO LTVD. El cual es una al-
ternativa para dar solucién al problema de acoplamiento de modelo y estabilizacion de los
sistemas cuando se tiene incertidumbre en los parametros del sistema.

Para el caso SISO el esquema de control propuesto es (ver (6.7), (6.8), (6.45) y (6.46)):
Tn (1) ]

$n+1(t)

eut)=[0 -+ 0 —1]((t)+h(t)+][1 0][

A I I f(<_ >}<<>+h<t>>

Loty Sl Lo
B-=1) =B ][ zpnlt
Para el caso MIMO el esquema de control propuesto es (ver (8.6), (8.7), (8.43) y (8.44)):
eu=—-Y((+h)+Qz

%x_ A(C+h)+ Az +TF

El esquema de control compuesto por la ley de control singularmente perturbadas y el con-
trol de acoplamiento tienen como objetivos:
El objetivo del:

= control de acoplamiento de modelo es:

1. asignar la dindmica en lazo cerrado con la de un sistema lineal invariante con
polinomios caracteristicos Hurwitz p,;(\) para cada y;, con j = {1,...,m} y

2. asignar la convergencia exponencial hacia la dindmica deseada.
= control singularmente perturbado es:

1. cambiar la base vectorial donde estd representado el sistema para obtener un
modelo singularmente perturbado, y
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2. acercarse a la dindmica deseada en un orden €.

Los parametros 8 y ¢, permiten calcular un valor numérico de ¢ lo suficientemente pe-
quenio (ver lemas 6.1.1, 6.2.1, 8.1.1 y 8.2.1), tal que la estabilidad asintética uniforme del
sistema singularmente perturbado es garantizada (ver teoremas 6.1.1, 6.2.1, 8.1.1 y 8.2.1).

La forma de calcular los pardmetros del esquema de control en todos los casos se hace
de forma explicita lo cual desde el punto de vista de la ingenieria de procesos representa
una forma maés préctica para su implementacion.

El problema de acoplamiento de modelo para los sistemas lineales variantes en el tiempo
y lineales variantes en el tiempo con retardo se resuelve bajo hipdtesis similares cuando se
desconocen los pardmetros del sistema y solo se conocen algunas cotas.

El esquema de control permite en ambos casos representar a los sistemas en una nueva
base que facilita los calculos para el analisis de estabilidad, ya que permite encontrar de
forma simple la transformacién de estado que realiza el desacoplamiento de los sistemas,
aun cuando para el caso del sistema con retardo se tenga que satisfacer un sistema de ecua-
ciones algebrico diferenciales y no asi para el sistema sin retardo. El andlisis de estabilidad
de los subsistemas lento y rédpido se concluye gracias a la asignacién de la dindmica dada
por el esquema de control en todos los casos.

En todos los casos se alcanzo el acoplamiento, con un error de acoplamiento pequeno y
con las dindmicas de las senales de control acotadas (ver teoremas 6.1.2, 6.2.3, 8.1.2 y 8.2.3).

Dado que los coeficientes a;(t) y b(t) son desconocidos, para el caso SISO, se propuso un
observador singularmente perturbado, de alta ganancia, el cual es una aproximacién propia
de un observador ideal no propio. Este observador de alta ganancia satisface la hipotesis
H4 de la subseccién 6.1.1 del Capitulo 6. El observador singularmente perturbado da un
estado estimado ((t) = ((t) + h(t), donde el error de estimacion, h(t), es de orden O(e)
(ver corolario 7.1.1).

Perspectivas Extender el diseno del observador para los casos MIMO LTV y MIMO
LTVD. Investigar una posible extensiéon para el disefio de un controlador éptimo robusto.

Continuar con el estudio de los sistemas lineales variantes en el tiempo desde un enfoque
algebraico analitico, haciendo uso del algebra no conmutativa.
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Demostraciones
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Apéndice A
Algebra No Conmutativa

En este Apéntice se dan algunas de las definiciones de estructuras algebraicas que son
mencionadas en los Capitulos 2, 3 y 4. El contenido de este Apéndice estd basado en el

libro [7].

A.1. Definiciones

Definicién A.1.1 ([7])
Un anillo A es un conjunto, con dos operaciones, (+) llamada adicién y (-) llamada multi-
plicacion. Que satisfacen los siguientes axiomas:

1. (A,+) es un grupo abeliano.

2. (A,-) es asociativo (a-(b-c) = (a-b)-c) y distributivo respecto de la adicién (a-(b+c) =
a-b+a-c,(a+b)-c=a-c+b-c) paraa,b, c elementos de A.

3. Existel € A, talquea-1=1-a=a, A es un anillo con identidad.

En este trabajo se considera que existen a,b € A, a-b#b- a.

Definicién A.1.2 ([7])
Un elemento a € A, se llama invertible o unidad, si existe b € A tal quea-b=b-a=1

Definicién A.1.3 ([7])
Dado un elemento a € A, b se llama inverso izquierdo de a sib-a =1 y ¢ se llama inverso
derecho de a, si a-c=1 para b,c € A.

Si a tiene inverso derecho y a tiene inverso izquierdo. Entonces a es invertible.

Definicién A.1.4 ([7])
Sea u € A, u se llama divisor de cero por la izquierda (derecha), si u # 0 y existe v € A,
conv#0talqueu-v=0 (v-u=0).

Si u es un divisor de cero por la izquierda o por la derecha, se llama divisor de cero.
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Definicién A.1.5 ([7])
Un anillo A # 0, que no tiene divisores de cero, se llama anillo entero (no necesariamente
conmutativo).

Definicién A.1.6 ([7])

Sea A un anillo (no necesariamentee conmutativo). Un A-médulo es un grupo abeliano
M (escrito aditivamente) sobre el que A actia linealmente: de manera més precisa, es un
par (M, p), donde M es un grupo abeliano y 1 es una aplicacion A x M en M tal que,
representando por ax a u(a,z) (a € A,x € M), se satisfacen los siguientes axiomas:

1. a(x +y) =ax + ay

2. (a+b)x =ax + bz

3. (ab)x = a(bx)

4. lx =2 Va,be A; Vz,ye M.

Definicién A.1.7 ([7])
Sea K un anillo conmutativo, Una K-algebra A, es un anillo A el cual a su vez es un
K-mdédulo, esto es:

1. z(a+b)=za+2b Va,be AyxeK,
2. la =a,

3 (x4+ya=xa+ya VYa€eAyzx,ycK,
4. a(ya) = (wy)a,

5. z(ab) = a(zb) = (ab)z,

6. ar = za.

Sean R, A, B anillos, « : R — A, § : R — B homomorfismos de anillos. Sea M un
(A, B)-bimédulo, es decir, M es un A-mdédulo izquierdo y M es un B-médulo derecho, tal
que:

Yae A, VYbe B,Yme M
(am)b = a(mb)

Definicién A.1.8 ([7])
Una (o, B) derivacién de R en M es un mapeo § : R — M., tal que:

(r +6t) =70 410 =§(r) 4 6(t)
(

Definicién A.1.9 ([7])
Un campo K equipado con una derivacion § se llama campo diferencial.
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A.2. Anillos de Fracciones

Primero consideremos R un anillo conmutativo. Un conjunto S C R se llama multipli-
cativo si:
1esS
Ve,ye S wzy€ S (usualmente se requiere 0 ¢ S).

Se quiere definir
R r
STR=="=R,={-|reR,s€ S}
S s
Se define en R x S una relacién de equivalencia: (r,s) ~ (r',s ) si existe t € S tal que
(rsl - rls)t = 0, esto es una relacién de equivalencia y las clases de equivalencia:

r T __ 1S +sr
s s’ Ss

! !
r,.r _rr

[ /
s s EE]

asi las clases forman un anillo denotado usualmente por S™'R o R;.

Teorema A.2.1 ([7])
Sea R un anillo y S un conjunto multiplicativo tal que:

1. Paracadaa e Ryse€ S, aSNsR# &
2. Paracadaa € Ry s € S tal que sa =0, entonces at = 0 para algint € S
Entonces los elementos de Rs pueden ser construidos como fracciones:
a/s a/s = Ma)\7L(s)
donde a/s =d'/s' <= au = d'u' y su= s'u’ para algunas u,u’ € S.
(a/s =au/su=d'u'/su =d'/s)

Ademés Ker\ = {a € R|at = 0 para algin t € S}.

Definicién A.2.1 ([7])
Si S satisface las condiciones (1) y (2), S se llama conjunto de denominadores derechos.
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A.3. Polinomios Sesgados

Cuando R es un anillo conmutativo, el anillo de polinomios R[z] es simplemente el
conjunto de expresiones:

n
Zaixi, a; € R, 1eNU{0}
0
y o una indeterminada, en donde ax = za, 2"z = 2" y a,2" # 0 si a, # 0.

Cuando R no es conmutativo, se quiere que R[z] signifique el anillo libremente generado
sobre R, es decir, expresiones del tipo:

n .
Z ajijj, aj,bj €ER
j=0
lr =21
axr # xa para a € R\ {0} en general.

Sea R un anillo y consideremos el anillo P cuyos elementos pueden ser escritos de manera
Unica en la forma
f=a+za1+...+2"a,, a;€R.

Definicién A.3.1 ([7])
El grado de f se define como el maximo sobre i tal que a; # 0

d(f) = méx{ila; # 0}.
se tiene que d(-) cumple las siguientes condiciones:
L d(f) > 0 para f #0, d(0) = —oc,
2. d(f — g) < méx{d(f), d(g)},
3. d(fg) = d(f) + d(g).

Teorema A.3.1 ([7])
Sea P un anillo cuyos elementos se pueden expresar de manera unica con coeficientes en el
anillo R # (0) de la forma ag + xaj + ...+ z"an, a; € R, con una funcion grado d(-) y que
satisface para a € R

ar = za® + a’

Entonces R es un anillo entero, o es un monomorfismo de R, § es una a-derivacion
(ab)? = a®b® 4 ab®

v P = R[z;a,0] es un anillo de polinomios sesgados en x sobre R relativo a a y .



Apéndice B

Cotas de la Matriz de Transicion

o1, 5)

Sea ¢(t, s), k1, az,vy €* como en el lema 5.2.2. En este Apéndice se muestra detallada-
mente que para todo & < €%, se tiene que la norma de la norma de la matriz de transicién
del sistema (5.4) estd acotada de la siguiente manera:

2y _ _

¢ <kol1a4e_—=T an(t s)/a'
ot < b (14 205 ) e

Del lema 5.2.2 de [38] por definicién:

P(t,s) = ¢(t,s) — A=)/,
B(t,s) = P(t,s)+eA)=s)/e
lo(t, s)ll = llw(t,s) + eI/,
ot s)|| < |t )| + leASE9)/=.

Del lema 5.2.1 se sabe que:

HeA(t)GH < kle—al(t—s)/a.

Del lema 5.2.2 se sabe que:
[, 8)]| < epem2t=)/e,

(041 — a2)2I‘

e<e*=
B Bk1
y
_ 2k1
(1 — ag)?e?(1-T)
entonces:
ot ) < et s)l| + [leA@ =/,
lp(t,s)|]| < epe@2(t=s)/e 4 | e—calt=s)/e
||¢(t7 S)H < E*pC_OQ(t_s)/E + kle_al(t_s)/57
||¢)(t7 S)H S (12_]9%67042@75)/5 + kle*al(tfs)/g’

como 0 < ag < ag se tiene que €*? < el y €72 > 7! finalmente:
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IN

||¢(t7 S)H (127k11§e2 6_042('5_5)/8 + kle—az(t—s)/e,

ot sl < k (1 + ﬁ) o—az(t—s)/c.



Apéndice C

Demostraciones Capitulo 5

C.1. Demostraciéon Lema 5.2.1
Noétese que:
[%
exp (A + B)) = exp (A8) + / exp (A(0 — o)) Bexp (A + B)or) do.
0

De la hipdtesis H1 se tiene:

0
lexp (A + B)) || < K(A)e™’ + /0 E(A)e "= B||lexp (A + B)o) ||do

af

despejando el término e~*” se obtiene:

0
e”“llexp (A+ B)9) | < K(A) JrK(A)HBII/0 e*llexp ((A + B)o) ||do

Esta tltima expresion satisface las hipotesis del lema de Gronwall [12], asi entonces se
llega a la siguiente expresion:

0
e *|lexp (A + B)O) || < K(A) + K(A)|B| / K(A)el? KAIBlldo g
0
6
e~o0)|eATBI|| < K (A) 4 K(A)/O K(A)||B]|eK@IBIO-7) g
e llexp (A+ B)f) || < K(A) — K(A) {6K<A>|\B||<eff>} 0
e *|lexp (A+ B)0) || < K(A) — K(A) {z . eK<A>HBn9}
lexp (A + B)0) || < K(A)eK@IBI-a)0

De las hipétesis H1 y H2 se sabe que existe K; = max{K(A)} y existe [|B]| : 0 < a1 <
a— K(A)||B| < «, finalmente se llega a:

141



142

lexp (A + B)O) || < Kye™.

Esta expresion se puede escribir de la siguiente forma:

lexp (CO) || < Kie=®? VO > 0.
Con C € N(A), siendo N(A) una vecindad de la matriz A por la hipdtesis H2.

C.2. Demostraciéon Lema 5.2.2
De la definicién de (¢, s), se observa que satisface:
» U(s,s) =0, yaque ¢(s,s) =1 por ser una matriz de transicién y
explA(s)(s — s)/e] = I.
Por otro lado si se deriva parcialmente con respecto de t la ecuacion:
U(t,s) = ¢(t,s) — exp[A(s)(t — s)/e]

se obtiene la dindmica del error:

GU(ts) = 5olt,s) = FexplAls)(t - s)/e]

fuis = B oo

5¥(t,s) = ZA(t)o(t,s) — ZA(s) exp|A(s)(t —s)/e

’ + %A(t) exp[A(s)(t — 5)/e] — LA(t) exp[A(s)(t — 5) /€]

GVt s) = LAWMW(ts)+ L (A(t) — A(s)) expl[A(s)(t — s)/e]
Obsérvese que una solucién del sistema (C.2) se puede escribir como sigue:

Ut,s) = L[;0(tT) (A(r) — A(s)) explA(s)(7 — 5)/e]dr
L[S exp[A(7)(t —7) /€] (A(7) — A(s)) explA(s)(t — 5)/e]dr

(C.3)

La expresién anterior satisface la ecuacién (C.2) para demostrar esto, sélo hace falta

aplicar la formula de variacién de pardmetros, para ello se supondré que:

U(t,s) = o(t,s)M(t)

donde M(s) = 0, ya que ¥(s,s) = 0 y como ¢(s,s) = I se tiene esta condicién inicial
para M (t). Derivando esta ultima expresién con respecto de ¢ a ambos lados e igualando

el resultado con la ecuacién (C.2) se obtiene:

0

0
o o(t,s)) M(t) + o(t, S)a (M(2))

U(t,s) = o

=
s
—~
<~
S~—
S
—~~
S
»
~—

LA @(t, s)M(t) + p(t,8) 5 (M(t)) = 1
+1 (A(t) = A(s)) explA(s)(t — ) /e]
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de donde se concluye:

(A(t) — A(s)) exp[A(s)(t — s)/e]

— M|

5 M@)) = (s,) (A(t) — A(s)) explA(s)(t — 5) /¢]

Integrando a ambos lados sobre el intervalo, J = [s, t], se sigue que:

M(t)[s = M(t) = é / ¢(s,7) (A(7) — A(s)) exp[A(s)(T — s)/eldT

multiplicando por la matriz ¢(t, s) a ambos lados se obtiene:
t
o(t.5)M(0) = = [ 6(0,5)6(5,7) (A7) = Als) explA(s) = 5)/<lds

1 t
= 6/ o(t,7) (A(T) — A(s)) exp[A(s) (T — s)/e]dr
S
Se suma y se resta del lado derecho de esta tltima expresién el término:

= [ el - 7)/2] (A(r) - AGs)) explA(s)(r — 5)/Elar

y asociando de forma adecuada se tiene:

U(t,s) = %fst( ¢(t,7) — exp[A(7)(t — 7)/¢]) (A(7) — A(s)) exp[A(s)(T — s)/eldT
+ 2 [, explA(T)(t — 7)/e] (A(7) — A(s)) explA(s)(T — 5)/e]dr

y esta es la expresién que se propone en la ecuacién (C.3), ya que ¥(t,7) = o(t,7) —
exp[A(T)(t — 7)/e] por definicién.

Ahora se continua con la demostracién, multiplicando a ambos lados de la ecuacién
(C.3) por el término e®2(=9)/¢ con 0 < ay < o, se sigue que:

e2(t=9)/eg(t ) = 1 ff az2(r=s)/eea2(t=1)/2Q (¢, 1) (A() — A(s)) exp[A(s) (T — s)/e]dr
+ 1y e explA(T)(t — 1) /€] (A(T) — Als)) explA(s) (r — 5)/edr.

Definiendo 7(t, s) = e*2(!=5)/¢W(¢, s). La expresién anterior se reescribe de la siguiente
forma:

n(tis) = L[ et ) (A(T) — A(s)) exp[A(s) (7 — s)/e]dr

+ %f; e@2(t=9)/¢ exp | A(T)(t — 1) /€] (A(T) — A(s)) exp[A(s)(T — s)/e]dT
Definiendo:

(C.4)

1

F(o) = - [ (e, ) (A7) = A(s)) explA(s)(r — 5)feldr



B= 1 [ e explA ()t - 7)/2) (A(r) ~ A(s) explA(5)(r ) eldr

Entonces la ecuacién (C.4) toma la forma:
n=Fn)+B=T()

Trabajando sobre el sumando:

1

B:E/6”“””wﬂﬂﬂ@—ﬂkﬂﬂﬂ—A@»MMM$w—@kur

Se calcula la norma del sumando B:

t
1B < 1/ e2t=9)/e g emn(t=)/eg(r _ g K 1em1(T=9)/5qr
€

S

2 t 2 2
HB” < Klﬂe—(oq—om)(t—S)/E/ (7_ . S)dT _ ﬂ <t — S) e_(al—oéz)(t—s)/a'

€ 2 IS

Recuérdese que:
lexp(A(1)0)[| < Kie™™?

y .
[A®) < B,

Noétese que el término (’5_75)2 e-(—a)(t=s)/e Gj 5 — (t_TS) ya=—(a; — ), la ex-
presién toma la forma x2e®. Para ésta se calcula su méximo. Se deriva e igualando a cero
se tiene 2ze® + az?e® = 0. Los puntos candidatos son z = —%. Este punto es donde la
funcién tiene su maximo y por tanto z2e < —i;.

a“e

Finalmente usando este resultado:

eK%p 4
1B < 53
2 (a1 —ag)?e
2K?
1B <

(o — ag)?e? =

Para que ||n|| < ep, se analisa el término F(n)

HE : fst epe®2(T=9)/2B(1 — §) K1e (T=9)/2dr

<
< Kifp [, e~ (—a2)(T=9)/e(r _ g)dr

Siw:?yogwgoo,setiene:

||F(77)|| K1ﬁp€2 fooo e—(c1—2)wy, 7o

2 [ we (e1—a)w g 1 —(a1—a2)w|oo
Klﬂpg al—ag ’0 (0{1—&2)26 |O
pBKL _ 2

(a1—a2)?®

ININ A
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Por lo tanto puesto que ya se conocen las cotas para ||B| y [|[F(n)||, se puede acotar

|IT(n)| de la siguente forma:

pBK; 2K1p .
(a1 —a9)2e2(1—T) (a1 —ag)2e?

IT(n)] <
Seleccionando:

2K7p
(aq — ag)2e2(1 —T)

. (a1 —a)’T
BKy

es decir, se satisfacen las siguientes relaciones:

K3 1-T Ki8 r

(a1—a2)? — 2 P Y (a1—aw)? — e*

Por tanto como 0 < & < €* esto implica:

g2 €
|7 < PP + (1 =T)pe=p [r;* +(1-D)]e<pl+1-T)e

Finalmente:
[T < pe.

Obsérvese que con este resultado se muestra que:

1T (n2) =T ()l = 1F 2y — F(m)|
< 1L e TIEB(r — ) Kiem O — |
< eBK [i7 e e wduwllny — m| = G225ty llne — m
puesto que € < £* se tiene (;16_1;12)2 ln2 —m|| < Tfjn2 — m||. Es decir T'(n) es un mapeo de

contraccién. Y de aqui finalmente:

(2, 5)|| < epee2(t=)/

C.3. Demostracion Lema 5.2.3

Usando el método de variacién de pardametros se puede escribir ¢4 (t,s) = ¢(t, s)M(t)
donde M (s) = I ya que ¢1(t,s) y ¢(t,s) son matrices de transicién. De esta definicién se
tiene:

Lon(t,s) = (Hot,s)) M(t)+(t,s) (FM (1))
1 t,s) + VI, e)z(t)

de donde se deduce que:
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b(t, s) (iM(t)) =7 (t, €)1 (1, 5),

CM() = 65, )7t ).

Integrando a ambos lados de obtiene:

th dt = / (s, T)e F(T,€)¢1(T, s)dr,

M(t) — M(s) = / 6(s, )0 (r, ) (7, 5)dr

Multiplicando a ambos lados por ¢(t, s) se tiene que:

o(t, $)M(t) = (1, 5)M(s) + / 6(t, $)6(s, 7) T, €) (7, 8)dbr

recordando que @(t, s)o(s,7) = ¢(t, 1), M(s) =1y ¢p1(t,s) = o(t,s)M(t)

b1(t, ) = olt, ) + / (1, 1) 07, ) (1, 5)dr

$1(t,s) — ot s) = [) ¢>(75 7)Y T (7, e) (7, 5)dT
—i—f o(t, )V (1,¢) (o1(7, 8) — ¢(T, 8)) dr.

Sacando normas a ambos lados:

lo1(t,5) = é(t.5)l - < Jy lo(t, D)l HIT(r.2)lllé(r, 5) | dr

Ji e, T)IIEHIIF(T ell(r(r,s) — o(7, s)|ldr
K2C'g,€7 1]‘ e—a(t=7)/co—alr=s)/e i

Kege? ™t [TemaW=/2 | (g1 (7, 5) — (7, s)||dT
K2c3e7 teo(t=9)/2(t — )

Keze' ™t [Lem =02 ||(¢1 (7, 5) — ¢(7, 5)||dT.

+ IAN+ IAN F+ A

Multiplicando a ambos lados por e®3(=%)/¢ con 0 < a3 < « y definiendo:

=ty s) = e (1 (8, 5) — o(t, )],
"oy = g(t —5),

m C5 = CgK.

se puede escribir la ecuacién para ||7(t, s)]|

n(t,s) < eVegelos—a)lt=s)/e
+ 5”/_105 f; e—a(t=7)/eg—as(t—7)/e {e_as(T—S)/an(d)l (1,8) — o(T,8) ”} dr
U(t, S) < V¢ + Ew_lc5 fst e—(ﬂf—ofs)(15—7)/57](7_7 S)dT
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Esta dltima expresién satisface las condiciones del lema de Gronwall, que se resume
enseguida [12]:
t
u(t) < C’—I—/ k(T)u(T)dr
0

u(t) < Celo k(r)d

Entonces:

para el caso tratado:
- n(t, S) = u(t)a
m gV¢cy =C,

. e legeeman)E/E = (),

w (7, 8) = u(r).

Se tiene:

77(t, S) < 5764eft g7 lege(@ma3)(t=1)/eqr

n(t,s) = 576465‘14“35(1 erlemealtmfs)
E’Y 165

n(t,s) < eVeqe @3

n(tv 5) < 6,YI(B

A leg
con K3 > cye *~23 para que se cumpla la dltima desigualdad. ([l

C.4. Transformacion de Desacoplamiento

En este Apéntice se muestra de forma detallada cdmo se resuelven las ecuaciones (5.10)
y (5.11).

C.4.1. Solucién de la Ecuacién (5.10)

Se plantea una solucién para la ecuacién (5.10) de la forma:

Z eIL;(t) + eV R (t). (C.5)

Sustituyendo la ecuacién (C.5) en la ecuacién (5.10) se obtiene:

NHIRL() = =30 L () + S (R () Ao Ly (t) + Lj () A1 Ry (1))
+zﬁN T, J(O A Li(t) — SN L (4) A + N e Asa (D)L (t)
2 +1RL( )AlzRL( ) — ENHRL( JA1(t )+€NA22(t)RL(t) — A2 (1)

igualando los términos que estan multiplicados por la misma potencia de &7, se tiene para
€9 la ecuacién:

0= AQQ(t)LQ(t) — Agl(t) = Lo(t) = A2_21 (t)Agl (t)
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Para ! se tienen las ecuaciones:

Lo(t) = Lo(t)Au(i)Lo(t) — Lo(t)AH(t) + Agg(t)Ll (t)
Li(t) = AZ() [Bo(®) = Lo(®)Ara(t)Lo(t) + Lo() An (1)
Para 2 se tienen las ecuaciones:

Ll(t) = Lo(t)Alg(t)Ll (t) + Ly (t)Alg(t)Lo(t) — Ll(t)AH(t) + AQQ(t)LQ (t)
Lo(t) = Ay (t) [L1(t) — Lo(t) A12(t) L1 (t) — L1(t) Ar2(t) Lo(t) + Ll(t)All(t)}

Siguiendo asi se llega que para e'V:

eN (LN,l(t) el (t)) = N {e (Rp(t) A12(t) Lo(t) + Lo(t) A12 ()R (1))} + £ Aso(£) R (¢)
eV Ly_1(t) A1 (t) (ZgV g, (t)) +eN (VT RL(H) Az () RL(t))
*EN (ERL(t)Au(t)) — ENLN_l(t)All(t)
es decir:

eRp(t) = An(t)Rp(t) - LN—l(t) +e (R (t)A12(t)Lo(t) + Lo(t) A12(t) RL(1))
+LN 1( )A12( )ZO N1 €ij(t) + €N+1RL(t)A12(t)RL(t) — ERL(t)All(t)
—Lyn-1(t)A11 (D).

Para el caso N =1 la iltima ecuacién queda como sigue:

ERL(t) = AQQ(t)RL (t) - Lo(t) +e€ (RL(t)Alg(t)Lo(t) + Lo(t)Alg(t)RL(t))
. +L0(t)A12(t)L0<t). + EQRL(t)Alg(t)RL(t) — ERL(t)AH(t) — L()(t)An(t)
eRL(t) = Asa(t)Rr(t) — Lo(t) + {Lo(t)A12(t) Lo(t) — Lo(t)A11(2) }
+e {RL(t)Alg(t)LQ(t> + Lo(t>A12<t)RL(t) — RL<t)A11(t) + ERL(t)Alz(t)RL(t>}

Se puede escribir esta ultima ecuacion de la siguiente forma:

eRp(t) = Aga(t)RL(t) — Lo(t) + f1(t) + efa(t)

—Lo(t) {A11(t) — A12(t)Lo(t)},
~Rp(t)An (H)Re(8) Ara(t) Lo(t) + Lo(t) Ar2(t) + eRp (1) Ao (D) RL (2).

C.4.2. Contraccién del Mapeo SR (t)

Considérese la ecuacién integral Ry (t) = SRy (t). Usando la variacién de pardmetros y
considerando a ¢(t,%o) la matriz de transicién de la ecuacién ez(t) = Asa(t)z(), es decir,
ep(t) = Axa(t)op(t) y tomando a SRL(t) = ¢(t, to)y(t) con y(t,) = 0 se tiene:

o(t, o) (t)y(t) + (1, to)y(t )
T Aga(t)o(t, to)y(t )+¢>( 0)y(t)
LA (t)SRL(t) + L(—Lo(t) + f1(t) + e fa(t))

Igualando término a término:

SRy (t)

g(t) = Lo(to,t)(~Lot )+f1( ) +efa(t)),
y(t) = lftg (to, T)(=Lo(7) + f1(7) + e fo(T))dT
o(t, to)y(t) = (t,7)(=Lo(7) + fi(r) +efo(r))dr
SRL(t) = lfto (t, ) (=Lo(7) + fi(7) + e fa(r))dr
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Sea L = {Rr(t)|||RL(t)|| < p}, donde ||RL(t)|| = sup||RL(t)| y utilizando la identidad

matricial:

Rp, () A2Rpr, () — R, (H) Ar2(t) Rp, (1) = (R, (t) — Rp,(t))Ar2(t) R, (1)
+R,(t)A12(t)(Re, (t) — Rr, (1)),

y se sabe que Ay (t),A22(t) v Lo(t) son acotadas sobre .J. Obsérvese:

f2(Re, (1) = f2(Reo (1) = —Re, (1) A11(t) + Ri, () Ar2(t) Lo(t) + Lo(t) A12(t) R, ()
—Rp, (1) A11(t) — Riy () Ar2(t) Lo(t) — Lo(t) A12(t) R, (1)
—(Rr,(t) = Riy (1) A1 (1) + (R, (t) — Ri, (8) Ar2(t) Lo(t)
+Lo(t)A12(t) (R, (t) — Ri,(¢))
+e(Rr, (t) — Rry (1)) Ar2(t)Re, (t) + eRp, (t) Ar2(t) (Ri, (1) — Ri, (1))
= (R, (t) = Rr, (1)) (A12(t) Lo(t) — A11(t) + cA12(t) Re, (1))
+(Lo(t)A12(t) + eRp, (8) A12()(Ri, (t) — Rio (1))

Y nétese que satisface:

F2(Re, (1) = f2(Reo (1) < [[Bey () — R, ()|l A12(t) Lo(t) — Ar1(t) +eAr2(t) Re, (1)
+[|Lo(t) Ar2(t) + Ry (1) Ar2(O)|I| Rey (£) — Re, (1) ]|
<||Rry (t) — Reo (D[ {[|A12(t) Lo(t) — A11(t) + eAr2(t)Re, ()|
+ [[Lo(t) Ar2(t) + e R, (t) Ar2(D)[[}
< Ki||Re, (t) — R, (1)])-

Usando el lema 5.2.2 existe €5 > 0 tal que € < €5
t
SR, (1) = SR, (t) = | ¢(t,7) (fa(BL, (7)) = fo(BLy(7))) dr
to

Del problema 5.2 (ver Apéndice B) se sabe que se satisface ||¢(t, ) || <k (1 T F)62> e—ca(t-)/e

para0 < T <1y 0 < as < aj ydel lema 2.2 ||exp A(t)f]| < Kie ™ para § >0yt € J.
Entonces:

ISRL, () = SR, (1) Jio 168, D f2(Biy (7)) = fa(Rey (7)) |dr
Stk (1 + 2 ) DK | Ry, — Ry
KKy [} e=2=D/F|| Ry, — Ry, ||dr

KK
! ”RLl RL2||

VAN VAN VAN VAN

esto implica:
||SRL1 (t) - SRLZ(t)” < %”RL1 - RLQ” Ve < €§ = gKKl‘
Como All(t), Alg(t), Lo(t), Lo(t) € Lo

1£1(r) = Lo(n)|| < K3

I f2(Rp, 7)|| < K3p + eKap®.
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Como:

SRL(t) = 1 [, ¢(t,7)(~Lo(r) + fi(r) +efo(r))dr
1

ISRLOI < 2 fti lo(t, T (=Lo(r) + fi() +efo(7))lldr

usando el lema 5.2.2

i Kemo2t=D/2 (Ky + eKap + 2Ky p?) ||dr
(K2 +eKs3p+ 52K4p2)

eK3K | e2KuK KoK
( r t—rt * pF)

ISRL(1)]] :
K

IA A IA

T
ISRL(t)]| p

si
r K3 K
e < 72KKK3 = 7}1; <
3 eKap
e < ki = KL<

K,K 1K 1
o fhap 1 B4p L
“TT 3K 6

D[ Qo=

se tiene finalmente:
ISRL@) < p

para todo €f = minj<;<5{e;}.

C.4.3. Solucién de la Ecuacién (5.11)

Se plantea una solucién de la ecuacién (5.11) de la forma:
M-1
H(t)= Y &/Hj(t)+ " Ru(t), (C.6)
j=0

para M < N. Sustituyendo la ecuacién (C.6) en la ecuacién (5.11) se obtiene:

M—1

—e (DI ) + MR () = D)t H (D) Ana(t) + ) T H (L) Ava ()

- Z}iﬁl T An () Hy(t) + Y100t e Ava(8) L(t) Hy (1)
EA RH(t)Azz(t) + ENI+1RH(t)L(t)A12(t) - 61W+1A11(t)RH(t)
€M+1A12(t)L(t)RH(t) — Alg(t).

+ +

igualando los términos que estan multiplicados por la misma potencia de £/, se tiene
para €° la ecuaci?on:
Para &°

Ho(t)AQQ (t) — Alg(t) =0= Ho(t) = A12 (t)Azal (t)
Parael y N =1
—Ho(t) = Hl(t)Agg(t) + Ho(t)Lo(t>A12(t) — All(t)Ho(t) + Au(t)L()(t)Ho(t).

Para ¢M
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_ERH(t) = RH(t)AQQ(t) + H]\/Ifl(t) + H]W,l(t) (Zjv 01 el L; ( ) + ENRL(t)) A12(t)
e Ru(t) (05" € Li(t) + eV Ro(t)) Ara(t) = Aua () Har—1(8) — eAna () Ria(t)
+A12(t) (Z;v el L(t) + eV Ry (t)) Hur-1(t) + eAra(t) (ZjV LI L(t) + ENRL(t)) RL(t).
Si N = M =1 tenemos:
—eRu(t) = Ru(t)Asa(t) + Ho(t) + (Ho(t)Lo(t) A1z (t) — Ar1(t)Ho(t) + Ara(t)Lo(t) Ho(t))

)
+e {Ho(t)RL (t)Alz(t) + RH(t)Lo(t)Am(t) +eRpy (t)RL(t)Alg(t) — A11( )RH(t)
+ A12(t)RL(t)Ho(t) + A12(t)Lo(t)RH (t) +eAi1s (t)RL (t)RH (t)} s

—eRy(t) = Ry (t)Ags(t) + Ho(t) + g1 + €92,

donde:
g1 = Ho(t)Lo(t)A12(t) — (A11(t) — A12(t) Lo(t)) Ho(t),
g2 = Ho(t)Rr(t)A12(t) + Ru(t)Lo(t)A12(t) + eRu (t) Rp(t) A12(t) — A1 (t) Ru(t)
+A12(t) RL(t) Ho(t) + A12(t) Lo(t) Ru (t) + e A12(t) RL(t) Ru ().
Considérese:

—ERH(t) = RH(t)AQQ(t) + Hg(t) + 091+ €92

Esta ecuacion se puede escribir como sigue:
. 1 1 .
Ri(t) = = Ap®) Ry () — —(Ho(t) + g1+ £g2) "

C.4.4. Contraccién del Mapeo TRy (t)
Sea: Ry (t) = TRy (t) es decir :

TRE(t) = = Ap®TRy (1) — —(Ho(t) + g1+ £92)"
Se sabe que ¢(t, 1) es la matriz de trasicién de la ecuacién:

(1) = L An(1)2(0).

Donde: )
2(t) = Bt to)z(to) vy (¢ t0) = EAQQ(t)QS(tvtO)'
Obsérvese:
I = ¢(t to)o(to,t)
=0 = (L, t0)d(to, t) + At to)(to, 1)
= ¢(to,t) = @(tot)d(t,t0)d(to, 1),
es decir:

. 1
P(to,t) = —gsb(to,t)Am(t),
donde las propiedades de ¢(to, ) son:
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Ca(t) = ot tp)a(ty)
o' (to,t) = —1A%()e" (to,1).

De ésta tltima expresién se toma la matriz de trancision ¢(tg,t) para definir:
TRE(t) = 6" (to, ) M (1)
con M(ty) =0y ¢(t,t) = I , utilizando el método de variacién de pardmetros:

TRE() = & (to, )M (1) +¢" (1o, )M (1)
—LAL, (1)o7 (o, t) M (t) + 67 (to, ) M (t)
= —LALOTRE(t) + 67 (to, t)M(1)
(t

. T
= —1ALWTRE(t) -1 (Ho +g1+ 692) ,

esto lleva a la siguiente igualdad:

. . T
o' (to, )M (t) = —1 (Ho +g1+ 892) ;
. . T
M(t) = —16"(t,to) (Ho + g1+ 592) :
Integrando a ambos lados desde ¢ a ¢ se obtiene:

. . T
fttf M(t)dt = -1 fttf ¢ (7, t0) (Ho +g1+egy) dr,

M(t) = gfttf T (1,t0) (Ho +g1 + Egz> dr.

Multiplicando la tltima expresién por ¢7 (tg,t) y recordando la definicién de TRZ (t)
se tiene que:

¢ (to, t)M(t) = L [Y o7 (to, )" (7, t0) (Ho +ag1+ 692>T dr,
TRL(t) = L[ [@(r,t0)d(to, )] (Ho + g1+ €Q2>TdT,
TRL(t) = L [Y¢T(rt) (HO +g1+ ng)T dr,
TRy (t) 1 ttf (Ho +g1 + sgg) o(7,t)dr.

Sea H = {Ry (1) | R (1)]| < p1}, donde || Ryr(t)]| = sup | iz (1), caleulando:

1Ho + g1 + ego|| < Kg + eK5||Ru(t)]] Ve < et

Por tanto:
ITRE@)I| < [ L [} (Ko + eKs|| R (0)]]) Ke=o—/2dr
ITRu(t)]| < & (Kg+eKs|Ru(t)|) (1 —eotr=t/E)
ITRy(t)| < & (K¢+eKspr)
KK eKK
ITRg(®)| < p1 (Tf + T5> .

i = 2KKs - _a _ e
Sipp==Ctye<es= SRR S€ obtiene:
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ITRE@) <

Por otro lado:

1 [y
TRin ()= TRiy(t) = = [ = (B 7) = ool Bty )

va que H y g1 son independientes de Ry. Obsérvese que el término 92(Rp,, 7)—g2(Rp,, 7),
para simplificar el andlisis omite la dependencia del tiempo.

92(Ru,) = Ru,LoAi2 + HyRpA12 — A1 Ru, + A1aRHo + AiaLoRp,
+ERH1RLA12 + €A12RLRH1,

92(Ru,) = Ru,LoA12 + HyRp A2 — A1 Ry, + AR Ho + A12Lo Ry,
+ERH2RLA12 + EAlzRLRHQ,

92(Rm,) — 92(Rm,) = (R, — Rm,) [LoA11 + eRp A1)
+ [A12L0 — A1+ €A12RL] (RH1 — RHQ) ,
lg2(Ruy) — 92(Bi)l| - < [|Rey — Rl 1 LoAn + eRpAra|| + [[A12Lo — A1 + A Ri]]],
lg2(Rr,) — 92(B,)|| - < Krl| R, — R |-

Se usa esta ultima desigualdad y aplicando el resultado del lema 5.2.1

1T Rz, (8) — T (R, ()]
1T Rz, (t) = T (R, ()]
HTRH1 (t) - T(RHZ (t) H

L (Y K| Ry, — R ||Ke~o9/%dr,
o LR A |
sl1Rey, — R |-

VAVANRYAN

La ultima expresion se satisface para ¢ < 5 = 535, asi para € < &, = mins<i<ge; el
mapeo TRy (t) es un mapeo de contraccién y la ecuacién integral Ry (t) = TRy (t) tiene
una unica solucién para ||[Rg(t)|| < p1.

Los resultados obtenidos en las subsecciones C.4.2 y C.4.4 muestran que la transforma-
cién definida en la ecuacién (5.12) desacopla el sistema (5.15) de forma correcta, es decir,

las dinamicas de los subsistemas ya desacoplados son: para el subsistema lento (5.16) y
para el subsistema rapido (5.18)

C.5. Demostraciéon Corolario 5.2.1

Sustituyendo:

H(t) = H(t)WL(t)

en las ecuaciones (5.10) y (5.11) respectivamente, se obtiene:
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edL(t) = Ap(t)L(t) — Ax(t) — eL(t) [A11(t) — Ara(t)L(t)]
4 (WOLW) = An®W(RLE) — A () — W L) [An®) — AW (6)LE)]
eL(t) = D(t)L(t) — WL (t) Aoy (t) — eW (&)W (t) L(t)
—eL(t) [An (1) - AW OL()] .
(C.7)
y
—eL H(t) = H(t)Axn(t) — Ai2(t) + cH(t)L(t) A12(t)
—e[An(t) — A (t)L(1)] H(2)
—ed (ﬁ(t)w—l(t)) = Ht)W ™ (t) Aa(t) — Ara(t) + eHEO)W L)W (1) L(t) Ara(t)
| e [Au(t) - Am(t)W(t)i(t)] HHOW (1)
—eHOW () = eHOW (#)H(E)W " (£) Asa(t) — Ara(t)
+eH ()W (&)W (t) L(t) Ar2(t)
e [Au(t) - Alg(t)W(t)ﬁ(t)] AW (t)
—eH(t) = (aﬁ(t)W—l(t) + H(t)W (1) Aga(t) — Aa(t)
FeHOW L OW () L) Ars(t)) W(H) (C.8)
(e - Au(t)W(t)i(t)fﬁ(t)W1(75)) Wi(t)
—cH(t) =eHOW L @)W (t) + HE)D(t) — Aa(t)W (1)
+eH &)W (&)W (£)L(t) A2 ()W (t)
e [An - AW L] A
—cH(t) = H()D(t) — Aia()W(t) — e HEH)W L)W (t)
+eH &)W (&)W (£)L(t) A1 ()W (¢)
— [An(®) — AW O L] ).
Siguiendo los pasos de la subseccién C.4.1, se propone una solucién para la ecuacién
(C.7):

N—
L(t) =Y el L;j(t)+ "W () RL(1), (C.9)

J]=

—

sustituyendo la ecuacién (C.9) en la ecuacién (C.7), para simplificar se tomard N = 1,
como en el caso anterior y se omitira la dependencia del tiempo. Entonces se tiene que:

e [io +eW™'RL + EW_IRL]

DLo+eDW ™ R, — W™ Ay —eW "W Lo — W 'WW 'R,
— € (io + EWﬁlRL) (A11 — AW (io + EWﬁlRL))

= DLy+eDW 'Ry —W YAy —eW 'WLo—2W 'WW 'Ry
- € (ﬁo + EW%RL) (An — AW — €A12RL) .

Como en el caso anterior se desea encontrar una ecuacién para Ry (t) entonces sélo se
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toman los términos que tengan una potencia de € como en el caso anterior

e [io +eW TR+ eW T R = eDWTIRL = W A — eW T IW Ly — W TIWW R,
— € ﬁoAn - toAmWﬁo - EﬁoAuRL + 6W71RLA11 - EWﬁlRLAmWﬁo
W 'Ry A12RL)

eW 'Ry = DW 'Ry — Lo+ (=W 'WLo— LoAw + LoA1WLo)
+ € [fzoAnRL ~ W Ry Ay + W_o1RL AW Lo + 5W71RLA12RL]
ehy = WDW™'Ry—Who—Wlo+ (—WhoAu + WLoA1WLo)
+ e[WhoAwRy — Rudn + RuAwW Lo+ eRi A1z Ry
eR, = AgRp—Lo—WlLo (1411 - A12Wf/0)
+ € [WﬁoA12RL — RpAn + Ry AW Lo + €RLA12RL:|
eRr, = AxxRp — Lo— Lo (A1 — Ai2Lo)
+ e[-RpAi1 + LoA12Rr + R A12Lo + eRp A12RL],
si define:
fi = —Lo(An — Azlo),
fo = —RpAn + LoA2Rp + RpAw2Lo +eRpA12Ry,

se obseva que:
eR = AR — Lo+ f1 +efs

y esta ecuacion es idéntica a la encontrada en la subseccién 5.2.3 asi que se procedera de
forma similar. Para este caso se sabe que:

ez(t) = Ap(t)z(t)
(

= W()DHOW ™ (t)2(t)
eWH(t)d(t,t0) = Dt )W_l( )o(t; to)
eWH(1)o(t,t)W (1) = D(t) (W (1)g(t,to)W (1))

Es decir ¢(t, o) satisface la siguiente ecuacién:

P(t,to) 0 ]: [Dl(t) 0 ][qﬁl(t,to) 0 ]

0 ¢a(t, to) 0 Do(t) 0 P2(t, to)
ng?l(t,to) = Dl(t)qbl(t,to),
5¢2(t,t0) = Dl(t)d)z(t,to).

Se hace el cambio de variable Ry (t) = SRL(t) y se plantea la ecuacién integral:

eSRL(t) = A22( )SR ( ) — Lo(t) + f1 + e fo,
WHOSRLOW () = D) (W OSRLOW(®) + W (fLo(t) th +5f2) W),
eSRi(t) = D(t )SRL(t) LWl (—Lo(t) L fide f2) W (t).

Se propone la solucién de la iltima ecuacién como:
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Aplicando el método de variacién de pardmetros se tiene que:

2 _ [ éaltt0) 0 $1(t, to) 0 ;
SELt) = D0<0) cﬁzo(t,to) ij((t)Jr) 00 0 ¢a(t, t0) ;W((t) D
1 t t,t t,t '
=t 0 b { Y0 paltto) }M(t” Y0 gttt | MO
I D o - $1(t,to) 0 :
= 0 b SRL(t)—i—{ 0 eatte) | MO

€

= 1DWSRL(t) + (—Lo(t) +h+ an) W(t).
Se llega a la siguiente conclusién:

[ $1(t,t0) 0

. 1.~ .
0 Pa(t, to) ] M(t) = EW ' <_L0(t) + f1 +6f2> W(t).

Se despeja M (t):

ey = [ wlen } W (=Lot) + i+ <) W)

integrando con respecto del tiempo sobre el intervalo (to,t) se obtiene:

M(t) = 1/” [ ¢1(tow) 0 : } W) (~Lo(r) + i+ ef2) W(r)dr.

€ Jto p2(to, T

Multiplicando a ambos lados por:

[ ¢1(8t0) ¢2(2t0) } '

Se obtiene:

st =1 [ OGT 0 W (Sl + k) Wi

La demostracion es igual paso a paso para }A%H(t). Siguiendo las ideas utilizadas en las
subsecciones C.4.2 y C.4.4 se puede mostrar que los mapeos Ry (t) y Ry (t) son mapeos de
contraccién. m

C.6. Demostraciéon Teorema 5.2.1
De la ecuacién (5.12) se sabe que :
§(t) } -1 { x(t) }
=T (¢ ,
Rt O =)
la ecuacién (5.13) se puede escribir en forma material de la siguiente manera:

[ 7678 ] - [ e glm(t)L(t) sAn(t) +OL(t)A12(t) } [ ggg } '
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Entonces las matrices de transicién del subsistema lento (5.16) y del subsisyema rapido
(5.18) satisfacen la siguiente ecuacion:

bs(t, s) 0 _ Aq(t) — Ao (t)L(¢) 0 bs(t, s) 0
0 ds(ts) ] B { 0 L Aaa () + L(t) Asa(t) } [ 0 gty | (@10
De la ecuacién (5.19) se tiene que:
[ Aqp(t) — Ara(t)L(t) 0 ]
0 %AQQ(t) + L(t)A12(t) (Cll)

An(t)  Aga(t)

=T(t) [ Loy (f) L Aa(t) ]T‘l(t)+T(t)T_1(t).

Sustituyendo la ecuacién (C.11) en la ecuacién (C.10) se obtiene:

[és( s) . 0 }
f
o[ A A0 | erer) o [ 090
(C.12)

Multiplicando la ecuacién (C.12) por T(t) por la derecha y por T—1(¢) por la izquierda
se llega a:

-1 (ﬁs(t,S) 0
g “)[ 0 ms)]m)

= ([ Gy | o) (o [ 967 6y 7o),

De aqui la matriz de transiciéon del sistema acoplado satisface la ecuacién:

(C.13)

o(t,s) = T_l<t) I: Cbs((t), s) ¢f((z7 5 :| T(t) Vt>s.

Es decir se tiene la siguiente desigualdad:

_ s(t,s
sl = [l 62, 8 ]|ir
< Kzméx [[lgs(t, s)ll, ¢t )]
Como ¢,(t, s) satisface la ecuacién £(t) = [A11(t) — A12(t) L(t)]E(t), se tiene que ||¢s(t, s)|| <
Kie 71(t=5) v ysando los lemas 5.2.2 y 5.2.3 se tiene que los(t,s)] < Koe 22(=9)/% ya que

¢£(t, s) satisface la ecuacion en(t) = [A2a(t) + eL(t)A12(t)]n(t), asi para e suficientemente
pequeno se tiene:

(¢, s)|| < Ksméx[K, Ko)e™ mi{onoz}t=s),
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C.7. Demostracion Lema 5.2.4

Considérese la funcional candidata de Lyapunov v(t) = a1V (t, z(t)) +aaW (¢, z(t), 2(t))
con a1 >0y as >0, con:

V() = [ 164 e )]dr
W(t,x(t),2(t)) = [ llég(m, )(2(t) — Lo(t)z(t)) |l dr
donde ||- || = | - ||2- Esta funcional es positiva definida. Aplicando el método de Lyapunov:

oult) _ | OV(La(t) | OW(tx(t), 2(1))
ot at ot '

Se desarrolla cada una de las derivadas parciales del lado derecho de la ultima ecuacién
por separado y después se calcula el resultado para ©(t).

e = ||¢s<7 t)e(t)||dr — [(t)]]
— [ 2 /[6s (7, 00T s (7, D (D] dr — Ja(t)]

e W 2(a(r, )z (O]T 2 [6a(r, D (®)]dr — (1)
= I s 2l0s (m 2@ (§s(r, )z (t) + ¢s(7,t) (1)) dr
@]

Noétese que el término %gf)s (1,t) es igual a:

os(t, T)ps(T, 1) I
%[¢s(ta7—)¢s( 7t)] =0
0 = Zos(t, T)0s(T,t) + ¢s(t,7) 2 s (T, 1)
%qﬁs(r,t) = —(bS(T,t)%qﬁs(t,T)(ﬁs(T,t)
= —¢s(7, 1) Ap(t)ps(t, T)ps(T, )
= —os(1,1)Ap(t)

L(t) = An(t)x(t) + Aia(t)z(1).

Retomando la derivada de V (¢, z(t)) se tiene que:

et — [ Tz 0s (T )z(O)] ds (7, 1) [(Arr (1) — Ao(1))2(t) + Ar2(t)2(1)] dr
=ll=@)]l
= I tarenaay [0 (T )z(@)]T 6s (7. 1) [A12() Az, (1) A2a (H)2(t) + Ara(8)2(t)] dr
=zl

= [ s [0 (1, D217 64 (7, 1) Ara (1) [Lo (D () + 2(8)] dr — [l2(0)|

AN < [2 mmmmr 65 ( 0z @ 6s (7, )| As2 (01| [Lo (B)(2) + 2()] [|dr
0l
W) < [ K Mye=7 " dr || Lo(t)x(t) + 2(t)]|
O]
o) < MEs | Lo()a(t) + 2(8)]| — |lz(t)]).

ot —
OW (t,z(t),2(t))
ot

Obsérvese que es igual a:
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= [ Flles(r ()Z t) + Lo(t)z(1)) ||dr

=)+ Lot

= fo%\/[%(ﬂ £) (2(t) + Loz (D))" [é5(7,1) (2() + Lo(t)a(t))]dr

~l20) + Lo(Da()]
= f7= PO 2 1,(r,8) (o) + Lo(t)e ()] dr

[65 (r)(z(t)+ Lo (B (e)) ]| Ot

—[12(t) + Lo(®)z(8)]l

- [ [¢5 (1) (z()+ Lo (D)=(2))] "
- Jt

L [:65(m8) (2(0) + Lo(0a(t) + &5 (7,1 5 (=(0) + Lo(0a(t)] dr

—[lz(8) + Lo(@)x(2)]-

Analizando los términos por separado:

¢f(t T)¢f(77 ) = I,
Flor(t,)op(r,t)] = 0,
0 = 5ort,T)or(mt) + dp(t, ) s (T ),
%¢f(7—7t) = _¢f(7—7t)%¢f(ta7_)¢f(7_)t)a
= _l(bf (7—7 t)AQQ (t)¢f (t’ 7—)¢f (T’ t)’
= —2¢5(7,t)An(t),
.%'(t) = Au(t)x(t) + Aqo (t)z(t),
() = Ao (t)a(t) + Asa(t)=(0).

Se sabe que Lo(t) = Ay, (t)Aa1(t) v sustituyendo se obtiene:

ot

oW (t,2(t),2(¢))
ot

T

65 (T (=) +Lo(B)2(1)
= - [|“fo ) (t)+l?0(t)z(t)]>ﬂ. [65(r8) (=2 A22(8)2(t) — 2 Az2(t) Lo(t)2(t))] dr

m + +

+

¢ r(T, t)(Z(f)-‘rLo(i)l‘(t)) 9 9 i)
Ji PO OO [ (7,0) (2(0) + 3 Eo(@)a(t) + Lo(t) (1)

[2(t) + Lo(H)z(®)]|

|\¢f<rt)<z<t>+Lo<t>w(t>>u
T, L .
oo e 0Ol g [A2 )+ LAn(®)=(t) + Lo(a(®)
\

= [ [¢5 ()= +Lo@z(e)] [pr(T,1) (1A — $ A (t)z(t))] dr
t E
1

67 (D GO+ LoDz ()]]
Lo(t)A11(t)x(t) + Lo(t )A12( )z (t)] T —[l2(t )+L0( )z (@)l
5 (7,t)(2(t)+L (i)w(t))
I [def L <t)+fo(t>m<t>>|| 05(r,1) [ (Lot) + Lo(t)An (1)) (1) + Lo(t) Ana(0)2(1)] dr

—[l=() +Lo( )z (0|l
I [67 () (=(®)+Lo )z ()] " bs(r [(Lo )+ Lo(t) An (t) — Lo(t )A12(t)L0(t)) (1)

o7 (miC <t)+Lo(t>z<t>>||
Lo(t)A12(t)Lo(t)x(t) + Lo(t )A12(t) (®)] dr — [|2() +L0( )z ()|
I HT:{:(T:ii(zz(zz;L;O(Z:;Z;)” Ps (T, [ Lo(t) + Lo(t) (A11(t) — A12(t)L0(t))) z()
Lo(t) Ar2(t) (Lo(t)z(t) + ())]dT*HZ(t)JrLO() ()||

[67(r.0)(z(t)+ Lo (B ()] [( )
)= o7t EO+Lo®a®)]] o7 Lo() + Lo(t ) =(®)

Lo(t)Ar2(t) (Lo(t)x(t) + ())]dT*IIZ(t)JrLo() ()II
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Noétese que:

AW (t,2(t),2(1)) oo ||ef(mt)(z(®)+ Loz ®))| H H
PR < o tewsin 12 (1D [ Lo() + Lo()) Ao (®) | (1)
+ HLo()Au()II [Lo(t)x(t) + z()|| dT — [|2(t) + Lo(t)z(t)|l
< [T Kpem ot Um0 dr [Ma|a(t) || + Mal|z(t) + Lo(t)z(t)]]

iz () + Loz ()]
< LRI = (1) 10 + Lo,

Finalmente se pueden concluir las condiciones para la funcional definida v(t):

20— V(t,a(t ))+a2W(t x(t), 2(t))
20 o) — (a2 (1-55%2) = ar K2 ) |l2(8) + Lo(t)a(t)]|.

Esta derivada sera definida negativa si los términos en los paréntesis son positivos, es
decir:

< - CM176M2€

KM
a1 — Qo ! 3>O,
of
K¢ M- MK
2<16 / 2)0&1 ! £ >0.
oy Os

lo que lleva a que se satisfaga la siguiente desigualdad:

KM —eK M-
eS8 A I TR,
Uf a9 MlKSO‘f

la cual se cumple para €* con el siguiente valor:

Os
Mle %k
€< KfMJ KMo, — ©

+ MiKgsos

Es decir:
* Os0f

T K K M Ms + 0K My




Apéndice D

Demostraciones Capitulo 6

D.1. Demostracion del Teorema 6.1.1

De (6.19) y (6.20), la matriz de transicién del sistema desacoplado satisface:

e = bs(t, ) 0
t5) = [All_éuL(t) ;A22<s,t)0+L(t)AuM(t’s)' (B:2)

Usando los resultados de [68], la matriz de transicién ¢(t, s) de (6.15), la matriz de transicién
de (D.1) y M (t) definida en (6.17), satisfacen la siguiente relacion:

(t,s) = M~ (1)$(t, )M (s),

ds(t,s) 0

0 ¢s(t,s)
dado que la matriz de transicién gZ;s(t,s) satisface ggs(t, s) = [A11 — AL(t)]os(t,s) vy la
matriz de transicién qgf(t, s) satisface 545f(t,5) = [Aa(e,t) + 5L(t)A12(t)]gZ;f(t, s). De las
propiedades (6.23), se obtiene: ||gy(t, s)|| < Kye B9,

Usando los lemas 2.2 y 2.3 del Capitulo 5 en [38], se obtiene que:

P(t,s) = M~1(t) [ ] M(s) ¥t >s, (D.3)

||§Z7)f(t, S)H < 6—(b1+5(L0,a—an+1—ﬁ+1/7—))(t—s)/e.

Asi, para un valor lo suficientemente pequeno de €, Se obtiene de (D.3):

ottt = ol |[ 07, 0 e
< Kymix |4t 9)], 195t 5)|

lo cual implica que:

ot s)|| < K3méx[K;, Ko|e™ min{Bbi+Loa—an+1+0(t=s)

161
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D.2. Demostracion del Lema 6.1.1

Considérese la siguiente funcional candidata de Lyapunov, v(t) = a1V (¢, z(t))+asW (¢, z(t),

donde a1 > 0, ag > 0,

/ s (7. £)(8) 2dr,

W (t,x(t), 2(t)) = /OO o7 (7, t)(2(t) — Lox(t))||2dr.

t
Se calcula Ov(t)/0t:

oulr) _ | OV(La(t) | OW(tx(t), 2(1))
at ot ’

W) = [ 5 /6s(r 02O [0 (7, )z (®)]dr — [l2(1)]
I W (67, 2O (2, t)er(1)
+ ¢s(r, D) (1)) dr — o(0)]

= [lﬁt (Zfiﬁﬁfi]u ¢s(1,t) A1z [Lox(t) + 2(t)] dr

— ||z

< f§|’|° ||(<Z>)s’(7, Ol Awllll [Lox(t) + 2(t)] [|dr

< f KMye Pr- SdTHLQl’ —l—z()”
—[lz@)|

< MELoz(t) + ()| — ll=(t)

OWEr@2@) [0 21 p(7, ) (2(t) + Loa(t)) |ldr

—[|2(t) + Loz(t)|| ;

S ||iff(Trtt Z2++LL0;2])“ (D¢ 4(7,t) (2(t)
+ Loz(t )+¢f( t) 5 (2(t) + Loz(t))] dr

—[l2() + Loz(t)||
oo [¢7(rt) ((8)+Lox(t))]
= ft E|<;cf(r,t)((z(t)+iox(t));" [d)f(T,_t)
(_*A22(5 t)z(t) — *A22(€ t)Lom(t))] dr
+ ft r;f((:tt Z:Ez)trLLO:z t));‘ [¢f(7' t) (gtz_(t)
+ giLow(t) + Loz < >)] dr —||2(t) + Lox(1)|
@5 (m,t)(2(t)+ Loz
B ft h‘l{f(Tt((Z(t)-l-Lor ®)]] {¢ 7,1) [BtLO

+ LoAo(t )] z(t) + LoA1a(t) [2(t) + Lox(t)] } dr

~[|2(t) + Loz(1)|

< J7 st H{HatLoJrLvo()H =)l
+ [|ZoAna(®)]] || Loz () + =(1)][} dr
~[[=(t) + Loz(1)]

< el

(1_5 2) ll2(6) + Loa()]l

z(t)),
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alé(tt) = Q1V(t,$(t)) + OZQW(tvx(t)’ Z<t))
< <a1 — e = ) [z(®)l

_ ( (1_51})42)— MlK)H( + Lox(t)]].

Se obtiene que ©(t) serd negativa definida si a1 y ag son tal que:

Ms
o] — (1267 >0
by

1 €M2 MK >0
—e— | -« .
b1 ! B

Esto es posible si: B _
M3 (651 b1 - €M2

E— < — < —= .
b1 (6% Mlel B
Entonces, si ¢ satisface:
B
c MiK
MaB '
B
claramente para: ¢ € (0,e7), donde:
o Bby
V" KM M5 + BMy'

D.3. Demostracion del Teorema 6.1.2

La matriz de transicién de la parte homogénea de (6.27) satisface la desigualdad
lo(t, s)|| < Ket1{t=5)/¢ Usando esto, la contribucién del término de entrada e L(t) By (t)r(t))
es O(e).

Nuevamente usando lemas 2.2 y 2.3 en [38], se observa que la parte homogénea de (6.27)
puede ser aproximada por Ags(0,tg)n(t). Lo cual lleva a:

n@zq( >+mg

Comparando (6.26), (6.28) con (6.29) y usando los resultados de perturbaciones regu-
lares (ver [24]) obtenemos:

t—to

O(t) = z,5(t) + O(e).

Usando la inversa de la transformacién de desacoplamiento de (6.17), obtenemos:

() = O +H(bn(t)
= &)+ 0()
) = ~LUO) + (L~ cLOHON())

— A% (0,8) A1 (0,8)z5(t) + 27 (K22) + O(e).

Esto completa la demostracion. ([l
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D.4. Demostracion Teorema 6.2.1

Para el caso A(e,t) = 0, se puede seguir la prueba del teorema 1 del trabajo [57] y [60].
O

D.5. Demostracién Lema 6.2.1

Como en el caso anterior, se puede seguir la demostracién del lema 1 de [57] y [60].

0

D.6. Demostraciéon Teorema 6.2.2

Siguiendo las ideas de [16], se propone la siguiente funcional de Lyapunov-Krasovskii:

t
VL) = OB g0+ | 0500y (D.4)
donde S = ST = @ Onria > 0. Nétese que (ver (6.53), (6.73) y (6.68)):

01,41 by
(EoWVT =E.W y 2Q(e,t) —S>0 Ye>0 (D.5)
La derivada con respecto del tiempo de (D.4) a lo largo de las trayectorias de (6.71) es

av (27, (1))

SO0 0T (1) (2W A () 4 8) g (1)

+25fo(t)Wfl*( )aop(t —7(t)) (D.6)
—y(E)alp(t — 7(t))Swsp(t — (1))

donde ~(t) = (1 — drt )) Tomando en cuenta (6.74), se obtiene:

%gf(t)) 2T (1) (S _A2Q(E’t)) 57 (t)
+2£a?sTf( YW A (t)asp(t — 7(t)) 0

= () p(t = 7(t))Swsp(t — 7(t))

La ecuacion anterior se puede reescribir como:

dv (zT
) ot 00, st D)

donde 7, /(t) = [xg“f(t) 2T (t T(t))r y:

QQ(E,t) -5 0n+2,n+2 :| _ [ 0n+2,n+2 WA*(t) ]

P(e,t) = 7
(1) [ Ont2, n+2 v(t)S WA*(t)  Ont2,n+2

Cuando € — 0, se obtiene:

1 2Q(0,t) =S Opg2ni2
@(07t) N |: On—i-Q7 n+2 ")/(t)S
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Entonces H4 implica que: y(t) = (1— dggt)) > 0, ahora de (D.5) y usando complementos de

Schur, se concluye que ¢(0,t) > 0. Existe entonces un nimero postivo lo suficientemente
dV (g, (1))
dt

pequeno €*, tal que < 0 para todo 0 < e < ¢&*.

O

D.7. Demostraciéon Teorema 6.2.3

En el teorema 6.2.1 se demostré que: ||p(t,s)| < Ke Pt=9)/2. Entonces, las contri-
buciones del término de entrada eL(t)Bir(t) es de orden O(g). Asi para el resto de la

demostracion se puede seguir la demostracién del teorema 6.1 en [38].
]
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Apéndice E

Demostraciones Capitulo 7

E.1. Puntos Clave de la Demostracion del teorema 7.1.1

Analizando el filtro ideal no propio, (7.1), junto con el filtro de Butterworth, (7.9), se
obtiene el siguiente sistema singularmente perturbado:

[N 0 0 w
0 1 0 Ty | =
| 0 0 elj EZf
[ Inn 0 0 w r (E.1)
0 _Bf _5n+1<X%)T xy . 0 y

(Kiii)T Xg _(Mﬁ:Uﬁ) 25 0
yrt)=[0 0 M7 [w” o F]

Se mostrard que los sistemas (E.1) y (7.3) son externamente equivalentes. En [47], los
autores siguieron el siguiente procedimiento:

1. Se definen las siguientes matrices invertibles:

Inyr 00 Inyn 00
o= 0o 1 0| ; R=| 0 1 0 (E.2)
Qo 0 Iy Ry 0 I
donde Q) satisface (7.7) y
1
Ry = ——QoN. (E.3)

2. Notese que:
Spectrum(N) N Spectrum (M, — Uy) ™! = 0.

Se sigue que (7.7) tiene una unica solucién (ver por ejemplo Capitulo 8 en [18]).

167
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3. Aplicando las matrices @ y R al sistema (E.1):

[N 0 0 N 0 0
Ql o 1 0 |R=|01 0
| 0 0 el 0 0 el
[T r
QIO |=] 0 |,
|0 Qol'
Init 0 0
Q{ 0 —B¢ _€ﬁ+1(X%)T R —
GOG)T X, —(Ma—Us)
Ini1 0 0
_ _5ﬁ+1(X;)TRO —By _€ﬁ+1(&13)T
[ 0 Xt (M — U

)
[0 0 ()" JR=[ (L) R 0 (x2)" 1.
4. Finalmente se aplica el siguiente cambio de variable:

(1) = 27(t) — Row(t (E.4)

Sumando su tercer fila con la premultiplicacién de su primer fila por Qg, se obtiene

la equivalencia externa de la conexién en cascada de los sistemas (7.1) y (7.9) con el
sistema propio (7.3).

O

Calculo de Qg y Ry Un procedimiento para calcular las matrices Qg y Ry es el siguiente
(ver también [48]):

1. Denotamos por r; y q, los vectores columna de las matrices Ry y Qo, respectivamente.
Asi de (E.3), se escribe la siguiente igualdad:

[ﬁl o Tpga } =
——tlg g, [ X2 X 0] (E.5)
:_é 4y 0 Iy 0 }
2. Entonces de (7.7) y (E.5), se obtiene:
Qo + XZ(XZE)T = (M7 — Us)Ro
4 95 gﬁ+1}+[0 0 XZ]: (E.6)
:_%(Mﬁ_Uﬁ) { % 4y 9y O ]

3. Para resolver (E.6), se procede recursivamente de la tltima columna hacia la primera.

4. Obsérvese que:

1
NTp .+ INT
(Xﬁ) RO - Eg(lg)(lﬁ) (E7)

donde q(; ;) es la entrada (7, j) de la matriz Q.
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E.2. Demostracion del corolario 7.1.1

La demostracién se realiza en dos partes. Se considerara primero el caso € = 0, y después
se analizard el caso € > 0.

1. Se considera ¢ = 0, de (7.9) y (7.1), se obtiene!:
(M = Un) 25,(8) = (x2) 58) = () () Tl (E.8)
sustituyendo (7.7) y (E.3) en (E.8), se obtiene la ecuacién:
(My — Ur) 25, (t) = (M5 — Un) Ro — Qo] w(?). (E.9)
Usando (E.4) y (E.9), la ecuacién anterior puede ser escrita como:
(M7 — Us) 20(t) = =Qow(?). (E.10)

Ya que (7.1) es el observador ideal, la igualdad siguiente se mantiene:

~Q7 (Ma - Un) 20 = | Q5'a, | T | <)

A (E.11)
= Q5" 4,104] <)) + [0gan) 1] < 1)
Finalmente se obtiene que:
dy
. ) dt
— Q" (Mg — Un) 20(t) — Qy ' q,y(t) = Fo- (E.12)
dnfly
dtn—1
2. Ahora se considera el caso, € > 0, el cual esta basado en el caso € = 0.
e (7.9) y (7.1) se tiene que:
~ T
(&+8)a; = —1(x) 2
. ) T (E.13)
81+ (M= Un)] 2 = (x0)ay+ () (x211) wio).

Se aplica el operador (% + ) a la segunda fila de la ecuacién anterior, se obtiene
(recordando que (7.1) es un observador ideal):

(& +Br) (Ma —Un) 2y = (§ + By) ( _> (XZE TC

fa e ) ()

Tomando en cuenta que (7.7), (E.3) y (E.4), se obtiene:

(G +B87) [(Ma—Un) 2+ Qo¢l = —e [ (55 +87) 1
R ION O

n

(E.14)

1 Se escribe, Zf, ¥ Zo, en lugar de, zy y Z, para distinguir que se trata del caso ¢ = 0.
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La ecuacion anterior es equivalente a:

(& + 1) Qo [Q5" (M — Un) 2+ Q5 ' Quc

_ . [éﬁ (& + ) 1+em (i) (Xi)T] . (E.16)
Escribiendo esta tltima ecuacién como (E.11) y (E.12):
(& + Br) Qoh(t) = eh(t)
Qo' (My = Un) 2+ Qg g, (1)
+{% %}T:_h@) (E.17)

A(t) = [i (& +87) 1+ (x7) (Xi—L)T] 2.

Se puede ver que el sistema (7.9) satisface la condicién de invertibilidad del teorema
3.1 del Capitulo 2 en [38]. Se definen las matrices:

_ T
AO = _/8 — €n+1 (K%) (Mﬁ — Uﬁ)_l (K
Agy = (My — Uy) .
De (7.8), se obtiene: det (M7 — Uy) = 1; en [47], la matriz inversa de (My — Uy) es
calculada explicitamente. Por lo tanto, se puede ver en (7.8) que los i propios son

distintos. Entonces del teorema 3.1 los valores propios de (7.9) se pueden aproximar
como sigue:

) ’ (E.18)

33

)\1 = )\1 (A0)+O(€) = —Bf-FO(é“),

Ai = 1[N (An)+O0(e)] para i=2,...,7.
Ya que las matrices Ag y Ag2 son Hurwitz, entonces el corolario 3.1 del capitulo 2 en
[38] implica que existe un £* > 0, tal que (7.9) es asintéticamente estable para todo
valor de € € (0,¢%].

(E.19)

Ahora, como la entrada g del filtro (7.9) es obtenida por el observador ideal (7.1) y
como se asegura que las condiciones de diferenciabilidad y acotamiento de las senales
relacionadas (ver hip6tesis H1-H4), se sigue que h(t) es también una funcién vectorial
acotada.

Finalmente, de la ecuacién (E.17) se tiene:
t
h(t) = Qe PI'h(0) + eQy? / e 1= (r)dr,
0

que es la ecuacion (7.14).

Entonces la funcién vectorial h(t) tiende de forma exponencial a 0 cuando ¢ se apro-
xima a 0. Por lo tanto, de (E.17) se obtiene:

dy

R R dt

Qo' (Mn —Un) 2 — Q(Tlgly(t) = : ; (E.20)
dnfly

dtn—1

que es la ecuacién (7.15). Esto concluye la demostracion. O



Apéndice F

Demostraciones Capitulo 8

F.1. Demostraciéon Hecho 8.1.1

De la ecuacién (8.12):
A22(€7 t) - —EX(t) - B (t)7

si e = 0, se obtiene que:
A (0,1) = —B*(0).

Tomando en cuenta la hipdtesis H3, se tiene que:
| A22(0,1) |lo=|| B*(t) |[2< v/mmecy = ¢, Vt € RT.

De (8.12), se tiene que:

d d
—A(0,t) |lo=|| —=B*(¢ .
| 5 A (0,0) =] 5B () I

Tomando en cuenta la hipétesis H3, se obtiene:!

d
I %Am((),t) o< vVmmd = c.

Para la segunda parte de la demostracién, sea € un niimero positivo dado y para una matriz
Z € R™*™ dada se define la siguiente norma consistente [72]:

I Z||=l DT'ZD |, (F.1)

con: D = diag{1, n, n%, ..., n" 1}y
«_ £
= (m—1)co’

Aplicando la norma definida por (F.1) a la matriz B*(t), se tiene (ver teorema 3.8 del
Capitulo 6 de [72]) tomando en cuenta las hipétesis H2 y H3:

I B*(t) [|=l| DT'B*(t)D [loo< p(B* (1)) +€=b2 + € (F.2)

! El factor /m estd dado por la relacién entre las normas || - ||z v || - |1 (ver [72]).
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Asi, finalmente ya podemos calcular las cotas de la parte real de los valores propios de

AQQ(&“,t) = —EX(t) — B*(t)

Para esto, se calcula la medida de la matriz Aga(e,t), p(A22(e,t)), usando la norma
definida por (F.1), y se usan los resultados del teorema 5 de la seccién 11.8 de [12]:

ReAi (—Aza(e,t)) < p(eX(t) + B*(t)) < p(eX (b)) + p(B*(1))
p(eX(t) +u(B* (1) < el Xl +1B*@)] < ell X)) + (b2 + &)
Redi (—Azz(e, 1)) = —p(—eX(t) — B*(t)) = —p(—eX (1)) — p (=B (1))
—p (=X (1)) = n(=B*(t) = e[| X (@) — n(=B*(t))
Se tiene finalmente que:
—p(=B*(t)) — e[| X (t)|] < ReX; (—An(e,t) < e[| X(H)]| + (b2 + &) (F.3)
Nétese que para 6 € (0, 1/by) C R, se tiene (ver H2):
0<1—0by <N{I—-0B*(t)} <1—0b, VteR,

usando la definicién 1 de la seccién I1.8 de [12]):

p(=B*(0) = Y (|1 65°(0)] - 1) /6
= lim (|1 0D~ B*(t)Dljoc — 1) /6

< lim (max{|\{I—0B*(t)}|} (F.4)

’ +0(m — 1)_méx{|bij(t)|"7} - 1)/_6
:(}1{%(1—9(191—#6)—1) /0 =—(b1+¢)

Asi de las ecuaciones (F.3) y (F.4), se obtiene:

—b2 — Z—,‘Loﬂ < —b2 — &‘HX(t)H S §R€)\i (Agg(e,t))

< =bi+¢||X@)|| < —b1 +eLlog

con: Lo,a = \/TinmLELa, by = 51 +Ey by = BQ +E. O

F.2. Demostracion Teorema 8.1.1

De las ecuaciones (8.17) y (8.18), la matriz de transicién del sistema desacoplado satis-

face:
X [ ds(tys) 0
e = [*07 5] "
A A1 — Ao L(t) 0 -
%¢(t’ s) = [ ! 0 ” %Azz(e,t) + L(t)A12 ] 9(t,5) (F.6)

De [68], la matriz de transicién ¢(t,s) de (8.13), la matriz de transicién (F.5) y M(t)
definida en (8.15) satisfacen la relacién:

(t,s) = M~ (1)g(t,5)M(s)
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$s(t,s) 0

0 ¢f (t7 S)
De las ecuaciones (F.6) y (F.7), las matrices de transicion, ¢(t,s) y (;Aﬁf(t, s), satisfacen las
ecuaciones,

B(t,s) = M~L(t) M(s) Vt>s (F.7)

dos(t,s)/dt = [A11 — A1aL(t)]ds(t, s)

y
edy(t,s)/dt = [Aga(e,t) + eL(t) A1a(t)] b (t, 5)

respectivamente. De la propiedad (8.23), existe K1 > 0 :
165 (t, )2 < Ky 7079,

Usando los resultados de los lemas 2.2 y 2.3 del Capitulo 5 de [38] y (8.25), ist 5 >
tal que:2 A existe K 0
Hﬁbf(t> 3)”2 < Kae (br—¢Lo.a 50)@*5)/8'

Asi, para un nimero lo suficientemente pequeno €, de la ecuacién (F.7) obtenemos:

gzbs (t,s) 0
lo(t, )l =M~ { 0 Gy(tys) } L
< Kgméx{||¢s<t,s>uz, 65 (2,512 |
lo cual implica: ||¢(t, s)||2 < Ke #=9) con K = Ksméx{K;, K}. O

F.3. Demostraciéon Lema 8.1.1

Se propone la siguiente funcional candidata de Lyapunov:
v(t) = arV(t, x(t) + W (t, z(t), 2(1)),
con a1 > 0, ag > 0,

Vita(t) = [ " ga(r, ) (t)adr,

W(.a(t). () = | s )((t) — Eoar(t)) odr.
Se calcula la derivada %I/(t):

v(t) = alawgf(”) + o, W (). 2(1))

dt ot
WLalt)) — [ 0. /[, (r, )a(6)] s (7, ()] dr — [|(t)]|2
— ﬁw% (& os(r,)x(t) + bs(r,t) Fa(t)) dr

—[lz(t)ll2
— [ SR 6. (r 0 A [Lox(t) + 2(0)] dr — l2(0)]2

< [ gs(m, )2 ||A12|| I [Low( ) ( )] ll2dr — [|lz(8)]l2
< [ K Mye PU=9)dr || Loa(t) + 2(t)|, — (1)

< B | Lo (t) + 2(8)|, — [|l=(¢ )H2

2 Nétese que: by > €loa y @ < 0, para todo € € (0, £7). Se selecciona Ky > 1, por que se requiere
garantizar que: o + Ko M2 > 0.
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OB 2O) — [ 2 lg4(r,t) (2(t) + Loa(t)) ||adr
—[|z(t) 4+ Lo(t)x ()H2

— [67(r8)(z()+Lox(®)]” [ o
ft fos OGO+ oGO, k7 ¢7f(77t)(z(t)

+ Lo(z(t) + ¢p(r, )& (2() + Lox(t))] dr
—[l2(t) + Loz (t)[l2
:ft [65(7t) z(t)—l—Loac(t))]H [65(r, 1)

”d)f Tt)( +Loxz(t
(6 t) Lox(t ))] dr

®))
(—2Az(e, t)2(t) — LAz
e W“t“+““@ [67(.0) (32()
(
)

l¢r(mt) () +Loz(®)) ],
+ +Logie(t))] dr —||=(t) + Loz(t)]]
(67 () (2(8)+Loz(t))]
A [é7(r.t) (2(t)+ Lo (?) )||2 ¢5(7,t) [LoAnz(t)
++LoA1z(t)] dr — |[2(t) + Loz (t)|2
< flos(r e [ Endo() 0l

+| o], [Zox(0) + 2(0)],] dr

—||2(t) + Loz(t)|2
< e B2 (t)])s

(1 B J2(0) + Eo(r)

(1) = 0y 2O 4 o, IW (b))
Ko M;
< — (o1 = qos BB ()]s

(2 (1~ etz ) — n S0 ) [12(0) + Loz (1)

Se tiene que, dv(t)/dt serd definida negativa si oy y g se seleccionan tal que:

_ Ky M3
a1 a26b1 ELO a—EQ > O

KoMy _ K1 M
042<1 S 6LM_£@> 1= > 0.

Esto es posible si:

KzMg o1 ﬂ7 _ EKQI\;IQ
Ebl_sLO,a,_EOC < s < K1 M, bi—eLg,q—ca

Entonces es suficiente que ¢ satisfaga:

*

€ < e*,

con:
* Bby
K1K2M1M3+5(L0 a+a+K2M2)
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F.4. Demostracion Teorema 8.1.2

La demostracion de este teorema sigue paso a paso la demostracion del teorema 6.1.2
de la seccién D.3. O

F.5. Demostracion del Hecho 8.2.1

La demostracién de este Hecho sigue la demostracién de la Seccién F.1.

F.6. Demostracion del Teorema 8.2.1

La demostracién de este teorema sigue la demostracién de la seccién F.2.

F.7. Demostracion del Lema 8.2.1

Para la demostracién de este lema se sigue la demostracion del lema 5.2.4 en el Apéndice
C. Se selecciona la candidata de Lyapunov:

v(t) = a1V (t,z(t)) + acaW(t, z(t), 2(t))

donde a1 > 0, ag > 0,

Vi) = [ 167, 00(0)adr

t

Wit z(t), z(t)) = /too oy (7,)(2(t) — Low(t))||2d7

para este caso, la derivada de v/(t) es®:

d(t) = oy VL) | o, W (el 20)

KoM
< — (o1 — apep 2 Y (1) |5

— (a2 (1 - ey ) — 000 ) |(t) + Loz (0)]

—¢€ bi—eLg,q—€0

oV (

Entonces, dv(t)/dt serd negativa definida si a; y ag pueden seleccionarse tal que:

_ _ KoMs;
aq aQEIn—aLo,a—ea >0

e KoMy )\ _  KiMy
a2(1 Ebl—&‘Lo’g‘—SU) Q173 > 0.

Esto es posible si:

3ver lema 1 en [60] para detalles de célculo
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Entonces, es suficiente que ¢ satisface:

*

€ < €e”,

donde:
* — _____ Bl _
K1 KoMy M3+B(Lo,a+o+KaMz)

3

F.8. Demostracion del Teorema 8.2.2

Siguiendo las ideas en[16], se propone la siguiente funcional de Lyapunov-Krasovskii:

t

V(@ (1) = 2l E-Wagy () + [ alp(p)Swas(p)dp (F.8)
t—7(t)
T Q1 Ongi,m . :
donde § = §* = 0 b1 > 0. Notese que (ver ecuaciones (8.64), (8.66) y
m,n+1 1
(8.52)):

(E-W)T = E.W and 2Q(e,t)—S >0 Ve>0 (F.9)
La derivada de (F.8) a lo largo de las trayectorias del sistema (8.64) es:

il»'T ~
WO — 2T (1) QW A* (e,8) + §) oy () + 250, ()W A (8)ass (¢t — 7(2))
(F.10)
—v(t)msTf(t —7(t))Sxsp(t —7(t))
donde v(t) = (1 — dggt)). Tomando en cuenta (8.67), se obtiene:
avl@®)  p T i+
—ai— = T5() (S —2Q(e, 1)) wsp () + 26, ()W A (D) zs5 (t — 7(2)) (F.11)
—y(t)mzf(t —7(t))Sxep(t — (1))
la ecuacion anterior se puede reescribir como:
dV (2T, (¢
(d’;f()) = T (t)B(e, )Ty (t) (F.12)

donde 7,4(t) = [x;ff(t) 2T (t T(t))}T y:

2@(57t) ) 0n+2,n+2 :| o |: 0n+2,n+2 WA*(t) :|

D(e,t) = °
(&:2) [ On+2,n+2 v(t)S WA*(t) Opt2 nt2

Cuando € — 0, se obtiene:

2Q(0,t) =S Opg2,ni2 ]

2(0.4) = [ On+2,n+2 v(t)S

Entonces H5 implica que:

1) =0~-=57)>0,
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ahora de (F.9) y usando los complementos de Schur, se concluye que:
&(0,t) > 0.
Entonces existe un nimero positivo €* lo suficientemente pequenio, tal que:

dV (x4 (t))

& <0, para 0<e<¢g".

Entonces el sistema (8.64) es asintéticamente estable de acuerdo a la teoria de estabi-

lidad de Lyapunov (ver [25]).
]

F.9. Demostracion del Teorema 8.2.3
En el teorema 8.2.1 se demostré que:
lo(t, s)|| < Ke P/,
Entonces, la contribucién del término debido a la entrada e L(t) B1r(t) es de orden O(e).

Asi, el resto de la demostracion se sigue de las secciones D.7 y F 4. (]
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Singularly Perturbed Implicit Control Law
for Linear Time Varying SISO System

S. Puga, M. Bonilla and M. Malabre

Abstract— This paper considers the problem of sta-
bilizing a single input-single output linear time vary-
ing system using a low order controller and equalizer
filter. The closed loop system is a linear singularly
perturbed system with uniform asymptotic stability
behavior; we calculate bounds ¢ € (0,e") as in [9], such
that the uniform asymptotic stability of the singularly
perturbed system is guaranteed. Following the results
of [9] we show how to design a control law such that the
system dynamics is assigned by a Hurwitz polynomial
with constant coefficients.

NOTATION

o X; € R¥ stands for the vector which the i-th entry
is equal to 1 and the other ones are equal to 0.
I, € R¥*F stands for the identity matrix of size
k. T.{vT} stands for the upper triangular Toeplitz
matrix, which first row is v”. Ty{v} stands for the
lower triangular Toeplitz matrix, which first column
is v. 0,,, € R¥*¥ stands for the zero matrix. And
0, € R” stands for the zero vector.

e BDM{H,,H,,...,H,} denotes a block diagonal
matrix whose diagonal blocks are {Hy, Ha, ..., Hy,}.

o Given a vector function f(-) € R™, [|f()]l = If()ll2
and for a function matrix A(-) € R™*", ||A()| =
[AC) 2, see [3].

o A vector function f(e,t) € R™ is said to be O(e) over
an interval [t1, to] if there exist positive constants K
and e* such that || f(e,1)|| < Ke Ve €[0,e*], Vte
[t1,12], see [5].

I. INTRODUCTION

Linear Time Varying Systems have been studied for
the last 40 years. One of the principal goals is to design
a state feedback control law in order to get a desired
performance, as well as to guarantee stability.

In 1971, Silverman [14] developed for time variable
linear systems the realization theory and he studied the
controllability property. He showed that the coefficients
of the system’s matrices have to possess a finite number
of derivatives in order to satisfy the controllability prop-
erty; the controllability concept was applied in particular
to time variable electrical networks as an example.

M. Bonilla, CINVESTAV-IPN, CONTROL AUTOMATICO,
UMI 3175 CINVESTAV-CNRS. A.P. 14-740. MEXICO 07000.
mbonilla@cinvestav.mx

S. Puga is with UPIITA-IPN. Académia de Sistemas. Av. IPN
2580. México 07340, MEXICO. spuga@ipn.mx

In 1988, Kamen [7] developed a notion of poles and
zeros in terms of factorizations of polynomial operators
with time varying coefficients, where the poles can be
computed by solving a nonlinear differential equation
with time varying coeflicients. Later, in 1989, he pro-
posed a state feedback control for slowly varying linear
continuous time system with bounded coefficients; the
procedure was based on the frozen time approach and
that control law guaranties uniform asymptotic stability
of the system [8].

In 1997, a state feedback control was designed for
uniformly controllable linear time varying systems, based
on a nonlinear state transformation [2], which converts
the stabilization problem into a destabilization problem
of the transformed state, and the control law can be
applied to the systems with time varying parameters that
are piecewise continuous.

In 1999, a new approach was developed [1] which is
based on a graded module extension over the noncom-
mutative ring of differential operators. This approach is
a relevant generalization of the transfer function to the
time varying case, where the authors use the polynomial
matrix description, also they characterize the structure of
the system at infinity. In [10] the exact model matching
was formulated and solved using the same mathematical
tool. The authors have defined the transfer matrices
with time varying coefficients and have used the Smith-
MacMillan form at infinity for their study. In [11] and
[12] the author has given an implementable solution
to some model matching problems for continuous time
linear varying systems; the parametrisation of the whole
class of proper solutions was given. The approach was
algebraic and based on the Smith-MacMillan form at
infinity of a transfer matrix, which has been recently
introduced for the case of time varying systems.

A common point of the above mentioned works is the
knowledge of the time varying parameters of the system.
In most cases, the n — 1 derivatives of the time varying
parameters are required, and in a few of them, the
measurement of the state vector is required. In the Hy &
‘Hoo approaches there exist works where the problem has
been tackled. For example, in [16] the authors propose
an observer which is the optimal solution for the robust
fault detection problem of linear time varying systems
in a time domain. This observer is obtained by solving
a standard differential Riccati equation; two different

M. Malabre is with IRCCyN, CNRS UMR 6597, . cas .
B.P. 92101, 44321 Nantes, Cedex 03, FRANCE. problems are considered when the initial state is known
Michel.Malabre@irccyn.ec-nantes.fr and when it is unknown. The knowledge of the matrices:
978-1-4244-7746-3/10/$26.00 ©2010 IEEE 6870



A(t), B(t), C(t) and D(t) is necessary, together with the
assumption that the pair (A(t), C(t)) is detectable.

In the optimal control approach, for linear parameter
varying systems, there are works, as [15] and [6], where
a Linear Quadratic Gaussian (LQG) control law is de-
veloped. For this, are necessary the knowledge of the
matrices, A(t), B(t) and C(t), and the measurement of
the state; the quadratic stability is guaranteed. Wu [15]
tackles the problem in a more complete way, he developed
an LQG Observer and a quadratic state estimator, but
the knowledge of the matrices A(t), B(t) and C(¢) is still
necessary.

In this paper, we propose a control law for SISO time
varying systems,

d¢/dt = A(t)¢ + B(t)u,

based on the singular perturbations approach [9], where
the knowledge of the time varying parameters is not
required, but only some bounds. The aim of this control
law is to approximately match a given time-invariant
linear state space representation,

dzs/dt = Agzs + Byr.

The control scheme, guaranties the behavior and asymp-
totic stability. The paper is organized as follows. The
problem is first stated in section II. Next, in Section
IIT we propose a singularly perturbed linear control law,
which aim is to lead the closed loop into the Kokotovié’s
singularly perturbed system model. Following [9], in
Section IV-A the closed loop system is separated in two
time scale systems, namely a slow system and a fast one.
In Section IV-B we study the uniform stability of the
fast and slow systems. In section V we get the desired
state space approximation. Finally, in Section VI we
give an academic example for illustrating the developed
technique. All the proofs are sent to the Appendix.

II. SYSTEM DEFINITION AND REPRESENTATION FORM

Let us consider a linear time varying system, which
dynamics is represented by the following differential
equation

d"y/dt" + 2": a;(t)d" "ty /dt T = b(t)u (1)

i=1

defined for ¢t > ty > 0, with initial conditions

y(to), dy(to)/dt, -+, A" y(to) /dt"

y € R is the dependent variable, u € R is the input, at
time t € J = [0,00). The coefficients, a;(t) and b(t), are
such that:
H1  a;(t) are unknown bounded continuous real
functions of class! C*®, for all i = 1,---,n,

LFor simplicity, in this paper we only consider functions of class
C®. But it could be considered functions of class C*, where k
is a sufficiently positive large integer such that the derivability
conditions were fulfilled. See also Corollary 2.4.12 of [13].

satisfying: [|a;(t)|| < Lo, and |22 < L, .

H2  b(t) is an unknown bounded positive continuous

real function of class C*, satisfying: 0 < b; <
b(t) < by and || 28| < c.

A simple device can be used to recast this differential
equation into the form of a linear state equation with
input u(t) and output y(¢). Though it seems an arbitrary
choice, it is convenient to define state variables as follows:

T _ d a1y, 17
Cn]_[yd% dtn—ij]7

(=[G ¢

we then get time varying linear state equation:

d¢/dt = A(t)C+ B(t)u 5 y(t) =C¢

A(t) = (Tud ()7} = X2 @, ()7, B(E) = bHx™,
C=0)T at)=[ar(t) - axt) ]

3)

where: k € {1, ..., n} and the initial state condition is
_ T
((to) = [y(to) dy(to)/dt -+ A" 'y(to)/dt"~1]" .
III. SINGULAR IMPLICIT CONTROL SCHEME

For the state space representation (3) we propose the
following control law, composed by a singularly per-
turbed control law and an equalizer filter,

Singularly perturbed control law

su:f(xZ)T(HhH(x;)T{f” } @)
n+1
Equalizer filter

[l [ = T Jeen

o e | B

(5)
where: 3, 7 and € are positive parameters; £ = 1/7— and
ai, ..., a, are the coefficients of the Hurwitz polynomial

p(A) = A"+@, A"+ - +asA+a;. 7 is a signal reference
and h is a perturbation, such that:
H3 r € L*® NC*>®. We ask for C*, because the
control scheme is indeed an approximation of
a proportional and derivative feedback.
H4  h is a bounded continuous real function, which
norm is of order e.

The aim of the equalizer filter is: (i) to assign the
closed loop dynamics at a time invariant linear system
with the Hurwitz characteristic polynomial p(\), and (%)
to assign a rate of exponential convergence to the desired
dynamics. The aim of the singularly perturbed control
law is: (i) to change the base representation system for
obtaining a singularly perturbed model, and (%) to close
the desired dynamics by an e order. Indeed, we show
in Lemma 1 that the parameters, § and 7, enable us
to compute a sufficiently small ¢ such that the uniform
asymptotic stability of the singularly perturbed model is
guaranteed. The perturbation signal h is considered, in
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order to take into account the effects of the high gain
observer.

In order to obtain the closed loop singularly perturbed
model, let us combine (3), (4) and (5) and let us choose

x;(t) = (), for i € {1,2,--- ,n — 1}, and 2(¢) = (. (t),
namely:
dx/dt = Apx+ Az + Aish + Bir (6)
SdZ/dt = Agl(E, t)w + AQQ(E, t)Z + Agg(t)h

where the matrices Ay, € R*H1>Xn+l 4, ¢ RrHIXL
A13 c R’n+1><n7 B1 c ]RrH»le7 A21(E,t) c Rlxn+17
Aga(e,t) € R and Aaz(t) € RIX™. are defined as follows:

2 T
Tu{(X(, 1)} ‘ Om—1)  Om-1)
An = —(a,_)" [-(+0 ¢ ;
(Q(nfl))T (ﬂ - 1) —p
(n-1) ]
A(n—1 Q ne1
A= | —a,+ 1+ By = ”
(-1 =
O(n:l)A, (n—1) Q(nfl)
A= | (@) [—an+10+0) |,
(O(n 1) )T _(ﬂ - 1)
Agl(E,t) = [ (Cl(n 1) t )T ‘ b 0 ] s
Aza(e,t) = [—ean(l )T b(t )}
Ags(t) = [ (Opuy))” | D(t
Note that the matrix Asq(0,t) satisﬁes:
HA22(0 2 < b2
HthQQ(O t)H2 < C 5 V te J (7)

—b2 S Re /\(AQQ(O t)) S —b1

Thus, the singularly perturbed model, (6), satisfies
Lemmas 2.1, 2.2 and 2.3 of Chapter 5 in [9)].

In Theorem 1 of Section IV-B, we prove that (6) is
uniformly asymptotically stable, and in Theorem 2 of
Section V, we show that the state approximation tends
to the time invariant reference model.

IV. ASYMPTOTIC STABILITY

In this Section, we study the stability of the homoge-
neous differential equation (6). For this, we first apply
a state transformation, which aim is to decouple the
fast and slow systems, and we then study the uniform
asymptotic stability.

A. Decoupling Transformation
Let us first study the homogeneous equation of (6):
dI/dt = A11I+A12Z (8)
edz/dt = Aoi(e,t)x + Aga(e,t)z
Following [9], let us transform (8) into a slow and a fast
systems. For obtaining the decoupling transformation,

we need to define the following bounded continuously
differentiable matrices:

L(t) = Lo(t)+eRr(t) and H(t) = Ho(t)+ecRu(t) (9)

Doing the following change of variables:

{ 2 } _ { (In—zfgg)L(t)) —i(t) } [ i ]

v [ 1
(10)
we have:
= [4L(t) + LAp (e, t) + L(£){ A1 — A12L(t)}
%A22(€,t>[/(t) T
+ [ (t)AIQ + 2 Ao, t)} n
W= [ e () + A12 —eH(t)L(t)Ar2
H(t)Ass(e,t) + eAn H(t) — e A L(t)H ()] n

+[A11 — A2 L(1)] ©

Given the properties (7), from Theorem 3.1 of Chapter
5 in [9], there exists a sufficiently small € such that:

dL

Ea(t) = A22 (E, t)L(t) - A21(E, t) *EL(t)[AH - AlgL(t)}
(11)
—edB(t) = H(t)Asn(e,t) — A1o + eH(t)L(t) Arz
—E& (All — A12L(t)) H(t)
(12)
we then get:

dO/dt = [A11 — A12L(t)]© (13)
edn/dt = [Aga(e, t) — eL(t)A12]n (14)

From (9), (11) and (12), we get:

L(t) = Lo(t) + O(e), H(t) = Ho(t) + O(e)

Lo(t) = A55 (0,t) A1 (0,t) = Lo, Ho(t) = A12A5, (0,1)

In this way, we have the slow system:

A = [An — A1245,)(0,6) A (0,1)] = (15)
= [A;1 — A12Lo] s
and the time frozen fast system
edzp/dt = Aaa(e,t)zy (16)

where ¢ is treated as a parameter and defining:
A() = Au — A12A521(0,t)A21(07t) = A11 — A12.Z/0 (17)

Let us note that:
(n—1)

u{(X(n 1))T} ‘ n-1)  Qn-1)
AO = (Cl(n 1))T —an (1/T - ﬁ)
(Ogn—1))" 0 -8

There then exist 8 > 0 and K > 0, such that:
lexp (Aof) || < Ke™ (18)

Let ¢£(t,to) be the transition matrix of the fast system
(16). Then:

tq (b1+eLo,q)(t—t0)
o¢(t,to) = exp —/ —Ag(e,7)dr | < e~ B
to €

(19)
when ¢ € [tg, 00)
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B. Conditions for Uniform Asymptotic Stability

In this Section we show that uniform asymptotic
stability of (8) is guaranteed by the properties of the
transition matrices of (15) and (16). For this, let us
particularize Theorem 4.1 of Chapter 5 in [9] to our case
study:

Theorem 1: Given the properties (18), @, + 8 > 1
and 7 < 1/(a, + B — 1), then there exists an £* > 0
such that for all ¢ € (0,¢*) the system (8) is uniformly
asymptotically stable. Moreover, the transition matrix
of (8), ¢(t,s), satisfies |p(t,s)|| < Ke =% for all
t > s > tg, where K > 0 and a > 0 are independent
of e.

This Theorem relates the behavior of (8) to the
behaviors of the slow and fast systems. This result holds
asymptotically as € tends to 0. From a computational
point of view, it is important to have an idea of the
order of the upper bound &*. This is done in Lemma
4.1 of Chapter 5 in [9], which for our case study takes
the following form:

Lemma 1: Given the conditions of Theorem 1, and
[A12]2 < M, [[LoArz|l2 < Ma and [[LoAol[2 < Ms, the
singularly perturbed system (8) is uniformly asymptoti-
cally stable for all € € (0,e7), where:

o B

' BM,y + KM M;
My = T+ (@ —1/7)? +2(1- )
My = |an+pB-1/7—1
My = /Xl a+(B-1/7)?

V. STATE APPROXIMATION

Let us now consider the singularly perturbed model
(6), with the initial state conditions: z(t9) = o and
z(ty) = zo. Applying the change of variable, defined by
(10), (11) and (12), we get:

+[A13 — eH(t)L(t) A1z — H(t)A23(t)] h,
(20
edn/dt = [Aga(e,t) +eL(t)Ai2]n+eL(t)Byr

+ [Agg(t) + EL(t)Alg} h

(21)
where the initial conditions are:

@(to) = [In — EH(to)L(to)} Zro — EH(to)Zo, (22)
n(to) = L(to)wo + 2o. (23)

The solution of (20)-(23), when transformed back using
the inverse of (10), yields the exact solution of (6).
Asymptotic approximations to the solution of (6) with?
O(g) error can be obtained by retaining O(g) approxi-
mations of the right hand side coefficients of (20)-(23).
This process for the slow system yields:

2Kokotovit [9] considers in general O(e) errors.

dzg/dt = Aozs+ Agh+ Bir
A, = Az — A1 Az (0,1)Ags(t)

For the fast system, we change the time scale as,
(t — to)/e, with this change, the derivative for
the fast system is Sz;(7) = Lep(r) L7 = é%Zf(T),
this reduces the approximation problem to a problem
with regular perturbation of right hand side coefficients,
following the process as in (24) the equation for the fast
system is:

%Zf(’i’) = AQQ(O, tQ)Zf(T) + Agg(tg =+ 67’)h(t0 =+ 67’).
(25)

(24)

T =

and the initial conditions are:

.Z'S(to) = X

zf (O) = A2_21 (O,to)Agl(to)]}O + 20 (26)

where

AO = All - AlQI_/O

the equations (24) and (25) have the slow and fast
systems derived by formally neglecting ¢ in (6).

We obtain in this way, the following particularization
of Theorem 6.1 in [9] for our case study:

Theorem 2: Given the matrix Ass(e,t), the properties
(7) and ||g|] = O(e). Then there exist a ¢* > 0 such that
for all e € (0,&*) the following expressions hold uniformly
on t € [to, ty]:

z(t) = z5(t) + O(e) (27)

2() = — Azt () An ()a(t) + 27 (t - “’) L0 (28)

where z; and z; are solutions of (24) and (25), with the
initial conditions (26).

In order to show how to synthesize the results of this
paper, we consider the following illustrative example.

VI. ILLUSTRATIVE EXAMPLE

Let us consider the following system:

dPy/dt® + as(t)d%y/dt? + as(t)dy/dt + a1 (t)y = b(t)u

(29)
with parameters:
5
m(t) = £ gy sin (2 - N
j=
CLQ(t) = i (71),]71 sin (£>
= 7 2 (30)
5 )
as(t) = Zl (%*UJW sin (45t)
i=
b(t) =1+ 0.568 (sin(t) + sin(2t))
The state representation is:
[0 1 0 0
%g = 0 0 1 ¢+ 0 u
| —a1(t) —ao(t) —as(t) b(t)
y= [ 1 00 ](
(31)
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From (4) and (5), the control u(t) is as follows:

eu= [0 0 —1]¢
+[0 0 —1]h+[1 O]H_i} (32)
and the equalizer filter is:
slo =1 o e e
—(1+0) ][ s 0.02
Ly S

(33)
where the parameters ai, as and agz are the coefficients
of the Hurwitz polynomial:

p(A) = X3 +0.9202 + 0.25) + 0.02

From Theorem 1 and Lemma 1 we can compute the
parameters K, 3, 7 and e:

K=05,3=10,7=0.1,c € (0, 0.18) & = 0.09

In order to satisfy H3, r € L>® NC>, the reference r has
been chosen as follows:

0 [
r(t) = 5= ; @(o)do, t€ [0, 100]

where: o(t) = e T, with ! = (12/75)t — 1.

In Figure 1 we show MATLAB® numerical simulations
for the time varying system (31) and (30), controlled by
(32) and (33), with an unit step reference. The matching
model error is computed as follows:

t
ly(t) =y () = |y(t) - C /0 exp (Ao(t = 0)) Br(o)d(0)| -
where:
0 1 0 0
Ay = 0 0 1 ,B= 0o |,
—0.02 —-025 —0.92 0.02
C=[10 0].

VII. CONCLUSION

In this paper, we have proposed a singular implicit
control scheme for linear time varying SISO systems. The
control scheme is composed by the singularly perturbed
control law (4) and the equalizer filter (5).

The aim of the equalizer filter is: to assign the closed
loop dynamics, and to assign a rate of exponential con-
vergence. The aim of the singularly perturbed control law
is: to bring the system into a singularly perturbed model,
and to close the desired dynamics by an ¢ order.

Parameters, 8 and 7, enable us to compute a suffi-
ciently small € such that the uniform asymptotic stability
of the singularly perturbed model is guaranteed.

We have considered the perturbation signal h in order
to take into account the effects of some high gain ob-
server. Now, we are working on developing a singularly
perturbed observer which aim is to obtain the observed
state ¢ = ¢ + h, where h = O(e).

3The function ¢ is taken from Definition 2.4.5 in [13].

5
00 50 100 GO 50 100
(a)
0.1

J\,

Lotk bt ot
UW’WHW'V“”

015 50 100
(c)
5
0 ,_J,m_l\‘u\‘.
2 50 100

(e)
Fig. 1. Control variables: (a) output y, (b) matching model error

ly — y*|, (c) equalizer filter signal z3, (d) equalizer filter signal x4,
and (e) control law w.

APPENDIX I
PROOFS

1) Proof of Theorem 1: From (15) and (16), the
transition matrix of the decoupled system satisfies:

5 = (ZBS (t7 S) On, m
o(t,s) = [ Omn By(t.s) } (34)
d(i)(t’ 5) A — A L(t On. m .
e~ [ Om, n " L Ags(e,t) + L(t) A2 } B(t, s)
(35)

From [14], the transition matrix ¢(¢,s) of (8), the tran-
sition matrix (34) and M (t) defined in (10) satisfy the
relation:

$(t,s) = M~ (D)g(t, s)M (s)

_ (t,s) O
t,s:Mlt{¢&(7 AL }Ms vt > s
(t, 5) (t) Omn bs(t.s) ()
R (36)
Because the transition matrix ¢s(t,s) satisfies

Loy(t.s) = [An — ApL®)|(t,s) and the
transition matrix qASf(t,s) satisfies s%d;f(t,s) =
[Aga(e,t) + eL(t)A12(t)]ds(t,s), from the properties
(18), we get: ||ds(t,s)| < KiePl=s)  Using
Lemmas 2.2 and 2.3 of Chapter 5 in [9], we have:
67(t,s)|| < e (rtelloa=ant1=F+1/)(t=5)/= Thus, for
sufficiently small e, we get from (36):

lot )l =M ‘H %(t,s)

m,n

el 8L

< Kymax 9.t 9)], 19 (¢, )]

which implies:
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llo(t, s)|| < K3max[Ky, Kale™ min{3,b1+Loa —n+1+£}(t—s)

d
2) Proof of Lemma 1: Let us consider the definite
positive function, v(t) = aqn V (¢, z(t))+ae W (t, z(t), 2(t)),
as a Lyapunov function candidate, where c; > 0, ag > 0,
V(t,x(t) = [ l¢s(r,t)z(t)|l2dr, and W (¢, 2(t), 2(t)) =
S g (1) (=(t) = Lo (t))l|2dr
Let us compute dv(t)/0t:

ov(t)  OV(t,x(t)) OW (t, z(t), 2(t))
a T a @ ot
aV(ta(®) _

ot
[ 2 \/16s(7, )z (O] [¢s (7, )z ()] dr — [[2(1)]]
=" A gy 210 (r Da(0)] (2 ¢a(r,)2(t)
+ bu(r, ) Fran(t)) dr — (1)
=/~ %@(T, t)Arz [Loz(t) + 2(t)] dr

=l (t)
< ftH ||(¢)s|(‘ﬂt)\|HAle|| [Lox(t) + 2(t)] ||dr
— ||z(t
© KMie PC-q4r HLQZ‘ t) +z(t)”
— =@l

< ]\/I[laK HL a(t

)+ z(8)]] = =)
oW (t, z(t) () _

= [~ 3t||¢f (r, 1) (2(t) + Loz(t)) [|ldT
=l [(t)+Low(t)H "
¢ (7t)(2(t)+Loz(t)) 5
- > H¢ff<f Ao [%¢f(f,t) (2(t)
+ Lox(t)) + ¢5(7, 1) & (2(t) + Lox(t))] dr
- IIz[(t)+L(ow(t)H "
¢r(mt)(2(t)+Loz(t)
=" |\¢ff<r OO+ Loz O)] [#s(m:1)
(=2 Aza(e, t)2(t) — 2 Ana(e, t)Lox(t))] dr
¢y (7:t)(2(t)+Lox(t)
+ t [||;f(Tz)(z(z)++L0z(t3%|| [¢f(77t) (%Z(t)
+ L([)Bt ( ))] dr — Hz(t) +L(]I(t)||
(1,t)(2(t)+Loz(t)
= |¢dff(rt)T(t)++L01(t)) {¢f (7,%) [LOAO( )] x(t)
+£0A12(t) (t) + Lox(t)] } d — [|2(t) + Lox(t)]|
< [T Nos (1) 1”LOAOH llz()]]
+J|L0A12(t)|} |Lox(t) + 2(t)|| } dr — [|2(t) + Loz (t)|

< e o(t)) - (1= 242 ) 2(t) + Loa(o)]

Av(t)

5 a1 < V(t x(t)) + QQ%W(t,x(t),z(t))
(o - aze 25 (o]

(a2 (1 - e32) = 25 12(t) + Lox(1)]
Then, 4

$iv(t) will be negative definite if a; and az
can be cl}osen such ‘Ehat: a1y — azeMs/by > 0 and
s (1 — EMg/bl) —a; MK /B > 0. This is possible if:

EMg/bl < 0[1/0{2 < ﬁ(bl — EMQ)/(Mle1)

IA

Then, it is sufficient that € satisfies:

e < (B/(MiK))/(M3/by + My /(M1 K 3)),

namely: € € (0,¢}), where: e5 = by /(K M, Ms + 3M>).

d

3) Proof of Theorem 2: The transition matrix of
the homogeneous part of (21) satisfies the inequality
lo(t, s)|| < Ke~P1(t=9)/_ Using this, the contribution of
the input term eL(t) By (t)r(t)) is O(e).

Using again Lemmas 2.2 and 2.3 in [9], we see that
the homogeneous part of (21) can be approximated by
Ag(0,to)n(t). which yields n(t) = 2z ((t — to)/e) + O(e).

Comparison of (20),(22) with (23) and use of regular
perturbations results (see [4]) yield ©(t) = z4(t) + O(e).

Using the inverse of the decoupling transformation
(10), we get z(t) = O() + eH(t)n(t) = zs(t) +
O() and (t) = —L(O)O() + (I —LOHDn(L) =
—A3(0,£)A21(0,t)z4(t) + 25 (22) 4+ O(e), which com-
plete the proof. a
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Singularly Perturbed Implicit Control Law
for Linear Time Varying SISO System.
Part II: State Observation

S. Puga, M. Bonilla and M. Malabre.

Abstract— This paper considers the problem of
stabilizing a single-input single-output linear time
varying system using a low order controller and an
equalizer filter. The closed loop is a linear singularly
perturbed system with uniform asymptotic stability
behavior. Following the results of Kokotovié’s book,
we show how to design a control scheme, control law
plus state observer, such that the system dynamics
is assigned by a Hurwitz polynomial with constant
coefficients. We calculate bounds, ¢ € (0,*), for
guaranteeing the uniform asymptotic stability of the
singularly perturbed closed loop system.

NOTATION

. X;; € R* stands for the vector which the i-th entry
is equal to 1 and the other ones are equal to 0.
I, € R*** stands for the identity matrix of size
k. T, {vT} stands for the upper triangular Toeplitz
matrix, which first row is v7. Ty{v} stands for the
lower triangular Toeplitz matrix, which first column
is v. 0,,, € R*¥ stands for the zero matrix, or
simply 0, when p = v. And 0, € R” stands for
the zero vector. BDM{Hy, Hs,...,H,} denotes a
block diagonal matrix whose diagonal blocks are
{Hy,Hs,...,H,}.

« Given a vector function f(-) € R™, ||f()ll = [IF()l2
and for a function matrix A(-) € R™*", ||A()|| =
lA(-)|l2, see [2]. A vector function f(e,t) € R™ is
said to be O(e) over an interval [ty, o] if there exist
positive constants K and &* such that ||f(e,t)]| <
Ke, Vee[0,e*], Vte€ [t1,ta], see [4].

I. INTRODUCTION

This paper is a continuation of [14], where we have
proposed a control law for SISO time varying systems,
d¢/dt = A(t)¢+B(t)u, based on the singular perturbations
approach [8], where the knowledge of the time varying
parameters is not required, but only some bounds. The
aim of such a control law is to approximately match the
closed loop system to a given time-invariant linear state
space system represented by dzs/dt = Agzs + Bir. We

S. Puga, UPIITA-IPN ACADEMIA DE SISTEMAS. AV. IPN
2580 CP 07340 MEXICO D.F, spuga@ipn.mx.

M. Bonilla, CINVESTAV-IPN, CONTROL AUTOMATICO,
UMI 3175 CINVESTAV-CNRS. A.P. 14-740. MEXICO 07000,
mbonilla@cinvestav.mx .

M. Malabre, IRCCyN, CNRS UMS 6597, B.P. 92101, 44321

are now incorporating the observation problem to the
control law proposed in [14], following also the singularly
perturbed framework.

The synthesis of observers based on the singularly
perturbed systems approach is not new, see for example
[13], [5], [6]. With respect to the case of linear time
varying systems two important papers are [7] and [11].

In [11] the synthesis of the state observer is realized
by separating a classical full order Luenberger observer
into the slow and fast subsystems, one observer is for
the slow subsystem and the other observer is for the
fast subsystem. For the stability analysis of the closed
loop system, the knowledge of the parameters system is
required.

In [7], the observer is only synthesized for the slow
subsystem. For the stability analysis of the closed loop
system, the knowledge of the parameters system is again
required.

In this paper, we propose a high gain observer, for
SISO time varying systems, based on the singular per-
turbations approach, where the knowledge of the pa-
rameters is not required. We only need the knowledge
of some bounds on the parameters system. Based on
these bounds, we give an upper bound, €* > 0, for the
singularly perturber parameter, €, such that for a positive
¢ smaller than £*, the closed loop stability is guaranteed.

The paper is organized as follows. The problem is first
stated in section II. Next, in Section III we recall the
singularly perturbed linear control law, proposed in [14],
which aim is to lead the closed loop into the Kokotovié’s
singularly perturbed system model. In Section IV we
propose a high gain observer, by a proper approximation.
In Section V we study the stability of the system and
the observer together. Finally, in Section VI we give
an academic example. All the proofs are sent to the
Appendix.

II. SYSTEM DEFINITION AND REPRESENTATION FORM

Let us consider a Linear Time Varying System (LTVS),
which dynamics is represented by:

ar an— 1

d
dtny+an(t)Wy+' : ~+a2(t)$y+a1(t)y =b(t)u (1)

defined for ¢ > ¢ty > 0, with initial conditions: y(to),

Nantes, Cedex 03, FRANCE. Michel.Malabre@irccyn.ec- )
nantes.fr dy(to)/dt, ..., A" y(to)/dt" L, where y € R is the
978-1-61284-799-3/11/$26.00 ©2011 IEEE 1258



dependent variable, u € R is the input, at time t € J =
[0,00). The coefficients, a;(t) and b(t), are unknown and
such that:!
HI () € C(LR), |a®)] < Lo
[La;(t)]| < Lia, Vie{l,...,n}, Ve
H2 b(:) € C*(J,R), 0 < by < b(t) < by and
[Eb(t))| <e, ViteJ
A simple device can be used to recast this differential
equation into the form of a linear state equation with
input w and output y. Defining the state variables as
I [ y dy/dt dnty/den ! ], we then get time
varying linear state equation:

and

d¢/dt = A(t)C + B(t)u
A(t) = (Tuf ()7} = X (@, (6)") )
B(1) = b(t)y"
y(t) = C¢, C= ()7,
where: a,(t) = [ ait) a(t) |7, k€

{1, ..., n}; the
C(to) = [y(to) dy(to)/dt -

III. SINGULARLY IMPLICIT CONTROL LAW

initial state condition is:
dn_ly(to)/dtn_l} T

For the state space representation (2) we have pro-
posed in [14] the following control law, composed by a
singularly perturbed control law and an equalizer filter,

Singularly perturbed control law

cu=—(ncEm+ 7| ]
Equalizer filter
(] - [ 5 o
L
(4)
where: £ = 1/7 — 3 and §, = [ @1 ar ]T, with:

ke {l,...,n}; B, 7 and € are positive parameters; and
ai, ..., a, are the coefficients of the Hurwitz polynomial
p(A) = A"+a@, A"+ - +asA+a;. r is a signal reference
and h is a perturbation, such that:
H3 r e L*®NnC>®(J, R).
H4  h is bounded continuous real function, which
norm is of order e.

The aim of the equalizer filter is:

1) To assign the closed loop dynamics at a time invari-
ant linear system with the Hurwitz characteristic
polynomial p(A).

2) To assign a rate of exponential convergence to the
desired dynamics.

The aim of the singularly perturbed control law is:

LFor simplicity, in this paper we only consider functions of class
C(J, R). But it could be considered functions of class C¥, where
k is a sufficiently positive large integer such that the derivability
conditions were fulfilled. See also Corollary 2.4.12 of [12].

1) To change the base representation system for ob-
taining a singularly perturbed model.
2) To close the desired dynamics by an € order.
The perturbation signal h is considered, in order to take
into account the effects of the high gain observer, which is
considered in Section IV. The closed loop system is repre-
sented by the following singularly perturbed description:

dz/dt _ An Aia x
edz/dt B Azl(s t) Aga(e,t) z
) 8
A23( ) ] h+ { 0 ] r
where z = (1 Che1 Tn Tpt1 ]T, z = (, and:

Q(n—l) Q(n—l)
I ) R
B-1 -p

, B1= {*ﬁg(nfl) ] ,
(B — 1) X,

A21(€7t Cl(n 1)(t))T ‘ () 0 }
A22(8 t) = [ E(ln( ) - b( )]

u{(x(" 1) )"} |

All — ‘
0<n )"
(n 1)

—n 1
7a/n 1“1’2

O(n-1) ‘ Q(n—1)
—(@gn_1)” ‘ —an + (1+£)
Opm_1)" -(B-1)
Ass(t) = [ (0, _1))" | b(1) ]

Note that the matrix Asq(0,t) satisfies for all ¢ € J:

||A22(0 2 < b2
||th22(0 t)”g < ¢ and (6)
—b2 S ERG )\(A22(0 t)) S b1

A13 =

In [14], we have obtained the following particularization
of Theorem 4.1, Lemma 4.1 and Theorem 6.1 in [8] for
our case study:

Theorem 1: Given the matrix Ass(e,t), the properties

(6) and ||h]| = O(e). If:
an+03>1
T <1/(a, +p —1) and (7)
Bb1
1 = GBI+ KL

where:

My = \/1—&—(111—7) +2(1— B)2,
2:|01+5—*—1}
My = /S0 @+ (8- 1)2
are satisfied, then the singularly perturbed description
(5) is uniformly asymptotically stable for ¢ € (0,¢7).

Moreover, for all e € (0,e]) the following expressions
hold uniformly on t € [to, tf]:

z(t) = z5(t) + O(e)
and
2(t) = — Az () Az (t)as (1) + 25 ((t — o) /) + 0(8)( )
8
where z; is solution of the slow system, dz(t)/dt =
All.’E + A122 and Edz/dt = Agl(E,t)ZlI + Agz(&‘,t)z,
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and z; is solution of the fast system, dzy(7)/dr
AQQ(O,to)Zf(T) + Azg(to + €T)h(t0 + 87’)7 with the
initial conditions: zs(tg) = o and zf(0)
A2_21 (0, to)Agl(to)l'o + 20.

IV. SINGULARLY PERTURBED OBSERVER

In this section we are going to assume that the state
is no longer available, so we have to observe it. Since
the signals, a;(t), ¢ € {1,...,n}, are unknown (see
Hypothesis H1), we have to use a high gain observer. We
use in fact, the proper approximation of a non proper
system proposed by [9]. Indeed, let us consider the ideal
observer (c.f. (2)):

(9)

where for our case: N = Tg{xfﬁﬂ)} and I' = X%erl

Ndw/dt = w(t) - Ty ; §= (0T Tw

y, ¥ and w are the input, the output and the descriptor
variables, respectively, and 7 =n — 1.

In [9], the authors proposed the following singularly
perturbed proper approximation:

dz s B —ﬁf _€ﬁ+l(X;)T zy
AL e ]
€"q(1,2) (10)
i { ~Q0X(a1 } !

Y = (X;)TZ - éQ(l,Q)y

where zf € R!, z € R™, and yr € R!. B¢ and € are two
positive real numbers. Uy and My are the Butterworth
filter’s matrices [1], namely:

M — BDMA{M;, ..., M2} ,for n even
"7 BDM{My,....,M;_1y/2,1} ,for 7 odd
(11)

Mj = (Siﬂ@j)Ig + T[{(COS2 Qj)xg} s 91 = 7'('/(2’[3,)7
9j+1 :0j+A0, Aezﬂ/ﬁ, j6{17...,ﬁ—1}.

(12)
n/2
[T (X +sin6;)* + cos®6;) , for n even
i=1
(n—1)/2
A+1) IT  ((A+sin6;)* + cos®6;), for o odd

i=1

(13)
The matrix Qo € R™ (1) ig obtained by solving the
following algebraic system equations:?

Qo (SN) + (M = U Q0 = =M = Un) N0 TDT

(14)

Ry = _éQON (15)

2Let us recall that the eigenvalues of the Butterworth filter are all
different, and placed over the semi-circle of radius 1/¢, on the left-
half complex plane; thus Spectrum(N) N Spectrum(Mz — Ug) ™t
= 0, hence there exists a unique solution for these equations [3].

)

And the number g2y corresponds to entry (1,2) of
matrix Q.

In [9] is proved the following Theorem (c.f. Theorem
5.1 in [8]):

Theorem 2 ([9]): Let us consider the following Butter-

worth Filter:
dz g B _ﬁf 07 ~
2 ]-[ [z ]+ ]
(16)

yr = (x2) "z
with the initial conditions: z(0) € R! and z¢(0) € R™.
Then there exists ¢* € (0, 1), such that for any € € (0,*):
1) The cascade formed by (9) and (16) is externally
equivalent to (10) 3.
2) The output, yy, of system (10), satisfies:

yr(t) = Sy(t) + e (0) + O(VE)

Co(t) + e Btz (0) + O(E) Vit >t*
17)

_Eﬁ+1(xi)T

_ Ty
—(Ms — Ur)

zZf

where t* = O(mln(l/ﬁ)).
In the Appendix -A we show the key points of the proof
of this Theorem, which enable us to built the matrices
QO and Ro.

Corollary 1: There exist matrices, D1 and Da,

Dy =-Qp' (My —Uy) and Dy=-Qg'q,, (18)

where: Qo = | 4, 4, 9,1 ], and the g, are the
column vectors of matrix Qg for 7 € {1,...,7+ 1}, such
that:
Crt) = <C(@)+h(t) = D1z(t) + Day(t)
h(t) = Oe), V>t

Furthermore: hH(l) Cr(t) = (1).
E—

(19)

V. CLOSED LOOP SYSTEM

Applying the control scheme composed by: the singu-
larly perturbed control law (3), the equalizer filter (4),
and the singularly perturbed observer, (10) and (19), we
get the closed loop system described by (5).

Now, in view of Corollary 1, Theorems 1 and 2 we
conclude the stability of the closed loop system (5).

In order to show how to synthesize the results of this
paper, we consider the following illustrative example.
VI. ILLUSTRATIVE EXAMPLE

Let us consider a LTVS represented by (1) with n = 3
and with parameters:

(20)

b(t) = 1+ 0.568 (sin(t) + sin(2t))

3That is to say, the representation, (9), (11), (12) and (16), and
the representation, (10), (11), (12), (14) and (15), have the same
input-output trajectories (see for example [12]).
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Note that by = 0.5. The state representation is given by
(2) with:

as(t) = [ ai(t) az(t) as(t) ]" (21)

The parameters ap, as and as, of the equalizer filter (4),
are the coefficients of the following Hurwitz polynomial
p(A) = A3 +0.920% + 0.25) + 0.02, namely:

(@1, d@y, as) = (0.02, 0.25, 0.92) (22)

Since az = 0.92, then the selection, § = 10 and 7 = 0.1,
satisfies inequalities (7). From (7), we get: e = 0.18,
then € € (0,0.18); let us take e = 0.09, namely:

(e, B, 7) = (0.09, 10, 0.1) (23)

Since 7 = n — 1 = 2, then 6; = 7/4 (see (12)). And
the other matrix Qo of the observer (10) is (see (29)):

2 2
Qo = { V2/e —1/e 0 ] Then: ¢ — \/50/5

0 1/(v2e) —1 1 '
—1/e

1/(v2¢)
. Based on the proof of Corollary 1, we

qu2 = —1/e @0 =
—€ 0
-1/vV/2 -1
get:* By = 10. Thus the singularly perturbed observer
(10) takes the following form:

_01} and Q' =

deg/dt = —10z; — (0.09)%] 1 0 ]z — (0.00)y
= _ 1 0 1 1/vV2 -1 1.
dz/dt = m{l}xf—m{ 1/ 1/\/5}2
1 [ v2/(0.09)
— ks 0 y
yr = [1 0]2+(1/(0.09))y

(24)
From (18) and (19) in Corollary 1, we can compute (s,
_eve e ] V2/e
Cf*|: 1 0:|Z+|:1/52 Y
The ideal model to match is:
d®y* /dt® 4 0.92d%y* /dt? + 0.25dy* /dt + 0.02y* = 7.
In order to satisfy H3, r € C*°(J, R), the reference r has
been chosen as follows:
0 [
") =575 ), ¢

(25)

(o)do, t e [0, 100]

where:® o(t) = e 7, with ' = (12/75)t — 1.

A MATLAB® numerical simulation was performed
with the solver settings: “Start time” = 0.0, “Stop time”
= 100, “Type” = “Fized—-Step”, “Solver” = “ode45 Runge—
Kutta”, “Fized—step size” = 0.04, “Periodic sample time
constraint” = “Unconstrained”, “Tasking mode for peri-
odic sample times” = “auto”. In Fig. 1, we show the
behavior of system, (2), (20) and (21), controlled by (3),
(4), (22) and (23), with the state observer (24) and (25).
Comparison can be done with the simulations given in

[14].

4From (40), we have: Ag = —( — &3, then from (41) we get:
By = B.
5The function ¢ is taken from Definition 2.4.5 in [12].

10,

4
5
0 2

100 OO

0 50 50 100
(a) (b)
20 1
O0 2 00 50 100
(c) (d)
100
20
0 o}-WWWM
-20
-100
0 2 4 0 50 100
(e) (f)
1
\A\
VA A
0
TRYRY V
IRV
_5V 1
0 2 4 0 50 100
(8) (h)
0.5
N
-0.5

0 50 100
(i)
Fig. 1. Control variables: (a) output y , (b) matching model error

ly —y*|, (c)—(d) observation error [|¢ — (¢ll, (e)—(f) control law w,
(g)—(h) equalizer filter signal x4, and (i) equalizer filter signal x3.

VII. CONCLUSION

In this paper, we have proposed a singular implicit
control scheme for LTVS SISO systems. The control
scheme is composed by the singularly perturbed control
law (3) and the equalizer filter (4).

The aim of the equalizer filter is to assign the closed
loop dynamics, and to assign a rate of exponential con-
vergence. The aim of the singularly perturbed control law
is to bring the system into a singularly perturbed model,
and to get a desired dynamics by an € order.

The parameters, 8 and 7, enable us to compute a
sufficiently small ¢ such that the uniform asymptotic
stability of the singularly perturbed model is guaranteed.

We have considered the perturbation signal h in order
to take into account the effects of high gain observer.
We have proposed a singularly perturbed observer which
aim is to obtain the observed state (y = ¢+ h, where the
vector function A is O(e).

Appendix

A. Key points of the proof of Theorem 2

Putting the ideal non proper filter, (9), together with
the Butterworth filter, (16), we get the global singularly
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perturbed system:

N 0 0 ;71”
01 0 <
0 0 el || &
dt
E
Tt 0 0 w
I A {W}
XZ(XZii)T XZ *(Mﬁ —Ur) zf
2
- (26)
1
“X(a+
+ 0 Y
0
—_——
B T
=10 0 GO [ w” 2 2T ]
—_——

C
In order to prove the external equivalence between (26)
and (10), in [9], the authors have followed the procedure
shown hereafter:
1) Let us first define two invertible matrices: Q@ =

Insr 0 O Ing1 0 O
0 1 0 | and R= 0 1 0 |, where
Qo 0 Iz Ry 0 In

Qo satisfy (14) and (15).

2) Let us mnext mnote that: Spectrum(N) N
Spectrum(M; — Uz)™! = @, then (14) has a
unique solution (see for example Chapter 8 in [3]).

3) Let us now apply matrices ¢ and R to

N 0 O
the matrices of (26): QER = { 0o 1 0 |,
0 0 eln
Lt 0
QAR = | =" ()" Ro —ﬁf =),
0 Xﬁ —(Mﬁ — Uﬁ)
Xzﬁ«‘»l) ROTKE ’
QB = — 0 ,CR=| 0
QOX<n +1) X{
4) Let us finally do the change of Varlable
Z(t) = 24 (t) — Row(t) (27)

Adding its third row with the pre-multiplication of
its first row by Qo, we get the externally equivalent
proper system (10).
One way for obtaining the matrices Qp and Ry is the
following (see also [10]):
1) Let us denote by r; and g, the column vectors of
matrices Ry and @, respectively. Thus from (15),

we get:
—é[ﬂl gml ] [ X 0 X O ]
:—%[ﬂz B PR 05
(28)
2) Then, from (14), (15) and (28), we get:
[% Gy Guyy |#[0 0 X2 ] =
77( ) |: gﬁ g»fH_l =n i|
(29)

3) For solving (29), the columns have to be equated
from the last to the first.

4) Observe that: (x.)"Ro = —%g(m)(K%)T, where
q(i,j) is the entry (i,7) of matrix Q.

B. Proof of Corollary 1
We first consider the case ¢ = 0, and then we analyze
the case ¢ > 0.

1) Let us consider for a while that e = 0, then from
(16) and (9), we get:©

(Ma = Un) 23, (1) = (x2) 58) = (x2) (D) Twi(t)
(

30)
Substituting (14) and (15) into (30), we obtain the
equation:

(My — Ug) 2y, (t) = [(Mz — Un) Ro — Qo] w(t)
(31)
Using (27) and (31), the last equation can be

written as:
(Mﬁ - Uﬁ) Zo(t) = —Qow(t)

Because (9) is an ideal observed, the following
identity holds:

~Q" (Mo = Un) 20(0) = | @5, | 1n | <)

(32)

=[5, [ 0n )+ [ 0a |15 JC)
(33)
Finally we get:
—Qal (M7 — Us) Zo(t) — @Elg%y(t) = (34)

[ dy/dt a"ty/dent

2) Let us now consider the case, e > 0, which is based
on the particular case € = 0.
From (16) and (9) we get:

et (X{)Tzf

- T
=xjor 2 (1)

(35)
If we apply the operator (d/dt+ 3y) to the second
row of the last equation, we then have (recall that
(9) is an ideal observer):

(d/dt + Bg)zy =
(EIﬁd/dt—"(M _Uﬁ))Zf

( U)(dt+ﬂf 2f =X (Zii) dt+ﬁf)<
—€<In(3+5f)@+57 (;) ) zf
(36)
taking into account (14), (15) and (27), we have:

(dt+ﬁf) (Ma —Un)Z+ Qo¢) =

T
e (Iﬁ (&+87) &+ (xt) )Zf (37)

SWe write, z fo and Zp, instead of, zy and Zz, for emphasizing that
we are considering the case € = 0.
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This last equation is equivalent to:

-~ ~

(5 +B7) Qo [Q51 (M — Uz) 2 + @o_lQoC}
o T
—€ (Iﬁ (% + By) % +emxn (X;L) ) zg

(38)
Let us rewrite this last equation in the same form
as (33) and (34):

@/:0 (% +ﬁf) h = EEA
Qo' (Mr —Us) 2+ Qg qyy
+ [ dy/dt d"ty/den 1 —h

_ o T
h— <Iﬁ (&+8) & +emx (1) ) 2
We can check that system (16) satisfies the invert-

ibility condition of Theorem 3.1 in Chapter 2 in [8].
Indeed, let us first define the matrices:

= (39)

]T

Uﬁ)_l X’:l

—n

) T
Ag = —f -t (X,%) (Mz —
and
Agy = (M5 —

(40)
Usr)

From (13), we get: det (M5 — Uy) = 1; in [9], the
matrix inverse of (My — Uy) is computed. Further-
more, we can see from (13) that the n eigenvalues
are distinct. Then Theorem 3.1 states that the
eigenvalues of (16) are approximated as follows:

AL = A1 (Ag) +0(e) = =65 + O(e)
and (41)
/\i:%(/\l (A22)+O(E)), Z'E{l,...,ﬁ}

Since matrices Ay and Ao are Hurwitz, then Corol-
lary 3.1 in Chapter 2 in [8] implies that there exists
an €* > 0, such that (16) is asymptotically stable
for all € € (0,&*].

Now, since the input g of the filter (16) is obtained
by means of the ideal observer (9), and since we
have assumed conditions insuring differentiability
and boundedness of the related signals (see assump-
tions H1-H4), it follows that h(t) is also a bounded
vector function.

Finally, from equation (39) we have:

t
h(t) = Qy e ™ Pth(0) + Qp / e Prt="p(r)dr
0

then the vector function h(t) tends exponentially
to 0 when ¢ tends to 0. Therefore, from (39) we
get:
~Qy" (M~ Ua) 2~ Q5 ,y(t) =
[ dy/dt drly/ae-t 1"

This concludes the proof.

(42)

O
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Singularly Perturbed Implicit Control Law
for Linear Time Varying MIMO Systems

S. Puga, M. Bonilla and M. Malabre.

Abstract— This paper considers the problem of sta-
bilizing a multi-input multi-output linear time varying
system using a singularly perturbed controller and a
model matching controller. The closed loop is a linear
singularly perturbed system with uniform asymptotic
stability behavior. We calculate bounds ¢ € (0,£*) as
in the book of Kokotovic, Khalil and O’Reilly, such
that the uniform asymptotic stability of the singularly
perturbed system is guaranteed.

NOTATION
X; € R* stands for the vector which the i-th entry is equal

to 1 and the other ones are equal to 0. I € RFX* stands for
the identity matrix of size k. T, {v”} stands for the upper
triangular Toeplitz matrix, which first row is v7. And T¢{v}
stands for the lower triangular Toeplitz matrix, which first
column is v. A;{X} stands for the eigenvalues of matrix X.

BDM{H.,H>,...,H,} denotes a block diagonal
matrix whose diagonal blocks are {Hi,Hs,...,Hp}.
DM{hi,ha,...,h,} denotes a diagonal matrix whose
diagonal elements are {h1, ha,...,hn}.

Given a vector function f(-) € R”, [|f(:)|| = || f(-)|l2, for a
function matrix A(-) € R™*"™, |AC)|| = ||AC)||2. Given a

matrix A, p(A) = max{|\;(A)|} stands for its spectral radius,
and p(A) = él\n})(” I+ 6A| —1)/6 stands for its measure [3].
C> and L stand for the sets of infinitely differentiable and
locally integrable functions from RT to R , respectively.

p stands for the derivative operator d/d¢. A vector function
f(e,t) € R™ is said to be O(e) over an interval [t1, t2] if there
exist positive constants K and €* such that ||f(e,t)|| < Ke,
Ve € [0,¢7], and Vt € [t1,t2], see [4].

I. INTRODUCTION

Linear Time Varying Systems have been studied for
the last 40 years. One of the principal goals is to design
a state feedback control law in order to get a desired
performance, as well as to guarantee stability.

Between the principal contributions on the structural
properties of this kind of systems, we have the works
of: Silverman [17], Kamen [7], [8], Chen [2], Bourles [1],
and Marinescu [10], [11], [12]. A common point of the
above mentioned works is the knowledge of the time
varying parameters of the system. In most cases, the n—1
derivatives of the time varying parameters are required,
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and in a few of them, the measurement of the state vector
is required. The knowledge of the matrices of the state
space model, A(t), B(t), C(t) and D(t), is necessary,
together with the assumption that the pair (A(t), C(t))
is detectable.

In the optimal control approach, we have the works of
Wu [18] and Ichikawa [5]. In these papers, the knowledge
of the matrices A(t), B(t) and C(t) is still necessary.

In [14] is proposed a singular implicit control scheme
for linear time varying SISO systems, where the knowl-
edge of the time varying parameters is not required, but
only some bounds. The control scheme is composed by a
singularly perturbed control law and an equalizer filter
(model matching controller). The control law approxi-
mately matches a given linear time-invariant linear state
space representation, guaranteeing internal stability.

In this paper, we extend the results obtained in [14]
for linear time varying systems, we propose a control law
for MIMO time varying systems, represented by [6]:

(S(p) + Déc(t)qj(p))y(t) = B*(t)u(t), teRt (1)

where: y = [y1,...,Um|’ € R™ and u = [uy,...,un]’ €
R™ are the output and the input, respectively, Dy.(t)
and B*(t) are real, time varying, matrices, of orders
m x n and m x m, respectively, and S(p) and ¥(p)
are operator matrices, of orders m x m and n X m,
respectively. The control law is based on the singular
perturbations approach [9], where the knowledge of the
time varying parameters is not required, but only some
bounds. The aim of this control law is to approximately
match a given linear time-invariant system, represented
by a state space representation, % x(t) = Aw,(t)+Br(t).
The control scheme guaranties the behavior and the
asymptotic stability. In section II, we state the problem.
In Section III, we propose a singularly perturbed linear
control law, Following [9], in Section IV-A the closed loop
system is separated in two time scale systems. In Section
IV-B, we study the uniform stability of the fast and slow
subsystems. In section V we get the desired state space
approximation. All the proofs are in the Appendix.

II. SYSTEM DEFINITION AND
REPRESENTATION FORM

Let us precise the form of the involved matrices in
the representation (1) (i, j, k € {1,...,m}): S(p) =
m

DM {p™, ...,p"""f}, where: 7; € N, Y n; =, and
j=1
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A1y, (t) Al (t)
M > >0 > 15 Dee(t) = ; § ;
® Ay, (£) B (1)
Akyy T
. ag. (T
where: al () = ,ap, (1) = { a:” ((t)) }
s 1y () "
€ RW; Ulp) = BDM{w1 s--m(p)}, where:
e
ip) = [1 p .. pB P ] € RW[pL Bt
= [Bi) - Bu® ], whee: B:T(t) =
[ b;1(2) bim(t) | € R™; Vi € R+, ,
The initial conditions are: y;(0), 4y, (0), ..., :T';yl (0),

<y Ym(0), %ym(o), ey dtnym(O). The coefficients,
ay,, (t) and by ;(t), are such that:

[H1] a,(t) are unknown bounded continuous real
functions of class' C> N L, satisfying: ||lak,, ()| < L;),a
and || Lay, ()] < Lll,a7 for all t € RT.

[H2] B*(t) is an unknown upper triangular matrix?
for all ¢, such that: \;{B*(t)} € RT and 0 < b; <
)\i{B*(t)} < by, for all t € RT.

[H3] [|bi; (t)]| < co and || b (£)] < ¢'-

[H4] The numbers, LOa,Lla,bl,bg, cg and ¢, are
positive known bounds.

A simple device can be used to recast this differential
equation into the form of a linear state equation with
input u(t) and output y(t). Though it seems an arbi-
trary choice, it is convenient to define state variables

as follows: ¢ = [(1 G - Gy Gt Cms2 o Cortms
d
Gyt 1+ Cm+ 142 Cm+ A
dm- dm2 d
qrm— 1yl Y2 dty2 dtnz— 1y2 T Ym gYm

(‘z:::l ym] , we then get the following time varying state
equation:
GC=AMC+ Bty y=0C¢ (2)
where:
gm (t) _XZ; a1, (1) _X:ﬁ a1, (1)
A(t) _ 7&:;3 a2y (t) An2 (t) 7XZ§ 020 m (t)
L —X"m tmay () =X o (1) Ay, (t)
r XZIB*(t)
X2 B3 (t) _ ”
B(t) = : 2 A, (1) = Tu{(ﬁ,{) b= xtae, (6
L x7m B (t)
tefl,...,m}, C=BDM{(x} )", (x; )" (x )TH
(3)
. e e _ d
with the initial state condition: ((0) = [y1(0) L1 (7(1))

qnm—1

m1—1

CET(0) g (0) Fym(0) - Ty (0)]

LFor simplicity, in this paper we only consider functions of class
C. But it could be considered functions of class C*, where k
is a sufficiently positive large integer such that the derivability
conditions are fulfilled. See also Corollary 2.4.12 of [13].

2A less restrictive assumption could be to assume that there
exists a constant unitary matrix, U, such that U B*(t)U is upper
triangular matrix, for all ¢ > 0; and a more restrictive and usual
assumption is to simply assume that B*(t) is an Hermitian positive
definite matrix, for all ¢ > 0.

III. SINGULARLY IMPLICIT CONTROL LAW

For the state space representation (2) we propose the
following control law, composed by a singularly per-
turbed controller and a model matching controller.

Let us define the following controller vector state:

T=[Ty, Tyut1 Toptme  Tputmatl and  the
Tyt Anmtm Ty tnatetnm+m1]
vector reference: 7 = [ r1 T'm ] , where the
components r; are signal references satisfying:>
[H5] Tj = T’j(t) S L™ QCOO
Singularly perturbed controller
eu=—-U((+h)+Qz
W = BDM{( m)T (an)
Q=BDM{(x

SOATHER™ (g
} c RnLX?m

where € is a small positlve parameter, and h is a pertur-
bation vector, such that:
[H6] h is bounded continuous real function, which norm
is of order ¢.

Model matching controller

Lz =A((+h)+ Az +TF
A= BDM{Al, s A} € RTXN,
QG TGy a]m +4;+1 2xn
A 0 0 2 - € R¥X
A:BDM{Al,m Am} € REmxam,
— (¢ + 1) 2%x2
A = (4 R2X
! { (B; = 1) —53‘ © '
I'=BDM{x}, - x,} € R®™*™
(5)

where: for all j € {1,...
parameters, and o, ,, ...

,m}, B; and ¢; are positive
, @y, are the coeflicients of the
Hurwitz polynomials py, (A) = A + ay,, A%71 4o 4
Ay A+ Qjyy -

The aim of the model matching controller is: (i) to
assign the closed loop dynamics at a time invariant linear
system with the Hurwitz characteristic polynomial p(\)
for each y;, and (i7) to assign a rate of exponential
convergence to the desired dynamics. The aim of the
singularly perturbed controller is: (i) to change the base
representation system for obtaining a singularly perturbed
model, and (i) to close the desired dynamics by an e
order. Indeed, we show in Lemma 1 that the parameters,
B; and £;, enable us to compute a sufficiently small € such
that the uniform asymptotic stability of the singularly
perturbed model is guaranteed. The perturbation signal
h is considered, in order to take into account the effects

of a high gain observer (see for example [15]).

In order to obtain the closed loop singularly perturbed
model, let us combine (2), (4) and (5) and choosing: z;
=God el -1l bo=my 2 = Cos 21 = G, J €
{£1+17"'a£271} by = Z —1Mk; 22 = 4‘527 xJJrl = <J>] S

{ZQ +17"'7€3 - 1}; b3 = Zk:ﬂ?h 23 = C‘fsv R e §J7
JE€EUmor+ 1, ..l — 1} by =5 2in = oy, - Namely:
3 = Anz+ Az + Aish + Bi7 (6)
£ df = Axn (6, t)$ + A22(€, t)Z + A23(t)h

3We ask for C®°, because as we will see later, the control scheme is
indeed an approximation of a proportional and derivative feedback.
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where the matrices, A;; € ROF™X0Fm) -4, ¢ ROrFm)xm
Ay € ROFMXn B e ROEmXmM A, (o gy € RrXOrEm),
Aga(e,t) € Rmxm, Az3(t) € R™*7, are defined as follows (j e

{1,...,m}):

All = BDM{Amv LRI Anm},
Tu{(grl)T} ‘ 0 0
Ay = T ‘ —G+1 =4 |
0 Bi—1 =B
Qp; = | Yj Xjm;—1) | Qn; = [ an QXjjn; 1
A2 = BDM{d'ﬂ17 R &Um}:

a,77 [(X"’ 1)T . +4;+1 1— ﬁ]l , ap; € R(mﬂ);
A13 - BDM{A7717 LRI A7}m}a
Ay =[x, (= oy + (6 + 1))

+a=Bxr e

=n;j
=0 ) 0720

(7
A21 (E, t) =
—ea1y, (1) b1i(®) O —E01,,,, () bim(t) O
S O o (D0 | o | @ b (@ 0
Aza(e,t) = —(eX(t) + B*(t)),
. ) allﬁ.l (t) | almq.m (t) . ®
where: X (t) = : . : ;
amy,, (1) Ay (1)
G ) b (1) (7Y b (1)
Ass (t) = — 5
T m )T
(1) b (1) () b (1)
In the Appendix, we prove the following fact:
Fact 1: The matrix A2z (e,t), satisfies for all ¢ € R*:
i)
_ d
||1422(07 t)||2 S C, 71422(07 t) S C (9)
dt 9
ii) Given a positive real number, &, and b; = b; + &, for
1=1,2:
—by — €L07a < %6)\1'(1422(8,0) < —b1 + 8L07a (10)

where: ¢ = \/mmco, ¢ = /mmc' and Lo, = \/ﬁngya.
Thus, the singularly perturbed model, (6), satisfies Lemmas
2.1, 2.2 and 2.3 of Chapter 5 in [9].

In Theorem 1 of Section IV-B, we prove that (6) is uni-
formly asymptotically stable, and in Theorem 2 of Section
V, we show that the state approximation tends to the time
invariant reference model.

IV. ASYMPTOTIC STABILITY

In this Section, we study the stability of the homoge-
neous differential equation (6). For this, we first apply a
state transformation, which aim is to separate the fast and
slow subsystems, and we then study the uniform asymptotic
stability.

A. Slow and Fast Subsystems Separation

Let us first study the homogeneous equation of (6):

g (1) Anz(t) + A122(t)
eG(t) = An(e,t)a(t) + Anz(e, t)2(1)

Following [9], let us transform (11) into a slow and a fast
subsystems. For obtaining the state transformation, we need

(11)

to define the following bounded continuously differentiable
matrices:*
L(t) = Lo(t) + eRL(t) and H(t) =

Ho(t) + eRu(t) (12)

Doing the following change of variables:

39)- (%]

m

|: Inim — eH(t)L(2)
L(t)

e[ 5]

(13)

we have:

dn [ (t) -+ 1A21(E t) -+ L(t)(A11 - AlzL(t))

2 Aos (e, ) L(E)] @ + [L() Ara + LAsa(e, 1)]n
99 = [—e4L(t) + A1z — eH (t)L(t)Ar2 — H(t) Asale, 1)
+€A11H(t) — A L(t)H ()]n(t) + [A11 — A12L(1)] ©(t)

Taking into account Fact 1, we get from Theorem 5.3.1-[9],
that there exists a sufficiently small ¢ such that:

%(t) — Aua(e, )L(t)— An (2, t)—e L()[Ari— A L(8)] (14)

—edL(t) = H(t)Ana(e,t) — Ars + eH(t)L(t) A1

—e(An — AaL(t) H(t) (15)

we then get:
99 1) = 141~ ML) 011) (16)
e (1) = [Ans(e,t) + <L) Al n(t) (7)

From (12), (14) and (15), we get:

L(t) = Lo(t) + O(e), H(t) = Ho
Lo(t) = A3 (0,t) A21(0,t) = Lo,

(t) + O(e)
Ho(t) = 1412"42721 (07 t)

In this way, we have the slow subsystem:

e (t) = [Ann — A12Lo] zs(t) (18)
and the time frozen fast subsystem
eZL(t) = An(et)z(t) (19)
where t is treated as a parameter. Defining:
Ao = A1 — A12A5;, (0,8)A21(0,t) = Ay — A1aLo  (20)

Let wus note that (recall (7) and (8)): Ao
= BDM{AQm g ey 14(),qm}7 where A()T,j =
T, 2 \T nj —l
{(an) i + K"j s JXTIJ R and that:
Onj _/Bj
det (ALy4m — Ag) = H ()\—|—,6’])an (A). If the ﬁj,] el,.
are chosen such that 6] > max { — Re(X)| pn; (A) = 0} then

for f = min{f1, ..., Bm} there exists K > 0, such that:

| exp(Aod) |2 < Ke™?°. (21)

4In [9], these matrices are defined, in general, with M and N
terms, respectively.
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B. Conditions for Uniform Asymptotic Stability

In this Section we show that uniform asymptotic stability of
(11) is guaranteed by the properties of the transition matrices
of (18) and (19). For this, let us particularize Theorem 4.1 of
Chapter 5 in [9] to our case study:

Theorem 1: Given that Ass(e,t) satisfies Fact 1, Uy, —
L >1,j€{l,...,m}and 0 < —Qjy,, + 4 +1 < Lo,
j 6 {1, ..., m}, then there exists an €] > 0 such that for all

€ (0,e7) the system (11) is uniformly asymptotically sta-
ble Moreover, the transition matrix of (11), ¢(t, s), satisfies
llo(t, s)||2 < Ke ") for all ¢ > s > to, where K > 0 and
Kk > 0 are independent of e, where the variable k is defined
as: k = min{S3, b1 — Loa — a}, with a = min{e;,,; —¢; — 1}.
This Theorem relates the behavior of (11) to the behaviors of
the slow and fast subsystems. This result holds asymptotically
as € tends to 0. From a computational point of view, it is
important to have an idea of the order of the upper bound
¢*. This is done in Lemma 4.1 of Chapter 5 in [9], which for
our case, takes the following form:

Lemma 1: Given the conditions of Theorem 1, and
HA12H2 < Ml, HLOA12H2 < MQ and ||LOA(]||2 < Mg, the
singularly perturbed system (11) is uniformly asymptotically
stable for all € € (0,e"), where:

* Bbl
e = — —
KiK>MiMs + 3 (LO,a +a+ KZMQ)
I — o p.—1)2 — B.)2
M, = \/Ig;ag’fn (1 + (O‘J.mj L —1)2+ (1= 54) )7
M2 = - g]' - 1)2>

max (o,
2 (i,

Ms = \/m (lgag’in (;;jl(aj,-i)z + (&')2))

V. STATE APPROXIMATION

Let us now consider the singularly perturbed model (6),
with the initial state conditions: z(to) = zo and z(to) = zo.
Applying the change of variable, defined by (13), (14) and
(15), we get:

2O (1) = [A1nn — AL(t)] O(t) + [B1 — eH(t)L(t) B1] r(t)
+ [A13 — EH(t)L(t)A13 — H(t)Az;;(t)] h(t),
eGh(t) = [Azz(e,t) + eL(t) Ara] n(t) + eL(t) Bir(t) (23)
+ [A2s(t) + eL(t) A1) h(t)
where the initial conditions are:
@(to) = [I — EH(to)L(to)] To — EI{(to)z:o7 (24)
n(to) = L(to)wo + 20. (25)

The solution of (22)-(25), when transformed back using the
inverse of (13), yields the exact solution of (6). Asymptotic
approximations to the solution of (6) with® O(e) error can
be obtained by retaining O(e) approximations of the right
hand side coefficients of (22)-(25). This process for the slow
subsystem yields:

dtzq (t)

q =

Aoxs (t) + Aqh(t) + B17"(t) (26)
Ars — A12 A3 (0,8) Ass ()

For the fast subsystem, we change the time scale as, 7 = (t —
to)/e. With this change, the derivative for the fast subsystem
is %Zf(’T) = %Zf( )jtT = ldizf( ), this reduces the ap-
proximation problem to a problem with regular perturbation

5Kokotovit [9] considers in general O(eV) errors.

of right hand side coefficients, following the process as in (26)
the equation for the fast subsystem is:

%Zf(T) = AQQ(O, to)Zf (T) -+ A23(t0 + ET)h(to -+ 87') (27)
and the initial conditions are:
Ts (to) = Xo0; zf(O) = A;; (0, to)A21 (to)l‘o + 20 (28)

where Ag = A11 — Ai2Lo, the equations (26) and (27) have
the slow and fast subsystems derived by formally neglecting
e in (6).

We obtain in this way, the following particularization of
Theorem 6.1 in [9] for our case study:

Theorem 2: Given the matrix Aaq(g,t) and ||hll2 = O(e).
There then exists e* > 0 such that for all € € (0,¢"] the
following expressions hold uniformly on ¢ € [to, tf]:

2(t) = z4(t) + O(e) (29)

2(0) = — AR (D) An (Da(t) + 27 (t ) LoE)  (30)

where z; and z are solutions of (26) and (27), with the initial
conditions (28).

VI. ILLUSTRATIVE EXAMPLE

Let us consider the following system:

%yl + a112(t)%y1 + a111(t)y1 + a121(t)y2 =
bi1(t)ur + bra(t)us

Ly + aza1(t)y2 + az12(t) L1 + az11()y1 = bz (t)uz
(31)
with parameters:

5 in 5 —1)7-1 . j
an(t) = 3 SEIEDD g, (1) = 3o S sin ()
j:l =1
N 5 .
ar1(t) = Z % am(f) = 3+ 5 3 57

5
cos(jt)
D

2
Sln(jt) az11(t) = s

asna(t) = i >

bua(t) =1+ 3 (sm(t) +sin(2t)), bia(t) = 2 + cos(t)
ba1(t) =0, b22(t) =1+ M

The state representation is (c.f. (2) and (3)):

0 1 0
%C: —a111(t) —a112 a121(t -‘ + b11 12(t)-| [le|
—a211(t) —a212(t) [—a221(7) J 0 ‘bzz(t)J 2

vi | |1 0|0
e | =0T
(32)
From (4) and (5), the control scheme, u(t), is:
T2
Ul 0 1 0 1 0 0 0 T3
€|:UQ:|__|:001:|C+|:0010:| @4
Ts
x2 —oi1 —aiz + 1+ 1 ‘ 0
d T3 0 *(,61 — 1) 0 C
dt | x4 | 0 0 —ao11 +l2+1
x5 0 0 _(ﬁQ - 1)
—(ll + ].) -l 0 0 T2 110
i (B1—1) —p 0 0 z3 | 010 {rl ]
0 0 —(l2 —+ 1) —ls T4 01 T2
0 0 |(Ba—1) —p2 Z5 010
(33)
where: iy = 1/9, Q112 = = 2/3 and a%u = 1/2, namely:

pi(A) = A+ 2X + & and p2(\) = A+ 5. From Theorem 1
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and Lemma 1 we can compute the parameters (3;, ¢; and ¢ for
i = {1,2}. We obtain: 81 = 82 = 10, {1 = ¢ =0, ¢* = 0.16,
and € = 0.08.

In order to satisfy H5, 7‘1,7‘2 e L°° C°°, the reference r

has been chosen as follows: r1(t) = F2= fo U)da ro(t) =
iri(t), t € [0, 100] where:° (t) — e W 1-6N% | with ¢ =
ti2/75)t - 1.

In Figure 1 we show MATLAB®  numerical sim-

ulations for the time varying system (32), controlled
by (33), with a unit step reference. The matching
model error is computed as follows: |y(t) — y*(¢t)] =
‘y(t) 76/ exp (Ao(t — o)) E’V‘(O’)d(o’)). where:
0
7 0 1 0 _ ool _, [ro
Ao=|-1/9 —2/3 0o |,B=|10],c"=]00
0 0 -—1/2 01 01

The numerical simulations was performed with the solver

settings: “Start time” = 0.0, “Stop time” = 100, “Type” =
“Fized—-Step”, “Solver” = “0de45 Runge-Kutta” and “Fized—
step size” = 0.04.

VII. CONCLUSION

In this paper, we have proposed a singular implicit control
scheme for linear time varying MIMO systems. The control
scheme is composed by the singularly perturbed control law
(4) and the model matching controller (5).

The aim of the model matching controller is to assign the
closed loop dynamics, and to assign a rate of exponential
convergence. The aim of the singularly perturbed control law is
to bring the system into a singularly perturbed model, and to
get a desired dynamics by an € order. The parameters, 8 and
{, enable us to compute a sufficiently small € such that the
uniform asymptotic stability of the singularly perturbed model
is guaranteed. We have considered the perturbation signal h
in order to take into account the effects of high gain observer.

A future work is to extend the singularly perturbed ob-
server for SISO systems, proposed in [15], to the MIMO case.

APPENDIX

1) Proof of Fact 1: From (8): Asz(e,t) = —eX (t)— B*(t),
if ¢ = 0, we have: A22(0,t) = —B™(t). Taking into account
H3, we get:” || A22(0,t) |l2=|| B*(t) [2< V/mmcy = &, for
all t € R™. From (8), we have: || %An(o,t) [l2=]] %B*(t) II2-
Taking into account H3, we get:” || & 455(0,t) [|2< /mmc' =
c.

For this part, given a positive real number &, for a given
matrix Z € Rme7 let us introduce the following consis-
tent norm LIG] | Z | = || D'ZD |, where: D =
DM{1,n, 1%, ..., 0™}, with: n < W Then, for ma-
trix B*(t), we have (see Theorem 3.8 of Chapter 6 of [16], and
recall H2 and H3):

I B*(#) = D7'B*(1)D [lo< p(B* (1)) +E=b2 +&  (A)
Finally, let us compute the bounds for the real part of the
eigenvalues of Aga(e,t) = —eX(t) — B*(t). For this, let us
compute the matrix measure of Aaz(e,t), u(A22(e, t)), using
the consistent norm above defined (see Theorem 5 of Section

SThe function ¢ is taken from Definition 2.4.5 in [13].
7 The factor /m comes from the relation between norms || - ||2
and || - [|1 (see for example[16]).

0 20 40 60 80 100 o 20 40 60 100
(a) (b)
1 0.1
0.05
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0
ol -0.05
-0.1
—u,50 20 40 60 80 100 —0'150 20 40 60 80 100
(c) (d)
15 - .
4 -
2 110
5
2
4 .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
() ()
6 15
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20 a0 60 80 100

(k) )

Fig. 1. Control variables: (a) output y1, (b) matching model error
ly1 — 7|, (c) matching model signal x2, (d) matching model signal
x3, (e) control law wuq, (f) signal reference rq, (g) output y2, (h)
matching model error |y2 — y3|, (i) matching model signal x4, (j)
matching model signal x5, (k) control law uz and (1) signal reference
r2.

IL8 of [3)):

Th. 5-[3](h, €) = ReX; (— Az (e, 1)) <
()
Th. 5-[3](h, €) = ReX; (—Ana(e, 1)) >

> u(*aX(t))
—p(=B(t) =

Th. 5-[3](c, b) = u(eX(¥)) + p (B

Th. 5-[3](c, b) = —u (—eX(t))

Therefore:

—p(=B(1)) — el X < Redi (—Aaz(e, 1)) (B)
< el X))+ (b2 +¢)
Let us note that, since for any 8 € (0, 1/b2) C R, we have (see
H2): 0 < 1—0by < M{l—0B*(t)} <1— 0by, for all t € R,

5747



we then get (see Definition 1 of Section II.8 of [3]):
p(=B*(1)) = lim (1 - 65" ()] - 1) /6
— 1 _ 1 _
_é%(ul 6D 'B*(t)Dlloc — 1) /8
,}i{‘% (max{|\:{I — 6B*(t)}} (C)

+0(m — 1) max{|bi;(t)|n} — 1) /0
;i\n%( —0(b1+&)—1)/0 =—(b1 +2)

IN

Then from (B) and (C), finally we have:

7b2 — 6L07a S 7b2 — EHX(t)” S §R6)\i (AZQ(E, t))
< —by + €| X(@)|| < —b1 +€Lo,a

where: Loo = v/mmLoq, bt =bi +&and by = by +2. O

2) Proof of Theorem 1: Following the same procedure of
the proof of Theorem 1-[14], we get that® there exists K; >
0: ||@s(t, s)|l2 < Kie P(~%). Using Lemmas 2.2 and 2.3 of
Chapter 5 in [9] and (10), there exists Ko > 0:° ||¢¢(¢, 8)|2 <
Koe~(®17eLoa=e)(t=8)/2 Thg, for sufficiently smalle, we get
from (36)-[14]:

_ dultis) 0
ool =l || A | T
< K max {16 (t, s>||2, s (t,5)ll= f
which implies: ||¢(t, s)] < Ke ™t~ where K =
K3 max{Kl, KQ}. O

3) Proof of Lemma 1: Following the same proce-
dure of the proof of Lemma 1-[14], let us consider
the positive definite function, v(t) = a1V (t,z(t)) +
W (t,z(t), 2(t)), as a Lyapunov function candidate, where
ar > 0, ax > 0, V(tx(t)) I gs (7, ) (1) | 2dr,
and  W(t, l’(t) () = [~ 165Gt — Low(t))]ladr

Then: cgi ) = QIM + as W where:
Vi) MlKl | Lo (t) + 2(8)]], — ()2
W(ta®20) _< [ l6 (1, 8) 2 [| LoAo(®)]], lo(t)]l2

+|}L0Alg||2 | Lox(t) + 2(t) H Jdr —||2(t) + Loz(t)||2
< ety imzallz @l

— (1 e Y |l2(t) + Lox(t)l2

4 () = oy W) | o, OW (020

< (on - aeb"i) l(2)]»

(o (1~ eq=ttags ) — on S) [12(0) + Loa(0)]

Then, dv(t)/dt will be negative definite if a1 and a2
can be chosen such that: o — ape;—22Ms >0 and

bi—eLg,a—€x
KoMy K M L. . "
[ (1 o m) ar =izt > 0. This is possible if:

Ko Mg 011 _ eKo Mo
bi—eLg,a—€x < < KlMl 1 bi—eLg,a—€x
Then, it is sufficient that € satisfies: ¢ < &*, where:
ef = Bby 0O

K1Ko My Ms+8(Lo,a+a+KoMz) '

8 Just replace equations (8), (10) and (18), of [14], by equations
(14), (16) and (25), respectively

9Let us note that: by > Lo, and a < 0, for all ¢ € (0, €7).
We chose K2 > 1, because we need to guarantee hereafter that:
a+ KoMs > 0.

A. PROOF OF THEOREM 2

This proof is the same as the proof of Theorem 2-[14],
only recall that now, the transition matrix of the homo-
geneous part of (23) satisfies the inequality |¢¢(¢,s)]|2
Kae~(®1cLoa=a)(t=9)/e 514 just replace equations (20), (22),
(23) and (10) of [14], by equations (23), (22), (24), (25) and
(13), respectively. d
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by solving a nonlinear differential equation with time varying coefficients. Later, in 1989,
Kamen et al. proposed a state feedback control for slowly time varying linear continuous time
systems with bounded coefficients; the procedure was based on the frozen time approach
and that control law guarantees uniform asymptotic stability of the system [18].

In 1997, a state feedback control was designed for uniformly controllable linear time
varying systems, based on a mnonlinear state transformation [6], which converts the
stabilization problem into a destabilization problem of the transformed state, and the
control law can be applied to the systems with time varying parameters that are piecewise
continuous.

In 1999, a new approach was developed [5] which is based on a graded module
extension over the noncommutative ring of differential operators. This approach is a relevant
generalization of the transfer function to the time varying case, where the authors use the
polynomial matrix description; also they characterize the structure of the system at infinity.
In [21] the exact model matching was formulated and solved using the same mathematical
tool. In [22] and [23] Marinescu has given an implementable solution to some model matching
problems for continuous time varying linear systems; the parametrization of the whole
class of proper solutions was given. The approach was algebraic and based on the Smith-
MacMillan form at infinity of a transfer matrix, which has been recently introduced for the
case of time varying systems.

A common point of the above mentioned works is the knowledge of the time varying
parameters of the system. In most cases, the n — 1 derivatives of the time varying parameters
are required, and in a few of them, the measurement of the state vector is required. In the Ho
& H o approaches there exist works where the problem has been tackled. For example, in [39]
the authors propose an observer which is the optimal solution for the robust fault detection
problem of linear time varying systems in the time domain. This observer is obtained by
solving a standard differential Riccati equation; two different problems are considered when
the initial state is known and when it is unknown. The knowledge of the state, input and
output matrices: A(t), B(t), C(t) and D(t) is necessary, together with the assumption that
the pair (A(t),C(t)) is detectable.

In the optimal control approach, for linear systems with time varying parameters, there are
results, as [13] and [38], where a Linear Quadratic Gaussian (LQG) control law is developed.
Such approach requires knowledge of matrices, A(t), B(t) and C(¢), and the measurement
of the state; the quadratic stability is guaranteed. Wu [38] tackles the problem in a more
complete way; he developed an LQG observer and a quadratic state estimator, but the
knowledge of the matrices A(t), B(t) and C(t) is still necessary.

Synthesis of observers based on the singularly perturbed systems approach is not new,
see for example [29], [14], [15]. With respect to the case of linear time varying systems, two
important papers are [16] and [27]. In [27] the synthesis of the state observer is realized
by separating a classical full order Luenberger observer into the slow and fast subsystems.
One observer is for the slow subsystem and the other observer is for the fast subsystem. For
the stability analysis of the closed loop system, the knowledge of the system parameters is
required. In [16], the observer is only synthesized for the slow subsystem. For the stability
analysis of the closed loop system, the knowledge of the system parameters is again required.

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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In this paper, we propose a control law for a given SISO linear time varying system, whose
dynamics is represented by the following differential equation

dan dan— 1

D(0) F 0(1) Ty (0) -+ as(t) Ty (t) + s (0(t) = B(yu(t) (1)

where the time varying parameters are unknown and we only know their bounds. This
kind of models are present in systems whose parameters are related to functions like sine
and cosine, as for example in aircrafts [7], parallel robots [26], robotics [34, 20] mechatronics
[33, 1], satellites [32], etc...; and also in systems whose parameters belong to known bounded
regions as for example in thermal processess [4]; see also the academic examples found in
[36].

The control law is based on the singular perturbations approach [19], and as in [30]
only requires the bounds of the time varying parameters. The aim of this control law is
to approximately match a given SISO linear time invariant system, whose dynamics is

represented by the differential equation:

n n—1

Co0) + @ () + o @ Gu(0) + ar(e) = (1) @

A high gain observer is also proposed, which is also based on the singular perturbations
approach. The control scheme, control law plus observer, guaranties the behavior and the
asymptotic stability as initiated in [31]. The paper is organized as follows. The problem is
first stated in Section 2. Next, in Section 3 we propose a singularly perturbed control law
such that the closed loop system can be written as a linear time varying singularly perturbed
system. Following [19], in Section 4.1 the closed loop system is separated in two time scale
systems, namely a slow system and a fast one. In Section 4.2 we study the uniform stability
of the fast and slow systems. In Section 5 we get the desired state space approximation.
In Section 6 we propose a high gain observer. In Section 6.1 we study the stability of the
system and the observer together. Finally, in Section 7 we give an academic example for
illustrating the developed technique. All the proofs are given in the Appendix.

NOTATION

. X; € R* stands for the vector whose the i-th entry is equal to 1 and the other ones
are equal to 0. Iy € RF** stands for the identity matrix of size k. T, {vT} stands for
the upper triangular Toeplitz matrix, whose first row is 7. And T,{v} stands for the
lower triangular Toeplitz matrix, whose first column is v.

e BDM{Hy,Hs,...,H,} denotes a block diagonal matrix whose diagonal blocks are
{Hy, Hy, ... Hy}.

e Given a vector function f(-) € R™, ||f()l = If(")|l2 and for a function matrix A(:) €
RN AC = [JAC) |2, see [9].

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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e A vector function f(e,t) € R" is said to be O(e) over an interval [t1,t2] if there exist
positive constants K and ¢* such that ||f(e,t)|| < Ke Ve € [0,e*], Vt € [t1,ta], see
[12].

2. SYSTEM DEFINITION AND REPRESENTATION FORM

Let us consider a linear single input, single output, time varying system represented by the
differential equation (1), defined for ¢ > ¢y > 0, with initial conditions

d dnfl
y(to), Zy(to), -, 25 y(to)

y € R is the dependent variable, u € R is the input, at time ¢t € J = [0, c0). The coefficients,
a;(t) and b(t), are such that:

H1 a;(t) are unknown bounded continuous real functions of classt C, for alli =1,--- | n,
satisfying: ||a;(¢)|| < Lo,q and Hdadl—t(t)H < Ly,

H2 b(t) is an unknown bounded positive continuous real function of class C*, satisfying:
0 < b <b(t) <byand |28 < c.

A simple technique can be used to recast this differential equation into the form of a linear

state equation with input w(t) and output y(¢). Let us define the following state variables:

T - T
<:|:C1 G2 ... Cni| :|:y %y c‘litni—ly ) (3)
we then obtain time-varying linear state equation:
¢ = A@DCE) + B(tyu(t); y(t) = C¢()

0 1 0 - 0 0

0 0 1 0 0
aw=| ot | Bw=| (4)

0 . 1 0

—ai(t) - - - —an(t) b(t)
C=[10 - 0]

n—1

T
where the initial state condition is ((to) = |y(to) %y(to) - %y(to)} .

Let us note that when the coefficients, a1 (t), ..., a,(t) and b(t), are known for all ¢t > 0,
a trivial solution to match the reference model (2) is simply:

u(t) = % ([ (—ar+ar(t) - (—an + an(t) }g(t)w(t))

T For simplicity, in this paper we only consider functions of class C>. But it could be considered functions
of class C*, where k is a sufficiently positive large integer such that the derivability conditions are fulfilled.
See also Corollary 2.4.12 of [28].

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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When the coefficients are unknown, assuming that time differentiation and algebraic loops
are allowed, a possible mathematical ideal solution could be [2]:

=55 (5+9) (ot (@ @ la-r0)ra-au0 6

where: 8> 0 and 0 < ¢ << 1. Indeed, substituting (5) into (4), we get:

cult) = Le(t)+ [ a(t) - an(t) }C(t)fb(t)u(t)

d d _ _ e—=0 (6)
= (3'1'5)(&%4’[@1 an}{(t)—r(t)) =0
namely: ) ) L
0

0 1 0

San=1 1 i ]| R ™
0 1 0

In this paper, we propose a realizable approximation of the ideal solution (5). A
practical way to approach a derivative action and to avoid an algebraic loop is to use
approximations based on the convergence to zero of a positive small parameter ¢ [3, 24, 25].
A formal mathematical method to treat such O(g) approximations is precisely the singularly
perturbed approach [19].

In the next Section we propose a singularly perturbed control law, whose aim is to

approximately approach the reference model (7).

3. SINGULARLY PERTURBED CONTROL LAW

In order to approximate the ideal solution (5), for the state space representation (4), we
propose the following singularly perturbed control law, composed by a singularly perturbed

controller and a reference model,

Singularly perturbed controller

_ r In(t)
eu(t) = [ 0 0 —1 }((t)+ [ 10 } [ e (8 ] (8)
Reference model
a| w® | _| c@ o mlaer —Ga (140 | s
i [rn+l(t) ] 0 ... 0 ~(B-1) ]C() o
(140 —¢ Zn(t) 1
t
(B-1) —5} lxnﬂ(t) ] +[o}r()
Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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where r is a reference signal, and é is the observed state variable (detailed in Section 6),
B, 7 and e are positive parameters, and ¢ = 1/7 — 8. The parameters, ay, ..., @,, are the
coefficients of the desired Hurwitz polynomial, p(A) = A" 4+ @, A"~ + -+ + @\ + @1, which
are chosen such that:

B> max{—Re(\)| p(A\) =0}, @n+B>1, —Loa—an+1-B+1/7>0 (10)

The aim of the reference model is: (i) to assign the closed loop dynamics, such that its
behavior is a time invariant linear system with the Hurwitz characteristic polynomial p(}),
and (i1) to assigne a rate of exponential convergence to the desired dynamics. The aim
of the singularly perturbed controller is: (i) to change the base representation system for
obtaining a singularly perturbed model, and (ii) to match the desired dynamics by an e
order. Indeed, we show in Lemma 1 that the parameters, 8 and 7, enable us to compute
a sufficiently small £ such that the uniform asymptotic stability of the singularly perturbed
model is guaranteed. The parameter selection (10) is done in order to have a 3 exponential
stability of the slow dynamics and to guarantee the exponential stability of the fast dynamics
(see (21), (22) and (23)).

Note that, when e = 0 in (8) and (9), we get (6).

In order to obtain the closed loop singularly perturbed model, let us combine (4), (8) and
(9) and let us set z;(t) = (;(¢), for i € {1,2,--- ;n— 1}, and 2(¢) = (,(t), namely:

%(t) = Anx(t) + Algz(t) + A13h(t) + BlT(t) (11)
el (t) = Ay(e,t)a(t) + Aza(e,t)2(t) + Ass(t)h(t)

where h is the estimation error, h = ¢ — ¢, and the matrices Ay, € R*H1xn+l 4, ¢ RoHix1
A13 € Rn+1><n’ B1 € Rn+1><17 AQl(E, t) S Rlxn+l’ AQQ(E, t) € R and Agg(t) S Rlxn are defined

as follows:

0 0 0 0
0 0 0 0
An = 0 0 0 1 0
0 0
—a; —Q2 —a3 -+ —Qp_1 7(1 +£) —/
L 0O 0 0o - 0 B-1) =B ]
_ 0 - T 0
0 0
Ag = 0 , By = 0
0
—an + (1+0) 1
L -B-1) L 0 ]

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd.
Prepared using rncauth.cls
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0 0
0 0
| P : :
0 - 0 0 0
—a; - —Gp-z —An-1 | —Gn + (1+7)
| o0 R
An(et) = | —cai() ~cana(t) [B(t) 0 |

Ags(e,8) = [—ean(t) — b(t)], Ass(t) = [ 0

Note that the matrix A (0,t) satisfies:

o\b(t)}

[|[A22(0,¢) (]2 < b2
HAQQ(O,t)HQ <c , Yted (12)
*bg S Re)\(AQQ(O,t)) § *bl

Thus, the singularly perturbed model, (11), satisfies Lemmas 2.1, 2.2 and 2.3 of Chapter
5 in [19].

In Theorem 1 of Section 4.2, we prove that (11) is uniformly asymptotically stable, and in
Theorem 2 of Section 5, we show that the state approximation tends to the time invariant

reference model.

4. ASYMPTOTIC STABILITY OF THE HOMOGENEOUS PART

In this Section, we study the stability of the homogeneous part of the differential equation
(11), when the state is measured, namely we assume that: » = 0 and ¢ = ¢. For this, we first
apply a state transformation to decouple the fast and slow systems, and we then study the

uniform asymptotic stability.

4.1. Decoupling Transformation
Let us first study the homogeneous part of equation (11):

dr () = Apa(t) + Apz(t)

(13)
Agl(é‘, t).%‘(t) + A22 (E, t)Z(t)

m
&
Py
~
[

Following [19], let us transform (13) into a slow and a fast systems. For obtaining the so-
called decoupling transformation, we need to define the following bounded continuously

differentiable matrices:

L(t) = Lo(t) + eRr(t) and H(t) = Ho(t) + eRu(t) (14)

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd.
Prepared using rncauth.cls
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Introducing the following change of variables:

(1) } _ [ I, —eH(t)L(t) —eH(t) } [ x(t) } Y [ a(t) ] 15)

n(t) L(¥) I, 2(t) 2(t)
we have:
Dty = [2L(t)+ LAni(e,t) + L(t)(A11 — A12L(t)) L Asa(e, t) L(t)] x(t)
+ (L ( )A12+ L Ags(e,1)] n(t)
%(t) = [ 6 a0 ( ) =+ A12 — EH( )L(f)Alg — H(t)AQQ(E, t)

+eAnH(t) — A L(t)H()]n(t) + [Ann — A12L(1)] ©(2)

Given the properties (12), from Theorem 3.1 of Chapter 5 in [19], there exists a sufficiently
small € such that:

E%(t) = AQQ(&,t)L(t) — A21 (E, t) — EL(t) [All — AlgL(t)] (16)
—e U0 = H)An(e 1) — A +<HOLOAn — 2 (A~ ALO) HE) ()
we then get: o
o ) = [Au — AnL@)]O() (18)
9 (4) = [Aga(e 1) + <L(6) vzl (1) (19)

From (14), (16) and (17), we get:

O(e), H(t) = Ho(t) + O(e)

L(t) = Lo(t) +
t)A21(0,t) = Lo, Ho(t) = A12Ay (0,1

LO(t) = 142_21 (07 )

Let us define:
AO = A11 — A12A2_21 (O,t)Agl (Oﬂf) = A11 r— A12.Z/0 (20)

Thus, the slow system is:
dxg

ﬁ(t) = Aozs(t) (21)
and the time-frozen fast system is:
d _
E%(t) = [A22(57 t) + €LOA12] Zf (t) (22)
Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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Substituting the matrices values, A1, A2, A22(0,¢) and Az (0,t) into (20), we obtain:

0
0 0 1 0 0
Ag = 0 0 0 1 0 0
0 0 1
—a; —ap —as —Ap_1 | —Gn —F
L0 0 0o - 0 0 -3

Let ¢4(t,to) and ¢¢(t,to) be the transition matrices of the slow and the fast systems, (21)
and (22), repectively. Then in view of (10), H1 and H2 there exist K7 > 0, K5 > 0 and
a > 0 such that:

llps(t, to)ll Kyeo(t=to)

<
los(t,to)]| < Koem(brte(-Loa—antl=p+1/m)(i=to)/z ’ £ € [to, <) (23)

4.2. Conditions for Uniform Asymptotic Stability

In this Section we show that uniform asymptotic stability of (13) is guaranteed by the
properties of the transition matrices of (21) and (22). For this, let us particularize Theorem
4.1 of Chapter 5 in [19] to our case study:

Theorem 1

Given the assumptions (10), there exists an ¢* > 0 such that for all e € (0,e*) the system
(13) is uniformly asymptotically stable. Moreover, the transition matrix of (13), &(¢,s),
satisfies ||p(t, s)|| < Ke=*=%) for all t > s > to, where K > 0 and « are independent of ¢.

O

This Theorem relates the behavior of (13) to the behavior of the slow and fast systems.

This result holds asymptotically as ¢ tends to 0. From a computational point of view, it is

important to have an idea of the order of the upper bound &*. This is done in Lemma 4.1
of Chapter 5 in [19], which for our case study takes the following form:

Lemma 1

Given the conditions of Theorem 1, and |[Ajz|s < My, |[LoAizllz < My and H%flo—i—
LoAo(t)]|2 < Ms, the singularly perturbed system (13) is uniformly asymptotically stable
for all € € (0,¢7), where:

by

e BMs + KMy M

S
T

i=1

2
. 1 _ 1 .
Mlz\/u(alT) +2(1=B)% My =ar+ 8~ — —1], My =
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5. STABILITY OF THE COMPLETE SYSTEM

Let us now consider the whole singularly perturbed model (11), when the state is no
longer measured, namely r # 0 and ¢ # ¢, and with the initial state conditions: x(to) = xo

and z(tg) = zo. We are assuming that:

H3 r € L>*NC>.

H4 The estimation error, h(t) = ((t) — ¢(t), is a bounded continuous real function, whose

norm is of order e.

Hypothesis H3 is done because the control scheme, (8) and (9), is indeed the proper
approximation of the non-proper controller (5). And in Hypothesis H4, we are taking into
account the behavior of the singularly perturbed observer proposed in section 6 (see (46) in
Corollary 1).

Applying the change of variable, defined by (15), (16) and (17), we get:

9O(4) = [Ay — AL(t)] O(t) + [By — eH(t)L(t) Bi] r(t)
+[A13 —eH(t)L(t) A1z — H(t)A23(t)] h(t),

ﬁ(t) = [Aza(e, 1) + eL(t) Ar2] n(t) +eL(t) Bir(t) + [A2s(t) + eL(t) As] A1) (25)

St

where the initial conditions are:
O(to) = [I —eH (to)L(to)] zo — €H (to)z0, (26)

n(to) = L(to)zo + o (27)

The solution of (24)-(27), when transformed back using the inverse of (15), yields the exact
solution of (11). Asymptotic approximations to the solution of (11) with* O(¢) error can be
obtained by retaining O(e) approximations of the right hand side coefficients of (24)-(27).

This process for the slow system yields:

e (t) = Agws(t) + Agh(t) + Bir(t) (28)

Aq = A13 — A12A521 (O, t)Agg(t)
For the fast system, we change the time scale as, 7= (t —tp)/e; with this change,
the derivative for the fast system is %Zf(T) = d%zf(T)%T = %%zf(T). This reduces the

approximation problem to a problem with regular perturbation of right hand side
coefficients. Following the process as in (28) the equation for the fast system is:

di_[_Zf(T) = AQQ(O,tQ)Zf(T) —|—A23(t0+57’)h(t0+57’) . (29)

+ Kokotovit [19] considers in general O(eV) errors.

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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and the initial conditions are:

zs(to) = 2o

zp(0) = Ay (0,t0) A2 (to)wo + 20 (30)

where
Ay = An— AL

the equations (28) and (29) have the slow and fast systems derived by formally neglecting
ein (11).

We obtain in this way, the following special case of Theorem 6.1 in [19] for our case
study:

Theorem 2
Given the matrix Ags(e,t), the properties (12) and ||| = O(g). Then there exist e* > 0 such
that for all € € (0,&*] the following expressions hold uniformly on t € [ty, t¢]:

z(t) = z4(t) + O(e) (31)

t—to

2(t) = — Ay (t) Agy ()5 (t) + 2¢ ( > +0(e) (32)

where z, and zy are solutions of (28) and (29), with the initial conditions (30).

6. SINGULARLY PERTURBED OBSERVER

In this section we propose a high gain observer, such that the estimation error satisfies
the assumption H4. This proposition is in fact a proper approximation of the non-proper
system proposed by [24]. Indeed, let us consider the ideal observer (c.f. (4)):

TN

N%(®t) = C(t)-Ty(t)
a - - 33
Gu(t) = (XIHDTC) (%)
N=Tx’ } ;s T=x,, (34)

where (c.f. (3)): ((t) = — (N & — )71X;l+ly(t) =((t), with: n =n — 1.

In [24], the authors proposed the following singularly perturbed proper approximation:

Bou () = —Bowop(t) — " (xE) T zob(t) + € 2y(t)
edZer(t) = X"wou(t) — (Mn — Us) zo(t) — Qol'y(t) (35)
yoo(t) = (x2)Tz08(t) — a2y (t)

where o, € R!, 20, € R?, and yo, € R!. 3, and ¢ are two positive real numbers. U, and
My, are the following Butterworth filter’s matrices [8]:

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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Un = Tu{(x2)"},
M — BDM{M;, ..., My 5} ,for 7 even (36)
" | BDM{M,..,M@n 1y2,1} ,for @ odd

)

M; = (sin;)I, + T¢{(cos? Gj)Xg} , 01 =m/(2n),

9j+1 :gj-f—Ag, A():ﬁ/ﬁ, je{l,,ﬁ—l}
1 T -1 .n

(x1) O+ (Ma —Ua) ™" X0 = 1/An () (38)

Ag(N) = det(Al+ (M5 — Uy)) =
2 (A +sin ;)% + cos? ;) , for 7 even (39)
A+ DT (A + 5in6,)2 + cos? ;) for @ odd

Matrix Qo € R?*(*+1) ig obtained by solving the following algebraic system equations:’

S

Qo (iN) + (Mn — Us) ™' Qo = —(My — Un) X2 (217 (40)

1
Ry = —ngN (41)
The number q(; ) corresponds to the (1,2) entry of matrix Q.
The proof of the following Theorem is in [24] (c.f. Theorem 5.1 in [19]):

Theorem 3 ([24])
Let us consider the following Butterworth filter:

B (t) = —Bowm(t) — ™ (x}) 2w (t) )
elzn(t) = (xMaw(t) — (M — Un)zm(t) + (")Cn(t) (42)
yu(t) = (x2)"zm(t)

where x93 € R!, 23 € R?, and yx € R!. Then there exists ¢* € (0,1), such that for any ¢ €
(0,e%):

1. The cascade formed by (33) and (42) is externally equivalent? to (35).
2. The output, yos, of system (35), satisfies:

vonlt) = TG + et (0) + O(VE)

tn—1

. V>t (43)
= (a(t) + ety (0) + O(Ve)

where t* = O(

s 1/ VR).

sin 61

In the Appendix A.4 we show the key points of the proof of this Theorem, which enables

us to built matrices Qg and Ry.

§ Let us recall that the eigenvalues of the Butterworth filter are all different, and placed over the semi-
circle of radius 1/e, on the left-half complex plane; thus Spectrum(N) N Spectrum(Ms; — Uz)~! =0,
hence there exists a unique solution for these equations [10].

9 Two representations are called externally equivalent if the corresponding sets of all possible trajectories
for the external variables, expressed in an input/output partition (u,y), are the same [37].

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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Corollary 1
There exist matrices, D; and Ds,

Dy = —-Q;' (Mn—"Us),
Dy = —Q;'q,,
where:
Q=la, ¢, - q,,,]
and the g, are the column vectors of matrix Qo for ¢ € {1,...,7 + 1}, such that:
{(t) = Dazos(t) + Day(t) = CO+hH) .
h(t) = O(e), ’ -
Furthermore:

lim (D1 20(t) + Day(t)) = ((t).

6.1. Closed Loop System

13

Applying the singularly perturbed control law, composed by the singularly perturbed

controller (8) and the reference model (9), and the singularly perturbed observer, (35)

and (46), we get the closed loop system described by (11).

In view of Corollary 1, Lemma 1 and Theorem 3 we conclude about the stability of the

closed loop system (11).

7. ILLUSTRATIVE EXAMPLE

Let us consider the following system:

d®y(t) d*y(t) dy(t)
= 4
g5 Tas()— T +ax(t) == + ar(t)y(t) = b(t)u(?) (48)
with parameters:
_ 1 oS e
ai(t) = > 7sin((27 — 1)t), as(t) = 3 —5—sin (%)
i=1 i=1
5 , ! (49)
j=1
Note that n =3, Lo, = 2 and b; = 0.5. The state space representation is:
0 1 0 0
Ly = 0 0 1 Ct)+1| 0 |u® (50)
—ai1(t) —az(t) —as(t) b(t)
y) = [1 0 0]
Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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The singularly perturbed controller (8) is:

eut)=[0 0 —1]¢)+[1 o][iig;] (51)

The reference model (9) is:

0] [ e 00, [ 050 iZHiiEEW[HT(gz)

where the parameters a, as and as are the coefficients of the following Hurwitz polynomial:
p(A) =N+ A +2x+1

Since ag = 1, then the choice, 5 = 10 and 7 = 0.085, satisfies the inequalities of Theorem
1. From Lemma 1, we get: e = 0.18, then ¢ € (0,0.18); let us take € = 0.09.

In order to obtain the singularly perturbed observer (35), we need to do the following
computations:

Since n = n — 1 = 2, then the associated matrices of the Butterworth filter are (see (36)

and (37)):
0 1}
0 0|

1

V2
The other matrix Qo of the observer (35) is (see (A6)):

Z -1 o 2] 1
QO = y 16 ) Ql g N and q(1,2) = _g

1
9127'(/4, MQI[‘? ‘| andng
2

0 & 1 0|
Then: \
1
N —= 0 N —€ 0
QO_{ L 1] and QoT= | 1]
V2e L V2

Based on the proof of Corollary 1, we get:l 3, = 10. Thus the singularly perturbed observer
(35) takes the following form:

Zrop(t) = —10zop(t) = (0.09°[ 1 0 Jzo(t) — (0.09)y(t)
1 9 \/52
fot) = o { X ] roult) = ok { T ] o) ~ gt { ot ]ym 53
2 3
yoo(t) = [ 1 0 Jzou(t) + ogyzy(t)
From (44)—(46) in Corollary 1, we can compute ((t),
. E— V2
(1) = l ‘f 0 }Zoz)(t)-i- 5 }y(t) (54)

I' From (A18), we have: Ag = —fB, — €3, then from (A19) we get: 8, = S.
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10, T T v T 1

- _ L L L L L
50 100 160 200 260 300 350 0 50 100 150 200 250 300 350

(a) (b)

Figure 1. Model to match. (a) Reference signal r (55), (b) output y;geqa; (56).

A MATLAB® numerical simulation was performed with the solver settings:

“Start time” = 0.0, “Stop time” = 320, “Type” = “Fized-
Step”, “Solver” = “ode45 Runge—Kutta”, “Fized—step size” = 0.04,
“Periodic sample time constraint” = “Unconstrained”, “Tasking
mode for periodic sample times” = “auto”,

In order to satisfy H3, r € C>(RT,R), the reference r is chosen as in the Definition 2.4.5
of [28]:
t =12t -3

,%
Y
e 1% |

tely=(1/6,2/6),

G(t) =1 —e TP, telp=(46,5/6), {"=—12t+9
0 , teR\(JaUIp) (55)
t 3
r(t) :/ (Z(l)%(léoa — z)> do, te [0, 320]
0 \i=0
The ideal model to match is:
3 d? d
ﬁyideal + Eyideal + 2ayideal + 1yideal =T (56)

Fig. 1 shows the reference r (55) and the output yigeq; of the model to match (56).

Figs. 2 and 3 present the closed loop behavior of the system (49) and (50) controled by
(51) and (52) with measurement of the system state (.

Figs. 4 and 5, show the closed loop behavior of the system (49) and (50) controled by
(51) and (52) using the singularly perturbed observer (53) and (54).

From Fig. 3, we realize that in the case of choosing a sufficiently differentiable reference
signal r, and having the measurement of the true system state {, the control action u is
well-behaved.

From Figs. 4(c) and 5(e), we can see that in the case of using the high gain observer,
(53) and (54), the control action u is relatively large at the beginning before the observer
matches the system state.

Let us to point out that, we had to use this high gain observer because the system

coefficients are assumed to be unknown.
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1 0.4
035
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2 01
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(a) (b)

Figure 2. System (49) and (50) controled by (51) and (52) with measurement of the system state
¢. (a) Output y(¢), (b) matching model error |y — ¥;geail-

-0.02

—-0.04|

—0.06
0 350

L L f L
0 50 100 150 200 300 350

(c)

Figure 3. Control law (51) and (52) with measurement of the system state ¢. (a) State x3 of the
reference model (52), (b) state x4 of the reference model (52), (c¢) singularly perturbed control
law w (51).

8. CONCLUSION

In this paper, we have proposed a singularly implicit control scheme for linear time varying
SISO systems. The control law scheme is composed by the singularly perturbed control law
(8) and the reference model (9).

The aim of the reference model is to assign the closed loop dynamics, and to assign a rate
of exponential convergence. The aim of the singularly perturbed control law is to transform
the system into a singularly perturbed model, and to achieve a desired dynamics by an ¢
order (c.f. Theorem 2).

The parameters, 5 and ¢, enable us to compute a sufficiently small ¢* such that the uniform
asymptotic stability of the singularly perturbed model is guaranteed for all € € (0, *] (c.f.
Lemma 1 and Theorem 1).
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Figure 4. System (49) and (50), controled by (51) and (52), using the singularly perturbed
observer (53) and (54). (a) Output y(¢), (b) matching model error |y — y;geail, (¢)-(d) state
estimated error || ¢ — ¢ II

We have considered assumption H3 because the control scheme, (8) and (9), is indeed
the proper approximation of the non-proper controller (5).

Since the coeflicients a;(t) and b(¢) are unknown, we have proposed a singularly perturbed
observer (high gain observer), which is a proper approximation of the ideal non-proper
observer (33) and (34). This high gain observer guarantees the satisfaction of the required
control assumption H4 for Theorem 2. The singularly perturbed observer provides an
estimated state ¢ = ¢ + h, whose estimated error, h, is O(e) (c.f. Corollary 1).

When applying the singularly perturbed control law, composed by the singularly
perturbed controller (8) and the reference model (9), and the singularly perturbed observer,
(35) and (46), we get the closed loop system described by a singularly perturbed model
satisfying hypothesis H1-H4. Thus, from Corollary 1, Lemma 1 and Theorem 3, we proved
the stability of the closed loop system (11).

The control scheme was successfully proved in a numerical simulation problem.

Acknowledgment We are thankful to the reviewers for their valuable help.
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Figure 5. Control signals using the singularly perturbed observer (53) and (54). (a)-(b) State
z3 of the reference model (52), (c)-(d) state x4 of the reference model (52), (e)-(f) singularly
perturbed control law w (51).

A.1. Proof of Theorem 1

From [35], the transition matrix ¢(t, s) of (13) and M (¢) defined in (15) satisfy the relation:

os(t,s) 0

2 e M(s) Vt>s, (A1)

o(t,s) = M~'(t) [

where the transition matrices ¢5(t,s) and ¢f(t,s) satisfy (recall (23)): ||¢s(t,s)| <
Kie=®(t=%) and ||¢s(t, s)|| < Kae~(brte(=Loa—antl=5+1/m)(t=5)/ Thus, for sufficiently small
e, we get from (Al):

|o(t, s)|| < K3max[Ky, Kyle @),

where K3 is an upper bound for ||[M~1(t)||||M(s)|| Vt > s. Selecting K = K3 max[K1, Ks],
we conclude the proof. O
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A.2. Proof of Lemma 1

Following the proof of Lemma 4.1 of Chapter 5 in [19], we consider the
Lyapunov function candidate: v(t) = a1V (¢, z(t)) + ce W (¢, 2(t), 2(t)), where oy > 0, az > 0,
V(ta(t) = [ 6s(r, O0a(®)l2dr and W(t,a(t), 2(0)) = [ lo5(r.)(=(t) — Low () |adr. For
our particular case, we get:

M;K Lo (t) + 2(8)]| - [lz(®)]

w g/t KMye P79 dr || Lox(t) + 2(t)|| — llz(t)]| <

i ¢ [ |¢,(T,t)||{HgtiomoA()(t)‘ |3:(t)|+HE0A12(1§)HHiox(t)+z(t)H}dT
~ll2(0) + Loa(®) | < 48 lle()] = (1 - 42 ) 12(0) + Loa(t)|

which imply:

20 < — (o ass ) bt = (oa (1= 52 ) ~ 225 ooy + Lut

ot Os

Then, (t) will be negative definite if a; and as can be chosen such that:

M M MK
al—a25—3>0 and a» 1—e—2 — >0
by b B

which is possible if:

M. « by — e M.
et 2

bl () Mlel ﬁ

Then, it is sufficient that ¢ satisfies:

by )

E< === =¢
KM Ms+ My "

A.8. Proof of Theorem 2

In Theorem 1 we have proved that: ||¢(t, s)|| < Ke~?*(t=5)/%, Then, the contribution of the
input term eL(t)Byr(t) is of order O(e). Thus, the rest of the proof is a blueprint of the
proof of Theorem 6.1 in [19]. O

A.4. Key points of the proof of Theorem 3

Let us first justify the external equivalence between the cascade formed by (33) and (42)
with (35).
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Combining (33), with the Butterworth filter, (42), we get the global singularly perturbed
system:

N 0 0 ac L1 0 0 ¢ r
0 1 0 %x% = 0 -8, —Eﬁ“(X:,L)T s | — y
0 0 el %z% XZ(XZE) X = (M5 —Ug) 2% 0
¢
ys(t) = |0 0 ()" T3
D3]
(A2)

In order to prove the external equivalence between (A2) and (35), in [24], the authors have

followed the procedure shown hereafter:

1. Let us first define two invertible matrices:

Iﬁ+1 0 0 Iﬁ+1 0 0
Q=] 0 1 0 i R=| 0 1 0 (A3)
Qo 0 I Ry 0 I,

where Qg satisfy (40) and (41)

2. Let us next note that: Spectrum(N) N Spectrum(M; — Uz)~t =0, then (40) has a
unique solution (see for example Chapter 8 in [10]).

3. Let us now apply matrices @ and R to the matrices of (A2):

N 0 O N 0 0 r r
Q|1 0 1 0 R=]10 1 0 , Q| 0| = 0
0 0 el 0 0 el 0 Qo
I 0 } { n+1 0 0
Q 0 _50 n+1 n+1 *Bo *5ﬁ+1(X;)T
XZ(XZE) s *(Mﬁ Xr o —(My—Us)
00 (x)" Ki—b TRO 0 4{1)T}

4. Let us finally introduce the change of variable:

zop(t) = 2w (t) — Ro((t) (Ad)

Adding its third row with the premultiplication of its first row by Qu, we get the

externally equivalent proper system (35).
Let us next justify (43). For this, we need to compute matrices Q¢ and Ry (see also [25]):

1. Let us denote by r, and q, the column vectors of matrices Ry and Qq, respectively.
Thus from (41), we get:
2 A+1
4 S } [ Xn U Xan 0}

(A5)
9 o h 0}
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2. Then, from (40) and (A5), we get

|: gl N gﬁ-‘rl i| -+ |: 0o --- 0 XZ = —%(Mﬁ—Uﬁ) gz e gﬁ gﬁ+l

: (A6)
3. For solving (A6), the columns have to be equated from the last to the first.
4. Observe that

1
(0G) " Ro = =4, ) ()" (A7)

where q(; ;) is the entry (4, j) of matrix Q.

Now, substituting (A4) and (A7) into the output of (35), we get (recall that ¢ = ¢):

1 .
yob = (x1)" (23 — RoC) — “la¥ = () 2 4+ () Ro(¢ = O) = (x})" 2
Solving (42), when ¢ — 0, we get (recall also (38) and (39)):

e Polae (0) + (a(t)
Ags (0)

4" ty(t)
dtn—l

lim (x1 )"z (t) = =e Plag(0) +

1
e—0 =N

Then, following the Kokotovi¢ procedure (see Theorem 5.1 of Section 2.5 [19]), we get (43).

A.5. Proof of Corollary 1

The proof is done in two parts. We first consider the case ¢ = 0, and then we analyze the
case € > 0.

1. Let us first consider for a while that e = 0, then from (42) and (33), we get:**
(M = Us) 2, (1) = (x2) & = () 2D ™C00) (A8)
Substituting (40) and (41) into (A8), we obtain the equation:
(My = U) 2, (t) = (M5 = Un) Bo — Qo] (1) (A9)
Combining (A4) and (A9), we get:
(M — Un) 0, (t) = —QoC(t) (A10)

Because (33) is an ideal observed, ¢ = ¢, the following identity holds:

Q5" (M = Us) 2000 (0) = | Q3'a, | I | (0)

) (A1)
= @57 ,100) ¢®) + [Dnx a] €1

** We write, zg, and zop,, instead of, zgs and zpp, for emphasizing that we are considering the case
e=0.
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Finally we get:

dy

dt
— Qo (M — Uy) 2o, (t) — Qp ' q,y(t) = : (A12)

a1y
din—1

. Let us now consider the case ¢ > 0, which is based on the particular case € = 0.

From (42) and (33) we get:

(e m)n = =1 (1) = (A13)
T+ (M- U)o = (x0) o + (x7) (XZI})T ()

If we apply the operator (% + B,) to the second row of the last equation, we then have
(recall that (33) is an ideal observer):

_ _ T
(4 + B) (Ma — Un) 2 = (5 + 80) (x) (x2t1) ¢

— {slt (% +50) I+en (XZ) (K%)T - (A14)

Taking into account (40), (41) and (A4), we have:

n

(& + Bo) [(Mn — Ui) zob + Qo¢] = —¢ {Cft (£ +8) I +em (&Z) (Xl)T} 2z (A15)

This last equation is equivalent to:

~ ~ ~ _ _ T
(% + /30) Qo [Qal (Mn — Us) zop + QEIQ()C] =— [% (% + ,6’0) I+4¢&™ (KZ> (X{> ] 2z (A16)

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd.
Prepared using rncauth.cls
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Let us rewrite this last equation in the same form as (A11) and (A12):

(& + B,) Qoh(t) = ch(t) 4
Qal (Mﬁ_U'ﬁ) ZOb-FQalgly(t)-‘r [ % % } = —h(t) (A17)

W) = [cﬁ (G 80 T4 (1) (Xiﬂ =

We can check that system (42) satisfies the invertibility condition of Theorem 3.1 in
Chapter 2 in [19]. Indeed, let us first define the matrices (recall (38)):

— T —1 — — —
Ao =B, = (i) (M= Un) ™" () = =Bo = &1/ A (0) = — (B + ™)
Agp = (M7 — Uy)
(A18)
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We can see from (39) that the i eigenvalues of Aoy are distinct. Then Theorem 3.1
states that the eigenvalues of (42) are approximated as follows:

)\1 = )\1 (Ao) + O(E) = —ﬁo + 0(6)

TN U ’ (A19)
Ai = Z[Ni(Axn)+0()] for i=2,...,n+1

Since matrices Ag and Asy are Hurwitz, then Corollary 3.1 of Chapter 2 in [19] implies
that there exists an €* > 0, such that (42) is asymptotically stable for all e € (0,e*].
Now, since the input ¢, of (42) is obtained by means of the ideal observer (33), and
since we have assumed conditions insuring differentiability and boundedness of the
related signals (see assumptions H1-H4), it follows that A(t) is also a bounded vector
function.

Finally, from equation (A17) we have:

t
h(t) = Qg 'e™P'h(0) +Qq! / e % U=Th(r)dr
0

then the vector function h(t) tends exponentially to 0 when e tends to 0. Therefore,
from (A17) we get:

dy
dt

~Qo " (Mn = Uz) 205 — Qy ' a,(t) = : : (A20)

dn—ly
ditn—1

This concludes the proof.
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Singularly perturbed systems or two time scale systems (see [11]), are commonly
encountered in engineering, because of the presence of small parasitic parameters
multiplying the time derivatives of some of the systems states. They appear in: power
systems where the singular perturbation parameters can represent machine reactance or
transients in voltage regulators, in industrial control systems they may represent the
time constants of drivers and actuators. In [15] a singular implicit control scheme for
linear time varying SISO systems is proposed, where the knowledge of the time varying
parameters is not required, only some upper bounds. The control scheme is composed of a
singularly perturbed control law and a matching controller (model matching controller). The
control law approximately matches a given linear time-invariant state space representation,
guaranteeing internal stability. In [14] the results are extended to the MIMO case, where
the structure of the matrix B(¢) plays an important role in the control strategy.

In the case of singularly perturbed delay systems there are works as: [6], where small
delays are assumed in the state and control variables, the overview covers: asymptotic
decomposition of the system, stabilizability, detectability, stabilization, controllability,
observability and linear-quadratic optimal control problem. In [20], conditions for the
stability of multivariable singularly perturbed systems in terms of properties of the slow
and the fast subsystems in the frequency domain are given. In [4], the effect of a small delay
in the feedback loop of a singularly perturbed system is studied, sufficient and necessary
conditions for preserving stability are given in terms of LMI conditions for stability of
singularly perturbed differential systems. In [5] the state feedback sampled data H-control
problem is solved by applying the input delay approach to sampled data control and by
developing the input-output approach to singularly perturbed time delay systems. In [7],
the H., state feedback control problem for singularly perturbed linear systems with a small
state delay is studied and conditions for the existence of a solution of the original H.
problem, independent of the singular perturbation parameter are given.

In this paper, we propose a control law for MIMO time varying retarded systems [1],

described by the following functional differential equation:

$C) = ADCE) + A)C(t —7(t) + B(t)u(t),

y() = CC(1). o

The purpose is to approximately match a given time-invariant linear state space system,
whose dynamics is represented by the ordinary differential equation:

L2 (t) = Az (t) + Bur(t),  y(t) = Crum(t). (2)

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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1
2
3 where:
4
2 Amy Opy, Oy 11m
0772-, M Amz e 07727 Mm T —
; Am = : : - : P Am, = T“{(Xfu) b= X o
30 Ot Onpmz -+ Amy,
11 5'.qj: |:O'j].1 Uj.?'nj :|, je{l,...,m}
— m . _ LAN\T (1T 1 \T
15 By = BDM{X" X2, ....x""}; Cm = BDM{(x; )" (x; )"+, (x), )T}
1451 The control scheme guarantees the desired behavior and the asymptotic stability using the
16 singular perturbations approach, see [11] and [3], where the knowledge of the parameters is
17 not required, only some upper bounds.
18 The paper is organized as follows. The problem is first stated in Section 2. Then, in Section
;g 3 we propose a singularly perturbed linear control law, which goal is to lead the closed loop
21 system into the singularly perturbed system model introduced in [11]. Following [11], in
22 Section 4.1 the closed loop system is separated in two time scale subsystems, namely a slow
32 and a fast subsystems. In Section 4.2 we study the uniform stability of the fast and slow
25 subsystems without considering the delay. In Section 4.3 we study the asymptotic stability
26 considering the delay effects. In Section 5 we get the desired state asymptotic approximation.
27 Finally, in Section 6 we give an academic example for illustrating the developed technique.
gg All the proofs are given in the Appendix.
30
31
32
33 NOTATION
34
35
36
37
38 . XZ € R* is the vector which the i-th entry is equal to 1 and the other entries are
Zg equal to 0. I, € R*¥** represents the identity matrix of size k. T,{v”} is the upper
41 triangular Toeplitz matrix, whose first row is vZ. And T,{v} is the lower triangular
42 Toeplitz matrix, whose first column is v. A\;{X} stands for the eigenvalues of matrix
43 X.
j;' e BDM{Hy,Hs,...,H,} denotes a block diagonal matrix whose diagonal blocks are
46 {HhHQ,...,Hn}.
47 e Given a vector function f(-) € R™, ||f()l = If()|l2 and for a function matrix A(:) €
jg R™ ™ JJA()| = |A()|l2- Given a matrix A, p(A) represents the spectral radius of the
50 matrix, m;ax{|)\i(A)|}, and u(A) is the measure: ;%(H I+60A| -1)/6 [2]. C* and L=
51 stand for the sets of infinitely differentiable and locally integrable functions from RT
52 .
to R, respectively.
53
54 e O is the derivative operator <. A vector function f(,t) € R™ is said to be O(e) over an
55 interval [t;, to] if there exist positive constants K and e* such that ||f(e,t)|| < Ke Ve e
56 [0,e%], Vt & [t1,ta], see [9].
57
58
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2. SYSTEM DEFINITION AND REPRESENTATION FORM

Let us precise the particular structure of the dynamical systems we are considering in this
paper:
(5(0)+ Dec(t) (@) {0+ Deac (¥ (D)1~ (1))=B" (1yu(t)

(3)
vt € RT,

where: ¥y = [y1,...,ym|T € R™ and u = [u1,...,u,]T € R™ are the output and the input,
respectively, S(0) and W(9) are left operator matrices, of orders m x m and 7 x m,

respectively, the form of them is:

S(0) = DM{@’“7 ey 8”"1}, where:n; €N, Y n; =1n.
j=1

() = BDM {¢1(0),...1m(0)}, where:

$;(0) = [ 10 ot ]T e R%[).

Dyc(t), Dygc(t) and B*(t) are real time varying matrices, of orders m x n and m X m,

respectively, defined as:

[, (1) ar,,,, (1)
Dy (t) = , where:
Ay, (1) U (£)
r Qk;iq (t)
T aj. (t) o« .
ki (1) = Y ERY, ag, (t) =
ij akinj (t i
B Ki(n;—1) (t)
a1y, (t) Ol (t)
Dyac(t) = , where: (5)
QU (1) ()
7 Oy (t)
f(t) _ k”( ) e R, O—égv (t) = :
i ax,, (t i
' aki(nj—l)(t)
T
B (t)= | Bi(t) -~ Bu(t) | . where:
T
BT = | bn(t) -+ bim(t) | €R™.
vt c Rt.

The coefficients, ay,; (), ax,; (t) and b;;(t), are such that:

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd.
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H1 ay,,(t) and oy, (t) are unknown bounded continuous real functions of class’ C* N £,

satisfying: [la,, (t)lloc < Loar | Gk, Ollsc < Ly as llow, O)llse < Loas gz0m, ()]l <
L'La for all t € RT.

H2 The eigenvalues of B*(t) satisfy: A\;{{B*(t)} € R* and 0 < by < \;{B*(t)} < bs, for all
t e RT.

H3 (b (1|0 < co and || £0, (0]l < ¢

’

0,07

H4 The numbers, Lq ,, L} 4, Lo 0. L} o b1, b2, co and ¢/, are positive known bounds.

The continuous differentiable function 7(¢) satisfies:

H5 0<7 <7(t) <mpand 0< &r(t) <7 < 1.

H6 The numbers 71, 75 and 7 are positive known bounds.

2.1. Vector State Representation

This delay functional differential equation can be expressed in the form of a linear state
retarded equation with input w(t) and output y(t). Defining the state variables as (see [1]):

(=[G & v G G+t Gut2 oo Gt
coo Cmtotnmoa 4l Gptetnmoit2 oo Gt
d am—1 d qnz—1 6
= [3/1 ayr o gmTYr Y2 {Y2o - T2 (6)
T
d dnm !
Ym  ggYm oo gm=TYm|

the following linear time varying retarded state equation is obtained:

(1) = A@)C() + A()C(t = 7(1) + B(t)u(t)
y(t) = CC(t)

T For simplicity, in this paper we only consider functions of class C>. But it could be considered functions
of class C*, where k is a sufficiently positive large integer such that the derivability conditions are fulfilled.
See also Corollary 2.4.12 of [13].

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)

Prepared using mca”th'dshttp://mc.manuscriptcentral.com/rnc—wiley DOI: 10.1002/rnc



O©CoO~NOODWNPE

International Journal of Robust and Nonlinear Control

6 S. PUGA, M. BONILLA, M. MALABRE, S. MONDIE AND R. LOZANO.
where: _
Am (t) _Xﬁ 01, (t) s _Xﬁ (o5 P (t)
A(t) _ _Xzz a2, (t) A7I2 (t) s _Xzz a2,,m (t)
- . . . )
L _XZ: Umqy (t) _XZZ Oy (t) s Aﬂm (t)
_X:Ealu(t) _X:ﬁaln (t) s _X,Zialmm (t)
A(t) _ _X:I]z Q2 (t) _Xzz Q259 (t) s _Xzz A2, (t)
L 7&2: Ay (t) 7&22 Mgy (t) s 7&2: Ay (t) (8)
AT BI ()
N2 B*
Biy= | *m j-¥)
| X B ()

A () = TAG3E)" Y = xPar, (8), Ce{1, ..., m},

—Me

C=BDM{(x )" () )Ts s (X )T)

2 —MNm

with the initial state condition:

C(t) = g(t)v te [_T270)

T
—1 m—1

3. SINGULARLY PERTURBED CONTROL LAW

For the state space representation (7), we propose the following control scheme, composed
by a singularly perturbed controller and a reference model.

H7 Tj :rj(t) € L>*NC™.

Singularly perturbed controller

eu(t) = —O¢(t) + Qx(t)
0= BDA]\4{(XZ1)T7 (Xzz)T7 o (sz)T} c ]Rmxn7 (9)
Q= BD]M{(X;)T7 R (K;)T} e Rmx2m

where ¢ is a small positive parameter.

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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1
2
3 Model matching controller
4
2 4 p(t) = AC(t) + Az(t) + T7(t)
- A =BDM{Ay, -, Ay} € RT™x,
8 Aj _ —0jy,  —O0jyy - _ajlnj + gj +1 c RQXW
9 0 0 ... —(B;—1)
10 A=BDM{Ay,--- Ay} € RZmx2m (10)
11 b b m )
12 Aj _ _(gj + 1) _KJ' € R2x2
13 B;i—=1) =B
14 _ 1 2
15 I'=BDM{x},---x}} e RZ™™
16
here:
17 where
18
T .

;g T=[Ty, Tyt Todme Tmbmetl 0 Tndmatebndm Tnybnetetnmed] is the
01 controller vector state.
22
23 T
24 FT=1|r ... Tm is the vector reference. The components r; are signal references
25 oo .1

satisfying HT:
26 ymg
27
28
29 B; and ¢; are positive parameters for j € {1,...,m}.
30
31
gg Tjius -+ Ojy,, are the coefficients of the Hurwitz polynomials py, (A) = A" 40, At
34 -4+ 0j,,A+ 0j,,, which are chosen such that:
35
36 Tjgny, = > 1
37 0< —0j,, +6+1<Loa je{l,....,m} (11)
38 5 3
39 B > max{ —Re(A) | pyp, (V) = 0}
40
41
42 The aim of the model matching controller is: (i) to assign the closed loop dynamics to
43 a time invariant linear system with Hurwitz characteristic polynomial p()) for each y;,
i’;‘ and (i) to assign a rate of exponential convergence to the desired dynamics. The goal
46 of the singularly perturbed controller is: (i) to change the base representation system for
47 obtaining a singularly perturbed model, and (i) to close the desired dynamics by an e order.
48 Indeed, we will show in Lemma 1 that the parameters, 5; and ¢;, enable us to compute a
gg sufficiently small ¢ such that the uniform asymptotic stability of the singularly perturbed
51 model is guaranteed.
52
53
54
55
56 1 We ask for C*°, because as we will see later, the control scheme is indeed an approximation of a
57 proportional and derivative feedback.
58
59 Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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In order to obtain the closed loop singularly perturbed retarded model, let us combine
(7), (9) and (10) and let us choose

zj=C, je{l,....00 =1}, li=m; 21 = (o
ZTjr1 = G, je{t+1,... 00— 1},
b= 2= Co

T =Gy jE{lt1,. .. l5—1},

12
U= 23 =Cey (12)
Tj+1 = Cj? .] € {gm—l +1,... 76771 - 1}a
gm =1 Zm = CZ,,,,,
namely:
= Apa(t) + Are(t) + Bir(t)
s = An(e,)a(t) + An(e t)2(t) (13)

+  Aos(e, t)x(t — (1)) + Asale, t)2(t — 7(1))

where the matrices, A;; € RUTm)xmtm) 4, ¢ Rortm)xm = g e ROrtm)xm = A, (¢ t) €
R™XHm) - Aoy (e,1) € R™X™ | Agz(e,t) € R™*Hm) | Ay, (e,t) € R™*™  are defined as follows
(jeA{1,...,m}):

A1 =BDM{A4,,, ..., A,.}, Ay, = —&, —(t;+1) —t
0 Bi—1 -8
Oy = [ 550 7 OG- } v Ony = [ i Ojjn } i (14)
Arp = BDM{ay,, ..., iy, },
i = [T oy, 4+ 1 1= 5], ay, € RO,
By = BDM{(x™ ). (X7 )}
Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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—eay,, () b11(1) 0 | ... | —eay,, (t) bim(t) 0
Azi(e,t) = : : : ;
—&0my, (8) b1 () 0 | oo | =€y, (£) b (2) O
Aso(e,t) = —(eX () + B*(t)),
ar, (t) - ay,, (1)
where: X (t) = ;
Nt ® o am,,® (15)
—eay,, (t) bi1(t) 0 | ... | —eau,,,, (t) bim(t) O
Ags(e,t) = : : : ;
| €y, (1) bina(t) O | o | —€Qim,,,,, () Dy (1) O
an,, (1) o, (1)
Aga(e,t) = : : ;
. t) - (o (t)

From [3] and [11], we know that it is important to prove that the eigenvalues of the matrix
Ags(e,t) are in the open left complex half plane. In the next Fact (proved in Appendix A.1),
we prove that this is the case.

Fact 1
The matrix Ags(e,t), satisfies for all ¢ € R*:

i
_ d
1420, 8)]2 < . Hthgg(O,t)

<c (16)

ii) Given a positive real number, 6 and b; = b; + 0,7 = 1, 2, the following inequalities hold:
— bg — 8L07a S %6)\7;(1422(6,15)) S —b1 + ELO,G (17)

- _ / _ !
where: ¢ = y/mmcy, ¢ = /mmc’ and Lo, = v/mmLy ,.

Thus, the singularly perturbed model, (13), satisfies Lemmas 2.1, 2.2 and 2.3 of Chapter
5 in [11].

4. ASYMPTOTIC STABILITY

In this Section, we study the asymptotic stability of the homogeneous functional differential
equation (13). We follow the singular perturbation approach, introduced in [11] for time
varying linear systems, and extended in [3] to the delayed case. In section 4.1 we apply
the state transformation, which aim is to separate the fast subsystem and the slow
subsystem. In Theorem 1 of section 4.2 we study the asymptotic stability of the homogeneous
functional differential equation (13) when there is no delay, namely for the case Ags(e,t) = 0,
Agy(e,t) =0 and By =0. As in [11], we give bounds on ¢ for guaranteeing asymptotic

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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stability. Finally in section 4.3, following [4] and [12], we study the asymptotic stability
for the non-homogeneous linear time varying delay system.

4.1. State Transformation

The state equation (13), in the homogeneous case reduces to:

dIdE‘,t) = Alll‘(t) + AIQZ(t)
Edfjgst) = An(e,t)a(t) + Azl(e, t)2(t) (18)

+ Agg(E, t)ac(t — T(t)) + A24(E, t)Z(t — T(t))

Following [11] and [3], let us transform (18) into slow and fast subsystems. To this end, let

us define the bounded continuously differentiable matrices,

L(t) = Lo(t) + eRL(t) € Rm* (1) (19)
H(t) = Ho(t) + eRy(t) € ROHD>xm
and the change of variables,
[ (t) } { L1 — eH(H)L(t) —eH(t) } [ 2(t) }
(t) L(t) 1 2(t) (20)
M { ()
z(t)
Then, from (18), (19) and (20) we obtain:
WO — (e H(t) + A1y — eH(t)L(t) Aro
H( )AQQ(E,t) + EAllH(t) — €A12L( ) (t)] ’I](t)
—H(t)Aza (e, t)n(t — 7(1)) + [A11 — A12L(1)] 0(¢)
eI = (e L(t) + Agi (e, t) + eL(t){ A1 — A12L(t)} (1)

— Az (e, ) L(1)] (1)

+ [Azs(e,t) — Aza(e,t)L(t)] x(t — T(t))
+[eL(t) A1z + Azz(e, 1) ()

+Aza(e, )n(t — 7(1))

On the other hand, since the matrices, A1; and Ags(e,t), are Hurwitz for all t € RT, we get

from Lemmas 1 and 2 of [3] that there exists a sufficiently small e such that:

e L L(t)=Aza (e, t)L(t)—As1 (e, t)—<L(t)[A11 — A2 L(t)]

(22)
A23(E7t) — A24(E,t)L(t) =0
and
eLH(t) = Az — eH(t)L(t) A1z — H(t)Asz(e, 1)
+eA11 H(t) — A1 L(t)H(t) (23)
H(t)A24(E, t) =0
Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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which imply, together with (19):

L(t) = Lo(t) + O(c), H(t) = Ho(t) + O(e)
Lo(t) = A3 (0,1) A1 (0, 1) = Lo, (24)
Hy(t) = A12A5H(0,t) = Hy

Finally, taking into account (22)-(24) in (21), we obtain:
do(t)/dt = [Ag + O(e)] ()

edn(t)/dt = [Az(e,t) + O(e*)] n(t) + Aza(e, )n(t — 7(t))

where:
Ag=A11 — A1aLo(t) and Ags(e,t)=Ans(e,t) +eLoAls (25)

Thus, (18) is approximately decomposed into the slow subsystem,
dag(t)/dt = Agx,(t), (26)
and into the fast subsystem,

edzy(t)/dt = Aoa(e, )25 (t) + Aaa(e, t)zp(t — T(1)). (27)

4.2. Conditions for Uniform Asymptotic Stability

We show that uniform asymptotic stability of (26) and (27) is guaranteed by the properties
of the transition matrices when there is no delay, namely for the case Ass(e,t) =0 and
Agy(e,t) =0.

Let us first notice that (recall (25), (24), (14) and (15))

AO = BDl\/[{140n17 ceey Aonm};

T, 2T_m0-‘ Y 98
where Ay, = "{(Xm) i X,y O iXy 7 (28)
On; —B;
and that: N
det (AL — Ao) = [T det (AL, — Aqy,)
j=1

(29)

=3

()‘ + Bj)pnj ()‘)

J

Il
_

If the B;, j€1,...,m, are chosen such that: §; > max{ — ?Re(j\)|p,,j(5\) = 0}, then for

B =min{B, ..., B} there exists K; > 0, such that:
| exp(Agt)|2 < K1e Pt Vt e RT. (30)
Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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We notice that the matrices Ags(e,t) and Ags(e,t) when e — 0 satisfy Fact 1, there then
exists Ky > 0, such that:

| exp(Agot)||s < Koe ™t ViEeRT. (31)

The following Theorem connects the behavior of (18) with the behaviors of the slow and
fast subsystems, for the case Aas(e,t) =0 and As(e, t) = 0.

Theorem 1

Under the assumptions of Fact 1, and given conditions (11), there then exists an e* > 0
such that for all € € (0,e*) the system (18) is uniformly asymptotically stable. Moreover,
the transition matrix of (18), ¢(t, s), satisfies ||p(t, s)||2 < Ke (=) for all t > s > t,, where
K >0 and & > 0 are independent of €, where the variable  is defined as:

k& =min{B,b; — Loy — 0}, with o = min{o;,, —£; — 1}

This result holds asymptotically as € tends to 0. From a computational point of view, it
is important to have an idea of the order of the upper bound e*. This is done in the next

Lemma:

Lemma 1
Given the conditions of Theorem 1, and HA12H2 S Ml, ||L0A12H2 S MQ and HL()A0||2 S Mg,
the singularly perturbed system (18) is uniformly asymptotically stable for all e € (0,&*),

where:
* /Bbl
KiK2MiMs + 8 (Lo,a +o+ K2M2)

€

M, = \/ max (1 + (Ujjnj =4 =12+ (1 - Bj)Q)v

1<j<m

My = max (o;, —4{; —1)2
2 lgjgm( Jing J ):

M= \/ " (mm (Z<o> + W))

4.8. Asymptotic Stability for the Delayed System

Let us rewrite (26) and (27) as follows:
dmsf(t)
dt
where z¢(t) = [zT(t) z;(t)]T and:

S

E. = A%(e,O)asp (1) + e A (Dsp (t = 7(1) (32)

I 0 A 0
Eg _ n+1 n+1,m : A* (87 t) _ 0 _n+1, m ;
Om,nJrl el O7n,n+1 A22 (5; t) (33)
A* (t) _ 0n+1,n+1 OnJrl,m
0m, n+1 71424(5’ t)
Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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The asymptotic stability of (32) can be studied following the ideas of [4]. Indeed, there

exist
W On m
W= 1 +1,
Om, n+1 I

and (39
B Q1 Ont1,m
eEn= [ Om,ni1 =3 (Az2(e,t) + ALy (e, 1)) ]

with Wy = W >0 and Q; = QT > 0, such that:
A (e, )W + WA*(e,t) = —2Q(e, 1) (35)

For subsystems (26) and (27), we state the main stability result for the homogeneous

closed loop system.

Theorem 2
There exists a sufficiently small positive constant £*, such that (32) is asymptotically stable
for all 0 < e < ¢&*.

Theorem 2 gives a sufficient condition of stability for system (13). This is a delay
dependent criterion.

5. STATE APPROXIMATION

In this Section, we obtain asymptotic approximations for the states of system (13), in order
to show that the non-homogeneous system preserves the asymptotic stability proved in
Theorem 2 for sufficiently small €.

To this end, let us first consider the singularly perturbed retarded linear model (13),
with the initial state conditions: x(tg) = o and z(tg) = 2z9. Applying the change of variable
defined by (20), (22) and (23), we get:

d0(t)/dt = (Ayy — A L(t)—eH(LAy + Az (e,t)

—L(t) A1 L(t) — Asa(e, 1)) 0(t)

+ (Arp+e(An H(t) — A L(t) — H(t)L(t) Ar

—H(t) Az (e, 1)) + €2 (H () Ana(e, 1) L(£) H (t)

FH@)L() A2 L()H(t) — H(t) A2 (e, ) H(t) (36)
—H(t)L(t) A1 H (1)) n(t)

—eH (1) Ag(e, )(0(t = 7(1)) + eH (t)n(t — (1))

—eH () Asa (e, 1) (=L(O)O(t = 7(1)(1)) + (1 = eL() H(1)))

+[I — eH(t)L(t)|Byr(t)

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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edn(t)/dt = (Aa1(e,t) — Asa(e, t)L(t) + eL(t)A1x

—e2L(t)A12L) 0(t)

+ (Aga(e,t) +e(L(t) A1 + Asi(e, t)H(t)

+Az (e, t) L) H(t)) + *(L(t) A1 H (1) (37)
—L(t) A2 L(t)H(t))) n(t)

+A23(e,t)(€)(0(t — (1)) + eH (t)n(t — 7(t)))
+A55(e) T

where the initial conditions are:

t
(=L®)0(t — (1)) + (1 — L) H(t))) + L(t) Bar(t)

0(to) = [I, — eH(t)L(t)] z0 — eH (t)20, (38)

n(to) = L(t)xo + zo. (39)

The non-homogeneous solutions of system (36)-(39), when transformed back using the
inverse of (20), lead to the exact solution of (13). Then, asymptotic approximations of
the solution of (13) with® O(g) error can be obtained when L(t) = Lo(t), H(t) = Hy(t) and
retaining O(e) approximations of the right hand side coefficients of (36)-(39). For the slow

subsystem this process yields:

dzg(t)/dt = Agzs(t) + A1azs(t) + Bir(t) (40)

For the fast subsystem, we change the time scale as, o = (t — ty)/¢e, then the derivative
for the fast subsystem is £2,(0) = L24(0) Lo = %%zf(a). This reduces the approximation
problem to a problem with regular perturbation on the right hand side coefficients. Following

the process used in (40), the equation for the fast subsystem is:

Lzp(0) = Axn(0,t)z(0) (41)
and the initial conditions are:
zs(to) = o
—1 (42)
2§ (0) = A22 (O, t)Agl(O, t).Z'() + 20
where
Ay = A — AaLo(t)

In this way, we have obtained the following particularization of Theorem 6.1 in [11] for

the case under study:

Theorem 3
Given (30) and (31). There then exists an * > 0 such that for all € € (0,e*) the following

§ Kokotovit et al. [11] consider in general O(e") errors.

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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expressions hold uniformly for ¢ € [to,tf]:

2(t) = z4(t) + O(e) (43)

t—to

2(t) = — Ay (0,1) Aoy (0, )2 (t) + 25 ( > +0O(¢e) (44)

where z, and zy are solutions of (40) and (41), with the initial conditions (42).

6. ILLUSTRATIVE EXAMPLE

The results of this contribution are illustrated with the following numerical example. Let

us consider the system:

rE 2 d(2—i)
dein®) + Z; a1, 5 (0) Gamvn ()
2 d(z_L) 2 (2—1)
+ z; (C3 PI T (t)myl (t - T(t)) + Z:ZI A1y ;11 (t)my2 (t)

+ i 0112,27,41(15)%312(15 —7(t)) = bua (t)ua (t) + bra(t)ua(t)
dfl 2 460 (45)
@Z&(f) + Z; A2 5_;41 (t)myz(t)

3 s L = (1) + 30 s (O S 1)
=1 £2=9) = A dpz=a)

2 (2—1)
+ 3, (DS Sun (t— (1) = b (s (1)
=1

notice that in this case: 1 = 2 and 7o = 2. Let us first rewrite system (45), in the form (4):

110
|:82 0 }+ [ Gl Qly | Q1y  Qlg ] 210 [yl(t ]
0 02 ag,, Q2,, | G2, a2, 011 ya(t
010
110 (46)
N a1y, 01y, | Q1 Qi ] 910 [yl(tr(t)) ]
o, Qg | G, Qo 0|1 ya(t — 7(t))
010

o bll(t) blg(t) Ul(t)
B 0 byt up(t)

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd.
Prepared using rncauth.cls

http://mc.manuscriptcentral.com/rnc-wiley

Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
DOI: 10.1002/rnc



O©CoO~NOODWNPE

International Journal of Robust and Nonlinear Control

16 S. PUGA, M. BONILLA, M. MALABRE, S. MONDIE AND R. LOZANO.

where the time varying parameters are:

2, sin((2-1)t) O (1t gt
a1 (t) = >, ST an2(t) = >, +— sin (3)
=1 j=1

j sin(47 > cos(27
a1 (t) = 3 (Q;T((;ﬁrl), appa(t) =2+ 43 154'7;)

j=1 j=1
S TR
az11(t) =2 3 “—— sin(jt)
j=1
5 i
azs(t) = 2 3 U cos(t) (47)
j=1

aso (t) = %cos(t)7 ages(t) = %sin(%t) + £ cos(t)

Q111 = G221, Q112 = 0222, (121 = 3, Q222 = A211
agi1 = 14 1 cos(t), o1z = araz, asg =2

bii(t) =7+ 3 (sin(t) + sin(2t)), bi2(t) = 3 + cos(t)
bo1(t) = 0, boo(t) = 5+ =22

Defining the state vector as ((¢) =[¢1 (2 (3 (G =[n %yl Yo %yg], we can obtain

the following linear time varying retarded state representation:

Page 16 of 24

) 1 0 0 0 0 0 0
d _ —A1;; TA1y, | A1, A1y, —Q1; QL | Ty Ty, N
S e LU e R T )
L —Q2y;, —G2p, | A2y a2 —Q2; T2y, | TQ2y T2,
. [ bi(t) bia(®) | [ wat)
L 0 bzg(t) L UQ(t)
v | [1 0|0 0]
[yQ(t)}_[oo1o <@
) (48)
From (9) and (10), the control scheme is:
.Zg(t)
ui(t) _ 0 1/0 0 1 00 O x3(t)
E[W(t)}_ [0001}&”[0010} 24(t)
z5(t)
.Z‘Q(t) —01,;, ~—O13, T 1 +1 0 0
d x3(t) B 0 —(B1—1) 0 0
dt .734(t) N 0 0 —092,, —09,, T ls+1 C( ) (49)
z5(1) 0 0 0 —(B2—-1)
*(h + 1) *ll 0 0 [ J?Q(t) 110
Br-1) ~B| 0 0 || =) 0]0 { ri(t) }
+ +
0 0 *(12 + 1) 712 [E4(t) 01 TQ(t)
0 0 | (B2—1) —B2 | L as(t) 00
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We chose the control law parameters: o1,, = 25, 01,, = 8, 02,, = 25 and 09,, = 8, then the
system dynamics for each output is given by the follows Hurwitz characteristic polynomials:

p1(A) = A2+ 8N +25; pa(\) = A%+ 8\ +25
From Theorem 1 and Lemma 1 we obtain the parameters §;, ¢; and ¢ for i = {1,2}:

B1 =25 [B2=25
0 =20, fy =20
=012, &—0.04

In order to satisfy H7, r1,ry € L° NC*, the reference r is chosen as follows:

10 [*

n® =375
. 0

1
o(o)do, ra(t) = 57"1(75), t € [0, 100]
where: 1 ¢(t) = eflf<1t'>2, with ¢/ = (12/75)t — 1. In Figures 1 and 2, we show MATLAB®

numerical simulations for the time varying system (48), controlled by (49). The matching

model error is computed as follows:

[9(8) = g (8)] = \y(t) —Co [ exp (At = o)) Burlo)d(o)]

where:
o 1] 0 0 010
25 —8| 0 0 1/0 1 0lo o
A, = , B = . O = ‘
" 0 0] 0 1 " 00 " 0010}
0 0 ]-25 -8 011

The numerical simulations were performed with the solver setting DDE23 (see [16]):

7. CONCLUSION

In this paper, we extended the results obtained in [15] and [14] to the case of linear time
varying MIMO retarded system. An important key for achieving the goal of the control
scheme is the eigenvalues property of the matrix B*(t) (see Lemma 1, Theorem 1 and
Theorem 2). Indeed, we are now dealing with bounds on its positive eigenvalues (see [11]),
instead of the bounds on the function b(t) as was the case of the SISO systems [15]. This
fact has enabled us to use the same approach developed in [14]. In this contribution we have
also followed the ideas of [3] to study stability when the retarded component in the state is
considered.

9 The function ¢ is taken from Definition 2.4.5 in [13].
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Figure 1. Control laws : (a) u1(¢), (b) u2(t), model matching controller signals (¢) z1(t), (d) z2(t),
(e) z3(t) and (e)z5(t).

The control scheme is composed by the singularly perturbed control law (9) and the model
matching controller (10). The aim of the model matching controller is to assign the closed
loop dynamics, and to assign a rate of exponential convergence. The aim of the singularly
perturbed control law is to bring the system into a singularly perturbed model, and to get a
desired dynamics by an order ¢.

Parameters § and ¢; enable us to compute a bound ¢* for a sufficiently small € such that
the uniform asymptotic stability of the singularly perturbed delay model is guaranteed. The
stability criterion is delay dependent. The knowledge of the time varying parameters is not
required, only some bounds, as in [14], for the control matching problem.

Following the ideas in [4], [7] and [18], we have analyzed the stability of a singularly
perturbed delayed system, with unknown parameters and a matching problem solution is
achieved by following a formal procedure for neglecting the small parameter € in the closed

loop system.

A. PROOFS

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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Figure 2. Output signals : (a) y1(t) and (b) y2(t), reference signals (c) r1(¢) and (d) r2(¢), matching
model error signals (e) e1(t) and (f) ea(t).

A.1. Proof of Fact 1

From (15):

Aps(e,t) = —eX(t) — B*(t)

if € = 0, we have:
Ao (0,t) = —B*(t)

taking into account H3, we get:
| A22(0,1) [l2=[| B*(t) [l2< Vmmco = ¢

for all t € RT.

2. From (15), we have:

d d
— Ao (0,t =|| —=B*(t
|3 40,0 1= S 31 )
Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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3. Taking into account H3, we get:!

d
|| aAgQ(O,f) ||2§ \/ﬁmc’ =cC

Let us find bounds for B*(t). For this, given a positive real number §, let us
introduce the following consistent norm [19]: || Z ||=|| D7'U¥ZUD ||s, where: U is
an unitary transformation matrix such that** U” B*(t)U is upper triangular, D =
diag{1, n, n?, ..., n™ 1}, with:

0

e and n<1 (A1)

n <
(
Then (see Theorem 3.8 of Chapter 6 of [19], and recall H2 and H3):
| B*(@t) |=|| DT'UHB*()UD |l p(B*(1)) +06 = by + 6 (A2)

Let us now compute the bounds for the real part of the eigenvalues of Ags(e,t) =
—eX(t) — B*(t). For this, let us compute the matrix measure of Asg(e,t), p (Aaz(e,t)), using

the consistent norm above defined and using the Theorem 5 of Section IL.8 of [2]:
e Conditions (h) and (e) of the Theorem imply that:

ReXi (—Az(e,t)) < p(eX () + B*(1))
S p(eX(t) + (B (1))

e Conditions (¢) and (b) of the Theorem imply that:

p(eX(t) +p(B*(1) < el X@) + B @)
<e|| X (@) + (b2 +6)

e Conditions (h) and (e) of the Theorem imply that:

ReAi (—Asz(e, 1)) = —p (- X (t) — B*(1))
> —p (=X (1)) — p(=B*(1))

e Conditions (c) and (b) of the Theorem imply that:

—p(=eX (1)) — p(=B*(t)) = —e[| X(1)]]

—pu(=B*(t))
Therefore:
—pu(=B*(1)) — el X (@Ol < Reki (—Az(e,1)) (A3)
< el X(t)]| + (b2 +9)
I' The factor /m comes from the relation between norms | - ||z and | - |1 (see for example[19]).
“*UH means the transpose conjugate matrix of U
Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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Let us finally prove (15). For this let us notice that, since for any 6 € (0, 1/by) C R, we
have (see H2):
0<1—0by <\N{I—0B*(t)} <1—0b (A4)

for all t € R.
We then get from Definition 1 of Section I1.8 of [2], (A4), (A1) and H3 (see also proof of
Theorem 3.8 of Chapter 6 of [19]):

u(=B*(t)) = gi{g(III —0B*(1)[| - 1) /0
— (}i{% (|ID~*UH(I—6B*(t))UD| — 1) /0
< gig}) (max{|A{L - 0B*()}]} (A5)

+(97(m il) max{|b;; (t)|z7} 771)/0
:gi\x%(l—e(leré)—1)/0:—(b1+5)

Therefore from (A3) and (A5), we obtain:

—b2 — ELOA’a —bQ — EHX(t)H S §R€)\, (AQQ(E, t))

<
< =by +el| X(0)|| £ —b1 +eLoa

where: Ly , = \/ﬁme’a, by = by +6 and by = by + 6.

O
A.2. Proof of Theorem 1
From (26) and (27), the transition matrix of the decoupled system satisfies:
R As t,s 0
b = | 0D (A6)
0 ¢f (ta S)
. A 0 .
d i, s) = 0 _ t, s A7
#669= 0 L [469 (A7)

From [17], the transition matrix ¢(¢, s) of (18), the transition matrix (A6) and M (t) defined
in (20) satisfy the relation:
(t,5) = M~} (t)(t, 5)M(s)
ds(tis) 0
0 dslt,s)

Given (30) and (31), the rest of the proof is the same of the proof of Theorem 1 in [15].

H(t,s) = M~1(t) l } M(s) Vt>s (A8)

O

Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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A.83. Proof of Lemma 1

The proof of this Lemma is a blueprint of the Lemma 1 in [15]. Indeed, we chose the same

Lyapunov function candidate:
v(t) = oqV(t,z(t)) + aaW(t, z(t), 2(t))

where a1 > 0, ag > 0,

Vo) - | " sy (t) Jadr,

t

and

Wit z(t), 2(t)) = /too lps(m8)(2(t) — Lox(t))||2dT

then, for our particular case, the time derivative of v(t) is'':

%I/(t) = av(gtﬂc(t)) +ay BW(mz)(tt)’z(t))

< — (o1 = aze M) Jln(t)]l5

—E&0

— (a2 (1 - o) — aa K1) |12(t) + Loa(t)a
Then, dv(t)/dt will be negative definite if a; and as can be chosen such that:

_ Ko M;
o — ey fri s > 0

and

o KoMy )\ _ . KiM
a2(1 Eblstg,fso) a1 > 0.

This is possible if:

Ko M. B KoM
bl—z-:[z,o,ag—aa < ?T; < K1 M, <1 - bl—EELzovaz—sa>
Then, it is sufficient that e satisfies:
e <e",
where:
e = _ Bbi _
K1 Ko Ny M+(Loato+Ka M)
O
A.4. Proof of Theorem 2
Based on [4], let us propose the following Lyapunov-Krasovskii functional:
T T fooT
V(aly(t) = o, (O E-Wagp(t) + [ ali(p)Szsp(p)dp (A9)
t—7(t)
ftSee the Lemma 1 in [15] for computation details
Copyright © 2012 John Wiley & Sons, Ltd. Int. J. Robust. Nonlinear Control (2012)
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Ql On+1,m

where § = ST =
Om,n—&-l bII

} > 0. Let us notice that (recall (32), (34) and (17)):

(EW)T = E.W and 2Q(e,t) —S >0 Ve >0 (A10)

The time derivative of (A9) along the trajectories of (32) is:

av(zT, (¢ * A%
((ftf( ) _ .Z‘Zf t) QW A*(e,t) + 8) zs5(t) + 2€$Zf(t)WA (t)zsp(t —7(t)) (A11)
—y(O)agy(t — 7(t))Swss(t — 7(t))
where y(t) = (1 — dgg)). Taking into account (35), we obtain:
AVE@®) 7 S _ T A _
0 =l (0) (5 2000, 0) (1) + 2T OWA Bt = 70) 1y
—y(t)a gy (t = 7(t))Szsp(t — (1))
The above equation can be written as:
dV(zL.(t
w = 2T (H)(e, )T f (1) (A13)

where z,7(t) = [27,(t) 27,(t —(¢))]" and:

Opronra WA*()

@(6 t): QQ(avt)*S Ont2, nt2 e
’ WA*(t) On+2,n+2

Ont2, nt2 v(t)S

When ¢ — 0, we get:

B(0,) = [ 2Q(0,t) =S Ony2,nt2 }

On+t2,n+2 ’y(t)S

Then H5 implies that: v(t) = (1 — dfi(tt)) > 0, now from (A10) and using Schur complements,

we conclude that ¢(0,¢) > 0. Then there exists a sufficiently small positive constant £*, such
T
that 2Ver @)

to Lyapunov stability theory (see [10]).

<0 for all 0 <& <e&*. Then system (32) is asymptotically stable according

O

A.5. Proof of Theorem 3

In Theorem 1 we have proved that: ||¢(t, s)|| < Ke #(=%)/¢. Then, the contribution of the
input term eL(t)Bqr(t) is of order O(e). Thus, the rest of the proof is a blueprint of the
proof of Theorem 6.1 in [11]. O
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Singularly Perturbed Control Law
for Linear Time Invariant Delay SISO Systems

S. Puga, M. Bonilla, S. Mondié and M. Malabre.

January 10, 2013

Abstract

This paper considers the problem of stabilizing a single input-single output linear
time invariant delay system, where the parameters of the system are unknown. Using
norm bounds of the unknown parameters, a low order controller and reference model
are proposed. The closed loop system is a linear singularly perturbed retarded system
with uniform asymptotic stability behavior. We calculate bounds £ € (0,*) as in the
book of Kokotovié¢, Khalil and O’Reilly, such that the uniform asymptotic stability of the
linear singularly perturbed delay system is guaranteed. We show how to design a control
law such that the system dynamics is assigned by a Hurwitz polynomial with constant

coefficients.

keywords:  Linear delay systems, Singular perturbations, Uniform asymptotic stability.



Implicit Control Law for LTI SISO Delay Systems 2
Notation

XZ € R* stands for the vector which the i-th entry is equal to 1 and the other ones are equal to
0. Iy € R¥** gtands for the identity matrix of size k. T, {v’} stands for the upper triangular
Toeplitz matrix, which first row is v7. T,{v} stands for the lower triangular Toeplitz matrix,
which first column is v. 0, , € R¥*¥ stands for the zero matrix. And 0, € R” stands for the
zero vector. BDM{Hy, Hs,...,H,} denotes a block diagonal matrix whose diagonal blocks

are {Hy, Ho,...,Hy,}. Given a vector function f(-) € R™, ||f(-)|| = ||f(-)||2 and for a function
matrix A(-) € R™*" |JA()|| = [JA(")||2, see [3]. A vector function f(e,t) € R™ is said to be
O(e) over an interval [t1, 2] if there exist positive constants K and €* such that ||f(e,t)|| <

Ke, Vee€[0,e*], Vi€ [t1,ts], see [10].

1 Introduction

The study of time delay systems has big relevance in engineering (see [8]), because delays
appear commonly in various engineering systems, such as chemical plants, long transmission
lines, hydraulic systems and computer based control systems. In addition, actuators, sensors
and field networks that are involved in feedback loops often introduce delays.

Singularly perturbed systems or two time scale systems (see [12]), are commonly encoun-
tered in engineering, because of the presence of small parasitic parameters multiplying the time
derivatives of some of the systems states, these appear in systems like: power systems where
the singular perturbation parameters can represent machine reactance or transients in volt-
age regulators, in industrial control systems they may represent the time constants of drivers

actuators. In [16] is proposed a singular implicit control scheme for linear time varying SISO
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systems, where the knowledge of the time varying parameters is not required, but only some
bounds. The control scheme is composed by a singularly perturbed control law and a matching
controller (model matching controller). The control law approximately matches a given linear
time-invariant linear state space representation, guaranteeing internal stability.

In the case of singularly perturbed delay systems there are works as: [6], where the author
gives results in the topic of singularly perturbed linear controlled systems with small delays in
the state and control variables, the overview covers: asymptotic decomposition of the system,
stabilizability, detectability, stabilization, controllability observability and linear-quadratic op-
timal control problem. In [20], conditions for stability of the multivariable singularly perturbed
systems in terms of properties of the slow and the fast subsystems in frequency domain are
given. In [4], the effect of a small delay in the feedback loop of a singularly perturbed systems
is studied, sufficient and necessary conditions for preserving stability are given in terms of an
LMI criterion for stability of singularly perturbed differential systems. In [5] is solved the state
feedback sampled data H..-control problem by applying the input delay approach to sampled
data control and by developing the input output approach to singularly perturbed time de-
lay systems. In [7], the authors study the H, state feedback control problem for singularly
perturbed linear systems with a small state delay and give conditions for the existence of a
solution of the original H., problem, independent of the singular perturbation parameter.

In this paper, we propose a control law for SISO time invariant retarded systems [2],

described by the following functional differential equation:
d¢/dt = AC(t) + AC(t — 7) + Bu,

based on the singular perturbations approach [12], where the knowledge of the parameters is not

required, but only some bounds. The aim of this control law is to approximately match a given
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time-invariant linear state space, whose dynamics is represented by the ordinary differential
equation:

dZL"L/dt = A*l"m + B*T'.

The control scheme guarantees the behavior and the asymptotic stability. The paper is orga-
nized as follows. The problem is first stated in Section 2. Next, in Section 3 we propose a
singularly perturbed linear control law, which aim is to lead the closed loop system into the
singularly perturbed system model introduced in [12]. Following [12], in Section 4.1 the closed
loop system is separated in two time scale subsystems, namely a slow subsystem and a fast
one. In Section 4.2 we study the uniform stability of the fast and slow subsystems without
considering the delay. In Section 4.3 we study the asymptotic stability considering the delay
effects. In Section 5 we get the desired state asymptotic approximation. Finally, in Section 6
we give an academic example for illustrating the developed technique. All the proofs are sent

to the Appendix.

2 System Definition and Representation Form

Let us consider a linear time invariant delay system, see [2], with dynamics represented by the

following functional differential equation:

(2.1) dy()/dt" + Y an—iad" T y(t) /At + Y " ad™ Tyt — 1) /At = bu(t)

i=1 i=1
y € R is the output variable, u € R is the input, at time ¢ € J = [0,00) and 7 > 0. The

coefficients, a;, a; and b, are such that:

H1 q; are unknown real parameters , for all i = 1,--- , n, satisfying: ||a;|| < Lo.
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H2 G are unknown real parameters, for all k = 1,--- , n, satisfying: ||ax| < Li.

H3 b is an unknown positive parameter, satisfying: 0 < by < b < b,.

H4 7 is an unknown positive real number.

This delay functional differential equation can be recast into the form of a linear state

equation with input u(¢) and output y(¢). It is convenient to define the state variables as

T T
follows(see[Q]):Q:{Cl G Cn} :[y oW dmy}.

dt den—1

We then get the linear state retarded model:

4L(t) = AC(t) + AC(t — 7) + Bu(t); y(t) = C¢(t),

(22) A= [Tu{@2 e +7;;L)(an)T] , A= [ﬁn)(aﬂ)T] , B=x(,b C= ()"

(n

ap = [7a1"' 7an]T§an = [7611'“ 7&n]T

for t > 0 and the initial state condition is:

C(t) = g(t), t€[-7,0), C(t)=Co=[y(0) dy(0)/dt -+ A" 'y(0)/at" )", £ =o0.

3 Singularly Perturbed Control Law

For the state space representation (2.2), we propose the following control law, composed by a

singularly perturbed controller and a reference model:

Singularly perturbed controller

(3.3) eu=—(x""C¢H) + ()"



62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

Implicit Control Law for LTI SISO Delay Systems 6

Reference model

(3.4)
& @)"+ (1 +0um" —(1+0) —¢ ) 1
= Ct)+ +x,r
T ~(B=1))T B-1 =8| | zns
where: 3, £ and ¢ are positive parameters and @, = [—a; - - - — @y,]T, where @y, ..., @, are the

coefficients of the Hurwitz polynomial p(\) = A" 4+ @, A"~ + - - + @y + a;, which are chosen

such that:

(3.5) B8 > max{—Re(\) | p(A) =0} and £ +1>a,, — Lo — L

We assume that the signal reference r satisfies:

H5 r € L>* NC*>. We ask for C*°, because the control scheme is indeed an approximation of

a proportional and derivative feedback.

The aim of the reference model is: (i) to assign the closed loop dynamics at a time
invariant linear system with Hurwitz characteristic polynomial p(\), and (%) to assign a
rate of exponential convergence to the desired dynamics. The aim of the singularly perturbed
controller is: (i) to change the basis representation system for obtaining a singularly perturbed
retarded linear model, and (i) to close the desired dynamics by an e order. Indeed, we show
that the parameters, 8 and ¢, enable us to compute a sufficiently small £ such that the uniform
asymptotic stability of the singularly perturbed retarded model is guaranteed.

In order to obtain the closed loop singularly perturbed retarded linear model, let us combine

(2.2), (3.3) and (3.4) and let us choose x;(t) = (;(¢), for i € {1,2,--- ,n—1}, and 2(t) = (),
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namely:

dl‘/dt(t) = Alll’(t) + Algz(t) + Bl’l“(t)
(3.6)

sdz/dt(t) = A21 (€)$(t) + AQQ(&)Z(t) + AQg(E)ZII(t - T) + A24(€)Z(t - 7')

where the matrices A;; € RTDx(+) - 41, ¢ ROHDX1 B ¢ RN Ay (g) € RIX( D)

Aga(e) € RM1 Ags(e) € RV and Ayy(e) € RY™*! are as follows:

(3.7)
RACTIS; ‘ On-1) Q-1 X
Ap = (@—1)" (40 - | An=| _a,+0+0 | Bi=
O0p-p)™ | (B-1) -8 -1
(3.8) An(€) = { e(am-1)" ‘ b 0 } , Agg(e) = —ean — b,

A6 = | i)™ |0 0 | Ausle) = et

Let us rewrite (3.6) as follows:

di]}’/dt = A115L’+A122+B17‘
(3.9)
Edz/dt = Agl (E).’E + AQQ(E)Z + Dgl(E)i‘T + DQQ(E)Z—
where
An = Ayy; A12 = Ao, A21(€) = A21(€) + A23(€)7
(3.10) Aoz () = Asa(e) + Asa(e), Dai(e) = Aaz(e);  Daz(e) = Asale),

Tr=ax(t—7)—x(), Z =20t —1)— 2(t)
Note that H3 implies:
Ag5(0) is an invertible matrix
(3.11) [[A22(0)[|2 < b

*bz S %6 )\(A22(0)) S *bl

Q(nfl)
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4 Asymptotic Stability

In this Section, we study the asymptotic stability of the homogeneous functional differential
equation (3.9). As in [18], we first consider the system without delay, namely with: Da;(e) =0

and Dy (e) = 0, and we then apply the approach of [12]:

e In (4.1) we apply the state transformation, whose aim is to separate the fast and the

slow subsystems.

e In (4.2) we show that both subsystems have a Hurwitz dynamics and we give bounds for

€ as in [12].

Finally in Section 4.3, we study the asymptotic stability of the delayed system, following the
ideas given in [4] and [13]. For this case, we use the same state transformation, given for
the delay free case, and we then give bounds for ¢, whose guarantee the uniform asymptotic

stability of the delayed system (3.9).

4.1 State Transformation

Let us first study the homogeneous equation of (3.9) for the case we consider Dy (g) = 0 and

Day(g) =0, then:

dl‘/dt = A11$+A122
(4.12)

€dz/dt = A21(€)ZII + AQQ(E)Z
Following [12] and [18], let us transform (4.12) into slow and fast subsystems. For obtaining

the state transformation, we need to define matrices L € R+ and H € RtDX1 where

(4.13) L=L(e) and H = H(e)
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The following change of variables:

S} (In41 —eHL) —eH x x

n L 1 z z

6(%7 = [Azl(éf) + EL{AH — A12L} — AQQ(S)L} C] + [ELAH + AQQ(E)} n
% = [Am — EHLAlg — HAQQ(g) + EAHH — EAlgLH} n—+ [Au — AlgL] ©
Given the properties (3.11), it follows from Lemma 4.1 of Chapter 2 in [12], that there exists

a sufficiently small ¢ such that:

(415) 0= AQQ(E)L — /121(6) — EL[/Ill — AlgL}
(416) 0= HAQQ(&) — AIZ + 6HLA12 — & (All — AlgL) H
hence:

(4.17) de/dt = [A;; — AppL] ©

(418) Ed??/dt = [AZQ(E) + €LA12] n

from (4.13), (4.15) and (4.16), we get:

L:L0+O(€), H = H0+O(€)
(4.19)

Lo = A3 (0)A21(0) = Lo, Ho = A2 (0) = Hy

In this way, we obtain the slow subsystem:

dxg
dt

(420) = [All — Alegzl (0)1‘121(0)] Ts = [All — Algio] Tg
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and the time frozen fast subsystem

(421) €d2f/dt = [A_ZQ(E) + EA;zl(O)Agl(O)Am] Zf = [/_122(6) + EIJ()AlQ:I Zf
defining:
(4.22) Ag = Ay — A12457(0) A1 (0) = Ayy — Az Lo

Let us notice that the matrix

n—1
Tu{(XQ 1))T} XEn—l; Q(nfl)

(n—

(4.23) Ag =

)T —an, —/

(a(n—l)
(On—1))" 0 B

is Hurwitz, which implies that there exist o > 0 and K > 0, such that:
(4.24) llexp (Aof) || < Ke o9
Let ¢¢(t,tp) be the transition matrix of the fast subsystem (4.21). Then:
(4.25)  ¢y(t,to) = exp <§[(/_122 (e) +eLoAs)(t — to)) = e~ (Pre(rhantan—an)(i=to) ¢

for ¢ € [to, 00).

4.2 Conditions for Uniform Asymptotic Stability

In this Section, we show that uniform asymptotic stability of (4.12) is guaranteed by the

properties of the transition matrices of (4.20) and (4.21).

THEOREM (4.1). (UNIFORM ASYMPTOTIC STABILITY WITHOUT DELAY). Given the prop-
erties (4.24), € +1 > a, — Lo — L1 and B > 0, then there exists an €* > 0 such that for

all € € (0,e*) the system (4.12) is uniformly asymptotically stable. Moreover, the transition
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matriz of (4.12), ¢(t,s), satisfies ||6(t,s)|| < Ke= =) for all t > s > to, for some K > 0

and o > 0 which are independent of €.

This Theorem relates the behavior of (4.12) to the behaviors of the slow and the fast
subsystems. This result holds asymptotically as € tends to 0. From a computational point of
view, it is important to have an idea of the order of the upper bound £*. This is done in the

next Lemmas:

LEMMA (4.2). (UPPER BOUND €*). Given the conditions of Theorem 4.1, and || A2z < My,

|LoAiallz < My and ||LoAgle < Ms, the singularly perturbed system (4.12) is uniformly

*

asymptotically stable for all € € (0,e7), where:

5* _ /Bbl
Y BMy + KM, Ms

My =1+ (=a1+ 1 +0)2+ (1 —B)2, My=|a,— 1|, M3 =

4.3 Asymptotic Stability for the Delayed System

In this section, following [18] and [11], we study the stability of system (3.9). For this, we first
apply to (3.9) the state transformation (4.14), with the first approximation (4.19); we then
show that the matrices, Ay and A, satisfy a Lyapunov equation. And finally in Theorem
(4.3), we state the main stability result for the closed loop system.

From (4.14), we have the next equalities:

0 = (I’rH—l - 6]?0E(]){13 - 8H()Z

n :on—i—z
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and
x =0O+4¢eHyy
z =-Lo®+ (1 —eLoHy)n

From these relations, we obtain:

e = (In+1 — EH()Z/())% — Ho(EdZ)

(4.26) “ “
el =eLodr +ed
and
o Z; =O;+ceHi,
Zr =—Lo©O;+ (1 —cLoHy)7,
where:

Thus we have:

dz/dt(t) = Ao© + (Arz +eAgHy)n
(4.28)

edz/dt(t) = Ason+ (D21 — DQQEO)(:)T =+ [D22 + 5(D21 - D22EO)HO} Nz

By using (4.28), system (4.26) can be written as:

(4.29) @

dt

99 = 400 + D110, + Diaijy +[T110 + T12n + Tiany | + 2157

L = Ason+ D210, + Daoijy + € 210 + Taon + Tauny ] + €2Tasn

12
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where:
0, =0@t-1)
nr o =n(t—71)
Dy = —HoDay + HoDsyLo; D1y = —HoDay;
[y = —HoLoAy;
(430) Ty = AgHy — HoLoA 4+ HoDay Ho — HoDoy Lo Ho;
Iy = —HoDyHy+ HoDyLoHo; Ti5 = —HoLoAo;
Dy1 = Dgy — DayLo; Doy = Day;
Ty = LoAy;
Tgo = LoA1z — Doy Ho + Dy Lo Ho;

I'os = Dy — DogLy; Tas = LoAoHo;

For system (4.29), we give the following result:

THEOREM (4.3). (UNIFORM ASYMPTOTIC STABILITY WITH DELAY). If matrices Ay and
Agy from the system ({.29) satisfy (C4) and (C5), respectively, then the system (4.29) will be
asymptotically stable for 0 < e < &%, where €* is a sufficiently small positive constant, which

can be computed as follows:

1 ifas #0: e* = <—a1 + 7m‘m”}>

2as
2. ifas =0 and a; #0: e* = —ap/a;.

where: ag = —Amin(Ho) and a; = [Ummg(Hi)}l/2 fori=1,2. In the case when a; = as = 0,

the asymptotic stability will be independent of €.

Theorem 4.3 is a sufficient condition for system (3.6) to be stable for 0 < 7 < co. In this

case, it is a delay independent criterion. We notice that, this result is also true for system,
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146 (3.6) and (39), when Bl = 0.

« B State Approximation

us In this Section, we obtain asymptotic approximations for the states of (3.6), in order to show
1 that the non-homogeneous system preserves the asymptotic stability as in Theorem 4.3, for
150 sufficiently small €.

151 For this, let us first consider the singularly perturbed retarded linear model (3.6), with the

2 initial state conditions: x(tg) = x and z(tp) = 2. Applying the change of variable defined by

-

s (4.14), (4.15) and (4.16), we get:

d0/dt = [A11 — Ao L—eH(LAy, + Ay (¢) — LA L — Agy(2))] ©
+[A1o+e(A11H — AjoL — HLA 5 — HAs)
(5.31) +e2(HAg(e)LH + HLA o LH — H Ay (e)H — HLA H)| 1
—cHA23(e) (O, +eHn,) —eHA2y(e)(—LO, + (1 —eLH))
+[I —eHL]|Byr
edn/dt = [Az1(e) — Aga(e)L + LAy — e?LA1,L] ©
(5.32) + [Aaa(e) + e(LA12 + As1(e)H + Asa(e)LH)
+e2(LA11H — LAy, LH)| n+ Azs(e)(e)(Or + eHny)

+A24(e)(—LO, + (1 —eLH)) +eLByr

155 where the initial conditions are:

(5.33) O(to) = [I, — eHL] o — eH ),
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Let us next find the non-homogeneous solutions of (5.31)-(5.34), when transformed back using
the inverse of (4.14), yielding the exact solution of (3.6). Asymptotic approximations to the
solution of (3.6) with! O(g) error can be obtained when L = Lo, H = Hy and retaining O(e)
approximations of the right hand side coefficients of (5.31)-(5.34). This process for the slow

subsystem yields:

(535) dxs/dt = Aol's + A12Zf + Bir

For the fast subsystem, we change the time scale as, p = (¢t — t9)/e with this change,

the derivative for the fast subsystem is &z;(p) = dipz/:(p)c%p = édipzjc(p). This reduces
the approximation problem to a problem with regular perturbation on the right hand side

coefficients. Following the process as in (5.35), the equation for the fast subsystem is:

(5.36) &zp(p) = Ax(0)z5(p)
and the initial conditions are:

zs(to) = @o
(5.37)
27(0) = Ay (0)A21(0)z + 20
where
Ay = A — AL

In this way, we have obtained the following particularization of Theorem 6.1 in [12] for our

case study:

1 Kokotovi¢ et al. [12] consider in general O(eN) errors.
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THEOREM (5.1). (CLOSED LOOP BEHAVIOR). Given the matriz Ass(g), satisfying the prop-
erties (3.11). There then exists an €* > 0 such that for all e € (0,e*) the following expressions

hold uniformly for t € [to,tf]:

(5.38) z(t) = z5(t) + O(e)

t—1
(5.39) 2(t) = — Ay (0) Aoy (0)4(t) + 25 < E 0> + O(e)
where x5 and zy are solutions of (5.35) and (5.36), with the initial conditions (5.37).

The results of this contribution are illustrated with the following numerical example.

6 Illustrative Example

Let us consider the following system:

(6.40)  d?y(t)/de* + »22:1a27i+1d(27i)y(t)/dt(27i) * Zzldhiﬂd@ii)y(t —7) /At = bu(t)
i= i=

with parameters:

(6.41) a1 =—-4, as =5, 41 =7, a0 =-3,b=6, 71=7

The state representation is:

Ct—71)+ U

2l
I
I
s
by
-
=
_|_

(6.42) -
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The control u(t), iobtained from (3.3) and (3.4) is:

L2
(6.43) Eu:[o 71]C+[1 0]

z3

and the reference model is:
T2 —a; —ag+(144) -1+ —¢ T2 1
(6.44) 4 = ¢+ + r
I3 O —(,8 — 1) (ﬁ — 1) —5 I3 0

where the parameters a; and as are the coefficients of the Hurwitz polynomial:
p(A) =N +2X+1
The parameters 3, £ and €* are computed from Theorem 4.1, Lemma 4.2 and Theorem 4.3:
8=09 (=12, &*=0.18 and € =0.06
In order to satisfy H3, » € L> N C°, the reference r is chosen as:
10 [

r(t) = 575 /. p(o)do, te]0,100]

where:2 o(t) = € T=77, with ¢ = (12/75)t — 1.
In Figure 1, we show MATLAB® numerical simulations, performed with the solver setting
dde23 [17], for the linear retarded system (6.42) and (6.41), controlled by (6.43) and (6.44),

with a unit step reference. The matching model error is computed as follows:

ly(t) =y (1) = ’y(t) —5/0 exp (Ao(t — o)) Br(o)d(o)] -

where:

-1 -2 1

2 The function ¢ is taken from Definition 2.4.5 in [15].



188

189

190

191

192

193

194

195

196

197

198

199

200

201

202

203

204

205

206

207

208

209

Implicit Control Law for LTI SISO Delay Systems 18

7 Conclusion

In this paper, we have proposed a singularly control law for linear delay SISO systems. The
control scheme is composed by the singularly perturbed controller (3.3) and the reference model
(3.4).

The aim of the reference model is to assign the closed loop dynamics, and to assign a rate of
exponential convergence. The aim of the singularly perturbed controller is to bring the system
into a singularly perturbed delay model, and to close the desired dynamics by an € order.

Parameters 5 and ¢ enable us to compute a bound ¢* for a sufficiently small € such that
the uniform asymptotic stability of the singularly perturbed delay model is guaranteed. The
stability criterion is delay independent.

The knowledge of the parameters is not required, but only some bounds, as in [16], for the
control matching problem.

In this paper, we have analyzed the stability of a singularly perturbed delayed system, with
unknown parameters. As in [4, 7, 18], a matching problem solution is achieved by following a
formal procedure for neglecting the perturbation parameter € in the closed loop system.

Note that we are not requiring neither the knowledge of the system’s parameters, nor the
assumptions of Hurwitz stability on the resulting slow and fast systems, as done in [4, 7,
18, 13, 14]. In our procedure, the control scheme is the one which guarantees such Hurwitz
requirements. Also, as in [18], we give a computational procedure for the bound &*.

In this paper we have considered the delay-independent stability case; for the time being.

We are working in extending this result to the delay-dependent case.

APPENDIX
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A Proof of Theorem 4.1

From (4.20) and (4.21), the transition matrix of the transformed system satisfies:

~ ¢s(ta 3) On, 1
(A1) dts) = A
Ol,n ¢f(t7 S)
n s An — Alzl_/o On, 1 ~
(A2) ohs) 3(t.s)

01, n éAm(E) + %Eogm
The transition matrix ¢(¢,s) of (4.12), the transition matrix (A1) and M defined in (4.14)
satisfy the relation:

B(t,s) = M~ Lp(t,s)M

Qbs(ta 5) On, m
(A3) p(t,s) =M1 M Vt>s
Om, n ¢f (ta 3)
Because the transition matrix 4135 (t,s) satisfies %q@s(t, s) = [Ay — fllgl_)]d;s(t, s) and the tran-
sition matrix ¢A>f(t, s) satisfies E%ng(t,s) = [Aga(e,t) + 6EA12(t)]q5f(t,s), from the property

(4.24), we get: ||ds(t,s)|| < Kie~ Pt and using that £ +1 > a, — Ly — Ly, we have

s (t, s)|| < e (rte(EtDtantan=a.))(t=5)/c Thus, for sufficiently small e, we get from (A3):

bs(t,s)  Opm

Om,n ng(tvs)

(e 5)ll = || 1M1 < Ky max [16 (8, 5)], 195t )1 ]

which implies:

lo(t, s)]| < Ke (=)

with K = K3K; and o = min{8,b1 + { + 1 + a,, + 4, — Gn}- O
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B Proof of Lemma 4.2

Let us consider the Lyapunov function candidate, v(t) = a1V (¢, z(t)) + aaW (¢, z(t), 2(t)), as

a Lyapunov candidate function, where oy > 0, as > 0, with

V(ta) = [ ou(r0e(0)adr

t

and
W (t, z(t), 2(t)) = /too l[f5 (7 t)(2(t) — Lox(t))||2dT.

Let us compute dv(t)/0t:

d . aV(La(t) | OW(ta(t),2(1)
=g T ot
W) = [6(r, )2 (O] [ (7, ) (B)]dr — || (1)

= [~ WQ[%(T )z (2 ¢s(r,t)x(t) + ¢s(m,t) Z2(t)) dr — ||2(t) ||
2 L Che L (7,6) vz [Lox(t) + 2(t)] dr — |lz(2)]
< 2 s (m )1 Aol [Lom(t) + 2(8)] [ld7 — [[(2)]

< [7ZKMePU=0dr || Lox(t) + 2(t)|| — =)l

IA

M || Lox(t) + 2(1)|| = ll=(2)l]
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W22 = [ 0|6, (7, t) (2(t) + Lox(t)) [|ldT — ||2(t) + Lox(t)]

= [ |[|¢Zf((1tt))((z:(ti;r+?;i:i;])” [Z¢7(r,t) (2(t) + Loz (t)) + ¢(7,t) 2 (2(t) + Lox(t))] dr

—ll2(t) + Loz (t)]|

e [¢7(r.t) (2(0)+Loz())]"
“Jt ler(mt)(2(0)+Loz(®)) ]|

[(ﬁf(T, t) (—%A22(8)Z(t) - %A22(€)Low(t))} dr

e e 0G0 O 1o r0) (820) + Lo ()] dr — 129 + Loz 0]

- [ [65 () (2()+Loa(®))]
Tt ler () (2(0)+ Loz (®)) ||

T

{¢f T, t [L()Ao} I(t) =+ LOA12 [ (t) =+ on(t)] } dr
=ll2(t) + Loz (1)l
< SN (O Lo Aol Hlz ()l + [ LoArz | [| Loz(2) + 2(8)[| } d — [|2(t) + Loa(t)]]

<eallot)] - (1-e32) |l2() + Loa(t)]
which implies:

Bult) a1 SV (t,z(t) + ax W (t, (1), 2(t))

(al—a2€ )”I()”
— (0o (1-e) = 25 ) |12(t) + Loa (1)

E v(t) will be negative definite if a; and a can be chosen such that: a; — OézEMg/bl >0

IN

Then,

and a9 (1 — EMQ/bl) — a1 MK /B > 0, which is possible if:

eM3/by < ay/ag < B(by — eMy) /(M1 Kby)
Then, it is sufficient that e satisfies:

e < (B/(MiK))/(Ms/by + M2/ (MK B)),

namely: ¢ € (0,¢}), where: e = by /(K M; Mz + 3M>). O
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C Proof of Theorem 4.3

Since the matrix Ay is Hurwitz (see (4.23)), then there exist matrices P = PT > 0 and

Q. = QT > 0, such that:
(C4) ATP+ PAy = —2Q,

From (3.10) and (3.8), there exist a sufficiently small e, such that A, is a Hurwitz matrix,

and then there exist matrices, S = ST > 0 and Q; = Q? > 0, such that:
(05) AgQS + SAQQ = —QQf

Let us define the following Lyapunov functional:

V(0,n) =0T PO +en’ Sy + / (07 (R)Q:O(h) +n" (R)Qsn(h)] dh

t—1
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The derivative of V(0, n), along solutions of (4.29), is:

DO — oT AT PO + (6T DT, PO — 67 DT, PO)
+(nI' DI, PO — 9" DI,PO) + ' TT, PO
+¢(0TTT, PO + 1T, PO + nITT, PO)
+0TPATO 4+ (67PD1,0, —©TPD110)
+ (0T PD1an; — ©TPDyan) + 20T PTyi5n
+e(0TPI110 + OT PIyon + ©7 PTyyn,)
+n" A3, + (01 D3, Sn — ©7 D, Sn)
+(nF D3,8n — n" D3,5n) + e T3;Sn
+e(O©7T3,8n + 1" T3,5m + 1 T3n)
+nT'SAz9m + (N7 SD210, — n''SD210)
+(n"SDagny — nTSDaan) + 20T STasn
+e(n"'ST210 + 17 STaan + nf STa4n;)

+®TQ39 + nTQf"] - GZQSQT - WZan'r

T
23 Defining: Y7(t) = oT) nT(t) ©T(t—7) nT(t—7) | » wecan write the above ex-

24 pression as:

dV(e,n)

(C6) 0

=Y7T(t)[Ho(e) + e(Hy(e) + eHy)] Y ()



Implicit Control Law for LTI SISO Delay Systems

where?

H()(E) =

I'fyP+ Py
ITLP + ST

0

r{,p

0 PT'i5

I'LP TLS+ ST

0 0

0 0

—-DLP - SDyy

DL p

DLP

Py +T4 S
I'%,S + ST
0

r3,s

o
o

0 0

AP+ PAy—DLHP—PD11 + Q.

ALS + SAs — DL,S — SDoo + Qf

PI'y4

ST24

—PDy, — DL S

DS

DS

24

PDis

SDsy

—Qr

Inspired in the idea of Theorem 1 of [4]: if Hy(0) is negative definite, then Hy(e) is also

negative definite, for small enough ¢ values. Thus, we have for € = 0 (recall (C4) and (C5)):

Hy(0) =

Qs 0 0
0 Q 0
0 0 Qs
0 0 0

0
0

0

Qy

»s  then Hyp(0) < 0. Finally we have for sufficiently small e:

(C7)

Ho(e) +eHy(e) + *Hy < 0.

3 Recall the ¢ dependence of (3.10) and (4.30).
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Now, from the Rayleigh inequality (see for example Theorem 5.7-[19], and also Theorem 5.10-

[19]), we get:

dv(e,n)

(C8) &

< ag+eay +e%ay <0, for Y(t) #0

where: a9 = Anin(—Ho) = —Amin(Ho) and a; = [0 ez (H;)]Y/? for i = 1,2. (c.f. [1]). We then
conclude that, for e sufficiently small, the system (4.29) is delay independent asymptotically

stable. O

D Proof of Theorem 5.1

The transition matrix of the homogeneous part of (5.32) satisfies the inequality ||@(¢, s)|| <
Ke~01(t=5)/2We sce that the homogeneous part of (5.32) can be approximated by Agz(0)n(t),
which yields n(t) = zy ((t — t0)/€) + O(e).

Comparison of (5.31),(5.33) with (5.34) and use of regular perturbations results (see [9])
yield O(t) = zs(t) + O(e).

Using the inverse of the state transformation (4.14), we obtain z(t) = O(t) + eHon(t) =
z,(t)+0(e) and 2(t) = —LoO(t) + (I — eLoHon(t)) = —A35 (0) A1 (0)z (1) + 2 (HL2) + O(e),

which completes the proof. O
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Singularly Perturbed Implicit Control Law
for Linear Time Varying Delay SISO Systems
with Unknown Parameters

S. Puga, M. Bonilla, S. Mondié and M. Malabre.

Abstract— This paper proposes a control scheme for
the problem of stabilizing single-input single-output
linear time varying retarded systems composed by a
singularly perturbed controller and a reference model.
The results presented here are a generalization of
our previous results on linear time varying SISO and
MIMO systems. The closed loop system is a linear
singularly perturbed retarded system with uniform
asymptotic stability behavior, the uniform asymptotic
stability of the singularly perturbed retarded system
is guaranteed. We show how to design a control law
such that the system dynamics for each output is given
by a Hurwitz polynomial with constant coefficients.

NOTATION

. XZ- € R* stands for the vector which the i-th entry
is equal to 1 and the other ones are equal to 0.
I, € R*** stands for the identity matrix of size
k. T,{vT} stands for the upper triangular Toeplitz
matrix, which first row is v7. Ty{v} stands for the
lower triangular Toeplitz matrix, which first column
is v. 0,,, € R¥*¥ stands for the zero matrix. And
0, € R” stands for the zero vector.

e BDM{H,,H,,...,H,} denotes a block diagonal
matrix whose diagonal blocks are {H1, Ha, ..., H,}.

o Given a vector function f(-) € R™, [|f()] = If()ll2
and for a function matrix A(-) € R™*", ||A()|| =
LAz, see [2].

o A vector function f(e,t) € R™ is said to be O(g)
over an interval [t1,¢s] if there exist positive con-
stants K and ¢* such that || f(e,t)|| < Ke, Ve €
[O,E*], Vit € [tl,tQL see [10]

I. INTRODUCTION

The study of time delay systems has big relevance
in engineering [9], because delays appear commonly in
various engineering systems, such as chemical plants,
long transmission lines, hydraulic systems and computer

S. Puga is with UPIITA-IPN. Académia de Sistemas and P. HD
Student at DCA-CINVESTAV-IPN, Av. IPN. 2580. México D.F.,
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M. Malabre, LUNAM Université, CNRS, IRCCyN UMR
CNRS 6597, 1 Rue de la Noe, F- 44321 Nantes, FRANCE.
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based control systems. In addition, actuators, sensors and
field networks that are involved in feedback loops often
introduce delays.

Singularly perturbed systems or two time scale systems
[11], are commonly encountered in engineering, because
of the presence of small parasitic parameters multiply-
ing the time derivatives of some of the systems states;
these appear in systems like: power systems where the
singular perturbation parameters can represent machine
reactance or transients in voltage regulators, in industrial
control systems they may represent the time constants
of drivers actuators. In [15] a singular implicit control
scheme for linear time varying SISO systems has been
proposed, where the knowledge of the time varying pa-
rameters is not required, but only some bounds. The
control scheme is composed by a singularly perturbed
control law and a matching controller (model matching
controller). The control law approximately matches a
given linear time-invariant state space representation,
guaranteeing internal stability.

In the case of singularly perturbed delay systems there
are works as: [7], where the author gives results in the
topic of singularly perturbed linear controlled systems
with small delays in the state and control variables, the
overview covers: asymptotic decomposition of the sys-
tem, stabilizability, detectability, stabilization, controlla-
bility observability and linear-quadratic optimal control
problem. In [18], conditions for stability of multivariable
singularly perturbed systems in terms of properties of the
slow and the fast systems in the frequency domain are
given. In [5], the effect of a small delay in the feedback
loop of a singularly perturbed systems is considered and
sufficient and necessary conditions for preserving stabil-
ity are given in terms of an LMI criterion for stability of
singularly perturbed differential systems. In [6] is solved
the state feedback sampled data H..-control problem
by applying the input delay approach to sampled data
control and by developing the input output approach
to singularly perturbed time delay systems. In [8], the
authors study the H., state feedback control problem
for singularly perturbed linear systems with a small state
delay and give conditions for the existence of a solution
of the original H., problem, independent of the singular
perturbation parameter.

In this paper, we propose a control law for SISO time
varying retarded systems [1], described by the following
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functional differential equation:

Qy(0) /At + 3 anipa (AT y () /At 4
=1

» _ (1)
i1 (A" (t = 7(1)) /At = b(t)u(t)

o

=1

based on the singular perturbations approach [11], where
the knowledge of the parameters is not required, but
only some bounds. The aim of this control law is to
approximately match a given SISO linear time invariant
system, whose dynamics is represented by the ordinary
differential equation:

dr dnfl

dtﬁ?/(ﬂ +an

D U0) + e ey (t) + any(1) = (1)

(2)
The control scheme guarantees the behavior and the
asymptotic stability. The paper is organized as follows.
The problem is first stated in Section II. Next, in Section
IIT we propose a singularly perturbed linear control law,
which aim is to lead the closed loop system into the
singularly perturbed system model introduced in [11].
Following [11] and [3], in Section IV-A the closed loop
system is separated in two time scale subsystems, namely
a slow system and a fast one. In Section IV-B we study
the uniform stability of the fast and slow subsystems
without considering the delay. In Section IV-C we study
the asymptotic stability considering the delay effects. In
Section V we get the desired state asymptotic approxima-
tion. Finally, in Section VI we give an academic example
for illustrating the developed technique. All the proofs
are given in the Appendix.

II. SYSTEM DEFINITION AND REPRESENTATION FORM

Let us consider a linear time varying delay system,
with dynamics represented by (1), were y € R is the
output variable and v € R is the control input. The
coefficients, a;(t), ax(t), b(t) and the delay 7(t) are
unknown and such that:"

H1 - ai() €€, [|ai(t)]| < Lo and || Gai(®)]| < Ly,

Vie{l,...,n}, VtERT. R
H2  a;i(1) €C%, J|ai(t)|| < Lo, and || Gai(t)|| < Lia,
Vie{l,...,n},VteR",

H3  b() €C™,0< by <b(t) <byand [|Lb(t)] <,
VteRT.

H4 7(t) €C>®,0<7(t) <7 and $7(t) <1 for all
teRT. L

H5  The positive numbers Lo o, L1,4, Lo,a; L1,a, b1,

by and 71 are known.

This delay differential equation can be recast into
the form of a linear state equation with input wu(t)
and output y(t). It is convenient to define the state

L For simplicity, in this paper we only consider functions of
class C°. But it could be considered functions of class C*, where
k is a sufficiently positive large integer such that the derivability
conditions were fulfilled. See also Corollary 2.4.12 of [14].

variables as follows (see [1]): (= &1 ¢ ... Ga ]T =
d Q- T
v & o ot

den—1 :
We then get the retarded linear state model:

AW = [T} + X @®)T] <)+
X ()] ¢t = (1) + [ x7b(®) | u(e),
y(t) ()T ] <o),
an(t) = [car(t) - = an(®)]:
an(t) = [—an(t) — an(®)]7,

®3)

for ¢ > 0 and the initial state condition is:
C(t)y=g(), te[-m,0)

¢(t) = o = [y(0) dy(0)/dt --- d"'y(0)/at" ", =0,
III. SINGULAR IMPLICIT CONTROL SCHEME
For the state space representation (3)7 we propose

the following control law, composed by a singularly
perturbed control law and a matching controller,

Singularly perturbed control law
n xn
fu= -0+ 0l | ] @
n+1

Matching controller

(] - W o

dt X
—(1+¢) —¢ Zn 1
- |: (B-1) —51 Tn41 AT
a, =|[—ar--—an)T
(®)

where: 3, £ and ¢ are positive parameters and the param-
eters ay, ..., G, are the coefficients of the desired Hurwitz
polynomial p(A) = A" + @, A" "% + - -+ + @A + @y, which
are chosen such that:

— B > max{Re(A) | p(A) =0} and £+1 > Ly o+a, (6)

We assume that the reference signal r satisfies:

H6 r € L*® NC>®. We ask for C*, because the
control scheme is indeed an approximation of
a proportional and derivative feedback.

The aim of the matching controller is: (i) to assign the
closed loop dynamics to a time invariant linear system
with Hurwitz characteristic polynomial p(\), and (i) to
assign a rate of exponential convergence to the desired
dynamics. The aim of the singularly perturbed control
law is to: (i) change the basis representation system
for obtaining a singularly perturbed retarded linear model,
and (i) approximate the desired dynamics by an € order.
Indeed, we show that the parameters, # and ¢, enable us
to compute a sufficiently small € such that the uniform
asymptotic stability of the singularly perturbed retarded
model is guaranteed.

In order to obtain the closed loop singularly perturbed
retarded model, let us combine (3), (4) and (5) and let

Preprint submitted to 52nd IEEE Conference on Decision and Control .
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us choose z;(t) = ¢(t), for ¢ € {1,2,---,n
z(t) = {,(t), namely:

dl’/dt(t) = Aux(t) + A122(t) + Bl’l’(t)
€dZ/dt(t) = /}21( ,t){l}(t) + A22(€ t) (t
+ Ao, t)x(t — 7(t)) + daz(e.t)2(t — 7(¢))
(7)
where the matrices A;; € R4 - 4, ¢ R(n+1)x1
B; € R(n+1)><1’ A21(87t) c ]R1><(n+1)7 A22(E,t) c RIXl,

— 1}, and

Azl(s,t) € R+ and dg9(e,t) € R™*! are defined as
follows:
)T
T {X(n 1) F 901 ey
A = (A1) 1 + é - ;
Q -8
(n 1)
(n P (8)
A = —an 1+€ 7n 1)]
X5

Aoy (e, t) = [ 5(a(n,1)(t))T ‘ b(t) 0 ],
14}22(5, t) = —ean(t) — b(t) (9)
Asi(g,t) = [ (a(n 1) T ‘ 0 0

dzg (S,t) = —€an(t)

Let us rewrite (7) as:

E. { i }:A(s,t) [ 2 }&-A(e,t) [ z :|+B'r

t) (1))
dt (10)
where
B — { Int1 Opgin }
01, n+1 €
_ Aqy Aqo
Ale,t) = { As(e,t)  As(e,t) }
0 0 (11)
A(E t) _ ZlJrl,TLJrl n+1,1
’ A21(€,t) d22(€,t)

By
0

IV. ASYMPTOTIC STABILITY

In this Section, we study the asymptotic stability of the
homogeneous functional differential equation (10). We
follow the singular perturbation approach, introduced
in [11] for time varying linear systems, and extended
in [3] to the delayed case. In section IV-A we apply
the state transformation, whose aim is to separate the
fast and slow subsystems. In section IV-B we study
the asymptotic stability of the homogeneous functional
differential equation (10) when there is no delay, namely
for the case A(e,t) = 0 and B = 0; as in [11], we
give bounds on ¢ for guaranteeing asymptotic stability.
Finally in section IV-C, following [5] and [12], we study
the asymptotic stability for the linear time varying delay
system.

A. State Transformation
Let us consider the homogeneous equation of (10):

_ x(t) x(t —7(t))
[=aeo| 5 [rden 6756
(12)
Following [11] and [3], let us transform (12) into slow and
fast subsystems. To this end, let us define the bounded
continuously differentiable matrices,
L(t) = Lo(t) + eRp(t) € RM*(n+1)
H(t) = Ho(t) + ERH(t) S R(n+1)><1,
and the change of variables,

(0] [ e om0 ][]

dz(t)
B[ ol
dt

(13)

n
—v [
(14)
We then get from (12), (13) and (14):
¢ = [ H(t) + A1z — eH(t)L(t) A1z
( )A22(€ t)+ cAnH(t) —eAnL(t)H(t)]n
(t) 22(e, t)n(t — 7(t)) + [A11 — A12L(2)] 0
et = [ L(t) + Az (e, t) + eL(t){ A1 — A2 L(t)}
—1422(E t)L(t)] x
n [A21(e, 1) — aoa (e, t)L(t)} a(t — (1)
+[eL(t) A1z + A2z(e,t)]

Faga (e, t)n(t —7(t))
(15)
On the other hand, since the matrices, A1; and Aga(e,t),
are Hurwitz for all + € RT, we get from Lemmas 1 and
2 of [3] that there exists a sufficiently small ¢ such that:

S L(t)=Ags (e, 1) L(t)=Az (g, )= L(t)[A11 — A1 L(1)]
Agl(f,t) — &22(5, t)L(t) =0

(16)
and
E%H(t) = A12 — EH(t)L(t)Alg — H(t)AQQ(E, t)
+eAn H(t) — A L(E)H(t) (17)
H(t)a(e,t) =0
which implies, together with (13):
L(t) = Lo(t) + O(e), H(t) = Ho(t) + O(e)
Lo(t) = A5 (0,t) A1 (0,t) = Lo, (18)
Hy(t) = A12A5,(0,t) = Hy

Finally, taking into account (16)-(18) in (15), we obtain:

d6/dt = [Ag+ O(e)] 0
edn/dt = [ag(e,t) + O(e?)] n + aga(e, )n(t — 7(t))
where:

Ag=A11 — A1aLo(t) and @ga(e, t)=Aas(e,t) +eLloArs
Thus, (12) is approximately decomposed into the s(llogvx)f
subsystem, -

dzs/dt = Apzs, (20)
and into the fast subsystem,
edzy/dt = Goa(e, t)zy + Go2(e, t)zf (t — 7(2)). (21)
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B. Uniform Asymptotic Stability Conditions

We show that uniform asymptotic stability of (20) and
(21) is guaranteed by the properties of the transition
matrices when there is no delay, namely for the case
A(e,t) = 0.

Let us first note that (recall (19), (18), (8) and (9))

(n—1)
) Tuf(, )"} | xom)) Q)
Ao = @m-1)" —a, =
(Q(nfl))T 0 _B
G (e, t) = —can(t) —b(t) +e(@, — (£ +1))

(22)
Then A is a Hurwitz matrix and (recall H1, H3 and

(6)):

— ELQQ(E,t) > by + E(—Lo’a — an + (€+ 1)) > by Vi >ty
(23)

Thus (22) and (6) imply that there exists K; > 0
such that the transition matrix, ¢s(¢,t9), of the slow

subsystem (20) satisfies:

l|6s(t, to)]| < Kie A=) v > ¢, (24)
_ With respect to the fast subsystem (21), we have for
Ale,t) =0:

€d2f/dt = d22(€,t)Zf (25)

Let ¢f(t,to) be the transition matrix of (25) (recall

(22)):

r(tito) =eo®
1 —
at) = e / (b(P) +elan(p) = Gpn + (£ + 1)))dp

From (23), the transition matrix ¢ (¢, o) satisfies:

by _
ps(t,to)ll < Koem = (700) vt > ¢, (26)

The next Theorem relates the behavior of (12) with
the behaviors of the slow and fast subsystems, for the
case A(e,t) = 0.

Theorem 1: Given (24), (26) and £+ 1 > Lo, + Gn.
Then there exists an €* > 0 such that for all € € (0,e*)
the system (12) is uniformly asymptotically stable, for
the case A(e,t) = 0. Moreover, its transition matrix
&(t, s), satisfies ||¢(t, s)|| < Ke=PU=9) for all t > s > to,
for some K > 0.

This result holds asymptotically as e tends to 0. From
a computational point of view, it is important to have
an idea of the order of the upper bound £*. This is done
in the next Lemma:

Lemma 1: Given the conditions of Theorem 1, and
|A12]l2 < M, ||LoAiz|l2 < My and ||LoAgll2 < M3, the
singularly perturbed system (12) is uniformly asymptot-
ically stable for all € € (0,e7), where:

Bby

U7 B, + KM, M

My = /14 (=an+(1+0)2+ (1-p)?
My, = ‘dn—é—].‘
M; = />, a2+

C. Asymptotic Stability for the Delayed System
Let us rewrite (20) and (21) as follows:

dzss(t A
Bt W) Aty (1) + A (g (= (1) (27)
where z57(t) = [2T(t) z;(t)]T and:
A*(e,t) = Ao _0n+1, 1
01, nt1  G22(e, 1) (28)
A1) = On+1,n41 Ong1,1
01, nt1  —an(t)

The asymptotic stability of (27) is studied following
the ideas of [5]. Indeed, there exist

Wi Ong11
W = '
[ 01, n+1 1 }
and (29)
Q1 Ong1,1
1) = o
Q1) { 01,nt1  —a22(e, 1)
where W = WlT >0 and Q1 = QlT > 0, such that:
A (e, )W + WA* (e, 1) = —2Q(e, 1) (30)

For subsystems (20) and (21), we state the main
stability result for the homogeneous closed loop system.

Theorem 2: In view that matrix A*(e,t) satisfies the
Lyapunov equation (30) and asq(e,t) satisfies the in-
equality (23), and under the hypothesis H4, there exists
a sufficiently small positive constant £*, such that (27) is
asymptotically stable for all 0 < e < ¢&*.

Theorem 2 gives a sufficient condition of stability for
system (7). This is a delay dependent criterion.

V. STATE APPROXIMATION

In this Section, we obtain asymptotic approximations
for the states of (7), in order to show that the non-
homogeneous system preserves the asymptotic stability
proved in Theorem 2 for sufficiently small .

To this end, let us first consider the singularly per-
turbed retarded linear model (7), with the initial state
conditions: z(tg) = x¢ and z(tp) = 2. Applying the
change of variable defined by (14), (16) and (17), we get:

d0/dt = (A11 7A12L(t)75H(LA11 + A21(€, t)
—L(t)A12L(t) — A22(e, 1)) 0(t)

+ (A12 +€(A11H(t) — A12L(t) — H(t)L(t)Alz
—H(t) A (e, 1)) +*(H(t) Az (e, t) L(t) H (t)
+H(t)L(t)A12L(t)H (t) — H(t)A21(g, t)H(t)
—H(t)L(t) A1 H(t))) n(t)

—eH(t)A21(e,t)(0(t — 7(t)) + eH(t)n(t — 7(t)))

—eH (t)ass (e, t)(—L()0(t — 7(t)(t)) + (1 — eL(t) H (1))
+[I —eH(t)L(t)]|Bir (31)
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edn/dt = (A21(e, t)
762L(t)A12L) G(t)
+ (A2z2(g,t) + e(L(t )A12 + A1 (g, t)H ()
+A22(6 OL()H(t)) + e(L(t) A1 H (t)

L(t) A2 L(t)H(t )))77( )
+A1(2,8) () (0(t — 7(t)) + eH()n(t — (1))
+ A2 (e)(—L(t)0(t — 7(t)) + (1 —eL(t)H(t))) + sL(t)Btr

— A22(€, t)L(t) + EL(t)All

where the initial conditions are:
0(to) = [I, — eH(t)L(t)] xo — eH (t)z0,

n(to) =

We find next the non-homogeneous solutions of sys-
tem (31)-(34), when transformed back using the inverse
of (14), yielding the exact solution of (7). Asymptotic
approximations to the solution of (7) with? O(g) error
can be obtained when L(t) = Lo(t), H(t) = Ho(t)
and retaining O(e) approximations of the right hand
side coefficients of (31)-(34). For the slow subsystem this
process yields:

L(t)IO + Z0-

dzs/dt = Apzs + Ai2zy + Bir (35)

For the fast subsystem, we change the time scale
as, 0 = (t — tg)/e, then the derivative for the fast
subsystem is $zr(0) = Lzs(0) %o = 14 2,(0). This
reduces the approximation problem to a problem with
regular perturbation on the right hand side coefficients.
Following the process as in (35), the equation for the fast
subsystem is:

dw71(0) = An(0,1)z(0) (36)
and the initial conditions are:
zs(to) = o
_ 37
S(0) = AR 0.)An (0, )zy+2 D
where - -
Ao = A —AnL(?)
In this way, we have obtained the following
particularization of Theorem 6.1 in [11] for our

case study:

Theorem 3: Given (24) and (26). There then exists
an £* > 0 such that for all ¢ € (0,e*) the following
expressions hold uniformly for ¢ € [to,t]:

z(t) = z4(t) + O(e) (38)

2(t) = — A5 (0,1) Ag1 (0, )24 (t) + 25 <t — to) +0(e)
(39)
where z; and z; are solutions of (35) and (36), with the

initial conditions (37).
The results of this contribution are illustrated with the
following numerical example.

2 Kokotovit et al. [11] consider in general O(eV) errors.

VI. ILLUSTRATIVE EXAMPLE

Let us consider the system:

2y(t)/de* + Z ag—ip1 (1)@ Dy (t) /At 4
o (40)
7(2)) /At~ = b(t)u(t)

with parameters:

5 5 i .
arft) = X #EEE, ax(t) = 3 S sin (%)

Jj= =’
. S (1t L 5, sin((2j—1)8)
ar(t) =2 3 E—sin(jt), ap(t) = Y, 2n2=D0
j=1 j=1
b(t) =7+ 1 (sin(t) +sin(2t)), 7(¢) = 2 + 2sin(5t)

The state representation is:

d 0 1
= [ —ai(t) —as(t) } <)
0 0
R R A
y =1 0 }C
(42)
The control u(t), obtained from (4) and (5), is:
eu=[0 —1]¢+][1 0][2} (43)
and the matching controller is:
da| T2 | _| @ —as+ (1+4) ¢
dt T3 0 7(5 - 1) (44)

W S]]

where the parameters a; and ao are the coefficients of
the Hurwitz polynomial:

p(A) = A2+ 8\ +25

The parameters /3, £ and €* are computed from Theorem
1, Lemma 1 and Theorem 2:

B =25 (=20, * =0.18, ¢ = 0.06

In order to satisfy H6, r € L>NC>, the signal reference
r is chosen as:

r(t) = 10 [

o7E ¢(o)do,

€ [0, 100]

where: o(t) = € =77 | with ¢ = (12/75)t — 1.

In Figures 1, 2 and 3 we show MATLAB® numerical
simulations for the linear retarded system (42) and (41),
controlled by (43) and (44), with a unit step reference.
The matching model error is computed as follows:

00 = [u(8) ~ i /em

where:
0 1 0
Am:|:,1 72:|,Bm:|:1:|>cmz[1 0]'

3 The function ¢ is taken from Definition 2.4.5 in [14].
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The numerical simulations were performed with the
solver setting EDD23:
, (a) . (b)
(c) (d)
Fig. 1.  Signals parameters : (a) a1(t) and az(¢), (b) a2(t), (c)
ai(t), (d) b(t).
12, (a) 10, (b)
c) (d)

Fig. 2. Outputs and Inputs: (a) Output y,m, (¢), (b) Signal reference
r(t), (c) Output y(t), (d) Control law u(t).

VII. CONCLUSION

In this paper, we extended the results obtained in [15]
and [16] to the case of linear time varying SISO retarded
system. An important key for achieving the goal of the
control scheme is the bounds of the parameter b(t) (see
Lemma 1, Theorem 1 and Theorem 2). This fact has
enabled us to use the same approach developed in [16].
In this contribution we have also followed the ideas of [3]
to study stability when the retarded component in the
state is considered.

The control scheme is composed by the singularly
perturbed control law (4) and the matching controller
(5). The aim of the matching controller is to assign the
closed loop dynamics, and to assign a rate of exponential
convergence. The aim of the singularly perturbed control
law is to bring the system into a singularly perturbed
model, and to close the desired dynamics by an € order.

Parameters § and ¢ enable us to compute a bound &*
for a sufficiently small € such that the uniform asymp-
totic stability of the singularly perturbed delay model is
guaranteed. The stability criterion is delay independent.

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

00 20 40 80 100 0 20 40 60 80 100

60
(c) (d)
Fig. 3. Matching controller signals and error signal: (a) matching

controller z2(t), (b) matching controller z3(t), (¢) matching model
error e(t), (d) signal delay 7(t).

The knowledge of the time varying parameters is not
required, only some bounds, as in [15] and [16] for the
control matching problem. The stability of a singularly
perturbed delayed system, with unknown parameters had
analyzed as in [5], [8], [17], a matching problem solution
is achieved by following a formal procedure for neglecting
the perturbation parameter ¢ in the closed loop system.

Notice that we are not requiring neither the knowl-
edge of the system’s parameters, nor the assumptions of
Hurwitz stability on the resulting slow and fast systems,
as done in [5], [8], [17], [12], [13]. In our procedure, the
control scheme is the one which guarantees such Hurwitz
requirements. Also, as in [17], we give a computational
procedure for the bound &*.

APPENDIX

A. PROOF OF THEOREM 1

For the case A(E,t) = 0, let us notice that we can
follow the poof of Theorem 1 presented in [15] and [16].
]

B. PrROOF OF LEMMA 1

As in the case above, we can follow the proof of Lemma
1 presented in [15] and [16].
d

C. PROOF OF THEOREM 2

Based on [5], let us propose the following Lyapunov-
Krasovskii functional:

VL) =l OB Wr @)+ ] T (0)Ses (o)
) ()

where S = ST = @ Ont1,1
01,41 by

that (recall (11), (29) and (23)):

> 0. Let us notice

(EoWV)T = E.W and 2Q(s,t) —S >0 Ve>0 (C2)
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The time derivative of (C1) along the trajectories of
(27) is:

ZT
Weas ) o (1) (2W A% (2,1) + §) s (1)

+2eal (WA (t)aep(t — 7(1))
—y(®)xly (t = 7(t))Swsp (t — 7(1))

where y(t) = (1 — dg—y)). Taking into account (30), we
obtain:

av (=T, (t
WO 0T (1) (S - 2Q(e, 1)) o (2)

(C3)

+2ea T ()W A* (t)aap (t — 7(t)) (C4)
=)z (t = (1)) Swsp (t — 7(1))
The above equation can be written as:
dv(zT
Vst o waees ()

T
where Zsf(t) = {xff(t) mzf(t — T(t)):| and:

b(e,t)= 2Q(e,t) = S Ont2,nrz | __ | Ontz,nve WA*(t)
7 0n+2,n+2 ’Y(t)S WA*(t) 0n+2,n+2

When ¢ — 0, we get:
@(O, t) _ [ QQ(Oat) - S 0n+2,n+2 :|

0n+2, n+2 W(t)s
Then H4 implies that: () = (1 — dg(tt)) > 0, now from

(C2) and using Schur complements, we conclude that
&(0,t) > 0. Then there exists a sufficiently small positive
dv (a7, (1) *
—gi—— <0forall 0 <e<e™
|

constant £*, such that

D. PROOF OF THEOREM 3

In Theorem 1 we have proved that: |¢(t,s)]| <
Ke=#(t=9)/¢ Then, the contribution of the input term
eL(t)Byr(t) is of order O(e). Thus, the rest of the proof
is a blueprint of the proof of Theorem 6.1 in [11]. d
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