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PREFACIO

Problema de Desacoplamiento de Fallas

En esta tesis doctoral abordamos el Problema de Desacoplamiento de Fallas, el cual
consiste en hacer un desacoplamiento en las interconexiones de entrada-salida del diagrama
de flujo de senales del observador de estado.

Beard y Jones resolvieron este problema proponiendo un procedimiento para disenar un
observador de estado que acentie el efecto de las fallas mediante una comparaciéon entre
la salida del sistema original con fallas y la salida del observador del sistema sin tomar en
cuenta las fallas.

La presencia de las fallas origina una senal de error que es llamado vector residual del
observador.

Este observador es disenado de tal forma que en ausencia de fallas, el vector residual
tiende exponencialmente a cero, lo cual no ocurre ante la presencia de fallas. Cuando se
presentan fallas, cada uno de los vectores residuales originados por cada falla son restringidos
a subespacios vectoriales independientes.

Este problema fue reformulado por Massoumnia utilizando conceptos geométricos como
subespacios (C, A) — invariantes, proporcionando condiciones necesarias y suficientes para
la solucion de este problema.

En este trabajo de tesis se resuelve este Problema de Desacoplamiento de Fallas restrin-
gido a la conservacion de estabilidad, es decir, para el caso cuando se presentan ceros no
Hurwitz.

Para esto desarrollamos un método que consiste en descomponer al sistema estrictamente
propio como la cascada de un sistema estrictamente propio de polos que contiene todos
los polos del sistema y ningin cero y en un sistema estrictamente no propio de ceros (no
Hurwitz).

Se demuestra que el sistema estrictamente propio de polos es invertible a la izquierda en
el dominio del tiempo y que la Matriz de Transferencia del sistema estrictamente no propio
de ceros es invertible a la izquierda.

Debido a la invertibilidad i1zquierda del sistema estrictamente propio de polos, podemos
encontrar al menos un sistema inverso izquierdo que reconstruya las entradas desconocidas no
importando las condiciones iniciales de este sistema de polos ni la naturaleza de las entradas.

Como la Matriz de Transferencia del sistema estrictamente no propio de ceros es inver-
tible a la izquierda, se puede aplicar un sistema cuya matriz de transferencia coincida con
la inversa de la Matriz de Transferencia de este sistema de ceros. Pero esto se hace tnica-
mente para sistemas de fase minima. Paro el caso de ceros no Hurwitz solamente se busca el



desacoplamiento de las entradas-salidas en el diagrama de flujo de senales del sistema. Este
desacoplamiento se obtiene con la aplicacion de la matriz adjunta izquierda, en lugar de la
matriz inversa izquierda.

Una vez que se obtiene el desacoplador de fallas se combina con el observador de estado
asociado al sistema estrictamente propio, obteniéndose asi el detector desacoplador de fallas.

La ventaja de esta técnica es que ademas de proporcionar la detecciéon e identificacién de
los modos de fallas, también reconstruye estos modos.

Otra ventaja de la técnica de reconstruccion de entradas desconocidas es la independencia
de los inversores con respecto a las condiciones iniciales del sistema monitoreado.

Aportaciones

Las aportaciones de este trabajo son:

= Se define la invertibilidad izquierda en el dominio del tiempo y se caracteriza geométrica
y estructuralmente.

» Equivalencia del sistema original a la conexion en cascada de un sistema de ceros y un
sistema de polos, es decir:

1. un sistema estrictamente propio de polos que contiene todos los polos del sistema
y ningun cero, teniendo la propiedad de invertibilidad a la izquierda en el dominio
del tiempo.

2. un sistema estrictamente no propio de ceros (no Hurwitz) cuya Matriz de Trans-

ferencia es invertible a la izquierda.

= Diagonalizacion del desacoplador de fallas conservando los ceros no Hurwitz.

Organizacion general de la tesis

La organizacién general de esta tesis es como sigue:

En el capitulo 1 (Preliminares) se dan los conceptos y herramientas esenciales utilizados
en el desarrollo de esta tesis.

En el capitulo 2 (Problema de deteccién e identificacion de fallas) se da un planteamiento
general del Problema de Deteccion e identificacién de fallas.

En el capitulo 3 (Dualizacién del problema de desacoplamiento de perturbacién) se expone
la dualizacién entre el Problema de desacoplamiento de perturbaciones y el Problema de
desacoplamiento de fallas.

En el capitulo 4 (Formulacién geométrica del problema del filtro Beard-Jones para detec-
cién de fallas) se revisa la formulacion geométrica del problema del filtro Beard-Jones para
deteccion de fallas propuesto por Massoumnia, asi como algunas ideas importantes cuando
el sistema posee algin cero no Hurwitz. En el capitulo 5 (Invertibilidad por la izquierda) se



estudia la invertibilidad izquierda de la Matriz de Transferencia y la invertibilidad izquierda
en el Dominio del Tiempo.

En el capitulo 6 (Separacién polo-cero de un sistema estrictamente propio) se aborda el
tema de separacion polo-cero de un sistema estrictamente propio.

En el capitulo 7 (Desacoplamiento con estabilidad interna).



NOTACION

VW, ...
v, w, ...
% o W/V

Ql@@gr

Im X
Ker X
X7

MDB

v,
(X | Im 8)

(Ker S| Im X)

Espacios vectoriales

Elementos de espacios vectoriales

Espacio cociente W médulo V (V C W)

Si todos los subespacios Qy, ..., Q, estan contenidos en el mismo espacio,
entonces es la suma directa interna, de lo contrario es la suma directa externa
Representa tanto un mapeo lineal como su representaciéon matricial
Imagen del mapeo X:V — W

Nucleo del mapeo X:V — W

Imagen inversa del subespacio 7 por el mapeo lineal X
(posiblemente no invertible)

La transpuesta de la matriz X

La adjunta de la matriz X

El espectro de X

Espacio dual de X

El anulador del subespacio V

Vector con 1 en su i-ésima componente y 0 en las demas
Subespacio generado por los vectores v, ... v

La primera y segunda derivada de x

Es usado para derivada de orden ¢

Operador derivada, d/dt

Variable de Laplace

Matriz Diagonal por Bloques

Union disjunta de conjuntos

Es el subespacio de controlabilidad del par (X, .S), i.e.
ImS+XIm S+ -+ X" 'Im S

Es el subespacio de inobservabilidad del par (X, S), i.e.

Ker SN X 'Ker SN---N X" VKer S

Término en inglés
Kernel
Pencil

FEquivalente hispdnico
Ntcleo
Abanico



CAPiTULO 1

Preliminares

En este capitulo se presentan los conceptos necesarios que seran utilizados en los demas
capitulos de esta tesis.

Primeramente exponemos la realizacién de estado (A, B, C), asi como los subespacios
invariantes que estan relacionados con las propiedades estructurales de estos sistemas.

Posteriormente recordaremos la realizacién de sistemas generalizados X(E, A, B, C), asf co-
mo algunas de sus propiedades.

1.1. Realizacién de estado (A, B,C)

Sea la representacién de estado de un sistema lineal invariante en el tiempo estrictamente
propio (A, B,C):U—-X =) :

x(t) = Ax(t) 4+ Bu(t)
u(t) = Cult) (L)

donde (t), z(t) € X (espacio de estado), u(t) € U (espacio de entradas) y y(t) € Y (espacio
de salidas). Los mapeos lineales A, B y C estan definidos como: A : X — X, B: U —
XyC: X — ).

Para esta clase de sistemas Morse [62] caracterizé geométricamente su estructura, la
cual permanece invariante bajo cambios de bases, retroalimentacion de estado e inyeccién
de salida. Esta caracterizacion se logra con ayuda de dos subespacios considerados como el
punto de partida de todo el enfoque geométrico: el subespacio supremo (A, B) — invariante
contenido en el Ker C'y el subespacio infimo (C, A) — invariante que contiene a Im B.

Enseguida recordamos estos subespacios invariantes asi como los demas subespacios ob-
tenidos a partir de ellos.
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1.2. Subespacios: propiedades y propiedades duales

1.2.1. Subespacio inobservable del par (C, A)
El subespacio inobservable del par (C, A), N, estd definido como [78]:

n—1

N = ﬂ A Ker C, n € N.
i=0

Este subespacio caracteriza al conjunto de trayectorias de estados inobservables a la salida.

1.2.2. Subespacio (A,B)-invariante

Un subespacio Viu g x) C K es (A, B) —invariante si existe un mapeo lineal F': X — U
tal que
(A—I—BF)V[A,B,;C] C V[A,B,IC]- (1.2)

Al conjunto de mapeos lineales F' que satisfacen (1.2) se le llama conjunto de retroalimen-
taciones amigas de V4 B xj:

FV)={F: X —U| (A + BF)V[ABJQ C V[A,B,IC]}-
Una caracterizacién geométrica de los subespacios (A, B) — invariantes es [78] :
AViax) CViapx +1Im B

la cual permite saber si un subespacio es (A, B) —invariante sin tener que especificar alguna
F' determinada.
El subespacio supremo (A, B) — invariante contenido en Ker C' [78] es:

V[il,B,C} = Sup{V[A7B7c} C Ker C | AV[A,B,C] C V[A,B,C} + Im B}
el cual es el limite del siguiente algoritmo no creciente:
Vs =X Vb =KeConA™ <V[’j‘7B7C] +Im B) . (1.3)

La utilidad de este subespacio V[tq B.C] reside en el hecho de que las dindmicas, con condiciones
iniciales en este espacio, permanecen inobservables a la salida mediante una retroalimentacion
amiga.

1.2.3. Subespacio (C,A)-invariante

Un subespacio Wi 4,77 C T es (C, A) —invariante si existe un mapeo lineal D : ) — X
tal que [5], [74] v [78]:

(A+ DC’)W[CAT] CWear ¥ T C Wic,a1)- (1.4)
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Al conjunto de mapeos lineales D que satisfacen (1.4) se les denominan inyecciones de salida
amigas de Wic a1 y se define como:

DWican) =1{D:Y — X | (A+ DCYWic a1 C Wican}-
Una caracterizacién geométrica de los subespacios (C, A) — invariante es:
A(Ker cn W[QAJ}) C W[QAj]

la cual nos permite determinar la (C, A) — invariancia de un subespacio sin especificar una
inyeccion de salida D.

El subespacio infimo (C, A) — invariante que contiene a Im B [74] es:
Wicap = mf{Wic,a,5 O Im B | A(Ker C N Wic,a,5) C Wic,a,8}
el cual es el limite del algoritmo no decreciente:
W[OQA’B] = {0} ; W{gj p=ImB+A <W[CAB N Ker C’) (1.5)
Observe que:
= Si se aplican los anuladores del algoritmo (1.5) se obtiene:
W[CA B] X/7 W[Jéule Ker B, N (A/> (W[CAB] + Im O,) .
Es decir, si un subespacio Wic, 4,5 es (C,A)-invariante conteniendo a Im B entonces

su dual W[LC ap € (€', A')-invariante contenido en el Ker B'.

» El concepto de (C, A)-invariancia es el concepto dual de (A, B)-invariancia, es decir:
(A, B)-invariancia: 3F : X — U tal que (A + BF)Viac) C Viasc ¥
(C, A)-invariancia: 3D : Y — X tal que (A + DC)Wic a8 C Wic,a,5)-

En el Capitulo 3 se trataran mas en detalle estas dualidades.

1.2.4. (A,B)-subespacio de controlabilidad contenido en el niicleo

de C
Un subespacio Ria,p,c] C Viu g € (A,B)-de controlabilidad si
Riac) = (A+ BF, | Im (BG))
para alguna retroalimentacién amiga F): X — U y algin mapeo lineal G : U — U.

Esto quiere decir que a Ria,p,c) se le puede hacer invariante y también se le puede
modificar su dindmica (valores propios de la restriccién A+ BF; en R4 p,c)), mediante otra
retroalimentaciéon amiga Fy, sin alterar su invariancia ya obtenida con F.

Sea RFA’ B.C] el subespacio supremo de los subespacios (A4, B)- de controlabilidad contenidos
en Ker C entonces [78]:

.80 = Viaec) " Wic,ap)- (1.6)
Ademas RE‘A, B €8 el limite del algoritmo no creciente:
Rlape =10} Ridpo = Vs N (AR 5o+ Im B). (1.7)
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1.2.5. (C,A)-subespacio de inobservabilidad
Un subespacio Sjc.a,5 C X es (C,A)- de inobservabilidad si [78]

S[C,A,B] = (Ker HC | A—i—DO)

para alguna inyeccion de salida amiga D : Y — X y algiin mapeo lineal H : Y — ).
Sea S[*C, AB] el subespacio infimo de los subespacio (C,A)- de inobservabilidad que contie-
nen a Im B entonces [74] y [78]:

Sic.a,8) = Va,pc) T Wie,a,5)- (1.8)

Note que el dual de Si 4 g s R{y p ¢ En efecto, si se toma el anulador a (1.8) se obtiene:

Sie,a = Viasc) "Wiean:

Esto quiere decir que a S[*c A,B] S€ le puede hacer invariante y también se le puede hacer
inobservable. Debido a su dualidad con Rj, oy se puede modificar su dindmica (valores

propios de la restriccién de A + D;C en Sic,a B]) mediante otra inyeccién de salida amiga
D, sin alterar su invariancia ya obtenida con D;.

1.2.6. Subespacios (C,A)-invariantes compatibles

Sean W, i = 1,...,k subespacios (C,A)-invariantes en X. Estos subespacios W;,
i=1,...,k son compatibles si existe una inyeccién de salida D tal que [59]:

(A+DOYW; CW;, i=1,....k

1.2.7. Subespacios (C,A)-invariantes separables a la salida

Sean W,;, ¢ = 1,...,k subespacios en X. Estos subespacios W;, ¢ = 1,...,k son
separables a la salida [59] si:

CW; N (chj) {0}, i=1,... .,k

JF#i

Esto significa que las imagenes de salida de los W, son independientes.
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1.3. Ceros

Un concepto estructural importante en la Teoria de Sistemas es el relacionado con los
ceros. Esto se debe a que la viabilidad de las soluciones de los problemas de control esta de-
terminada por la naturaleza de los ceros.

Han sido propuestas muchas definiciones sobre la estructura cero de sistemas lineales
(A, B, (). Algunas definiciones han sido dadas en un contexto espacio-estado, otras en térmi-
nos entrada/salida (MacFarlane y Karcanias [53]) y (Francis and Wonham [27]). La mayoria
de estas definiciones son tratadas en el trabajo de Rosenbrock [66], quien caracterizé dife-
rentes tipos de ceros en términos de matrices sistemas polinomiales, demostrando la relacion
entre ellos y sus interpretaciones.

Casi al mismo tiempo fue introducido el enfoque geométrico y muy pronto estuvo dispo-
nible una interpretacion geométrica de ceros de transmision para sistemas minimos estricta-
mente propios. La clave fue dada por la descomposicion candnica de Morse [62] basada en
el subespacio invariante supremo controlado con salida nula y su contraparte dual.

Por otra parte, H. Aling y Schumacher [1] propusieron una completa caracterizacion
geométrica de los ceros.

Enseguida recordamos los tipos de ceros utilizados en este trabajo: ceros invariantes, ceros

de transmision, ceros invariantes desacoplados en la entrada y ceros invariantes observables.

1. Los ceros invariantes son los ceros de los polinomios distintos de ceros que aparecen
en la diagonal de la forma de Smith de la matriz sistema:

P(S>:{S—_CA ]03]

2. Los ceros de transmision son los ceros de los polinomios distintos de ceros en los nume-
radores de los términos de la forma Schmith-McMillan de la funcién de transferencia
C(sI — A)~!'B. Estos ceros dependen tnicamente de la funcién de transferencia.

3. Los ceros invariantes desacoplados en la entrada son los ceros del polinomio distinto
de cero el cual es el madrimo comun divisor de los menores de orden n del abanico
[sI — A BJ. Estos ceros corresponden a los modos no controlables del sistema.

4. Los ceros invariantes observables son:

{ceros de transmisién} U {ceros invariantes desacoplados en la entrada} .

De la caracterizacién geométrica de Aling y Schumacher [1], se tiene que el niimero total
de ceros invariantes observables, es:

o . ViaB.0)
# ceros invariantes observables = dim [ ————— | . (1.9)
asc+N
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1.4. Sistemas generalizados X(E, A, B, C)

En el estudio de sistemas lineales es preferible trabajar con realizaciones que describen
una amplia gama de comportamientos fisicos de los sistemas. Con este fin, Rosenbrock [66]
introdujo los sistemas generalizados que son una generalizacion de la realizacién de estado
de los sistemas propios clédsicos. Estos sistemas generalizados L(E, A B,C) : U — X — Y
estan descritos por:

Ei(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cu(t)

donde u es la entrada, y es la salida y = es la variable descriptora. Los mapeos lineales son
definidos como:

(1.10)

E:X—-X A:X—-X B:U—-X y C:X—=)Y

donde X', X, U y Y son los espacios de las variables descriptoras, de ecuaciones, de entradas
y salidas respectivamente.

En general, el espacio de la variable descriptora X' y el espacio de ecuaciones X no tienen
que tener la misma dimension.

El estudio de este tipo de sistemas se ha realizado en diferentes etapas:

1. Primero se estudié el caso en que las matrices E y A son cuadradas con det[AE—A] # 0.
A esta clase de sistemas se le conoce como sistemas generalizados regulares.

2. Posteriormente se considerd que el abanico cuadrado [AE — A| podria ser singular. A
esta clase de sistemas se le conoce como sistemas singulares.

3. En el caso de que las matrices E y A no sean necesariamente cuadradas se denominan
implicitos a los sistemas asociados.

El estudio de los sistemas generalizados ha sido abordado bajo diferentes herramientas
de trabajo, entre las cuales se pueden mencionar las siguientes:

1) Enfoque geométrico (ver por ejemplo [3], [22], [49], [57], [64] y [77]).
2) Analisis temporal (ver por ejemplo [79]).

3) Transformada de Laplace (ver por ejemplo [73], [7], [42], etc).

5) Enfoque polinomial (ver por ejemplo [41]).

)

)

)
4) Teoria de Kronecker (ver [51], [45] ).

)
6) Algebra diferencial (ver por ejemplo [26]).
)

7) Técnicas de inclusiones diferenciales (ver por ejemplo [28]).
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Con este tipo de realizaciones (E, A, B, C) se es capaz de describir sistemas con diversos
comportamientos muy interesantes desde el punto de vista de la Teoria de Sistemas. Entre
estos se pueden mencionar los siguientes (ver [73], [22], [2], [47],[19] ¥ [17]).

1. Sistemas propios
{(I) 8%@) = H ”””(”*[i}w) t>0;
yt) = [C D ]ax(t)
2. Sistemas 1o propios
ol = [T s [p]e izo
y(t) = [0 1]t

es decir
y(t) = u(t) para t > 0.

3. Sistemas con restricciones en la dindmica de la entrada, por ejemplo:

1 00 0 00 1
010 0 00 -1
00 1 z(t) = 010 x(t) + 1| t>0
000 0 01 -1
yt) = [1 0 0 Ja()
es decir
y=u
con la restriccién
U+0+u=0.

4. Sistemas con grados de libertad que describen variaciones en la estructura interna, por
ejemplo (ver [19]):

[(1) X 8}55@ - H ; :Hx(tw[l}u L0

yt) = [0 0 1]z

Asf para diferentes asignaciones del grado de libertad! se tienen diferentes comporta-
mientos, por ejemplo:

i) si x3 =y + x2 entonces
yty=u

I'Dado que existen més incégnitas que ecuaciones hay un grado de libertad determinado por las variables
libres.
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ii) si x3 =, entonces

iii) Si 23 = x; + bry entonces
i+ 6y + 5y =5u+u

iv) si 23 = —(x1 + x2) entonces
y—3y=—u

Ver también [17].

5. Sistemas con comportamiento discontinuo o impulsional, por ejemplo:
0 0]. 10
[1 le(t) = {0 11:6(1%) t>0;

y(t) = [0 1]x)

(1.11)

es decir
y(t) = 22(0-)8(¢).

Con respecto a este ejemplo hay que hacer notar lo siguiente:

a) Cuando se consideran senales discontinuas no se puede trabajar con la derivada
temporal ordinaria, puesto que no son derivables. En este caso se trabaja con fun-
ciones generalizadas y la derivada se entiende como una derivada distribucional,
no con respecto al tiempo (ver [21] y [22]).

b) Las condiciones iniciales no satisfacen al sistema (razén por la cual se especifica t >
0). Cuando las condiciones iniciales satisfacen al sistema se les llama condiciones
iniciales admisibles.

1.4.1. Descomposicion de Kronecker y subespacios asociados

En el estudio de las propiedades estructurales de sistemas lineales generalizados es usual
expresar el sistema (1.10) en la forma normal de Kronecker [29]. En esa forma normal, el
abanico [sE — A] tiene tipicamente cuatro clases de bloques:

(s—a) 1 ]

1. divisores elementales finitos, i.e, [ 0 (s—a)

1 s
01
distribucionales en las derivadas generalizadas.

2. divisores elementales infinitos, i.e, } Ver [31], [32] y [21] para los aspectos

;s .. . s 1 0
3. indices minimos por columna, i.e, 0 s 11
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4. indices minimos por linea, i.e,

O = ;!
— n O

Los divisores elementales finitos corresponden a la parte propia (ecuaciones diferenciales)
del sistema, mientras que los divisores elementales infinitos corresponden a la parte no propia
(derivadores).

Los indices minimos por columna corresponden a la existencia de grados de libertad (més
variables que ecuaciones) y los indices minimos por linea corresponden a las restricciones
de la dinamica de las entradas (las entradas admisibles satisfacen una ecuacién diferencial
pre-especificada).

En el caso particular de los sistemas regulares, es decir, X ~ X y det[]AE — A] # 0,
unicamente se tienen divisores elementales finitos e infinitos.

Por otro lado, Wong [77] y Bernhard [7] caracterizaron geométricamente a los divisores
elementales finitos a través del subespacio supremo (E, A) — invariante contenido en X’ :

Viega =sup{V C X | AV CEV} (1.12)
el cual es el limite del algoritmo no creciente:

Vg = X; V@%N::A”Euﬁ (1.13)

En efecto, si A es un cero finito del abanico [AE — A] existe entonces un modo exponencial
caracterizado por un vector no nulo v € Vix g tal que Av = AEv.

Armentano [3] caracterizé geométricamente la descomposicién global de Kronecker con
la ayuda del subespacio supremo (E, A) — invariante contenido en X' y del subespacio:

Wheam =mf{T C X |T =E'AT}
siendo el limite del algoritmo no creciente:
W[%fA,E Ker E; W[l?im =E" 1AWXA]E] (1.14)
es decir:

1. los divisores elementales finitos [\l — J;] (siendo J; las correspondientes matrices de
Jordan) se encuentran en las restricciones:

VixEa)

E — A]
Vier s "Whag

en el dominio y

E( [X,E,A] mW[XAE})

AE — A]

en el codominio.
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2. Los divisores elementales infinitos [AN; — I] (siendo N; las correspondientes matrices
nilpotentes) se encuentran en las restricciones:

Wi az)

AE — A]

s VWi ag

en el dominio y

AWE‘(X"A’E]

[AE — A]
A<V[X,1E,A] N W[X,A,]E])

en el codominio.
3. Los indices minimos por columna se encuentran en las restricciones
XE — A]|Vigs.a N Wikas
en el dominio y
E(Vies.s N Wieas )| XE - A]
en el codominio.

4. Los indices minimos por filas se encuentran en las restricciones:

X

E — ]| .
Vivea T Wirar

en el dominio y

X
EVivga + AW ag

‘[/\IE 'y

en el codominio.

Con respecto a la generalizacién de la forma de Morse [62] el lector puede consultar a
Lebret y Loiseau [45].

1.4.2. Minimalidad bajo equivalencia externa

Cuando uno trata de describir un comportamiento fisico, en una clase dada de modelos, la
nociéon de minimalidad es muy importante; puesto que esto permite seleccionar la descripcién
mas compacta dentro de la clase dada (ver Willems [75], Aplevich [2], Schumacher [68] y
Kuijper [44]). En este trabajo de tesis se considera la minimalidad externa.

Definicion 1 Dos modelos son llamados externamente equivalentes si el correspondiente
conjunto de todas las trayectorias posibles para las variables externas (comportamientos
externos) de ambos modelos son las mismas.
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Definicién 2 La descripcién (1.10) es minima entre todas las descripciones externamente
equivalentes del mismo tipo si:

1. la correspondiente ecuacion descriptora tiene el menor nimero posible de filas,

2. la variable descriptora tiene el menor nimero de componentes.

Esta nocién de equivalencia externa fue introducida por Willems [75] y ha sido amplia-
mente estudiada por Aplevich [2], Shumacher [68], Fliess [26] y Kuijper [44].

Kuijper [43] dio la siguiente prueba matricial de la minimalidad (ver también [12] ).

Proposicion 3 .
El sistema implicito 3(E, A, B, C) (1.10) es minimo bajo equivalencia externa si'y sélo si:

(1) lamatriz [ E B | es suprayectiva,

(2) la matriz { g ] es inyectiva,

(3) [ )‘]E@_ A ] es de rango pleno por columnas para todo nimero complejo A si y sélo si la
matrix {

)\I(g i } también lo es. Es decir, si y sélo si NV = {0}.
donde (E, A, C) es la parte regular del sistema (E, A, C), es decir, la parte comprendida por
los divisores elementales finitos e infinitos (ver seccién 5.1).

En [12] se da una caracterizacién geométrica de la minimalidad. Hay que notar también
que los resultados de minimalidad solamente son aplicables cuando se trabaja con condiciones
iniciales admisibles, es decir, para modelos vélidos en ¢ > 0. Para el caso t > 0 (ver 1.11) no
existe ningun resultado sobre la minimalidad.

1.4.3. Invertibilidad

Los sistemas inversos han sido ampliamente estudiados para obtener propiedades estruc-
turales de los sistemas. En la teoria clasica de los sistemas lineales tenemos los trabajos de
Silverman [69], Luenberger [52], Silverman Kitapci [70] y Lizarzabaru [50].

Para los sistemas no lineales estén los trabajos de Hirschorn [35]y [36], Singh [71] y Moog
[61].

Para los sistemas en dimensién infinita Malabre y Rabah [58]. Para los sistemas descrip-
tores Lewis [46], Lewis y Beauchamp [48], Malabre [56] y Bonilla y Malabre [10].

Los sistemas inversos también han sido de gran utilidad en la resolucién de problemas
tipicos del control, distinguiéndose en este caso la inversa a la derecha y la inversa a la
izquierda.

Un sistema inverso derecho, ¥? : Y — U, de un sistema invertible a la derecha, ¥ :
U — Y, es aquel que satisface E(Ed (g(t))) = ¢(t). Los sistemas inversos derechos son

usados para controlar. Por ejemplo en el rechazo de perturbaciones ([11], [16] y [18]).
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Un sistema inverso izquierdo, X! : ) — U, de un sistema invertible a la izquierda,
Y : U — Y es aquel que satisface Ei(E (u(t))> = u(t). Los sistemas inversos izquierdos

son usados para observar. Por ejemplo la reconstruccién de entradas desconocidas, que se
tratara en los Capitulos 5, 6 y 7 de esta tesis.

Invertibilidad de sistemas generalizados. Cuando se trabaja con sistemas generaliza-
dos aparentemente se puede obtener un sistema inverso mediante una simple reescritura de
(1.10).

En efecto, Tan y Vanderwalle [72] propusieron para (1.10). el siguiente sistema inverso
(ver también Grimm [33]):

(1.15)
u(t) = [0 T]&@)

Pero si el sistema (1.10) no es invertible entonces (1.15) jamds podrd ser su sistema
inverso. La no invertibilidad de (1.10) se ve reflejada en la no solubilidad del sistema (1.15).
En la siguiente definicién se especifica qué se entiende por solubilidad.

Definicién 4 Un sistema generalizado del tipo (1.10) es soluble, si para cada trayectoria de
las entradas externas u(t) existe al menos una trayectoria x(t) € X solucién de la ecuacién
diferencial

Ei — Az = Bu(t)

Para abordar la invertibilidad del sistema generalizado (1.10) en [8] se demostraron los
siguientes dos resultados:

Lema 5 Un sistema generalizado del tipo (1.10) es soluble, si existe una transformacién
lineal:

U() U — X

solucién de la ecuacién diferencial
Ei — Az = Bu(t)

es decir, U(-) satisface .
EU (u(t)) = AU (u(t)) + Bu(t).

Ademas:
y(t) = CU(u(t)) VYult)elU.

Lema 6 :
a) El sistema (1.10) es invertible a la izquierda si:

Ker CU(-) = {0}
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b) El sistema (1.10) es invertible a la derecha si:
Im CU(-) =Y
donde U(-) : U4 — X es la soluciéon mencionada en el Lema 5.
En [8] se estableci6 el siguiente resultado:

Hecho 7 Si el sistema (1.10) es invertible (a la izquierda o a la derecha) entonces el sistema
(1.15) es soluble y por tanto una inversa ( izquierda o derecha) del sistema (1.10)

Como se verd en el capitulo 5, el sistema inverso (1.15) corresponde a una inversa en el
dominio del tiempo.
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CAPiTULO 2

Problema de deteccion de fallas

En este capitulo exponemos, en forma general, el problema de deteccién de fallas, asi como
las funciones elementales que existen en el area de deteccion e identificacion de fallas.

El problema de deteccién de fallas fue dado a conocer en los trabajos de Beard [6] y Jones
[40]. Posteriormente Willsky [76] e Isermann [38] dieron dos estudios complementarios con
respecto a los diferentes tipos de tareas en el area de deteccién e identificacién de fallas.

Massoumnia aborda el problema de identificacién de fallas desde el punto de vista geomé-
trico [59], [60] utilizando observadores de estado. Dado que las condiciones para la existencia
de detectores de fallas basados en observadores de estado son muy restrictivas, debido a la e-
xigencia de la separabilidad de ciertos subespacios vectoriales, Niemann [63] y Saberi [67] han
considerado algunas alternativas menos restrictivas. Estas alternativas estan principalmente
enfocadas en la reconstruccion casi directa del vector de falla.

2.1. Introducciéon

Una falla en un proceso industrial es definida como una desviaciéon indeseable de una
propiedad caracteristica del proceso monitoreado. Esta desviacion indeseable resulta de una
modificacién catastrosfica del comportamiento normal del sistema.

Clasificacién de las fallas de acuerdo con su dependencia del tiempo [39]:

1. Fallas incipientes (fallas asintéticamente crecientes).
2. Fallas abruptas (fallas continuas por pedazos).

3. Fallas intermitentes.

Las fallas incipientes se originan principalmente por el desgaste de componentes del pro-
ceso, que deteriora lentamente su funcionamiento. Esta clase de fallas pueden ser detectadas
y corregidas normalmente por mantenimiento preventivo.

Las fallas abruptas e intermitentes estan asociadas a colapsos de los actuadores, sensores
y componentes internos del sistema. Es obvio que estas clases de fallas deben ser detectadas
e identificadas rapidamente para minimizar sus efectos en el comportamiento del sistema.

Clasificacién de las fallas de acuerdo a modelos basicos [39]:
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1. Fallas aditivas. Fallas que se suman con senales internas del sistema.

2. Fallas multiplicativas. Fallas que se multiplican con las senales internas del sistema.

2.2. Funciones elementales en el area de deteccion e
identificacion de fallas

Saberi et al [67] clasifican la deteccion e identificacion de fallas en las siguientes tres
funciones elementales:

1. Deteccidon de la falla.
2. Identificacion de la falla.
3. Estimacién de la falla.

Enseguida especificamos brevemente estas tres funciones elementales (ver [67] para mas
detalles):

A. Deteccién de la falla. La deteccion consiste en el diseno de un generador residual
que genera una senial residual capaz de indicar si esta ocurriendo una falla o no.

B. Identificacién de la falla. La identificacion impone un requerimiento mas fuerte. La
senal residual no solamente debe ser capaz de detectar que estan ocurriendo fallas en
el sistema, sino también debe ser capaz de identificar (aislar) estas fallas.

C. La estimacion de la falla. La estimacion es la cuantificacion de los efectos de la falla
sobre el sistema.

En este trabajo de tesis al problema de identificacion de fallas también se le designa como
problema de desacoplamiento de fallas. Esta designacion se hace debido a que técnicamente
es lo que se esta efectuando para identificar la falla.

2.3. Sistemas lineales con fallas

En esta tesis nos ocupamos tnicamente de los primeros dos puntos de la lista anterior,
es decir, de la deteccion e identificacion de las fallas en sistemas lineales invariantes en el
tiempo.

El sistema lineal con fallas que se considera en este trabajo de tesis es':

©(t) = Ax(t)+ Bu(t) + Lm(t)
y(t) = Cx(t)

'Para el caso de fallas a la salida ver [60].

(2.1)
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donde #(t), x(t) € X (espacio de estado), wu(t) € U (espacio de entradas conocidas),
y(t) € Y (espacio de salidas conocidas) y m(t) € M (espacio de entradas desconocidas, es
decir, fallas).

Ademas A, B,C, L son mapeos lineales definidos como: A : X — X, B : U — X,
C:X—=)YyL:M-—2X.

L=[Li Ly...Lc | y m(t)=[ ma(t) ma(t).. . mg(t) }T, donde i=1,... k.

Las entradas arbitrarias m;(t) son los modos de falla desconocidos tales que:

m;(t) =0  sino existen fallas

m;(t) # 0  sise presentan fallas
donde m;(t) € M; y dim M; = ;.
Al mapeo L;: M; — X se le denomina firma de falla.

Se asume que el par (C, A) es observable y que Ker L; = {0} .

El proceso de deteccién e identificacion de fallas comprende esencialmente dos etapas:
1. Generacién de residuos.

2. Toma de decisiones (en torno a la operacién del sistema).

En esta tesis nos concentramos tnicamente en la generacién de residuos. Para la etapa de
toma de decisiones ver [38] y [4].

2.3.1. Generacion de residuos

Consideremos el siguiente observador de orden completo para el sistema (2.1) sin tomar
en cuenta la presencia de fallas (conocido también como filtro Beard-Jones para deteccién
de fallas):

w(t) = (A+ DC)w(t) — Dy(t) + Bu(t); y(t) = Cw(t) (2.2)

donde D : Y — X es un mapeo inyeccion de salida 2.

Definimos la siguiente senal de error entre las salidas, denominado vector residual (inno-
vacion):

r(t) =y(t) —y(t) = Cw(t) —y(t). (2.3)

Un generador residual toma las mediciones y(t) y las senales de entrada u(t) y genera
un vector residual r(¢) (conocido también como vector innovacién) el cual tiende a cero
exponencialmente cuando no hay fallas, pero tiende a un valor distinto de cero mientras
esté presente la falla.

2En realidad, como se vers en el Capitulo 4, esta inyeccién de salida corresponde a una amiga del subes-
pacio W[*C,A,L]’
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Ahora bien, el vector error entre los estados (error de observacién) es:
e(t) = w(t) — x(t).

Por lo que, utilizando (2.1) y (2.2) obtenemos la siguiente dindmica del error de obser-
VacLon:

(t) = (A+DC)e(t) — Lin(t)

r(t) = Ce(t) (2.4)

En este momento por (2.4) podemos saber si existe alguna falla (bajo la hipétesis de
que (A + DC) sea Hurwitz). En el Capitulo 4 daremos més condiciones que nos permitiran
identificar la falla.

2.3.2. Ejemplo ilustrativo, caso de dos fallas
[lustraremos este procedimiento para el caso de dos fallas.

Ejemplo 2.1

Consideremos el sistema continuo lineal invariante en el tiempo observable con dos fallas:

i(t) = Az(t)+Bu(t)+ [ L1 Ly | { Z;Eg } (2.5)

y(t) = Ca(t) (2.6)

donde
Lymy(t) caracteriza la primera falla.
Lamy(t) caracteriza la segunda falla.

Las funciones m;(t) son desconocidas y por definicién m;(t) = 0 cuando no existen fallas,
i=1,2.

Para el sistema (2.5) consideremos el observador de orden completo (2.2).

Definamos dos diferentes mapeos lineales del vector residual r(t):

ri(t) = Hi(g(t) —y(t)),
ra(t) = Ha(g(t) —y(t)).

Se desea encontrar mapeos lineales D, H, y H, tales que:

= la falla my(t) # 0 se muestre en r1(t) pero no tenga efecto en ry(t)

» la falla mo(f) # 0 se muestre en r5(t) pero no tenga efecto en r(t)
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Si m(t) y ro(t) son restringidos a subespacios independientes, entonces H; y Hs son
proyecciones sobre estos subespacios independientes.

Este es basicamente el enfoque utilizado por Beard y Jones.

La idea general de la formulacién geométrica del filtro Bear-Jones realizado por Mas-
soumnia [59] es la siguiente:

Para que my(s) # 0 no afecte a ri(s), es decir, la funcién de transferencia entre my(s)
y r1(s) sea nula, el subespacio de controlabilidad del par (A, L) debe estar incluido en el
espacio de inobservabilidad del par (H,C, A+ DC).

El subespacio inobservable del sistema (H,C, A+ DC') es el subespacio generado por los
vectores propios de A + DC' los cuales estan en el espacio nulo de H,C.

También, el vector columna L, deberia ser una combinacion lineal de aquellos vectores
propios, ya que la falla mq(t) # 0 no debera mostrarse en ().

Por lo tanto, el problema es usar la propiedad de asignar libremente? los vectores propios
de A 4+ DC para satisfacer los requerimientos de deteccién e identificacién de fallas.

En lugar de buscar mapeos lineales D, H; vy H,, entonces el problema se reformula en
términos de la existencia de subespacios Ky y Ky tales que Im L; C Ky e Im Ly C Ky y que

estos subespacios puedan ser asignados como los subespacios inobservables de los sistemas
(HiC, A+ DC) y (HyC, A+ DC) respectivamente.

Por lo tanto un problema que consiste en hallar los mapeos D, H; y Hs se convierte en
el problema de hallar los subespacios Ky y ICs.

En el Capitulo 4 exponemos con mas detalles esta formulacion geométrica del problema
del filtro Beard-Jones para deteccion de fallas realizado por Massoumnia [59].

Pero antes de esto, en el Capitulo 3 se revisa las dualidades existente entre el subespacio
supremo (A, B) — invariante contenido en el Ker C, Viap,cp ¥ €l subespacio infimo (C, A) —
invariante que contiene a Im B, W[*C A,B)) Pues esta dualidad es el punto de partida de la
solucion geométrica del problema de deteccion de fallas.

3 Asignacién arbitraria
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CAPITULO 3

Dualidades entre los subespacios
(A4 BF) — invariante y
(A+ DC) — invariante

En este capitulo se recuerdan brevemente dos aplicaciones tipicas de los sistemas inver-
sos a la derecha y a la izquierda, a saber: (i) el control no interactivo, también llamado
desacoplamiento, y (i) la identificacion de fallas, aqui llamada desacoplamiento de fallas.

También se muestra que la solucion a estos dos problemas reposa en la dualidad de los
subespacios (A + BF') — invariante y (A + DC) — invariante.

Finalmente se analizan las propiedades principales de los subespacios (A+BF')—invariante
y (A+ DC) —invariante que conducen a la dualizacion de estos dos problemas.

3.1. Introduccion

Los concepto basicos de los problemas de desacoplamiento y de desacoplamiento de fallas
son los siguientes:

1. El problema de desacoplamiento consiste en encontrar un precompensador W(s) para
una planta dada T'(s), tal que: T'(s)¥(s) = L.

2. El problema de desacoplamiento de fallas consiste en encontrar un filtro ®(s) para una
planta dada T'(s), tal que: ®(s)T'(s) = L.

Por lo que estos dos problemas son resueltos mediante la aplicacién directa de un sistema
inverso derecho y un sistema inverso izquierdo, respectivamente.

Ahora bien, Hautus y Heymann [80] mostraron, que bajo ciertas condiciones, el precom-
pensador U(s) de la planta T'(s) = C(sI — A)le , puede realizarse mediante una simple
retroalimantacién de estado. Entonces por dualidad, existen también condiciones bajo las
cuales el filtro ®(s) puede realizarse mediante una simple inyeccién de salida.
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3.2. Problema de desacoplamiento

Para el problema de desacoplamiento se considera el siguiente sistema:

yi(t) Ch
x(t) = Az(t) + Bu(t) ; : = sl ()
Yk (t) Ck
y(t) c
donde u es la entrada, x es el estado, y 1, ..., yr son las salidas. Los mapas estan definidos

como sigue: A: X - X, B:U—-X, C;: X =Y, i €{l,...,k}, donde X, U,y Y; son el
espacio de estado, de entradas, y de salidas, respectivamente, con dimX =ny Y = @& V.

En [78] el Problema del Desacoplamiento es resuelto utilizando los subespacios supremos
(A, B) — de controlabilidad contenidos en subespacios K;, RE(A, B> estos subespacios son
calculados también como: RFA, B = V[ih B N WE& B En efecto, si se asume que exis-
te al menos una retroalimentacié amiga, F', de todos los RE‘AB’,CJ, i€ {l,....k}, ysise
hace la siguiente asignaciéon mediante la retroalimentacién amiga: A — (A + BF)y B —
B [ G, - Gy ], se obtiene la siguiente condicion de compatibilidad: (A—l—BF)R’{A,B’,CJ C
RFA’B’,Q] y Im BG; C R[*A7B7Ki]. Por ejemplo para k = 3 se obtiene:

Ap1 0 0 = By 0 0 =«
. . 0 AF’Q 0 * 0 BQ 0 *
e T R PR L I W - S 0
0 0 0 = 0 0 0 =
_ A+BF BG (3.1)
Cip Cia Cig Cia
y(t) = Co1 Con Cos Coy | x(t)
| 31 Csp Cs3 C3y
<

donde R{, p k) = {e1}s Riu g, = {€2} ¥ Riap i, = {€3}- Los Ap; son los mapeos de doble
restriccion R, p ) [(A+ BF)|R{, p k|- Sean las siguientes condiciones complementarias: (i)
de no interaccion: KC; = Nz Ker C; y (i4) de controlabilidad de la salida: RTA,B,IQ] +Ker C; =
X. Entonces de (i) se tiene que: Cy 5 = Cy 3 = Cy1 = Ca3 = C31 = C35 = 0y de (i) se
sigue que: (4 = Cy4 = C34 = 0. Lograndose de esta manera el desacoplamiento.

3.3. Problema de desacoplamiento de fallas
Para el problema de desacoplamiento de fallas se considera el siguiente sistema:

ml(t)
@(t) = Ax(t) + Bu(t)+ [ Ly -+ Ly | : ; y(t) = Ca(t)
T my(t)

m(t)
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donde y es la salida, u es la entrada, y mq, ..., my son las fallas. Los mapas estan definidos
como sigue: A X - X, B:U— X, Li: M, — X, ie{l,... )k}, C:X — Y, donde X,
U, M; y Y son el espacio de estado, de entradas, de fallas y de salida, respectivamente, con
dimX =ny M = oF M,

Para resolver el problema de desacoplamiento de fallas, Massoumnia [59] utiliza el filtro
de Beard-Jones (ver seccién 2.3.1) obteniendo el siguiente sistema de dindmica del error:

é(t) = (A+ DCe(t) — Lm(t) ; r(t) = Ce(t)

Por la dualidad se tiene que el problema de desacoplamiento de fallas puede resolverse
utilizando los duales de los subespacios R4 1 k,], es decir, utilizando los subespacios infimos
(C, A) — de inobservabilidad que contienen subespacios K;, S[*c, A, estos subespacios son
calculados también como: S[*a AK = V["j47 B T W[l B En efecto, si se asume que existe
al menos una inyeccion de salida amiga, D, de todos los S[*C,A,/ci]’ i€ {l,...,k}, y sise
hace la siguiente asignaciéon mediante la inyeccién de salida amiga: A — (A + DC)y C +—
[ Hi -+ Hy | C, se obtiene la siguiente condicién de compatibilidad: (A+ DC) cax) C
Ak Y Ker H;C D S[*C?A’,Ci]. Por ejemplo para k = 3 se obtiene:

[ Ap: O 0 0 Biy Bip Bigs
. 0 ADQ 0 0 BQl B22 323
e(t = ’ e(t) — ’ ' ' m(t
(t) 0 0 Apz 0 ®) B3y By Bsgs Q
| X * * * B4,1 B4,2 B4,3
o A+DC L 9
ci; 0 0 O (3.2)
0 Cy, 0 0
r(t) = 02 &, 0 e(t)
| o« %k %
HC

donde S[*C,A,Kl] = {ey, €3,e4}, S[*C,A,/cg] = {e1,e3,€4}, ¥ S[*C,A,Ics] = {e1,e9,e4}. Los Ap,; son
los mapeos inducidos por (A + DC) en X/ Sic.ax,- Sean las siguientes condiciones com-
plementarias: () de no interaccion: K; = Im B;, con j # i y (ii) de inobservabilidad de la
entrada: 8["07/‘7&} NIm B; = {0}. Entonces de (i) se tiene que: By = By 3 = By = By3 =
B3y = B3y =0y de (ii) se sigue que: By; = By = Bys = 0. Lograndose de esta manera el
desacoplamiento de fallas.

En el Capitulo 4 recordamos el procedimiento geométrico aplicado por Massoumnia para
encontrar los subespacios separables a la salida que resuelven el problema de desacoplamiento
de fallas. Para el caso dual de desacoplamiento (control no interactivo) ver [81].

3.4. Invariancias, dinamicas fijas y dinamicas libres
Existen basicamente dos maneras en las que actiia una retroalimentaciéon amiga F' €
F(V[*A B,C]) para obtener una (A 4+ BF') invariancia de Viap - La primera es por medio de

una cancelacion polo-cero y la segunda es mediante desconexiones de entrada-salida en el
diagrama de flujo de senales del sistema.
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En el caso de una cancelacion polo-cero se dice que se obtiene una dindmica fija. Es fija
en el sentido de que si se reasigna nuevamente la posicion de los polos, entonces se pierde la
invariancia debido a que se deja de cancelar al cero en cuestién (ver también la tesis [23]).

En el caso de una desconexion de la trayectorias, se dice que se obtiene una dindmica
libre. Es libre en el sentido de que se puede reasignar nuevamente la posicion de los polos sin
alterar la invariancia.

3.4.1. (A+ BF) —invariancia de Visscl

En el Teorema 5.2 de Wonhan [78] se caracterizan las dindmicas libre y fija para el caso
de un subespacio (A,B)-invariante, V[z B.C] contenido en Ker C.

La representacion de estado de un sistema lineal invariante en el tiempo estrictamente
propio X(A,B,C):U — )Y es:
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cu(t)
donde u es la entrada, y es la salida y = es el estado. Los mapeos lineales estan definidos

como sigue: A: X - X, B:U—-Xy(C:X—=)Y. X,UyY son los espacios de estados,
de entradas y de salidas respectivamente.

(3.3)

Teorema 8 (Teorema 5.2 de Wonham [718]).
Sean V[ 5 o) C X el subespacio supremo (A,B)-invariantel Rispc) = Viasoy "Wiasep
FeFVype) v Ar = (A+ BF) : X — X. Sean Ap el mapeo inducido por Ap
v[*A,B,C]
Via,B,0) R*
restriccién de Ap a Risp ey (ver diagramas conmutativos de la Figura 3.1 ). Entonces

y ZF el mapeo

en

, Ap el mapeo inducido por ViapolArlViape en

g (V[Z,B,C] ‘AF|VE;4,B,C]) = 0-}“7 &) Jg;v
donde
op = 0 (ﬁp) dindmica fija (independiente de F' € F(V[*A,B,C]» y

op = 0O (EF) dindmica libre para alguna selecciéon de F' € F(V[*ABC]) 0J

Recordemos que:

(i) V[ A.B,C] €8 el mas grande subespacio que contiene a todas las trayectorias que se hacen
inobservables a la salida, mediante una retroalimentacién amiga.

() R{4 p ) es el subespacio con dindmica libremente asignada.

(iii) = [A 2Ll es el subespacio con dindmica fija, entonces o} corresponde al conjunto de los

Valores propios que cancelan a los ceros invariantes del sistema (A, B, C') para obtener
la (A+ BF) — invariancia de V}, p o
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Ahora bien, si descomponemos al espacio de estado como sigue:
X = XO S% Xc S RTA,B,C]

donde A} es un subespacio complementario de V[ix B €N X y X. es un subespacio comple-

. . . o~ X ~ Yas.c :
mentario de R{, 5 o €n V4 p ¢, por lo que Xy ~ v Y X, ~ R:;}ZZ} Entonces se tiene
la siguiente representacién matricial (ver Figura 3.1):

Ar 0 O
Ap=A+BF = | X, [Ap. 0 ||; C=[C, 0 0] (3.4)
X, | X5 Ap
X A4 X Vivee, VapalAelViasce  Yise
Il Il i i
X T x Vi A Vs
V[*A,B,C] A V[*A,B,C] 7QE‘A,B,C] AF 7arA,B,C]

Figura 3.1: Diagramas conmutativos relacionados a (3.4).

El bloque punteado nos muestra donde se encuentra la dindmica fija y el bloque continuo
nos muestra la (A + BF') — invariancia obtenida de V[*A, B.CJ- Note que el bloque punteado
esta contenido en el bloque continuo.

3.4.2. (A+ DC) —invariancia de Wy, 4 g

Ahora enunciemos el resultado dual del Teorema 5.7 de Wonham [78]. Para esto se utiliza
el subespacio (C, A) — invariante Wic, 4,5 due contiene a Im B, con
DGQ(WE‘C',A,B]):{Dy—)X ’ (A+DC)W[*C,A,B] CW[*C,A,B]}

Teorema 9 (Teorema dual del Teorema 5.7 de Wonham [78]).
Sean Wi 4 gy C & el subespacio infimo (C,A)-invariante que contiene a Im B, S§* =

Viapo T Wiean, D€ Q(W[*C,IA‘LB]) y Ap = (A+ DC): X — X. Sean Ap el mapeo

restriccién de Ap en W[*CAB], Ap el mapeo inducido por S*|Ap|S* en W[*;S; - y Ap el
mapeo inducido por Ap en % (ver diagramas conmutativos de la Figura 3.1). Entonces

X X . 4
o " ‘A D } W =opWop
[C,A,B] [C,A,B]
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donde
op = 0 A\D) dindmica fija y

053 = o0 (ﬁD) dindmica libre para alguna seleccién de D € D(W*)O

Recordemos que:

(i) W[C’ A,B] €8 el subespacio mas pequeno que sigue siendo controlable, mediante una in-

yeccion de salida amiga, por lo que % es el espacio cociente que contiene a todas las
trayectorias del sistema que se hacen no controlables, mediante una inyeccion de salida
amiga.

(ii) £ es el espacio cociente con dindmica libremente asignada.

cee * . . . , . . .
(iii) fv es el espacio cociente con dinamica fija, entonces o7}, corresponde al conjunto de los

valores propios que cancelan a los ceros invariantes del sistema (C, A, B) para obtener
la (A+DC)-invariancia de W*.

Ahora bien, si descomponemos al espacio de estado como sigue:
X == W[*C,A,B] @ L EB &0 (35)

donde X, es un subespacio complementario de S* en X' y X, es un subespacio complemen-
tario de W[*CA p) en S*, por lo que X, ~ % v X~ —>—. Entonces se tiene la siguiente

representacion matricial (ver Figura (3.2) :

AD Xl Xz
,,,,,,,,,, B,
Ap=A+DC=| 0 A, X, |; B=]| 0 (3.6)
0
0 0 Ap

La caja con lineas continuas nos muestra la (A + DC)-invariancia obtenida de Wic.a,n)
mientras que la caja con lineas punteadas nos muestra dénde se encuentra la dindmica fija'.

Como podemos observar de esta representacion matricial, a diferencia de la representacion
matricial (3.4) la invariancia y la dindmica fija estdn disjuntas en posicion.

Enseguida mostramos dos ejemplos académicos que resaltan la problematica de los ceros
invariantes no Hurwitz. En particular el Ejemplo 3.2 servird de marco de referencia a lo largo
de esta tesis.

'Note también que las matrices Ar de (3.4) y Ap de (3.6) tienen formas matricialmente transpuestas.
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r A4 X Sican SioanlAplSican Siap

I 11 II 1
— s ~ Sl
Xy X o A Weno
S[C,A,B] b S[C,A,B] W[CVA,B] P W[O'A’B]
~ o ~ ~ = % * _ 1T
A, = Apll (Se, 4,5 Ap[Si0a,5) = Al

Figura 3.2: Diagramas conmutativos relacionados a (3.6).
3.4.3. Dos ejemplos ilustrativos

Ejemplo 3.1

En este ejemplo aplicamos el Teorema 8 al siguiente sistema:

-1 —(1-a) —(1+a) (1-a -1 0
i = | ) TR T Em O e a),
| -1 « —(14+a) -« 0 0
) b ’ 5 (3.7)
w0 = o 110 0]
Ly

De acuerdo a los algoritmos (1.3) y (1.5) efectuamos los calculos correspondientes y obtene-
mMos:

Ker C'={e3, ea} y V[ o = Ker C.

Im B = {e1, e2} vy Wi 45 =1Im B.

Por lo tanto R* =V p oy " Wic a5 = {0}. Entonces en este caso no hay dindmica libre.

Para obtener una (A + BF’) invariancia de Vi4,5,c) tsamos la retroalimentacion:

0 —(1-a) —(1+a) (1-a)

F=10 —(1-a) —(14a) (1-0)
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entonces el sistema retroalimentado tiene la forma 2:

[ —1 0 0 0 —1 0
. 0 -1 0 0 0 —1
o= TP || v

-1 o -(1+a) —a 0 0

A-:,BF B (38)

[1 0/0 O

w0 = g 110 o e
s

donde el bloque punteado asociado a la dindmica fija esta contenido en el bloque continuo
asociado a la invariancia.

Ejemplo 3.2

Ahora para el sistema dual observable del sistema anterior aplicamos el Teorema 9.

. 0 1 1 10
—(l—a) —2—a) —1 a 01
M) = | _(14a) —(1+a) -1 —(1+4a) |"OF |55 ™0
l—-a) (1-a 0 —a 00
M 1 (3.9)
w0 = | 75 1[0 o]0

N /
-

c

donde, para facilitar los célculos se han renombrado las matrices como sigue: AT = A,
CT=Ly LT=C.

De acuerdo a los algoritmos (1.3) y (1.5) efectuamos los célculos correspondientes y ob-
tenemos:
Ker C' = {es, es} v V4 = Ker C.
Im L ={er,ea} v Wipgp =1Im L.
Entonces 8" = Vi p oy + Wicap = {e1,€e9,e3,e4} = X. Como si es el subespacio con
dindmica libre, entonces en este caso no hay dinamica libre.

S* . sz . . * _ * * —

Ahora, como Wooam es el subespacio con dindmica fija y Wi, 4 5 = Wr Wit =
. S*

{e1, ea} entonces dim W s

= 2, es decir, el sistema tiene 2 ceros invariantes.

Para obtener una (A + D;C) invariancia de W, , p usamos la inyeccién de salida:

0 —(1-a) —(1+a) (1-a)]"

Di=10o _1—a) —(1+a) (1—a)

2En este caso la (A+BF)-invariancia de V[fA B,C] © obtenida solamente por cancelacién polo-cero.
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entonces el sistema inyectado tiene la forma:

-1 0] 1 -1 10
. 0 —1|-1 o 0 1
) = o o i Tiray | *O oo | ™
0 0 0 —a 00
Ap, =A+D,C L (3.10)
1 0l0 o0
v = | 7o 3]0 o e

N /
-~

C

donde, la caja con lineas continuas representa la invariancia, mientras que la caja con lineas
punteadas representa la dindmica fija.

Pero si & = —1 entonces uno de estos ceros es no Hurwitz, por lo que su cancelacion
genera un modo interno inestable.

Debido a la propiedad de observabilidad, el sistema puede ser estabilizado con una in-
yeccion de salida adicional (originando la pérdida de invariancia del modo estabilizado):

b [0 (=) ~(1-a) ~1-a)]"
710 1—a) —(1—a) —(1—a)
Entonces el sistema inyectado con Dy tiene la forma:
-1 0 1 -1 1 0
: B —(l—a) —2—-a) -1 a 0 1
©t) = (1—a) (1—a) -1 —(1+a) |*@F |50 | ™"
(1-a) (1-a) O —a 00
~~ 4 —
ADQZAD1+DQC=A+DC L (311>
-1 00 0
w0 = |7y 3]0 o]
bt
00 -20]" , L .
donde D = D{+D; = 00 -2 0 . Obteniéndose asi, un sistema internamente estable

pero parcialmente invariante, i.e. det(sI — (A+DC)) = (s+1)* y Wi = Ap, Wi = {e1 —ea}.
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CAPITULO 4

Formulacion geométrica del problema
del filtro Beard-Jones para deteccion

de fallas

En este Capitulo revisamos la solucion del problema de deteccion de fallas por medio de
un observador de estado de orden completo.

Beard [6] y Jones [34] proponen un procedimiento para disefiar un observador especial que
acentte el efecto de las fallas mediante una comparacion entre la salida del sistema original
con fallas y entre el observador de estado del sistema sin tomar en cuenta las fallas. La pre-
sencia de las fallas origina una sefial de error que es llamado innovacién (prediccion de error)
del observador. Este observador es disenado de tal forma que en ausencia de fallas, errores
de modelacion y perturbaciones en el sistema, el vector innovacién tiende exponencialmente
a cero, lo cual no ocurre ante la presencia de fallas.

Beard resolvié este problema utilizando nociones de subespacios compatibles y separa-
bles a la salida. Este problema fue reformulado por Massoumnia [59] utilizando conceptos
geométricos como subespacios (C,A)-invariantes. Estos nuevos conceptos conducen a algo-
ritmos de diseno numéricamente simples.

Este problema actualmente se le conoce como la formulacién geométrica del problema del
filtro Beard-Jones para deteccion de fallas.

4.1. Formulacion geométrica del problema del filtro
Beard-Jones para deteccion de fallas

En esta seccién exponemos la formulacién geométrica de Massoumnia [59] para el pro-
blema del filtro Beard-Jones para deteccion de fallas.

Para esta formulacién geométrica se utilizan subespacios (C,A )-invariantes W; que con-
tienen a Im L;. Estos subespacios obtienen la (A+DC)-invariancia a través de la seleccién
apropiada de la inyeccion de salida amiga D. Ademas, se pide que los subespacios CW; sean
independientes para que el vector residual r(t) generado por cada falla diferente sea confinado
a un subespacio independiente del espacio de salida (recordar secciones 1.2.6 y 1.2.7).
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Figura 4.1: Generacién de residuos, Ap = A+ DC.

En la seccién 2.3 se vio que dado el sistema lineal con fallas (comparese con (2.1)):

(t) = Ax(t)+ Bu(t)+ Lm(t),

4.1
y(t) = Cald), (4.1)
se construye el filtro Beard-Jones para detectar la falla (compérese con (2.2) y (2.3)):
w(t) = (A+ DC)w(t) — Dy(t) + Bu(t), (4.2)
r(t) = Cw(t) —y(?),
obteniéndose el siguiente error de observacién (compérese (2.4))%:
ét) = (A+ DC)e(t) — Lm(t), (4.3)

r(t) = Ce(),
con L = [Ly...L;] (ver Figura 4.1).

El problema del filtro Beard-Jones para deteccion de fallas puede ser establecido en len-
guaje geométrico como sigue:

Dados los mapeos lineales A, C' 'y L;, i =1,... k. Encontrar subespacios (C, A) —

mvariantes W;, ©=1,... k, para los cuales existe una inyeccién de salida D tal que:
(A+DCYW, ¢ W, i=1,... k. (4.4)
ImL, ¢ W, 1=1,... k. (4.5)
cWw;n (Z OWj) = {0} i=1,... k. (4.6)
J#i

'En este trabajo de tesis se trabaja, sin pérdida de generalidad, son sistemas cuadrados, es decir, dim()) =
dim(M), por lo que las proyecciones H; no son necesarias.
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Si existen subespacios (C, A) — invariantes W;, i =1,---  k y una inyeccion de salida
amiga D tales que satisfacen las condiciones (4.4) y (4.5), entonces cuando se presenta una
falla m;(t) # 0:

» la dinamica del error de observacion e(t) permanece invariante dentro de un subespacio

Wi.
el vector residual 7;(t) es confinado a un subespacio independiente del espacio de salida

CW;.

Siguiendo esta formulacion, descomponemos al espacio de estado como sigue:
X=Wa --aW,)e X

donde X, es cualquier subespacio complementario. Entonces el sistema (4.3) toma la siguiente
forma (a modo de ejemplo seleccionamos xk = 3): 2

Ap, O 0 * Ly 0 O
. . 0 AD2 0 * 0 L2 0
W=1"0 0 Ap|+ | DT 0 0 1, ™"
0 0 0 [A 0 0 0
AD1 :X+D1C \L, (47)
_Cl 0 0 *
rt)=1 0 Cy 0 |* |e(t).
| 0 0 03 *
<

De esta manera se han desacoplado a la salida el efecto de las fallas.
Note también que se ha generado un modo no controlable Ay.

Ahora bien, si existen subespacios (C,A)-invariantes, W;, debido a la falla m(t), y si
ademds estos subespacios son separables a la salida (ver (4.6)) y compatibles (ver (4.4)),
tales que satisfacen (4.5), entonces se puede hallar la inyeccién de salida amiga D.

Precisamente en el Lema 2 de [59] se demuestra que los subespacios (C,A )-invariantes,
W, separables a la salida son compatibles.

4.2. Solucién geométrica del problema del filtro Beard-
Jones para deteccion de fallas

El siguiente Teorema de Massoumnia [59] proporciona la condicién geométrica necesaria
y suficiente para la solucion del problema del filtro Beard-Jones para deteccion de fallas.

2Donde * representan valores irrelevantes en esta discusién.
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Teorema 10 [59] Sea W; el subespacio infimo de los subespacios (C,A )-invariantes que
contienen a Im L;. Entonces el problema del filtro Beard-Jones para deteccion de fallas tiene
una solucién si y sélo si

CW; N <Z CWj) = {0}, i=1,... kO (4.8)
J#
En efecto, si descomponemos el espacio de estado como sigue (recordar (4.3)):
X=Wie---aW,)aeX . e X,

donde Wy @ --- & W = W, , ;). Entonces el sistema (4.9) toma la siguiente forma (selec-
cionamos, a modo de ejemplo, k = 3):

i AD1 _0 0 Xu 512 1
T v v Ly 0 0
0 0 AD3 Xg Xy 01 E2 9
ét)=|—— et)+ | 0 0 Ls | m(t),
o~ 0O 0 O
0o 0 o]0 Ap] L (4.9)

¢, 0 0\|Yy,; Y,
r(t) = 0 9 Yo Yoo | e(t).
0 0 C3|Yy Y

N J/

Note que se han generado dos modos no controlables Ap y Ap por la falla m(t) (recordar
seccién 3.4.2). De estos dos modos no controlables, el primero tiene una dindmica fija (en el

caso que se desee conservar la (A + DC) — invariancia de Wic,a L}).
Por lo que si el sistema posee algiin cero no Hurwitz entonces se genera un modo inestable

no controlable (recordar el Ejemplo 3.2).

A continuacién retomamos el sistema del Ejemplo 3.2 del Capitulo 3 para ilustrar los
conceptos expuestos arriba.

EJEMPLO 4.1.

Consideremos el siguiente sistema observable (comparese con (3.9)):
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1 0 1 -1 1 10

: —(l—a) —2—-a) -1 « 1 0 1
M = | “14a) ~(1+a) 1 —(1ta) |01 |uOF] g o |mO:

| 1-a) (I-a) O —a 1 00

. - U R L
o = | 7o o o]

= C

(4.10)

Del algoritmo geométrico (1.5), obtenemos: Wy, 4 1y = {Wi,, Wi, } = {e1, e2}.

Usando la inyeccion de salida:

sintetizamos el observador de orden completo (4.2) y obtenemos el sistema de la dindmica
del error de observacion:

mT—=1 o] 1 -1 10
. 0 —1|-1 a 0 1
ét) = 0 0 i “(ifa) )= |50 |0
0 0.0 —a | 00
Ap,=A+D;C I (4.11)

") = [ - _V;)g 8le<t>,

C

Para a = 1 podemos ver que no hay problemas con los ceros. Entonces en este caso
podemos aplicar el método propuesto por Massoumnia para hallar una solucién al problema
de deteccion de fallas. En la Figura 4.2 se muestran los resultados de una simulacién MatLab—
Simulink.

Si o = —1 entonces tenemos un cero no Hurwitz.

Obsérvese que si se cancela este cero no Hurwitz se obtiene un modo interno inestable,
por lo que el observador de orden completo (4.2) con la inyeccién de salida Dy no deberia ser
sintetizado. En la Figura 4.3 se muestran los resultados de una simulacion MatLab—Simulink.

Como el sistema es observable entonces podemos estabilizarlo con la inyeccion de salida
adicional:

D2:
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entonces la dinamica del error de observacion inyectado con Dy es:

[ -1 0 1 —1 10
. B —(l—-a) —2—-a)| -1 o 101
‘W= 1"1-a (o 1 (ra W oo™
-« l—-a 0 - 00
L (=0 v) | (4.12)
Ap,=Ap, +D:C=A+DC
[ —1  0]0 0
T(t> - I 0 =110 0 :| 6(t>,
00 -20]"
donde D = D;+ Dy = [ 00 -2 0 } y con det (sl — (A + DC)) = (s + 1)~
Como podemos observar en el sistema (4.12) hay pérdida de invariancia del modo esta-
bilizado a = —1. En la Figura 4.4 se muestran los resultados de una simulacién MatLab—
Simulink.
Note que:

1. El comportamiento externo, de m(t) a r(t), y la Matriz de Transferencia, 77 (s), del
sistema (4.12) son:

(p+1) (p+1)°
(a) { (1—a)p?—2ap—(3—a) —2(p+2-a) }r(t)

(b) Ty(s) = ~C(sI— (A+ DO))lL

1 —2(1—a)
_ 10 S+ (st 10
-1 1 ’

0 S+« 1 1
2. El observador de orden completo (4.2) asociado a (4.10) es:

(S+1)?

-1 0 1 -1 00
00 = | a1 e T Ay | MO | 5| v+ Bt
(l—-a) (Q1-a)| O —a 00 (4.14)
=50 4]0 0w -

3. De la Figura 4.2 se puede observar que el filtro Beard-Jones, con la matriz de inyec-
cién desacopladora D, funciona correctamente para el caso de fase minima, es decir
identifica las fallas.
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4. En el caso del sistema con o« = —1 se tiene un sistema de fase no minima, por lo que
habra problemas cuando se tengan condiciones iniciales no nulas. En la Figura 4.3 se
muestra la simulacién para este caso de fase no minima, teniendo el sistema (4.10)
como condicién inicial: z(0) = [ 1 111 }T. De la Figura 4.3 se puede observar que
el filtro Beard-Jones, con la matriz de inyeccién desacopladora D;, no funciona para
el caso de fase no minima con condiciones iniciales no nulas. Esto es debido a que la
cancelacion del cero no Hurwitz genera un modo interno inestable.

5. Para el caso de fase no minima, se puede observar de la Figura 4.4 que cuando al filtro
Beard-Jones se le agrega la matriz estabilizante Ds, es decir, se aplica la matriz de
inyeccién D; + Do, el sistema es internamente estable (ya no existe la cancelacién del
cero no Hurwitz), detecta las fallas, pero no las identifica.
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2 . 2
15 : 15
i - 1
= ;//\ / /\B\' N 1/ ’\~
05/ - \\ / \ ' 0.5
of 7 = 7 0
05 1 / \ “ fe ] 05
B | RSE ~ B -1
-15 . 15
-2 : : -2
0 5 10 15 0 5 10 15
(a) (b)
2 : 2
15 . 15
1 1 [ —3,
= ‘ | e |'\ |
0.5 : 05} - . [ \
/ |\ B |
|
& & ! | |
05 ] 05 | s il L oa
-1 -1 | o~ L =4
-15 . -15
-2 : : 2
0 5 10 15 0 5 10 15
() (d)

Figura 4.2: Diagramas de simulacién MatLab-Simulink del sistema de fase minima (4.10),
a = 1, con el observador de orden completo (4.2) ; siendo A + D;C' la matriz del filtro
Beard-Jones. (a) Residuo r; (linea punteada) y falla m; (linea continua); caso m; # 0y
mg = 0. (b) Residuo ry (linea punteada) y falla mo (linea continua); caso my # 0y mq = 0.
(c¢) Residuo r; (linea punteada) y falla my (linea continua); caso my = 0y mg # 0. (d)
Residuo 75 (linea punteada) y falla ms (linea continua); caso m; =0y msy # 0.
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-10
0

-10
0

[N

(b)

\
2

(d)

3 4 5

Figura 4.3: Diagramas de simulacién MatLab—Simulink del sistema de fase no minima (4.10),
a=—1,2(0) =[1111]", con el observador de orden completo (4.2) ; siendo A + D;C' la
matriz del filtro Beard-Jones. (a) Residuo r; (linea punteada) y falla m; (linea continua);
caso m; # 0y me = 0. (b) Residuo 7, (linea punteada) y falla msy (linea continua); caso
my # 0y me = 0. (c) Residuo r; (linea punteada) y falla m; (linea continua); caso m; =0y
ma # 0. (d) Residuo 75 (linea punteada) y falla my (linea continua); caso m; =0y mg # 0.
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5

At

—6r

-8

10

15

(c)

10

15

(b)

15

(C))

15

Figura 4.4: Diagramas de simulacién MatLab—Simulink del sistema de fase no minima (4.10),
a=—1,2(0)=[1111]", con el observador de orden completo (4.2) ; siendo A+ (D;+D5)C
la matriz del filtro Beard-Jones. (a) Residuo 7, (linea punteada) y falla m; (linea continua);
caso my # 0y me = 0. (b) Residuo 7, (linea punteada) y falla my (linea continua); caso
my # 0y me = 0. (c) Residuo r; (linea punteada) y falla m; (linea continua); caso m; =0y
ma # 0. (d) Residuo 75 (linea punteada) y falla my (linea continua); caso m; =0y mg # 0.
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4.3. Conclusion

Como pudimos ver en el Ejemplo 4.1, si todos los ceros son Hurwitz, podemos hallar una
solucion al problema de deteccion de fallas aplicando la formulacion geométrica desarrollado
por Massoumnia [59].

Ahora bien, si existe un cero no Hurwitz al cancelarlo genera un modo interno inestable
no controlable. Si el sistema es observable, entonces podemos estabilizarlo con una inyeccién
de salida adicional D con la consecuencia de la pérdida de invariancia del modo estabilizado.

Para hallar una solucion al problema de deteccion de fallas, en el caso de ceros no Hurwitz,
sin que haya pérdida de invariancia de los modos estabilizados, en el Capitulo 6 proponemos
un método que consiste en descomponer al sistema (4.14) como la cascada de un sistema de
polos y un sistema de ceros (no Hurwitz).
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CAPiTULO 5

Invertibilidad por la Izquierda

En este Capitulo estudiamos la invertibilidad por la izquierda en los dos dominios cono-
cidos: dominio de la frecuencia y dominio del tiempo. Para ello primero revisamos la inver-
tibilidad 1zquierda de la Matriz de Transferencia e invertibilidad izquierda en el Dominio
del Tiempo. Damos la caracterizacion geométrica en cada caso, asi como la caracterizacion
estructural de la invertibilidad izquierda en el Dominio del Tiempo.

En base a estos conceptos desarrollamos nuestros principales teoremas que proporcionan
las condiciones necesarias y suficientes (geométricas y estructurales) para la existencia de la
mversa izquierda en el dominio del tiempo.

5.1. Introduccion

Empecemos esta seccion introductoria recordando los siguientes tres aspectos elementales
de la tnvertibilidad izquierda:

Observacion 11 La definicién bésica para invertibilidad izquierda es:
Dada una funcién

¢ : Dom — CoDom
r = o(r)

hallar (si es posible) una funcién

¥ : CoDom — Dom
v = P(v)

tal que la composicién:

Yo p: Dom — Dom
ri—Y(p(r)) =r Vr € Dom
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Observacién 12 Para una funcién lineal ¢, la existencia de una funcion inversa izquierda,
1, es equivalente al hecho de que ¢ es inyectivo. Es decir:

Ker ¢ :={r € Dom | ¢(r) =0} = {0}

Observaciéon 13 (Teorema Fundamental del Célculo).
La funcion inversa izquierda, 1, de la funcién lineal

t
p:r(t) — / r(7)dr, donde r es una funcién continua
0

€S

do(t)

vrolt) ~ S

pues % fOtT'(T)dT = r(t), para toda funcién continua r.

De la Observacién 13 nos damos cuenta de que debemos trabajar en el contexto més
amplio de la teoria de los sistemas generalizados X(E, A, B,C): U — X — Y (ver seccién
1.4 del Capitulo 1):

Ei(t) = Az(t)+ Bu(t)
y(t) = Ca(t)

donde u es la entrada, y es la salida y x es la variable descriptora. Se considera que la
entrada es una senal continua y suficientemente derivable con respecto al tiempo. También
se considera que el modelo es valido para t > 0, es decir, las condiciones iniciales satisfacen
el sistema (5.1) (condiciones iniciales consistentes).

(5.1)

Planteamos el siguiente problema:

Problema 14 ;Bajo qué condiciones existe, y como disenar un sistema inverso izquierdo
para el sistema (5.1), independientemente de las condiciones iniciales de z y de la naturaleza
de la entrada u?

Para resolver este problema primero analizemos la posible estructura del sistema genera-
lizado (5.1).

Ahora bien, como nosotros estamos interesados en sistemas sin restricciones en las entra-
das, no tomaremos en cuenta los indices minimos por linea, y como estamos estudiando la
wnvertibilidad izquierda los indices minimos por columna son naturalmente excluidos, pues-
to que el nicleo de este tipo de bloques son no nulos y entonces no son invertibles por la
izquierda (ver Observacién 12 y la Seccién 1.4.1 del Capitulo 1).

Entonces tnicamente tomamos en cuenta los divisores elementales finitos e infinitos los
cuales caracterizan los integradores y derivadores respectivamente, es decir, consideremos un
sistema generalizado regular.
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Por otro lado, Armentano [3] estudi6 la controlabilidad y observabilidad de un sistema
generalizado regular utilizando la forma de Wieierstrass (aqui también llamada conexién

paralelo):
H ]Hg‘c(w _ H (I)}x(t)nL{_g;]u(t)

y(t) =[O0 G ]a()

donde J es una matriz de Jordan y N es una matriz nilpotente.

(5.2)

Los divisores elementales finitos [sI — J;| se localizan (ver Seccién 1.4.1): !

= en la restriccién [sE — A] | Vv, en el dominio,

= en la restriccién EVyp , | [SE — A] en el codominio.

Note que la matriz de transferencia del Sistema (5.2):
G Hs)F(s) = C1(sI = J)'By — Cy(sN — 1) ' B,
con G(s), F(s) € R[s|, satisface el algoritmo de la divisién euclideana, es decir:
F(s) = G(s)H(s) + F(s) con degF(s) <degG(s) 6 F(s)=0

donde G7Ys)F(s) =Cyi(sl—J) 1By vy H(s) = —Cy(sN —1)7!B,.

&

Y(t

Figura 5.1: Conexién Paralela.

Aunque la forma de Wieierstrass ha sido muy 1til en el estudio de varias propiedades
estructurales, nosotros utilizamos aqui la siguiente descomposicién alternativa (aqui llamada

conexién cascada):
BRI Il KR BN

y(t) = [C 0 ]x(t),

Puesto que se estd considerando que el abanico [AE — A] es regular, entonces X = V[*X Ea © W[’}( E,A]"
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donde N es una matriz nilpotente.

En este caso la matriz de transferencia es
G s)F(s) = —C(sl — A)"'BA(sN —I)~'T
la cual es expresada como el producto de dos factores, es decir:
F(s) = Fy(s)Fi(s) con deg Fy(s) < deg G(s)
donde G71(s)Fy(s)=C(sI—A)'B y Fi(s)=—-A(sN —-1)"'T".

Figura 5.2: Conexién Cascada.

Esta conexién en cascada es més apropiada para el andlisis de wnvertibilidad izquierda
puesto que nos permite estudiar separadamente la invertibilidad izquierda para cada siste-
ma, es decir, para la parte estrictamente no propia Fy(s) y para la parte estrictamente propia
G~1(s)Fx(s). Mientras que para la conexién paralelo, se presentan algunas dificultades técni-
cas debido al célculo del Ker [C}, Cy).

Ahora, nos ocuparemos del estudio de la invertibilidad izquierda de sistemas lineales en
los dominios conocidos:

= dominio de la frecuencia,
= dominio del tiempo.

Primero nos ocupamos de la invertibilidad izquierda en el dominio de la frecuencia, revisando
la definicién de invertibilidad izquierda de la Matriz de Transferencia (invertibilidad izquierda
MT) asi como su caracterizacién geométrica.

5.2. Invertibilidad izquierda MT
y su caracterizacion geométrica

Cuando se trabaja con matrices de transferencias, la siguiente definiciéon de invertibilidad
izquierda MT es estandar (comparar con Observacion 12).

Definicién 15 Consideremos la matriz de transferencia, T'(s) = C(sE — A)~'B, con p filas
y m columnas. T'(s) es invertible izquierda MT si sus m columnas son funciones racionales
independientes en s, es decir, si rank 7'(s) = m, i.e si Ker T'(s) = {0}.
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5.2.1. Sistemas estrictamente propios

Para el caso de sistemas estrictamente propios Y.,(A,B,C) 1 Z — X, — ),

Tep(t) = Axep(t) + Bz(t),
y(t) = Cxep(t)7

la invertibilidad izquierda MT fue geométricamente caracterizada por Basile y Marro [5]

utilizando el subespacio supremo (A, B) — invariante Viap,c) contenido en Ker C, de la
manera siguiente:

(5.3)

Teorema 16 [5] T.,(s) = C(sl — A)le es invertible a la izquierda MT siy soélo si

Ker B={0} e Im BNV =1{0}0 (5.4)

Equivalentemente, T,(s) es invertible a la izquierda MT siy sélo si

Una prueba alterna de esta proposicién se encuentra en el apéndice de este capitulo.

5.2.2. Sistemas estrictamente no propios

Sea el sistema estrictamente no propio Xep,(N,I',A) : U — Xepp — Z,

Nienp(t) = Tenp(t) — Tult),
2(t) = Axeny(t),

donde N es una matriz nilpotente.
A la representacién (5.6) le llamaremos forma estandar estrictamente no propia.

La caracterizacion geométrica de la invertibilidad izquierda MT del sistema estrictamente
no propio (5.6) es:

Teorema 17 T,,,(s) = —A(sN —I)7'T es invertible a la izquierda MT siy sdlo si
Ker I'={0} e ImI'NVjyra = {00 (5.7)
Equivalentemente, T,,(s) es invertible a la izquierda MT siy sélo si

Ker T'={0} and Riypa = {0}0 (5.8)

Esta tltima proposicién es probada en el apéndice de este capitulo.
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5.2.3. Particularidades de la invertibilidad izquierda MT

Note que la Definicién 15 de la invertibilidad izquierda MT se basa en un concepto
puramente matricial y solamente puede tomar en cuenta la estructura algebraica interna del
sistema. Pero esta clase de invertibilidad no toma en cuenta la manera en que interactian
las entradas con la estructura interna del sistema.

En el siguiente ejemplo mostramos la patologia de la invertibilidad izquierda MT presente
en el caso de los sistemas estrictamente propios.

EJEMPLO 5.1 (Comienzo).
Consideremos el sistema X.,(A, B, C):

Tep(t) = [ 8 (1) 1 Tep(t) + [ blo } z(t) con by # 0,
——— ——
A B (5.9)
y(t) = [ 10 ]ze(t).
c

El comportamiento externo de z(t) a y(t) de este sistema estd dado por la siguiente
ecuacion diferencial ordinaria:

p*y(t) = (p + bo)2(t) (5.10)

y su matriz de transferencia T7(s) es:

s+ by

T =

. (5.11)

De acuerdo al Teorema 16 realizamos los calculos correspondientes (ver algoritmo (1.3))
y obtenemos:

Vissco = {e2t; Im B={e;+boea}; Ker B={0}; Im BNV p5c=1{0} (512

Por lo tanto el sistema (5.9) es invertible a la izquierda MT, y por (5.11) su inversa

1zquierda MT es:
2

T (s) = 5.13
O (51

la cual es la Transformada de Laplace del sistema:
(P +bo)2(t) = p*y(t). (5.14)

Observacién 18 De (5.11) y (5.13), inmediatamente se sigue que:



Observacién 19 De (5.10) y (5.14) obtenemos:

(p+ bo) (2(t) — 2(t)) = 0.

Entonces
Z(t) = 2(t) + kebot,

Observacién 20 Si
A1) = 2(0)e ™, 2(0) £0,
de (5.10) obtenemos:
py(t) =0 y Z(t)=0.

= Este ejemplo nos muestra que la invertibilidad 1zquierda MT depende de las condiciones
iniciales asi como de la naturaleza de la entrada z.

= De la Observacién 19, necesitamos que la condicion inicial k se encuentre en una
vecindad del cero con un radio muy pequeno, y lo mas importante, el parametro b
debe ser no negativo.

= De la Observacién 20 observamos que la entrada z no puede pertenecer a Ker (p + by).

En el caso de sistemas con condiciones iniciales nulas la invertibilidad izquierda MT puede

aplicarse sin problema alguno. Como por ejemplo en el caso de sistemas lineales estrictamente

no propios. 2

5.3. Invertibilidad Izquierda DT

Empecemos dando la definicion de la invertibilidad a la izquierda DT.

Definicién 21 El sistema (5.1), S(E,AB,C) : U — X — Y, es invertible a la izquierda
DT si

(i) Existe un sistema X':Y — X — U tal que es soluble * en Im %
(i) Siox =1

¥ se llama inversa izquierda DT de L (E, A, B, C).

2En el dominio del tiempo cuando se trabaja con derivadas ordinarias, inicamente las integrales poseen
condiciones iniciales, mientras que cuando se trabaja con funciones generalizadas y derivadas generalizadas,
las acciones derivativas pueden tener condiciones iniciales [21], [22]. En esta tesis se trabaja con derivadas
ordinarias en el tiempo y no con las derivadas generalizadas [3].

3Soluble significa que para cada entrada en el espacio )V, existe al menos una solucién en el espacio de la
variable descriptora X.
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Note que unicamente la parte estrictamente propia %.,(A, B,C) de (5.1) puede tener
una inversa izquierda DT (ver Observacién 13). Es decir, la parte estrictamente no propia
Yenp(N, T, A) de (5.1) nunca tendrd una inversa izquierda DT, puesto que *:

Ker Fi(p) = Ker [-A(pN —1)7'T] # {0}
entonces inicamente necesitamos estudiar la invertibilidad izquierda DT de X.,(A, B,C).

Observe que la parte estrictamente propia del sistema (5.1) es siempre soluble (recordar
Definicién 4 y Lema 5 del Capitulo 1), es decir, existe una transformacién lineal W (-) :
Z — X tal que \I/(z(t)) = AU(z(t)) + Bz(t); y(t) =C¥(2(t)) para todas las entradas
admisibles z.

De la seccién 1.4.3 tenemos los siguientes resultados (ver Lema 6 y el Hecho 7):

Lema 22 [8]. Elsistema estrictamente propio (5.3) es invertible a la izquierda DT siy sblo
si

Ker C'V (-) = {0}.

Lema 23 [8]. Si el sistema estrictamente propio (5.3) es invertible a la izquierda DT en-
tonces un sistema inverso izquierdo, X'(E;, A;,B;,C;): Y — X; — Z, es:

~—— ~—— ~——
B Ai B (5.15)
(b) 2(t) = [0 I]x(),
C;

donde E;, A;, B, y C,; son mapeos lineales definidos como:

Ei:X—-X, A X —X, B:Y—-4&,, C:X—2
con X=Xy BZ y X, =V X,

Este sistema inverso izquierdo DT es (en general) no minimal; sin embargo, puede ser
facilmente minimizado por algoritmos matriciales (ver por ejemplo Bonilla y Malabre [14]).
Ver la definicién de sistema minimal en el Capitulo de Preliminares.

Note sin embargo que el caso de que B sea inyectivo y de que el sistema (5.3) sea
observable, entonces el sistema (5.15) es minimal. En efecto (ver Kuijper [?]):

(1) el rango de la matriz [ E; B; | = [ 0 0] -1

I ol o 1 es pleno por lineas.

4El operador (pN — I)~! est4 bien definido debido a la nilpotencia de N. En efecto
(pN-1)~1 =-1- E?;ll(pN)i. De hecho, Ker Fi(p) es el conjunto de trayectorias que satisfacen la ecuacién
diferencial Fy(p)u = 0, el cual podria ser {0} dnicamente si F;(p) es un operador constante, es decir, el
sistema (5.1) podria no tener parte estrictamente no propia.
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00
(2) la matriz [ gl } = | I 0 | esinyectiva.
' 0 I
—C 0
(3) la matriz [ S]Ei(c__ A }: (sl—A) B | es de rango pleno por columnas para todo
' 0 I
nimero complejo s si y sélo si la matrix [ SI? A } también lo es. Es decir, si y sélo si

N ={0}.

5.3.1. Caracterizacion Geométrica
de la invertibilidad izquierda DT

En esta seccion proponemos el teorema que caracteriza geométricamente la invertibilidad
1zquierda DT.

Teorema 24 El sistema estrictamente propio (5.3) es invertible a la izquierda DT siy s6lo
si

Ker B={0} e Im B N (Viype + AVupe) = {0} (5.16)

Para probar el Teorema 24, necesitamos los siguientes dos Lemas que son probados en el
apéndice de este capitulo.

Lema 25 Si Im B N (V[il,B,C} + AV[’;LB,C]> = {0} y Ker B =1{0} entonces

y(t) = 0 implica que z(t) =0 Vt > 0.

Lema 26 Si Ker B = {0} entonces

1}[}“&7&] = {0} implica que B™* (V@BC} + AV[’j47B7C}) = {0}.
Prueba del Teorema 24.

1. Probaremos primero la suficiencia:
Supongamos que Ker B={0} e Im BN (V@B,C} + AV[Z,B,C]) = {0}.

Entonces por el Lema 25, y(t) =0 implica que 2(t) =0 V¢ >0, y por el Lema 22,
el sistema (5.3) es invertible a la izquierda DT.
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2. Probaremos ahora la necesidad:
Si Ker B # {0}, entonces existe una z # 0 tal que Bz = 0, lo cual implica que
existe una z # 0 que no es observable a la salida, y asi C'Ker ¥(z) # {0}, pero esto
contradice al Lemma 22. Por lo tanto Ker B = {0}.

Para probar la necesidad de la segunda condicion geométrica, asumimos que el sistema

(5.3) es invertible a la izquierda DT, entonces el sistema (5.15) es una inversa izquierda
DT.

Ahora bien, para que el sistema (5.15) sea una inversa izquierda DT del sistema es-
trictamente propio (5.3) es necesario que Yy, g, 4, = {0}.

Si este no es el caso, pueden ocurrir problemas con las condiciones iniciales de los
modos exponenciales (los integradores presentes en X(E;, A;, B;, C;) caracterizados por

Y por Lema 26, obtenemos la segunda condiciéon geométrica. [J

Regresamos al Ejemplo 5.1.

EJEMPLO 5.1 (Continuacién).
De (5.12) obtenemos:

Im BA (Vg + AViigey) = fer +boes} N ({ez} + {61}) £ {0} (5.17)

entonces la condicion geométrica (5.16) no se cumple. Y asi, el sistema (5.9) no es invertible
a la izquierda DT.

5.3.2. Caracterizacion Estructural
de la invertibilidad izquierda DT

Ahora analizamos la caracterizacion estructural de la invertibilidad izquierda DT que es
equivalente al Teorema 24. Para esto, primero extraemos la parte mazximal observable del
sistema y posteriormente revisamos algunos resultados sobre la estructura de los ceros.

A. Sistema Cociente Maximal Observable

Figura 5.3: Diagrama Conmutativa
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Sea II : X, — 5# la proyeccién candnica, entonces existen mapeos tnicos (ver Fig. 5.3):

- Xep X Xep X,
Ao “L By:Z—--=-2L (C,:=2
NN Y vy Y
tales que:
ITA = AobH; II B = Bob; C == CobH (518)

Teorema 27 Dado el sistema estrictamente propio X.,(A, B,C), sea el sistema cociente
estrictamente propio Xe,(Aos, Bob, Cob) -
Entonces
Ker B={0} v (Viapey + AVfspe) NIm B = {0}

si y solo si
VEAOb’BDbicOb} = {0} y Ker BOb = {0}

Para probar el Teorema 27 utilizaremos los siguientes Lemas probados en el apéndice de
este capitulo:

Lema 28 Ker B= {0} y <V[>i4,B,C] + AV[’j47B7C}> NIm B = {0}

si y solo si

Viipay =N y BN+ AKer C) = {0}.

Lema 29 Las siguientes igualdades siempre se cumplen:
1‘ VEAOINBOIHCOb] - H VE:4787C]'

LN + AKer C) = B;blebKer Cop.

Lema 30 Vi, 3z =N y B (N + AKer C) = {0}
si y sélo si

Viro.Bu.cw] =104y Ker By, = {0}

Prueba del Teorema 27.
Del Lema 28 tenemos que Ker B = {0} y ( 0 T AV s C) NIm B = {0} siy sdlo

si Viupo =N v B™H (N + AKer C) = {0}, y del Lemma 30 siysdlosi V}, 5 o1 ={0}
y Ker B,, = {0}.

B. Estructura de ceros
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En el Capitulo de Preliminares recordamos cuatro subconjuntos particulares de ceros:
ceros invariantes, ceros de transmision, ceros invariantes desacoplados en la entrada y ceros
invariantes observables.

El ntimero total de ceros invariantes observables es:

V*
cardinalidad {ceros invariantes observables} = dim *[A’—B’C] . (5.19)
Rispe+N

C. Caracterizacion estructural de la invertibilidad izquierda DT.

Enseguida enunciamos el Corolario que caracteriza estructuralmente la invertibilidad iz-
quierda DT.

Corolario 31 El sistema estrictamente propio (5.3) es invertible a la izquierda DT si 'y
solo si es invertible a la izquierda MT y no tiene ceros de transmision ni ceros invariantes
desacoplados en la entrada.

Prueba:

Demostracién de la necesidad.

Supongamos que el sistema (5.3) es invertible a la izquierda DT.

Entonces del Teorema 24: Ker B = {0} e Im BNV}, o = {0}.

Pero esta tltima condicion geométrica es equivalente a Im BNR{y g o) = {0}, entonces
del algoritmo (1.7) obtenemos Ry, p o = {0}

Como Ker B = {0} y Rj,pc = {0}, entonces del Teorema 16 se concluye que el
sistema (5.3) es invertible a la izquierda MT (recordar la equivalencia (5.5)).

Por otro lado, del Teorema 27 se obtiene: V[’;y B.C] = Ker IT = N, lo cual implica que:

v Vi N
. [A,B,C] . [4,B,C] .
dim | =42 ) —q —dim (=) =0
Hn (RFA,B,C] +N) Hn ( N ) lm (N)

Entonces de (5.19) se sigue que no hay ceros de transmision ni ceros desacoplados en la
entrada, i.e. no hay ceros invariantes observables.

Demostracion de la suficiencia.

Supongamos que el sistema (5.3) es invertible a la izquierda MT y no tiene ningin cero
imvariante observable.

Entonces de (5.5) y (5.19) se tiene que:

Ker B = {O}, RE{A737C] = {O} y VEA,B7C] = N

Ahora, como N es A-invariante, entonces Im BN (Vf;x,B,C] +AV§47B7C}) =Im BﬂVF;LB’C},
Como R}, p o) = {0} entonces se tiene que Im BNV}, p o = {0}.

Por lo tanto, Ker B = {0} e Im BN (V) o + AV 5c)) = {0}, entonces del Teorema
24 el sistema (5.3) es invertible a la izquierdo DT. O

Note que la wnvertibilidad 1zquierda DT engloba dos aspectos:
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1. La estructura algebraica interna (la invertibilidad izquierda MT).

2. La interaccién entre la entrada y la estructura interna (la no presencia de ceros inva-
riantes observables).

Retomamos el Ejemplo 5.1.
EJEMPLO 5.1 (Fin).

Por el Corolario 31, el sistema (5.9) no es invertible a la izquierda DT debido a la presencia
del cero invariante observable (s + by) de TY(s).

Ahora, en el caso de ceros Hurwitz, una posible soluciéon para este problema es la des-
composicién del sistema (5.9) como la cascada de los siguientes sistemas lineales ° :

{ (1] 8 ] Eo(t) = &(t) — { blo 1 2(t); w(t)=[0 1]&®), (5.20)

60=| 0 o |60+ V|0 wo=[10)g0.  Ga

Los comportamientos externos de los sistemas (5.20) y (5.21) son descritos por las ecua-
ciones diferenciales:

v(t) = (p+bo)z(t) vy piy(t) = wvl(t).

Como el sistema (5.21) es invertible a la izquierda DT (pues no tiene cero observable),
entonces una inversa izquierda DT es:

o(t) = p2y(t).

De esta manera, obtenemos por técnica de inversién, la entrada filtrada v(t), pero no
obtenemos z(t).

Y el conjunto de entradas no detectables z(t) € Ker (p+by) estdan compuestos por senales
2(0)e™™! que decaen exponencialmente.

5.4. Conclusion

En este capitulo se ha estudiado la invertibilidad izquierda tanto en el dominio de la
frecuencia como en el dominio del tiempo.

En el caso del dominio de la frecuencia la invertibilidad izquierda esta relacionada tni-
camente con la funcién de transferencia del sistema (condiciones iniciales nulas). Por lo que
solamente es afectada por la estructura algebraica interna del sistema.

Dado que en el dominio del tiempo las condiciones iniciales son tomadas en cuenta,
entonces el aspecto funcional de la entrada es un factor importante. Es decir, las entradas
que excitan los ceros observables jamas podran ser reconstruidas por técnicas de inversion.

5En el siguiente Capitulo se formaliza este procedimiento.
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Mostramos en nuestro ejemplo, el cual resulto ser invertible a la 1zquierda MT, que existe
una entrada que no es observable a la salida, y asi esta entrada no puede ser reconstruida,
ni por técnica de inversion ni por técnica de observacion.

Hou y Patton [37] introdujeron una nocién que es muy cercana a invertibilidad izquierda
DT, que es la llamada observabilidad en la entrada (ver Apéndice).

5.5. Apéndice

5.5.1. Prueba alterna del Teorema 16
T.,(s) es invertible izquierda MT siy sélo si
Ker B = {0} y Riasc) = {0}

Prueba:

Consideremos la transformada de Laplace del sistema (5.3) con condiciones iniciales ceros

y Ker B = {0}.
STep(s) = Axep(s) + Bu(s);  y(s) = Caep(s); seC (5.22)
y definimos el subespacio:
Xn(s) = {zep(s) € R™(s) | y(s) = 0}.
Note que Ker B = {0} implica que:
Ker T¢,(s) = {0} siy sélo si Xy (s) = {0}.
Entonces tinicamente necesitamos caracterizar X (s).
1. Primero probamos que Rj, 5 o C X (s).
Por definicién de R’[* A.,0] €xiste una ley de control
u(s) = Faep(s) + u(s)

donde zy(s) € Ry p ) ¥ I es una extension de una retroalimentacion amiga Ri, 5 o,
tal que:
STep(s) = (A4 BF)xe(s) + Bu(s) y 0= Cux(s)
por lo tanto x.,(s) € X (s).
2. Ahora probamos que Xy (s) C Viap.cp

Sea .p(s) € Xpr(s), entonces Ax,,(s) = sxe,(s) — Bu(s) y zp(s) € Ker C, implican
que:

Zep(s) € Ker C'N A1 (Ker C+Im B) = V[2A,B,C]>
Tep(s) € Ker CNA™ (V[A o) +1Im B) = V[?’A,BC]’

Tep(s) € Ker CNA- (VABC] +Im B) = Vias.cr
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3. Por tltimo probamos que Xy/(s) C Rispcl -

Sea ¢y (s) € Xpr(s), entonces
1 1
Tep(s) = gBu(s) + gAajep(s) € Ker C,

lo cual implica que

ro®) = 1Buls) + 1A (Bu) + LAy

1 1
= —Xi(s)+ —2A2m6p(s) € Ker C,
S S

donde
1
Xi(s) = Bu(s) + gABu(s) elm B+ A(Im BN Ker C) = W[QQA’B].

Entonces se sigue que

o(s) — (Bu(s) + éABu(s)) + S%A? (éBu(S) + éAxep(s))

n|—= »m|~

<Bu(s) + éAXl (s)) + S%A?’mep(s) € Ker C

Ahora, supongamos que para ¢ € {1,..., u}:

1 1 1 .
Tep(s) = " (Bu(s) + gAXi(S)) + @Az”%p(s)
1 1,
= gXH_l(S) + SZ?A +2Iep(S) € Ker C,

donde
1 . .
Xia(s) = Bu(s) + SAXi(s) € Im B+ AWy g N Ker C) = Wil .

Entonces tenemos

(Bu(s) + éA (BU(S) + éA ( o

(Bu(s) n éA(Bu(S) 4 é(Bu(S) + éA(Bu(s) + éABMS))))) >>>
_I_

1
SM?A“_'_?)QSGP(S) € Ker C

wn | =

Tep(s) =

1
= ~X,9(8) + —=A"Px,(s) € Ker C,
S S

62



donde
1

X, 12(s) = Bu(s) + EAXN‘H(S) €lm B+ A(W[’gjﬁ] NKer C) = W[“CTE"B},

y asi:
1 L ..
Tep(s) = an_l(s) + s_"A Zep(s) € Ker C,
1
X, 1(s) = Bu(s)+ gAXn_Q(s) € Im B+ AWg g NKer C) = W 4 5

Definimos ahora: Xo(s) = $Bu(s) € Im B = W[IQA’B] y note que:

.Axep(s) = STep(s) — sXO(s),
Aty (5) = sla(s) —s'Xi(s) Vie{l,...,n—2}.

Del Teorema de Cayley-Hamilton se obtiene:

1 1
Tepl) = = Xaa(5) + A (9

1 1< .
— an_l(S)+S_"Zai(S)A 1x6p(s)

= i o1 in (ZSZ L (8)ep (s —Zsi204z‘(S)Xz'—2(S)—3042(8))(0(5))

- a’i(s) *
= - 5(5) XZ',1<S) € W[C,A,B}’

donde «;(s), a;(s), d(s) € RJs].

Por lo tanto z.,(s) € Ry p -

5.5.2. Prueba del Teorema 17

Tenp(s) es una matriz de transferencia invertible por la izquierda si y sélo si
Ker I'= {0} and Riyra = {0} (5.23)

Prueba:

Consideremos la transformada de Laplace del sistema (5.6) con condiciones iniciales ceros
y Ker I' = {0}.
SNZenp(s) = x(s) — Tu(s);  2(S) = AZepp(s) (5.24)

y definimos el subespacio:
Xn(8) = {@enp(s) € R™(s) | z(s) = 0}.
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Note que Ker I' = {0} implica que:
Ker T,,,(s) = {0} si y sélo si Xy (s) = {0}
entonces sélo necesitamos caracterizar a X/ (s).

1. Primero probamos que Ry A C X (s).

Por definicién de RFN,F, A] €xiste una ley de control
u(s) = sEZenp(s) + u(s)

donde  Zenp(s) € Riypay ¥ F es la extension de una retroalimentacién amiga de
RTN,F, A] tal que:

S(N +TEF)Zenp(8) = Tenp(s) —Tu(s), 0= Axeyy(s).
Entonces Zn,(s) € Xp(s).

2. Ahora probamos que Xy (s) C Vivr.a-

Sea Tenp(s) € Xn(s), entonces Nepy(s) = Tenp(s) — sTu(s) y Zenp(s) € Ker A,

S
implica que:

Tenp(s) € Ker ANNT! (Ker A +1Im F) = V[QJV’RA],
Tenp(s) € Ker ANNT'(Viypa+ImT) = Viira,

Tenp(s) € Ker ANNT! (V[rll\CDA] + Im F) = VN r.al-

3. Finalmente probamos que Xjys(s) C Rinrap
Sea Tenp(s) € Xy (s). Entonces:

Tenp(s) = Tu(s) + sNxepp(s) € Ker A
implica que
Tenp(s) = Tu(s) +sN (Fu(s) + sNxenp(s))
= Xi(8) +8°N?2e,(s) € Ker A
donde
Xi(s) = Pu(s) + NTu(s) €Im '+ N(Im T'NKer A) = Wix vy
Entonces se sigue que

Zonp(s) = (Fu(s) + sNFu(S)) +s2N? (Fu(s) + SNx,mp(s))
= Tu(s) + sNXi(s) + °N2.,(s) € Ker A,
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Supongamos que para i € {1,...,u} se tiene:
Tenp(s) = (Fu(s) + sNXi(s)) + N2, (3)
= Xini(s) +5"PEN"2g,,.(s) € Ker A,
donde

Xii1(s) =Tu(s) +sNX;(s) €ImT + N(ng}m N Ker A) =W

De esta forma se tiene

a:enp(S) = (Fu(s) +sN (Fu(s) +sN ( ..

(Fu(s) SN (Fu(s) +sN <Fu(s) - sN(Fu(s) + SNPU(S))>)) N )))

+ sHPINFy () € Ker A

= X, o(s) + "N (s) € Ker A,
donde
Xi2(8) =Tu(s) +sNX,41(s) €Im I+ N(W[‘ZJQ\,’F] N Ker A) = Wﬁltfp,N,F]'
Y asi (recordemos que N es una matriz nilpotente):
Tenp(s) = Xp—1(8) + 8" N"Tepnp(s) = X,,—1(s), donde
Xp-1(s) =Tu(s) +sNX, o(s) €ImI' +sN (W[n[,]lv,r] N Ker A) =W, N

Por lo tanto Teny(s) € Riyr a)-

Con el objetivo de abreviar la escritura en la prueba de los siguientes lemas no escribimos
“(t)“ en las funciones del tiempo.

5.5.3. Prueba del Lema 25
Haciendo y =0 en (5.3) se obtiene &, = Azep, + Bz y 0= Cxg.

. o *
Probamos en tres pasos que: Ty, Tep € V[A,B,C]-

1. Primero probemos que:
. 2 . 1
Teps Tep € Viape) ¥V Lep € Viapc)

Como Cz, = 0 entonces Caep, =0 y Cip = 0.
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Por lo tanto
Lep, dep, Tep € Ker C' =V} 5oy,

Entonces

Teop = Axep + Bz € VEA’ ) implica que:

Tep € V[IA,B,C] NA! (VﬁAB’C] +1Im B) = va’B’C]

ep = Ao, + B: € V[IA’B’C} implica que:
I'ep EV[IILLB’C}ﬂAi (V[ABC' +III1 B) VABC]

2. Ahora probemos que:

7

Si z. € VABC] v 2l € V’j; o parai € {l,--- pu}, entonces

VIH—Q

Tep GV[ABC] Y 2 € g Parai € {1, pu}.

Sea ., = Are, + Bz € V{A}B’C] entonces:
_ +1
Tep € VapoNA ! (V[ABC + Im B) =Viisar

Como Cz., =0 implica que Cz, (k+1) =, entonces
Caey ") = C(Az,™ + B2) = 0
lo cual implica que
Axep + BzW e Ker C.
Se sigue que
zep" €V poyNAT (Vapey+1Im B) =V 5o
Por otro lado, supongamos que:
Tep?, 2,0t € Virl=d para j e {u—1,---,1}. Entonces:

[A,B,C]

T = Az, 4+ B9 € V‘Zré K

y asi
zop) € Vlfé c]] nA- (VHJ; cj] +1Im B) = V}Zré c]]
3. De los primeros dos puntos, obtenemos:

. *
$ep, $ep 6 V[A,B,C]

. . .
Ahora, como ., Z¢, € V[Aijc], se tiene que

Bz =iep— Ay, € Im BN (Viy o)+ AVsea) = {0},

lo cual implica que z € Ker B. Ahora bien, puesto que Ker B = {0}, se sigue que z = 0.
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5.5.4. Prueba del Lema 26

1. Para probar el Lema, primero necesitamos demostrar que:
VFXmEiaAi] -
{[:ElT :I:QT]T €EXi |z €Viypep T2€ B! <V[’f47370] + AV[Z,B,C]> y (5.25)
M.Br; = LAz |,

donde II,: X — es la proyeccion candnica.

_ X
Via,B,c)

Del primer paso del algoritmo de V[*X,- E; A0 S€ obtiene:

c o] '] o0
VL oo = ATIEVS, .=[ } [ }
[ Eq A (i Ei, Al A B Vius.cl

Se sigue que x1, o tales que:

C’xl =0 N AiL‘l—FBxQ € V&,B,C]‘
Por lo tanto

z; € Ker(CnN At (VBLLBQ] + Im B) = V[lA,Byc'} y
rs € B (VWapa +AViise)-

Ademas, IlgBxy = —IlgAz;, donde Ilj: X — ﬁ es la proyeccién canodnica
. . vial Vo v
(esta primera proyeccién es trivial pues ABC) = ).
Entonces:
1 _
VixEoa) =

HoBiL'Q = —HoAml},

Para el u — th paso del algoritmo de Vﬁ;(i,Eiy A procedemos como sigue:
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Supongamos que (con k € {1,---,u} ):
V[IiViJEiAi] -
T _ -
{[xif xﬂ eX,:x € V[IZ‘7B7C], 1y € B71 (V[i‘é’c] + AV[IZLB’C]> y
(5.26)
1 Bxy = —Hkqu’l},
Eiv[]g(iinyAi] - {0} @ Vﬁ‘vacP

donde II;,_;: X —

— es la proyecion canonica.
ViaB.c)

c o] [ o©
Ve = ARV, _=[ ] { }
[X:,Ei A [ Bi Al A B Viascl

Asi existen x1, xo tales que: Cxy =0 y Az + Bxy € V[‘;l B.C)-

Por lo tanto
r1 € Ker(CnN Al (V[Ijél,B,C} +Im B) = V[!j:,_é,C]’

v € B! <V[ﬁ‘47370]+AV[‘1‘4Té’C]>.

Ademss II,Bzy = —11,Azy, donde II,: X —

WX es la proyeccion candnica.
[A,B,C]
De esta forma tenemos que (5.26) se cumple V k& > 0, lo cual prueba (5.25).
2. Ahora probemos que:
Vi goa = {0} implica que B! <V[*A73,C] + AV[’j47B7C}> = {0},

lo cual es equivalente a probar que:

B! <V[f4,B,C] + AV[’;’B’C]) # {0} implica que Viy, 5, 4, 7 {0}.
Como B! (V[*A’BC] + AV[Z’B’CO # {0} entonces existe x5 # 0 tal que:
xy € B Viapo+ AVsa) -
Entonces
Bry#0 y By €Im BN (Vg + AVane) € Vasa+AVasa),

por lo que existen —z, x, € V[ZBC], tales que: Bxy = x, — Axy.

Asi
H*B.’L'Q = —H*A.ﬁEl
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Por lo tanto existen xy # 0, x5 # 0 tales que:
xr1 € VEA,B,C] y X2 S .Bi1 (VE;LBvC] + AVEA,B,C]) 5
satisfaciendo II,Bx, = —II,Az. De esta forma obtenemos que

V[?Q,Ef,&ﬂ 7é {0}

5.5.5. Prueba del Lema 28

1. Primero probemos que:

(Viapo + AVape) NIm B = (Vi) g + AKer C) NIm B.
Del algoritmo (1.3) obtenemos

Vi T AVapo = Viipe +AKer ON (V["A’B’C] +Im B)
= (Vapc +AKer )N <V[’i4’B’C] +Im B)
<V[>E4,B,C] + AVFA,B,C}) NIm B = (V[Z,B,C] + AKer C) NIm B.

2. Ahora probemos que:

St (Via,p,c) + AKer C) NIm B = {0} entonces Viapo =N

Sea z € AV[*AB,C] = AKer C N (V@BC} + Im B).

Por lo tanto existen ¢ € Ker C, v € V[’;‘,B’C} y belm B tales que:
r=Ac=v+b.

Se sigue que
Ac—v=0b € (V[*A,B,C] + AKer C) NIm B = {0}

y Ac—v =0, es decir:
x=Ac=v € (Vype NAKer C).
Por lo tanto

(VEA’B,C] N AKer C’) C AKer C'N (VEA’B,C] + Im B) C (V@BC] N AKer C) )

tenemos
AKer C'N (V@B’C] +1Im B) = Viap,c) N AKer C

y como
AKer C' N (Viypo) +Im B) = AV 5.,
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se tiene que
AV[Z,B,C} = VE;LB,C‘] N AKer C.

Por lo tanto
AV[);LB’C] C V[);LB,C]

Ahora como N es el maximo subespacio A — invariante contenido en el nicleo de C'
y ademds N C V[’j4 Bcp S€ obtiene el resultado.

. Probar que:
Si Ker B={0} v (V450 +AKer C)NIm B = {0} entonces

BN + AKer C) = {0}.

Se tiene
(Viapey +AKer C)nIm B = {0},
BB~ (Viype + AKer C) = {0},
B~'BB™ (V[Z,B,c] + AKer C) — B_I{O},
B! (V@BQ + AKer C) + Ker B = Ker B,
B! (V[Z,B,C] + AKer C) = {()}7
B™' (W + AKer C) = {0}.
. Probar que:

Si Viype =N v B™'(N + AKer C) = {0} entonces

(Vs + AViapey) Nm B = {0},

De los puntos 1 y 2 tenemos que:

(Vinsa + DViasey) N B = (Vype + AKer C) nim B
= (M+ AKer C)NIm B
= BB YN + AKer C)
= B{0}
= {0}.

. Por 1ltimo, note que:
Si B! (N + AKer C) = {0} entonces Ker B = {0}.
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5.5.6. Prueba del Lema 29

1. Primero observemos que (ver (1.3) y (5.18)):

(a) V Aob, By, Cob] HX HV[A B C

(b) Ker C =11~ 1Kelr Cop. Entonces
I Ker C =TI I 'Ker C,b = (Im IT) N Ker Cyy, = % N Ker Cy, = Ker Cyy.

(c) Im By =By Z=1B Z=1I1m B.
2. Ahora probemos que V[j‘ob, Bup.Cop] = HVF;L B.C-

Supongamos que V[‘Aom Bop.Cop] = HV{;L B entonces

V[quOl“BOb?COb} - Ker COb m AOb (V[l‘gobyBobycob} + Im BOb)

— 1 Ker €Ay (V)

'y + 11 Im B)

— I Ker C'N % N AZT (Ve + Im B)

— I Ker CNIm 11N Ay (TIV o+ T B)

— IIKer CNIIIT A (HV&’B,C] +1Im B)

= T Ker COTL(AGI) (VY o) + Im B)

= I Ker CATL(IA) (Vo) + Im B)

— 1 Ker COIA™ T (Vo) + Im B)

= T Ker CATA™ (V) oy + Im B+ Ker IT)

= T Ker CATA™ (W, o) +1m B+ V)

= M Ker CNTA™ (Vfy 0+ Im B)

= II (Kere C+N) N HA™ (V&BC] + Im B)
(I Ker €) 0 1A (Vfy oy + Im B)

= 11 (1" Ker C A (Vo) + Im B))

= 11 (Ker CNAT' (Vfy oy +Im B))

+1
= HV’fq B,C]"

Por lo tanto Vi3 5 o =1V g o

3. Por tltimo demostremos que: BN + AKer C) = B! Ay Ker Cyp.
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Se tiene que:

B7Y(N 4+ AKer C') = B '(Ker IT + AKer C)
BT 'ITAKer C)
BT 'TAKer C
(IB)~! (TA)Ker C
B! AgllKer C
= B;blebKer Cob-

5.5.7. Prueba del Lema 30

1. Probaremos primero la necesidad:
Como Viy gy =Ny B (N + AKer C) = {0}, entonces del Lema 29, obtenemos:
" ‘/[ZohBobaCob] - HV[TAvac] - HN - {0}
» Ker By =Ker I1 B= B 'Ker 1= B"'N Cc B ' (N + AKer C) = {0}.
Por lo tanto
‘/[ZobvBobvcob] = {0} y Ker BOb = {0}
2. Ahora probaremos la suficiencia:
Se tiene que Vi By Con] = {0} por lo que
IV o) = {0},

que es equivalente a
Viap,c) + Ker I = Ker IL

Es decir,
V[f4737c] ‘I’N = N
Puesto que N C Vf;x, B,c)> entonces tenemos
V[TLX,B,C] — N

Por otro lado

Vit Bon.coy = Ker Cop N Ao_bl(‘/[zobyBob,Cob] +Im B,,) implica que:
{0} = Ker Cp, N A ' Tm By,

Entonces

Aob{o} = AobKer Cob N Im Boba

y asi
{O} = Bob Bo_blebKer Oob
B, {0} = B, (Bu B, AsKer Cy)
Ker B,, = Bo_blebKer Co + Ker By,
{0} = BjlAuKer Cy,
= B ' (N + AKer C)

Por lo tanto B~ (N + AKer C) = {0}.
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5.5.8. Observabilidad de la entrada

Hou y Patton [37] introdujeron la llamada observabilidad de la entrada®.

En ese articulo ([37]) la observabilidad de la entrada es caracterizada en forma matricial
por su Teorema 1 y establecen como una condicién necesaria y suficiente para la observabi-
lidad de la entrada, la siguiente igualdad (en esta tesis D = 0):

(D) B

donde o(AM — N) denota el conjunto de eigenvalores finitos de la matriz abanico AM — N
(estos son los divisores elementales finitos expuestos en la Seccién 5.1).

Pero la condicién (5.27) no es necesaria y suficiente como se afirma en ese articulo, sino

unicamente necesaria.
Para mostrar esto, consideremos el siguiente ejemplo:

T 4+

o O O O
o O O O
o O O O
o= O O
OO = O
O = O O

(5.28)

)

[t o000
Y = 1oo010|"

La primera entrada u;, estd asociada al subespacio no observable {es}, y la segunda
entrada usq, estd ligada a yo por la ecuacion diferencial ordinaria g, = 5.

Es claro que este sistema no puede ser invertible a la izquierda DT ni la entrada es
observable.

Calculando los subespacios del Teorema 24, se tiene:
Ker B={0} e Im BN (V[f47B7C} + AV[Z,B,C]) = {eq, e3} # {0},

los cuales implican que este sistema no es invertible a la izquierda DT.

Consideremos las siguientes matrices usadas en el Teorema 1 de Hou y Patton [37]:

M, () = {AI(;A —DB] _

O = OO oo
_— o O O o O

O O O O oo
SO >0 OO
[ eNoNol )
S oo~ OO

6Diferente de la nocién (débil) de observabilidad de la entrada usada por Massoumnia [60] que corresponde
a: B inyectivo e Im BNN = {0}.
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—

|

s

| I
O = O O OO
OO OO O
_— o O O oo

|
OO >R OO

Los rangos normales de estas dos matrices son:
rango normal M;(\) =5 y rango normal My(\) = 4.

Entonces
A=0=rangoM; =4 <5

rangoMi(}) : { A # 0= rangoM; =5=5

| A=0=rangoM; =3 <4
rangoM(}) : { A # 0= rangoM; =4 =14

los cuales implican que:

O'(Ml) = {0} = O'(Mg).
El Teorema 1 de [37] dice que en el sistema (5.28) la entrada es observable.

Esta contradiccion es debido a que la condicién (5.27) es unicamente necesaria pero no
suficiente.

Hou y Patton [37] deben agregar la condicién de invertibilidad izquierda MT, es decir,
deben agregar la condicion Ry = {0} (ver (5.5) y nuestro Corolario 31). En efecto, en
el Ejemplo Académico (5.28) se tiene un rango igual a 1 y no igual a 2, i.e. el nimero de
entradas; y es precisamente la entrada que pertenece a R’[* ABC = {0} la que causa problemas.
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CAPiTULO 6

Separacion de polos y ceros de un
sistema estrictamente propio

En este Capitulo formalizamos el procedimiento aplicado al ejemplo 5.1 del Capitulo
anterior. Es decir, la descomposicién de un sistema estrictamente propio (A, B, C)) como la
coneccion en cascada de los dos siguientes sistemas:

1. Un sistema estrictamente no propio, Yceros, conteniendo todos los ceros del sistema, el
cual es invertible a la izquierda MT.

2. Un sistema estrictamente propio, Ypoes, conteniendo todos los polos del sistema y sin
ningun cero finito, el cual es invertible a la izquierda DT.

De aqui en adelante, cuando hablemos de ceros nos estamos refiriendo a los ceros inva-
riantes observables.

6.1. Forma Dual de Brunovsky

Consideremos el sistema estrictamente propio observable! ¥.,(A4,B,C) : Z — X, — Y-
bolt) = Ary(t) + B2(0)

g = Cagl)
donde el mapeo B : Z — X, es inyectivo y el mapeo C: X, — ) es suprayectivo.

(6.1)

Del Teorema Dual de Brunovsky [20] existen una matriz inyeccién de salida K y dos
cambios de bases T y 9, tales que:

A\K = T_l(A—KC)T:MDB{A\K,ly"'aA\KJI}’

& = SCT=MDB(C,, .G},

B = T'B=
B

1Si el sistema (6.1) no es observable, entonces consideremos el sistema cociente de la Seccién 5.3
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donde MDB significa Matriz Diagonal por Bloques y

010 0 ; ;
- : _ N N i, oo b,
Agi= | =~~~ ;Ci:[l 0 - OL 5 b= B : (6.3)
o .- - -~ 01 X bi R
0 - - - . i Kixm
KiXKq
donde i€ {1,...,n} ylas rk; son los indices de observabilidad tales que:
L 5l2’£22"'2/’€r]207
o X ki=n.
Definimos las siguientes matrices:
= TALT,
= T(I—- AxgAL)T, (6.4)

MDB{Yy,---,T,},
[0 ()

2R =
[

Jin,
Note que:
1) N, es una matriz nilpotente con indice de nilpotencia x;.
2) Im N, = TIm AL = TKer C = Ker C.
3) [—AN.=1— (A— KC)N.=T(I1—-T YA - KC)TAL)T~* =T,

4) 1— AgAL =YYT v T =TYYTT 1.

6.2. Separacién de ceros y polos

Lema 32 Sea el sistema estrictamente propio ¥.,(A, B,C) (6.1) invertible a la izquierda
MT, con B y C matrices inyectiva y suprayectiva, respectivamente. Entonces el sistema
(6.1) es externamente equivalente? a la cascada de sistema estrictamente no propio de ceros
y sistema estrictamente propio de polos:

Seeros(New B, Te) 1 Ne&olt) = &(t) — Bz(t);  v(t) = Telol?), (6.5)

Ypotos (A, Ty, €)= &(t) = AG (1) + Tpu(t);  y(t) = CE(H), (6.6)
donde YT.= YTp-1 y T,= TTY.

Mas atin, el sistema X,,105(A, T, C) es invertible a la izquierda DT'y el sistema Yepos(Ne, B, Te)
es wnvertible a la izquierda MT.
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Figura 6.1: Separacién de ceros.

Prueba:
En esta prueba se supondra que el sistema (6.1) es observable. De lo contrario se puede

cocientar al sistema, por el subespacio inobservable N, como se hizo en la Seccién 5.3.2.A.

1. Primero demostraremos la equivalencia externa.

El siguiente sistema es externamente equivalente al sistema (6.1):
I{0 x(t) | A0 x(t) B
[0 N] {:ﬁ(t)} _[0 1} [x(t) e KO
) } .
)

Ahora, premultiplicando al sistema (6.7) por { (I) i ] y definiendo

[0 ]=[ot] [H0 ]
obtenemos (6.5)-(6.6).

2. Ahora probamos que para el sistema X,,s(A, T,, C) se cumple la invertibilidad iz-
quierda DT.

Como el subespacio supremo (A, Y,) — invariante contenido en Ker C' es invariante
bajo cambio de bases T' y S y bajo la matriz de inyeccion de salida K, entonces

z(t

-(0) :[co}{“’g

Viar,or = Viae 1.0
y calculando el algoritmo (1.3) para las matrices (6.2) y (6.3) obtenemos:

lo cual implica que X,405(A4, T,, C) es invertible a la izquierda DT.

2 Equivalencia externa (ver [75]) significa preservacién del comportamiento externo, 4.e. el mismo conjunto
de trayectorias posible para todas las senales de entradas y salidas.

7



3. Finalmente demostraremos que el sistema Y.cpo5(Ne, B, Y.) es invertible izquierdo MT:
Para esto definamos las siguientes matrices de transferencia asociadas a los sistemas
(6.1), (6.2) y (6.5):

TYs)=C(sl— A)'B ;. T¥(s)=C(sl— Ag)™!

5Y(s) = —YT(sAL —1)"'B = -YT(sN,—1)"'B

Dado que: rank T¥(s) = rank TY(s), entonces la invertibilidad izquierda MT de S(s)

se probard mostrando que TY(s) y S?(s) estan relacionadas por una matriz invertible.

Consideremos el caso particular de n = 3, Ky = 3, ko = 2 y k3 = 1. Los parametros de
Markov son:

N R TR T by by Dyg
CB = bil bi2 b%,3 ) T'B = b%,l bg,z b%,:’)
by b, by by b, big
O TR TR T byy byo D5
CAxB = b%,l b%,Q b%,s ) TTZT = b% 1 b%z b%:s
| 0 0 0 |
by bay bys ] bh biz
CAx)’B=| 0 0 0 | ; YT(AL)?B=
| 0 0 0 |
C(Ax)>*B=0 ; Y(ALPB=0
Entonces:
(011 +gbay + g2b31)  (Bio + gboo + gb3a) (b + gbos + gobis)
Zg(s> = (bi1 + %bgﬂ (b%g + %bga) (b%,zs + %b%,:s)
b}, b}, b}
(sb1, +sbhy +b3,)  (s2biy 4 sbyy +b5,) (%015 + £bd s+ bhsg)
" 1
SY(s) = S (Sb%; + b%,l) (Sbiz + b%,z) (Sb%,&‘. + 63,3)
bi1 bi’g b?,:a
Esto es:
118 00 R
S’(s)==10 s 0 Y(s)
10 01

Lo cual implica: R
rank SY(s) = rank TY(s) = rank TY(s)

Por lo que la invertibilidad izquierda MT de TY(s) implica la invertibilidad izquierda
MT de SY(s). El caso general se prueba de la misma manera.]
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En el Apéndice A de este Capitulo se expone una versién geométrica de la cual se deduce
la versién matricial que exponemos aqui.

Ahora, utilizando el Lema 32 procedemos a resolver el Ejemplo 4.1 del Capitulo 4 cuando
en el sistema de la dindmica del error de observacion (4.12) se presenta un cero no Hurwitz
con o = —1.

Ejemplo 6.1.

Consideremos el siguiente sistema estrictamente propio 3, (A, B, C') (comparar con (4.12)
haciendo a = —1):

-1 0] 1 -1 10
. -2 -3|-1 -1 0 1
fal) = =551 0| O 50|
2 2 0 1 0 0
1 — (6.8)
1 010 0
w0 =g )0 o]t
¥

El comportamiento externo de z(t) a y(t) de este sistema y su matriz de transferencia

TY(s), son:

(p+1)* (p+1)2 B ( -1) (p—1)
(a) [2(pf2)(p—1) —2I(Dp+3)}y(t)_ pgp p_Q }Z(t),

(6.9)

. 10l ss =171 0
_ on"lp S+ (3+1)
(b) T¢(s)=C(sI—A) B= [_1 1} 0 (58;11)2 ] [1 1]

Note que la segunda fila tiene un cero interconectado en s = 1, por lo que para desacoplar a
TY(s) necesariamente tiene que ser cancelado (s — 1), ver [82].

Para obtener la forma candnica de Brunovsky del sistema (6.8) y separar el subespacio
inobservable N, definimos:

Eoll) = Tylea(t),  2(0)=Ug'=() v (t) = Say()
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donde

—1§2 —1§2 0 0 / /

/2 1/2 0 1 11 ~1/2 —1/2

To =" 42 —12 0 0| Uob:L —1} Y SO”:[ 1/2 —1/2}‘
1/2 —1/2 1 0

Con estas matrices de cambio de bases, el sistema (6.8) toma la siguiente forma:

~

jfep(t) = A\fep(t)"i‘Bg(t%

(6.10)
y(t) = Cxel(t),
donde
[—2 1 0 0
~ -1 0 00
(a) A = Tob ATob = _2 O _2 1
| 60 -1 0
~ _1 8 (6.11)
(b) B = T;'BUy = o
o1
A N 0 0
(C) C = SobCTob = |:0 0

Note que N = {0}.

Para obtener la forma canénica (6.2), (6.3) necesitamos la inyeccién de salida K =

T
-2 -1 -2 -6 y la matriz de cambio de base T es simplemente la matriz identidad.

0o 0 —2 -1
En efecto:
0 110 0
~ ~ S~ 0 000 O
AK_A_KC_OOOI’

0 0|0 0
0 00 O
~ S 0 110 0

o1 T _ T _

T = I—-AgA TY 0000
0 010 1
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Por lo que (recuerde que 7" = I):

0 0,00
-~ 1 0/0 0
_ AT _
(@) N =Ax=10"0100
0 01 0O
_ 0
~ 1 0
= A2
b T o (612
_O 1_.
"0 0
2 10 2 0100
(© Y =1g 9] T_{()OOl]
_O 1_.
Asi, obtenemos la siguiente separacion polo-cero (ver (6.5) y (6.6))
0000 -1 0
1 0 00 1 0.
Liceros 000 0 £C<t)—§¢3(t)_ 0 1 Z(t)7
0010 01
Ne 5 (6.13)
0100
T,
-2 1 00 0 0
- -1 0 00 10
ZPOlOS gp(t) -2 0 -2 1 gp(t)—{_ 00 U(t)7
-6 0 -1 0 01
R - y -~
i T, (6.14)
o Jrto0o00
10=g 01 0|60
el

Note que:

» El comportamiento externo de z(t) a v(t) del sistema X.¢.s ¥ su matriz de transferencia
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Z]polos

(6.14)

Z(t' : U—l th) Zceros Uﬂf'
e (6.13)
4 g (geég)

TY(s) son:

(b) T¥(s

z

“(p=1) 0
) —{ 0 ot
) =-T.(Ns—1)"'B=

(6.15)

[ —(s—1) 0 ]

0 (s+1)

» El comportamiento externo de v(t) a g(t) del sistema 3,505 y su matriz de transferencia

TY(s) son:

82

y(t) = v(t),
(6.16)
_1 0
(S+1)2
—2(8+3) 1
(S+1)%  (S+1)2

-(p-1) 0 } (1)
0 (p+1) 7
Sl oy e
(p2—p1) (p__Ql)}z(t),
B G
)]



Comparar con (6.9).

» Las formas de Smith-McMillan de las matrices de transferencia TY(s), TY(s) y TY(s) :

A _1 (” {(S_l( g} [ﬁ (s—l)o(s+1)] [—i(s;rl)?’ (1)
e = [0 ]
L) = :(4+_82_s1+is’>+3) st l_ ][T (1)] {(1) %(5_1)1(5+1)2]

Note que la informacién suministrada por la forma de Smith-McMillan de T%(s) es la
union de los ceros de la forma de Smith-McMillan de T(s) y del polo de la forma de
Smith-McMillan de TY(s).

6.3. Conclusion

En este Capitulo se demostré que un sistema estrictamente propio observable es exter-
namente equivalente a la cascada de dos sistemas: en un sistema estrictamente propio de
polos y en un sistema estrictamente no propio de ceros. También se demostro que el sistema
estrictamente propio de polos es invertible a la izquierda DTy que el sistema estrictamente
no propio de ceros es invertible a la izquierda MT. Posteriormente aplicamos este resultado
de separacion de polos y ceros al desacoplamiento de fallas.
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6.4. Apéndice A.
Versién geométrica de la separacién de ceros y po-
los de un sistema estrictamente propio

Consideremos el sistema estrictamente propio, el cual asumimos que es observable:

©(t) = Ax(t)+ Bz(t),
y(t) = Cx(t),
donde z es la entrada, y es la salida y = es el estado. Los mapeos lineales estan definidas

comoA: X — X, B:Z—X y C:X — ), donde X es un espacio Fuclidiano de
dimensién n, Z y ) son espacios lineales con dim ) = p.

(6.17)

. / .
Sea ( un isomorfismo ? entre X y su dual X', es decir:

Q: X — X

r— Qr =121
Denotamos el producto interno como (Qs,r) € R V s,r € X.
Entonces el Teorema Dual de Brunovsky [20] puede ser establecido como:

Teorema 33 . Teorema Dual de Brunouvsky.

Dado el sistema lineal (6.17) existe un mapeo inyeccion de salida K : Y — X, donde
(&, ..., &) son n subespacios no nulos de X, ()4, ...,Y,) son n subespacios no nulos de J,
tales que:

) X=xe..804,.

i) AgX;, C X, i=1,..,n, donde Axy = A— KC.
iii) Y= ..0)),.

iv) Vi=Cx;, i=1,....,m.

Ademds existen kKy,...,k, € ZT, e, € X;, 1=1,...,n, talesque (Ax; =X, | A| X)) y
(Ci=Yi | C]X):

V) K1 > Ko > o> Ky ¥ Dot Ki=n.
vi) {A%;lei, ...y Ak i€i, e;} son bases ortonormales de &; i=1,...,7.
vii) A, =0, i=1,..,n

viii) Ker CiA%;U =Dt rs A%;k{ei}, i=1,...,m, j=1, ..k

3En el Lemma 21 se precisa este isomorfismo
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De este teorema podemos ver que existen una matriz inyeccion de salida Ky dos cambios
de bases T'y S tales que:

A = THA—-KC)YT = MDB{Ag,,---,Ag,},
C = SCT=MDB{C,---,C,},

010 - 0
A = 0 - - . 0 1 P Gi=[10 ]1mi
O KiXKj
Sea N : X' — X' el operador adjunto de Ag.
Definimos los dos siguientes mapeos como:
(s, Agry = (NQs, r) Vs,re X (6.18)
Ik = Q'—AgQ'N (6.19)

Los dos siguientes lemas son probados en el Apéndice B de este capitulo:

Lema 34 Sea e; € X, definida como:
e; = QAN e (6.20)

Entonces
{e;, Nye,,--- N le} (6.21)

son bases de XZ-'. M4s ain, si el isomorfismo @ : X — X es definido como:

Aie— NITle, j=1,- K (6.22)
entonces estas bases son ortonormales, es decir:
1) N es un operador nilpotente con indice de nilpotencia ;.
2) Im N = QKer C.
3) Tx =Q ' — AQ™'N.

Lema 35 Las siguientes igualdades son satisfechas:

Ker ¢ = @@A "e}. (6.23)

=1 k=2
n

ImT'x = Pei}. (6.24)
=1

Add{e} = AgHed ie{l,--- ) (6.25)

4Las N; son operadores adjuntos de Ak ;.
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Proposicién 36 El sistema (6.17) es externamente equivalente a:

Et) = AL(t) +TrE();  y(t) = C&(), (6.26)
NE(t) = &(t) — QBu(t), (6.27)

conécXyEekx
Ademas, el subespacio supremo (A, I'k)-invariante contenido en Ker C, Vi rg ) is nulo.

Ahora bien, como el subespacio Vf;‘ ry,c] € invariante bajo la acciéon de inyeccion de
salida, entonces puede ser también calculado del algoritmo:

Viree = X5 Vit o =Ker €Ay (V(;,FK,C] +Im FK> (6.28)
con 'y = Q_l — AKQ_lN.

Prueba de la Proposicién 36:

A. El siguiente sistema es externamente equivalente a (6.17):

oiwel? = [otal+ [am ] o
y =[Clo]z
coni=1[a2" i)' y x,zeX

s 1N
Premultiplicando (6.29) por y definiendo ¢ = 0 I Z, obte-

nemos (6.26)-(6.27).
B. La segunda parte de esta proposicion es probada en 3 pasos:
B.1) Primero probamos que:
Vhirec) = @ G} ApMed, pe{01,-- my -1} (6.30)
i=1 k=p+1

De (6.28) y (6.23) tenemos que (6.30) se cumple para pu € {0,1}.
Si (6.30) se cumple para g =v con 0 < v < K, — 1, entonces de (6.28) (ver
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(6.23), (6.24) y (6.25) ) tenemos que:

V[lzil}‘K,C] = Ker C N A;(l (V[l;l,FK,C} —+ Im FK)
= Ker CﬂA_lv[IleFKC

= Ker CN Ay @@A e}

i=1 k=v+1
= KerCm@A @A e}
=1 k=v+1
= Ker C'N é( @ A%;k{(%} + Af(?i{ei})
i=1 k=v+2

~ ke CD(( D Ax Mo (43 o)

=1 k=v+2

p Ki
= D D ake)

i=1 k=v+42

B.2) Ahora probamos que:

V[Arm—@ D A e we fnn— 12} (6.31)

=1 k= RKu+1

De (6.28) y (6.30) obtenemos (ver 6.23, 6.24, 6.25):

V[A rec] = Ker C'N A_l (V[F”A";l ot Im FK)

= Ker C'NAj 1v[’jg;1 <

= KerCnN (@ @ A k 1{61} + AKn{en}>

zlknn

— Ker CN ( @ é A {el +AN1—1{61}) AT 1{677})

1=1 k=ry+1

= KerCﬂ@ é A;& {e;}

=1 k=ky+1

DD e

1=1 k=ky+1

Si (6.31) se cumple para u =v con 7 > v > 2 entonces (ver (6.23), (6.24) y
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(6.25)):

Vit o = Ker Cn Ay (@ @ A%zk{ez}—i—@{el)

1=1 k=k,+1

= Ker C’ﬂ(@ @ A%Zk 1{62}+®AK1{€,>

=1 k=K, +1

- KerCﬂ(EB @ A ey + AR e +
i=1 k=K, +2
n

P i {ei})

=1

= KerC’ﬂ@ EB A% k{eZ

i=1 k=k,+2

- O D wte

i=1 k=kr,+2

B.3) Finalmente probamos que:
Vit = {0}, (6.32)
De (6.28) y (6.31) obtenemos (ver (6.23), (6.24) y (6.25)):

K2 _ Iﬂl —k

k=kKo+1
V{XFL o = Ker C’ﬂA[_g( @ ARY k{€1}+@{61}>
k=ro+1
= @ A,{l k{el}
k=kKko+2
Y obtenemos iteractivamente:

Viirea = {eih,
V[AFK c T {0}.

6.5. Apéndice B
Pruebas de los Lemas 34 y 35 del Apéndice A

= Sea X un espacio euclideano finito dimensional con X ~ R".
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» Sea X' el espacio dual de X, es decir, X' ~ X. Existe un isomorfismo Q : X — X’
tal que V' € X’ existe un tnico = € X tal que: ' = Q.

» Existe un producto interno entre X y X" (s,r,t € X; a € R)
(Qs,r): X' x X — R,
tal que

a) (@s,r) = (Qr,s).

b) (@s,ar) = a(Qs, ).

c) (Qs, 7 +1) = (Qs,r) +(Qs,1).

d) (Qr,r) >0y (Qr,r)=0siysdlosir=0.

» Existe siempre {ey,...,e,} C X, tal que:

a) Es una base de X' (es linealmente independiente y expande a X).
b) Es ortonormal: (Qe;,e;) =1) v (Qei ej) =0, i j, con 4,5 € {1,...,n}).

» Operador Adjunto A* : X' — X' de A: X — X

(Qs, Ar) = (A*Qs, r), Vr,se X.

6.5.1. Prueba del Lema 34

. . ! ’ 71 i ’ .
1. Primero probemos que los conjuntos {e;, Nye,,---, N “e;} son bases de X,, i =
17 IR/
Para esto, sean g, a1, , 0,1 € R, tales que:

ape; + ayNie; 4 -+ - + e, 1 NF e, = 0.
Entonces para toda = € AX;
aple;, )+ ar(Niey, o) 4+ a1 (NI le;, x) =0,
es decir, Vx € X;tenemos

ao(QA s, o) + o (QAR er, Agax) + -+ + a1 (QAR er, ARx) = 0.

Tomando z igual a A% te; -+ Ap.e; e; obtenemos
K Ci» ) ;169 )
Qp = Q1 = = 0,1 = 0.
. ’ / 1 /
Por lo tanto los conjuntos {e;, N;e;,--- , N "e;} son bases de X;.
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2. Ahora probaremos la ortonormalidad de las bases.
De (6.22) tenemos que:

<sz €5 Q_lNik€;> - < i €is A%z 2)

= (& AK,Z'H_(j )ez’>
= (QAN e, AR Vey).

Si j = k entonces (N/e;, Q" 'NFe;) = 1.
Sij > k entonces k—1+4(j—k) > k;, es decir, Ak 1+(] =0y (N’e;, Q"'NFe)) = 0.

IS

Sij <k entonces k; —1+(j—Fk) < k;—1, es decnr7 ki—14+(j—k) # k;—1 entonces

(NZe, Q7INFel) = 0.

7 Z’

3. Ahora probaremos las tres ultimas afirmaciones:
Para la primera:

(N"1Qs,r) = (Qs, A%r) Vs, re X
= <Q5a 0T>
= 0(Qs,r)
=0 Vs, re X,
por lo tanto N es nilpotente con indice de nilpotencia k1.
Para la segunda:
(Ver los puntos vii y viii del Teorema 33 and (6.22)):

QKer C; = Q{AHZ_Q o Ak, €}

= {Nez, -,N[”FQ / N”Fle/}
= {Nie,---, N %e;, Nii~le, Nfie;}

= N{el, N TR, NF“2e, Nfle}
= Im N,
Por lo tanto tenemos
Im N =QC.

Para la tercera:
Se tiene de (6.19) que: Tx = Q! — (A — KC)Q!N. Entonces 'y = Q™1 — AQ™!N.

6.5.2. Prueba del Lema 35

1. (6.23) se sigue directamente del punto 8 del Teorema 33.
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2. Veamos el efecto de cada término de la base de &, sobre el mapeo I'k.
De (6.19), (6.20) y (6.21) obtenemos para j = 0,1,  k; — 2:

j ! o _1 _1 ] /
TeVle; = (Q7 =A@ "N Ve,
_ —1a77,] —1parg+1
= Q Ne; — Ak, Q7 N/ ¢,
o Ki—j—1 Ki—J—2
= AKZ,z €; — AK,iAKZVi €;

Para j = k; — 1, obtenemos de (6.19), (6.20), (6.21) y el punto 1 del Lema 34:

DN te; = <Q_l - AK,iQ_lNi)Nfﬁle;
— Q*lNiﬁi—le;
= ¢ 1€{l,--- ,n}
Asi se obtiene Im 'y = @ {e;}.

3. Sea x € A;(’li{ei} entonces existen [, g, a1, -, .1 € R tales que (ver puntos vi
y vii del Teorema 33):

Ki—1
T =ape; + oAk e+ ol Tie Yy Agqr = Be,

es decir,
2 Ki—1
apAg e + alAK7i€¢ + ot se = Be;.

Esto implica que ap=0a; = =ay,_o=F=0, y asi:
—1 i—1
=g AR e € AR e}
Por otro lado, sea x € A%;l{ei} entonces existe § € R tal que x = ﬁA%;lei y esto

implica que
AK,@':C = 614?;’16@ =0 € {ei}7

y asi
z € Al{e}.
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CAPiTULO 7

Desacoplamiento de fallas con
estabilidad interna

En este Capitulo mostramos a través de un ejemplo que cuando el sistema estrictamente
propio X.,(z) es observable, es posible sintetizar un filtro desacoplador de la entrada cuya
funcion es identificar la falla.

7.1. Introduccion

Consideremos el sistema estrictamente propio con fallas ¥.,(A, [B,L],C) : U & M —
X — V:
#(t) = Ax(t)+ Bu(t)+ Lm(t),

y(t) = Cx(t).

Se plantea el siguiente problema:

Problema 37 -;Bajo qué condiciones la falla m(t) puede ser desacoplada y reconstruida,
para todo tiempo t > 07

Como vimos en las Secciones 2.3.1 y el Capitulo 4, este problema es resuelto por Mas-
soumnia [59], proponiendo un generador residual basado en la técnica de observabilidad,
utilizando subespacios (C, A) — invariantes en el observador de estado de orden comple-
to. Al igual que en el Problema de desacoplamiento de perturbaciones cuando se trabajan
con sistemas de fase no minima se generan modos inestables al obtener los subespacios
(A+ DC') — invariantes mediante la cancelacion de los ceros no Hurwitz (recordar Ejemplo
4.1).

Entonces, cuando se presentan ceros no Hurwitz, deseamos hallar una solucion al pro-
blema de deteccion de fallas sin cancelar los ceros no Hurwitz. Es decir, solamente se hacen
invariantes los modos asociados a los ceros Hurwitz.

Con respecto a los modos asociados a los ceros no Hurwitz nos conformamos con sola-
mente desacoplarlos y no con obtener su invariancia.
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7.2. Desacoplamiento de la entrada

En el Lema 32 se demostré que un sistema observable, ¥.,(A, B, C), con el mapeo de
entradas B inyectivo y el mapeo de salidas C' sobreyectivo puede ser descompuesto como la
cascada de un sistema estrictamente no propio Yceros tnvertible izquierdo MT y un sistema
estrictamente propio Yp.ls invertible izquierdo DT

Por lo que para desacoplar las entradas del sistema X.,(A, B,C) se siguen los pasos
siguientes:

Paso 1. Primero descomponemos el sistema estrictamente propio (6.1), 3.,(%), como la
cascada de un sistema Y...05(2) invertible izquierda MT, que contienen todos los ceros
del sistema, y un sistema X,,05(v) invertible izquierdo DT, que contienen todos los
polos del sistema y ningin cero (ver Lema 32 del Capitulo 6).

Paso 2. Debido a la invertibilidad izquierda DT del sistema X,,,5(v), entonces existe al
menos un sistema inverso izquierdo %' (por ejemplo el propuesto en el Lema 23 del
Capitulo 5) tal que se satisface Ei(Zpolos(v)) = v, no importando las condiciones ini-
ciales del sistema ¥,,0s(v) ni la naturaleza de la entrada v.

Paso 3. Ahora, la invertibilidad izquierda MT del sistema X,..,s(z) implica que se puede

aplicar un sistema cuya matriz de transferencia coincide con la inversa izquierda TM, es
~1
decir, (T Z”(s)) . Pero esto unicamente se puede hacer para sistemas de fase minima.

En el caso general solamente se busca el desacoplamiento de la entrada, el cual es
a -1
obtenido con la aplicacién de la adjunta izquierda MT, (Tj (s)) =det T?(s) (T;(s)> :

en lugar de la inversa izquierda MT.

Este procedimiento es ilustrado continuando el Ejemplo 6.1.
Ejemplo 7.1

Paso 1:

En el Ejemplo 6.1 ya se procedié a separar al sistema estrictamente propio (6.8) en la
cascada de dos sistemas: un sistema estrictamente no propio de ceros (6.13) y un sistema
estrictamente propio de polos (sin ningin cero) (6.14) (ver Figura 6.2).

Paso 2:

Dado que el sistema de polos (6.14) es invertible a la izquiera DT, procedemos a sintetizar
el inverso izquierdo DT propuesto en el Lema 23. Para esto, identificamos al sistema cociente
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mazimal observable (ver (6.11) y (6.12)):

-2 1 0 0 0 0
A -1 0 0 0|2 10
ép(t) = 2 0 -2 1 gp(t)—i_ 0 0 U(t)7 (71)
-6 0 -1 0 0 1
P - ——
i e
_ 1 0 0 01|,
10 = 501 060 (7.2
3

Sustituyendo las matrices fAl, C y T en el sistema inverso (5.15), se obtiene el siguiente
sistema:

000000 T 10 0 0|0 0 10
0000/00 00 1 0/00 0 -1
10000 0. /=271 o000, 0 0| .-
@ o1 00l0o0lED = |10 oolt o@D+ ¢ o]¥0
0010/00 2.0 -2 1|0 0 0 0
000 1/00 6 0 -1 0]0 1 0 0 (7.3)
~ ~" - ~ ~~ - S———
E; A; B;
R 00001 0
(» o0 =[50 0 0lo 1|50
A

Con el fin de obtener la forma estandar estrictamente no propia (recordar (5.6)), premul-
tiplicamos a (5.15.a) por T; y hacemos el cambio de variable:

100000 10000 0
201000 010000
000100 000100
dondeTi=1 01 g g g0l ¥T=]000010
220010 101000
(01000 1] (6 0000 1]

Entonces obtenemos el sistema inverso izquierdo DT del sistema (7.1):

94



00 0[O0 0 O —1 0
1 0 0{0 O O -2 0
01 0({0 0 O |~ ~ 0 O0f_
000[1 00 -2 -2 (7.4)
00 0[0 10 0 -1 |
1 0 1]0 0 O

o) = {6 0000 1]@“)'

El comportamiento externo de y(t) a ¥(t) de este sistema y su matriz de transferencia
T7(s) son:

o[ (p+1)? 0 _
(a) U<t> - I 2(p+3) (p+ 1)2 y(t),
(7.5)
sy | (8+1)? 0
B) L) = | 9s13) (s+1)2 ]
Entonces por (6.16.a) y (7.5.a) obtenemos:
~ (p+1)2 0 _
o0 = ) iy |70 =00 76
En este punto hemos reconstruido exactamente la entrada v del sistema de polos (6.14),
esto es: .
PN (Epolos(v)> = .
Paso 3:

Ahora bien, dado que el sistema estrictamente no propio de ceros (6.13) posee ceros no
Hurwitz, entonces no podemos aplicarle su inversa matricial izquierda. Por lo que es mas
recomendable obtener su matriz adjunta.

Consideremos el comportamiento externo del sistema estrictamente no propio de ceros
(6.13) (ver (6.15.a) y recordar que z(t) = U}, 2(t)):

L R COI [_(p_% oo [ 2]

- L6

Adj M(p) = Adj _%(pf) _?p_l)}:{ %Egﬂ; _%(p—l)]' (7.7)



Entonces el sistema adjunto 3 es (recuerde (7.5. a) y que y(t) = Sppy(t)):
_l( Loy
~ p+1) p—1) | ~
2(t) = ? ? v(t). 7.8
) L—30+1) —%(p—l)z() (78)
Adj m(p)

zti ] 2(t) | Deeros vt Ypolos | (1 ¥ vt adj M(p) 12@
2 ! Uap . (6.13) 2 (6.1l4) o). (7.4) |1 2 J(7 8)p [
0 T i)
A He— D+ )] At
Figura 7.1: Desacoplamiento de la entrada z(t) del sistema (6.8)
Notemos que (7.5) y (7.8) implican:
~ _ [—3p+1) (-1 (p+1)>2 0 —1/2 —1/2
I S o | N Rl | s ly“)’
Son (7.9)
_ [ st -p+3) 2
a (P> +2p—1)  5(p*+3p>+3p—3) }W)'
Que también se puede expresar como:
- 3 ib-1) (p+ 1) (p+ 1)
B F A ek | P gl 11O
De (6.9) se sigue que:
~_ |z e-D][E-D ®-1],
c [%p —%<p—1>H » -2 } )
_ [3p-D+1) 0
- 17 Yo- Do+ | 7O
Esto es,
5 () = %(p C(p+Da(), () = %(p —1)(p+ D)zat). (7.10)
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7.3. Desacoplamiento de fallas con estabilidad

Ahora podemos responder el Problema 37. La respuesta es dada por las condiciones
del Teorema 10 del Capitulo 4. De acuerdo con Wonham [78], uinicamente la parte buena
de W[*C AL]> €8 decir, la parte que excluye los ceros no Hurwitz, puede hacerse (A + DC)
invariante. Con respecto a la parte mala de W[*C A,z]> due es la relacionada con los ceros no
Hurwitz, no hay que invertirla exactamente si no solamente desacoplar la entrada.

[lustremos esto continuando el Ejemplo 4.1 del Capitulo 4.

EJEMPLO 7.2

Comparando el sistema (6.8) con (4.12), para o = —1, obtenemos de los Ejemplos 6.1 y
7.1 el siguiente desacoplador de fallas (ver (7.9)):

A — | et e -1) (p+1)? 0 —1/2 —1/2
m(t) = [ s+ 1) —%(p—l)] [2(p+3) (P+1)2H 1/2 _1/2%(15)
[ s®*+p*—p+3) 2 .
I R e %(P3+3p2+3p—3)] ®) (7.11)
= % ‘ll(p_l) (p+1)° (p+1) r
- Lap _}l(p‘l)} {2(p+2)(p—1) —2(p +3) } (t).

En efecto, de (7.11) y (4.13 .a) obtenemos:

my(t) = %(p —1D)(p+Dmy(t), mMma(t) = %(p —1)(p + 1)ma(t) (7.12)

Asi, combinando (7.11) con (4.14) obtenemos el siguiente detector desacoplador de fallas:
_l( 2 _ _1(y2 _

~ p+1)(p°+1) (1+p) } { (p* —3)

m(t) = 2 t) + 2 u(t
2 ot bt -y PO gy [0
Note que:

1. De (7.12) vemos que el sistema (7.13) detecta todas las fallas que estédn fuera de

Ker (p — 1)(p + 1). La funcién de transferencia entre la falla m y la salida del de-

tector m es:
%(s —1)(s+1) 0

0 Ws—Ds+1) | ™0 (7.14)

2. Para implementar el filtro impropio (7.13) se propone el siguiente filtro:

(p+1)°m(t) = m(t) (7.15)
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Por lo que de (7.13) y (7.15) se obtiene el siguiente filtro propio detector de fallas:

&i(t) =

&(t) =

SO = OO

&u(t) +

127

—1 | y(t) + 0

1/2 |
—1/2 ]

L y(t)+ 1

000
1 00

1/2

&a(1)

&(t) } — %y(t)

(7.16)

(7.17)

(7.18)

Siendo la funcién de transferencia entre la falla m y la salida del detector m igual a:

m

<s>:[2 :

(S—1)(S+1)

(S+1)3

0
1 (S—1)(S+1)
2 (S+1)3

] m(s)

(7.19)

3. Enlas Figuras 7.2 y 7.3 se muestran resultados de simulacién MatLab—Simulink cuando
se aplica el detector desacoplador de fallas (7.16)—(7.18) al sistema de fase no minima

(4.10) (v = —1) con condicién inicial z(0) =[1 1 1 1 }T

. De estas figuras se puede

observar que el detector desacoplador de fallas continua identificando correctamente
las fallas; aunque se tiene una dindmica un poco mas lenta debido a los integradores

incorporados.

4. En la Figura 7.4 se muestra el comportamiento del detector desacoplador de fallas
(7.16)—(7.18) cuando las fallas pertenecen a Ker (p — 1), esto es, cuando excitan al
cero no Hurwitz del detector desacoplador de fallas. Como era de esperarse, estas fallas

excitadoras de ceros son imperceptibles para el detector desacoplador de fallas.
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Figura 7.2: Diagramas de simulacién MatLab—Simulink del sistema de fase no minima (4.10),
a=—1,2(0)=[1111]", con el detector desacoplador de fallas (7.16)~(7.18); caso my # 0
y mg = 0. (a) Salida 7, del filtro (7.16)—(7.18) (linea punteada) y falla m; (linea continua).
(b) Salida 9 del filtro (7.16)—(7.18) (linea punteada) y falla my (linea continua). (c)
obtenida tanto a través del filtro (7.16)—(7.18) (linea punteada) como a través de la funcién
de transferencia (7.19) (linea continua). (d) 7, obtenida tanto a través del filtro (7.16)—(7.18)
(linea punteada) como a través de la funcién de transferencia (7.19) (linea continua).
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Figura 7.3: Diagramas de simulacién MatLab—Simulink del sistema de fase no minima (4.10),
a=—1,2(0)=[1111]", con el detector desacoplador de fallas (7.16)~(7.18); caso m; = 0
y mg # 0. (a) Salida m; del filtro (7.16)—(7.18) (linea punteada) y falla m; (linea continua).
(b) Salida T2 del filtro (7.16)—(7.18) (linea punteada) y falla my (linea continua). (c) 7,
obtenida tanto a través del filtro (7.16)—(7.18) (linea punteada) como a través de la funcién
de transferencia (7.19) (linea continua). (d) 5 obtenida tanto a través del filtro (7.16)—(7.18)
(linea punteada) como a través de la funcién de transferencia (7.19) (linea continua).
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Figura 7.4: Diagramas de simulacién MatLab—Simulink del sistema de fase no minima (4.10),
o = —1, 2(0) = [1111]", con el detector desacoplador de fallas (7.16)—(7.18). En esta
simulacién m, (t) = my(t) = 0,0001e’ para t € [0, 12] y my(t) = ma(t) = 0,0001e~ 24
para t € (12, 20] (la linea vertical punteada marca la transicién en ¢ = 12). (a) Salida 7,
del filtro (7.16)—(7.18) (linea punteada) y falla m; (linea continua). (b) Salida 7, del filtro
(7.16)—(7.18) (linea punteada) y falla msy (linea continua). (c) m; obtenida tanto a través del
filtro (7.16)—(7.18) (linea punteada) como a través de la funcién de transferencia (7.19) (linea

continua). (d) s obtenida tanto a través del filtro (7.16)—(7.18) (linea punteada) como a
través de la funcién de transferencia (7.19) (linea continua).
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7.4. Conclusion

En este Capitulo se mostré como proceder cuando el sistema posee ceros no Hurwitz en
la trayectoria entre la falla y la salida del observador de orden completo que se usa en la
deteccion de la falla.

La solucién propuesta consistio en separar al sistema de dindmica del error en un sistema
estrictamente propio de polos y en un sistema estrictamente no propio de ceros. Entonces
se aplica una inversa izquierda DT al sistema de polos y mediante la matriz adjunta se
desacopla al sistema de ceros.
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CAPiTULO 8

Método alternativo de
desacoplamiento de fallas de sistemas
de fase minima

La principal contribucion de este trabajo de tesis ha sido proporcionar una metodologia
para tratar el desacoplamiento de fallas en presencia de ceros no Hurwitz. En efecto, al igual
que en el problema de desacoplamiento de perturbaciones separar los casos de sistemas de
fase minima y no minima (ver Capitulos 4.3 y 5.6 de [78]), también es necesario hacer esta
separacién en el problema de desacoplamiento de fallas.

En una etapa inicial de este trabajo de tesis, se estudié un método para desacoplar
fallas basado en el sistema inverso izquierdo. Este es un método alternativo para resolver el
problema de desacoplamiento de fallas para sistemas de fase minima.

En este Capitulo se aborda un problema sobre deteccion e identificacién de fallas a través
de un ejemplo que consiste de un sistema de flujo que consta de cuatro tanques hidraulicos
interconectados. Este sistema es afectado por dos clases de fallas: fugas en los tanques y
taponamientos en los ductos. Estas dos clases de fallas son consideradas como entradas
desconocidas que afectan el sistema monitoreado.

Para reconstruir estas entradas desconocidas se utiliza el método de detecciéon basado en
el sistema inverso izquierdo del sistema monitoreado. Este método produce un filtro detector
derivativo el cual es implementado via aproximacion exponencial.

Posteriormente se hace una comparacién entre este filtro y el detector cldsico llamado
observador de estado de orden completo (generador residual). Esta comparacién se lleva a
cabo simulando el sistema monitoreado en la plataforma Matlab?® +Simulink”™ cuando se
presentan las fallas.

8.1. Introduccion

En esta seccion se presenta el sistema de flujo. Primero mostramos el modelo no lineal
que caracteriza las fallas, posteriormente se muestra el sistema linealizado y por tltimo el
sistema lineal con fallas.

A. El modelo no lineal

105



Consideremos el sistema de flujo descrito en la Figura 8.1. El modelo no lineal (ver [30])
de este sistema esta dado por :

hi(t) = —“L2/hi(t) = ha () + Lu(t)

ho(t) = 22 /hy(t) — hao () — 222 \/hy () — b3 (1)
(8.1)
h(t) = “22/hy(t) — hs () — 222 \/hs () — ha (1)

1 av/2 ay/2,

ha(t) = “20/hy (6) = ha (8) — S22\ /ha (1),
donde ¢ es la aceleracion gravitacional, Ay el drea de la seccion transversal de los tanques,
a el area de la seccién transversal de los ductos, h; es el nivel de referencia, g; es el flujo de
salida y v; es la velocidad de salida.

e o e e R — . o
gl i
b (o v o
h1 T _T ________ -]
h2 T
5 hd
1 2 3 i
e a | —-=q--- a | —-=q--- |- [+ A +—a
—_— —m — —_—
Taric 1 q] Tank 2 qz Tank 3 93 Tank 4 a9,
i va V3 Vi

AT Crosesacdion of the tanks.
a @ Crozs-zoclion of the duocks.

Figura 8.1: Sistema de flujo.

B. Caracterizacién de las fallas

El sistema de flujo puede presentar 8 posible fallas: fuga en el i-ésimo tanque, representado
por Lym;(t), 1 =1,2,3,4, y taponamiento en el i-ésimo tanque representado por L;,4m; 4(t),
i=1,2,3,4.

Los modos de fallas son modelados como:

Fugas en los tanques:
mi () = — (@/Ar) 29 (hi — 2,)]'*, i =1,2,3,4
Taponamientos en los ductos:

Mit+a (t) = CL: [29 (hz — hH_l)]l/Q, 7= 1, 2, 3
ms (t) = aj(2gha)"?
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donde a; denota el area del orificio en el i-ésimo tanque, x; denota la altura de la fuga en
el 7-ésimo tanque, a; denota la reduccién en la seccién transversal del i-ésimo ducto por
taponamiento.

Las correspondientes firmas de fallas se muestran en el Cuadro 8.1.

i 1 2 3 4
1] [0 ] [0 ] [0 ]
0 1 0 0
Li 0 0 1 0
0 0 0 1
i 5 6 7 8
1/Ar 0 0 0
I —1/As 1/Ar 0 0
‘ 0 —1/Azp 1/Arp 0
0 0 ~1/Ar 1/Ar

Cuadro 8.1: Firmas de fallas del sistema de flujo.

Observacion 38 Note que la fuga en el i-ésimo tanque queda completamente caracterizado
por el drea del orificio a; y la correspondiente altura x;. Obviamente que en las aplicaciones
practicas el correspondiente modo de falla m;(t) es desconocido pues es sumamente dificil
implementar un procedimiento para obtener el area a; y la altura x;. Con respecto a los
taponamientos la situacion es la misma.

Observacion 39 Como Ly y Lg son linealmente dependientes, las fallas 4 y 8 no se pueden
aislar una de la otra y por tanto no se pueden identificar.

Observacion 40 En lo que sigue asumimos que la altura ho (t) no es medible.

C. El sistema linealizado

El sistema no lineal (8.1) es linealizado alrededor de un punto de equilibrio obtenido a
través de la entrada constante u(t). Para esto se toman como pardmetros del sistema los
siguientes valores:

Ap =500em?, a = 2.54em?, u(t) = 277.8cm?/sec, g = 981cm/sec?

La aproximacién correspondiente a un sistema lineal invariante en el tiempo es:

-1 1 0 O 0.001

. 1 2 1 0 0

(t) = 0.04558 0 1 -2 1 x(t) + 0 u(t)
0O 0 0 1 0

(8.2)

o O O

o = O

_ o O
8
—~
-
~—
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D. El sistema lineal con fallas

Supongamos que se presentan unicamente dos fugas: tanque 3 y tanque 4, es decir,
ms(t) # 0y my(t) # 0, y las correspondientes firmas de fallas son:

0 0
0 0
L3 - 1 ) L4 - 0
0 1
entonces el sistema lineal con fallas tiene la forma:
-1 1 0 0 0.001 00
. 1 2 1 0 0 0 0
©(t) = 0.04558 0 1 -2 1 x(t) + 0 u(t) + 10 m(t)
0 0 1 0 0 1

8.2. Deteccion e identificacion de fallas utilizando el
sistema inverso izquierdo DT

En esta seccién aplicaremos la técnica de inversion por la izquierda para reconstruir el

vector de falla m(t) = [ m(t) ma(t) ]T. Para ello primero reescribimos el sistema (8.3) en
la forma:

11 0 o 0 0] 0.001
o 1 -2 1 0 00| 0 m(t)
0 0 0 1 0 1] 0
(8.4)
1000 0000
y®)1 _ |00 10 000 0][m(
[u(ﬁ} = o001 |* D000 0| u
0000 0001

. t t . .
Si hacemos { thg } = 0 obtenemos { TZ((t)) } = 0, entonces el sistema (8.3) es Invertible por
la Izquierda en DT,y por el Corolario 31 , la matriz de transferencia T'(s) del sistema (8.3) es
Invertible por la Izquierda y no tiene ceros de transmision ni ceros invariantes desacoplados
en la entrada. Entonces la falla m(t) del sistema (8.3) puede ser reconstruida por técnica de

inwersion por la izquierda.
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Como rank [CT ATCT (AT)2CT (AT)SCT]T = 4 entonces el sistema (8.2) es observable,
y por tanto el sistema inverso izquierdo es minimal bajo equivalencia externa (ver Capitulo
1 de Preliminares).

Un sistema inverso por la izquierda del sistema implicito de (8.3) es:

000 0[00] (1 0 0 0 [0 0]
000000 0 0 1 0 |00
000000 0 0 0 1 |00
100 0[]0 0 |&¢#=|—00456 00456 0 0 |0 0 |&@) +
010000 0.0456  —0.0912 0.0456 0 |0 0
001000 0 00456 —0.0912 0.0456 |1 0
000 10 0] 0 0 00456 0.0912 |0 0 |
(8.5)
-1 0 0| 0 ]
0 -1 0] 0
0 0 -1 0
y® 1 ~. [000 0|10
8 8 8 0?1 {u@}’ m@%‘{oo 0001}5@
0 0 0] 0
0 0 o 0 |

donde £(t), £(t), m(t), m(t).

Observacion 41 FEl sistema (8.5) tiene mds ecuaciones que variables (i.e. el sistema tiene
siete ecuaciones descriptoras y seis variables descriptoras), entonces hay una restricion in-
terna (ver [29]) que en este caso es internamente satisfecho por el sistema mismo. Y asi, no
es necesario incluir una fila extra en el reconstructor cuadrado.

Entonces la inversa izquierda (8.5) puede escribirse como:

1 -1 0
wt) + || wlt)
0 O 0
: B B (8.6)
mt) — 8 oo ‘”w(t>+o.0456[ - _Hy@) +
:0.(())01%@)

Para implementar el reconstructor no propio (8.6) en el problema de deteccién e identificacion
de fallas, es necesario obtener primero una aproximacién exponencial.
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Utilizando la técnica desarrollada en [65] se obtiene la siguiente aproximacién exponencial:

-1 1]0 o0 -1 10
~ B — =3 0 0 |- —e € 0
z(t) = 0 0 - 1 z(t) + 0 0L y(t)
| 0 0 |—-e - 0 0 €
mt) = [ —< 0] 0 0 Z(t) + —¢ ¢ 0 (t) + 0.0456 -2l (t) +
“ o o|-Lo o 0 *]Y ' 0o -1 -2 Y
[ 0.001
0 |t

donde el nimero positivo € es muy pequeno y es escogido de tal manera para garantizar
la aproximacién de la accién derivativa que caracteriza el inverso izquierdo (8.6), mientras
que el nimero positivo § es escogido de tal forma para garantizar la convergencia de la
aproximacién exponencial.

8.3. Deteccion e identificacion de fallas via generacion
de residuos

En esta seccion nos ocupamos del problema sobre deteccion e identificacion de fallas para
el sistema con fallas (8.3) utilizando la formulacion geométrica del PFDFBJ.

Las fallas son detectadas e identificadas hallando la proyeccién de la salida r(t) del ob-
servador de estado:

W(t) = (A+DC)uw(t) — Dy(t) + Bu(t)

) = Cult) - () (8.8)

Como el par (C, A) es observable, entonces del algoritmo CAISA obtenemos:
Wi=1Im Ly ; Wy =1Im Ly
entonces
CW; = ClmLy=Im [0 1 0]"
CW; = ClmLy=Im [0 0 1]"

por lo tanto

CW:E N CW; = {0}

Entonces por el Teorema 5 de la seccién 2.2.5 existe una solucién para el PFDFB.J.
Y de la seccién 2.2.6 tenemos que la matriz de ganancia D del observador (8.8) esta dada
por:
D = —Al(C)™*
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[ =l3,14) = [A3 L3, A*+ L,], donde u3 y u4 son los niimeros enteros més pequenos tales que
CAMLy#£0 y CA"Ly) # 0. En este caso s = g = 0.

8 0 00
Por lo tanto [=|[l3,l4] = [L3, L4] = 1 o | entonces Cl=|10| vy
01 01
0O 0 0
-1 -1 0
D=00456 |
1 -1 2

Tomando W5 = W5 v W, = W], se tiene que:

(A+DCYWs = Im [0 0 0 0] Wy
(A+DCYW, = Tm [0 0 0 0] cW,
Im L3 Ws
Im L, W,
CWsnCw, = {0}

C
C

Como la matriz D y los subespacios W5 yW, satisfacen las condiciones geométricas
(4.4), (4.5) y (4.6) entonces el residuo 7(t) generado por cada falla diferente es confinado a
un subespacio independiente del espacio de salida ).

0 0
Como CW5 = Im | 1 y CW,; =1Im | 0 |, entonces el espacio de salidas es un
0 1

subespacio de R? y
(CW5 & CW,)*- = {0}

Sean r3(t) y r4(t) los residuos generados por cada falla mg(t) y my4(t) respectivamente.
Entonces

L] Tg(t) € OWg y 7"4(t) < CW4
= r(t) = rs(t) + ra(t)
. T(t) € CWs & CW;y

Sean Hy : Y — CWj y Hy:)Y — CW,; las proyecciones de r3(t) y r4(t) sobre cada
subespacio de salida CW5 y CW, respectivamente, cuyas representantes matriciales son:

Hy=[010], Hy=[00 1]
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8.4. Comparaciones y simulaciones

En esta seccién comparamos el reconstructor aproximado (8.7) con el observador de
estado de orden completo (8.8). Para ello, implementamos el reconstructor de modos de
fallas en la plataforma MatLab—Simulink para simular el sistema monitoreado cuando se
presentan las fallas.

Para la deteccién e identificacion de fallas escogimos como el primer modo de falla mg3(t)
una funcién escalén de amplitud igual a 2, iniciando a los 8 segundos. Para el segundo modo
de falla my(t) escogimos una funcién seno defasado de amplitud igual a 1, iniciando también
a los 8 segundos.

Como podemos ver las Figuras 8.2 y 8.3 la deteccion y aislamiento de falla utilizando la
técnica de invertibilidad por la izquierda tiene un comportamiento muy preciso. Es decir,
los modos de fallas son reconstruidos de una manera casi fidedigna. Para el reconstructor
fijamos el parametro de precisién € = 1/50 y el pardmetro de convergencia (5 = 10. Note en
la Figura 8.3 la leve oscilacién del segundo modo de falla reconstruido. Esta oscilacion puede
ser minimizada incrementando el valor de (.

En cuanto a la deteccion y aislamiento de fallas basado en un observador de estado,
podemos ver en la Figura 8.4 como el primer modo de falla es detectado e identificado. En
la Figura 8.5 se muestra el residuo correspondiente al segundo modo de falla.

En la comparacién de ambos métodos, podemos ver la ventaja de la técnica basada en
la invertibilidad por la izquierda, pues este método ademas de proporcionar la deteccién e
identificacién de los modos de fallas, también reconstruye estos modos.

Otra ventaja de la técnica de reconstruccién es que no esta restringido por las condiciones
iniciales del sistema monitoreado, pues con un valor conveniente de (3 los efectos de las
condiciones iniciales no aparecen a la salida del reconstructor, mientras que la técnica basada
en el observador de estado depende de la condicién e(0) = w(0) — x(0).

Eliminando las condiciones iniciales (bajo algunas restricciones estructurales) es posible
obtener un observador de estado estable (se puede verificar facilmente que el generador resi-
dual de nuestro ejemplo es inestable), sin embargo, en la técnica basado en la reconstruccién
no hay restriccién de estabilidad debido al lazo abierto involucrado en esta técnica.

112



TV

LA

f
Fizura £.3
L
I|I|II
{
I.f
f
/
/
I|I }
(11 IIIIl 1
¥ i
I,- III.'
\ /
_ ”\5 “
\ /
O
Figwa 8.5

113



8.5. Conclusion

Hemos ilustrado la deteccién e identificacion de fallas considerando estas fallas como
entradas desconocidas (modos de fallas) reconstruidas. Se utiliz6 un reconstructor que es una
aproximacion exponencial del sistema inverso izquierdo no propio del sistema monitoreado.
Comparamos este reconstructor con un filtro generador de residuos y mostramos que la
técnica de reconstruccion de entradas desconocidas ofrece ciertas ventajas: principalmente,
la independencia del inversor con respecto a las condiciones iniciales del sistema monitoreado
y por otra parte, la estabilidad no aparece como restriccion en el problema.

Estas ventajas caracterizan a este enfoque de deteccién en comparacion con el método
basado en la utilizacién de observadores de estado (generacién de residuos).
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CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En esta tesis vimos que cuando todos los ceros de un sistema estrictamente propio son
Hurwitz, podemos hallar una solucién al problema de deteccion de fallas aplicando la for-
mulacién geométrica desarrollado por Massoumnia [59]. Pero si existe un cero no Hurwitz,
al cancelarlo genera un modo interno inestable no controlable. Si el sistema es observable,
entonces podemos estabilizarlo con una inyeccién de salida adicional con la consecuencia de
la pérdida de invariancia del modo estabilizado.

Para hallar una solucion al problema de deteccion de fallas, en el caso de ceros no Hurwitz,
sin que haya pérdida de invariancia de los modos estabilizados, desarrollamos un método
que consiste en descomponer al sistema estrictamente propio como la cascada de un sistema
estrictamente propio de polosy en un sistema estrictamente no propio de ceros (no Hurwitz).

Este resultado de separacion de polos y ceros se aplico al problema de desacoplamiento
de fallas. Para ello primero se demostré que el sistema estrictamente propio de polos es
wnvertible a la izquierda DTy que el sistema estrictamente no propio de ceros es invertible a
la izquierda MT.

En el caso del dominio de la frecuencia la invertibilidad izquierda esta relacionada tnica-
mente con la Funcién de Transferencia del sistema (condiciones iniciales nulas). Por lo que
solamente es afectada por la estructura algebraica interna del sistema.

Dado que en el dominio del tiempo las condiciones iniciales son tomadas en cuenta,
entonces el aspecto funcional de la entrada es un factor importante. Es decir, las entradas
que excitan los ceros observables jamés podran ser reconstruidas por técnicas de inversion.

Mostramos a través de un ejemplo, el cual resulté ser invertible a la izquierda MT, que
existe una entrada que no es observable a la salida, y asi esta entrada no puede ser recons-
truida, ni por técnica de inversion ni por técnica de observacion.

Entonces debido a esto, se aplica una inversa izquierda DT al sistema de polos y mediante
la matriz adjunta se desacopla al sistema de ceros.

Aportaciones
Las principales aportaciones de este trabajo son:

= Se definié la invertibilidad izquierda en el dominio del tiempo y se caracterizé geométri-
ca y estructuralmente.

= Se dio la equivalencia del sistema original a la conexion en cascada de un sistema de
ceros y un sistema de polos, es decir:
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1. Un sistema estrictamente propio de polos que contiene todos los polos del sistema
y ningun cero, teniendo la propiedad de invertibilidad a la izquierda en el dominio
del tiempo.

2. Un sistema estrictamente no propio de ceros (no Hurwitz) cuya Matriz de Trans-
ferencia es invertible a la izquierda.

= Diagonalizacion del desacoplador de fallas conservando los ceros no Hurwitz.

Publicaciones

Los articulos publicados con respecto a este trabajo de tesis se encuentran en los apéndices
de esta tesis. Enseguida se expone un resumen de cada uno de ellos:

Figueroa M., M.Bonilla, M. Malabre and J.C Martinez G. On Fuailure Detection by
Inversion Techniques. 43rd IEEE Conference on Decision and Control. December,
2004. Bahamas EEUU

En este articulo se considera el problema de deteccion y reconstruccién de fallas para
sistemas lineales invariantes en el tiempo, con soluciones generalizados basados sobre la in-
versa izquierda del sistema inicial. Como la condicién inicial del estado del sistema observado
no puede ser cero, la condicién clasica para invertibilidad por la izquierda de funciones de
transferencias no es suciente para nuestro propésito.

Los teoremas principales proporcionan las condiciones, geométricas y estructurales, ne-
cesarias y sucientes para la existencia de un sistema inverso por la izquierda. Con estos
teoremas se disena un detector y reconstructor de fallas.

Se da un contraejemplo para ilustrar que la propiedad clésica de invertibilidad por la
izquierda no es suciente cuando el modo de falla corresponde a un cero invariante.

Bonilla M., M.Figueroa and M.Malabre. Time Domain Left Invertibility: Application
to Failure Detection. 2nd IFAC SYMPOSIUM on SYSTEM, STRUCTURE and
CONTROL. December 8-10, 2004. Oaxaca, México

En este articulo se considera el problema de recobrar a la salida, para todo tiempo t > 0,
una entrada desconocida, con las condiciones iniciales no necesariamente nulas. En este caso
la invertibilidad izquierda de funciones de transferencia no es suficiente.

Se proporcionan las condiciones necesarias y suficientes para la inversiéon por la izquierda
cuando se trabaja en el dominio del tiempo.

M. Bonilla, M.Malabre and M.Figueroa G. Time Domain Right Invertibility. 2006
American Control Conference. Silver AnniversaryACC. Minneapolis, Minnesota
USA. June 14-16, 2006

Dos poderosas herramientas utilizadas en la Teoria de Sistemas para sintesis y analisis
son el sistema inverso derecho y el sistema inverso izquierdo (en el caso de que existan).
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El sistema inverso derecho es usado en control, por ejemplo, para seguir senales de re-
ferencia, mientras que el sistema inverso izquierdo es usado para observacion, por ejemplo,
para reconstruir senales particulares que se presentan en el sistema.

En este articulo se estudia la invertibilidad derecha en el dominio del tiempo. Para esto
primero se revisan los principales resultados sobre la invertibilidad derecha desde dos puntos
de vista: dominio en el tiempo y la funcién de transferencia.

Por tltimo se consideran las dualidades entre invertibilidad derecha e invertibilidad iz-
quierda y se dan las condiciones estructurales bajo las cuales se presentan estas dualidades.

M.Bonilla E., M.Figueroa G. and M.Malabre. Solving the Diophantine Equation by
State Space Inversion Techniques: An illustrative Example. 2006 American Control Con-
ference. Silver Anniversary ACC. Minneapolis, Minnesota USA. June 14-16,
2006

Uno de los problemas béasicos de control es el relacionado con la asignacién de polos. La
solucion de este problema por retroalimentacién de estado es muy simple cuando se trabaja
en el Espacio de Estados. En el caso de retroalimentacién a la salida, el problema es usual-
mente abordado con los enfoques Polinomial y de Factorizacién. En el enfoque Polinomial
este problema se resuelve con la solucién de una Ecuacién Diofantina, y en el enfoque de
Factorizacion también se necesita resolver una Ecuacién Diofantina, pero en el anillo de
funciones racionales propias estables.

El uso de la Ecuacién Diofantina para resolver problemas de control en los enfoques
Polinomial y de Factorizacién es muy util, pero cuando se trata de hallar una solucién
particular no es siempre directo, particularmente en el enfoque de Factorizacion.

En este articulo se propone la sintesis de un procedimiento para resolver la Ecuacion
Diofantina en el enfoque de Factorizacién basado en la técnica de inversion en el espacio
de estados. Para claricar las ideas principales que se encuentran detras de esta técnica de
inversiion, este anfalisis se limita a un ejemplo ilustrativo.

M. Figueroa G., J. C. Martinez G., M. Bonilla E. and M. Malabre. [llustrating an
wnverse-based failure detection and identification technique based on reconstruction of unk-
nown inputs. 17th International Symposium on Mathematical Theory of Networks
and Systems. July 24-28, 2006, Kyoto, Japan

En este articulo se aborda un problema sobre deteccién e identicacién de fallas a través
de un ejemplo que consiste de un sistema de flujo que consta de cuatro tanques hidraulicos
interconectados. Este sistema es afectado por dos clases de fallas: fugas en los tanquesy
taponamientos en los ductos. Estas dos clases de fallas son consideradas como entradas
desconocidas que afectan el sistema monitoreado.

Para reconstruir estas entradas desconocidas se utiliza el método de deteccion basado en
el sistema inverso izquierdo del sistema monitoreado. Este método produce un filtro detector
derivativo el cual es implementado via aproximacion exponencial.

Posteriormente se hace una comparacién entre este filtro y el detector clasico llamado
observador de estado de orden completo (generador residual). Esta comparacién se lleva a

117



cabo simulando el sistema monitoreado en la plataforma Matlab TM+Simulink TM cuando
se presentan las fallas.

M. Bonilla E., M. Figueroa G., M. Malabre and J.C Martinez G. Input Decoupling
by Left Invertibility Techniques: Failure Decoupling Problem with Stability (SOMETIDO)

En este articulo se aborda el Problema de Desacoplamiento de Fallas, el cual consiste
en hacer un desacoplamiento en las trayectorias de entrada-salida del observador de esta-
do. Se resuelve el Problema de Desacoplamiento de Fallas restringido a la conservacién de
estabilidad, es decir, para el caso cuando se presentan ceros no Hurwitz.

Perspectivas
Unas perspectivas posibles de este trabajo de tesis son las siguientes:

1. La relajacion de las condiciones encontradas para resolver el problema parcial de des-
acoplamiento de fallas.

2. El estudio de la posible utilidad de los resultados duales, expuestos en este trabajo de
tesis, en la teoria de sistemas de control.

3. Estudiar un filtro detector dinamico cuya existencia requiere de la satisfaccién de cier-
tas condiciones necesarias y suficientes basadas en propiedades de rango de ciertas
matrices de transferencia, a diferencia de resultados ya clasicos basados en la estruc-
tura al infinito del sistema en cuestién. Este es un problema dual del problema de
desacoplamiento de bloques por precompensacién. Hautus y Heymann [54] dieron la
solucion general de este problema para el caso de precompensacion dindmica sin la
restriccién de controlabilidad del par (A,B). Posteriormente Malabre y Torres [55] des-
arrollaron un trabajo para la precompensacién en el caso general utilizando conceptos
geométricos y propiedades de la matriz sistema. Para el problema dual la no restric-
cién de controlabilidad del par (A,B) implica la no restriccién de observabilidad del par
(A,C). Entonces tendremos un filtro detector més general que un observador de estado,
pues para el diserio de este observador es necesario que el par (A,C) sea observable.
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Abstract—This paper considers the failure detection and
reconstruction problem, for linear time invariant systems, with
generalized solutions based on left inverse techniques.

NOTATION

Script capitals VW, ..., denote linear spaces with ele-
ments v,w,...; when ¥V C W, % or W/V stands for the
quotient space W modulo V; the external direct sum of
some given spaces A7,..., A, is written as X1 @ --- X,
Given a linear map X:V — W, Im X = XV denotes its
image, Ker X denotes its kernel, X —17 the inverse image
of 7 by the linear map (possibly not invertible) X. Given
a time variable x(¢), we denote the first and second time
derivatives by z, x respectively; for derivatives of higher
orders, say ¢ > 2, we write z® (i — th times).

I. INTRODUCTION

In this paper we are interested in model-based fault
detection and isolation techniques, and we are particularly
concerned by observer-based fault detection synthesized
using inversion techniques. We tackle here the determin-
istic linear time-invariant case when applying generalized
observers. These filters detect (actuator) failures modeled as
unknown inputs (failure modes) and we are concerned by
direct reconstruction of the fault vector. Since the solvability
conditions for the existence of observer-based detectors
are very restrictive (constraints in terms of separability
of certain vector subspaces, see for instance Massoumnia
[11]), some less restrictive alternatives have been recently
considered by the fault detection research community. These
alternatives are mainly focused in almost direct reconstruc-
tion of the fault vector with an arbitrary high level of
accuracy (measured in terms of a certain norm, see for
instance Niemann ef al [12]) and Saberi et al [15]). Failure
detection and estimation is highly simplified through the
use of left inverses. This is the new point of view that
we propose in this contribution. Since our objective is
to recover (at any time t) the information on the failure
input from the output (and control input) signal(s), we first
revisit the context of left invertibility and characterize (both
geometrically and in a structural way) the time domain (TD)
left invertibility. Based on this, the necessary and sufficient
conditions for the generalized filter (based on inversion)
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that we propose for exact reconstruction, are simple and
the synthesis procedure is based on the use of derivators.
In Section II we state the problem, Section III is devoted to
some preliminaries. In Section IV we solve it, and in Section
V we give equivalent structural characterizations, connected
with the invariant zeros due to the failure input. Section
VI proposes a complementary treatment when undesirable
observable zeros occur due to the failure input. Section VII
is devoted to conclusions.

II. PROBLEM STATEMENT

Let us consider the following state space description
(t) = Az(t) + Bu(t) + Lm(t) ; y(t)=Cz(t) (1)

where u is the input, ¥ is the output, z is the state and m is
a given failure. The linear maps are defined as A:X — X,
B U—-X L. M—-XadC:X — )Y, where X, U,
M and Y are the state, input, failure and output spaces. In
this paper we solve the following problem:

Problem 1: —Under which conditions can the failure
m(t) be detected and reconstructed, at any time ¢, using
a generalized (non proper) filter based on inversion tech-
niques?

To answer this question let us rewrite the state space
description (1) in the following implicit description form:

YEABC: MaolU—-Yaol

En(t) = An(t) +Bo(t) ; y() =Cn(t) (2

I 0 B
where E = ( 0 ), ( ) ( i ),
C = ( 0 ) Our new input is v = ( uT )T
and our new output is 7 = ( y7 T )T the descriptor

variable is n = ( 2T o7 )

III. PRELIMINARIES
A. Transfer Function Matrix Left Invertibility

When dealing with a transfer function mairix (TFM) the
following definition for leff invertibility is standard:

Definition 2: Let us consider a fransfer function matrix,
T(s) = C(sI — A)~L1L, with p rows and m columns. T'(s)
is TFM lefr invertible if and only if its m columns are
independent as rational functions of s, namely if and only
if rank T'(s) = m.

This transfer function matrix left invertibility was geo-
metrically characterized by Basile and Marro (see [3]) using
the supremal (A, L) invariant subspace contained in Ker C,
Vi =sup{V C Ker C'| AV C V +1Im L} [18], which is
the limit of the non increasing algorithm

V=X, VW =KeCNA* (V' +Im L) (3)
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Theorem 3: [3] T(s) is TFM left invertible if and only
if:
Ker L = {0} and Im LNV} ={0} 4)
Let us note that the geometric characterization (4) is also
equivalent to the following one:

Ker L ={0} and R} = {0} 3)

where R} is the supremal controllability subspace con-
tained in Ker C' (see [18] for more details), which is the
limit of

Ry ={0} i RLT=VIN(ARE +ImI) (6)

B. Zero Structure

In the 70’s, pioneered by the work of Rosenbrock [14],
there was a great interest about the zero structure of linear
multivariable systems (see for example [10] and [7]). Later,
Aling and Schumacher [1] proposed a complete geometric
characterization of the zeros structures.

In this paper we shall be concerned with two particular
subsets of the invariant zeros, namely the fransmission zeros
and the input decoupling invariant zeros (see [1]).

From [1], the total number of fransmission zeros and
input decoupling invariant zeros, here called observable
invariant zeros (for shortness), is given by:

# observable invariant zeros = dim (Vi /(R} + N))
)

where N = N7~} A~ *Ker C is the unobservable subspace.

C. Time Domain Left Invertibility

Since we work in the fime domain (ID) framework, we
take the following definition for lefi invertibiliry:

Definition 4: Let us consider a solvable! implicit system
S(F,G,H,D): U — Y

Fi(t) = Ge(t)+ Hu(t) ; ylt) =Dz(t) (8)

This system is called TD left invertible if and only if (%)
there exists a system X' : ) — U such that it is solvable
inIm ¥ and (ii) X% o X = I. X% is called a TD left inverse
of 3.

Fact 5: [5] If the implicit system (8) is solvable, then
there exists a linear transformation W (-) : & — X solution
of (8), namely: F'¥ (u(t)) = G (u(t))+Hu(t) and y(t) =
DW (u(t)), for all admissible inputs w.

Lemma 6: [5] The implicit description (8) is TD left
invertible if and only if Ker DW () = {0}.

Lemma 7: [5] If the implicit description (8) is TD left
(right) invertible then one left (right) inverse system, %° :
Y — U, it is the following:

(3 0)éw =( & &)+ (5 )uw
w(t) =(0 1)&t) )

1Solvable means that for each input, w € U, there exists at least one
solution for the descriptor variable x € X.

D. Exponential modes

We know from Gantmacher [8] that for any pencil
[\ — G], with F X —X and G X —X, there
exist bases of X and X such that its associated block
diagonal matrix (known as the Kronecker decomposition)
is composed of four types of blocks, namely: (i) finite
elementary divisors, (ii) infinite elementary divisors, (iii)
column minimal indices, and (iv) row minimal indices.

The finite and infinite elementary divisors correspond
to the proper (differential equations) and the non-proper
(derivators) parts, respectively, of the system. The column
and row minimal indices correspond respectively to the
existence of degrees of freedom (more unknowns than equa-
tions) and to the null part of the system (state contributions
which are always zero). In the particular case of regular
systems, X=X and det[\F' — G] #£ 0, there only exist finite
and infinite elementary divisors.

Wong [17] and Bernhard [4] have geometrically
characterized the finite elementary divisors through
the maximal (F,G) invariant subspace, Vi, =
sup{V C X |GV CFV}, which is the limit of the
algorithm: V§ o = X, and V§!! = G7LFVY  If A s
a finite-zero of the pencil [AF — (], there then exists an
exponential mode characterized by a vector v € V3 , such
that Gv = AFv. ’

Armentano [2] has geometrically characterized the global
Kronecker decomposition. In the case of a regular pencil
the finite elementary divisors [Al — J;] (J; being the
corresponding Jordan matrices) are located in the restriction
of [A\F'— G] to V3 , in the domain and to F'V} , in the
codomain. 7 7

E. Particular Case

Let us consider the above results to system (2):

1) System (2) is TD left invertible if and only if (¢) = 0,
for all ¢ > 0, implies u(¢) = Oand m(t) = 0,V ¢ > 0.
2) If (2) is TD left invertible then a TD left inverse is

E(t) = A&(t) +Big(t) 5 2(t) = Ci(t) (10)

0 c 0 0
0 |, A; = A L 0],
0 0o o0 I

0
B, = 0 B andCi:(gé?)The
0 -1

maps are defined as: E; : &, — X_, A, : X, — X,
B, U, — X, and C; : X, — V., where X, —
XoMaold, X, =Yoo XU U =Y DU, and
ye = M (&) Z/{

3) If system (1) is observable then (10) is minimal
under external equivalence (see [9]): (¢) The matrix

(E

[ev N e i ]

0
where E; = ( I
0

c; 18 monic

B; ) is epic, (é¢) the matrix ( EZ )
and  (#44) ( AEZE = ) has full column rank for all
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complex number A if and only if this holds for matrix

MCLA ), namely: if and only if A = {0} 2
4) Related with system (10) is the supremal
(E;,A;)  invariant  subspace, V3, , =

sup {9 C XA C]Eﬂ?}, which is the limit
of the non increasing algorithm:

Vio="Xe ;i Vilo=ATEVE

5) Let us note that a necessary condition for (10) to
be a TD left inverse of (2) is that 9}670 = {0}.
Indeed, if this is not the case, problems occur with the
initial conditions for the exponential modes (integra-
tors), characterized by \7}870 (cf. [2]) and in general

Y (33 (-)) will not be the identity operator.

IV. SOLUTION TO THE FAILURE DETECTION PROBLEM
USING INVERSION TECHNIQUES

Theorem 8: Given a state description (1) then its associ-
ated implicit system (2) is TD left invertible and so, the fail-
ure detection problem by inversion techniques is solvable, if
and only if Ker L = {0} and Im LN (Vi + AV}) = {0}.
In order to prove Theorem 8 we need the two following
Lemmas proved in the Appendix:

Lemma 9: If Im LN (V] + AV} ) = {0} and Ker L={0}
then %(¢) = 0 implies u(¢) = 0 and m(t) =0, ¥V ¢ > 0.

Lemma 10: 1f Ker L={0} then L=t (Vi + AV}) = {0}
if Vi o ={0}.

Proof: (Theorem 8)
1) Let us first prove the sufficiency: For this let us
suppose that Ker L={0} and Im LN (V; + AV}) = {0}.
Then by Lemma 9 we have that u(¢) =0 and m(t) =0V
t > 0, and thus, system (2) is TD left invertible.
2) Let us now prove the necessity: If Ker L £ {0}
there then exists a m # 0 such that Lm = 0 which implies
that there exists a non zero failure which is non observable
at the output, and so, it is impossible to detect it. Therefore
L has to be a monic map.

In order to prove the necessity of the second geometric
condition, let us assume that system (2) is 7D lefi invertible,
then system (10) is one TD left inverse. If system (10) is a
TD lefr inverse then it has no exponential modes, and thus
\7}670 = {0}. Therefore by Lemma 10, we get the second
geometric condition. |

Our generalized solution to the Failure Detection problem
then amounts to using the generalized system (10) (which
indeed is a left inverse of (2) when the condition of the
Theorem are fulfilled) where the first output reconstructs the
failure signal. Procedures for implementing the derivative
actions present in (10) can be found e.g. in [13].

In the next Section, we propose alternative conditions
which are equivalent to those of Theorem 8 and which allow
us to give a nice structural characterization of this result.

2If A #{0}, we can work with the system quotiented by N

V. MAXIMAL OBSERVABLE QUOTIENT SYSTEM

Let Tl : X - X/N be the canonical projection, then
there exist unique maps (A, L, C') such that:

MA=AIl ; HOL=L ; C=CT (11)

Let Vz be the supremal (A, Z}) invariant subspace contained
in Ker C, namely V; = sup{Vy, C Ker C'| AV, C V1 +
Im L}; which is the limit of the following non increasing
algorithm (for g > 0):

Vi =X/N, Vi —Ke €0 A (Vi4m L) (12)

Theorem 11: Given the system defined by the maps
(A, L, C), let the quotient system be defined by the maps
(A, L,C). Then (Vi + AV;)NImL = {0} and Ker L =
{0} if and only if V; = {0} and Ker L = {0}.

To prove Theorem 11 we need the three following LLemmas
proved in the Appendix:

Lemma 12: (Vi + AV;)NImL = {0} and Ker L = {0}
if and only if V¥ =AM and L=' (N + AKer C) = {0}.

Lemma 13: The following equalities are always satisfied:

D V=1V

2) L7V (N 4 AKer C) = L1 AKer C.

Lemma 14: Vi = N and L=1 (N + AKer C) = {0} if
and only if V; = {0} and Ker L = {0}.

Proof: (Theorem 11)
From Lemma 12, (V; +AV;) N Im L = {0} and
Ker L = {0} hold if and only if V¥ = AN  and
L= (N + AKer C) = {0}, and from Lemma 14 if and
only if V; = {0} and Ker L = {0}. ]

Corollary 15: Given a state description (1) then its asso-
ciated implicit system (2) is TD left invertible if and only
if (1) is TFM left invertible wrt. m and it has neither
fransmission Zeros, nor inpul decoupling invariant zeros
wr.t. m.

Proof:
1) Let us first suppose that (2) is TD lefi invertible. Then
Theorem 8 implies that Ker L. = {0} and Im LNV} = {0}.
This last condition is equivalent to Im L NR% = {0}, and
from algorithm (6) we get R} = {0}. Since Ker L = {0}
and R3 = {0}, we conclude from Theorem 3 that (1) is
TFM left invertible w.r.t. m (recall the equivalence (5)).

On the other hand, from Theorem 11 we get: V; = Ker II

= N, which implies: dim (V} /(R} +N)) = dim (V} /N)
= dim (M/A) = {0}. And then, from (7), there are neither
fransmission zeros nor input decoupling invariant zeros
w.r.t. m, i.e. no observable invariant zeros.
2) Let us suppose that (1) is TFM left invertible wr.t. m
and it does not have any observable invariant zero. Then
from (5) and (7) we have that Ker L. = {0}, R} = {0},
and Vi = N.

Now since A is an A—invariant subspace: Im LN (V} +
AVi) =Im LNV;. Since R} = {0} we have: Im LNV;
= {0}. Therefore, Ker L = {0} and Im L N (V} + AV})
= {0}; and thus, Theorem 8 implies that (2) is TD left
invertible. |
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VI. SYSTEMS WITH OBSERVABLE ZEROS

Let us consider the following illustrative example:

(1) :( 0l )x(t)+( 0 >u(t)+( . >m(t)
y(t) =(1 0)z(y)

with by # 0. The external behavior of this system is given
by the following ordinary differential equation:

() = u(t) + m(t) + bom(t)

It is obvious that the failure m(t) = mge %% can not be

detected at the output even if it is not bounded (b < 0).

Let us compute the algorithms involved in Theorem 8
(e; stands for the ¢ — th vector of the canonical basis, i.e.
having a 1 in its ¢ —th coordinate and O in the other ones):
Im L = {e1 +boea} and Ker C' = {es} = Vi, then
Vi+Im L= {es}+{e1 +boea} = {e1, e2}. This implies:
Ail(vlll + Im L) = A1 {61762} = {61762}, and thus
V2 = {eat N{er,ea} = {ea} = Vi, that is to say: Vi =
{ea} and AV} = {e1}. Therefore Vi + AV = {e1,ea}.
Furthermore:

Im LN (Vi +AV}) =Im L # {0}

And then as expected, there is at least one failure which
can not be detected by inversion techniques. Note however
that Im L NV} = {0} (i.e. the TFM from m to y is left
invertible).

In this example the second condition of Theorem 8 is not
satisfied because of the existence of a zero in the transfer
function, T'Y,, between the failure m and the output y.

Note that, in the case of a minimum phase (i.e. with
Hurwitz zeros) transfer function, T, we can still do
something. Indeed, let us decompose the original system
(1) as the cascade of two linear systems, namely:

Yo m(t) = Gu(p)m(t)
Yi: Flpy(t) = Gulp)u(®)+ m(e)

where p is the derivative operator d/dt and F, G, and
(G, are polynomials matrices in the variable p. Thus the
transmission zeros of T¥ are taken into account in system
> and 34 does not have any transmission zero related to
m. In this way, we can obtain a left inverse of > (if ¥4
satisfies the geometric conditions of Theorem 8); the output
issued from the left inverse will be the failure m filtered by
the matrix polynomial G . (p).

Note that in case of having a failure satisfying
G (p)m(t) = 0, we are not able to observe it through the
left inverse. But as we have assumed Hurwitz transmission
zeros, this failure exponentially tends to zero.

We next show the extension for multivariable systems.

A. Zero Separation

Let us consider the following observable system?
&(t) = Az(t) + Bu(t) + Lm(t) ; y(t) =Cz(t) (13)

3If not, we just have to consider the quotient system as in Section V.

with z € R”, ¥y € RP, L monic, and C epic. From the
dual of the Brunovsky’s Theorem [6] there exist an output
injection matrix K and two changes of bases 7" and S such
that:*

AK = Tfl(A— KO = DBM{AK,L"' 7AK,19} (14)
C = SCT = DBM{Cy,---,C,} (15)

01 0 - - 0
Axi ( O . . .01 ) (16)
o - . .0 i H

G = (10 a7

)pxni

where, for i € {1, ---, p} the x; are the observability
indices (k1 > ko > -+ > Ky > 0 and 30 k; = n).
Let us next define the following matrices:

N=TALT™" . T=TO-AgA)T™" (18

Let us note that:

1) The matrix N is nilpotent with nilpotent index 1,
2) Im N =TIm AT — TKer ¢ — Ker C,
HNT—AN =1—-(A—- KON = T1 - T Y4 -
KOYTAL)T-' =T.
We then have the following result:
Fact 16: System (13) is externally equivalent® to:

£(t) = AE(t) + Bu(t) + DE(L) ; y(t) = CEt)
NE(t) = £(8) — Lm(t)

Moreover, the supremal (A, I')—invariant subspace con-
tained in Ker C', V}, is null.
Proof: (13) is externally equivalent to:

(H) - (e b ()

y =(C|0)z

(19)
20)

21
with 3 = (27 27 )". Premultiplying (21) by ( ! )
-1
LR} &, we get (19)-(20).
Since V. is invariant under 7, S, and K, it can be also
computed from: V2 = X and V{f“ = Ker CN A (VE +
Iy withD' =1— AKA? From (16) and (17), we get: Vf
= {0}. n
Coming back to our illustrative example, we get:
Yo m(t) = bom(t) +m(t)
Y1 4t u(t) + m(t)

One state space realization (A;, By, L1, C1) of ¥y is:

0 :( 0l )@(t)+( 0 >u(t)+( 0 )m(t)
0

y(t) =(1

and defining f = (

4DBM stands for Diagonal Block Matrix.

5External equivalence (see [16]) means preservation of the external
behaviour, i.e. the same overall set of possible trajectories for all the input
and output signals.
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And in this case we get Vi = Alvzl = {0}. Therefore,
our left inverse takes the following form:

000\ 1 0 0
oo an e+ 00 ) (40
2(t) =(0 0 1)&@%)

We can verify that z = 4 —u = m; of course we have
to satisfy that by > 0, in order to have a minimum phase
system (see [13] for practical realizations).

VII. CONCLUDING REMARKS

We have proposed in this paper necessary and suf-
ficient conditions for detecting failures by inversion
techniques.

It has to be pointed out that we are working in the time
domain and thus initial conditions play an important
role. As shown on our example, which is TFM left
invertible, there indeed exists a failure which is not
detectable at the output, and thus which cannot be
detected, neither by inversion techniques, nor by any
observation techniques.

In the literature, it is usual to only ask for observability
of the system in order to detect the failure by observers.
But the failure is not a state, it is an external input.
And so, the failure can be undetectable at the output,
even in an observable system: as shown here, this is
typically the case for a failure exciting a transmission
Zero0.

The condition given by Massoumnia [11] when applied
on our example is C'L invertible, which in turn is
equivalent to Ker I1L = {0}, where IT : X — X /V}
is the canonical projection. That is to say, Ker I1L =
L™ 'Ker Il = L™V} = {0}, namely Im LNV} =
{0}. However, as previously pointed out, the failure
dynamics which excite the transmission zeros satisfy
this condition but they are not detectable at the output.
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APPENDIX
Proof: (Lemma 9)

7=01in (2) implies: 4 = 0, & = Az + Lm and 0 = Cz. 6

We are going to prove in three steps that =, = € V.
1) Let us first prove that z, z € V? and z € V}: Since
Cz = 0we get Cz = 0and Cz = 0, whichimply z, z,z €
Ker C = V1. Then # = Az + Lm € Vi implies that
zeVINA™ (Vi +1Im L) = V. And 2 = Az Lin € V]
implies that z € Vi N A~ (Vi +Im L) = V2.
2) Let us next prove that if 2 € VF and () ¢ Vf“fi
for i € {1, --,k} then = € VI'™! and 2 ¢ Vi+27
for i € {1,---,k}: Indeed, if z = Az + Lm € V¥
then z € Vi N A~* (Vi +Im L) = Vi, Since Cz =
0 implies Cz*+1) = 0, we get Cx*+D) = C(Az®) +
Lm(k)) =0, which implies: Az + Lm(") € Ker C' and
then z® € V! N A~ (VI +Im L) = V2. On the other
hand, let us suppose that: (@), 201 ¢ Y17 for j
{k—=1,--- 1}, then 2U+D) = Az 4 [m@) ¢ VE+1=d,
and thus ) € VETL I A (VI i L) = VTR
3) From the first two items, we get =, = € V%. Since =,
ze Vi, weget lm=z—Ar €Im LN (Vi + AV}) =
{0}, which implies m € Ker L = {0}. [ |

Proof: (Lemma 10)
To prove the Lemma, we first need to show that (where

e X — 3’1 is the canonical projection):
L

Vio={(aF &7 0)Tex . meVy,

(22)
zo € L7 (Vi + AV}) & MLy = 11 Az }

Indeed for the first step of the algorithm of 9}870, we get:
-1

~ Lo cC 0 0 0
Vo= ATENVS, o = 4 Lo ve |- This

SFor shortness, we do not write “(¢)” in the considered time functions.
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implies that there exist vectors ( z{ 27T
that: CCIZl =0, AZIZl + LCIZQ S Vg and z3 = 0.
Then z; € Ker CN A (V2 +ImL) = Vi, o €

-1 (VE + AV}J) and z3 = 0. Satisfying TloLzs =
—IIg Az, where II : X — % is the canonical projection
(this first projection is trivial since Vg = X'); namely: \7}(870
={@el 27 0" € Xo: x1 €V}, z0 € L7V + AV})
& gLy = —IgAz, } and EVYy o = {0} & V] & {0}.
For the p —th step of the algorithm of 9}8,0’ let us assume
that (with k € {1,---, u} )

VE o={(zT «f 0)TeX: meVh,
Z9 el ! (VIE71 + AVé) & g _1Las = _kalel}
EV}, o= {0} @ Vi o {0}

x5 )T, such

(23)

X = 7?:—1 is the canonical projection. Then:
L

) N c o o\ '/ o0
Vo =AEVY = A4 L o0 Vi |. This
© 0

where Iz _1

0 0 I

implies that there exist vectors ( =l 2l 2F )T such
that: Czy =0, Azy + Lzy € V¥, and 23 = 0. Then z; €
Ker CNA— (Vi 4HIm L) = Vi oy € Lil(VerAVfH)
and xg = 0. Satisfying 11, Lzy = —I1, Az, where I,
X — < is the canonical pI‘OJeCthIl And thus (23) is true
v k> OL which proves (22).

We are now in position to prove that 9}670 = {0}
implies 7! (VL + AVE) = {0}, which is equivalent to
prove that L—! (V* + AV$) # {0} implies that VX o
{0}: Indeed it L=Y (Vi + AV;) # {0} there then exists
zg € L7Y (Vi +AVE), m2 # 0. Then Lzy # 0 and
Lzy € Im LN (V; 4+ AVy) C (Vi + AV5); this implies
that 3 —zq,z, € Vj, such that: Lzy = z, — Az, and

thus, I, Lzy = —ILAzy. Then 3 (27 27 0)" #£0
such that #; € Vi, @y € L~ (V] + AV}) and satisfying
1. Lzy = —II, Az, namely V}ho # {0}. [ |

Proof: Lemma 12.

1) Let us first prove that Im L N (Vi + AV)
= (Vi+AKer C) N Im L: Indeed, from (3) we
get Vi + AV] = Vi + AKer C n (V} +ImL) =
(Vi +AKer C)N (Vi +1ImL), and then InLN(V} + AV})
= (Vi + AKer C') NImL, which implies the result.

2) Let us next prove that if (V] + AKer C')NIm L = {0}
then V; = A:  Since AV} = AKer C'n (V§ +1ImL), let
z € AKer C N (V; +ImL). Then 3 ¢ € Ker C,v € V]
and b € ImL such that z = Ac = v + b, which implies
Ac—v =b € (Vi + AKer ) NImL = {0}. That is to
say Ac —v = 0. Namely z = Ac = v € (Vi N AKer C).
And thus (Vi N AKer C) C AKer C N (Vi +ImL) C
(V¥ N AKer C). Therefore AKer C N (Vi +ImL) =
Vi N AKer C. And since AV} = AKer C'N (V] +1ImlL)
we get AV = Vi N AKer C, which implies: AV; C V5.
Now since A is the largest A-invariant subspace contained
in Ker C' and N C Vj, we get the result.

3) Let us next prove that if Ker L = {0}
and (V;+AKerC) N Im L = {0}  then

“L (W + AKer C') = {0}: Indeed (recall that Vi = N):
(Vi + AKer C)NImL = {0} & LL~1 (Vi + AKer C) =
{0}, then L7LL7'(Vi+AKerC) = L71{0}
& L '(Vi+AKerC) + Ker L = Ker L, then

“L (Vi + AKer C) = {0} & L1 (N + AKer C) = {0}.
Therefore, the result is satisfied.

4) Let us next prove that if Vi = A and

L (N 4 AKer C) = {0} then (Vi + AVi)NIm L =
{0}: From item 1) and item 2) we have: (Vi + AV} )NImL
= (Vi + AKer C) N ImL = (N + AKer C) N ImL =

L (N + AKer C) = L {0} = {0}.
5) Let us finally note that if ~! (A + AKer C) = {0}
then Ker L = {0}. [ |

Proof: Lemma 13.
Let us first not that (recall (12) and (11)):

DV, =& =Tx =1

2) Kr C = II"'KerC, then IKer C =
M~ 'Ker ¢ = (Im IT) N Ker €' = £ NKer €' =
Ker C.

3) Im L= LM =TIILM = IlIm L.

Let us now prove that V; — IIV;:  For this let
us suppose that VL = IIV¥, then V“ = Ker C' N
A-Y(V% 4+ ImL) = IIKer C N A~ (Hw + MIm L) =
[Ker C'N 2% N ATTI(VY +Im L) = IKer C N Im II N
ATMI(VE 4+ 1Im L) = [IKer C NI YAV +1Im L)
= [IKer C N I1(AI) ' TI(VE + ImL) = IKer C N
IT(ITA) ' TI(VE +1m L) = TIKer C NITA- T IT(VY +
Im L) = ITKer CNIA™ (V¥ +Im L+Ker II) = IIKer CN

LV +Im L+N) =TIKer CNITA=Y(V} +Im L) =
II (Ker C'+N)NITA™ (V¥ +1Im L) = II(TT~IKer C)N

“YVEHm L) =1 (I '"IKer C N A~ Y(VY +1Im L))
= I (Ker CNA' (V¥ +1Im L)) = TV Therefore
V; =1Vi.

Let us now prove that L '(N + AKer C) =

L' AKer C: Lt (N+ AKer C)

L= (Ker I + AKer C) L' (I 'L AKer C)

= L MI"'IAKer C = (IIL) ' (Il4A)Ker ¢ =

L1 AllKer C = L~'AKer C. [
Proof: Lemma 14.

Let us first prove the necessity: Since V¢ — A and

~L (N + AKer C) = {0}, then from Lemma (13), V; =
HV}E = IIN = {0}. Therefore V; = {0} Now Ker L =
Ker IIL = L™ 'Ker I = L™'N CL™' (N + AKer C) =
{0}. Therefore Ker L = {0}.
Let us now prove the sufficiency: V; = {0} = II- 1TV}
=0} & Vi+Ker 1 = Ker II & Vi +N = N. Since
N C Vi, then Vi = N. On the other hand, VL = Ker CN
A (Vp+1m L) = {0} = Ker CnA-'Im L = A{0}
= AKer CNIm L, then {0} = LL~'AKer C' = L~'{0}
= L 'LL "'AKer C & Ker L = L 'AKer C + Ker L,
then {0} = L~1AKer C' = L~ (N + AKer C). Therefore
TNV AKer ) = {0}. ]
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Abstract: We consider here the problem of
recovering from the output alone, and at any time
t > 0, the (unknown) input, with initial conditions
not necessarily equal to zero. In this case left
invertibility of transfer functions is not sufficient.
Copyright (©2004 IFAC.

NOTATION

Script capitals VW, ..., denote linear spaces
with elements v, w,...; when V C W, % or W/V
stands for the quotient space W modulo V; the ex-
ternal direct sum of some given spaces Xy, ..., X,
is written as X1 @ - - - X.. Given a map X:V — W,
Im X = XV denotes its image, Ker X denotes its
kernel, X 17 the inverse image of 7 by the linear
map (possibly not invertible) X. X7 denotes the
transpose of matrix X. e; stands for the vector
having a 1 in its ¢ — th coordinate and 0 in the
other ones. {v1,...v;} stands for the subspace
generated by the vectors vy,...vg.  and & denote
the first and second time derivatives of z, z(?) is
used for higher orders derivatives. p and s stand
for d/dt and the Laplace variable, respectively.

1. INTRODUCTION

Two powerful tools usually used in System Theory
for synthesis and analysis are (when they exist)

1 Lab. Franco-Mexicain d’ Automatique Appliquée.
2 Sponsored by CONACyT-México
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the right inverse and the left inverse systems. A
right inverse system is used to control (e.g. to
reject disturbances), while a left inverse system
is used to observe (e.g. to reconstruct particular
signals present in the system).

In this paper, we study of the left inverse systems
with applications to the failure detection problem
(see Figueroa et al. (2004)). We want to solve:

Problem 1. Let us consider the following state
space description, X(A4,T,C): W — Y-

y=_Cx (1)
where w is the input, y is the output and x is the
state. The linear maps are defined as A:X — X,

I' ' W-—- X,and C: X — Y; where X, W, and Y
are the state, input, and output spaces.

t=Ax+Tw ;

Under which conditions does there exist, and,
then, how to design a left inverse system for (1),
independent of both: the initial conditions of x
and the nature of input w.

2. LEFT INVERSE

Remark 2. :

R1 The basic definition for left invertibility is:
Given a function f : Dom — CoDom, r — f(r),
find (if possible) a function g : CoDom — Dom,
v — g(v), such that the composite function g o
f : Dom — Dom, r — g(f(r)), is the identity
function I. Namely: g(f(r)) = r for all » € Dom.



R2 For a linear function f, the existence of a
left inverse function, g, is equivalent to the fact
that f has to be monic. Namely: Ker f(-) :=
{r € Dom | f(r) =0} = {0}.

R3 From the fundamental Theorem of Calculus:
The left inverse function, g, of the linear function

for@®) — ng(T)dT is: g:o(t) — d(viit)

% fot r(r)dr = r(t), for all integrable variable 7.

, since

In the study of Linear Time Invariant Systems,
there are basically two domains. Namely, the
frequency domain and the time domain. In the
following two sub-sections we recall some useful
results about left invertibility in each domain.

2.1 Transfer Function Matriz Left Invertibility

When dealing with a transfer function matriz
(TFM), the following definition for left invertibil-
ity is standard (c.f. with Remark 2:R2):

Definition 3. Let us consider a transfer function
matriz, T(s) = C(sl — A)~1T, with p rows and
m columns. T'(s) is TFM left invertible if and
only if its m columns are independent as rational
functions of s, namely if and only if rank T'(s) =
m, viz, if and only if Ker T'(s) = {0}.

This TFM left invertibility was geometrically
characterized by Basile and Marro (1992) using
the supremal (A, T") invariant subspace contained
inKer C, Vf =sup{V C Ker C | AV C V+Im I'}
(Wonham 1985), which is the limit of:

W=x, V' =Ker CNAT(VE +ImT)
2)

Theorem 4. (Basile and Marro 1992) T'(s) is TFM
left invertible if and only if:

KerI'={0} and ImT'NVi={0} (3)

Let us note that the geometric characterization
(3) is also equivalent to the following one:

Ker I'={0} and R} = {0} (4)
where Rf is the supremal (A,T') controllability

subspace contained in Ker C' (see Wonham (1985)
for more details), which is the limit of

RE={0} ; RET=Vin(ARE+ImT) (5)

In order to show the specificity of TFM left
inverses, let us consider the following example:

Ezample 5. (Start) Let us consider the system:

i::{ }er{A}O}w ;oy=[10]z  (6)

01
00
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with vo # 0. The external behavior of this system
is given by the ordinary differential equation:

P’y = (p+0)w
and its Transfer Function Matrix, T (s), is:

T(s) = (s +0)/5°

(7)

(®)
The information involved in Theorem J is:

Im ' = {e; +70e2} and Ker C = {e2} = VL, then
VE+Im T = {es} + {e1 + ez} = {e1,e2}. This
implies: A7 (VE+Im T') = A7 {e1 ea} = {e1 e},
and thus Vi = {ea} N {e1,e2} = {e2} = V}; then:

Vi ={ea} and ImT = {e; +yoe2}
Ker I = {0}

9)
and Im T NVE = {0} (10)

Therefore, system (6) is TFM left invertible. In-
deed, from (8) its TFM left inverse, T, (s), is:

T, (s) = s°/(s + ) (11)
which is the Laplace transform of the system:

(p+70)d = p*y (12)

Remark 6. :
R1 From (8) and (11) : TY(s) - T.(s) =1, but

R2 From (7) and (12) : (p + Y0)(@w — w) = 0.
Which implies: @ = w + ke~ 7%, moreover

R3 If: w=w(0)e ! with w(0) non zero, then
from (7) we get: y =0, and thus w = 0.

And thus, the TFM invertibility depends on initial
conditions as well as on the nature of w.

Indeed, from Remark 6:R2, we need that the
initial condition k be in a neighborhood of zero
with a very small radius. And, which is more
important, the parameter vo must be non negative.
Furthermore, from Remark 6:R3, the input w
cannot belong to Ker (p+ o).

2.2 Time Domain Left Invertibility

As illustrated in Remark 2:R3, a state space de-
scription usually has non proper left inverses. We
then have to work in the more general framework
of implicit systems (see for example Lewis (1992)).
In the time domain (TD), we take the following
definition for left invertibility (c.f. Remark 2:R1):

Definition 7. The system (1), £(A,T, C), is called
TD left invertible if and only if: () there exists
a system X' : ) — W such that it is solvable® in
Im ¥ and (i) X' o ¥ = I.

Y is called a TD left inverse of 2.

3 Solvable means that for each input in ), there exists at
least one solution in X.



Note that, for the solvable implicit system (1),
It = Ax + Tu and y = Cu, there exists a
linear transformation W(-): W — X, such that:
W (w) = AU(w) + Tw and y = C¥(w), for all
admissible inputs w. Bonilla and Malabre (1990)
stated the following results (c.f. Remark 2:R2):

Lemma 8. (Bonilla and Malabre 1990) The im-
plicit description (1) is TD left invertible if and
only if Ker C¥ () = {0}.

Lemma 9. (Bonilla and Malabre 1990) If the im-
plicit description (1) is T'D left invertible then one
left inverse system, X' : Y — W, is: 4

Ef=Af+By ; ©=Cé  (13)

_Joo _|co R =
where E; = IO’Al_[AF}’B’_{O}
and C; = [O I}. In this case the linear maps

are defined as: E; : X — X, A; + A, — X,
B, : Y —>Xand C; : X, — W; where X, = XYW
and X, =Y AX.

Let us note that, if I' is monic and if (1) is
observable then the proposed TD left inverse
(13) is minimal under external equivalence (see
Kuijper (1992)). Indeed, (i) the matrix [E; B; |

is epic, (4i) the matrix {El is monic and (%)
—A

i

number A if and only if this holds for matrix

AEi =Ai | has full column rank for all complex

{M? A}’ namely: if and only if N' = {0}; where
N is the unobservable subspace of the (A, C) pair,
ie: N =N A Ker C.

2.2.1. Ezxponential modes We know from Gant-
macher (1977) that for any pencil [AF — G|, with
F:X—>X and G : X —X, there exist bases of
X and X such that its associated block diagonal
matrix (known as the Kronecker decomposition)
is composed of four types of blocks, namely: (i)
finite elementary divisors, (ii) infinite elementary
divisors, (iil) column minimal indices, and (iv) row
minimal indices.

The finite and infinite elementary divisors corre-
spond to the proper (differential equations) and
the non-proper (derivators) parts, respectively, of
the system. The column and row minimal indices
correspond respectively to the existence of degrees
of freedom (more unknowns than equations) and
to the null part of the system (state contributions

4 This left inverse is (in general) non minimal; however it
can be easily minimized by matricial algorithms (see for
example Bonilla and Malabre (1997)). A procedure can be
found in (Bonilla and Malabre 1994). In that paper also is
considered right invertibility.
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which are always zero). In the particular case of
regular systems, F' and G square, and det[\F —
G] # 0, there only exist finite and infinite elemen-
tary divisors.

Wong (1974) and Bernhard (1982) have geomet-
rically characterized the finite elementary divi-
sors through the maximal (F,G) invariant sub-
space, Vy o = sup{V C X' |GV CFV}, which is
the limit of the algorithm: V§ ; = X, and Vf\%l =
G'FVy . If Xis a finite-zero of the pencil [AF —
G], there then exists an exponential mode charac-
terized by a vector v € Vy o such that Gv = AFv.

Armentano (1986) has geometrically character-
ized the global Kronecker decomposition. In the
case of a regular pencil the finite elementary divi-
sors [AL — J;] (J; being the corresponding Jordan
matrices) are located in the restriction of [AF —
G] to V3 in the domain and to FV} , in the
codomain.

Related with system (13) is the supremal (E;, A;)_
invariant subspace, V3 o = sup{V C Xc|A;V CE;V},
which is the limit of the non increasing algorithm:

50 _ . O+l A =1 Yok
Vx,0o=Xe ; X.,0 = A; EiVx, o

Let us note that a necessary condition for (13) to
be a TD left inverse of (1) is that V3 , = {0}.
Indeed, if this is not the case, problems occur
with the initial conditions for the exponential
modes (integrators), characterized by f);(f.,o (cf.
Armentano (1986)) and in general ¥ (X (-)) will
not be the identity operator.

3. GEOMETRIC CHARACTERIZATION OF
TD LEFT INVERTIBILITY

In this Section we propose a geometric character-
ization of TD Left Invertibility.

Theorem 10. The state description (1) is TD left
invertible if and only if

Ker T'={0} and Im T n(Vi+ AVE) = {0}
(14)

In order to prove Theorem 10, we need the follow-
ing two Lemmas:®

Lemma 11. (Figueroa et al. 2004) If ImT N
(Vi + AVy) = Ker T' = {0} then y = 0 implies
w =0, for all t > 0.

Lemma 12. (Figueroa et al. 2004) If Ker I' = {0}
then: I~ (Vi + AVy) = {0} if Vi ,={0}.

5

5 See Lemmas 9 and 10 of Figueroa et al. (2004) with
L=T,u=0and m=w.



Proof of Theorem 10

Let us first prove the sufficiency: For
this let us suppose that Ker I'={0} and Im I' N
(Vi + AVy) = {0}. Then by Lemma 11, y = 0
implies w = 0 V ¢ > 0, and thus, from Lemma 8
the system (1) is TD left invertible.

Let us now prove the necessity: If Ker I' #
{0} there then exists a w # 0 such that T'w = 0
which implies that there exists a non zero w
which is non observable at the output, and so,
Ker CU(w) # {0}. Therefore I" has to be monic.

In order to prove the necessity of the second
geometric condition, let us assume that system
(1) is TD left invertible, then system (13) is
one TD left inverse. If system (13) is a TD left
inverse then it has no exponential modes, and
thus V3, o = {0}. Therefore by Lemma 12, we
get the second geometric condition. O

Let us come back to Example 5

Ezample 15. (Continued) From (9) we get:

ImI'n (Vi + AVF) ={e1 +yea} N ({ex} + {e1})
£{0} (15)

then, the geometric condition (14) is not satisfied.
And thus, system (6) is not TD left invertible.

4. STRUCTURAL CHARACTERIZATION OF
TD LEFT INVERTIBILITY

In this Section, we give a structural characteriza-
tion of TD Left Invertibility which is equivalent
to those of Theorem 10. For this, we first extract
a maximal observable part of the system, and we
next recall some results about the zero structure.

4.1 Mazimal Observable Quotient System

Let IT : X — X /N be the canonical projection,
there then exist unique maps (4, T, C') such that:

OA=AI0 ; OI'=T ; C=CT (16)
Let V; be the supremal (A, f‘) invariant subspace
contained in Ker C, namely V; = sup{Vr C

Ker C' | AVr C Vr 4 Im T'}; which is the limit
of the non increasing algorithm (for p > 0):

Ve =X/N, Vet —Ker CnA™! (vg +Im f)
(17)

Theorem 14. Given the system defined by the
maps (A, T, C), let the quotient system be defined
by the maps (A4, T, C). Then (Vi + AVi)NIm T =
{0} and Ker I' = {0} if and only if V.. = {0} and
Ker T' = {0}.
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To prove Theorem 14 we need three Lemmas: 6

Lemma 15. (Figueroa et al. 2004) (Vi + AVE) N
ImI' = {0} and Ker T {0} if and only if
Vi =N and I~ (N + AKer C) = {0}.

Lemma 16. (Figueroa et al. 2004)

(1) Vr =1Iv; L
(2) T71 (W + AKer C) =T "1 AKer C.

Lemma 17. (Figueroa et al. 2004) Vi = N and
I~ (N + AKer C) = {0} if and only if Vi. = {0}
and Ker ' = {0}.

Proof of Theorem 14 From Lemma 15, (Vf +
AV:) NIm T = {0} and Ker I = {0} hold if and
only if Vi = N and I'"! (W + AKer C) = {0},
and from Lemma 17 if and only if Vi = {0} and
Ker I'={0}. O

4.2 Zero Structure

In the 70’s, pioneered by the work of Rosenbrock
(1970), there was a great interest about the zero
structure of linear multivariable systems (see for
example MacFarlane and Karcanias (1976) and
Francis and Wonham (1975)). Later, Aling and
Schumacher (1984) proposed a complete geomet-
ric characterization of the zeros structures.

In this paper we shall be concerned with two
particular subsets of the invariant zeros, namely
the transmission zeros and the input decoupling
invariant zeros (see Aling and Schumacher (1984)
for complements).

From (Aling and Schumacher 1984), the total
number of transmission zeros and input decou-
pling invariant zeros, here called observable in-
variant zeros (for shortness), is:

Vi

obs. inv. zeros = dim ————
# Ri+N

(18)

4.8 Structural Characterization

Corollary 18. The state description (1) is TD left
invertible if and only if it is TFM left invertible
and it has neither transmission zeros, nor input
decoupling invariant zeros.

PROOF.
Let us first suppose that (1) is T'D left invertible.

Then Theorem 10 implies that Ker I' = {0} and
Im I' NV = {0}. This last geometric condition

6 See Lemmas 12, 13 and 14 of Figueroa et al. (2004) with
L=T,L=Tand M=W.



is equivalent to Im I' N R} = {0}, and from
algorithm (5) we get R} = {0}. Since Ker I" = {0}
and R = {0}, we conclude from Theorem 4 that
(1) is TFM left invertible (recall the equivalence
(4).

On the other hand, from Theorem 14 we get: Vi =
Ker IT = N, which implies: dim (V}i/ (R} + N)) =
dim (Vi /N) = {0}. And then, from (18), there are
neither transmission zeros nor input decoupling
invariant zeros, i.e. no observable invariant zeros.

Let us suppose that (1) is TFM left invertible and
it does not have any observable invariant zero.

Then from (4) and (18), we have Ker I' = {0},
Ri = {0}, and V} = N. Now, since N is A-
invariant, we get: Im ' N (Vi + AVf) = ImI'N
V5. Since Rf: = {0} we have: Im I' N Vi = {0}.
Therefore, Ker I' = {0} and Im ' (Vi + AV}) =
{0}; and thus, Theorem 10 implies that (1) is 7D
left invertible. O

Let us come back to Example 13

Ezxample 19. (End) In view of Corollary 18, we
realize that system (6) is not TD left invertible
due to the presence of the observable zero (s +
Y) (see (7)). One possible solution to overcome
this can be, for example, to decompose (6) as the
cascade of the following linear systems:

[olemcr [ oot

é = {8 3}& Mw Cy=[iole ()
Indeed, the external behaviours of (19) and (20)
are, respectively, described by the ordinary differ-
ential equations: w = (p +y)w and ply = w.
System (20) is TD left invertible, (it has no ob-
servable zero), one TD left inverse being: w
p2y. And in this way, we can obtain, by inversion
techniques, the filtered input w, but not w.

-1
-7

5. APPLICATION TO FAILURE DETECTION

Let us consider the following system 7 .

&t =Ax+ Bu+Lm ; (21)
where u is the input, y is the output, z is the
state and m is a given failure. The linear maps
are defined as A X - X, B:U—->X,L: M — X
and C : X — Y; where X, U, M and ) are the
state, input, failure and output spaces.

To reconstruct m (Saberi et al. 2000), using in-
version techniques , let us rewrite (21) as:

imamstonl[2] 2] <]

0
7 See also (Figueroa et al. 2004)

y=Cx

00
01

[
(22)

u

|
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In section 2 we have pointed out that left invert-
ibility is equivalent to monicity (c.f Remark 2 R2
and Lemma 8). Then, (22) will be left invertible
= 0.

if and only if Z = 0 implies that |
That is to say, © = Az + Lm and 0 = Cz, imply
that m = 0. This is equivalent to ask TD left
invertibility of (1), with I' = L and w = m. We
then have the following Corollary (c.f Theorem 10,
Theorem 14 and Corollary 18).

Corollary 20. The failure m of system (21) can
be reconstructed by left inversion techniques if
and only if C(sI — A)~!L is TFM left invertible
and it has neither transmission zeros, nor input
decoupling invariant zeros.

To get a TD left inverse, let us rewrite (21) as:
&= Ar+[L B] {’S] ;y=Cx  (23)

Then (in case of T'D left invertibility) we get from
Lemma 9 the failure reconstructor c.f. (13)).

R
ARG
and since % = u we get
{?8};;5&&{3;”3} (25)

6. CONCLUDING REMARKS

We have proposed in this paper necessary and suf-
ficient conditions for left inversion when working
in the time domain.

We have pointed out that in the time domain
the initial conditions play an important role for
left invertibility. As shown on our example, which
is TFM left invertible, there indeed exists an
input which is not observable at the output,
and thus which cannot be reconstructed, neither
by inversion techniques, nor by any observation
techniques.

In Hou and Patton (1998) is introduced a notion
which is very close to TD left invertibility, namely,
the one called input observability ® . In that paper
the input observability is characterized in a ma-
tricial way by their Theorem 1, where is stated
as a necessary and sufficient condition for input

8 Different from the (weaker) notion of input observability
used in Massoumnia et al (1989) which corresponds to: I’
monic and Im ' N N = {0}.



observability the following equality (in our paper

L = ()

where o(AM — N) denotes the set of the finite
eigenvalues of the pencil AM — N (these are
the finite elementary divisors recalled in Section
2.2.1). But this condition is only necessary and not
sufficient. Indeed, let us consider the example:

AI-A
c

AN—-A -B
C D

(26)

0000 00
s— |0000| L f1of, y:[moo}m
0001 01 : 0010

0000 00

(27)
The first input, u;, is associated to the non
observable subspace {e2}, and the second input,
ug, is linked to yo by the ordinary differential
equation ¢ = dg. It is clear that this system
can not be neither TD left invertible nor input
observable.

Computing the subspaces involved in Theorem 10:
Ker I' = {0} & Im I'N(Vr+AVY) = {e2, es} # {0}
which implies the non TD left invertibility.

Let us consider the pencils used in Theorem
1 of Hou and Patton (1998), namely M;j(A)
= {“;‘f and My(\) = Mgf‘} The
normal-ranks of these two pencils are: mormal-
rank(M;(N\)) = 5 and normal-rank(Ma(\)) = 4.
Then:
JA=0=rankM; =4 <5
rankAMy () : { A# 0= rankM; =5 =5

A=0=rankM; =3 <4
rank () { A#0= rankM; =4 =4
Which implies that: o(M;) = {0} = o(Mz), and
then Theorem 1 of (Hou and Patton 1998) says
that system (27) is input observable. This contra-
diction arrives since condition (26) is only neces-
sary and not sufficient. Hou and Patton (1998)
have to add the condition of TFM invertibility,
namely to add the condition Ry = {0} (see (4)
and our Corollary 18). Indeed, in this academic
example, (27) has a rank equal to 1 and not 2, i.e.
the number of inputs; and it is precisely the input
belonging to R} = {0} which makes problems.
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Abstract— Generalized systems (also called implicit, descrip-
tor, ...) usually offer more possibilities for solving control and
observation problems. In this context, we use an important
tool of System Theory, namely right invertible systems. In this
paper we consider some possible dualizations results on fime
domain left invertibility and point out which duality holds. We
give a necessary condition for time domain right invertibility.

Index Terms—Linear systems, inversion techniques, geo-
metric approach, structural properties, implicit systems

NOTATION
Script capitals V,WV, ..., denote linear spaces with el-
ements v,w,...; the external direct sum of some given

spaces X1, ..., X, is written as Xy & - - - &X.. Given a linear
map X : YV — W, Im X = XV denotes its image, Ker X
denotes its kernel, X ~'7 the inverse image of 7 by the
linear map (possibly not invertible) X, and X’ : W' — V'
is its dual map. In the case of a given matrix X, we denote
by X7 its transpose matrix. e; stands for the i — th vector
of the canonical basis, i.e. having a 1 in its i —¢h coordinate
and 0 in the other ones. {vy, ... vy} stands for the subspace
generated by the vectors vy,...v;. Given a time variable
z(t), we denote the first and second time derivatives by %,
Z respectively; p and s stand for the derivative operator E%
and the Laplace complex variable respectively.

I. INTRODUCTION

Two powerful tools usually used in System Theory for
synthesis and analysis are (when they exist) the right inverse
or the left inverse systems. A right inverse system is used to
control (e.g. to track reference signals), while a left inverse
system is used to observe (e.g. to reconstruct particular
signals present in the system).

Recently in [8], [9], we have studied, from a time domain
point of view, the left inversion problem of strictly proper
systems described by the state space realization (4, B, C):
Uu—-Yy:

#t) = Aw(t) + Bu(t) 5 y(t) —Calt) (1)

where u is the input, y is the output and = is the state. The
linear maps are defined as A : X — X, B: U — X, and
C: X — Y, where X, U, and Y are the state, input, and
output spaces.

We have proposed structural conditions for synthesizing
left inverse systems. Due to initial conditions, the obtained
conditions for the time domain are more restricted than the
ones for the transfer function approach [8], [2]. We have
shown that the transfer function approach is not adequate

1-4244-0210-7/06/$20.00 ©2006 IEEE

for problems related with the temporal reconstruction of
unknown exogenous signals (e.g. fault detection problem
(101, [111, [9D).

The objective of this contribution is to study right inver-
sion from a time domain point of view. For this, we briefly
recall in Section II the principal results of left invertibilty
from both points of view: time domain and transfer function
approach. In Section III we consider dualities between left
and right invertibility and give structural conditions for it
to hold. In Section IV we conclude.

Let us finish this Introductory Section recalling the fol-
lowing two useful results:

Lemma 1.1 (Bonilla and Malabre [4]): Let the follow-
ing implicit description 3(E, A, B, C): ¢ — Y-

y(t) =Cz(t) ()

be solvable; that is to say: there exists a linear transforma-
tion, W(-) : U — X, satistying: BV (u(t)) = AU (u(t)) +
Bu(t). Then:
D Y(E,A,B,C) is left invertible if and only if
Ker C'U () = {0}.
2) 3(E,A,B,C) is right invertible if and only if
Im CV () =Y.

Lemma 1.2 (Bonilla and Malabre [4]): 1If the implicit
description X(E, A, B, C) is left invertible (right invertible)
then one left inverse system (right inverse system), 3¢ :
VU@ YU, is!

Ez(t) = Ax(t) + Bu(t)

Ei{ = A+By ; a=Cg (3)
where]Ei:{]g 8J,Ai X I%},]Bi: [ BI} and
C; = [ 0 1]. In this case the linear maps are defined

ast E; - X — XL A X — X,B; 0 Y — X and
C,:Xe—U,where X, =Y @dUand X, =YV L.

II. LEFT INVERSE

In order to tackle the left inversion concept, in [8] we
have payed attention to the following Remark:
Remark 2.1: Let us recall that:
1) The basic definition for left invertibility is:  Given
a function f : Dom — CoDom, r — f(r), find
(if possible) a function g : CoDom — Dom, v +—
g(v), such that the composite function g o f : Dom

YFor left invertibility: § = y and for right invertibility: 4 = u.
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— Dom, r w ¢(f(r)), is the identity function I.
Namely: g(f(r)) = r for all » € Dom.

2) For a linear function f, the existence of a left inverse
function, g, is equivalent to the fact that f has to be
monic. Namely: Ker f(-) := {r € Dom | f(r) = 0}
= {0}.

3) From the fundamental Theorem of Calculus: The left
inverse function, g, of the linear function f : »(¢) —
fot r(T)dris: g v(t) — da(tt), since % fOtT(T)dT
= r(t), for all continuous variable r.

We have considered left invertibility in the two basic do-
mains of the Linear Time Invariant Systems, namely, the
frequency domain and the time domain.

A. Transfer function matrix left invertibility

In the transfer function matrix (TFM) domain, the fol-
lowing definition for left invertibility is standard:

Definition 2.2: Let us consider a transfer function ma-
trix, T(s) = C(sl — A)~1B, with p rows and m columns.
T(s) is TFM left invertible if its m columns are independent
as rational functions of s, namely if and only if rank 7'(s)
= m, vizg, if and only if Ker 7'(s) = {0}.

This TFM left invertibility was geometrically character-
ized by Basile and Marro [2] using the supremal (A, B) (or
controlled) invariant subspace contained in Ker C' (see for
example [13], [2]):

V* =sup{V CKer C | AV CV+Im B}
which is the limit of:
V=X, VIl —KerCNA (V' +Im B) (4)
Theorem 2.3 (Basile and Marro [2]): T'(s) is TFM left
invertible if and only if:

Ker B={0} and Im BnV*={0} Q)
We have shown in [8], [9] that this transfer function
approach is not adequate for problems related with the
temporal reconstruction of unknown inputs, e.g the fault
reconstruction problem. For this we have considered the
following illustrative example:
Example 2.4: (Start) Let us consider the system:

. 0 1
x:{o 0}x+{:’/§}u oy =[1

with |y1] + |v2| # 0. The external behaviour of this system
is given by the ordinary differential equation:

0]z (6)

P’y = (11p + 12)u (7
and irs Transfer Function Matrix, TY(s), is:
TY(s) = (s +72)/8° (®)

Let us compute the information involved in Theorem 2.3:
v =0: Im B = {ey} and Ker C = {ey} = V. Then:
V2 = {ea} n A Heat = {ea} n{es} = {0}

namely:

V*={0} and Im B={e} ®

v #£0: Im B = {e; + voea}, with vo0 = vy2/v1, and
Ker C = {es} = V% Then: V? = {e3} N
A Hey,eq} = {ea}; namely:

V* ={ea} and Im B = {e; +ve2} (10)
And thus, for any v and ~s:
Ker B={0} and Im BnV*={0} (11)

Therefore, system (6) is TEM left invertible. Indeed, from
(8) its TFM left inverse, T} (s), is:

Ty (s) =8/ (s + 1) (12)
which is the Laplace transform of the system:
(7P 4+ 2)u* = py (13)
Remark 2.5: Let us note that:
1) From (8) and (12): T;‘* (s) - T¥(s) =1, bur
2) From (7) and (13) (for the case v1 # 0): (p +

o) (u* — u) = 0. Which implies: u* = u + k€™,
moreover
3) Ifr w=u(0)e="", with u(0) non zero, then from (7)
we get: y =0, and thus v* = 0.
And so, the invertibility in the time domain depends on
initial conditions as well as on the nature of u. Indeed, from
Remark 2.5-2, we need that the initial condition k be in a
neighborhood of zero with a very small radius; and, which
is more important, the parameter g must be non negative.
Furthermore, from Remark 2.5-3, the input u cannot belong
to Ker (p + 7o0)-

B. Time domain left invertibility

In the time domain (TD), we have adopted the following
definition:

Definition 2.6 (Bonilla, Figueroa and Malabre [8]):
The system (1), X(A, B,C), is called TD left invertible
if: (i) there exists a system ¢ : ) — I such that it is
solvable? in Tm ¥ and (i) S o ¥ = I.
¥4 is called a TD left inverse of 3.

Note that, for the solvable implicit system (1), & =
Az 4+ Bu and y = Cuz, there exists always the linear
transformation W(-): U — X, u(t) — fot €4t~ Bu(r)dr,
such that: T¥ (u) = AU(u) 4+ Bu and y = CW (), for all
admissible inputs .

In [8] TD left invertibility was geometrically characterized
as follows:

Theorem 2.7 (Bonilla, Figueroa and Malabre [8]): The
state description (1) is TD left invertible, namely:

t
0= C/ e Bu(r)dr = u(r) =0, Y7 € (0,1)
’ (14)
if and only if

Ker B={0} and Im Bn(V*+ AV*)={0} (15)

28olvable means that for each input in Y, there exists af least one
solution in X.
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This Theorem leads to the following structural characteri-
zation:

Corollary 2.8 (Bonilla, Figueroa and Malabre [8]):
The state description (1) is TD left invertible if and only
if it is TFM left invertible and it has neither transmission
zeros, nor input decoupling invariant zeros.
We have shown in [8], [9] that this time domain approach
is well adapted to the unknown inputs reconstruction prob-
lem. For this we have considered the following illustrative
example:

Example 2.9: (Example 2.4 Continued)

o From (10) we get:

Im BN (V° + AV) =
= {e1 +yoea} N ({ea} +{er}) # {0} (16)

then, the geometric condition (15) is not satisfied. And
thus, system (6) is not TD left invertible.

o In view of Corollary 2.8, we realize that system (6)
(for the case ~v1 # 0) is nor TD left invertible due
to the presence of the observable zero (s + 7o) (see
(7)). One possible solution to overcome this can be,
for example, to decompose (6) as the cascade of the
Sfollowing linear systems:

FIREEIEET

o
E= |0 b e Ve w=11 00e ay

Indeed, the external behaviours of (17) and (18) are,
respectively, described by the ordinary differential
equations: w = y1(p + vo)u and p?y = w. System
(18) is TD left invertible, (ir has no observable zero),
one TD left inverse being: = p?y. In this way, we
can obtain, by inversion techniques, the filtered input
w, but not u.

1 ]¢ (17)

ITII. RIGHT INVERSE

With respect to the right invertibility notion, we consider
the following Remark:
Remark 3.1: Let us recall that:

1) The basic definition for right invertibility is: Given
a function f : Dom — CoDom, r w— f(r), find
(if possible) a function g : Dom — CoDom, ¢ +—
g(q), such thar the composite function fog : CoDom
— CoDom, ¢ — [(g(q)), is the identity function L
Namely: f(g(q)) = q for all ¢ € CoDom.

For a linear function f, the existence of a right inverse
function, g, is equivalent to the fact that f has to be
epic. Namely: Vg € CoDom 3 r € Dom such that
flr)=q

The linear function g is a right inverse function of
the linear function f, if and only if, f is a left inverse
Suncrion of g, indeed in both cases: f(g(q)) = ¢ for
all ¢ € CoDom.

2

~—

3

Nt

A. Transfer Function Matrix Right Invertibility

In the transfer function matrix (TFM) domain, the fol-
lowing definition for right invertibility is standard:

Definition 3.2: Let us consider a transfer function ma-
trix, T(s) = C(sl — A)~1B, with p rows and m columns.
T(s) is TFM right invertible if and only if its p rows are
independent as rational functions of s, namely if and only
if rank T'(s) = p, viz, if and only if Ker T7(s) = {0}.
Since:

T7(s) = BT (s1 — AT)~1CT

Basile and Marro [2] geometrically characterized the trans-
fer function matrix right invertibility by using the dual of
V*, namely the infimal (C, A) (or conditioned) invariant
subspace containing Im B (see for example [13], [2]):

S, =inf{S>Im B|S c AS +Im B}
which is the limit of:
S'={0}, S*'=Im B+ A(S*NKer C) (19)

Theorem 3.3: [2] T'(s) is TFM right invertible if and only
if:

InC=Y and Ker C+ S, =X (20)

B. Time Domain Right Invertibility

In the time domain we adopt the following definition:
Definition 3.4: A linear system Y. : ¢ — )/, is called TD
right invertible if (i) there exists a system X" : Y — U
such that it is solvable® in Im ¥ and (ii) ¥ o 37 = [. 7
is called a TD right inverse of Y.
Following the duality:

(A,B,C,Im B,Ker C) «— (AT, T, BT, Im CT,Ker BT)

2D
found in the transfer function domain, one could think that
the geometric condition for TD right inversion is the dual
condition of (15), namely:

ImC=Y and Ker C+ (S,NA'S)=X (22

Indeed, for the case of the linear system (1), one could
think that the TD right inverribility of system Y(A4, B, C)
is equivalent to the TD left invertibility of its dual system
(A, C', B’). But, as we show hereafter, that is complerely
wrong since the duality has to be tackled from a functional
point of view and not from a vector space point of view.

C. Time Domain Duality

In view of Remark 3.1-3 a given linear system > : i/ — Y
is TD right invertible if and only if any of its TD right
inverses is TD left invertible, and in particular its TD right
inverse 3.7 Y — U:

é - AT£ + Bry* ;
is TD left invertible

uw=Chg (23)

3Solvable means that for each input in the space Y, there exists af least
one solution in the descriptor variable space X.
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Now, from Theorem 2.7 the TD right inverse system, (23),
is TD left invertible if and only if:

Ker B, ={0} and Im B,N(V'+ A V") ={0} 24)
where V) is the limit of the non increasing algorithm:

V=X,

T

VEFL — Ker C, N A (V¥ +1Im B,) (25)

If (23) is TD left invertible then one TD left inverse system
is the system > : U — Y (¢f. Lemma 1.2):

oo0l]. [C o0 —1
1 o|% = |4 B || ol
E A
y = [0 1]z (26)

If (26) is TD right invertible then one TD left inverse system
is (¢f Lemma 1.2):

0 0ojo] 0 I1]o0 —1
0 00 |& = C, O [|-T|&+| Ofy
I 0]0 A B.| O 0

v = [0 0|T]& N

We can easily assert that systems (27) and (23) are ex-
ternally equivalent (see [6])*; indeed, both systems satisfy
the same integral equation: u(t) = C,.€4(By*(0) +
Cy fot eAr=T) By*(r)dr.

Remark 3.5: From (26) we realize that:

1) Ker [I 0] nKer [C, 0] # {0}, and so (26) is not
internally proper (see the Appendix); that is to say,
for the system to be right inverted it has to possess
an internal non proper part (pure derivative actions).

2) Let us now consider the exponential modes of (26).
For this, let A be a finite eigenvalue and v =

[vT w77 # 0 an associated eigenvector of the pencil

[AE = A] (see [12]), namely:
} { ” } -0
Vg

—Cr 0 (28)
0=C, (M — A) 1B,

AMl— A, -B,

This implies:

From the TD left invertibility of (23) we directly get
(it is a monic system, recall Remark 2.1-2 and (14)):

vy =0
And thus (28) is equivalent to:
(AI—A vy =0 & wv €KerC, 29)

Therefore all the exponential modes of (26) are un-
observable.
We have proved in this way that:

4Two models are called externally equivalent if the corresponding sets
of all possible trajectories for the external variables (external behaviors)
are the same.

Lemma 3.6: An implicit linear system:
Ez(t) = Az(t) + Bu(t) ; y(t)= Cz(t)

is TD right invertible only if all its exponential modes are
unobservable.
Let us finish this Section with the following illustrative
example:

Example 3.7: Let us consider the system:

(30)

a=[ Y 0 ler|d]u s v=1m mie 6D

with 1] +|ya| # 0.
System (31) is the dual of system (6), in the sense of
(21). Then, its external behaviour and transfer function
are precisely the ones given by (7) and (8) respectively.
Furthermore, from the vector space duality we get quickly:
v =0: Ker C = {e;} and Im B = {e;} = S'. Then:
§* ={ei} + Alea} = {ea} +{ea} = {er, 2}

namely:

S =X and Ker C ={e} (32)

v1 #£ 0: Ker C = {vpe1 — ea}, with vo = vo/71, and
Im B = {e;} = S Then: S? = {e1} + A{0} =
{e1}; namely:
S, ={er} and Ker C ={yes —ea} (33)

And thus:
ImC=Y and Ker C+S,=X (34)

Therefore, system (31) is TFM right invertible. Indeed,
from (8) its TEM right inverse, T\% (s), is:

Ty (s) = 57/ (s + 72) (35)
which is the Laplace transform of the system:
(mp +)u = p*y* (36)

Let us now consider (22) for this example:
1 =0: Ker C+ (S, NAT1S,) = {e1}+(XNA LX)
841 # 0: Ker C' + (8* ﬂA’l‘S’*) = {7061 — 62} + (61 n
Ailel) = {7061 — 62} 7& X.
Because of the zero (s + 7o), (22) is not satisfied. Let us
consider the external behaviour (7):

PPy=w ; w=(mp+reu (37)
If we consider the following system (cf. (36)):
w* =p’y*  (mip+e)u=w* (38)
We ger:
w=w" and p*ly—y*)=0 (39)
And thus:
y=y"+k +kot (40)
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The system is not TD right invertible due to the presence

of the two finite poles (and thus of the initial conditions).

The zero does not create difficulties.

Let us finally point out that:

1) If we first exponentially stabilize the system, we can

control the system in such a way that the difference
y — y* decays exponentially. Indeed (a > 0, b > 0
and a £ b):

u=[-(a+b) —ablz+v (41)
(Pt+a)p+dy=w ; w=(np+rv 42)
w'=(p+a)p+b)y” ; (np+r)v=w" 43)
w=w* and (p+a)p+b)2(y—v*) =0 (44)
y=y" +ke " +k,e " 45)

2) If we first move the finite poles to infinity with a PD—

feedback we can obtain a TD right inverse. Indeed
(see for example [5]):

u=I[1 0z4+[0 —1lz+w (46)
y=(np+y)v (47)
(mp +y2)v=y" (48)
v=y* (49)

IV. CONCLUDING REMARKS
In this paper we have shown that the rime
domain duality between TD left invertibility and
TD right invertibility is given by a zero«pole

duality and not by an (4,B,C,Im B,Ker C)
(AT, T BT, Im CT,Ker BT) duality, as is the case in
the rransfer function matrix domain. This is because, in
the time domain, the duality has to be considered from a
functional point of view and not from a vector space point
of view.

We have also shown that for the system to be TD right
inverted it has to be non-proper. In the case of strictly proper
systems there are two possible options: (4) to do a separation
of poles and zeros, as the one did in [9], and to TD right
invert the non proper part of the system which only has
zeros, obtaining an exponentially decaying output error (in
the case of having Hurwitz poles), as illustrated in example
3.7; (ii) the other option is to apply (before the TD right
inversion) a non-proper control to the strictly proper system
by means of a PD—feedback (see [5]).

To get a complete setting for TD left or right inversion,
and derive corresponding TD left or right inverses, it will
be necessary to extend our previous results about 7D left
invertibility (see Theorem 2.7 and Corollary 2.8) to the class
of generalized systems, E2z = Az + Bu and y = Cz.
It is expected that, for this broader class of models, TD
left invetibility will also require the absence of observable
finite invariant zeros and TD right invertibility the absence
of observable finite internal poles. In that way, we shall
also be able to give a necessary and sufficient condition for
TD right invertibility (remember that Lemma 3.6 only gives

a necessary condition). It is expected that a condition for
output controllability will occur (similar to condition (20)
in the particular case of strictly proper systems). This is
developed in a submitted paper.
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APPENDIX

Definition 1.1 (Bernhard [3], Armentano [1]): The sys-
tem E2 = Az is internally proper iff the pencil [AE—A]
is regular (square and det(AE — A) # 0) and it has no
infinite zero of order grater than one (no derivators).

Proposition 1.2 (Bonilla and Malabre [7]): The
system:

{ g }j’(t) = { S }x(tHBU(t) L u(t) = Cx(t)
is internally proper iff

Ker D@ Ker FF'=X (50)
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Abstract— We propose a synthesis procedure for solving the
Diophantine equation in the Factorization Approach, based
on state space inversion techniques. This new approach is
interesting because it allows to extend the powerful Factoriza-
tion Approach to the state space one, from a geometric point
of view and opens the way towards more general classes of
systems, e.g. nonlinear systems ones for which the transfer
function setting is not valid but for which the geometric
approach exists. In order to clarify the main ideas, we limit
the presentation here to a simple illustrative example.

Index Terms— Linear systems, geometric approach, polyno-
mial approach, factorization approach, inversion techniques,
implicit systems.

NOTATION AND SUBSPACES

s is the complex Laplace variable. R[s] stands for the
ring of polynomials in s and with coefficients in R, the real
numbers set. R(s) stands for the field of rational functions
in s and with coefficients in R. S stands for the ring of
R(s) consisting of all proper stable rational functions. U
denotes the set of units of S. | - || stands for the Euclidean
norm. Script capitals V, W, ..., denote linear spaces with
elements v, w, ...; when V C W, % or W/V stands
for the quotient space W modulo V; the direct sum of
independent spaces is written as @. Given a linear map
X:V - W, Im X = XV denotes its image, and Ker X
denotes its kernel. X 17 stands for the inverse image of
the subspace 7 by the linear map X. {z,y, 2} stands for
the subspace spanned by =, y and z. e; (f;) stands for the
vector in the domain (in the co-domain) with a 1 in its
i —th component and 0 otherwise. D { X1, ..., X;,} denotes
a block diagonal matrix whose diagonal blocks are the
matrices X7q,..., Xg. I denotes a k x k identity matrix,
or simply I when the size does not have to be explicitly
indicated. x% denotes a k x 1 vector whose i-th component
is 1 and the others are zero. U {vT} denotes an upper
triangular Toeplitz matrix with first row vector v7. L {v}
denotes a lower triangular Toeplitz matrix with first column

vector v. Eg. D{x:,x;} = [)(()1 )?2 ] Xé = ][(1) ]

Ul s =[5 2] Lit« 017} =]5 ©
Related with the implicit system Y(FE, A, B, C):

Ez(t) = Ax(t) + But) ; y(t)=Cz(t) (1)

with £ : X - X, A X - X, B :U — X, and
C: X — ), we use the following three subspaces:

1-4244-0210-7/06/$20.00 ©2006 IEEE

L Vi = sup{V C X| AV C EV + Im B}, limit
of the non increasing algorithm:

Vo =x ; W =AYEVi+ImB), u>0 (2)

2. V4o = sup{V C X| AV C EV}, limit of the non
increasing algorithm:

Vie=X ; Vell=AYEVE), p>0 (3)

3. St, = inf{S C X| S = E~tAS}, limit of the non
decreasing algorithm:

8% =Ker E ; SKI'=FE"YASL,), p>0 (@4)
I. INTRODUCTION

One of the most basic control problems is the one
related with pole placement. This problem by state feedback
is extremely simple when dealing with the State Space
Approach. In the case of output feedback, the problem is
usually tackled with the so called Polynomial and Factoriza-
tion Approaches; in the Polynomial Approach (see [9]), this
problem relies on the solution of a Diophantine equation
and in the Factorization Approach one also needs to solve
a Diophantine equation, but in the ring of proper stable
rational functions (see for example [8], [7], [11]).

The use of the Diophantine equation for solving control
problems in the Polynomial and Factorization Approaches is
very useful [9], [11], but finding a particular solution is not
always straight-forward, particularly for the Facrorization
Approach.

In this paper we propose a possible synthesis procedure
for solving the Diophantine equation in the Factorization
Approach based on state space inversion techniques. In
order to clarify the principal ideas behind these inversion
techniques, we limit our presentation here to a simple illus-
trative example and the general procedure will be detailed
elsewhere.

II. PROBLEM STATEMENT

Let us consider the system:

. 0 1 0

#(t) — { 0l }x(t)Jr { 0 }u(t) Dy =1 0 e
&)

We want to place the poles at —1/2+ Z\/§/2, i.e. we want

the following closed loop characteristic polynomial:

mon(s) =s2 +s+1 (6)
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If the state is available, the solution is:
u(t) =1 -1 -1 J2@)+r() @)
III. IDEAL OUTPUT FEEDBACK
A. Geometric Approach

When only output signals are available, we can use, for
example, the Structure State Reconstructor proposed in [5]
(see Appendix A ). The control law is: (see Fig. 2): !

y(t) =

s | [fo=do+| g i @
at)=[1 1]€0); u(t)=r()+ult)
Indeed from (8) and (5) one has: ) =g(t) = —y(t) =
—xl(t) and fg(t) = fl(t) = —y(t) = —Zijl t) = —xg(t N
and thus (¢f (7): u(t) =1 -1 -1 Jz(t) +r(t).
B. Polynomial Approach
If we want to find the control law, u(s) = r(s) —
C1(s)y(s), by using the polynomial approach [7], [9], it
is first necessary to express the transfer functions of the

plant P(s) and of the controller C4(s) as a quotient of
polynomials, that is to say:
P(s) = QP(S) eR(s) ; np(s)=1, dp(s) =s? € Rs|
dp(s)
ey (s)
Ci(s) = =L~ e R(s) ;
(9 = 52 <R

Next, we have to solve the Diophantine equation 5(P,C):
3(P, C1) = nc, (8)np(s) +de, (s)dp(s)
= e, ()1 +dey(s)s* =s* +s+1

= ney(s) =s+1, de(s)=1 )

This is exactly the control law (8), obtained by using the
Structure State Reconstructor proposed in [5] (¢f. Fig. 2).

ney (3)7 dey (S) € R[S]

IV. DESIGNED OUTPUT FEEDBACK
A. Geometric Approach

Since up to now, it is not possible in practice to synthesize
the proportional derivative feedback (8), one has to use
some proper approximation of this non-proper control law.
Let us apply the Structural Exponentially Proper Approxi-
mation [10] to the ideal control law w*(t) = 0%(t) +0s3(t),
with y = —y, u = u—r, and £, 8 > 0 (see Appendix B):

B) = [~ - al)
eb(t) = [=1a(0) + 1(2(0) + O:3(0) + 0:1(0))
a(t) = [1)() (10)

1) State space description: One possible state space
description of (10) is:

R AR FO RS AR ORI
a(t) = | (Fn - %) iy |20+ b0 (12)

In this paragraph it is assumed that pure derivative actions are accepted.

For our case 61 = 6, = 1 (¢f (9)). Thus the output
equation (12) takes the following form:

wt)= | (g 1) wm |0+ 100 a3

2) Transfer function: From (11) and (13), one gets the
following transfer function:

Us)/Y (5) = Co(s) = (s + B)(s + 1)/ (eA(s)) (14
A(s) = (s+B)(s+1/e)+e  (15)
This polynomial A(s) is Hurwitz, if:

B>0 ; 0<e<1/(8+2) (16)

Note that A(s) can be factorized as follows:
A(s) = (s+ 8+ fo(e))(s+1/e — fo(e)) (A7)
fo(e) = 2qole) (18)
go(e) = (1 — £B)/2¢%) [1 —/1-13/(1 = 5,6)2} (19)

Since lim._, go(¢) = 1 implies lim._,o fo(e) = 0, we get:
1
lim Cy(s) = lim {W} (20)
e—0 £—0 (S + /6) (ES + 1)
Thus, one generates an observable non controllable mode,
of dynamics /3 (in the state z,, see Fig. 3). 2

B. Factorization Approach

If we want to solve the problem by using the factorization
approach [11], it is first necessary to express the transfer
functions of the plant P(s) and of the controller Cy(s) as
the quotients of proper stable rational functions. For this,
we can make use of the desired closed loop characteristic
polynomial (6), namely:

P(s) = ;”;((3 SRE) 5 el -
4pls) = s €5+ Cols) = ;‘208 e R(s)

nCy (3)7 deyg (S) €S
Next, we have to solve the Diophantine equation (P, Cp):

5(P,Co) = new(s)ny(s) + dey (8)dp(s) € U
1 s?

0P, Co) =neo(s) g7 T ooy

€2y

2This mode is useful for smoothing the filter’s behaviour response in
the presence of abrupt signals.
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Based on the development of section IV-A, one solution of
(21) is the following (see (14) and (17)):

- s+1 s+ B+ fole)
nCO(S)iES*Fl—EfQ(E) s dCo(S)f S+/6
Cofs) = ZS—ESS)) cU (22)
s+1
o, Go) = (es+1—cfo(e))(s2+s+1)
(s+ 8+ fole))s® _ nls)

= T2 (23)

(s+8)(s2+s+1) =(s)

n(s) = (s+1)(s+5)
Fels 484 o(E)(s 1~ o(e))s” € R 24
7(s) = (5+ B)(s® + s+ D(es +1—cfo(e)) € R[s] (25)
Note that:

1. The degrees of polynomials 7(s) and =(s) are
the same. Therefore §(P, () is bi—proper.

2. From (16), it follows that 7(s) is Hurwitz.

3. To conclude that n(s) is Hurwitz, it has to be noted
that the rational function (cf. (24))

X(s):l (s+1)(s+05)

e(s+ B4+ fole))(s+1/e — fole))s?
has its two real zeros in the open left half plane and its
four real poles in the closed left half plane. The conclusion

follows by root locus argument (see Fig. 1).
4. Therefore:

5P,Cy) el (26)
P(s) np(s)de,(s)
P, = = 2 S 27
e = T GmPe - sy <o @D
(L fole)) ~(B 4 fo(e)) f;\ 0
” T3 ]
Fig. 1. Root Locus of X (s) (we take for example 3 > 1).
Furthermore:
i 0P Co) = iy
(s4 B+ fole))s?

< (s+1)
(2 +s+1)(es+1—cfole))  (+8)(s2+s+1)

lim [(s+1)+ (es+1—efo(e))s?]

]

- ili% [(s2+s+1)(es+1—efo(e))
B lim [(s + 1)(1 = e fole) +¢) — €]
- hi% [(s2 +s+1)(es+ 1 —efo(€))]

iii% [(es+1—efole) +e)s?]
g% [(s2 + s+ 1){es + 1 — fo(€))]

;E% [(s* +s+1)(es+ 1 —efy(e))] 71
)]

— 28
i [(7 5 + (s + 1= <1a(6))] %)
. s+ B4 fole)
limy deo(s) = lim — 5= =1
i ) . s+ 1
ig}%oo(s)*ig%nCO(s)*glg% |:ES+1:| (29)
i 1
ppfers) =t =gy G0

C. Separation of the ldeal Control

In this Section we show that the Structural Exponentially
Proper Approximation of the designed control (11)-(12), is
in fact, the concatenation of the ideal controller (8) with a
smooth filter. For this, the control law is first brought to an
(E, A, B, C) implicit description: *

OO =
Ol = O
oo ©
| I
—
AN
| I

=y 1 ‘ 077 4 1
- e ML B IS I I P
— 36 8 ) —
((,6+s§) + ?1> ey ‘ Ljla —0i/e

a=[0 0|1][=zn = G ]

In view that: (i) for describing a derivative action of order
# is needed x + 1 descriptor variables and (ii) the control
law has a derivative action of order x = 1, we have to add
another descriptor variable, (o, algebraically redundant (see
Appendix C), namely: *

5 s
el

€ 0
ﬂ:[O 0|1 02][21 z2 G (o

]T

(3D

From (31) we realize that: (i) The non algebraically
redundant part of the system is located in the region
comprised by the first three columns and the first three
rows (see Appendix C) and (ii) the non algebraically
redundant part is internally proper (see Appendix D).

3The descriptor variable, ¢1, is equal to the output equation (12).
4Note also that it is added at the output &2 times the variable {» and
61 times its derivative (c¢.f2 (41)).
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In order to separate the non proper part from the designed
controller (which corresponds to the ideal controller), let us
first define the following two changes of bases matrices in
the co-domain and in the domain:

1 0 0 0
0 1 0 0

L= 0 0 0 1
B/(B+e) 1/(B+e%) ‘ 1/6. 0

1 0 |0 0

R 0 1 0 0
T BO:/(Bte7) 6:/(B1e7) [0 6
—-B/(B+<%) —1/(B+) |1 0

Let us next define the following variable:
G ]T:Ril[ 21 oz G Q ]T

Let us finally pre multiply the descriptor equation of (31)
by L:

[z1 22 G

rT1 0|0 0 £
0 1/0 0 Z2 |
0 0|0 © & |
L0 0]1 0 G

— 1/2’5 1 0 0 Z1 1/5
—& 7ﬁ 0 0 %2 —‘ ’V £
N N R
dllal Lol
6 ][z = &G & ]T
From (32) we realize that (see Appendix E):

—3 1 1
B+e?)  (B+=D)
0 0
= [ 0 0 | 0 (32)

1. The proper part is located in the region comprised by
the first two columns and the first two rows.

2. The non proper part is located in the region comprised
by the last two columns and the last two rows.

Thus, (32) can be decomposed as follows: (see Fig. 4):

_ —1/e 1 1/e |-

= [ e }y
[ 8/B+2%) 1/(B+e") J=(0)

a>[5}m

[ 02 61 ]C(1)

(33)

—
_ O
[en g en)
—_

SN .
A~ s N
o~
N
Il

(34)
Note that:

1. The transfer functions of the controllers (33) and
(34) are respectively:

Vis) _ (48 Ul
ve Ve Ve
2. When ¢ tends to zero, from (33) and from (35) and
(17)—(20) (c.f (41) and (29)):

lim [|o(€) — 5(8)]| = K&~ (36)

. . (s+8)
limy Co(s) = lim s+ 8+ fole))(es +1 —efole))

. 1
-] @

=Ci(s) =s+1 (35

V. CONCLUDING REMARKS

In this paper we have shown by means of an example
that inversion techniques are not only useful for solving
control problems but also they are useful for mathematical
problems as the Diophantine equation problem. This new
approach is interesting because it allows to extend the
powerful factorization approach (for linear systems) to the
state space approach (from a geometric point of view) and
later to other kinds of systems e.g. not necessarily linear,
for which the transfer function setting is not valid but for
which the geometric approach exists.
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APPENDIX
A. Structural State Reconstructor

For a given observable strictly proper system:

2(t) = Az(t) + Bu(t) ; y(t) =

with C' an epic map, in [5] was proposed the following ideal
state reconstructor:

Cz(t)  (38)

0 : P, 0 —K u

R Ry o P M
where Po is the natural projection on X; & Ker A along
Ker C, N¢ is the natural projection on AKer C' along Xc @
AXy, and K¢ is some isomorphism satisfying: KoC' =
Pc. The observability of (38) implies Ker C' N Ker A =
{0}, then X can be decomposed as: X' = Xy @ Ker A @
Ker C = Xo @ AX; @ AKer C, where X} and X are any
complementary subspaces.
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For our example (3), we get: Ker A = Ker | ¢ ! | =

0 0
{e1}, Ker € = Ker [ 1 0] = {es}, and X; = {0}.
Then: AKer C' = {e1}, AXy = {0}, and Xo = {e2}. And
thus: Po = [ 1 0], No =[1 0], Ko =1, NocA =

o1 1], and NoeB =11 o][o]:

[10][0 0]:[0 1

0. In (8) we have £ = —&.
B. Structural Exponentially Proper Approximation

Let the non-proper compensator, >.°: YV — U:
No(t)=w(t)+To(t) ; u*(t) = Aw(t)

where: N: W — W is a nilpotent operator such that N =
D{Ny,...,N,}, with N; = L X?kiﬂ) and the index of
nilpotency of N is © = max{ky,... .k, ;s I': V > W is
a linear operator such that [N T'] is epic; and A : W — U
is a linear operator such that A = D{AT ... AT} with
A; = (k 1 We assume that the first  + 1 derivatives of

X(ki+1):
v exist and are continuous and bounded.

In [10]] was shown the filter, >/ : U — U:

2(t) = Agz(t) — " lu(t)

Eé(t) = A.z(t) + B, (2(t) + u*(¢))

u(t) = C2(t)
where: A, = D{A1,..., A}, Bo fD{bl,.. bt Co =
D{C%ﬂ,...7 n} Aﬁ = —,61”, A = _Ikz +U{(Xk) }
bizlej, 4*&k,,w1th xeX z,u,u* € U, and  and
(3 are fixed positive constants. The filter ¥/ satisfies:

(40)

S,
(I = (1/2)A0)

—u* ()] < Kﬁ||5:0||e*ﬂt vYt>0

(T — Ap)
—(1/e )B

tim [u(t)

det [ ] is Hurwitz VO < e < &*

(41)

The overall system (Ef o EC) is externally proper iff the
orders of the zeros at infinity of ¥/ are respectively greater
than or equal to k;.

For our example (8), we have: n = 1 and x = 1. Thus:
A, =-1,B,=1,C, =1, Ag = —3, and u*(t) =
O1y(t) + Oay(t).

C. Algebraic Redundancy

In [3] was shown that the implicit description (1) can
be restricted to V3 in the domain and to EV3 + Im B
in the codomain without modifying its external behaviour
(i.e. the set of all possible input-output trajectories, (u,y),
see Willems [12]); namely: E = (EV% + Im B)|E|Vy,

= (EV} +Im B)|A|V}, B = (EVy +1Im B)|B, and
5 — C|V%. The induced system, S(E, A) : Ei(t) =
Ai(t), with B © X/V5 — X/(EV% +Im B) and A
X/Vy — X/(EVY +1Im B), is the maximal part of the
system, characterizing the algebraic relations which can be
reduced by simple algebraic manipulations. The part of the
system restricted to V3 and EVY 4+ Im B is called the
algebraic non-redundant part.

1 0 0 0
For our example (31) we have: K = [ g (1) g 901 ], C
00 0 0 J
—1/e 1 0 o]
— -8 0 0
=[0 0 1 ,A= _ _ ,
[ B { (mfg) ) A Lo J
0 01
1/e
and B = { 7951 e | Applying the algorithm [4] we
0
— 10 0 _ _
get: K = |o 1 0of, C = o o 1], A =
0 0 o0
—1/e 1 0 . 1/e
7{&9;5 j@ﬂ ,and B = { e ] Then:
((ﬁ+52)+ ) —0i/=

X = {61, €9, 63} and EVX +Im B = {fl, fg, fg}
That is to say, the non algebraically redundant part of the
system is located in the region comprised by the first three
columns and the three first rows

D. Internal Properness

Proposition 4.1 (Bonilla and Malabre [6]): The system
(), with E = [ FT 017, and A = [ g7 D7 17, is
internally proper if and only if: Ker D @ Ker F' = X.

For our example (31), the matrices £ and A linked with

the non algebraically redundant part, 3(F, A, B, C), can

be expressed as: K = [ FT o ]", A =[¢&¢" DT |7,

1 0 o0 _ [ -1/= 1 0 _
F= |3y o]e=]" 4 o) mdD=
[ (2% +%2) =25 1| We then realize that:
Ker D N Ker ' = Ker | (52 +%2) &% 1|

Lo {0} and Ker D + Ker F' =
{61+(ﬂ92/(ﬁ+52)791/5) es, 62+(ﬁ%2—)63} -+ {63} =
{e1, e, es3}. That is to say, Ker D & Ker F' = X. And
thus, the non algebraically redundant part of system (31)
is internally proper.

N Ker[(lJ v 0]

E. Geometric Kronecker Decomposition

Armentano [1] showed that: (i) the proper part of the
implicit system (1) is located in the restriction of (AE — A)
to Vio/(Vio NShe) in the domain and EV5,/E(Vye N
S%o) in the codomain and that (i) the non proper part of the
implicit system (1) is located in the restriction of (AE — A)
to St/ (Viy NShy) in the domain and AS%,/A(Vi, N
8%,) in the codomain.

For our example (32) we get: Vi, = {e1,ea}, Sk =
{es,ea}, Vo N Sko = {0}, Vo + Sko = {e1, e3,e3, 4},
EViy = {1, fo}. ASo = {fa, fu}. and EVi, + ASY,
= {f17f27f3,f4} Then:

EV3
onﬁs* = {e1, es} and E(VE ms;(o) ={f1, fa}s
Sﬁ%* = {es, es} and % {f3, fa}

Tf‘{erefgre the proper part of the system is located in the
region comprised by the first two columns and the first two
rows and the non proper part of the system is located in the
region comprised by the last two columns and the last two
rOWS.
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Fig. 2. Ideal Control: State Feedback (non-proper output feedback).

_B_ 1
Bre2 =

=)
S

o~
N’

1
B+e?

/e

Fig. 3. Real Control: Proper Output Feedback (91 = 1 and 62 = 1).

Fig. 4. Real Control with separation of the Ideal Control (91 =1 and 62 = 1).
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Ilustrating an inverse-based failure detection and identification
technique based on reconstruction of unknown-inputs

M. Figueroa G., J. C. Martinez G., M. Bonilla E. and M. Malabre

Abstract— This paper illustrates a failure left-inverse-based
detection and identification technique (for linear time-invariant
systems) via an example consisting of a hydraulic Four-Tanks
system affected by two kinds of failures: leakages in the Tanks
and cloggings in the Pipes linking the Tanks. Both classes
of failures are considered as unknown-inputs affecting the
monitored system, and the detection mechanism is based on the
left-inversion of the monitored system in order to reconstruct
the unknown-inputs, which modelize both the leakages and
the cloggings as fictitious failed actuators. We compare the
inverse-based technique (which produces a derivative detector
implemented via exponential approximation) with a classic
observer-based detector (which performs residual generation
via state identification).

Index Terms-Linear time-invariant systems, failure detec-
tion and identification, unknown-inputs reconstruction, left-
invertibility, approximation of non proper systems.

I. INTRODUCTION

A failure in an industrial process is defined as an unde-
sirable deviation, from the normal state, of a characteristic
property of the monitored process. The undesirable deviation
resulting in a catastrophic modification of the normal behav-
ior of the system. As far as failure detection is concerned,
we mainly recognize two categories of failures: the first
one includes smooth failures, and the second one concerns
abrupt failures. Smooth failures are mainly originated by
the fatigue of particular components of the process. This
class of failures can be detected, and corrected, normally
by preventive maintenance. As far as abrupt failures are
concerned, they are associated to collapses of actuators,
sensors, and inner components of the system. It is quite
obvious that this second class of failures must be detected
and identified rapidly in order to minimize its effects on the
behavior of the system. We are concerned in this paper with
abrupt failures.

As is pointed out in [5], the supervision process requires:

« the detection of the failure through the study of changes
in the measured (or estimated) outputs of the system
with respect to their normal state;

M. Figueroa G. is preparing her PhD thesis under the co-advising of M.
Bonilla E. and J. C. Martinez G. She is sponsored by CONACYT-México
mfigueroalctrl.cinvestav.mx

J. C. Martinez G. and M. Bonilla are with the Departamento de Control
Automdtico, Centro de Investigacion y Estudios Avanzados del Instituto
Politécnico Nacional de México, A. P. 14-740, 07300 Mexico D.F., México
{martinez, moises}@ctrl.cinvestav.mx

M. Malabre is with the Insitut de Recherche en Communications et
Cybernétique de Nantes, CNRS & (Ecole Centrale-Université-Ecole de
Mines) de Nantes, 1 rue de la Noé, F-44321 Nantes Cedex 03, France
Michel.Malabre@irccyn.ec-nantes.fr

« the identification (also called diagnosis) of the failure,
which is to say the specific localization of the failure
and the determination of its specific cause;

« the evaluation of the failure, which is to say the quan-
tification of the effects of the failure on the behavior of
the system, and

« to take a decision on the operation of the system.

In this paper we are concerned by the first and the second
issues in the previous list. We consider model-based failure
detection and identification techniques, and we focus our
study in the reconstruction of the unknown signals (failures
modes) which modelizes the failures. We only consider
failures in the actuators, and we perform the reconstruction
of the failures affecting a specific system (a hydraulic Four-
Tanks system) via a left-inverse of the monitored system,
applying the theoretical results presented in [2] and [4]. Since
the reconstructor is described by a non proper generalized
system, we approximate it in exponential terms by a proper
system (see [7]). The failure detection and identification
scheme based on the approximated reconstructor is compared
with an observer-based failure detection and identification
filter (residual generator, see for instance [6]).

The paper is organized as follows:

In Section II we present some basic definitions, mainly
concerning left-invertibility of linear time-invariant systems,
and we recall the statement of both the failure detection and
identification tecnique based on unknown-inputs reconstruc-
tion and the observer-based technique (residual generation).
We also include the necessary and sufficient conditions
which make possible the implementation of both failure
detection and identification methods in a monitoring system.
In Section IIT we present the Four-Tanks system. We present
the nonlinear model, as well as a linearized one, considering
as failures (modelized as failures in fictitious actuators)
leakages in the Tanks and cloggings in the Pipes linking
the Tanks. In Section IV we compute a unknown-inputs
reconstructor which approximates (in exponential terms) a
non proper left-inverse of the monitored system (the Four-
Tanks linearized model), and we compare the left-inverse-
based failure detection and identification scheme with an
observer-based detector. We conclude in Section V with
some final comments.

II. BASIC CONCEPTS

Consider a linear time-invariant system described by:

{ x(t) =Ax(t)+Bu(t)+Lm(t), y(r) =Cx(t) }, (1)



where: x(-) € 2" =~ R" denotes the state; u(-) € Z ~ R"
denotes the input; y(-) € # =~ RP denotes the output, and
m(-) € 4 ~R¥ denotes the failure modes vector. A : 2" —>
X B:U—=Z,C:Z —=%,and L: 4 — Z (the i-th
failure signature), are linear maps represented by particular
real constant matrices for chosen bases.

In the previous description the i-th element of the vector
m (t) modelizes a possible failure in the i-th actuator. This
signal, called failure mode, is only different from zero
when the corresponding actuator is failed, and equal to zero
otherwise.

A. Basic definitions

In what follows we shall denote X(A, B, C) the system
with no modelized failures included.

We present now some definition which will be useful in
the sequel.

Definition 1: TFM left-invertibility. Let us consider the
Transfer Function Matrix (TFM) of system X(A, B, C), i.e.
T(s) := C(sI—A)"'L, with p rows and m columns. T (s)
is TFM left-invertible if and only if its m columns are
independent as rational functions of s, namely if and only if
normal rank (T (s)) = m.

Definition 2: TD left-invertibility. System X(A, B, C) is
called TD left-invertible if and only if: (i) there exists a
system X : % = 9/ such that it is solvable' in ImZ(A, B,
C) and (ii) Z'oX(A, B, C) = I. X! is called a TD left-inverse
of X(A, B, O).

It has been proven in [4] that the system X(A, B, C)
is TD left-invertible if and only if Ker B = {0} and Im
BN (V5 +AYy) ={0}, where ¥ denotes the supremal (A,
B)-invariant subspace included in the Ker C (i.e. 73 :=
sup{?¥ C Ker C|A¥ C ¥ +1Im B}, see for instance [1]).

In what follows we shall present both the unknown-
inputs reconstruction technique and the residual generation
technique as a way to achieve fault detection and isolation.

B. Unknown-inputs reconstruction

Given system (1), to reconstruct the failure modes (i.e.
the vector m(t) = [ my(t) my(t) m(t) ]) (see
for instance [8]), using inversion techniques, let us rewrite
system (1) as:

2

y (1) _ C 00 m(t)

{ u(t) } = [ 0 }x(t”[ 0 1| ul
Since left-invertibility is equivalent to monicity (see for

instance Remark 2 and Lemma 8 in [2]), system (2) will be
left-invertible if and only if:

[ %; ] = 0 implies that { ’28 ] =0. 3)

ISolvable means that for each input in ¢/, there exists at least one solution
in 2.

This is equivalent to ask for TD left-invertibility of the
system:

{ x(t)=Ax(t)+Lm(t), y(r) =Cx(t) }.

From Corollary 20 in [2] we have that the failure vector
m (t) can be reconstructed by left inversion techniques if and
only if the matrix transfer function C (sl, —A)~'L is TFM
left-invertible and it has neither transmission zeros, nor input
decoupling invariant zeros. Moreover, if the system is TD
left-invertible, a left inverse is then given by (see [3]):

e odle =l B ]ew
< o

o] - Lo Lo v] e

where u(¢) and m (¢) denotes the reconstructed input vector
and the reconstructed failure vector, respectively. Since u (¢)
is by definition equal to u(r) we get:

D o]eo = [ 1 ]eo

ERIFI

m(t) [0 1]&()

Remark 1: As you can see the left-inverse of the original
system corresponds to a generalized system, i.e. in terms of
a input-output description the left-inverse is a non proper
system. Because of this, it is necessary to approximate the
generalized system by a proper system in order to implement
a failure detection and isolation scheme (see for instance [7]).

C. Residual generation

Consider system (1) be given. Let #;* the minimum of
the family of all the (C, A)-invariant subspaces containing
ImL;, with L; denoting the i-th column of matrix L. Taking
into account system (1), the failures can be identified by
finding the projection of the output of the following full-

order observer:

Ww(t) = (A+DC)w(t)—=Dy(r)+Bu(r),

r(t) = Cw(t)—y(t), withe(t) :=w(t) —z(¢)
(i.e. r(1)) onto each one of the independent subspaces C#;*,

and comparing the magnitude of the projection to a threshold,
if and only if (see [6]):

o)

c%*ﬂ(Zc%*) =0,ic{1,2,....k}, (6)
J#i
assuming that (C, A) is observable.
If (6) is satisfied, an observer gain solution D is given by
(see [6]):
D=-Al(C])", (7)



— — pu— —
Tank 1 a9, Tank 2 q, Tank 3 93 Tanks 4
¥ V2 V3 Vi
A Cross-saction of the tanks
a : Cross-section of the ducts
Fig. 1. Four Tanks system.

where [ = [ L b I ] with [; := AML;, being u;
the smallest integer such that CA¥il; = 0, fori € {1,2,...,k}.

The observer (6) is such that r(r) € C#" @ C#," @
- @ C¥,’. In order to isolate the failures we obtain the
projection matrices H; : r — C#;*, for i € {1,2, ... k}.

If matrices H; are included in the statement of the problem,
it has been proven in [6] that under the assumptions (A, C)
observable and:

e(0) =w(0) —x(0) (®)
that a map solution D exists if and only if: Ker £ =

ﬁle — +KerC|,

(%er cIm L,-)

h * [
C, where JV(KerC,ImLI»

restricted to Ker HC =
) denotes the infimal (Ker C, A)-

unobservability subspace containing Im L;, with Im L; stand-
ing for the image of the map L when the i-th failure signature
is not included.

III. THE FOUR-TANKS SYSTEM

In this section we present the hydraulic Four-Tanks sys-
tem. We shall apply the previously presented failure detection
an isolation techniques on this system in order to illustrate
them. First of all we shall show the nonlinear model,
characterizing the fictitious actuator failures, and then we
shall linearize the system.

A. The nonlinear model

Consider the Four-Tanks system described in Figure 1.
The nonlinear model of the Four-Tanks system is given by
(see fo instance [5]):

() = SO ~h @)+ )

() = O =0~ SR 0= (1)
by () = S h () —hs (1) — S /hs (1) = s (1)
hat) = 928/ (0)—ha (D) — 228 /ha 1),

9
where: g denotes the gravitational acceleration; A7 denotes
the cross-section of the Tanks, and a denotes the cross-
section of the Pipes.

TABLE I
SIGNATURE FAILURES FOR THE FOUR TANKS SYSTEMS.

~1/Ar
0

i I 2 3 7
I 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
i 5 6 7 8
0 0
1/A7 0 0
0
/A

/A7

—
(=] (=]
I

—1/Ar

B. The characterization of the failures

—
—_

The Four-Tanks system can present eight possible failures
: a leakage in the i-th Tank, represented by Lm; (¢), for i =
1, 2, 3, 4, and a clogging in the i-th Pipe, represented by
Litamiya (), for i = 1, 2, 3, 4. The failure modes are then
modeled as follows:

Leakages in Tanks
mi (t) = —(ai/Ar) [2g (hi—x))'% i = 1,2, 3, 4.
Cloggings in pipes
mia(t) = at[2g(hi—hiy1)]Y% i =1, 2, 3.
ms (1) = (2ghs)'"?,
where: a; denotes the area of the leakage in the i-th Tank; x;
denotes the level of the leakage in the i-th Tank; ai* denotes

the reduction in the cross-section of the i-th pipe resulting
from the clogging for i = 1, 2, 3, 4.

Remark 2: Note that the leakage in the i-th Tank is
completely characterized by the area of the leakage (i.e.
a;) and the corresponding level x;. It is quite obvious that
in practical applications the corresponding mode of failure,
i.e. m;(t), is unknown (indeed it is difficult to implement a
measurement procedure to obtain both the leakage area a;
and the leakage x;). As far as the cloggings are concerned,
the situation is the same.

The corresponding signature failures are as shown in Table
L.

Remark 3: Since L, and Lg are linearly independent,
failures 4 and 8 can not be isolated one from another. In
what follows we shall assume that the level A (r) is not
measurable.

C. The linearized system

This nonlinear system is now linearized in the equilibrium
point resulting from a constant input u (¢). For this, we take
as the set of the parameters the next one: { Ay = 500cm?,
a = 2.54cm?, u(t) = 277.8cm?/sec, g = 981cm/sec?}.

The corresponding linearized system is then given by: /2 (¢)



= Ah(t) + Bu(t) + Y8 Lim; (t), y(t) = Ch(t), with
-1 1 0 0
1 -2 1 0
A:=004558 | o 0
0 0 0 1
0'%01 1 000
Bi=| , [:C:=|00 10
0 0 0 0 1
and: o _ -
1 0
0 1
Li=| o L=],
_O_ _0_
0] 0]
0 0
Ly=| | |, L=
_O_ L 1 -
[ 1/500 ] 0
| —1/500 | 17500
Ls:= 0 o L= —1/500
0] 0
[0 [0
0 0
Ly = 1/500 |’ Ly = 0
| 1/500 | 1/500

Remark 4: In what follows we shall only consider as
failures leakages in both Tank 3 and Tank 4, i.e. we shall
consider that only ms3(¢) and my4(¢) can be different from
zero. We make this consideration just because of space
limitations.

Taken into account the previous remark, the lin-
earized model is given by: i(t) = Ah(t) + Bu(t) +

1000
00 1 0]h().
000 I

IV. TWO DIFFERENT APPROACHES FOR FAILURE
DETECTION AND ISOLATION: FAILURE
RECONSTRUCTION AND RESIDUAL
GENERATION

In this section we shall apply the failure detection and
isolation tecniques previously presented on the linearized
system.

A. Failure modes reconstruction

Consider the linearized system. As was recalled in Sub-
section II-B, the linearized system is TD left-invertible if
and only if (3) is satisfied, which is the case for our current
example (C (sl —A)71 L is in fact TFM left-invertible, and it
has neither transmission zeros, nor input decoupling invari-
ant zeros). The corresponding left-inverse of the linearized
system is then given by (see (4)):

000 0/00
000 0/00
000 0/00
T 00 0[]0 0|&F)=
0100/00
001 0/00
(000 1|0 0]
T 0 0 0 |0 07
0 0 1 0o |0 0
0 0 0 1 lo o
—0.0456  0.0456 0 0 [0 0 |E&(®)
0.0456 —0.0912 00456 0 |0 0
0 0.0456 —0.0912 0.0456 | 1 0
0 0 0.0456  0.0912 |0 0 |
-1 0 o0 0 ]
0 -1 0| 0
0 0 —1| 0
+|70 0 0 [oo00l [y(’)},
O 0 0| 0 u(t)
O 0 0] 0
0 0 0| 0 |

%(t){g oo olg H%(t» (10)

Remark 5: As can be seen, system (10) has more equa-
tions than variables (i.e. the system has seven descriptor
variables and eight descriptor equations), then there is one
internal restriction which in this case is internally satisfied
by the system itself. And thus, it is not necessary to include
the extra row descriptor equation in the (square) failure



reconstructor, namely:

0.0912  —0.0456

~0.0912 }y(’)

~0.0456
* [ 0 —0.0456

(1)
" [ O.(())Ol } u ()

In order to implement the non proper reconstructor (11), in
a failure detection and identification scheme, it is necessary
to obtain a proper approximation. Based on the techniques
developed in [7] we obtain an exponential approximation
given by (it is possible to obtain and exponential approxi-
mation for the non proper system because the non proper
system is completely observable):

-1 ]lo o
N — Bl o o |-
fo = [P0 s
€
0 | —-¢ B
1 1
& ¢ 0
—-& € 0
o 1| Y0,
0 0 I
0 0 ¢
_ -1 ol o 0]~ -1 19
O R I EO R R S PO
€ €

— 2 — 0.001
S A PO Sl PICE
(12)

where the small strictly positive € is chosen in order to
guarantee the approximation of the derivative actions char-
acterizing the left-inverse (11) , while the strictly positive
B is chosen in order to guarantee the convergency of the
exponential approximation.

B. Residual generation

It is easy to verify that the pair (C, A) for the linearized
system is observable. Now, using the so-called CAISA

Fig. 2. Comparaison between the reconstructed first failure mode and the
corresponding failure mode.

Fig. 3. Comparaison between the reconstructed second failure mode and
the corresponding failure mode.

algorithm (see for instance [9]) we obtain the subspaces:
Wy = ImLz and %, = ImLy.

In this case yu3 = uy4 = 0, and consequently: /3 = L3 and
l4 = L4. Thus, we have from (7) that:

0 0 0

D— —0.0456 —0.0456 0
0.0456  0.0912 —0.0456
0.0456 —0.0456 0.0912

It is quite obvious that: H3 = [ 01 0 ]T and Hy =

[0 0 1]

C. Comparing failure reconstruction with residual genera-
tion

We implemented the failure reconstructor in a
Matlab” ¥ +Simulink””  platform in order to simulate
the monitoring system when failures are presented.

For both failure detection and identification schemes we
chose as the first failure mode (i.e. m; (¢)) a step function
of amplitude equal to two and starting at time equal to eight
seconds. As far as the second failure mode (i.e. my (¢)), we
chose a de-phased sinus function of amplitude equal to one,
also starting at time equal to eight seconds.

As can be seen in both Figure 2 and Figure 3, the failure
detection and isolation scheme based on left-invertibility



Fig. 4. First residual com

d with the first failure mode.

Fig. 5. Second residual compared with the second failure mode.

techniques has a nice behavior. Indeed, the failure modes
are reconstructed with an astounding fidelity. We fixed for
the reconstructor € = 1/50 (precisition parameter) and § =
10 (convergency parameter). Note in Figure 3 the slightly os-
cillatory behavior of the second reconstructed failure mode.
This behavior can in fact be minimized increasing the value
of B.

As far as the failure detection and isolation scheme based
on the observer (residual generator) is concerned, we can
see in in Figure 4 how the first failure mode is effectively
detected and identified (Figure 5 shows the residual corre-
sponding to the second failure mode).

When compairing the behavior of both failure detection
and identification schemes, we can see the advantages of
the technique based on left-invertibility. Indeed, this scheme
insures not only the detection and identification of the
failure modes, but also their reconstruction. Moreover, the
observer-based scheme depends on the condition (8), while
the reconstruction scheme is not constrained by the initial
conditions of the monitored system (a convenient value of 3
makes the effects of the initial conditions disappear from the
outputs of the reconstructor). It is true that (under some struc-
tural constraints) a stable observer can be obtained in order
to eliminate the dependence of the observer-based scheme
from the initial conditions (in fact, it can be easily verified
that the residual generator for our example is unstable).

However, the reconstruction-based scheme is not limited by
stability constraints, since the open-loop nature of this failure
detection and identification scheme.

V. FINAL REMARKS

We illustrated here a failure detection and identification
scheme based on unknow inputs (the failure modes) recon-
struction. The reconstructor was based on the approximation
(in exponential terms) of a non proper left-inverse of the
monitored system. We compared the scheme with a filter
based on state identification (residual generation), and we
concluded that the unknown-inputs reconstruction approach
offers some clear advantages, mainly the independency of the
scheme from the initial conditions of the monitored system.
Moreover, the reconstruction scheme makes unnecessary the
comparaison of the outputs of the detector with a threshold
(which is always necessary in observer-based residual gen-
eration schemes).

It must be pointed out that the unknown-inputs recon-
struction scheme based on non proper actions minimizes the
constraints impossed by stability issues (due to the open loop
nature of the scheme), which is not the case for observer-
based approaches.

As an obvious perspective, we consider the application of
the unknown-inputs reconstruction scheme to the detection
of failures in electromechanical systems.
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Abstract

Left and right invertibilities, as well as inversion procedures and algorithms, have been widely studied for years. We
consider here, for linear time invariant (LTI) systems, such types of one side invertibilities but in the time domain, which is
more demanding than just in the frequency domain, i.e. for the Transfer Function Matrix (TFM). New geometric conditions
are given for Time Domain (TD) Left Invertibility, as well as structural conditions which require not only full column rank
but also the absence of some types of finite zeros, namely the “observable” ones. For general monic (full column rank) systems
having “observable” zeros, we enhance a cascade decomposition which allows for the TD Left Inversion of the “pole” factor,
and for the TFM Left Inversion of the “zero” factor. Duality in the classical TFM setting just relies on transposition. In the
present TD context, this is not relevant. We give necessary and sufficient conditions for TD Right Invertibility, that show that
the underlying duality is indeed the one between zeros and poles, which is a posteriori natural. Full row rank LTI systems
can be TD Right Inverted if and only if they have no finite observable poles.

Key words: Linear systems, inversion techniques, geometric approach

Notation and Subspaces

Script capitals VW, ..., denote linear spaces with elements v, w, ... ; when ¥V C W, W/V stands for the quotient
space W modulo V; given a map X:V — W, X 17 is the inverse image of 7 C ) by the (possibly not invertible)
linear map X, Im X = XV denotes its image, and Ker X = X {0} denotes its kernel. X" denotes the transpose
of X, and Adj X denotes its adjoint. e; stands for the i — th vector of the chosen basis, i.e. having a 1 in its i — th
coordinate and 0 in the other ones. {vy,... v} stands for the subspace generated by the vectors vy, ...v. & and &
denote the first and second time derivatives of x, 2(") is used for higher orders derivatives. p and s stand for d/dt and
the Laplace variable, respectively. DBM stands for Diagonal Block Matrix. R]s] stands for the ring of polynomials
with real coefficients in the indeterminate s.

The following subspaces are used in this paper, see mainly (Wonham 1985), (Basile and Marro 1992), and (Bernhard
1982) :

(1) A is the unobservable subspace of the pair (4, C), i.e. N = N~} A~ "Ker C.

1 LAFMAA, Laboratoire Franco-Mexicain d’Automatique Appliquée.
2 Maricela Figueroa was sponsored by CONACyT-México and partly by LAFMAA during her thesis.
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(2) The supremal (A, B) — invariant subspace contained in Ker C, Vi p o = sup{V C Ker C' [ AV C V +Im B},
which is the limit of the non increasing algorithm:

1 _
V&’B’C] =X, V[’j‘fB’C] =Ker CNA! (V{;"B)C] +Im B) (1)

(3) The infimal (C, A) — invariant subspace containing Im B, Si; 4 py = inf{S > Im B | A(S N Ker C) C S},
which is the limit of the non decreasing algorithm:

St = {0}, s[gjl)B] =1Im B+ A(S

(C,A,B] N Ker C) (2)

(4) The supremal (A, B) — controllability subspace contained in Ker C, R’[*A B.C] which is the limit of the non
decreasing algorithm:

Riapc =10} ; Rl[f;r,zla,C] =V N (ARFA,B,C] +Im B) 3)

€ suprema. , A) —nwvariant subspace contained in A&, . = sup C C , which 1s the limit
5) Th 1(E,A)—2 ; b ined i XV[*XEA] VCX|EVY CAY hich is the limi
of the non increasing algorithm:

0 . +1 _ w1
V[X;]E,A] == X 5 V[%(;]E,A] - E AV[I‘LX;]E’A] (4)

1 INTRODUCTION

The inversion problem has been widely studied, in particular for characterizing some structural properties of the
systems. See for instance, in the classic linear systems theory, the works of Silverman (1969), Luenberger (1978), Sil-
verman and Kitapgi (1983) and Lizarzaburu (1978), for nonlinear systems, Hirschorn (1979(a)), Hirschorn (1979(b)),
Singh (1981) and Moog (1988), for infinite dimensional systems Malabre and Rabah (1989), and for descriptor sys-
tems Lewis (1983), Lewis and Beauchamp (1987), Malabre (1989) and Bonilla and Malabre (1994).

Inverse systems are also useful in solving typical control problems. For that purpose, we have to distinguish left and
right tnverse systems.

Given a left invertible system, ¥ : U — Y, a left inverse, ¢ : ) — U, is a system satisfying % (E (u())) = u(-).

The left inverse systems are typically used for observing internal variables and for reconstructing unknown exogenous
signals directly acting over the system.

Given a right invertible system, 3 : U — Y, a right inverse, X" : Y — U, is a system satisfying X (ZT (g())) =y().

The right inverse systems are typically used for reference tracking and for disturbance rejection.

These two powerful tools are mainly studied from the two principal frameworks of the linear systems theory, namely:
the Transfer Function Matriz (TFM) approach, in which case the argument of the considered signals is “s” and the
Time Domain (TD) approach, in which case the argument of the considered signals is “t”. We consider here the
particularities of the left and right invertibilities in both domains.

In this paper we deal with the more general linear system theory of the generalized systems? (see for example Lewis
(1992)), (E, A, B, C):

Ex(t) = Ax(t) + Bu(t) ; y(t) = Cx(t) (5)
where E and A: X — X, B: U/ — X, and C: X — Y. u is the input, y is the output and z is the descriptor variable;
the input is considered to be a continuous, and “sufficiently” derivable signal. We consider that the model is valid
for t > 0, so the initial conditions are consistent, i.e. they also satisfy (5)%. X, U, and ) are the descriptor, input,
and output spaces.

3 Also called implicit, descriptor, or singular systems ; the pencil [SE — A] may be singular and the matrices E and A may
even be non square.

4 That is to say, there are no internal switches for introducing initial conditions in the derivative actions, and thus the initial
conditions are only due to the integrators (see also footnote 14 of the Appendix).



In (Bonilla and Malabre 1990) we tackled the invertibility of (5) from a time domain point of view. In that paper
the following two results, in the time domain, were established:

Lemma 1 (Bonilla and Malabre 1990) Let the generalized system (5) be solvable, namely there ezists a linear
transformation U(-) : U — X satisfying (5), i.e. Bu(t) = (Ep — A)U(u(t)). Then (5) is left invertible (resp. right
invertible) if and only if: Ker C¥ (-) = {0} (resp. Im C¥ (1) = )).

Lemma 2 (Bonilla and Malabre 1990) If (5) is left invertible (right invertible) then one left inverse (right inverse)
system is:®

ZZ(]EHAM]BMC%) :

where E; and A;: Xy — X, B;: Y = X, and C; : X; = U, and with X; =X dU and X; =Y & X.

The paper is structured as follows. In all sections, left or right invertibility is considered within both TFM and TD
approaches. Section 2 is devoted to left invertibility for which geometric and structural characterizations are given.
In Section 3 we show how to synthesize a left inverse filter. In Section 4 right invertibility is considered as well as
the duality between these two types of invertibilities. Finally, we conclude in Section 5.

2 LEFT INVERTIBILITY

Let us begin this Section recalling the following three basic concepts related with left invertibility:

R1 The basic definition for left invertibility is:  given a function ¢ : Dom — CoDom, r — ¢(r), find (if possible)
a function ¢ : CoDom — Dom, v — (v), such that the composite function 1 o ¢ : Dom — Dom, r — ¥ (p(r)),
is the identity function I, namely: ¢ (¢(r)) = r for all r € Dom.

R2 For a linear function ¢, the existence of a left inverse function, 1, is equivalent to the fact that ¢ is monic,
namely: Ker ¢(-) := {r € Dom | ¢(r) = 0} = {0}.

R3 From the fundamental Theorem of Calculus: the left inverse function, 1, of the linear function ¢ : r(t) —

fot r(r)dr is: ¥ :o(t) — %, since % fot r(r)dr = r(t), for all integrable variable r.

Let us state the following problem:

Problem 3 -Under which conditions does there exist, and, then, how to design a left inverse system for (5), inde-
pendent of both the initial conditions of x and the nature of input u?

For solving this problem, we have first to find which internal structures of (5) guarantee left invertibility. For this,
let us express (5) in its Kronecker normal form (Gantmacher 1977). In such a normal form, the pencil [sE — A] has

typically four types of blocks, namely: (1) finite elementary divisors, e.g. [(S —) , ! }7 (2) infinite elementary
0

s —a)
1 10 50
divisors, e.g. { S}, (8) column minimal indices, e.g. [S ], and (4) row minimal indices, e.g. | 1 s |. The finite
01 0s1
01

and infinite elementary divisors correspond respectively to the proper (differential equations) and the non-proper
(derivators) parts of the system. The column and row minimal indices correspond respectively to the existence of

5 For the case of left invertibility replace 4 by £ and (i, %) by (y,@). For the case of right invertibility replace i by r and (i, @)
by (4, u).



degrees of freedom (more unknowns than equations) and to restrictions on the signals (the admissible inputs have,
for instance, to satisfy a pre-specified differential equation).

Since we are interested in systems without restrictions on the inputs, we do not take into account row minimal
indices. Also, as we are studying left invertibility, the column minimal indices are naturally excluded (the kernel of
these kinds of blocks are certainly non zero and thus they are not left invertible, c.f. Remark R2). So we only take
into account finite and infinite elementary divisors, which characterize the integral and derivative actions. In this
case, it is said that the system is regular, since the pencil [SE — A] is square and invertible. Moreover, as we are
also considering left inverses of transfer functions matrices, the existence of unique solutions forced us to deal with
regular systems.

With respect to the finite elementary divisors, Wong (1974) and Bernhard (1982) have geometrically characterized
them through the supremal (E, A) — invariant subspace, Vi g4 Indeed, if A is a finite-zero of the pencil [AE — A,

there then exists an exponential mode characterized by a vector v € V[*X,]E Al such that Av = A\Ewv.

When Armentano (1986) studied the controllability and observability of the regular generalized systems, he used
the Wieierstrass form (here named the parallel connection):

rol. . [70]
[0]\71“)_[011 #)+

where J is a Jordan matrix, with blocks say J;, and N is a nilpotent matrix. The finite elementary divisors [sI — J;]
are located in the restriction of [sE — A] to V[*X,]E Al in the domain and to EV[*X_E Al in the codomain.

By

RO e O (")

Let us note that its Transfer Function Matrix,
G Ys)F(s) = Cy(sl — J)'By — Cy(sN —1)"'By ,

satisfies the Euclidean division algorithm. Indeed, given polynomial matrices G(s), F'(s) with elements in R[s] there
exists a unique polynomial matrix F'(s) such that:

F(s) = G(s)H(s) + F(s), with deg F'(s) < deg G(s) (or F(s) = 0),

where G=1(s)F(s) = C1(sI — J)™'By and H(s) = —Co(sN — 1)1 B,.

Although the Weierstrass form is very well adapted for the study of many structural properties, we also use the
following alternative decomposition (here named the cascade connection):

1o,
lozv]x(t)_

where N is a nilpotent matrix.

A BA
0 I

0
x(t) + l_P] u(t) ) =[co]a (8)

In this case its Transfer Function Matrix is:
G Y(s)F(s) = —C(sl — A)"'BA(sN —1)~'T,
which is expressed as the product of two factors, namely:
F(s) = Fa(s)Fi(s), with deg Fa(s) < deg G(s)
where G71(s)Fy(s) = C(sl — A)71B and Fy(s) = —A(sN — 1)~ 1T
In this cascade connection, the decomposition of F'(s) in the two factors, Fa(s) and Fi(s), is not unique. However, in

Section 3.1 we show how to separate the strictly proper part, G=1(s)Fy(s), into a polynomial part (describing zeros
actions) and a strictly proper part (describing poles actions), and this final decomposition is certainly unique.



This cascade connection is more adapted to left invertibility analysis since it enables us to study separately left
invertibility for each system, namely for the polynomial part, F(s), and for the strictly proper part, G=1(s) Fy(s). On
the opposite, for the parallel connection, there are some technical difficulties due to the computation of Ker [C*l Cs ]

In the following two subsections we analyze left invertibility within the two basic domains. Namely, the frequency
domain and the time domain.

2.1 Transfer Function Matriz Left Invertibility

When dealing with a Transfer Function Matriz (TFM), the following definition for left invertibility is standard (c.f.
Remark R2):

Definition 4 Let us consider a transfer function matrix, T'(s) = C(sE — A)_IIB%, with p rows and m columns. T(s)
is TFM left invertible if and only if its m columns are independent as rational functions of s, namely if and only if
rank T'(s) = m, viz, if and only if Ker T'(s) = {0}.

Let us now give a geometric characterization of the TFM left invertibility for the two subsytems of the cascade
connection (8).

2.1.1 Strictly proper systems
For the strictly proper part of system (8), ¥,,(4, B, C):
Tsp(t) = Axsp(t) + Bz(t) ;  y(t) = Crgp(t) (9)

where A: X5, — Xsp, B: Z — Xyp, and C: X5 — Y, the TFM left invertibility geometric characterization has been
given by the end of the sixties (see Basile and Marro (1992)):

Theorem 5 (Basile and Marro 1992) Ts,(s) = C(sI — A)~'B is TFM left invertible if and only if:
Ker B={0} and Im BNV}, g = {0} (10)
Equivalently, Tsp(s) is TFM left invertible if and only if:

Ker B={0} and R{yp ) ={0} (11)

2.1.2  Polynomial systems
For the polynomial part of system (8), X0 (N,T', A):
Nipoi(t) = zpor(t) = Tu(t) ; 2(t) = Azpa(t) (12)

where N: Xpo1 — Xpot, It U — Xpoy, and A: Xy — Z, with N a nilpotent matrix, we have the following geometric
characterization proved in the Appendix:

Theorem 6 T, (s) = —A(sN —1)~'T is TFM left invertible if and only if:
Ker I'={0} and ImI'NVjyr A = {0} (13)
Equivalently, Tpoi(s) is TFM left invertible if and only if:

Ker I'={0} and Riyra ={0} (14)



2.1.83 Particularities of the TFM left invertibility

Let us note that Definition 4 of TFM left invertibility lies on a purely matricial concept and thus it can only take
into account the internal algebraic system structure. But this kind of left invertibility does not take into account
the way inputs are interacting with the internal system structure. Let us show this specificity with the following
illustrative example:

Example 7 (Start) Let us consider the strictly proper system, X;,(4, B, C):

01
00

1

N 2(t) y(t)=[1 o]xsp(t) (15)

sp(t) = [ ] sp(t) +

with by # 0. The external behaviour of this system is given by the ordinary differential equation: p?y(t) = (p-+bo)z(t)
and its Transfer Function Matriz is: TY(s) = (s + bg)/s?. The information involved in Theorem 5 is (recall (1)):

Viapcy={e2} ; ImB={ei+bpea} ; Ker B={0} ; Im BNV ={0} (16)

Therefore, system (15) is TFM left invertible. Indeed, its TFM left inverse is: T, (s) = s®/(s + by), which is the
Laplace transform of the system: (p + bg)2(t) = p2y(t).

Let us note that:

R4 TY(s) - T; (s) =L, but

R5 (p+bo)(2(t) — 2(t)) = 0, which implies: 2(t) = z(t) + k€%, Moreover

R6 If: 2(t) = 2(0)€~%!, with z(0) non zero, then: p?y(¢) = 0, and thus 2(¢) = 0.

From this simple example we see that TFM invertibility is a weaker property than invertibility in the time domain.

Indeed, from Remark R5, for 2(¢) to be close to z(t), we need that the initial condition & be in a neighbourhood of
zero with a very small radius. More important, the parameter by must be non negative. Finaly, from Remark R6,
the input z cannot belong to Ker (p + by).

Let us now consider Time Domain Left Invertibility.
2.2 Time Domain Left Invertibility

According to Remark R1, let us adopt the following definition for Left Invertibility in the Time Domain (TD):

Definition 8 The system (5), B(E,A,B,C), is called TD left invertible if and only if: (i) there exists a system
¥ Y — U such that it is solvable® in Im ¥ and (ii) ¢ o X =1. ¥ is called a TD left inverse of X(E, A, B, C).

Let us note that only the strictly proper part, ¥,,(A, B,C), of (5) can have a TD left inverse (c.f. Remark
R3). Indeed, the polynomial part, ¥, (N,T,A), of (5) can never have a TD left inverse since”: Ker Fi(p) =
Ker [-A(pN —1)~'T] # {0}. So, we only need to study the TD left invertibility of ¥,(A, B,C).

Let us also note that, the strictly proper part (9) of the generalized system (5) is always solvable. Indeed, there
exists a linear transformation ¥(-): Z — X, such that: IU(z(t)) = A¥(z(t)) + Bz(t) and y(t) = C'U(z(t)), for all
admissible inputs z. And thus, system (6) is a TD left inverse of (9), with the assignations: (E,A,B,C) «— (I, A, B, C),

5 Solvable means that for each input in ), there exists at least one solution in X.

" The operator (pN —I)™' is well defined due to the nilpotency of N, indeed (pN —I)"! = -1 — Z?;ll (pN)®. Moreover,
Ker Fi(p) defines the set of all input trajectories satisfying the differential equation Fi(p)u(t) = 0. Namely, Ker Fi(p) is
nothing else than the zero module, which can be {0} only if Fi(p) is a constant operator, that is to say, if (5) has no

polynomial part.



(x4, 9,0) — (z¢,y,2), (Biy Ay, B, C;) — (B, Ap, By, Cp), and (X, X, U, X)) — (Xy, Xop, Z,X,). This TD left inverse
system is (in general) non minimal. However, it can be easily minimized by matricial algorithms (see for example
Bonilla and Malabre (1997)). Furthermore, if the state description (9) is observable and if B is monic, then the
proposed TD left inverse (6) is minimal under external equivalence (see Kuijper (1992)). Indeed, (i) the matrix

E, — A
] is monic and (#7) [S * 77| has full column rank, for all complex number

E
[]Eg BZ] is epic, (i¢) the matrix [ ¢ -
4

Ce

s, if and only if this holds for matrix

, namely: if and only if A" = {0}.
sI—A

2.2.1 Geometric characterization of TD Left Invertibility

Theorem 9 The state description (9) is TD left invertible, namely:

t
0=C <€Atxsp(0) +/ eA(t_T)BZ(T)dT) = z(1)=0, V7 €(0,¢) (17)
0
if and only if
Ker B = {0} and Im BN (v[;,B,C] + AV[*A’BC]) = {0} (18)

In order to prove Theorem 9, we need the following two Lemmas proved in the Appendix:

Lemma 10 IfIm BN (V[*A’B’C] + AV[*AB,C]) = {0} and Ker B = {0} then: y(t) = 0 implies z(t) =0, for all t > 0.

Lemma 11 If Ker B = {0} then: B~ (Vy .o+ AWy p.cy) = 10} Vigm,ay = 101

Proof of Theorem 9

Let us first prove the sufficiency: For this let us suppose that Ker B = {0} and Im B N (V[*A,B,C} + AV[J;&,B,C])
= {0}. Then by Lemma 10, y(¢) = 0 implies z(¢) = 0V ¢ > 0, and thus, from Lemma 1 the system (9) is TD left
invertible.

Let us now prove the necessity: If Ker B # {0} there then exists a z(t) # 0 such that Bz(t) = 0 which implies
that there exists a non zero z which is non observable at the output, and so, Ker ¥(z(t)) # {0}. Therefore B has
to be monic.

In order to prove the necessity of the second geometric condition, let us assume that system (9) is TD left
invertible, then system (6) is one TD left inverse.

Let us note that a necessary condition for (6) to be a TD left inverse of (9) is that Vi, 5, »,; = {0}. Indeed,
if this is not the case, problems occur with the initial conditions for the exponential modes (integrators present
in X¢(E, Ag, By, Cy)) characterized by Vix k.00 (cf. Armentano (1986)) and in general $¢ (3 (-)) will not be the
identity operator.

Therefore by Lemma 11, we get the second geometric condition. O

Let us come back to Example 7

Example 12 (Continued) From (16) we get: Im BN <V[’j4’B’C] + AV[*A}B’C}) = {e; + boea} N ({ea} +{e1}) # {0},
then, the geometric condition (18) is not satisfied. And thus, system (15) is not T'D left invertible.

2.2.2  Structural characterization of TD Left Invertibility

Let us now give a structural characterization of T'D Left Invertibility which is equivalent to those of Theorem 9.
For this, we first extract a maximal observable part of the system, and we next recall some results about the zero
structure.



2.2.2.1 Maximal observable quotient system Let I : X, — X;,/N be the canonical projection, there then
exist unique maps Ay, Bop, and C,p, such that:

1A = AObH 3 IIB = Bob 3 C= CobH (19)
Theorem 13 Given the strictly proper system ¥,(A, B, C), and its strictly proper quotient system X, (Aob, Bob, Cob),
then (V[*A’B’C] + AV[*AB,C]) NIm B = {0} and Ker B = {0} if and only if Vi, , 5, c = {0} and Ker B,, = {0}.

To prove Theorem 13 we need three Lemmas proved in the Appendix:

Lemma 14 (V[Z)B,C] + AV[’;LB’C])HIm B = {0} andKer B = {0} if and only if Viy 5 oy =N and B~ (N + AKer C)
= {0}

Lemma 15 It is always true that: (1) Vi Boy.Cor] = Wap,c)  and that (2) B YN+ AKer C) =
B, AgpKer Cop.

Lemma 16 Vi, 5 o =N and B~ (N + AKer C) = {0} if and only if Viy , 5, ¢.,) = {0} and Ker By, = {0}.

ob;

Proof of Theorem 13 From Lemma 14, (Vi 5 o + A4 p ) N Im B = {0} and Ker B = {0} hold if and
only if Vy p oy = N and B~! (N + AKer C) = {0}, and from Lemma 16 if and only if V}, 5 . ;= {0} and
Ker B,, = {0}, which ends the proof. O

ob]

2.2.2.2 Zero structure Since the early 70’s, pioneered by the work of Rosenbrock (1970), there has been a
great interest about the zero structure of linear multivariable systems (see for example MacFarlane and Karcanias
(1976) and Francis and Wonham (1975)). Later, Aling and Schumacher (1984) proposed a complete geometric
characterization of the different types of zeros.

We shall here be concerned with two particular subsets of the invariant zeros, namely the transmission zeros and
the input decoupling invariant zeros (see Aling and Schumacher (1984) for complements).

From (Aling and Schumacher 1984), the total number of transmission zeros and input decoupling invariant zeros of
a strictly proper system, ¥,,(A, B, C), here called (for shortness) observable invariant zeros , is:

# observable invariant zeros = dim (V[*A’B’C]/( [4,B,C] +N)) (20)

2.2.2.3 Structural characterization We are now able to state the structural characterization of the TD left
invertibility:

Corollary 17 The state description (9) is TD left invertible if and only if it is TFM left invertible and it has
neither transmission zeros, nor input decoupling invariant zeros.

PROOF.
Let us first suppose that (9) is TD left invertible.

Theorem 9 implies Ker B = {0} and Im B N Viagco) = {0}. This last geometric condition is equivalent to Im B N
R4 p,c) = {0}, and from algorithm (3) we get Rf, 5 ; = {0}. Since Ker B = {0} and R{, 5 - = {0}, we conclude
from Theorem 5 that (9) is TFM left invertible (recall the equivalence (11)).

On the other hand, from Theorem 13 we get: Vi 5 o = Ker II = N, which implies: dim (V@,B,C]/(RTA,BC] + N))



= dim (V@B@] /J\/) = {0}. And then, from (20), there are neither transmission zeros nor input decoupling invariant

zeros, i.e. no observable invariant zeros.

For the reverse part, let us suppose that (9) is TFM left invertible and it does not have any observable invariant
zero.

Then from (11) and (20), we have Ker B = {0}, R}, p ¢ = {0}, and V; 5 oy =N. Now, since N is A-invariant,
we get: Im BN (V[ p o) + AV[u o)) = Im BNV, p o Since Riy 5 o) = {0} we have: Im BNV, p o = {0}
Therefore, Ker B = {0} and Im BN (V[ 5 ¢ + AV[4 p o) = {0}; and thus, Theorem 9 implies that (9) is TD left
invertible. O

Let us note that TD left invertibility includes both aspects: (i) the internal algebraic structure (the TFM left
invertibility) and (i) the input interaction with the internal structure (the absence of observable invariant zeros).

In Hou and Patton (1998) is introduced a notion which is very close to TD left invertibility, namely, the one called
input observability ® . In that paper, the input observability is characterized in a matricial way by their Theorem 1,
where is stated as a necessary and sufficient condition for input observability the following equality (in this paper

([ 2 =)

where o(AM — N) denotes the set of the finite eigenvalues of the pencil [AM — N| (these are the finite elementary
divisors recalled in the beginning of Section 2). But this condition is only necessary and not sufficient. Indeed, let
us consider the example:

0000 00

. 0000 10 1000

= x+ u o = x (22)
0001 01 0010
0000 00

The first input, uq, is associated to the non observable subspace {ez}, and the second input, us, is linked to y2 by
the ordinary differential equation jj = 5. It is clear that this system can not be either TD left invertible or input
observable.

Computing the subspaces involved in Theorem 9 we get: Ker B = {0} and Im BN(V[y p o1+ AV[4 p ) = {e2, e3} #
{0}. This confirms the non TD left invertibility.

Let us consider the pencils used in Theorem 1 of Hou and Patton (1998), namely M;(A\) = [ M; 4 7DB} and Ma(X\) =

{M; A}. The normal-ranks of these two pencils are: normal-rank(M; (X)) = 5 and normal-rank(Mz(X)) = 4. Then:

A=0=rankM; =4<5
A#0=rankM; =5=5

A=0=rankM; =3 <4

rank M (A) :
A#0=rankM; =4=14

; rank My (A) : {

This implies that: o(M;) = {0} = o(Mz), and from Theorem 1 of (Hou and Patton 1998) system (22) would be
input observable. This contradiction comes from the fact that condition (21) is only necessary and not sufficient.
Hou and Patton (1998) have to add the condition of TFM invertibility, namely to add the condition Riap.c) = {0}

(see (11) and the Corollary 17 of this paper). Indeed, in this academic example, (22) has a rank equal to 1 and not
2, i.e. the number of inputs; and it is precisely the input belonging to ’RE‘A B,C] # 0 which makes problems.

Let us finish this Section coming back to Example 12

8 Different from the (weaker) notion of input observability used in Massoumnia et al (1989) which corresponds to: B monic
and Im BNN = {0}.



Example 18 (End) In view of Corollary 17, we realize that system (15) is not TD left invertible due to the
presence of the observable zero (s+bg) of TY(s). Now, in the case of Hurwitz zeros, one possible solution to overcome
the above problem can be, for example, to decompose (15) as the cascade of the following linear systems:

bo

: 01 0

20 [0 0]@9@) . [1
The strictly proper part of the “pole system” (24) is TD left invertible and the polynomial part of the “zero
system” (23) is TFM left invertible. Indeed, the external behaviours of (23) and (24) are, respectively, described
by the ordinary differential equations: v(t) = (p + bo)z(t) and p2y(t) = v(t). The TD left inverse of (24) is:
9(t) = p?y(t). The TFM left inverse of (24) is (provided by > 0): 2(s)/9(s) = 1/(s + bg). And thus, we obtain
by inversion techniques: 9(t) = v(t) and 2(t) = z(t) + (2(0) — 2(0))€7t". The set of non detectable inputs is:
Ker (p+by) = {z € Z: 2(t) = z(0)e~bot},

00] . 1
llolszmsz(w[ ]zu) o =[o1]ew (23)

o(t) 5 y(t)=[10]60) (24)

This splitting procedure is formalized in the next Section.

3 LEFT INVERSE SYSTEM

In this Section we show, when the system (9) is observable, how to synthesize a left inverse filter. For this:

(1) We first decompose system (9), Xs,(2), as the cascade of a TFM left invertible zero system, X,er05(2), and a
TD left invertible pole sytem, po1es(v).

(2) Thanks to the TD left invertibility of Spoies, we know from Lemma 2 that system (6) satisfies 2¢(3,01e5(v)) = v,
whatever be the initial conditions of ¥,4es and the nature of its input v.

(3) Then, in view of the TFM left invertibility of ¥,cr0s, we can use a filter which Transfer Function Matriz
coincides with its TFM left inverse, (TZ” (s)) 71; of course this can be accepted only if all the zeros are Hurwitz,
namely if we are dealing with a minimum phase system. In the general (possibly non minimal phase) case, we
will restrict ourselves to the use of the TFM left adjoint filter, (Tj(s))a = detTY(s) (Tj(s))fl, in place of the
TFM left inverse.

3.1 Separation of Zeros

Let (9) be an observable system ? | where B and C are, respectively, monic and epic. From the dual of the Brunovsky’s
Theorem (Brunovsky 1970) there exist an output injection matrix K and two changes of bases T and S, Ag =
T-Y(A—-KC)T,C = SCT, and B =T~'B, such that:

~

B,
Ag = DBM{Ag,,---,Ag,} ; C=DBM{Cy,---,C,} ; B=/|... (25)
B,
010-- -0 ; ;
11 Oy
g = A4 = N E = . o e . 2
K,i L 01 3 Cz [1 0 ]lxm ) 7 ‘ ' ( 6)
bl =t Dl
KiXKj
where, for i € {1, ---, n} the x; are the observability indices, satisfying k1 > ko > --- > K, > 0 and ZZ’:I Ki = n.

9 If not, we just have to consider the quotient system as in Section 2.2.2.1.

10



Let us define the following matrices:
N.=TART 5 T=T0-AcAQ)T" 5 T=DBM{Ti, - T} ; T=[0-- 01] (27)

Let us note that:

(1) The matrix N, is nilpotent with nilpotency index &1,

(2) Im N, = TTm AL = TKer C = Ker C,

(3)I-AN,=1-(A-KC)N, =T(1-T " Y(A- KC)TAL) T~ = 7.

(4) 1- Ag AL =YY" and Y =TYYTT-L.

The following result (proved in the Appendix) gives a way to split the zero and pole subsystems by using the
previously recalled observable canonical form.

Lemma 19 Let the state space description (9) be TFM left invertible, with B and C monic and epic matrices,
respectively. Then (9) is externally equivalent'® to the cascade of the following polynomial zero system and strictly
proper pole system:

ZzeT'Os(NZa B, Tz) : Nzéz(t) = gz(t) - BZ(t) 5 U(t) =T.¢. (t) (28)
Spotes(A, Tp, C) 1 &p(t) = A& (1) + Tpo(t) 5 y(t) = C&(T) (29)

where: T, = YTT-1 and T, = TY. Moreover, the poles system, Zpoies(A, Ty, C), is TD left invertible and the zeros
system, ¥,eros(Nz, B, Y.), is TFM left invertible.

The following (observable but non controllable) example illustrates this pole zero separation.

Example 20 (Separation of zeros) Let us consider the strictly proper system, ¥,,(A4, B, C):

The external behaviour and the Transfer Function Matrix, TY(s) = C(sI — A)_lB , are:

[2( (p+1)2 (p+1)2]y(t) _ [(pl) (pl):|2(t) (31)

p+2)(p—1) —2(p+3) 2p -2

sz(s):[ 10”1/s+1 —4/(s+1)* ]{1 o} (32)

-11 0 (s-1/s+1?||11

10 —4 0|1/¢s+1)* 0 I+ 1|10 (33)
“11 || (s=1)(s+1)2 1% 0 (s—1(s+1) 1 of |11

In order to obtain its observable Brunovsky canonical form let us define: Z,(t) = 15, s, (t), 2(t) = U;'2(t) and
—1/2 —1/2 0 0
_ _ . _ 1/2 1/2 01 1o
g(t) = Sepy(t), where: Top = Vs 1200 Upp = L i
1/2 —1/2 1 0

. Indeed, with these changes of

and S, = [—3; o

10 Bxternal equivalence (see Willems (1983)) means preservation of the external behaviour, 4.e. the same overall set of possible
trajectories for all the input and output signals.

11



bases, system (30) takes the following form:

Faplt) = ATop(t) + B2(t) 5 3(t) = Cgp(t) (34)
IT
—~ ~ 1/0 ~
A=T, AT, = ;. B=T,"'BUs = ; C=SoCTo = [} (35)
0 010

o
0lL

A~ T o~ ~ A A o~ ~,
Defining the output injection matrix K = {_2 b2 _ﬂ ,we get (Axk =A—KCand YT =1- AgAL):

0o 0 -2 —

HOO woo woo O

-~ 00/00 S 01|00 -~ 10/00 o > > 10

Ay = LT =TT = . N, =AL = L Y=7,=17= (36)
00|01 0000 00|00 0|0
00|00 00|01 00|10 0|1

And thus, we obtain the following pole zero separation:

'—%)

) (37)

Seeros i Nobet) = &:(t) = B2(t) 5 w(t) = To4s(t
+T(t) ;) = Cg(1) (38)

Epoles : gp(t) 5 ( )

The external behaviours and Transfer Function Matrices are:

-p-1 0 |
t) = t 39
o) [ RN ET 3
T'(s) = —Te(Ns—1) 'B=| D ° 40
z(s) ( s ) |: 0 (s+1) ( )
eP+1? 0 _
t)=wv(t 41
{2(1’*3) (pH)Q}y() v(t) (41)
TI(s) = O(I— AT, =| Ve 0 42
2 (8) = C(s = A)7 T, s 4 3)/(s 4 1 1/(s 4+ 1)? (42)
|+ e-D6E+3) 46— | [/E+DT 0|1 g-D(E+1)? (43)
—2(s +3) i 0 1 0 1
Let us observe the following:
(1) Premultiplying (39) and (41) by [_z (2) we get (31)

(2) From (40), (42) and (31), we get: S, TZ ()T (s)U,," = T¥(s).
(3) From (40), (43) and (33), we realize that the information obtained from the Smith-McMillan form of TY(s) is
indeed the union of the set of the zeros of the Smith-McMillan form of 77 (s) and the set of the poles of the

Smith-McMillan form of TY(s).
3.2 Input decoupling

We have shown in Lemma 19 that any TFM left invertible state space description, ¥,,(A, B,C), with its input
and output maps, B and C, being, respectively, monic and epic, can be decomposed as the cascade of a TFM left

12



invertible polynomial system, .05, and a TD left invertible strictly proper system, ¥,0.s. And thus, the strictly
proper system Yi,oes can be TD left inverted, using, for example, the TD left inverse system (6).

With respect to the polynomial system X.¢..s, we can diagonalize it (this is input decoupling) by means of a non-
proper filter, X%, whose Transfer Function Matrix is the adjoint matrix of the Transfer Function Matrix of X0,
namely Ad_] (Y.(N.s—1)7'B).

Let us sketch this procedure with the Example 20:

Example 21 (Input decoupling) We first synthesize for (38) the T'D left inverse proposed in Lemma 2 , namely !

[000/000] (-1 0]

100000 -2 0

D002 () = dolt) + |——|a(t) @(t)={101000}£e(t) (44)
000/000 0 -1 600[001

000[100 -2 -2

L000[010] | 0 -1

which external behaviour and Transfer Function Matrix, Tg’ (s), are:

ﬁ(t)[“”“ 0)}%) : T;%)[“”Q 0 } (45)

2(p+3) (p+1)? 2(s43) (s+1)2
Obtaining in this way 0(t) = v(t) (see (45.a) and (41)).

Let us rewrite the polynomial system of zeros (39) as follows (recall that z(t) = Unpz(t)):

—(p — _ L1y L1y
U(t) _ (p—-1) 0 E(t) _ i(p 1) i(p 1) Z(t)
0 (p+1) 5(p+1) —5(p+1)
M(p)
Since Adj M(p) = ’%Epiﬂ %Epf 3 ], it follows that the adjoint system, 3%, of the external behaviour from z(t)
—2(P 2P~
to v(t) is:
_1 1y
sy = | 2T 2D ag (46)
—3(p+1) —3(>—1)

Let us note that (45) and (46) imply (recall that §(t) = Sepy(t)):

é(t): %(p"r ) %( ) (p+1) 0 _1/2 _1/2 y(t): %(p3+p2_p+3) ) 2 y(t)
-3 -5 - 20+3) (p+1)? || 1/2 —1/2 (P*+2p—-1) 5(P*+3p*+3p-3)
% 4(p_1)
)

2 (p—l

(p+1)?
t 47
[ p+2)(p—1) —2(p+3) ]y() )

Then, from (31) and (47) we get: 2 = 2(p — 1)(p + 1)2(t).

1 Just substitute 57 Aand T in (6). In order to obtain the standard polynomial form, we have also pre-multiplied (6.a) by

100000 100000
201000 010000
T, anddeﬁnedie(t):Tr_lmg(t),where: T, = 000100 and T, = 000100
010000 000010
220010 101000
010001 600001
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4 RIGHT INVERTIBILITY

In this Section we are interested in finding which are the links between the concepts of left and right invertibilities.
For this, let us first remark some points connected with right invertibility:

R7 The basic definition for right invertibility is: given a function f : Dom — CoDom, r — f(r), find (if possible)
a function g : Dom — CoDom, q — g(q), such that the composite function f o g : CoDom — CoDom, q +—
f(g(q)), is the identity function I, namely: f(g(q)) = ¢ for all ¢ € CoDom.

R8 For a linear function f, the existence of a right inverse function, g, is equivalent to the fact that f has to be
epic, namely: Vg € CoDom 3 r € Dom such that f(r) = q.

R9 The linear function g is a right inverse function of the linear function f, if and only if, f is a left inverse function
of g; indeed in both cases: f(g(q)) = ¢ for all ¢ € CoDom.

R10 From the fundamental Theorem of Calculus the linear function f : r(t) — % f(t) is not right invertible because

of the initial condition f(0). Indeed: fg %f(T)dT = f(t) — f(0).

Let us point out that for the right invertible case, the Kronecker normal form of the pencil [SE — A], related with the
generalized system (5), cannot have row minimal indices (c.f. Remark R8). Although for the right invertible case,
there is no problem with respect to the column minimal indices, for reasons of symmetry (and for simplification) we
are restricting our considerations to regular pencils as in Section 2.

4.1 Transfer Function Matriz Right Invertibility

When dealing with a Transfer Function Matriz, the following definition for right invertibility is standard (c.f. with
Remark R8):

Definition 22 Let us consider a transfer function matrix, T'(s) = C(sE — A)illﬁﬁ, with p rows and m columns. T'(s)
is TFM right invertible if and only if its p rows are independent as rational functions of s, namely if and only if
rank T'(s) = p, viz, if and only if Ker TT (s) = {0}.

From this definition, we have the following natural dualities for the strictly proper part (9) and for the polynomial
part (12) of the regular generalized system (5):

(A, B,C,Im B,Ker C) « (AT, CT BT Im C*,Ker BT) (48)
(N,T,A,Tm T, Ker A) « (N7, AT T7 Tm AT Ker T7) (49)

Then, from Theorems 5 and 6 we have the following two Results:
Corollary 23 (Basile and Marro 1992) T,(s) = C(sl — A)~'B is TFM right invertible if and only if:

ImC=Y and Ker C+Sjg 45 =Xsp (50)
Corollary 24 T, (s) = —A(sN —I)7'T" is TFM right invertible if and only if:

ImA=2 and Ker A+ S\ yr] = Xpol (51)

4.2 Time Domain Right Invertibility

In the time domain we adopt the following definition:

Definition 25 The system (5), L(E, A, B, C), is called TD right invertible if and only if: (i) there exists a system
Y7 Y — U such that it is solvable in Im 3 and (i) X o X" = 1. X" is called a TD righ inverse of X(E, A, B, C).

14



Following the duality (48), one could think that the geometric condition for TD right inversion is the dual condition
of (18), namely:

ImC=Y and Ker C + (S[*C’A,B] N A_lS[*C’A’B]) = Xsp (52)

Indeed, for the case of the linear system (9), one could think that the T'D right invertibility of system X,(A, B,C) is

equivalent to the TD left invertibility of its dual system E;p(A’, C', B’). But, as we show hereafter, that is completely
wrong since the “linking” between the two invertibility notions has to be tackled from a functional point of view
and not from an algebraic (vector space) point of view.

4.8 Time Domain “Duality”

In view of Remark R9 a given linear system X : U — Y is TD right invertible if and only if any of its TD right
inverses is TD left invertible, and in particular its TD right inverse ¥": Y — U:

f(t) = Arf(t) + Bry* (t) ; u(t) = Crg(t) (53)
is TD left invertible 12 .

From Theorem 9 the TD right inverse system, (53), is TD left invertible if and only if:

Ker B, = {0} and Im B, 0 (Vs .0, + AV, 5, ) = (0} (54)

If (53) is TD left invertible then one TD left inverse system is the system ¥ : U — Y (c¢f. Lemma 2):

ool
Lo]x(t)

If (55) is TD right invertible then one TD left inverse system is (cf. Lemma 2):

C. 0
A, B,

2(t) + [‘I] wt) 5wty =[o1]a) (55)

000 -1
00[0 | &(t) = 0|y 5 u®)=[oofT]ew® (56)
10(0 0

We can easily check that systems (56) and (53) are externaly equivalent (see Bonilla and Malabre (1997)); indeed,
both systems satisfy the same integral equation: u(t) = C,.e4® By*(0) 4 C, fot e4-(t=7) By*(r)dr.

We shall need the following result:

Lemma 26 (Bonilla and Malabre 2003) The system:

is internaly proper'3 if and only if
Ker D@ Ker F=X (57)

12 Recall that only strictly proper systems can be TD left invertible.

13 The system Ed = Az + v is internaly proper if and only if the pencil [AE — A] is regular and it has no infinite zero of order
grater than one (no derivators) (see Bernhard (1982) and Armentano (1986)).
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Remark 27 From (55) we note that:

(1) Since Ker [I 0]NKer [C, 0] # {0}, then Lemma 26 implies that system (55) is not internaly proper. That is to
say, for the system to be right inverted it has to possess an internal non proper part (pure derivative actions).

(2) Let us now consider the exponential modes of (55). For this, let X be a finite eigenvalue and v = [vf vI]T #£0
an associated eigenvector of the pencil [NE — A] (see Wong (1974)), namely:

—C, 0
ANl —-A, —-B,

”1] —0 (58)

U2

This implies:
0= CT(AI - Ar)_lBT’Ug

From the TD left invertibility of (53) we directly get (it is a monic system, recall Remark R2 and (17)):
Vg = 0

And thus (58) is equivalent to:
()\I — AT)’Ul =0 & v €KerC, (59)

Therefore all the exponential modes of (55) are unobservable.
We have proved in this way the following necessary condition:
Lemma 28 The implicit linear system (5) is TD right invertible only if all its exponential modes are unobservable.
We are now in position to establish the second principal result:
Corollary 29 The implicit linear system (5) is TD right invertible if and only if it is TFM right invertible and all
its exponential modes are unobservable.
PROOF.
Necessity:

In view of Lemma 28 we only need to prove that T'D right invertibility implies TFM right invertibility. For this, we
show that non TFM right invertibility implies non TD right invertibility.

Indeed, if (5) is not TFM right invertible we can then split the map C as: C =

Ca

Cl}, where C; : X — ), and

Cy: X — Yo, with Y = Y1 @ Vo and dim Y, > 0, such that: Co(sE — A)7!B = 0. This last equation means that
for all ya(t)(#£ 0) € Vo there is no u(t) € U satisfying the algebro-differential equation: Ei(t) = Az(t) + Bu(t),
y2(t) = Cx(t). That is to say, system (5) is not TD right invertible.

Sufficiency:

Let us assume that system (5) is TFM right invertible and all its exponential modes are unobservable. To prove the
TD right invertibility of (5) it is enough to show that (c.f. Lemma 15):

00f{. Cco
[E O}xr(t) = [A B}xr(t) +

is actually a TD right inverse of (2). In other words, we have to show that (60) is a solvable system and that it is
itself T'D left invertible.

-1

How o = [or]en (60)
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Let us first show that system (60) is solvable. For this, we need to show that its associated pencil {( ;CA) OB} has
full row rank, namely that the pencil fT (sE" }AT) such that:

has full column rank. Indeed, let a vector [‘Z

{_CT (ET —aT) || a| 0, that is to say: (SET — AT)"1CTa = b and BTb = 0. Now, the full column rank of matrix

0 -BT
TT(s) = BT (sET — AT)~1C” implies that a = b = 0. Then the associated pencil of (60) is a full row rank matrix,
and thus system (60) is solvable.

Let us now show that system (60) is T'D left invertible. For this, we need to show that u(t) = 0 implies that g(t) = 0.
Indeed, if u(t) = 0 we get: Cz,1(t) = g(t) and (Ep — A)z,1(t) = 0. Carrying (E, A, C) on its Weierstrass form
(see (7)), we get: (pI — J)z, 1,1)(t) = 0, (DN — D, (19)(t) = 0 and Crz, 1,1)(t) + Cozr(1,2)(t) = ¥(t), namely
(v is the nilpotency index of N): 2, 11y(t) = € 7', (1.1)(0), T, 1.0(t) = —(1+ 272 pN — )0 = 0. And thus
y(t) = C1€7 7'z, (1 1y(0) = 0, since all the exponential modes are unobservable. O

Let us finish this Section with the following illustrative example:

Example 30 Let us consider the system:

() = [“ “}xu) + lllu@) - ) =[1 00 ]) (61)

10 0

with by # 0. Since system (61) is the dual of (15), in the sense of (48), its external behaviour and transfer function
are the same, namely:

p’y(t) = (p+bo)ult) 5 T(s) = (s+bo)/s” (62)
Furthermore, from the vector space duality we get quickly: Ker C' = {bpe; — e2}, and Im B = {e;} = S!. Then:
S? ={e1} + A{0} = {e1}; namely: S, = {e1} and Ker C = {bpe; — e2}. And thus: Im C' =Y and Ker C + S, = X.
Therefore, system (61) is TFM right invertible. Indeed, from (62) its TFM right inverse, T;\(s), and its external
behaviour are:

T, (s) = s?/(s + bo) ; (p + bo)u(t) = p2y*(t) (63)

Let us compute (52) for this example: Ker C + (S, N A7!S,) = {boe1 — ea} + (e1 N A7 er) = {boer — €2} # X.
Because of the zero (s + 7o), (52) is not satisfied. Let us express the external behaviour of (62) as follows:

p*y(t) = w(t) ; w(t)=(p+bo)u(t) (64)

If we consider the following system (cf. (63)):

w () =p*y*(t) (P +bo)u(t) = w'(t) (65)
We get:
w(t) =w*(t) and p*(y(t) —y*(t)) =0 (66)
And thus:
y(t) = y*(t) + k1 + kot (67)

The system is not T'D right invertible due to the presence of the two finite poles (and thus of the initial conditions).
The zero does not create difficulties.

Let us finally point out that:
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(1) If we first exponentially stabilize the system, we can control the system in such a way that the difference
y(t) — y*(t) decays exponentially. Indeed, with the Proportional feedback u(t) = [—(a +b) — ablz(t) + v(t),
with a > 0, b > 0 and a # b, we get the external behaviours: (p + a)(p + b)y(t) = w(t), w(t) = (p + bo)v(t
w*(t) = (p+a)(p+b)y*(t), and (p + bo)v(t) = w*(t). Thus: w(t) = w*(t) and (p+a)(p+b)(y(t) —y* () =
namely: y(t) = y*(t) + k€79 + kye b

(2) If we first move the finite poles to infinity with a Proportional and Derivative feedback we can obtain a TD
right inverse. Indeed with the Propotional and Derivative feedback: u(t) = [1 0]z +[0 — 1]z(t) + v(t), we
get the external behaviours: y(t) = (p + bo)v(t) and (p + bo)v(t) = y*(¢), namely: y(t) = y*(¢)

);
0,

5 CONCLUSION

We have proposed necessary and sufficient conditions for TD left or TD right inversion, i.e. when working in the
Time Domain, and thus when being faced to possibly unknown initial conditions. Those properties are important for
observation (left case) or reference tracking (right case) at any desired time. Direct applications can thus be found
for exact Failure Detection and Identification problems, as well as e.g. exact Decoupling problems.

We have pointed out the structural conditions which express those left or right TFM or TD invertibilities. TFM
(left or right) invertibility just relies on full (column or row) rank. TD (left or right) invertibility requires TFM (left
or right) invertibility and the fact that some internal dynamics (finite zeros or finite poles) must be unobservable.

Simple examples are given throughout the paper that illustrate those particularities, as well as our proposed proce-
dures for left or right inversion (e.g. for the cascade connection).
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A  Proof of Theorem 6

Let us consider the Laplace transform of system (12) with zero initial conditions !4 and with I" a monic map:
SNzpoi(s) = zpor(s) —Tu(s) ; 2z(s)=Ax(s) ; KerI ={0} (A1)

and let us define the subspace: Xar(s) = {poi(s) € R"(s)|z(s) = 0}. Let us note that Ker I' = {0} implies that:
Ker Tp0i(s) = {0} if and only if Xxr(s) = {0}; so we only need to characterize Xy (s).

(1) Let us first prove that Xx/(s) O Riyp a-
Indeed, by definition of Ry . 1) there exists a control law u(s) = sFape(s) + u(s), where F is an extension of a
feedback friend of Rfy 1 A, such that: S(N+TF)xpoi(8) = Tpoi(s) —T'a(s), 0 = Azpy(s), and zpe(s) € Rinr.ap-
(2) Let us next prove that Xxs(s) C Vinr.a)-
Let 2poi(s) € Xar(s), then: Napo(s) = 2ap0i(s) — 1Tu(s) and zpoi(s) € Ker A, which implies: 2,0(s) € Ker AN
N7'(Ker A +ImT) = V[zN,I‘ a)- Then @p01(s) € Ker AN N’l(V[zNI NEa r) = V[%VF ap» then .-, then
Tpoi(s) € Ker ANN™1 (Vﬂf}an] +ImT) =Viyra
(3) Let us finally prove that Xy (s) C Riyp a] -
Let @poi(s) € Xar(s), then: zpo(s) = Tu(s) + sNape(s) € Ker A, which implies: @p0(s) = Tu(s) + sN (Tu(s) +
SN (s)) = X1(s) + s2N%zpoi(s) € Ker A; where: X1(s) = T'u(s) + sNTu(s) € ImT' + N(Im I' N Ker A) =
W[2A7N7F]. Then: Tpoi(s) = (Tu(s) + sNTu(s)) +s2N? (Tu(s) + sNapoi(s)) = (Tu(s) + sNX1(s)) + 2 N3zp0i(s) €

Ker A.
Let us now suppose that for i € {1,...,u} : zpa(s) = (T'u(s) +sNX;(s)) + 5”2]\7”2%0;(5) = X;11(s) +
STT2N2g,,(s) € Ker A, where: X, 41(s) = I'u(s)+sN X;(s) € Im F—l—N(W[’X’lNyF]ﬂKer A) = ngihN’F]. Then:

Tpot(8) = <I‘u(s)+sN (I‘u(s)+sN ( = (Fu(s)-i—sN (Fu(s)+sN(Fu(s)+sNFu(s)))) )>>+s“+3N“+3xpol(s)

= X,q2(s) + s#P3NHT3g, 5 (s) € Ker A, where: X, 1a(s) = Tu(s) + sNX,11(s) € Im " + N(W[#AJTJQVW,B]
+3

Ker A) = W[HC;,OL,N,F]'

And thus (recall that N is a nilpotent matrix): T, (s) = Xp—1(s) +s"N"z(s) = X,—1(s), where X,,_1(s) =

Tu(s) +sNX,,_2(s) e Im I' + SN(W[”Aj}V’F] NKer A) = Wie, ., n.r)- Therefore: Tpoi(s) € Riypa) O

14 1n fact only the strictly proper part could have initial conditions, due to the integrators. In some papers, (e.g. Cobb (1984)),
non consistent initial conditions can also be at the origin of impulsive responses, coming from the polynomial part of the
system. In that case, s must be handled as a “generalized derivative” (Campbell 1982) and not as the usual time derivative,
which is the context of the present paper; anyway, when working with Transfer Function Matrices, the initial conditions are
set to zero, which allows to skip such a “philosophical” discussion.
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B Proof of Lemma 10

For the sake of shortness, we do not write “(¢)” in the considered time functions. Doing y = 0 in (9), we get
Tsp = Axsp + Bz and 0 = Cxgyp. Let us prove in three steps that zgp,, T4y € V[*A B.C)’

(1) Let us first prove that xz,,, &5, € V[QA,B’C] and i, € V@LB,C]: Since Cxsp, = 0, we get Ciy, = 0
and C&,, = 0, which imply z,p, Tsp, Top € Ker C' = V[lABC]. Then &5, = Az, + Bz € V[IABC] implies
that 2., € V), 5o NA™! (V[lA 5.+ Im B) = V2 oy And Fy, = Airy, + B2 € VY 5 o implies that &, €

(2) Let us next prove that if z,, € VA B.C] and acs V’f; é] forie {1,---,u} thenz,, € V[’f:é ) and xS,} €
V*f;; é] forie{1,---,p}: Indeed,if &5, = Azsp+Bz € V[A B.C] then z), € V[‘A’B’C] NA-! (V[A’B’C] +Im B)

= V[‘f:; cr Since Czsp = 0 1mpheb C’m(”H) = 0, we get C’m(“H) C’(Amg“) + Bz) = 0, which implies:
Az (p ) + Bz ¢ Ker C' and then .T ) ¢ V[A B.C] NA- (V[A BT Im B) V[A B.C]" On the other hand, let

us suppose that: a:gi), xi%;“) € V[IXL;} ¢ forje{p—1,---,1}, then I(JJF ) = Az g;?) + B2V € V[ljéj&’ and
thus x(j) € ij]g o N A~ (ijé ot Im B) = Vi;r; .C]

(3) From the ﬁrst two items, we get zp, Tsp € Vi) g o

Since Tgp, Top € V[A B,c) We get Bz = &4, — Az, € Im BN (V[A Bt AVA B C]> = {0}, which implies z € Ker B

={0}. O
C Proof of Lemma 11
To prove the Lemma, we first need to show that:
Vivng = {27 5| € %] 21 €V pop 22 € B (Vupo + AWune) & LBr = LAz} (C1)

where I, : X — X/ V[*A B.C) is the canonical projection. Indeed for the first step of the algorithm of V[*X[EZ A We

co

AB
that: Cx1 =0 and Axy + Bxs € V&,B,C]'

0

T
get: V[le;JEeAz] A, IEgVXE Eohl] = . This implies that there exist vectors [$T xg} , such

Via5.cl

Then 21 € Ker C N A~ (VA Bt Im B) = VA B.C] and xo € B~ (V[%,B,C] + AVQB’C]). Satisfying IIgBzs =

—IlgAx,, where IIy : X — X/VA B.C] is the canonical projection (this first projection is trivial since V&’B’C} =X);
namely: V[le;JEz,Ae} = {(xlT ) € Xg| 1 € V[A B T2 € BT (V[A Bo T AV[A B C]) & MyBxy = fHOAxl} and
]EZV[IA.’@;E@A@] ={0} & V[lA,B,C]'

For the p — th step of the algorithm of Vf)@;me,m]v let us assume that (with k € {1,--- ,u} ):

T
Veang = { (27 o8| € %]z €V p oy, w2 € B (Vb o+ AVfipey) & ioaBra = —Ti1Aay }

(C.2)
EZV[X[ Eep) =10} @ VA B,C)
-1
where II © X — X/VFE-L s the canonical projection. Then: V!t ARV _ |9
k—1 - [A B, C p J Xg ]Eg7Az] 4 [XZ;]ELAE] - A B
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0

T
]. This implies that there exist vectors [x{ xg] such that: Cxz; = 0 and Ax; + Bzy € V[’i‘ B.CI

ViaB.0)

Then z; € Ker C N A1 (V&,B,C] +Im B) = V[’j’}gyc] and z, € B! (V[leX,B,C] + Av[’j}ép])' Satisfying II,, Bxy =
—II, Az, where 11, : X — X/V[’i‘ B.C) is the canonical projection. And thus (C.2) is true V k > 0, which proves
(C.1).

We are now in position to prove that V, 5 , = {0} implies B~} (V[*A’B’C] + AV[*AB’C]) = {0}, which is
equivalent to prove that B! (V@}B’C] + AV[*A’B’C]) # {0} implies that Vi, 5, ,,) # {0}:

Indeed if B (Vi gy + AViy p.oy) # {0} there then exists w3 € B~ (V4 p o+ AV p¢))» @2 # 0. Then

Bxy # 0 and Bxy € Im BN (V[*A,Bc] + AV[*A,B7C]> C (V[*AB’C] + AV@B)C]); this implies that there exist z1,x, €
T

V[*;LB)C], such that: I'zo = x, — Axq, and thus, II,Bxy = —II,Az;. There then exists a {le a:QT} 2 0 such that

1 € V[*A7B’C]7-'L‘2 € B! (VEA,B,C] + AV[Z,B,C]) and satisfying II, Bxy = —1II, Az, namely V[*X“EZ’AK] #{0}. O

D Proof of Lemma 14

(1) Let us first prove that Im BN (V[Z,B’C] + AV[*A’BC}) = (V@B,C] + AKer C) NIm B: Indeed, from (1)
we get

Vivse) + AV = Ving.c + AKer €0 (Via g +1m B) = (Viy g o) + AKer ©) N (Vi g .¢) +Im B)

and then: Im BN (V[*A,B,C] + AV[Z,B,C]) = (V[*A,B,C] + AKer C) N Im B, which implies the result.
(2) Let us next prove that If (V[*A,B,C] + AKer C) NIm B = {0} then V}; 5 oy = N:  Since AV 5 o) =
AKer C'N (V[*A,B,C] + Im B), let z € AKer C'N (V[*A’B@] + Im B). There then exist ¢ € Ker C,v € V[’;LB’C]
and b € Im B such that x = Ac = v+ b, which implies Ac—v =0 € (V@B)C] + AKer C’) NIm B = {0}. That

is to say Ac —v =0. Namely x = Ac=v € (V[Z,B,C] N AKer C’). And thus
(Viame) N AKer C) € ARer €0 (Vg peg +1m B) © (Viy .0y N AKer C)

Therefore AKer CO(Vfy o) +1Im B) =V, oy AKer C. Andsince AVy, o = AKer CN(Vy o) +1m B)
we get AV[*A,RC] = Viapco N AKer C, which implies: AV[’;"B’C] C Viap,c)- Now since N is the largest
A — invariant subspace contained in Ker C and N C V[*A’ B,c]) We get the result.

(3) Let us next prove that If Ker B = {0} and (V; o) + AKer C) N Im B = {0} then B7Y(WN + AKer O)
= {0}: Indeed (recall that Vi) p o = N):

(V[*A7B7C] + AKer C) NIm B = {0} & BB~! (V[*A,B,C] + AKer C) = {0}, then
BBB (Vi .0y + AKer C) = B0} & B (V. + AKer C) + Ker B = Ker B, then
B (Vi oy + AKer C) = {0} & B (W + AKer ) = {0}.

Therefore, the result is satisfied.

21



(4) Let us next prove that If V}, , - =N and B~1 (N + AKer C) = {0} then (V[Z,BC] + AV[*A,B,C}) NIm B
= {0}: From items 1) and 2) we have:

(Viaser + AV p.er) NIm B = (Vi .oy + AKer C) NTm B = (N + AKer C) NI B
= BB~ (N + AKer C) = B{0} = {0}

(5) Let us finally note that if B~! (N + AKer C) = {0} then Ker B={0}. O

E Proof of Lemma 15

Let us first note that (recall (1) and (19)):

(1) V&obaBobvcob] = X/N = HX = HV[[LLBwC]
(2) Ker C =II"'Ker C,, then IIKer C' = IIT~'Ker C,, = (Im II) N Ker Cypp = (X/J\/) NKer Cy, = Ker Cpp.
(3) Im Bop = BopZ =1IBZ =Im B.

=1

(A,B,C] then:

Let us now prove that V@ob730b7cob] = HV@B’C]: For this let us suppose that VﬁlobyBob’ch]

Vi o = Ker Coy MAZI VY 0 +Tm Byy) = TKer C N AL (TIVY ;o + TIm B)
=TIIKer C N (X/N) N AO;H(V[A .o +1m B)
=IKer CNIm 1IN A 1H(V[‘f4 .oy +1m B) = IIKer C NI 1Aob1H(V[A .oy +1m B)
= IIKer C' NI (AnpID) " (V) p.oy+1Im B) = IKer CN1II (1mA)~" IV, gy +1m B)
=TKer C NTAI~ 1H(V[A gy t1Im B) =TKer C'N HA_l(V[’f4 5oy +Im B+ Ker II)
=TIKer C NIIA~ (VlilBC] +Im B+ N) =TIKer CNIIA~ (V[ZXBC] +Im B)
=I(Ker C+N)NIA™ (V[ 5 ) +1m B) = [(TT~IKer C) NITA~ (V[’f4 B +1m B)

= (I TKer €N AT (VY 5 o+ 1m B)) = TI(Ker C N AT (VY 5 o +1m B)) =TV L

Therefore V[A 52Bob,Cop] HV[?&,B,C]'

Let us now prove that B~'(N + AKer C) = B! AyKer Cpp: B~ (N + AKer C) = B~'(Ker 1T + AKer C)
= B~Y(II"'MAKer C) = B~'TII"'MIAKer C = (TIB)~! (TTIA)Ker C = B,,' AylIKer C = B! Ay Ker Cpp,. O

F Proof of Lemma 16

Let us first prove the necessity:

Since Viy p o = N and B~' (N + AKer C) = {0}, then from Lemma (15), V{, , »

{0}. Therefore Vi, p o1 =

Therefore Ker B,, = {0}.

ob>Bob,Cob] HV[*A>B7C} =NV =
{0}. Now Ker By, = Ker IB = B~ 'Ker Il = B~IN cB~! (N + AKer C) = {0}.
Let us now prove the sufficiency:

Via,BosiCoy) = {0} implies HilHV[Z,B,C] = I171{0}, which is equivalent to Viap,c) T Ker II = Ker II, namely
Viago t +N =N. SinceNCV*ABC],thenV[’;‘BC =N.
On the other hand, VA o0, Boy,Coy] = = Ker C,, ﬁAob (V[A »Bop,Cos] +1Im B,) implies {0} = Ker CobmA;bllm By, and

22



thus A,p{0} = AgpKer Cop NIm Byp. Then

{0} = BB,  AgpKer Cop = B, {0} = B, ' Boy By,  AgpKer Cop
if and only if
Ker By, = B! AgKer Cop, + Ker T' = {0} = B! AgKer Cop = B~ (N + AKer C)

Therefore B~ (M + AKer C') = {0}. O

G Proof of Lemma 19

(1) Let us first prove the external equivalence: The following system is obviously externally equivalent to (9):

1[0 z(t) B Alo
olN||z@®)| |ofI
%E] and defining [ZS:)(%)] _ [%] [zg;] , we get (29)-(28).

(2) Let us next prove the TD left invertibility of (29): For this, let us point out that the supremal (A, Y,,) —
tnvariant subspace contained in Ker C' is invariant under the changing bases matrices T" and S, and under the

)| | -B

[x(t)] +[ i]u(t) L2t = [cfo]a) (G-1)

Premultiplying (G.1) by

output injection matrix K, namely V[’;l *.,.C] = V[*2 %8 We then get when computing algorithm (1) for the
R K, 1,
matices (25) and (26): V. . ~ = {0}, which implies the TD left invertibility of Xpoies(A4, Tsp, C).

[AK 7TaC]
(3) Let us finally prove the TFM left invertibility of (28):
For this, let us define the transfer function matrices associated with systems (9), (25) and (28):

TY(s)=C(sl—A)'B ; T¥s)=C(sl—Ag)'B ; SY(s)=-YT(s4k —I)"'B=—-YT(sN.—1)"'B

Since rank T¥(s) = rank T9(s), the TFM left invertibility of S¥(s) is then proved showing that 79(s) and S(s)
are related by an invertible matrix.

Let us sketch the proof on a generic example, with: 7 = 3, k1 = 3, ko = 2 and k3 = 1. For this particular
case, the Markov’s parameters are:

BN N N N T T
. — . 2p . 3p
CB= 10,0, 0, s CAxB = |63, 83, 3, CAxk)™B=| 0 0 o0 ; C(Ak)’B=0
ERa 0 0 o0 0 0 0
R L P ) N 0 P ) R e PP A
T AT _ AT 25 _ T AT\37 _
T'B = b3, b3, b3, ;YT AR B = b3y b3, b2, T (AK)°B=1| 0 0 o0 ; YT (Ax)’B =
ERErey 0 0 0 0 0 0
s200
Which implies: SY(s) = | 0 s 0 [T7(s). Then: rank S?(s) = rank 77(s) = rank TY(s). That is to say, the TFM
001

left invertibility of TY(s) implies the TFM left invertibility of SY(s). The general case can easily be treated in
the same way. O
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