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Notacion

V, W, ... Espacios lineales
v, w, ... Elementos de los espacios lineales
dim(V) La dimensién de un espacio V
x Espacio cociente W médulo V (V C W)
VW Se utiliza para indicar dim(V) = dim(W)
&) Stmbolo para representar la suma directa de espacios independientes

ImX = XV Imagen del mapa lineal X : V — W
Kx, ker X Kernel del mapa lineal X : V — W

X 'T Imagen inversa del subespacio 7 por el mapa lineal X
XD Mapa inverso de X (cuando este existe) para evitar confusiones con X 17
£ Imagen del mapa F : X —X
B Imagen del mapa B : U —X
{z,y,z} Subespacio generado por los vectores z, y y z
€; Vector con 1 en su i — ésima componente y 0 en las demés
£y Transformada Inversa de Laplace
S Variable compleja de Laplace
p Operador derivada d/dt
X}; Vector de dimensién kx1 cuya i-ésima componente es 1 y las otras cero
1 Vector de dimensién kx1 cuyas componentes son 1
Iy, Matriz identidad kxk, o simplemente [
U {UT} Matriz triangular Toeplitz cuyo primer renglén es el vector v7
L{v} Matriz triangular inferior Toeplitz cuya primer columna es el vector v

D{Xi,..., X} Matriz diagonal a bloques cuyos elementos en la diagonal son las matrices X, ...

Ejemplo 1



Capitulo 1

Introduccion

El tema del presente trabajo se puede considerar como una extensién de los sistemas cldsicos
estrictamente propios:

t = Axr+ Bu (1.1)
= (Cu.

Rosenbrock [42] fue el primero en introducir este tipo de descripciones implicitas (conocidos
también como sistemas generalizados, sistemas diferenciales y algebraicos, sistemas singulares),
Y (E,A B,C):

Bi(t) = Az(t)+ Bu(t); (1.2)
y(t) = Cz(t)

donde F: X - X, A: X - X, B:U —-X y(C:X — ) son operadores lineales de dimensiones
apropiadas. A partir de esta introduccién, mucha gente ha puesto especial atencién a esta clase
amplia de sistemas con puntos de vista diferentes:

i) Enfoque Geométrico (e.g. [2, Armentano 1986], [23, Cobb 1984], [33, Lewis 1992], [39, Malabre
1989], [41, Ozcaldiran 1986], [48, Wong 1974]),

ii) Enfoque en el dominio del tiempo (e.g. [49, Yip y Sincovec 1981]),

iii) Transformada de Laplace (e.g. [3, Bernhard 1982], [29, Kuijper y Schumacher 1989], [44,
Verghese et al. 1981]),

iv) Teoria de Kronecker (e.g. [35, Loiseau 1985], [36, Loiseau y Lebret 1990]),
v) Enfoque polinomial (e.g. [30, Kucera y Zagalak 1988]),
vi) Algebra diferencial (e.g. [24, Fliess 1989]), y

vii) Técnicas de inclusién diferencial (e.g. [26, Frankowska 1990]).



No s6lo se han resuelto muchos problemas interesantes de investigacién sino también han
resurgido algunos aspectos préacticos de la teorfa de sistemas a través de esta visién. En efecto,
ahora se reconoce que las descripciones implicitas son capaces de describir comportamientos més
numerosos y mas ricos que para el caso cldsico estrictamente propio (ver [44, Verghese et al. 1981],
[22, Campbell 1982], [23, Cobb 1984], [1, Aplevich 1991], [32, Lewis 1986]). Se puede, por ejemplo,

mencionar:

e Sistemas estrictamente propios (E = I)

Sistemas que tienen comportamientos impulsionales (debido a derivadores)

Sistemas controlados por leyes de control proporcional y derivativa

Sistemas con restricciones en la entrada

Sistemas con restricciones algebraicas sobre el estado
e sistemas con restricciones sobre la ley de control, etc..

En este contexto generalizado, estamos interesados particularmente en modelos implicitos en
los cuales el niimero de variables internas es superior al nimero de ecuaciones de estado. Estos
sistemas 1mplicitos rectangulares tienen la caracteristica particular que para una condicién inicial
y una ley de control dadas, la solucién en términos de trayectoria de estado no es tunica, es decir,
poseen un grado de libertad interno (en algunas salidas en el origen el comportamiento no es
inico).

De esta manera se pueden describir sistemas de estructura variable (por ejemplo, donde el
comportamiento depende de la posicién de ciertos conmutadores). Més precisamente, se puede
describir una familia de n sistemas donde los cambios provienen de una ecuacién de restriccién
algebraica del tipo D;z = 0 (i = 1, ...,n) en superposicién con un conjunto constante de ecuaciones
dindmicas del tipo Fi = Ax + Bu. Esta clase de sistemas se describe en detalle en el Capitulo
2 donde se considera el problema de controlar un conjunto de sistemas lineales con el uso de un
modelo implicito rectangular, caracterizado por una cierta estructura comun.

Esta familia de sistemas puede ser descrito por un modelo implicito tinico conocido con el

nombre de sistema global, ¥9:
E . A B
{O]x = [Dzla:—l—{o}u (1.3)

N—— —— —_——
E A B
y = Cx

donde B : ¥ — X , A, =X =X, B: U —-X, y C: X — ) son operadores lineales, con
X, =X®X,;. Esta representaciéon global es importante ya que bajo ciertas condiciones (poco
restrictivas, principalmente en lo que respecta a la ley de control) es posible controlar esta familia
de sistemas con la ayuda de leyes de control de tipo proporcional y derivativa, para obtener una
respuesta tinica en lazo cerrado sin importar el valor de los pardmetros de las ecuaciones algebraicas

Como ejemplo ilustrativo se puede mencionar una clase de sistemas particularmente intere-
santes conocidos como sistemas escalera (descritos en el Capitulo 2) que describen los cambios de
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posicién de varios conmutadores. Una aplicacién reciente de estos sistemas escalera ha permitido
describir, a través de un modelo lineal con conmutadores (con tres componentes lineales) el proceso
de crecimiento vegetal descrito por la funcién (no lineal) logistica (muy utilizada en este dominio,
ver por ejemplo [19]).

En lo que sigue se va enfatizar sobre la riqueza de estos modelos implicitos de estructura
variable y se presentaran algunas contribuciones que muestran como se pueden controlar este tipo
de sistemas.

1.1 Résumé en francais

Dans ce travail, on considére des descriptions implicites décrites par des modeles du type Fi(t) =
Ax(t) + Bu(t), y = Cx(t). Ces descriptions peuvent étre vues comme une extension des systémes
classiques, strictement propres, pour lesquels E est inversible.

Les descriptions implicites permettent de décrire des comportements beaucoup plus nombreux
et plus riches que dans le cas classique strictement propre. On peut par exemple mentionner:
des systémes ayant des comportements impulsionnels (liés par exemple & des dérivations), des
systémes controlés par des lois de commande proportionnelles et dérivées (P-D), des systémes
avec des contraintes algébriques sur ’état, des systémes avec des restrictions sur les commandes,
etc ...

Dans ce contexte généralisé, on s’intéresse tout particulierement a des modeles implicites pour
lesquels le nombre des variables internes est supérieur au nombre d’équations d’état. Ces Systémes
Implicites Rectangulaires ont ceci de particulier que pour une condition initiale donnée, et pour
une loi de commande donnée, la solution en termes de trajectoire d’état n’est pas unique, c’est a
dire, ils possédent un degré de liberté interne.

Avec ces modeles, on peut décrire des systémes a structure variable. C’est le cas notamment
pour une famille de n systémes dont les changements potentiels proviennent d’une équation de
contrainte algébrique en superposition avec un ensemble constant d’équations dynamiques. Cette
classe de systémes est décrite en détail dans le Chapitre 2, ou I'on s’intéresse au probléme de la
commande d’un tel ensemble de systémes linéaires, en utilisant comme intermédiaire le modéle
implicite rectangulaire, caractérisé par la structure commune.

Cette famille de systémes peut étre décrite par le modéle implicite englobant I’ensemble des

restrictions algébriques, [ gj } z(t) = [ gl } z(t) + [ lg } u(t), y(t) = Cx(t), et désigné par

Systéeme Global. Cette représentation est trés importante puisque sous certaines conditions (assez
peu restrictives, principalement de type commandabilité), il est possible de commander cette
famille de systémes a ’aide de lois de commande du type P-D, de maniére & obtenir une réponse
bouclée unique, & la dynamique imposée, quelle que soit la valeur des parameétres liés a la partie
algébrique des équations dans I’ensemble des modeles possibles ainsi décrits.

A titre d’exemple illustratif, une classe particuliérement intéressante dans la famille de tels
modeles est celle des Systémes en Escalier (décrites dans le Chapitre 2) qui décrit les changements
liés a la position de plusieurs commutateurs. Une application récente de ces Systémes en Escalier
a permis de décrire par un modéle linéaire & commutations, (en utilisant trois systémes linéaires),
le processus de croissance végétale décrit par la fonction (non linéaire) dite fonction logistique (et
classique dans ce domaine).



Dans la Section 1.2 nous donnons un exemple illustratif pour décrire plus précisément notre
contexte de travail. Dans cet exemple, le systéme régi par les (mémes) équations dynamiques :
T1(t) = xo(t) — x3(t), 22(t) = z1(t) — x3(t) + u(t), y(t) = x3(t), mais contraint par la relation
[ a B 1 } x(t) = 0 peut avoir des comportements trés différents : par exemple, avoir un degré
relatif non constant (égal a 1 ou & 2), posséder ou pas des zéros finis, avoir un gain statique positif
ou négatif, suivant les valeurs des parameétres (« et ) sur un ensemble fini. D’abord, on obtient
une réalisation implicite globale du systéme complet et ensuite, on propose une loi de commande
P-D qui rend inobservable sur la sortie le changement de structure provoqué par les variations des
parameétres a et §. Le systéme en boucle fermée se comporte alors comme un systéme du premier
ordre, avec constante de temps fixée, quelles que soient les valeurs des parameétres « et (3.

La mise en ceuvre de telles lois de commande P-D présuppose que les variables internes et
ses dérivées sont disponibles, ce qui n’est généralement pas le cas, et qui oblige & les observer.
Malheureusement, il n’existait pas jusqu’a ce jour, de résultats pour construire de tels observateurs
de la variable interne pour ce type de systémes a structure variable.

Pour pallier ce manque, on propose d’utiliser les résultats donnés dans le Chapitre 3 ou I'on
introduit un détecteur de structure s’appuyant sur un algorithme adaptatif & base de gradient
normalisé, et dont la finalité est de déterminer quelle est la structure interne active parmi celles
qui ont été décrites dans le modele. Aprés cette phase de détection, on peut directement utiliser
des schémas classiques d’observation.

Une deuxiéme difficulté concerne le caractére impropre de la loi de commande (due a Paction
dérivée). Pour résoudre ce probléme, il est nécessaire de passer par une phase d’approximation.
Ceci fait I'objet du Chapitre 4, qui concerne un aspect pratique de la mise en oeuvre de compen-
sateurs impropres, a partir d'une analyse simplifiée de systémes implicites, & savoir, des approxi-
mations par des systémes propres & grand gain. Ces résultats sont particuliérement bien adaptés
dans le contexte de systémes classiques quand on utilise des lois de commande généralisées (P-D).

Le Chapitre 5 décrit des résultats récents sur une alternative qui consiste a chercher une loi de
commande proportionnelle & partir d’'une approximation du probléme original. Ce développement
est particulierement adapté a la commande des systémes a structure variable. Il est intéressant
de souligner un ingrédient de la solution qui y est proposée : on donne également une interpré-
tation, en termes de la théorie des systémes, de 'intégration par parties, formulée en termes des
changements de bases généralisés.

Dans le chapitre 6, on propose une loi de commande sous-optimale du systéeme global, obtenue
comme une combinaison linéaire des n lois de commande optimale de chaque systéme particulier.
Lorsque le i-eme systéme est actif, ce compromis global est évidement moins bon que sa commande
optimale associée ; mais ceci permet un réglage global plus simple et malgré tout satisfaisant
(comme montré en simulation). Ce schéma est opportun quand on ne sait pas exactement quel
systéeme est actif.



1.2 Ejemplo ilustrativo

Para ilustrar con més precisién nuestro contexto de trabajo, se va a considerar un sistema descrito
por las ecuaciones dindmicas:

10 01. 01 -1 0
{010]95_{10—1]”*[1}“ (1.4)
y = [0 0 1]93
sujeto a la restriccion:
[a f 1]z=0 (1.5)

Segin los valores de los pardmetros « y 3, este sistema puede tener comportamientos muy
diferentes:

e Si(a,B)=(-1,-1), i.e., x3 =21 + x9, se tiene:
o]l -1 0 ][m 0
HE ORI FENE =
= (1 1] [o o)
con la descripcién entrada-salida §(t) + y(t) = u(t).
e Si(a,) =(-1,0), i.e., x3 = x1, se tiene:
#n] -1 1] 0
BRI NHE w
v = [10][a o)
con la descripcién entrada-salida ¢(t) + y(t) = u(t).
e Si(a,f) =(—1,-5),i.e., x3 =1z + bxy, se tiene:
Bl [ -1 —4][m 0
HE R FENE =
v = [15][a o]
con la descripcién entrada-salida i + 6y + 5y = 5u + u.

e Finalmente, si (o, 3) = (1,1), i.e., x3 = — (1 + z2), se tiene:

IR N (19)
y = [-1 <1][z o ]"

con la descripcién entrada-salida y — 3y = —u.

!Este ejemplo se trata con més detalle en el Capitulo 2.
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Una realizacién implicita global de (1.4) y (1.5) estd dada por la siguiente expresion:

100 01 —1 0
010 |4 = 10 -1 |z24] 1 |u
000 a 3 1 0

y = [00 1]

Aplicando el procedimiento propuesto en el Capitulo 2, se obtiene una ley de control proporcional
derivativa que hace inobservable sobre la salida el cambio de estructura provocado por las varia-
ciones de los pardmetros (a, 3): Fj = [ 01 —1 ] y Iy = [ -1 0 0 ] . Enseguida se pueden
colocar los polos de la dindmica externa tomando una segunda retroalimentacién proporcional:
Er=[0 0 (1—1/7,) |. De esta manera, la ley de control u = Fj; & + (Fr + Fj) x4+ R/7,
conduce al sistema en lazo cerrado:

001t - [[8 é ]1/170]%[1};]1%
y = [0 0 1]=

El grado de libertad interno (debido a los cambios posibles de los valores de los pardmetros) se ha
hecho inobservable. En otros términos, la variacion interna de estructura ya no estd presente sobre
la salida. El sistema en lazo cerrado se comporta como el sistema de primer orden 7,54y = R, sin
importar la restriccién activa 0 = [ a B 1 } x, i.e., sin importar los valores de los pardmetros «
y B.

La implementacién de estas leyes de control proporcional derivativa presuponen que las vari-
ables internas x y su derivada & estdn disponibles, lo que no es generalmente el caso, por lo que
hay que observarla. A la fecha no se han desarrollado observadores de la variable descriptora para
este tipo de sistemas con estructura variable.

Para solucionar este problema se pueden utilizar los resultados presentados en el Capitulo 3
donde se presenta un detector de estructura que se basa en un algoritmo adaptable de gradiente
normalizado, cuya finalidad es determinar cual es la estructura activa entre las que han sido
descritas en el modelo.? Después se pueden utilizar esquemas cldsicos de observacion.

Una segunda dificultad concierne al cardcter impropio de la ley de control (accién derivativa).
Para resolver este problema es necesario pasar por una fase de aproximacién. Ese es el tema
del Capitulo 4 que concierne a un aspecto practico sobre la implementacién de compensadores
impropios deducidos de un analisis simplificado de sistemas implicitos, a saber, aproximaciones
por sistemas propios de gran ganancia. Estos resultados son particularmente bien adaptados en el
contexto de sistemas cldsicos cuando se utilizan leyes de control generalizadas (proporcionales y
derivativas).

El Capitulo 5 presenta los resultados recientes sobre una alternativa consistente en buscar
una ley de control proporcional aproximada del problema original. Este desarrollo nos parece
particularmente adaptado al control de sistemas de estructura variable. También se enfatiza sobre
un ingrediente de la solucién que nos parece interesante: una interpretacion en término de sistemas
del procedimiento matemaético de integracidn por partes formulada en términos de cambios de base
generalizados (considerando derivadas de las variables).

2Sobre el ejemplo precedente, precisar si el comportamiento es de primer orden, de segundo orden o de segundo
orden con un cero dominante.
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En el Capitulo 6 se obtiene una ley de control sub-dptima, u, del sistema global (1.3), como una
combinacién lineal de los controles 6ptimos, u} (i = 1,...,n), de cada sistema, que es, obviamente,
menos 6ptima, cuando el sistema ¢ estd activo que su control 6ptimo asociado, pero que conduce a
un compromiso global satisfactorio. Este esquema es conveniente cuando no se sabe con suficiente
precisién que sistema estd activo (articulo en proceso de elaboracién).

La presentacién de este trabajo termina con algunas perspectivas que prosiguen a los resultados
obtenidos.

1.3 Subespacios y Algoritmos

Relacionado con el sistema implicito(1.2), estdn los siguientes subespacios (ver [43, Verghese 1981],
[41, Ozcaldiran 1986] y [38, Malabre 1987)):

El subespacio supremo (A, E, B) invariante contenido en el subespacio 7, Vi5, := sup{V C
T|AV C EV + B}, es el limite del algoritmo:?

Vig=A"ImA; VPG =TnA Y EVEy+B), pn>0. (1.10)

El subespacio supremo (A, E, B) invariante contenido en el subespacio K¢, V§ .5 Se obtiene
de (1.10) y generalmente se representa con V* (para simplificar la notacién), es decir:

VW =x;, VWH=KenA Y (EV+B), u>0. (1.11)

El subespacio V3 caracteriza (junto con EV% + B) el conjunto de todas las posibles trayec-
torias que no son idénticamente cero para cualquier entrada u. Este subespacio es el limite
del algoritmo:

V=X, V' =AY (EVE+B). (1.12)

El subespacio V} caracteriza (junto con EVY) el conjunto de todas las trayectorias exponen-
ciales que no son observables en la salida y. Este subespacio es el limite del algoritmo:

V=X ; VTl =KonAT'EVE

o

El subespacio V3, caracteriza (junto con EV3 ) las trayectorias exponenciales y S3. carac-
teriza (junto con AS% ) el conjunto de todas las trayectorias debido a acciones diferenciales
puras (ver [48, Wong 1974] y [2, Armentano 1986]); note que Sy D R.

El subespacio supremo (E, A, B) de alcanzabilidad contenido en el subespacio 7, R7 s, es el
limite del algoritmo:

Rys=VisNKp RYS=VignNE ARy + B). (1.13)

3Se escribe A~ Im A en lugar del espacio vectorial del dominio puesto que se trabaja con dominios de definicién
diferentes. Si A:V —Y entonces A1 ImA=A"TAV =V +K4=V.
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e El subespacio R% se obtiene de (1.13) con 7 = X, es decir:

% =ViNKg RyYy=ViNnE ' (B+ARY"), i>1, (1.14)

e El subespacio supremo (A, E') de semi-controlabilidad contenido en K¢, R, := inf{R C
Kc|R = KcNE7Y(AR)}, caracteriza (junto con AR,,) €l conjunto de todas las trayectorias
debido a acciones diferenciales que no tienen influencia en las trayectorias entrada-salida.
Este conjunto se conoce como variables descriptoras diferencialmente redundantes. Este
subespacio es el limite del algoritmo:

Rgo =KcNKg; jol =KcN E_l(ARfjo) para i > 0 (1.15)

e El subespacio nfimo (A, E, B) invariante que contiene a B, S5 = inf{S C X|S =
E7YA(T NS) + B)}, es el limite del algoritmo:

Sty=Kp SES=E'ATNSLg)+B), p>0. (1.16)

Sea F'(V%) el conjunto de todas las retroalimentaciones proporcional y derivativa, (F,, Fy), tal
que (A + BF,)V% C (E — BFy)V%. Dicha (F), F;) se conoce como un par amigo de Vsi.
Ahora veamos el siguiente resultado (relacionado con V7 y,).

Hecho 1 ¢) Para el sistema en lazo cerrado Xp(E — BFy, A+ BF,, B,C) y para cualquier par
de retroalimentaciones proporcional y derivativa, (F,, Fy), siempre se cumple que Vi = Vi ;
entonces, se escribe V* para representar Vs, o Vs,
1) Para cualquier retroalimentacion derivativa, Fy, existe una retroalimentacion proporcional, Fy
tal que (A+ BF;)V!s C (E — BE;)V! s, es decir, (F;,Fj) € F(Vy)

Los siguientes algoritmos estdn asociados con el pencil ¥ = [A\F — G]| (ver por ejemplo [39,
Malabre| y las referencias mencionadas en dicho articulo) con F, G : V —)V:

A(l),\ll = {0}; A‘l‘:g,l = IE‘_IGAT,,I, que converge a A{yq,
AQ,@ =V; A‘Q"El = G_llﬁ‘Ag"w que converge a A3 g
By =Y Bf&,l = FG_IB’f"I, que converge a Bj g
BY, = {0}; Bg"gl = GF_lBS,\I, que converge a B3,

(1.17)
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Capitulo 2

Sistemas Implicitos Rectangulares

Los sistemas implicitos rectangulares se pueden utilizar para modelar una clase muy amplia de
sistemas lineales, incluyendo sistemas con interruptores internos. Existen condiciones necesarias y
suficientes (expresados en términos de un modelo implicito global) para controlarlos de tal manera
que presenten un comportamiento uinico, sin importar las variaciones de estructura interna.

En este capitulo se muestra como considerar la variacion de estructura interna, presente en las
descripciones implicitas rectangulares, dentro de un subespacio (A, E, B) invariante contenido en
el kernel del mapa de salida. Gracias a esto, se hace inobservable la variacion de estructura interna,
obteniendo de esta manera un sistema propio en lazo cerrado con una estructura pre-establecida
controlable.

2.1 Reésumé en francais

Les systéemes implicites rectangulaires peuvent étre utilisés pour modéliser une classe trés large
de systémes linéaires, et notamment des systémes avec des interrupteurs internes. Pour de tels
systémes, des conditions nécessaires et suffisantes, (exprimées sur un systéme implicite global),
garantissent 1’existence d’une commande assurant un comportement unique a la sortie, quelles que
soient les variations de structure interne.

Dans ce chapitre, on montre comment rendre inobservable sur la sortie, la variation de structure
interne, présente dans les descriptions implicites rectangulaires. On obtient de cette maniére un
systéme propre en boucle fermé, avec une structure pré-établie commandable.

Dans la section 2.2, on étudie le probléme (Probléme 1) qui consiste & commander un ensemble
de systémes linéaires par un retour d’état P-D, tout en assignant a chacun d’entre eux le méme
comportement externe en boucle fermée. Dans la section 2.3, on donne un bref descriptif de
certains outils existants pour les systémes implicites et qui seront utilisés dans le développement
de ce travail. Ceci englobe notamment des thémes tels que propriétés structurelles, atteignabilité,
rejet de la structure variable, et atteignabilité du systéme en boucle fermée. On montre sur un
exemple (Exemple 3) une illustration de ces résultats. Cet exemple est le méme que celui montré
dans la section 1.2 du Chapitre 1, mais plus détaillé.

Dans la Section 2.4, sont introduits les Systémes en FEscalier, dont le comportement entré-
sortie peut varier depuis un systéme du premier ordre jusqu’a un systéme du n*m¢ ordre (en
fonction de la position d’interrupteurs internes) ; la description implicite rectangulaire globale est
unique. Quand certains conditions sont satisfaites, il est possible de commander le systéme global
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de telle fagon que son comportement externe soit décrit par un modele fixe pré établi. Cette
présentation est principalement motivée par la modélisation du procédé de croissance végétale
dans des systémes agronomiques.

On considére dans la sous-section 2.4.1 un systéme issu de commutations sur un ensemble de
n systemes linéaires, le tout décrit par un systéme implicite global ; puis, dans les sous-sections
2.4.2, 2.4.3 et 2.4.4 des cas particuliers sont traités (voir Figures 2.1a, 2.1b, 2.1c¢) pour lesquels
(voir tables 2.1, 2.2 et 2.3) les modes inobservables sont bien stables.

2.2 Introduccion

Considere la descripcién implicita X(E, A, B,C) dada en (1.2). En [8, Bonilla y Malabre 1991]
se mostré que cuando dim X < dim X', es posible describir sistemas lineales con una estructura
interna variable. En efecto, cuando dim X < dim X y si el sistema tiene solucién (i.e., posee al
menos una solucién), las soluciones generalmente no son unicas. En algin sentido existe un grado
de libertad en (1.2) que se puede usar, por ejemplo, para tomarlo en cuenta como una posible
variacion de estructura de una manera implicita.

Problema 1 ([16, Bonilla y Malabre 2002], [18, Bonilla y Malabre 2003]) Considere un
conjunto de sistemas lineales estrictamente propios, con entrada u(t) y salida y(t) :

Fi(p)y(t) = Gi(p)u(t). (2.1)

Si este conjunto de sistemas se puede incluir en el siguiente modelo de sistemas implicitos (sistema

global), 39
H}x: [é}x—i—{g}u; (2.2)

y = Cx

parai =1,..n,donde £ : X - X, A: X X B:U—-X,D;: X —-X, yC:X — )Y son
operadores lineales de dimensiones apropiadas; X, =X S X, (i=1,...,n); EyD; (i=1,..,n)
son mapas épicos, i.e., € =X yIm D; =X;.

Pregunta: ;Bajo qué condiciones se puede controlar este conjunto de sistemas lineales por una
retroalimentacion de estado proporcional deriwativa fija, u(t) = Fyz(t) + Fux(t), asignando
a todos ellos el mismo comportamiento externo en lazo cerrado, cuya sintesis se base en la

estructura interna comun, descrita por el sistema implicito rectangular Ei(t) = Az(t) +
Bu(t)?

Este problema fue considerado de manera muy general en [6, Bonilla et al. 1994]. En dicho
articulo, el problema fue tratado utilizando la generalizacién de la forma canénica de Morse ([40,
Morse 1973]) conocida con el nombre de forma candnica para sistemas descriptores introducida
en [34, Lebret y Loiseau 1994], la cual, en algunas ocasiones, no es facil de obtener.

En este capitulo se estudia este problema y se muestra cual es la estructura interna comtin
del conjunto de sistemas lineales descrito por el sistema global (2.2) que resuelve el Problema
1. De esta manera es posible saber como considerar un conjunto de sistemas lineales en un
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sistema implicito de la forma (1.2) con la propiedad de asignamiento dindmico de salida. Algo
muy importante es el procedimiento presentado (muy simple) para sintetizar retroalimentaciones
proporcional derivativa. Para esto, se estudian las consecuencias estructurales de las condiciones
geométricas presentadas en [6, Bonilla et al. 1994] cuando se aplican para resolver el Problema
1. Gracias a esto, se presenta un procedimiento para sintetizar retroalimentaciones proporcional
derivativa que hacen inobservable la variacién de la estructura y asignan la dindmica de salida en
lazo cerrado.

2.3 Propiedades Estructurales Basicas

Definicién 1 ([27, Gantmacher]) Un pencil [NF—G| es reqular si es cuadrado y ademds det(\F—
G) # 0.

Hecho 2 ([3, Bernhard], [2, Armentano|) Un pencil ¥ = [AF — G]| es reqular si y solamente
st F ' ImF = Af 3 @ A3 .

Definicién 2 ([3, Bernhard], [2, Armentano]) El sistema Fi = Gz + v es internamente pro-
pio si y solamente si el pencil [NF — G| es regqular y no tiene ceros infinitos de orden mayor que
uno (no ezisten derivadores).

Uno de los conceptos més estudiados en la teoria de sistemas es el relacionado con la alcanzabi-
lidad, debido a que caracteriza, de cierta manera, todos los estados' que pueden ser controlados.
Ms4s precisamente, el concepto de alcanzabilidad estd generalmente asociado con el conjunto de
vectores del espacio de estado, el cual puede ser alcanzable desde el origen en un tiempo finito,
siguiendo trayectorias (soluciones del sistema) generadas por una entrada externa.

Ozcaldiran [41] extendié la caracterizacién geométrica de Wonham de los subespacios de al-
canzabilidad ([47, Wonham 1985]) de los sistemas cldsicos (1.1) donde el pencil [\E — A] es regular
y E = I para obtener el subespacio supremo (E, A, B) de alcanzabilidad R ..

Ozcaldiran [41] también mostré que para cualquier p > 0 se tiene que:

Bk 2
R’T,E =Vrxn ST,E'

En el caso general (cuando las matrices E y A no son necesariamente cuadradas), Frankowska
[26, Frankowska 1990] extendi6 la caracterizacién geométrica del subespacio alcanzable, R% s,
,
usando técnicas de inclusién diferencial.

Teorema 1 ([26, Frankowska 1990]) Considere el sistema implicito (1.2) y suponga que se
satisface la condicion:

ImAcC &+ B. (2.3)

El sistema es alcanzable, es decir, para cada o 1 € X y T > 0 existe una ley de control
u: [0,T] — U y una trayectoria = : [0,T] — X de clase C' tal que z(0) = zg y x = x1, $i Yy
solamente si Ry 5, = X.

!Cuando se trabaja con sistemas implicitos se habla de la variable descriptora en lugar del estado.
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Cabe mencionar que cuando las matrices A y F no son cuadradas, se pueden tener sistemas
alcanzables, atin en la ausencia de entradas; esto es posible debido a la existencia de variables
descriptoras libres (grado de libertad) que actian como controles internos. En efecto, para el
sistema auténomo:

[1 0]a=[0 1]z+[0]u

se tiene que Ry, = X' (ver las expresiones 1.10, 1.16, 2.3).
Para evitar tales patologfas se introdujo en [31, Lebret] una segunda condicién que garantiza
alcanzabilidad por medio de una entrada de control externa.

Teorema 2 ([6, Bonilla et al. 1994]) FEl sistema implicito (1.2) es alcanzable con asignamien-
to dindmico de salida, i.e., es alcanzable y la dindmica de salida, y, puede asignarse de manera
arbitraria por medio de la ley de control u(t) = Fyi(t) + F,x(t), si y solamente si

Ry=4&, y (2.4)

B
. % ST < di % 1 .
dim (Vy N Kg) — dim <—Bﬂ5> <dmV*'NE B (2.5)

donde R%, Vi y V* son respectivamente los limites de los algoritmos (1.14), (1.12) y (1.11).
Definicién 3 ([9, Bonilla y Malabre 1991]) Dada una descripcion implicita, X (Y, X, Z, W) :

Yz = Xz+ Zu,
y = Wu,

donde u, y, x son la entrada, la salida y la variable descriptora, respectivamente; Y : X — X,
X: X=X, Z :U—-X;, yW : X — ) son mapas lineales de dimensiones apropiadas. Se le
llama redundancia algebraica a cualquier variable descriptora £(t) € X la cual (para toda t) es
una combinacion lineal constante de algunas otras variables descriptoras y se puede eliminar sin
modificar el comportamiento externo, i.e., el conjunto de todas las posibles trayectorias de entrada-
salida (u,y) del sistema X (Y, X, Z, W), permanecen inalteradas (ver [45, Willems 1983]).

Proposicién 1 ([10, Bonilla y Malabre 1995]) Dada la descripcion implicita (1.2), se puede
restringir el sistema a V3 en el dominio y a EV3 + B en el codominio sin modificar el compor-

tamiento externo (es decir, el conjunto de todas las posibles trayectorias de entrada-salida, (u,y),
ver [45, Willems]). Ademds el sistema inducido, %:(F, A) :

B A
con B : X)Vi — XJ)(EVL +B) y A: X/Vi — X/(EV% + B) representa la parte mds grande
del sistema que caracteriza las relaciones algebraicas, las cuales pueden reducirse por simple ma-
nipulaciones algebraicas. La parte del sistema restringido a Vy y EVy + B se le llama parte

algebraica no redundante; la variable descriptora, é, del sistema inducido, E(E,/Al), se le llama
variable descriptora algebraica redundante.
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Proposicién 2 ([10, Bonilla y Malabre 1995]) Dada una descripcion implicita ©(E, A, B, C),
) .

a
Rao caracteriza las variables descriptoras diferencialmente redundantes. FEl sistema g](E A, B,

EZ = A7+ Bug
y = C%

con E: X|R:, =X JAR:,, A: X /R, X /AR, B:U —X/AR:, y C: X/R:, — Y, no tiene

ao’ ao’

variables descriptoras diferencialmente redundantes. Por lo tanto, los sistemas Y(E, A, B,C) y
Y(E, A, B,C) son externamente equivalentes.

Corolario 1 Una descripcion implicita 3(E, A, B,C) es externamente propia si su sistema in-
ducido X(F, A, B,C) (definido en la Proposicion 2) es internamente propio.

Proposicién 3 ([31, Lebret 1991], [33, Lewis 1992]) El sistema implicito, Z(E, A, B,C) da-
do por la expresion (1.2) admite al menos una solucion en la salida, y, (en ¢ ) para toda entrada,
u, (en C*) si y solamente si:

BCBiy+Biy < BCInv (2.6)

donde U es el pencil [N\E — A]. En este caso, se dice que el sistema acepta todas las entradas. La
solucion, y, es unica si y solamente si:

Aty N Ay C Koo Ky C Ko (2.7)

Ahora se presentaran las propiedades estructurales para las descripciones implicitas globales,
Y?  dada por la expresién (2.2). Para reducir la complejidad en la notacién, se escribird D en
lugar de D; para i =1,2,...,n fija.

Considere, como en (2.2), la siguiente descripcién implicita global, 39 (E, A, B, C) :

Ei(t) = Ax(t)+ Bu(t); (2.8)
y = Cux(t)

s=[2] a-[3] o [8

y donde xz(t), u(t), y(t) son, respectivamente, la variable descriptora, la entrada y la salida;
E:X =X, A: X =X, B:U—-X,,yC:X — ) son operadores lineales, tal que:

con:

ImA+BC¢& £olmD =4, (2.9)

La parte dindmica del sistema global, 39, que se activa por cualquier eleccién de D;, se denotard
por X(E, A, B, (), tal como en la expresién (1.2).

Proposicién 4 ([16, Bonilla y Malabre 2002], [18, Bonilla y Malabre 2003]) La descrip-
cion implicita global (2.8) es internamente propia si y solamente si:

Kp®Kg=2X (2.10)
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En base a la prueba de la Proposicién 4, se definen:

P:X, — &, laproyeccién natural a lo largo de Im D (2.11)

V:Kp—4&,yV:&— X, mapasde insercién. (2.12)
Entonces, los mapas (E, A, B) y (E, A, B) estén relacionados por:

PE=FE, PA=A: PB=B.

Ademds, existen mapas tinicos (E A B, U) tal que:
EV =VE; AV=VA, B=VB;, CV=C (2.13)

Proposicién 5 ([16, Bonilla y Malabre 2002], [18, Bonilla y Malabre 2003]) FEl sistema
global (2.8), 39 (B, A, B,C), restringido a Kp en el dominio y EXp en el codominio, no con-
tiene partes algebraicas redundantes. Ademds, el grado de libertad, caracterizado por la variable
descriptora algebraica redundante, esta localizada en Kg. El sistema global (2.8), es externamente
equivalente a la descripcion de espacio de estado reducida, Y2° : ([ , Ao, BO,G) :

A, + Bou; (2.14)
Yy = Cz

con:
A,=E“YA y B,=E“YB
E=PEV = EV: A= PAV = AV (2.15)
B=PB=B; C=CV
Tomando en cuenta (2.9a) en la Proposicion (3) se obtiene el siguiente Lema.

Lema 1 ([16, Bonilla y Malabre 2002], [18, Bonilla y Malabre 2003]) Las siguientes ase-
veraciones son verdaderas:

1. Sila condicion geométrica (2.9a) se cumple, entonces el sistema implicito (1.2), ¥ (E, A, B,C),
admite al menos una solucion en la salida 'y (en C*°) para todas las entradas u (en C*).

2. Si la condicion geométrica (2.9b) se satisface, entonces la descripcion implicita global (2.8),

Y9 (B, H, B, C) , admite al menos una solucién en la saliday (en C*) para todas las entradas
u (en C*).

3. Si ademds de la condicion geométrica (2.9a), se toma una retroalimentacion proporcional
derivativa, u = Fyx + Fpx + v, tal que:

Im (E — BF)) = € (2.16)

entonces el sistema en lazo cerrado, Y% (E — BF;, A+ BF,, B,C), admite al menos una
solucion en la salida'y (en C*) para todas las entradas u (en C*).
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Teorema 3 ([16, Bonilla y Malabre 2002], [18, Bonilla y Malabre 2003]) Dado el sistema
implicito (1.2) satisfaciendo la condicion geométrica (2.9a), se toma una retroalimentacion pro-
porcional derivativa, uw = Fyt + Fyx + v, con (F,, Fy) € F(V*) y tal que el sistema en lazo cerrado
Yp(E — BFy, A+ BF,, B,C) satisfaga la condicion geométrica (2.16). Entonces, la salida y del
sistema en lazo cerrado es unica si y solamente si se satisfacen las condiciones geométricas:

ker (K — BF;) C V* (2.17)

dim (Kg) < dim (V* N E7'B) (2.18)

El Teorema 3 se basa en la existencia de por lo menos un par amigo, (F,, Fy) € F(V*) que
satisface (2.16). Posteriormente se mostrard que dicho par existe y se proporcionard un proced-
imiento para construirlo.

2.3.1 Alcanzabilidad

Ahora se presentard un resultado muy importante que caracteriza geométricamente el subespacio
de alcanzabilidad de la descripcién implicita global, ¥¢(E, A, B, C'). Esta caracterizacién muestra
que la alcanzabilidad del sistema global se puede separar en la alcanzabilidad obtenida a través
de la ley de control de la entrada y la alcanzabilidad debido al grado de libertad interno.

Teorema 4 ([16, Bonilla y Malabre 2002], [18, Bonilla y Malabre 2003]) Dado el sistema
(2.8), los algoritmos del subespacio de alcanzabilidad RY, del sistema implicito rectangular ¥ (E,A,B,C),
el subespacio de alcanzabilidad Ry s del sistema reducido, %° (I , Ay, By, C’) y la alcanzabilidad
del subespacio Ry 5, del sistema homogéneo, Yo(E, A, 0,C), satisfacen:
R = $4 A Im By (2.19)

RET = (ETTA)PH K + VS Al Im By

Riys, = (ET'A)Ke
y estan relacionados por la expresion:

* oy *
Ry =Ry, + VR, ss

Ademds, RY x, es el subespacio alcanzable por el grado de libertad, es decir, R v, = R g donde
YU(E,AWD,C) es el sistema implicito:
Ex = Axz+ WDz
y = Cx

donde T caracteriza el grado de libertad y W: Im D — X, es el mapa de insercion natural de Im D
en Xg4.

La importancia del Teorema 4 es evidente cuando se considera la ubicacién de polos entrada-
salida. En efecto, para forzar que cualquier sistema Y7 en (2.2) tenga los mismos polos de entrada-
salida, se debe cumplir la condicién geométrica X = R 5, + ViRj, v: parat = 1,2,...,n. Esto
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restringe la clase de modelos globales X7 a un conjunto de sistemas lineales estrictamente propios.
Pero esta restriccion no es tan fuerte como se muestra, por ejemplo, para un conjunto de sistemas
escalera introducidos en la Seccién 2.4.

Ahora se mostraran las propiedades estructurales aplicadas al sistema (1.4) tratado en el
Capitulo 1.

Ejemplo 2 Considere el sistema (1.4). Su realizacion implicita global (2.8) estd dada por la
exTpresion:

1 00 01 —1 0
010 |z = 10 -1 |z+ i u (2.20)
000 a g1 0

y = [001}&

Ahora se expresa el espacio descriptor en las bases X = Kp @ Kg y el espacio de ecuaciones en

las bases Xy, = EKXp @ Im D. Para esto, se hace v = Tr{ y se premultiplica la ecuacion diferencial
(2.20) por Ty, donde:

0 1 0 -1 10
Tr = 1 1 01|, Tp= 1 00

-6 —(a+p) 1 0 01

para obtener:
1 010 -1 0|0 1
0 10 [¢ = pr P | -1 | €+ 0 u (2.21)
0 00 0 01 0
y =[-8 —n|1]¢

pp = 1+0, pp=1+a+p8, p=a+p.

En el sistema global X9 (B, A, B, C') mostrado en (2.21) sobre la linea continua se localiza el sistema
implicito rectangular E_(E,A, B,C) y dentro de los cuadros se localiza la descripcion de estado
reducida >° (I, A,, By, C’). Debajo de la linea continua de A, se localiza la matriz D .
Note de (2.21) que:

1. Kg® Kp = &;

2. VR, ss = Spcm{[ 1 00 }T, [0 (14+8) 0 }T} (ver la expresion 2.19a);

3. Rz, = Span{[ 010 }T, [ 0 01 ]T} (ver la expresion 2.19¢);
4. Ry i = X (ver la expresion 2.19b), i.e., el sistema implicito rectangular ¥ (E, A, B,C) es

alcanzable sin importar los valores de («, 3) . Esta alcanzabilidad se logra tanto por la accion
de entrada a través de VIm B,, y el grado de libertad, a través de VIm D,
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5. La matriz de observabilidad:

{_6 }:{ -3 o
CA, | ~ | B-(1+B)(@+p) —(1+a+B)(a+p)

det MM —A,)=(A+1)(A=1—a—-0).
Observe lo siguiente:

e Para el caso del sistema de primer orden, y(t) + y(t) = u(t), obtenido con (o, ) =
(—1,—1), se obtiene del seqgundo y quinto punto que hay un modo estable no controlable
y no observable, (A + 1), en el sistema reducido %° (I, A,, B, C’) )

e Para el caso del sistema de primer orden con ganancia negativa, y(t) — 3y(t) = —u(t),
obtenido con (a,B) = (1,1), se tiene del seqgundo y quinto punto que hay un modo
estable controlable y no observable, (A + 1), en el sistema reducido %* (I, A,, By, C’) .

e Los otros sistemas reducidos obtenidos con (o, ) = (—1,0) y (o, B) = (—=1,—5) son
completamente controlables y observables.

2.3.2 Rechazo de Estructura

Primero note que Vg 5, C V*. En base al Hecho 1 (Capitulo 1), el comportamiento entrada-salida
se puede fijar simplemente haciendo inobservable V* con un par amigo.

A continuacion se muestra la utilidad del subespacio (A, F, B) invariante contenido en K¢, V*,
que hace inobservable la variacién de estructura interna en el comportamiento entrada-salida del
sistema en lazo cerrado.

Empecemos considerando el siguiente teorema, el cual muestra como incluir el grado de libertad
en V*.

Teorema 5 ([17, Bonilla y Malabre 2002], [18, Bonilla y Malabre 2003]) Si (2.9a) y (2.18)
se cumplen, entonces existen retroalimentaciones proporcional y derivativa (F];*, F3) e F(V*) tal
que (2.16) y (2.17) se satisfacen.

En la prueba de este tltimo teorema primero se descompone el espacio X' y los subespacios
V*, E7'B, y Kg de la siguiente manera:

X = VH+E'B)aex; V=X.a(VNE'B) (2.22)
E7'B = (V'NE'B)+Kg)®Xs
Kg = (V* N ’CE) D XICE

donde &p, Xy, X3 y Xy, son subespacios complementarios cualesquiera y se muestra que:

V' n E_lB = Xl D XQ @D (V* N ICE), con XQ ~ XICE (223)
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por lo tanto:

X = X100 (V' NKg) @ X, ®X; DX (2.24)
V9= DX 1oXd (V' NKE)
E'B = X100 (V'NKg) ® X, © Xs.
Después, a partir de la proyeccién canénica N:X & /B, se tiene:
NAV* ¢ NEV* (2.25)

y para cualquier par (F,, F;) € F(V*), (A+ BF,)V* C (E — BE,))V*y BC Ky
También se definen las siguientes proyecciones naturales (note que € = EXy- & B @ EXy y
B=FEX & EX,® EX3):?

P : £— B, alolargode E(X) P Xy), talque PB=1 (2.26)
Qv- + X =V Qup : X — Xy
Qu, + X = A Qu, X — Xy

y los mapas de insercién:

Rv* . V* — X, va* . Xv* — X (2.27)
Ry, 1 & — A& RXICE X, — X

E
tal que Qx, Ry, = I y donde Qx, Ry, = 0 para todo i # j. De igual manera, se define el isomorfismo:
Ty, Xcp — X (2.28)
y los mapas F) : X - Uy Fj: X - U:
BF; = —PE(RuT3, Que, — RuQn) (2.29)
.B.F;< - —PARV*QV*

En el siguiente teorema se muestra que el sistema cociente, f]}(E*, A,, B., C,), es estrictamente
propio y descrito en el espacio de estados.

Teorema 6 ([17, Bonilla y Malabre 2002], [18, Bonilla y Malabre 2003]) Sea (F}, F;j) €
F(V*) como en el Teorema 5. Entonces existen mapas tunicos (E., A, By, Cy) que satisfacen:

donde:

Ep- = (E—BF;); Ap-=(A+BE); y
I : &—-E/EpV; O:X - X/V*

2Las proyecciones naturales @y, son proyectadas a lo largo de los subespacios complementarios de X;, mostrado
en (2.24).
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son proyecciones candnicas y el mapa inducido F, es un isomorfismo. Ademds, cuando el sistema
(2.8) es retroalimentado con el par (F, Fy), es decir, con la ley de control u = Fyx + Fji +v, se
hace externamente equivalente al sistema cociente:

i = EYAG+ ECYBw; (2.31)
= C.i

donde T = ®x.

2.3.3 Alcanzabilidad en Lazo Cerrado

En el siguiente teorema se muestra que la condicién de alcanzabilidad del Teorema 2 (ecuacién
(2.4)) implica la alcanzabilidad del sistema en lazo cerrado.

Teorema 7 ([17, Bonilla y Malabre 2002], [18, Bonilla y Malabre 2003]) Dado cualquier
par (F;, F3) como en el Teorema 6, y el sistema en lazo cerrado, Xp- :

EF*Z' = AF*'T + Bo.
Si Ry = X, entonces:
Yo =X (2.32)

ECYA) Im (ECVB) = XV

¥ (B

J
Apliquemos estos resultados a nuestro ejemplo.

Ejemplo 3 Considere nuevamente el sistema (1.4) donde:

e-[100], =[O0 1], 5-[0].

D=[a g 1], C=[00 1].

Sea {e1,es,e3} una base en X. Note que:

V*=Ke={e,e2}, Kp={es}, E'B={esesl,
entonces (ver las expresiones (2.22)-(2.24)):

Xv* = {61}, Xl = {O}, XQ = {62}, V'N ICE‘ = {0},
Xicp = {es}, Az ={0}, A ={0}.

De (2.26)-(2.28) se tiene:

010
Qv = [0 1 0]=RY, Qu,=[00 1]=Ry , Ty =[]

1
P =10 1], Qy*:{ 0 0}:}%5*, Qx,. =[1 0 0] =R .,
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que junto con (2.29) implica:
F;=[01 -1], Fp=[-10 0].

En vista del Teorema 7, la dindmica del sistema cociente estrictamente propio (2.81) se puede
asignar, por ejemplo, con Iy = [0 0 (1—-1/7¢) |. De esta manera, con u = Fyi+ (Fy +
Fy)x + R/To, el sistema en lazo cerrado estd dado por:

HER

El grado de libertad se ha hecho inobservable, es decir, la variacion de estructura ya no estd
presente en la salida. FEl sistema en lazo cerrado se comporta como el sistema de primer orden
Toy +y = R sin tmportar la restriccion activa 0 = [ a g1 } x.

La estrategia de control desarrollada usa directamente la variable descriptora x(t) y se necesita
tener algiin procedimiento para estimarla; en el Capitulo 3 se presenta una opcién.

2.4 Sistemas Escalera

En esta seccién se introducen los sistemas escalera, en los cuales, su comportamiento entrada-salida
puede variar desde un sistema de primer orden hasta un sistema de n-ésimo orden (dependiendo
de la posicién de los interruptores internos); la descripcién implicita rectangular es inica. Cuando
se satisfacen ciertas condiciones, es posible controlar dicho sistema de tal manera que se comporte
como un modelo pre-establecido. Esta presentacién estd principalmente orientada hacia el mode-
lado, con un ejemplo particular extraido de aplicaciones agronémicas (ver, por ejemplo, [28, Hunt
1982]).

2.4.1 Introduccion

En [13] se introducen los sistemas escalera como una herramienta para sintetizar sistemas implicitos
rectangulares, con la propiedad de asignamiento dindmico de salida, el cual es capaz de describir
sistemas lineales con una estructura interna variable.

Considere un sistema cuyo comportamiento externo (u,y) se puede describir por uno de los
siguientes 2" ! sistemas lineales:

(
(paj + 1)(pa; + 1)(pay + 1)y(t i,jef2,....n}  &i#j
(pax + 1)(pa; + 1)(pa; + 1)(pay + 1)y(t

( )
(pa; + 1)(pa; + 1)
( )
( )

donde los a; (i = 1,...,n) son nimeros reales.
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Todos estos 2" ! sistemas lineales se pueden describir por el siguiente sistema implicito global:

[ da(t) = —ay(21(t) + 72(1)) +(w3(t) + z4(t))
24(t) = (an—Dza(t)  —an(zs(t) + z4(t)) +(@s(t) + 26(t))

Bop-a(t) = (as — 1)zon—7(t) —as(Ton—5(t) + T2n-a(t)) +(T2n-3(t) + T2n-2(t))

Topn—2(t) = (a3 — )T2n-5(t) —as(zan—3(t) + T2n2(t)) +(T2n-1(2))
. jﬂ‘gn_l(t) = (CLQ — 1>$2n_3(t) —Q92T9on—1 (t) +U(t)
(2.33)
0= l’l(t) —90(333(t) + $4(t>>
0= .I'3(t) —91($5(t> + .776(t>>
................................... (2.34)

y(t) = (21(2) + 2(t)) (2.35)

donde los pardmetros ;, : = 0,1, ...,n — 2 conmutan entre 1 y 0.
A continuacién se consideran los siguientes tres casos:

1. Factores irreducibles de orden 1, (p + a;),
2. Factores irreducibles de orden 2, (p* + 2pw,p + w?), y

3. Red de compensacién de atraso/adelanto, « (as + 1) / (s + ) .

2.4.2 Caso 1: Factores Irreducibles de Orden 1

Primero considere un sistema cuyo comportamiento entrada-salida se puede describir por una de
las siguientes ocho ecuaciones diferenciales:

(25 (1= 0:)(p + an—i) +60:)) (0 + ar)y(t) = (55 (1 = 05)an—; + 65)) aruf(t)

conn =4,y donde 0; € {0,1} parai =0, 1,2. De (2.33)-(2.35) se obtiene la descripcién implicita

(2.36)-(2.37) (ver también la Figura 2.1a)
0100000 —a;  —ay  ky 1 0 0 0
0001 00O . - (CL4—1) 0 —@4 —Qy ]{33 1 0
00000 10| = 0 0 (as—1) 0  —a5 —az 1 |"OF
0000001 0 0 0 0 (a2—1) 0 —ay
+[0 0 0 ko ]u(t) (2.36)

yit) = [k 1.0 0 0 0 0]x(t)

1 0 —6oky —by 0 0 0
0 0 0 0 1 0 —b
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| 0o | 01 | 0 || Comportamiento Entrada-Salida | Comportamiento Interno

e y = (w2 + ki (24 + Ky (26 + k3w7))) (p+a1)we = k1 (1 — a1) (x4 + ks (w6 + kszr))
(p+a1)y = a1u (p+1Dzy=0; (p+ 1)z =0; (p+ 1)x7 = kou
NERE y = (x2 + k1 (24 + kae)) (p+ a1)zs = k1(1 — a1) (w4 + kae)
(p+a2)(p+ a1)y = azaru (p+1Dzs=0; (p+ 1w =27, (p+ a2)ry = kau
1 0 1 y = (v2 + k124) (p+ar)ry =k1(1 —a1)zy; (p+ V)xg = (v + kszr)
(p+a3)(p+a1)y = azaru (p+az)re = k3(1 —az)x7; (p+ 1)xr = kou
1 1 0 Yy =2 (p+ar)ry = (x4 + kg (x6 + ksz7)); (p+ 1)z =0
(p+as)(p+ a1)y = asaru (p+ as)ry = ka(1 — aa) (w6 + kszr); (p+ 1)y = kau
0 0 1 Yy = (x2(t) =+ k1$4) (p + al)xg = /{:1(1 — al)x4; (p + 1)$4 = Tg
(p+a3)(p+a2)(p + a1)y = azazaiu (p+az)re = x7; (p+ az2)xr = kou
ol11lo Yy =22 (p+a1)re2 = (x4 + kaxe); (p+ 1)w6 = 27
(p+a4)(p+ a2)(p + a1)y = agazaiu (p+ asa)zs = ka(1 — aa)xs; (p+ a2)zr = kau
1lolo y=12 (p+ a1)wa = x4; (p+ as)xs = (6 + k3z7)
(p+aq)(p+ a3)(p + a1)y = asazaru (p+as)re = k3(1 — az)zr; (p+ )27 = kou
010]0 y— T2 (p+ a1)r = x4; (p+ as)zs = 6
(H?:1(p + az’)) Y= (H?=1ai) u (p+ az)xe = x7; (p+ az)rr = kau

Tabla 2.1: Posibles descripciones del sistema (2.36)-(2.37)

Los parametros a; y las ganancias k; tienen los siguientes valores:
A (— L3)

si a; # 0 entonces a; = |a;|, de otra manera a; = 1.

En la Tabla 2.1 se muestran los comportamientos internos involucrados.

2.4.3 Caso 2: Factores Irreducibles de orden 2

Ahora tomemos en cuenta un sistema cuyo comportamiento entrada-salida se puede describir por
una de las siguientes cuatro ecuaciones diferenciales:

(1= 61)(p+ az) + 601)) (1 = 00)(P* + 2pwoep + w?2) + 60)) (p + ar)y(t) =
= ((1 —=61)ay + 6y) ((1 — fo)w? + 90) aju(t)

donde 64, 0, € {0, 1}. Para este caso (2.36)-(2.37) se modifica como sigue (ver también la Figura
2.1b):

0100000 o ko1 0 0 0
0001000]. 4—1 A
0000010/ = Loy —w?  —a3  —az 1 | BT
0000001 0 0 (-1 0 —a

+ | 0 k2] u(t) (2.38)

y(t):[llooooo}()




| 0o | 01 || Comportamiento Entrada-Salida | Comportamiento Interno
Ll y =y + ka1 (24 + ky (w6 + ksw7)) (p+a1)we = k1(1 — a1) (x4 + ks (26 + kszr))
(p+a1)y = a1u (p+1)zs=0; (p+ 1)z =0; (p+ 1)z7 = kou
Lo y = @2 + k1 (24 + kas) (p+a1)ze = ki(1 — a1) (x4 + kaxe)
(p+a2)(p+a1)y = aza1u (p+1Dza =0; (p+1)x6 = 27; (p+ a2)x7r = kau

0l 1 Y= =2 (p+a1)ze = ki(1 — a1)za; pre = kszr — w32
(p? + 2pwop + wW2)(p + a1)y = wlaiu (p+ 2pwo)xs = 6 + k3w, (p+ 1)ar = kau

0|0 Y= T2 (p+a1)re =245 (p+ 2pwo)r4 = T6

(P? 4 2pwop + w2) (TI (p + @) y = wiazaru pre = 17 — W2x4; (D + a2)wr = kau

Tabla 2.2: Posibles descripciones del sistema (2.38)-(2.39)

1 0 —6oky —069 0 0 0
0 0 0 0 1 0 -6

Los pardametros ag, a4 a; (1 =1,3,4), as y las ganancias k; tienen los siguientes valores:

2 _ - 2
as =w; , a4 =2pw, , a3 = kqw’ +1,

C_lekl(al—1>+1 y C_Lg:l—kg ; d4:k:4(2pwo—1)—|—1
k2 = d3d2d1 ) (kla k37 k4) = (1/\/&/_37 1/d27 1/\/d_3)

if a; # 0 entonces a; = |a;|, de otra manera, a; =1, (i

1,2,3)

En la Tabla 2.2 se muestran los comportamientos internos.

2.4.4 Caso 3: Red de Compensacién de Atraso/Adelanto

Finalmente, tomando en cuenta un sistema cuyo comportamiento entrada-salida puede ser descrito
por una de las siguientes cuatro ecuaciones diferenciales:

(1= 01)(p+az) +61) (1 — 0o)(p+ ) + 0o) (p+ ar)y(t) =
= ((1 — 90)(0&]9 + 1) -+ 90) ((1 — (91)(12 + (91) ((1 — 90)0& + 00) alu(t)

donde 04, 0, € {0,1}. Para este caso (2.36)-(2.37) se modifica como sigue (ver también la Figura

2.1c):
01000 —ai —ay (]{33—0{) 1 « 0
00010 l‘(t) = (0,2—1) 0 —asy —a9 (1-&2@) ZL‘(t)—f- 0 U(t)
000011 0 0 (a—1) 0 —a ks
yt) = [k 10 0 0]a() (2.40)
. 10 —90(]{33—0[) —00 0
0= 00 1 0 —o, x(t). (2.41)
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[ 00 [ 01 ]

Comportamiento Entrada-Salida

Comportamiento Interno

1 1 y=1x2+k (1‘4 + k3$5) (p + CL1)$2 = kl(l — al) (1'4 + ]{731‘5)
(p+a1)y = a1u (p+ Dxy =0; (p+ 1)zs = kou
1o y =2+ k1(x4 + axs) (p+a1)ze = ki (1 —ay) (x4 + aws)
(p+a)(p+a)y = (ap+ 1)aaiu (p+ Dy = (1 —a)xs; (p+ a)xs = kau
0 1 Y =22 (p + a2)$4 = kg(l — a2)$5
(p+a2)(p+a1)y = azaiu (p+a1)re = x4 + kaxs; (p+ 1)xs = kau
0 0 Yy =2 (p + a2)$4 = (1 - (IQCY).’EE,
(p+a)(p+a2)(p+a1)y = (ap + 1)aazaiu (p+ai)re = x4 + axs; (p+ a)xs = kau

Tabla 2.3: Posibles descripciones del sistema (2.40)-(2.41)

Los pardametros a;, as y las ganancias k; (i = 1,2,3) tienen los siguientes valores:

a; =ki(ag —1)+1 , as=kslaa— 1)+ (1 —a) ; a3=a
ke = a3G2G1 , (K1, k3) = (1/az, 1/as)
Si a; # 0 entonces a; = |a;|, de otra manera a; =1, (i=1,2,3)

En la Tabla 2.3 se muestran los comportamiento internos.

Las descripciones implicitas rectangulares anteriores tienen la propiedad de asignamiento

dindmico de salida y por lo tanto se pueden controlar por una ley de control externa.

Comentario 1 Se puede notar de la Tabla 2.1 que para cada una de las posiciones de los inter-
ruptores (primera columna), los modos no observables (tercera columna) son estables. Lo mismo

sucede en las Tablas 2.2 y 2.3.
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(b) Diagrama a bloques del sistema (2.38)-(2.39)

a9 — 1
(5 {20
70 |
—a~— | k&

{}2@, y(t)

(c) Diagrama a bloques del sistema (2.40)-(2.41).

—

Figura 2.1: Diagrama a bloques de los Sistemas Escalera.
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Capitulo 3

Deteccion de la Estructura

En este capitulo se presenta un detector de estructura adaptable para un sistema cuya estructura
interna cambia entre n sistemas lineales diferentes (ver Capitulo 2). El detector de estructura estd
basado en un algoritmo de gradiente normalizado proyectado a lo largo de una hiper-esfera dada,
cuya convergencia en tiempo finita es probada.

Como se mencioné en la Introduccion, la sintesis del reconstructor de la wvariable descriptora
requiere del conocimiento total sobre cual estructura interna estd activa, i.e., si el sistema es de
primer orden, (1.6), de segundo orden (1.7) o (1.8), con o sin cero dominante; i.e., se tiene que
sintetizar un detector de estructura interna.

3.1 Résumé en francgais

Dans ce chapitre un détecteur adaptatif de structure est proposé pour un systéme dont la structure
interne change entre n systémes linéaires différents (voir Chapitre 2). Ce détecteur s’appuie sur
un algorithme de gradient normalisé, projeté & travers une hyper -sphére et sa convergence en
temps fini est prouvée (un article est en cours de rédaction).

On considére dans la section 3.2 des filtres discriminants qui servent a estimer la structure
interne active. Si le systéme a le comportement du i-éme ordre, la sortie du i-éme filtre discrimi-
nant est égale a zéro. Une question cruciale a ce niveau est de savoir si le zéro du filtre, & I'instant
t, est un wvrar zéro ou bien un simple passage par zéro, ou encore un signal trés petit mais pas
nul. Pour résoudre ce probléme il est nécessaire de disposer d’un procédé discriminant faisant la
distinction entre ces différentes éventualités. Ces dilemmes sont montrés dans le Probléme 2 et
sont re-écrits dans le Probléme 3.

Le Probléme 3 est un probléeme d’optimisation avec critére quadratique et contraintes inégalités.
Des conditions nécessaires sont obtenues, en appliquant le Théoreme de Kuhn et Tucker.

On propose dans la Section 3.3 un détecteur de structure adaptatif basé sur un algorithme de
gradient normalisé activé par un interrupteur de type hystérésis et dont le bon comportement est
démontré dans les Lemmes 3, 4 et 5.

On montre dans la sous-section 3.3.1 que ce détecteur de structure adaptatif converge en un
temps fini (Théoréme 8). Dans la sous-section 3.3.3, on donne un exemple illustratif (voir figures
3.3 et 3.4). La section 3.4 (Annexe) est consacrée a la démonstration des résultats énoncés au
long de ce chapitre.
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3.2 Introduccion

Una manera simple de estimar que estructura interna estd activa es sintetizando los siguientes

filtros:

{ (eap+ 1)y =((p+1)y —u) + X,
(p+ Ba) X1 = —€301-

{ (cap+ 1)y = (p(p+ 1)y —u) + X,
(p+ Ba) X2 = —€5y2.

{ (eap+1)°ys=((p+5) (p+ 1)y — (5p+ 1) u) + xs,
(p+ Ba) X3 = —€5ys.

donde 3, > 0, ¢4 > 0. Estos filtros satisfacen el siguiente Lema.
Lema 2 ([7, Bonilla y Lozano|) Sean X(t) y Y (t), soluciones de:

(ep+1)YY(t) = Y*t)+ X(t)
(p+0)X(t) = =Y (1),

donde Y*(t) es una senal de tiempo medible. Entonces:

lim (Y (t) — Y*(t)) = e P X(0).

e—0

(3.1)

En efecto, si el sistema tiene un comportamiento de i-ésimo orden ((1.6), (1.7) o (1.8)), la
salida y; del i-ésimo filtro discriminante ((3.1), (3.2) o (3.3)) es idénticamente cero. En este punto
se podria pensar que es suficiente observar el comportamiento de las salidas acotadas y;, con
1 = 1,2,3, para decidir que estructura estd activa. Pero existe un problema: cuando la salida de
uno de estos filtros discriminantes es cero, ;jcomo sabemos si es una senal cruzando por cero o
un cero permanente?. Ademds, ;como podemos distinguir una senal de nivel bajo de un cero?.
Claramente se necesita un procedimiento discriminante para distinguir entre estos fenémenos

diferentes.
Estos dilemas son formalmente establecidos en el siguiente problema.

Problema 2 Sea el siguiente conjunto de funciones continuas:

JyeC0T],i=1,..,nAke{l,..,n}
| tal que yx =0 & yizr # 0 (casi en todas partes)

Encontrar el indice k para el cual yi(t) =0, con 0 <t <T.

Note que el problema debe ser resuelto en linea, porque el resultado se usa en la estrategia de
control mencionada anteriormente. Para encontrar una solucién analitica, se formula el problema

anterior de la siguiente manera:
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Problema 3 Minimizar el criterio de costo

7(0) = é 622,(1) (3.4)

con:
t
) = )]+ [ e uo)ldo
0
sugeto a la restriccion g(8) <0, donde
2 xmp2
g0)=r°— 2 o;. (3.5)

El término z;(¢) actiia como un término de integracién, sobre los valores absolutos de las salidas
de los filtros discriminantes, con un factor de olvido dado por el término exponencial. Por otra
parte, gracias a la restriccién (3.5) el conjunto de soluciones son aquellas que satisfacen 0, ., =0y
0, > r, y s6lo tenemos que buscar el pardmetro mayor o igual al radio r de la hiper-esfera definida
por la restriccién.

Este es un problema de optimizaciéon con un criterio cuadratico y restricciones con desigual-
dades, entonces, del Teorema de Kuhn-Tucker (ver [37, Luenberger 1969]) se obtienen las condi-
ciones necesarias de primer orden:

vJO) +pg@) =0, p>0, y pgd)=0,

le.,
0 (z:(t) — ) =0, i=1,...,n y [ (72 -3 @3) —0;
i=1

con p = 2.
Como condiciones necesarias de segundo orden, este teorema establece:
10)  g(b) _

00,00, ~ 00,00;

2(zi(t) —p) A (i —j) 20,
donde:
A0)=1 y A(#0)=0,
ie.,
p? <min{z(t), i=1,...,n} =0.
Y asf, se cumplen las siguientes condiciones necesarias:

0;2;(t) =0, i = 1,..,n; sujeto a g(f) <O0. (3.6)
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3.3 Detector de Estructura Adaptable

Ahora, en vista de (3.6), se propone la siguiente versién modificada del detector de estructura
adaptable, propuesto en [5, Bonilla et al. 2000], que estd basado en el siguiente algoritmo de
gradiente normalizado con una proyeccién que se activa por un interruptor de histéresis:*

éi (t) = —pléi(t)%% +9(0)ppeVIOD =1 n (3.8)
7(x)
1
0 8 g(x)

Figura 3.1: Interruptor de Histéresis (3.9).

o) = 0si: (g(x) < O) ((0 <g(x) < 52) v(z) = )
V(@) = { 1si: (g(z) >6 ) ((0<g(z) < 62) y y(z) = 1) (3.9)

donde los pardmetros p; y p, son las ganancias positivas del algoritmo y su proyeccién; a es una
constante positiva (la razén de cambio de la hipérbola rectangular); § es el ancho de la ventana
de histéresis (0 < § < r); y(x) es la salida de un interruptor de histéresis que se activa en el punto
6% y se desactiva en el punto 0 (ver la Figura 3.1).

Las condiciones iniciales se escogen de tal manera que:

g(A(0)) <0 y 6,(0)>0, parai=1,..,n
Note que la derivada de g(8(t)) es (ver (3.5), (3.7) y (3.8)):
90 =23 (,;193@%% =100 o)) (3.10)

Comentario 2 Los siguientes lemas estdn relacionados con los algoritmos (3.7), (3.8) y (3.9)
(ver la Figura 3.2)?

Denotemos la hyper-esfera centrada en el origen y de radio p con la expresién Sy(p) =
{z eR": [|(z —p)|| < 0}.

La ecuacion de error es: e;(t) = 0(t)z(t) y p 2+(Z )(t) (1) = (&) (1+(172(2t§zi (t)) e;(t).
2Las pruebas se encuentran en el apéndice de este capitulo
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Lema 3 Cuando los pardmetros no-negativos 9i(t), 1 =1,...,n, estdn fuera de la hiper-esfera

~

So(r) (en t = to) con radio r y centrada en el origen, la restriccion g(0(t)) es negativa, y el
algoritmo forza a 0;(t) a entrar en la hiper-esfera So(v/12 — 62) ( ent=t;). Ademds, durante este
periodo de tiempo (tg < t < t1) el valor positivo del parémetro 6,.(t) permanece constante y las
ecuaciones (3.8) y (3.10) toman la siguiente forma:

D> -

K (t) =0 Yy éi;é,f(t) = —pléz(t) 27 (t) S 0

a?+22(t)

vy noA2 22(¢ (3.11)
9(0(t)) = 2p, ;91' (t) a2—|l-ii2)(t)
Lema 4 Los pardmetros 9i(t), coni=1,...,n, son siempre no negativos. Ademds, g(é(t)) <r?
Vit>0.
Lema 5 Cuando los pardmetros mo negativos @i(t), coni = 1,...,n, entran en la hiper-esfera

So(\V/12 — 82), existe un tiempo finito t| en el cual g(0(t))) cambia a un valor negativo, y los

pardmetros 0;(t) abandonan la hiper-esfera So(Vr? — 6%) para salir de So(r) (ent =ts). Ademds,
durante este periodo de tiempo el pardmetro 0,(t) incrementa su valor positivo y las ecuaciones
(3.8) y (3.10) toman la siguiente forma:

0,(t) = ppeVIOO) > 0y B (t) = —p,0i(t) aﬁi?(t) + pyeV90) -
1(0(t) =257 22D b (1) eV90m) (3.12)
9(0(t) =232, (pa0i( )az+zi2(t) pabi(t)e

I:Izona en la cual: 72 > g > 62
I:Izona enla cual: 62 > ¢ >0

I:Izona en la cual: 0 > g¢g

Figura 3.2: Hyper-esfera
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3.3.1 Convergencia en Tiempo Finito

En esta subseccion se prueba que el esquema del detector de estructura adaptable converge en un
tiempo finito.

Para un intervalo de tiempo cerrado, [T;1, T; 2], se define el conjunto I'(y; 2;) y su longitud
asociada A(T'(u; 2)):

C(p; 2) = {[ti2j—1)- tigg) 0 J €L, 1"}, Jat)| S p Vi) <t <tigj, (3.13)
[2i(8)] > Vtigg <t <li@jn}

AT (s 7)) = z (i) — toy-) (3.14)
donde t;1,...,t; 2 es una particién finita® de [T;1, T}»], con I* € Z* y u es un nimero real
positivo dado.

Teorema 8 Suponga que:
e Las condiciones iniciales son z(0) = 0 y 0;(0) = Tmparai=1,...n.

e Se cumplen las siguientes hipdtesis:

H1: Dada 7" € RT 3 p* € RT tal que A(T(u*;2;)) < 7° Vi # K.
H2: Se seleccionan r y 6 de tal manera que r > 6+/2n/(n —1) conn > 1.

H3: Sea 3 cualquier niimero real positivo tal que 2 < 3 < (r/8)*(n — 1)/n. El algoritmo se
detiene cuando cualquier pardmetro satisface 0;(t) > \/r% — B6>.

Entonces existe un tiempo finito t*,

r 1 Ine™V 1=(p2/rp1)? 1
* < _ _ _ 2 .
"< —+ <1 + G/ <1 + 4(5/7‘) ) , (3.15)

P2 P
tal que 9,€(t*) >ry 9#& = 0; ademds 91(1%*) =0, parai = 1,... ,n. Mds ain, el valor
maximo g* alcanzado por la restriccion 3.5 estd acotada de la siguiente manera:
gt <r?— (PQ/P1)2 (3.16)

3La particién es finita debido a que las salidas y; son acotadas y las z; son salidas de filtros de primer érden de
frecuencia baja (ver la ecuacién (3.7)).
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3.3.2 Criterio de Diseno

De acuerdo al Teorema 8, se necesita la prueba de paro:

b\i >\ /r2—p6* coni=1,..,n.

donde el discriminante debe cumplir 72 — 36% > 0. Esto implica que:

0 < 7l (3.17)

Ahora bien, 0 (t,) > 0x(0) = r/\/n, entonces 6, (t;) > r?/n, pero 0, (t,) < r> — B6%; por lo tanto
r2 — 36% > 12 /n. De esta manera

2< B <r?—r?/n =222 (3.18)
esto implica que:
r> /2 (3.19)

Dada la cota superior (3.16) de g*, se propone la siguiente relacién entre p; y py:

py=1p\/1—(1—a)é/r)2con0<a<l. (3.20)

Con esta relacién se tiene que la cota superior de g* estd dada por la expresion (sustituyendo
(3.20) en (3.16)):

g < (1 —a)é? (3.21)

De (3.21) se observa que con esta seleccién, el comportamiento del algoritmo de adaptacion
evolucionara en las cercanias de la franja de histéresis de las hyper-esferas (ver Figura 3.2). La
cota superior del tiempo de convergencia serd entonces:

L L 1 InevV1-ab 1 )
" p1 | /1= (1 —a)é/r) - <1+ (5/,,,)2 ) <1+ 4<6/T) )] . (3.22)

En sintesis el procedimiento es el siguiente:

1. Para n sistemas, seleccionar el radio de la hiper-esfera, r, de acuerdo a la ecuacién (3.19).
2. Seleccionar [ € R* como se indica en la ecuacion (3.18).
3. Calcular el ancho de la ventana de histéresis, §, dado por la ecuacién (3.17).

4. Proponer un tiempo de convergencia ,t*, y se calculan las ganancias (positivas) del algoritmo
y su proyeccion, p; v p,, con las expresiones (3.20) y (3.22).
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3.3.3 Ejemplo Ilustrativo

Ahora se aplicard el criterio de diseno al sistema (1.4) sujeto a la restriccién (1.5), para los

siguientes valores de a y (3 (ver Capitulo 1):

1. Si (o, ) = (—1,—1) se tiene:

HEEE I EHE
y = [1 1][= 22]"

2. Si (e, B) = (—1,0) se tiene:

HIRETRI I HE

y = [10][m =]

(3.23)

(3.24)

Como se tienen dos sistemas, entonces, n = 2. Ahora se toma r = 10 y § = 2. Con estos valores
de r y (0 se escoge 6 = 3. Finalmente, si se desea un tiempo de convergencia t* = 1 segundo, se

obtiene p; = 119.39 y p, = 1188.5 (con a = 0.9).

Resultados

1. Para el sistema (3.23) se obtienen los resultados mostrados en la Figura 3.3. En esa figura
se puede observar que el algoritmo efectivamente converge en un tiempo menor a 1 segundo

y también se observa la zona de convergencia.

2. Para el sistema (3.24) se obtienen los resultados mostrados en la Figura 3.4. Como en el
punto anterior, se observa que el algoritmo converge en un tiempo inferior a 1 segundo y de

igual manera se puede observar la zona de convergencia.

3.4 Apéndice

3.4.1 Prueba del Lema 3

~

Puesto que g(0(t)) < 0, de (3.8) y (3.9) se tiene que:

N

_ p10i ()7 (1)

T 2 (1) <0 (casi en todas partes), Vi #k,y,
a? + 2

0(t) =
ademas:

de (3.7) se tiene quey, = 0= 2,=0
0=~v=0

de la Figura 3.1 se tiene g <
y (3.8) = 60.(t)=0
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lo cual implica que? 8;4,.(t) — 0y 8,.(t) = 0,(0). Si 8,.(0) > r, el algoritmo (3.7)-(3.9) converge,
por lo tanto, asumiremos de ahora en adelante que 0 < 0,(t) < r. La expresién mostrada en (3.11)
se obtiene directamente de (3.8) y (3.9) (ver también la Figura 3.1). m

3.4.2 Prueba del Lema 4

Cuando cualquier pardmetro no negativo ;(t) alcanza el origen, en el tiempo °, de (3.8) y (3.9)
se observa que pueden ocurrir los siguientes dos casos:

1) 0,(t°) = 0si g(B(t7)) < 8 y v(B(t) = 0, y

i) 0,(17) = poeV700) > 050 < g(O(E) < 12 y 7(0(17)) = 1
entonces ,(t) > 6,(t°) para una vecindad de t°. En vista de que todos los pardmetros 0;(t )

son no negativos se tiene que g(A(t)) < % pero puesto que 6, (t) > 0 entonces g(0(t)) # r2
u

3.4.3 Prueba del Lema 5

Para realizar esta prueba suponga que los pardmetros @Z(t) nunca abandonan Sy(1/r2 — 6%), i.e.
g(0(1)) > 6%, Sea t; el primer tiempo en el cual los parametros 0;(t) entran en So(v/72 — 6%), es
decir g(0(t)) > 6% para todo ¢ > t;. Entonces la derivada de g(A(t)) para todo t > ¢, (ver (3.10))
estd dada por la expresion:

i) =2%" (pf # _ V9@, (¢ )) — 2,V 90®) (@)H(O) + Py /: e\/mda)

- a2 + 22(t)
CcOomo

22(t)

7

t
S AV N ) <2 9 22/ do < 2p,(n — 1) max{6;} — 2p2(t — t
a? + 22(1) g Plz P2 00 P )Z.#{ }—2p5( 1)

1#K
lo cual implica que g(8(t)) < 2p,(n — 1)(r2 — §2) — 2p3(t — t;). Integrando esto implica que:
g(0(t) < & +20,(n = 1)(r* =)t —t1) —p3(t —1)* Vi >t

Entonces existe un tiempo finito ¢/ > ¢; tal que g(0(t)) < 0 para todo t > #/, lo cual contradice
la suposicién de que 60;(t) nunca abandona Sy(r). La expresién (3.12) se obtiene directamente de
(3.9) (ver también la Figura 3.1). m

4Recuerde que los 6; son siempre no negativos (ver Lema 4) y la condicién inicial seleccionada es 6; > 0

Vie{l,..,n}.
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3.4.4 Prueba del Teorema 8

Antes de probar este lema, note que para cualquier espacio Euclideano, 1", se satisface:

SIS SR 3N
>\t — gl

Entonces, de (3.5) se tiene:

(3.25)

ny/r? — g(é) i@

Prueba del Teorema 8:

~

i) t € [to, t1): Para este periodo de tiempo, v(6(t)) = 0, entonces de (3.8) y (3.10), se tiene que
(recuerde que g(0(t)) = 62 y g(0(ty)) = 0):

) Hn(tl) = ?n(tO) (326)
Hz;én(tl) S ezyﬁn(t())
R . t1n o, 2(t)
2 =g(0(t1)) — g(0(ty)) = 2 / - g 2
= g(00)) — 9(Blto)) =201 | 3200 s (327)
De (3.27) y (3.5) se tiene:
n t1 R
5 <2, z i)t =2p, [ (1 = g0(0)) dt < 20t~ o)
tg 1= to
De esta manera, se tiene la siguiente cota inferior:
1
(t, —to) > 5((S/r)2 para (t; — to) (3.28)
1

Ahora, para obtener una cota superior de (t; — to) primero note que la hipétesis H1 implica
que existe una o* € R tal que:

1

A(T(a%s2) < -

(6/r)? Vi k. (3.29)

Entonces, de (3.27) y (3.26) se obtiene:’

n ~92 Z
5 =2p, Z:l ftil 0 (t) a2+ dt > 2p, Z 0; i (1) J; . a2+,§t) dt

" A2 22 (t B 22(t)
> 2p; zz: 92 <t1> f[to, t1\I'(a*;2;) a2+z (t )dt 2p, i 1%;[{) 9 <t1) fto t1\I'(a*;2;) rzf(t)dt

-9

= izl(zi?fn) 0 (t1) Jio, arcarsen 9t
(3.30)

*Note que |2;(t)] > a* Vt € [to, t1]\I'(a; 2i), i.e. 22(t)/(a® + 22(t)) > 1/2V t € [to, t1]\[(c; 2;).
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Ahora, en vista de (3.29) se tiene que:®

/[t e )dt = (t; — to) — A(a*; ) > (t, — to) — (6/7)/(4py) > (6/7)?/(4p, Vi # k.

De esta manera, de (3.5) y (3.30) se obtiene (recuerde que g(0(t1)) = 62y 0,.(t1) < /12 — 6%):

n ~2 )2
£ 2o 3 Bn) (0 t0) — 22)

i=1(i#k)
— 1 (12 = g(0(t)) = O2(t)) (1 — to) = S22
—p, (r2— 6% - (‘)K(tl)> ((t1 — ) — %) (331)
> py (1 = 6% — 17 + B6°) ((tl ~to) — 4 (9)°)
=0 (8= 18 (b —t0) — £ (2)°)
> py6° <(t1 —to) — 5 (§)2>

De (3.28) y (3.31) se tiene:

o L/ < (t1—to) < pil <1 + i(é/ﬂ?) (3.32)

ii) ¢ € [t;, t3) : Para este periodo de tiempo (8(t)) = 0. Entonces de (3.8) y (3.10), se tiene:

1. Primero se calcula una cota superior para el valor méximo de g(0(t)). Para esto, se
tiene que resolver ¢(0(t})) = 0, es decir:

S ) = S )T = e T S0 (63)

Trabajemos con el miembro izquierdo de la ecuacién (3.33) (recuerde (3.25)):

pae”? Z 0i(11) > pae¥”” Z 0;(t) = poeT PP g = /TP (3.34)
Ahora consideremos el miembro izquierdo de (3.33) (recuerde (3.25)):
S / z2(t/1) = A2 2 *
Z p10; (t1) 7~ < Z p10; (t1) < p1(r" — g%) (3.35)
1

De (3.34) y (3.35) se obtiene 3.16.

6 Note that (3.28) implica (t1 — to) — (6/7)%/(4py) > (6/7r)?/(4py) > 0.
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2. Ahora se calcula una cota inferior para el periodo de tiempo (t3 — t1).

De (3.12) se

obtiene (recuerde (3.5) y (3.16)):
R R n_ [t R . =
Oults) = bult) =0 -8 =23 (ple?@)a—ﬁ% - p29i<t>evg<9<t>>) dt
t1
t3 n /— i3 " A
> —2p, 29 (t)e 90O dt > 2,026\/_/
t 1= t1 1=
> —2p2ne\/_/ \/ 7 dt > 2,027“3\/_7““3 —t1) = —2pneV " /P (1 — 1),
es decir:
62
ts —t1) > 3.36
(s =) 2 2p eV —a/nr)? (3.36)
3. Ahora se calcula una cota inferior para el incremento del pardmetro f,. De (3.12) y
(3.36) se obtiene:
A R t3 ~
0n(ts) — 0,(t1) = /?2/ VIOt > py(ts — 1),
t1
es decir:
Dults) —Bulte) _ Bults) ~Bult) 5/ -
; Y = P
e Sea \" € Z™ tal que:
Ine™V 1= (p2/rp1)? \ Ine™V 1= (p2/rp1)?
<\ N <l 3.38
G T .
entonces, de (3.37) y (3.38) se tiene:
0 (t3) — 0,(t o/r)?
- Y TN

e Sea A € Z" el nimero de ciclos necesarios para asegurar la convergencia de 6, en r, es decir,

1< A<
e Seat € [ty 4,13 ], €l j-ésimo ciclo; entonces:
0, (ts,;)

lo cual implica:

A

— 0,.(t1)

— 0x(t1;) > polts;

r

> ﬁ: 0.(t3,5)
j=1
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Entonces se tiene:

También, de (3.32) y (3.38) se tiene:

D)

Jj=1 1

Por lo tanto, (3.15) se obtiene de (3.40) y (3.41). m
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(3.40)

ne™V 1= (p2/rp1)?
> (tiy —toy) < X“pi (1 + i(é/rﬁ) <L (1 42 G ) (1 + i(é/rf) (3.41)



04 06

0.8

Norma(01,02)

Theta . t

Figura 3.3: Resultados de la simulacién para el sistema (3.23).
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Figura 3.4: Resultados de la simulacién para el sistema (3.24).
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Capitulo 4

Aproximaciéon Exponencial Propia de
Compensadores Impropios: Caso
Multivariable

En algunos problemas de control puede ser conveniente, al menos desde un punto de vista analiti-
co, usar compensadores impropios. Sin embargo, en lo que respecta a su implementacién, se
tienen que realizar aproximaciones propias. En este capitulo, primero se muestra como se pueden
realizar aproximaciones exponenciales de manera sencilla. Después, se caracteriza, en términos
geométricos, la propiedad externa de una descripcién implicita. Finalmente, la combinacion de
estos dos resultados resuelve el problema de aproximacién exponencial propia y generaliza al caso
multivariable un resultado previo de Bonilla y Lozano [7].

4.1 Reésumé en francais

Dans certains problémes de commande, il peut étre utile, ne serait-ce que du point de vue de
I’analyse, d’utiliser des compensateurs impropres. Néanmoins, en ce qui concerne leur réalisation
pratique, il est alors impératif de passer par des approximations propres que ne modifient pas (trop)
les objectifs de commande, c’est & dire, on veut obtenir un filtre strictement propre, disons %/,
qui soit internement stable, et qui approxime de maniére exponentielle le compensateur impropre
, disons ¢, et tel que le systéme global ¥/ o $3¢, soit externement propre. Ce probléme (Probléme
4), est défini dans la section 4.2.

Dans la section 4.3, on donne une solution au premier point du Probléme 4 (Lemme 6), & savoir
une réalisation strictement propre et internement stable dont la sortie soit une approximation
exponentielle de celle du compensateur impropre.

On met en évidence, dans la section 4.4, les conditions géométriques nécessaires et suffisantes
(Théoréme 9) qui garantissent que le comportement externe d’une description implicite soit propre.
Sous certaines hypothéses supplémentaires, une condition géométrique plus compacte et d'un
intérét pratique est obtenue comme conséquence du Théoréme 9 (Corollaire 2).

Dans la section 4.5 on propose les changements de basse (Lemme 7), qui permettent d’identifier
aisément les sous-espaces impliqués dans le Corollaire 2. On montre, également que, pour que le
systéme global soit externement propre, il est nécessaire et suffisant (Théoreme 10) que les ordres

45



des zéros a l'infini du filtre soient respectivement supérieurs ou égaux a la longueur des chaines
de dérivateurs du compensateur, ce qui généralise au cas multivariable un précédent résultat de
Bonilla et Lozano [7].

Finalement, dans la section 4.6 on donne trois exemples illustratifs, dont deux correspondent
a des systémes monovariables (premiére et deuxiéme approximations), et un a des systémes mul-
tivariables. Pour le cas monovariable, on considére un compensateur impropre de type double
dérivateur. Dans la premiére approximation, le filtre a un zéro a l'infini d’ordre 1 (voir Figure4.1),
et bien que le systéme global soit bien externement équivalent & celui du compensateur, on ne
satisfait pas le Corollaire 2, et par conséquent la propreté externe n’est pas satisfaite ; ceci est du
au fait que le filtre proposé ne satisfait pas le Théoréme 10. Pour la deuxiéme approximation, le
filtre a un zéro a1’ infini d’ordre 2 (voir Figure 4.2), et le systéme global est externement équivalent
a celui du compensateur et en plus, satisfait le Corollaire 2 ; par conséquent, il est externement
propre (voir Figure 4.3); dans ce cas 14, le Théoréme 10 est satisfait.

Pour I'exemple multivariable, on considére un compensateur impropre plus complexe avec
plusieurs blocs dérivateurs. Ce systéme est mis sous forme canonique de Kronecker, & partir
de laquelle est proposé le filtre pour faire 'approximation. Le systéme global est externement
équivalent a celui du compensateur, satisfait le Corollaire 2, et donc est externement propre.

4.2 Introducciéon

En muchos problemas de control (por ejemplo: desacoplamiento, rechazo de perturbaciones, etc.),
frecuentemente se tienen que considerar compensadores impropios. Esto se debe, ya sea a que
las soluciones exactas propias no existen o su obtencién (basadas frecuentemente en técnicas de
inversién) es mucho mds fécil (ver por ejemplo [12, Bonilla y Malabre 1999], [14, Bonilla y Malabre
2000] y [15, Bonilla y Malabre 2001]). Entonces, para su efectiva implementacion, se deben realizar
aproximaciones propias que no alteren mucho los objetivos de control. En este Capitulo se propone
un procedimiento sistemé&tico para obtener una aproximacién exponencial. Mds precisamente, se
da solucién al siguiente problema:

Problema 4 Dado el compensador no propio, ¢ : U — Y, con realizacion:

No(t) = w(t) + Du(t); (4.1)
y(t) = Aw(t)

donde N: W —-W.T': U —-W, A: W — Y son operadores lineales; N es un operador nilpotente;
U, Y, W son los espacios de la entrada, la salida y la variable descriptora respectivamente, obtener
un filtro estrictamente propio, ©f : Y — Y, con realizacion:

it) = Ale)z(t)+ B(e)y"(¢); (4.2)
y(t) = Cz(t)

tal que:

1. liII(l) ly(t) —y*(t)|| < Ke P, con K,3 >0 y X/ internamente estable para todo € > 0
£—
2. La funcién de transferencia matricial del sistema global, ¥ o ¥¢, sea propia.

46



Se asumird que el compensador no propio (4.1) es completamente observable, y por lo tanto
su forma canénica de Kronecker tiene solamente bloques de indices minimos por renglones (ver
[27], [35] v [39]), es decir, tiene la forma:

N=D{Ny,...,N,}, A=D{AT ... AT}

ki . 4.3
N; :L{X?kiﬂ)}’ A, :ngiﬁg, coni=1,....,n (4.3)
donde k; > 0,43 =1,...,n, denota los érdenes de los polos al infinito del compensador (4.1).

En la Seccién 4.5 se propone una realizacién estrictamente propia e internamente estable, $7,
cuyo comportamiento externo se aproxime de manera exponencial al compensador impropio, >°¢
(solucién de la Parte 1 del Problema 4). En la Seccién 4.4 se caracteriza la propiedad externa
a través de algunos resultados geométricos agradables (Teorema 9 y su Corolario 2). En la Sec-
cién 4.5 se muestra que la construccién de ¥/ hace que la funcién de transferencia matricial,
(£F 0 %) (s), sea externamente propia (solucién de la Parte 2 del Problema 4). Esto conduce
al Teorema Estructural 10, el cual generaliza al caso multivariable un resultado previo para sis-
temas monovariables presentados por Bonilla y Lozano [7]. En la Seccién 4.6 se detallan ejemplos
ilustrativos.

Las demostraciones de los resultados de este capitulo se encuentran en el Apéndice A.

4.3 Aproximacion Exponencial

En el siguiente resultado se propone la generalizacién de la aproximacién propuesta en [7, Bonilla
y Lozano 1998] y se caracteriza su comportamiento.

Lema 6 Considere el siguiente sistema, ey -,

E(t) = Apz(t) — " ly(t); (4.4)
ex(t) = Ag(t)+ B, (2(t) +y* (1)) ;
y(t) = Coi(t)

1.e.

. A —ektio, 0 .
0 = | 185, waa |0+ @9m, v

y(t) = [0 Co]2(t)
con z(t) = [ T T ] , 4y donde T € )?; T,y,y* €Y, e >0 son tal que:
H1: Az y A, son Hurwitz,
H2: L7U{(sI— (1/e)A,) '} = Ag(t,e)e V7,

H3: Los elementos de A,(t,€) son polinomios en la variable t/e, con grado menor o igual a un
entero Kk > 2,

H4: [ C,A,(\eByd\ =1, donde A,(\) = A, (e, ),

47



H5: det [I +e"Cyo(sI — (1/e)A,) 1 B,(sI — Ag)~ '] =11, (1 + 5%), donde (¢ es un mimero

real positivo) fi(s), gi(s) € Rls|, the g;(s) son polinomios Hurwitz and h;(e) € Rle].

H6: y*(t) es continua, acotada y Lypchitz.

Entonces:

lim (y(t) — y*(t)) = 'z (0); t>0 (4.5)

e—0

(SI — A@) €k+1CO

Wt _(1/)B, (s1-(1/2)A,)

es Hurwitz (4.6)

Es importante mencionar que la siguiente eleccién de A,, B, y C, satisfacen los requerimientos
del Lema 6:

Ao=D{Ai,... A}, Bo=D{b,....b}, Co=D{c,... ,c} (4.7)
coni=1,..n, k=max{ky,..., k,}
En efecto,
L7H(esl — 4)7 1) = lU 1 t/_g w e~ t/e
‘ £ 1! (k; —1)! ’
entonces:

/ cf Ai(eX,e)e bd\ = ¢ U{L] }b; = 1.
0

Ademas, los pardametros de Markov de cada subsistema { A b, cff} satisfacen:

hijy1 = cf Alb;=0, paraj=0,1,... k-2, (4.9)

i = 1,...,ny hiy, =1l,parai=1,...,n

det [T+ "Co(sl = (1/€) A0) " Bo(sl — Ag)™] =Ty (1 T 1;;)_’“(8 + ﬁ)) '

4.4 Propiedad Externa

En el siguiente teorema se dan las condiciones geométricas necesarias y suficientes que garantizan
que el comportamiento externo de una descripcién implicita sea propia.
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Teorema 9 Si (1.2) es observable y no tiene trayectorias identicamente nulas, independiente-
mente de la accion de entrada, es decir, Vi = {0} y V4 = X, (1.2) es externamente propia si y
solamente si:

Vi, + 8k, =&; Vi, NSk, C Ry (4.10)
—2
Vi + Ry +T

dim [ 2 “°+_} =0 (4.11)
Vi +Riy+ T,

donde V3 1y Sy, son, respectivamente, los limites de los dos algoritmos siguientes:
Ve = A Vel=AT'EVy (4.12)
S, = Kg St =ETASY
T, y T4 se obtienen de los algoritmos:
70 * Fut1 — TH *
T, = Rys Ty =E tA (Tl +Ra0)
T° Fu+l - T M *
De este teorema se obtiene el siguiente corolario de interés practico.

Corolario 2 Si el sistema implicito (1.2) es exponencialmente observable, no tiene trayectorias
identicamente nulas, sin importar la accion de entrada, y tiene unicamente acciones integrales y
derivativas, es decir:

V,={0}, Vy=4&, y X=Vy &Sy
entonces (1.2) es externamente propio si y solamente si:

ET'AR: = Sy, (4.13)

4.5 Aproximacion Exponencial Propia

Considerando, en conjunto, el compensador impropio (4.1) y el filtro estrictamente propio (4.4)
en una descripcién implicita, se tiene que el sistema global, (Ef o ZC), estd dado por la expresién:

Ei(t) = Ax(t)+ Bu(t); (4.14)
Wt = Cx(t)
donde:
p-[L 0] as[® B)s=[2]o-ta 0] am



Ag —€k+100 . 0
(1/e)B, (1/e)A, } - P [ (1/e)BoA } ’
C’p:[O C’O}, xT:[TT zT wT].

A, =

Tomando en cuenta las formas particulares de ¢ y ¥/, de (4.3), (4.7) y (4.15) se obtiene:

B, = [BPIIBIDI T ‘Bpn] ; By, = 0f--- |0|bpi]
bl = [0]0]---|0[(1/e)b]]0]---]0], coni=1,..n.

Lema 7 Se definen los siguientes dos cambios de base:

[T R, (1L,
welo ol v

donde:
Rp = [ Rp1| Rp2| |an ]
R, = [ Ay by, | Apby;  [bp, 10 ]
Lp = _(ApRp+Bp)-
Entonces:
R, + L,N =0

CPA;;bpi = O7 p(]//"(],j:o,l,...,ki—27 i:lv.._’n

i 1 % .
CpAI;Z 1bpi = Exn’ parai=1,...,n

Ahora, en vista del Lema 7, se tiene:

_ | o _ A4 0 _
LER_[O N}, LAR_{O 1}’ CR=[C, C,]
donde:
1
_ T T . _ 1 .
n—D{Vl,...,l/n V= 5kiX(ki+1)’ parat=1,....n.

De esta manera, por simple calculo, se puede verificar de (4.21) y (4.22) que:

E_IARZO — S;k)c'o,

es decir, el sistema global (4.14)-(4.15) es externamente propio y satisface el Lema 6.

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

De (4.3), se puede ver facilmente que el entero n corresponde al nimero de cadenas de
derivadores del compensador impropio X¢ en (4.1), cada cadena de longitud k;. Por otra parte,
los pardmetros de Markov igual a cero que aparecen en (4.20) expresan el hecho que el orden de
los ceros al infinito del filtro estrictamente propio ¥/ son mayores o iguales a k;. Esto se expresa

en el siguiente teorema.
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Teorema 10 Considere el filtro propio, 5, disenado como en el Lema 6 para aprozimar de mane-
ra exponencial el compensador impropio Xf. Entonces el sistema global (Zf o ZC) es externamente
propio si y solamente si los ordenes de los ceros al infinito de ¥/ son respectivamente mayor o
tqual a k;.

Este resultado generaliza al caso multivariable el filtro introducido en [7, Bonilla y Lozano
1998] para sistemas monovariables.

Comentario 3 Como se menciono en el Capitulo 1, una aplicacion importante de estos resul-
tados se encuentra en la sintesis prdactica de compensadores impropios, entre los que podemos
mencionar la retroalimentacion proporcional derivativa (ver por ejemplo [12, Bonilla y Malabre
1999], [14, Bonilla y Malabre 2000] y [15, Bonilla y Malabre 2001]). Note que se puede uti-
lizar idénticamente el mismo procedimiento para implementar otro tipo de sistemas impropios, por
ejemplo observadores de estados derivativos, es decir, sistemas que proporcionan una estimacion

exponencial de (t) y x(t) (ecuacion (4.5) cony*(t) = [ #7(t) = (t) }T y el Teorema 10).

4.6 Ejemplos Ilustrativos

4.6.1 Sistema Monovariable

Para aclarar las ideas principales de este Capitulo, considere el siguiente sistema impropio que
tiene un polo al infinito de orden dos:

0007 100 —1
100|&=[010[&+] 0 |u (4.23)
010 001 0

yo = [0 0 1]¢

y con funcién de transferencia G(s) = s2.

En las siguientes dos subsecciones se va a considerar la aproximaciéon propuesta en el Lema
6. En la primera aproximacion se toma un sistema con un cero al infinito de orden uno y en el
segundo uno de orden dos.

Primera Aproximacién

Considere el sistema de la Figura 4.1, cuya forma descriptor estd dada por la expresién:

1 0/0 00 —B =20 0 0 0
0 1/0 0 0 /e —1/e|0 0 1/e 0
0 0[0 00|z = 0 0 [10 0 [Z+|—1|u (4.24)
0 0/1 0 0 0 0 |01 0 0
0 0/0 1 0 0 0 (00 1 0

y = [0 1|00 0]z

2 s+3 . .
828+(1+ﬁ8)s+ﬂ+52 que €s lmpropla
2

y por lo tanto no resuelve nuestro problema. Atn asi, se puede verificar que lim._,o G(s) = s°,
i.e., el sistema global (4.24) es externamente equivalente al compensador (4.23) cuando ¢ — 0.

dondeT=[z =z T }T y con funcién de transferencia G(s) = s
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Figura 4.1: Primera aproximacion

A continuacién se mostrard que el sistema global no es externamente propio.
Comparando el sistema (4.24) con (4.14)—(4.17), se obtiene:

Ap:[l_/f- __16/26]’ bpl:[l(;z—:]’ Bp:Bpl:{g 8 1(/)51.

Entonces,

B —€ 0 0 | —eB-1 ¢ 0
Rp_l ]’ Lp_l1—1/53 1/&2 —1/€:|7

por lo tanto:

| R | L,
e 0ol )

Multiplicando por la izquierda (4.24) por L y haciendo T = RZ, se obtiene:

1 0/0 0 0 [ -3 —> |0 0 0] (e6+1)
0 1/0 0 0] l/e —1/e|0 0 0 (1/e* = 1)
0 0f00O0|z =] 0 0 [1L0O]|Z+ —1 u
0 0[1 00 0 0 (010 0
[0 0|0 1 0 | 0 0 |00 1] 0]
y = [0 1]-1/e 1/e 0]Z

2 s+03
s2e+(14Be)s+B+e2 "

con funcién de transferencia G(s) = s

(4.25)

Haciendo la comparacién de (4.25) con (4.21), se pueden identificar ficilmente las matrices N,

A,, Cp y C,. Aplicando, ahora, los algoritmos (1.15) y (4.12) a (4.25), se obtiene:

Rao = 1es); EilARZo = {es,e5}; S}}O = {es, eq,65}

de donde se observa que S} # E~'ARY). De esta manera, del Corolario 2 se tiene que el sistema

(4.24) no es externamente propio.
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Segunda Aproximacién

Considere el sistema de la Figura 4.2, cuya forma descriptor estd dada por la expresion:

100l00 0 T3 -2 0 loo0 o0 0
01 0[/000 0 0 1 oo o 0
00 1[000/. |1/2 —1/22 —2/e|0 0 1/ |_ 0
000l000]|% " 0 0 0 110 o |7 | |v (420
00 0[100 0 0 01 0 0
100 0[010) i 00 1 0 |

0
0 0 0
y = [010]|000]7

s+08
e2s3+(Be242¢)s2+(2Be+1)s+ [0+

que es propia. Se puede verificar que lim,_,o G(s) = 52, i.e., el sistema global (4.26) es externamente
equivalente al compensador (4.23) cuando ¢ — 0.

— T . . .
conZT =[xz 2z z & | ycon funcién de transferencia G(s) = s?

Figura 4.2: Segunda aproximacién

Para verificar que el sistema global es externamente propio se procede de la siguiente manera.
Comparando el sistema (4.26) con (4.14)—(4.17), se obtiene:

8 -2 0 0 00 0
A= 0 0o 1 |, bu=| 0 |, B,=B,=|00 o0
1/e? —1/e? —2/e 1/&? 0 0 1/
Entonces:
0 0 O 1 0 0
R,=1| 1/ 0 0|, L,=1| 2/ =1/ 0 :
—2/e% 1/e? 0 -3/t 2/&d 1/€?

por lo tanto:
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Multiplicando por la izquierda (4.26) por L y haciendo T = RZ, se obtiene:

O O OO O

O O OO = O

O O Ol OO

O = Ol O O

_ O Ol O O

S O OO OO

Y

-3 —* 0 |00 0
0 0 1 {000
1/e? —1/e? =2/ |0 0 0
0 0 0 [1 00
0 0 0 (010
|0 0 0 [0 01
[0 1 0|1/ 0 0]z

—1
—2/&3
4

7+ 3181

0

0

u  (4.27)

s+0
€253 +(Be2+2¢)s2+(2Be+1)s+L+e2 "
Haciendo la comparacién de (4.27) con (4.21), se pueden identificar facilmente las matrices N,

A,, C,y C,. Aplicando nuevamente los algoritmos (1.15) y (4.12) a (4.27), se obtiene:

con funcién de transferencia G(s) = s?

Ruo = {es,ec}t; ET'ARg = {es,ese6}; Sk, = {ea es,¢6}
donde se observa que Sy = E"'ARY). De esta manera, del Corolario 2 se tiene que el sistema
(4.26) es externamente propio. En efecto, es externamente equivalente al siguiente sistema propio

(ver la Figura 4.3):

. -3 - 0 -1
T = 0 0 1 T+ | =2/ |u (4.28)
1/e? —1/e? —2/e 3/
y = [0 1 0]z+(1/e*)u
2 s+

cuya funcién de transferencia es G(s) = 5° 5 (2 e Y P

—1
|
—2e
u 2 N 2l | N lo Y
3/e 1/e |f 7 |f
—2/e? 1/&?
. 1 f

—p

Figura 4.3: Sistema equivalente de la segunda aproximacion
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4.6.2 Sistema Multivariable

Considere el siguiente sistema multivariable no propio:

00 o0lo o]0 0
1 0 0flo o|lo o
0 1 0lo olo o].
0 0 0J]0o 0|0 0 |& =
0 0 olo 1]0 o
0 0 0[]0 0[]0 0
00 o0fo of1 o0

z =

cuyo comportamiento entrada-salida se

1 0 0
0 (p+1) 0
0 0 (p+1)

Ahora llevemos el sistema (4.29) a la for

1 0 0|0 0|0 0O 0 -1 0
0o 1 o0olo ofo0 o -1 0 0
0 o 1]lo ofo o 0 0 0
0 -1 o1 1]0 o0 |&+|" 2 0 0 |u
0 1 0lo —1]l0 o0 —2 0 0
0 0 0[]0 Ol 0 T -1 -1 (4.29)
Lo o0 oflo of0 1 0 0 0
00 1|0 of 0 0
00 —1|1 of o ol
|1 0 0|0 -1]|-1 1
describe por la siguiente ecuacién diferencial':
2
P p 0
z=| -plp+2) -p? 0 u (4.30)
2 2 (2
p p° (p"—1)

ma canénica de Kronecker. Para esto, se define z = 17, 2,

€= T}{l){‘ y se multiplica, por la izquierda, la ecuacién descriptora por 77, donde:

1 000 0] 00 1 0 0]/0 0|0 o
01 0|0 of 0 0 01 0|0 ofo o
10 0 00 1|0 of 0 0 0 0 1|0 0ofo O
T, =10 0o 1|, Tp= 0 0o0l0o o] 1t o|, Tg=|01o0]0 0|1 1|,
110 00 0|o of-1 1 1 0 0lo o]0 —1
—T 0 0T 0| 0 0 0 0 0[f 0[]0 0
-1 1 0|0 —1| 0 0 00 0|1 1[0 o©
es decir:
0 0 0 10 0 7
10 0 010 0 -1 0
0.1 0 0 0 1 -1 0 0
- 0 0 0
0 0 : 10 z
1 0 & = 0 1 E4 |71 T -1 |u
11
0 1 2 1 0 (4.31)
T 1 0
L 1_ L 71_
0.0 1
z = 0 1 LS
01 0 11
donde € = [ &, &, &, €' ]7. Para obtener la forma particular propuesta en (4.3), se des-
T LS Siz Sp1 Sp2 ) p prop )
. —1)_
compone (4.31) como sigue (recuerde que z = T]EO )z):
00 0 r10 0 -
-1
100 0 1 0 4 o e
010 ' 0.0 1 o o o
0 0 w = 10 w+| -1 -1 -1 |(u
10 0 1 111
0 -1 0
0 0 1 0 _1 0 0 (432)
10 I 0 1]
_ _ r
0.0 1
*
y* o= 0 1 w
0 1

'Recuerde que p es el operador derivada (ver la notacién en la pdgina 4).
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§po = —Epot[1 1 0]u (4.33)
0
1

1 0 01~ 0 0 0
z = [_1 1}y*+{1}§p72+{—2 -1 o}u (4.34)
0 0 1 0 0 0
Note que la descripcién entrada-salida de (4.32) es:
p p’ 0
y'=|0®-1) (-1 -1 |u (4.35)
1 p 0

Ahora se procede a aproximar el sistema no propio (4.32).

1. Comparando (4.32) con (4.1) y (4.3), se obtiene: n = 3, ky = 2, y ko = k3 = 1; de esta
manera £ = 2. La matriz I" se indica en (4.32).

2. Usando (4.7) y (4.8), se obtiene el siguiente sistema (c.f. (4.14)-(4.16)):

100
0 1 0
0 0 1
1 0 0 0
01 0 0
00 10
0 0 0 1 .
0 0 O T = 0 —1 0 u
1 0 O -1 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 -1 -1 -1
1 0 1 1 1
0 —1 0
00 L -1 o ol
1 0 |
-3 0 0 | -2 0 0 0 0
0 —-p 0 —e8 0 0 0
0 0 -8 = 0 0 0 (4.36)
0 —1/e 1/ 0 0 0
1/e 0 —1/e 1/e 0 0
1/e —1/e 0 1/e 0
+ 1/e —1/e 0 0 1/e |
T 0 0
01 0
0 0 1
1 0
0 1
1 0
0 1
1 0
Yy = 1 T
1
3. Las matrices R, y L, definidas en el Lema 7 son (see (4.18)):
0 0 0|l 0o oo o e 0 0 0 0 0 0
0 0 0|0 ofo0o o 0 0 0 g2 0 0 0
0 0 0|0 oflo o 0 0 0 0 0 g2 0
R,= |71/ 0 0[0 0[]0 0|, Lp,=|"2/E -1/ 0 0 0 0 0 |;
—1/e2 1/e 0| 0 0] 0 O —1/e3  1/e2 —1/e| 0 0 0 0
0 0 0|1/e 0f 0 © 0 0 0 |1/e2 —1/e| o© 0
0 0 0| 0 o0f1/ © 0 0 0 0 0 |1/e2 —1/e
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note que (4.19) y (4.20) se satisfacen.

. _ (-1 . .
4. Definiendo = = { 1B } x y premultiplicando (4.36) por { 0 }, se obtiene (c.f. (4.21)):
1 0 0 0 . 0
o
0 —€ 0
1 000 1/e2 —2/&3 0
0 1 0 0 —1/82 1/83 0
0 0 1 0 —(1/e2+1/e) —(1/e2+1/e) —(1/e2 +1/e)
0 0 0 1 s 1/e —1/€? 0
0 L= 0 —1 0 u
1 0 O —1 0 0
1 0 0 0
0 0 —1 —1 —1
1 0 1 1 1
0 —1 0
00 -1 0 0
1 0|
-8 0 0 | —&3 0
0o -8 0 —3
0O 0 -8B —e3
0 —1/e  1/e
1/e 0 —1/e
1/e —1/e
+ 1/e —1/e
T 0
0 1 0
0 0
10
0 1
1 0
L 0 1]
1 1/62 0 0
Y= 1 1/e 0 z
1 1/e
(4.37)

5. Aplicando los algoritmos (1.15) y (4.12) a (4.37), se obtiene: R, = {eg, €10, €12, €14}

y ETYAR:, = {es, €9, €10, €11, €12, €14} = S¥ - Por lo tanto, del Corolario 2 se tiene que el
sistema (4.37) es externamente propio y es externamente equivalente a (s6lo aplique el algoritmo
de minimizacién matricial propuesto en [11]):

-8 0 0 | —¢ 0 0 0
0o -3 0 0 0 —e 0
. 0 0 —-B| 0 0 0 -3 |
= |0 0 0 |—-1/e 1/ 0 0 |xT+
/e 0 0O 0 -—1/e 0 0
0 1/e 0 0 0 -1/ 0
L o 0 1/e| © 0 0 -1/
[0 0 0|1 0 0 017 . 1/e2 0
y=1]100 0|0 0 1 o}x—i— /e 1/e 1/5}11
|0 0 0|0 0 0 1 /e 0

o7

1/€? —2/e3
—1/e? /
—(1/e2+1/e) —(1/e? +1/e)
1/e —1/e?

—(1/e2 + 1/¢)



Note que la descripcién entrada-salida de (4.38) es:

p p? 0
Fpy = (p+8)| p-1) (-1 (p—1) |u (4.39)
1 p 0
(ep+1)*(p+06) +¢° 0 0
F(p) = [ 0 (ep+ 1) (p+06) +¢&° 0 (4.40)
0 0 (ep+1)(p+08)+e3

Entonces, de (4.39) y (4.35), se tiene que:

F(p)(y) = (p+ B)y"(t).

Por lo tanto existe un nimero real positivo, €*, tal que det F'(p) es Hurwitz para todo ¢ € (0,&*).
También se observa que los polos dominantes estan en —f y los demés estan muy cercanos a —1/¢
(para € muy pequena). Ademds,

y(t) ~ y*(£) + e (y(0) — y*(0)) para & muy pequefio,

El filtro buscado estd dado por (4.38), (4.33) y (cf (4.34)):

100 01- 0 00
Z:[—l 0 1}y+{1}§p2+[—2 -1 o}u (4.41)
0 1 0 0 0
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Capitulo 5

Semi-rechazo de Variaciones
Estructurales Internas en Sistemas
Lineales

En este capitulo se consideran sistemas lineales con variaciones de estructura interna. Bajo algu-
nas ligeras suposiciones, el control de tales sistemas es, en efecto, posible gracias al uso de modelos
implicitos y a retroalimentaciones proporcional y derivativa. Sin embargo, el diseno de tales leyes
de control usualmente requieren aproximaciones adecuadas para los derivadores, por lo tanto, se
necesitan aproximaciones proporcionales de la ley de control proporcional derivativa correspon-
diente a la solucién exacta. La principal contribucién de este capitulo es obtener una versién
cercana del problema a través de una retroalimentacién proporcional pura (de alta ganancia). El
diseno es diferente, pero muy cercano al procedimiento utilizado para obtener retroalimentaciones
proporcional derivativa. Un punto muy interesante es la interpretacion tedrica de sistemas del
proceso clasico de la integracion por partes que equivale a un cambio de base particular.

5.1 Reésumé en francais

Comme spécifié dans le Chapitre 2, la commande de systémes a structure variable est possible
grace a 'utilisation de modeles implicites et aux lois de commande proportionnelles et dérivées (P-
D). La contribution principale de ce chapitre, consiste en 'obtention d’une version approchante
du probléme, au travers d’un retour d’état proportionnel pur (a4 grand gain). La synthése est
différente, mais tres proche de celle du procédé utilisé pour obtenir la loi de commande P-D. Un
produit annexe de cette démarche alternative est I'interprétation, du point de vue de la théorie des
systémes, du procédé classique de 'intégration par parties, et qui est traduit ici par un changement
de base (généralisé) particulier.

Dans la section 5.2 on propose le probléme (Probléme 5) d’approximer le retour d’état P-D
par un retour d’état purement proportionnel, de maniére & conserver les propriétés structurelles
décrites dans le Chapitre 2.

Dans la section 5.3, on obtient I’équivalence, dans le cadre de la théorie des systemes, de
I'intégration par parties. Dans cette section, on montre qu’il est nécessaire d’appliquer plusieurs
fois de suite I'intégration par parties, (deux fois sur ’exemple simple d’'un dérivateur d’ordre 1)
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pour obtenir des informations utiles, et aboutir aux conclusions (désirées), c’est a dire, observer ce
qui se passe avec le comportement externe quand un certain € tend vers zéro. Dans la sous-section
5.3.1 on montre I’équivalence entre 'intégration par parties et les descriptions généralisées de type
Fliess (i.e. avec des dérivées explicites des entrées). Ceci est illustré sur ’exemple simple choisi,
tant pour les changements de variable sous-jacents que pour les conclusions sur la propreté interne
et externe, respectivement, des descriptions implicites.

Dans la section 5.4 on obtient une série de décompositions géométriques des espaces, qui
permettent de proposer une approximation propre de la loi de commande P-D. Pour celle-ci, on
montre que si certaines conditions géométriques sont satisfaites, alors le systéme implicite peut
étre exprimé dans la forme donnée par le Lemme 8.

Dans la section 5.5, on montre la contribution principale du chapitre. D’abord, on analyse le
retour d’état dérivé dans les bases choisies et a partir de 1a, on propose le retour d’état propor-
tionnel qui approxime. On utilise alors un résultat du Chapitre 2 (voir Théoréme 5) pour établir
'existence d'un retour d’état proportionnel solution du Probléme 5 (Théoréme 11).

Finalement, dans la section 5.6, on montre les contributions du chapitre sur un exemple il-
lustratif ot 'on pourra observer que I’exemple de la section 1.2 du Chapitre 1 ne satisfait pas la
condition géométrique requise mais que ce probléme peut étre résolu en ajoutant un intégrateur
externe. Néanmoins, il faut noter que la région des variations qui préservent la stabilité interne
est réduite quand on fait une approximation proportionnelle du retour d’état P-D.

5.2 Introduccién

Ya se ha mostrado (ver Capitulo 2) que la solucién al problema de controlar un conjunto de sistemas
lineales estd basada en el uso de una ley de control proporcional derivativa. La parte derivativa
de la ley de control, F,, es crucial para resolver el problema, es decir, una retroalimentacién
estdtica no es, generalmente, suficiente. Surge ahora una cuestiéon natural desde un punto de vista
préctico: jqué se puede hacer si estamos restringidos a utilizar Uunicamente retroalimentacion
proporcional?. Maés precisamente, scomo aproximar la retroalimentacion proporcional derivativa
obtenida, de manera que se conserven (tan cercanas como sea posible) las propiedades estructurales
agradables mencionadas en el Capitulo 2¢. Esta cuestion se establece en el siguiente problema
ARISV !
Las demostraciones de los resultados de este Capitulo se encuentran en el Apéndice B.

Problema 5 (ARISV) Considere la descripcion implicita global (1.3). Sea u* = Fyx + Fj& +u
una ley de control que resuelve el Problema 1 (ver Capitulo 2) y sea y* la salida obtenida con
esta retroalimentacion proporcional derivativa. Para una 6 € R dada, encontrar una retroali-
mentacion de estado proporcional uw = F,x + 4 tal que la salida en lazo cerrado, y, satisfaga (t*(0)
es un tiempo fijo que depende de 6, la cual es dada):

ly —y*| <6,  Vt>tH(6)

En este Capitulo se resuelve este problema. En la Seccién 5.4 se obtienen algunas descomposi-
ciones geométricas bésicas y en la Seccién 5.5 se resuelve el problema.

!De las siglas en inglés: Almost Rejection of the Internal Structural Variations
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5.3 Integraciéon por Partes

En esta Seccién se obtendré la equivalencia, en el marco de la teoria de sistemas, de una poderosa
herramienta de andlisis funcional: la integracidn por partes. Para esto considere el siguiente
sistema, propio:

z = [-1/elx + [1/e]f; (5.1)
= [-1/elz +[1/elf

donde € es un pardametro positivo; y es la salida y f es una entrada que se considera al menos dos
veces diferenciable y tal que f, f, f € Loo, con z(0) = 2o, £(0) = f, y £(0) = f.

Ahora analicemos el comportamiento externo cuando ¢ tiende a cero. Para esto, primero se
obtiene la solucién de (5.1):

1 t
z(t) = e_t/sxo—l——/ e~ F(rYdr
€

0

1, 1 L ["
W) =~z at i) - 5 [ e

Entonces |y(t)| < Le7*/¢|z,| + L[ f(t)] + || f||. En estos momentos no se puede concluir nada
cuando € — 0.Por lo tanto integramos por partes:

o) =10 = £ | e f(r)dr

1 1 [ ,
y(t) = —=eVe(x,—f,)+ —/ e~ TEf(r)dr
€ e Jo
de donde se observa que |y(t)| < le 7|z, — f,| + || fllso v solamente se puede concluir que ¥ est4
acotada cuando € — 0 para t > 0.
Ahora, nuevamente integremos por partes:

w(t) — f(£) +ef(t) = e V(w0 fotef)+e / e~ 0E f(r)dr

y(t) = f() = —mee(ay— fotefy) - / e F(r)dr

3

entonces |y(t) — f(t)] < te7/%|z, — f, + fs| + €| f||oo- Por lo tanto y(t) — f(t) cuando & — 0
para toda t > 0.

De este anélisis simple, observamos que fue necesario integrar dos veces por partes para obtener
argumentos rigurosos que permitieran llegar a las conclusiones (esperadas).

Seria interesante ahora trasladar este proceso de integracion por partes desde un punto de vista
tedrico de sistemas. Efectivamente, posteriormente se mostrard, en la Subseccién 5.5.2, que esta
interpretacién en términos de cambios de base equivalentes es la gufa que ayuda en la eleccion de
la ley de control proporcional que resuelve el Problema ARISV.
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5.3.1 Descripciones importantes de los sistemas

Se debe enfatizar que la primera integracién por partes es la solucién temporal (es decir, en el
tiempo) de la descripcion de Fliess en el espacio de estados [25, Fliess 1990]:

W o= [—1/5]w+[1/5](—5f>
y = [-1/ew.

Esta descripcién se puede obtener de (5.1) con el simple cambio de variable w = x — f.
Ahora, note que la segunda integracién por partes corresponde a la solucién temporal de la
descripcion de Fliess:

= [—1/€]Z+[1/§](€2f) (5.2)
y = [-1/elz+ ]S

Esta descripcién también se puede obtener de (5.1) con el cambio de variable z = w — (—¢ f) =

x— f+ef.

Las descripciones implicitas de (5.1) y (5.2) tienen la siguiente forma:
i) Haciendo §; =z y &, = f en (5.1) se obtiene:

T 0] . ~1/e 0 1/
o C s R R 3)
y = [ —1/e 1/e]¢

ii) Haciendo ¢, = z, (, = f, {3 = —e(y y (4 = (3 en (5.2) se obtiene:

T 0 00 “1/e 0 0 —1 0
0 — 0 oll. 0 01 0 0
0 0 1 of|lS = o oo 1 |t o |f (5-4)
0 0 0 0 0 1.0 0 1

y = [—1/e 0 —1/e 0]

5.3.2 Propiedad Interna

Note que el sistema (5.3) es internamente propio. En efecto, esto se obtiene del hecho que (ver la
Proposicién 4 del Capitulo 2):

X:ker[l O}G}ker[O 1}.

También, note que el sistema (5.4) no es internamente propio debido a que (ver la Proposicién 4
del Capitulo 2):

1 0 00
0 — 00

ker | o g 1 o |Nker[0 1 0 0]z{0}.
00 00
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5.3.3 Propiedad Externa

Puesto que el sistema (5.3) es internamente propio, también es externamente propio. Con respecto
al sistema (5.4) primero se necesita obtener el sistema cocientado por R’  en el co-dominio (ver
Corolario 1 del Capitulo 2):?

010 0 /7 010 0 1/z
0 00 0]: o 110 0. | -1
0o =00 |° "~ o o010 l|T] o |7
0 0 1 0 0 0 0 1 0

y = [CIE 1E]o o).

Aplicando el algoritmo (1.15) a este sistema se obtiene R, = {es, e4}. De esta manera, dentro
de los cuadros se encuentra el sistema inducido mencionado en el Corolario 1, el cual no es otro
que el sistema (5.3). Entonces, (5.4) es externamente propio y externamente equivalente a (5.3).

De esta discusion se concluye que realizar dos integraciones por partes es equivalente a aplicar,
en la descripcion de Fliess en el espacio de estado, el cambio de variable:® z = z— f+¢f. El sistema
obtenido con este cambio de variable tinicamente agrega variables descriptoras diferencialmente
redundantes y permanece externamente propio y externamente equivalente al sistema original.
Como se verd muy pronto, el subespacio diferencialmente redundante agregado nos permite llevar
el sistema a una forma estructural agradable.

5.4 Descomposiciones Geométricas Basicas

El objetivo de esta seccién es obtener una serie de descomposiciones de los espacios del sistema,
los cuales nos permitirdn proponer una aproximacién propia de la ley de control proporcional
derivativa, u(t) = F,x(t) + Fat(t), presentada en el Capitulo 2.

Para propdsitos de aproximacion, primero se modificard la condicién geométrica (2.18) de la
siguiente manera:

dim(V* A E-1B) > dim(K,) + dim(’CEV;*V). (5.5)

Por simplicidad podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que una retroalimentacién propor-
cional preliminar ha sido aplicada tal que:

AV N B={0}y AV* C EV*, (5.6)

De manera similar a la mostrada en [17, Bonilla y Malabre 2002], se realiza una descomposicién
de Kg, E7'B, V* y el espacio X como sigue (Xo, X+, X3 y Xic,, son subespacios complementarios

1 —1/e 1 —1/e 1 -1 -1 0
. 0o 0 0 1 01 0 0]=
2 _ =
Pre-multiplique (5.4a) por 0 1 0 0 y haga ( 00 1 0 C.
0 0 1 0 0 0 0 1
5En el caso de n integraciones por partes el cambio de variable es: z, = 2 + X, (—1)%~1 f0=1)
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cualesquiera):

Kp=(V'NKp)® Xe,
EB=((V'NEB) +Kp) ® Xy

X=WV"+E'B)a X,
En vista de (5.5), existen X} y X» C E7'B tal que:
V'NE'B=X0X & (V'NKg) (5.8)

con X =~ X, y dim A} > dim X,
De (5.7) y (5.8) se obtiene:

X=X X OXE (V' NK) S X, &40 X
E-'B= X1 B AP (V* ﬂICE) D XICE D As.

De esta manera, B, EV* y £ se descomponen de la siguiente forma (recuerde 2.9a):

B = EX,®EX,® EX, (5.10)
EV* - EXV* EB EXl @ EXQ
E = EXV* GEX,®EXD EX; P EA.

También, U se puede descomponer de la siguiente manera (recuerde que K = {0}):
U=B'EX,® B 'EX,® B'EX; (5.11)

Basandonos en las descomposiciones anteriores se definen las siguientes proyecciones naturales

(Z S {V*7 17 27 ICE}):4

Qu, : X — &y Qve: X - V' NKg

QE30:X—>XICE@X3@XO; PXv*ZgﬁEXV*

P : & — EXy; Pysg: £ — EX5 D EXs @ EX (5.12)
R,:U — B'EXy; Ry:U — BT'EX,

Rs:U — B7'EX;

y los siguientes mapas de insercién:

VXi:Xi—>X; VVEIV*QK:EHX
VE30 . XICE D Xg D Xo - X, W1 . B_lEX1 —U . (513)
W - BilEXQ —U; Ws BilE.Xg —U.

Gracias a las proyecciones (5.12) y a las inserciones (5.13) se obtiene una descripcién implicita
més precisa de (1.2) en el siguiente lema. Este lema serd el punto de partida para obtener la
solucién propuesta del Problema 5 planteado en la Seccién 5.2.

4Las proyecciones naturales son proyectadas a lo largo de los subespacios complementarios definidos en (5.9a),
(5.10¢) y (5.11).
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Lema 8 Si (5.5) y (5.6) se satisfacen, entonces el sistema (1.2) se puede expresar de la siguiente
manera:

TvQx,. = = Py, Az

T1Qx % = LiRyu

(K1Qx, + N1Qps30)t = A1QE3z0z + (LoRy + L3 R3)u
y = CQp3ox

donde TV : Xy — EXV* (T‘V = PXV* EVX\}*), T1 : Xl — E/Yl (Tl = PlEVXl) Yy Ll : B_IE.Xl —
EX) (Ly = PLBW;) son isomorfismos; los mapas Ly = Py3oBWy y L3 = Pago BW3 son mdnicos
y tal que Im Ly = EX, yIm Ly = EX3; los mapas A; y C se definen como Ay = PgsgAVasy ¥
C = OVgsg. Los mapas K, y N, se definen de la siguiente manera:

(5.14)

K, = Pg3oEVy,; satisfaciendo Im Ky = EXy, y Kg, = {0} (5.15)

N1 = Pg3oEVasg; satisfaciendo In Ny = E(X3 © X)), y Ky, = Xig (5.16)
También se necesita el siguiente lema.
Lema 9 Definamos las siguientes proyecciones naturales:
QXKE : X, @ X3 B Xy — X, alo largo de X5 & Xo. (5.17)

Entonces el mapa Tasg : (N7 + Klij;E QX)CE) es un isomorfismo. Ademds QX;cE = QX)CE Q30

5.5 Solucion al Problema ARISV

En esta seccion se presenta la contribucion principal de este Capitulo. En el Teorema 11 se dan
las condiciones bajo las cuales la aproximacién, resuelve, en un sentido aproximado, el Problema

ARISV.

. o . . . ., . [
Para evitar tecnicismos innecesarios, en esta Seccién asumiremos que:’

XQ ~ XICE ~ Xl (518)

5.5.1 Retroalimentacién Derivativa

La retroalimentacién derivativa propuesta en [17, Bonilla y Malabre 2002] fue (recuerde que K; =
PEQQEVX2)Z

LyRyu’ = —K\(=Qux, + T Qu, )t + LaRot (5.19)

°Si la dim X7 > dim X, ,entonces s6lo se tiene que trabajar con una proyeccién adecuada sobre un subespacio
X[ de X tal que ] = X,
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donde T;‘/;E : X, — A2 es un isomorfismo (recuerde (5.7a) y (5.8)). Aplicando (5.19) y la
retroalimentacion Ly Riu* = —(1/e)T1Qx, 2 a (5.14), se obtiene (recuerde que QXICE = QXICE QE30
y que el mapa Tozg = (N1 + K 1T§;E Q X)CE) es un isomorfismo, Lema 9):

I 000 0 X1 Xy Xz Xy X5 0
000 0 &= |0 {1/ 0 0 0 Jzt4| 0 |a (520
0.0 00 0 0 0 0

y*z[oooo]

donde: [ X1 Xo X3 X4 X5 | = Ty Py A, A = Tis" A1, B = T3 Lo, 1y = Ryii. Se
usa y* en lugar de y para distinguirlo del caso de retroalimentacién proporcional. El subsistema
¥#(I, A, B, C) encerrado en los cuadros es el sistema cociente en espacio de estado mencionado en
el Teorema 6. Asumiendo controlabilidad en la parte dindmica comin de la descripcién implicita
global (2.8), se sigue que el par (A, B) es controlable; de esta manera supondremos que el mapa
A se ha hecho Hurwitz por una retroalimentacién proporcional de estado previa.

Note que estas propiedades estructurales y los resultados son independientes de la estructura
interna activa de cada Kp, particular.

5.5.2 Retroalimentacién Proporcional

Baséndonos en la retroalimentacion derivativa (5.19) se propone la retroalimentacién proporcional
(recuerde que T} = Py EVy,):

LlRlu = —(1/E)T1(QX1 — T;élQX2 + T;C';E QXKE)LL' (521)
LQRQU = Klg + LQRQ/H/ (522)
9= _(1/5)(T/€2QX1 - QXQ + T;éEQXKE>x (523)

donde Tyl : Xy — X1, Tyl + Xp — X1, Ty? + Xy — oy Ty ¢ X, — Ay son isomorfismos
(recuerde (5.18)). Aplicando la retroalimentacién (5.21)-(5.23) al sistema (5.14) se obtiene:

Tvav*l" = PXV* AJI

T'Qx T = —%Tlell’ + %T1(T§QIQX2 - T/%Y,éE QXICE):U
(K1Qux, + N1Qpso)t = A1Qp30x + K19 + LaRou
0= T3 Qur — 1(Qu, — Ty} Quc,)z + 9.

(5.24)

Basandonos en la Subseccién 5.3 (integracién por partes), se hace el siguiente cambio de
variable:

Qiz = Qiz,, Yi#X y (5.25)
1 1 .
Quz = —Qxr— E(TEQ& — T3t Quc,)v + (T Qu, — T3 Que, )i

66



Entonces el sistema (5.24) toma la siguiente forma (recuerde que Tij& =1y TﬁQT;&E = Tffle )

TyvQx,. 2 = Px,. Az

T1Qx 2 = —(1/e)T1Qux 2 + Ty (T Qu, — T;(;EQX,CE)'Q

(N1 + KlT))({,iE QX,CE)QE?,OZ = A1Qp30z — KlT;)((fQXlZ + LoRou -
0="T3Quz— (Qu, — T3y Quc,)i+g

(5.26)

Ahora definimos h := (T;EQ Xy — T;giE Q X QE30)2 y construimos el espacio Z2 = X & {g} & {h}.
Entonces (5.26) toma la siguiente forma:

I 0 0 0 0 0 0 X1 Xo X3 Xq4 X5 00 0
0dr 0 0 0 0 I 0 i(=1/e)If 0 0 0 0 0 0
00 0 0 000 |2= 10 X1 0 o0 0o o |z+|[Bll@
00 0 0 0 00 0 X 0 0 0 I —X, 0
_00X§_)0—Y100_ | 0 0 o 0 0 0 I | 0

donde [ X1 Xo X3 X4 X5 | = TS VPy,., Xo = Ti ' KiT2, X7 = T2, A = T Ay,
B = TQ(:,I)ULQ, Y, = Tj%EQX,CE, y iy = Ryui. Note que el subsistema Y*(I, A, B, C) encerrado
en los cuadros es el mismo que se obtuvo en (5.20), pero ahora es perturbado por el subsistema
exponencialmente estable en estado estacionario de ganancia ¢, ¥/ (I, —(1/¢)I, —I, — X¢) encerrado
por las lineas punteadas. Aunque la ganancia en estado estacionario puede ser muy pequena (pero
nunca cero), es necesario que la variacién de estructura interna, la cual se hace casi no-observable
sea exponencialmente estable. De esta manera, sélo se pueden aceptar variaciones de estructura
interna, Kp,, que pertenecen al siguiente conjunto (recuerde que A es Hurwitz y € > 0):

E — (A+ BF)
-D;

re(0) = { Kt | | s Hurwiea | (5.28)

Si este conjunto es vacio entonces no existen soluciones al Problema ARISV.

5.5.3 Semi-rechazo de la variaciéon de estructura interna

Teorema 11 Suponga que se cumplen las condiciones del Teorema 6 del Capitulo 2. Si ademds
se satisface (2.9) pero con (5.5) en lugar de la sequnda expresion en (2.9), entonces existe una
retroalimentacion proporcional que resuelve el problema ARISV para todo Kp, € T'r(D;).

5.6 Ejemplo Ilustrativo

Ahora consideremos nuevamente el ejemplo (1.4). Para este sistema se tiene:

V*={e,ea}, Kg={es}, E7'B= {e2, €3}
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por lo tanto:
X ={ei}, Ao ={e}, Xk, ={es}, X1 =V"NKp=2x=2x={0}

donde se observa que la condicién geométrica (5.5) no se satisface. Para acercarnos mas a dicha
condicién, se agrega un integrador externo al sistema (1.4):6

1000 00 1 -1 00
0100]. 000 0 10
0010/ looo0 —1]%|o1]|" (5.29)
0000 a0 f 1 00

y = [000 1]z
Para este sistema se tiene:
V*={en,ese3}, Kp={es}, E'B=/{es es €4}

de esta manera:

Xy = {61}, X = {62}7 Xy = {63}, XICE = {64}
Xlzv*ﬂ/CE:ngng{O},

y ahora se satisface la condicién geométrica (5.5). De (5.29) se obtiene:
L1=L2=TV:T1:K1:T§,3E:TglzT;{;E:TﬁQ:QXKEzl
Ny=0, Ai=-1, Ri=[10], R=[0 1]
Qrp.=[1000], Qu=[0100], Qu=[0010]
Qxe, =Quso=1[0 0 0 1], Py.=[100].

5.6.1 Retroalimentacién Proporcional Derivativa
De (5.19) se obtiene la retroalimentacién derivativa:
LyRu*=—[0 0 -1 1]a+[0 1]u

la retroalimentacion proporcional estd dada por la expresion:

LiRw =270 10 0].

€
El sistema en lazo cerrado toma la forma:
1 00 O 0 0 1 -1 0
010 O ) 0 —1/e 0 0 0 B
00 0 @ r = 0 0 0 x + Usg (530)
000 O « 0 6 1 0

y = [0 0 0 [1]]a

6(i) El segundo renglén y la segunda columna corresponden al integrador externo agregado; (ii) se ha aplicado
previamente una retroalimentacién proporcional para obtener (5.6); (iii) en la parte inferior se ha agregado la
ecuacion algebraica 0 = D;x
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El polinomio caracteristico del sistema (5.30) en lazo cerrado estd dado por:
det AM(E—BFy) — (A +BE,) | =(A+1)(A+1/e) (BA+ ).
por lo tanto:
Lirr (D) ={(,B) |a-8>00 (3=0& a+#0)} (5.31)

conD:[a 0 p 1].

5.6.2 Retroalimentacién Proporcional
De (5.21), (5.22) y (5.23) se obtiene:

LyRyu=g+[0 1]a, g:—é[O 1 -1 1]z, LlRlu:—é[O 1 -1 1]z

Ahora el sistema en lazo toma la forma:

(1 0 0 0 0 0 ] 0 0 1 -100 [0 ]
0 11:0 0 0 -1 0 i-(1/e); 0 0 0 0 0
0.0 0 1f 0 0, _ o Lip o f[do o | i (5.32)
0O 0 0 0 0 O 0 1 0O 0 1 -1 0
0 01 -10 0 0 0 0 0 0 1 0
L0 0 0 0 0 0 a 0 B 1 0 0 L 0

y = [00 0 [1] 0 0]z
El polinomio caracteristico del sistema (5.32) esta dado por la expresion:

det [A(E— (A; +BF,)) = A+ 1) (A+1/e) (BA+a) — (B+1) N

I'r(D) = {(a,ﬁ) la < min{— G + 1) 8, — (1?&:) 0}} (5.33)

conD:[a 0 10 O].

Por lo tanto:

Comentario 4 De este ejemplo ilustrativo se puede mencionar lo siguiente:

1. Con la retroalimentacion proporcional y derivativa se obtiene una descripcion en espacio
de estado controlable desacoplado de la variacion de estructura interna (ver en (5.30) el
sub-sistema encerrado en los cuadros).

2. Si ademds se desea estabilidad interna, la variacion de estructura (en el caso de la retroali-
mentacion proporcional derivativa) debe presentarse en la region (5.31). Note que los cuatro
casos considerados en el Capitulo 1, (o, ) € {(—1,-1),(=1, 0),(—1,-5),(1,1)}, estdn
dentro de I (g, r,)(D;).
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. Para la retroalimentacion proporcional, el Problema ARISV tiene una solucidn si la variacion
de estructura interna se presenta en la region (5.33). Para este caso, solamente se pueden
considerar las estructuras (o, 3) € {(—1,—-1),(—=1,0),(—1,=5)}; el caso (o, 8) = (1,1) no se
puede presentar.

. Puesto que el sub-sistema encerrado en los cuadros en (5.80) y (5.32) es el mismo, las
propiedades estructurales son, también, las mismas.

. La region de posibles variaciones que preservan la estabilidad interna se reduce cuando se
realiza una aproximacion de la retroalimentacion proporcional derivativa, es decir, para el
caso proporcional derivativo esta region estd formada por el primer y tercer ortante, mientras
que para el caso proporcional la region se reduce al tercer ortante.

. Si se satisface la condicion geométrica (2.18b) pero nmo la condicion (5.5), solamente se
necesitan agregar algunos integradores hasta satisfacer (5.5).
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Capitulo 6

Optimizacién de Sistemas Escalera

En este capitulo se obtiene una ley de control sub-dptima, u, del sistema global (1.3), presentado
en el Capitulo 1, como una combinacién lineal de los controles 6ptimos, u} (i = 1,...,n), de ca-
da sistema. Esta ley de control es menos 6ptima cuando el sistema 7 estd activo que su control
6ptimo asociado, pero se conduce a un compromiso global satisfactorio. Este esquema es conve-
niente cuando no se sabe con suficiente precisién que sistema estd activo (articulo en proceso de
elaboracion).

6.1 Résumé en francais

Dans ce chapitre on décrit une loi de commande sous-optimale du systéme global montré dans
le Chapitre 1, et obtenue comme une combinaison linéaire des commandes optimales de chaque
systeme. Cette loi de commande est moins bonne quand le i-éme systéme est actif que lorsque I'on
applique sa commande optimale associée ; mais elle conduit & un compromis global satisfaisant.
Ce schéma est utile quand on ne sait pas précisément quel systéme est actif (un article est en
cours de rédaction sur ce point).

Dans la Section 6.2 on montre un cas particulier pour deux systémes (n = 2). On y considére
d’abord le systéme global, qui est nécessaire pour obtenir la commande sous-optimale.

Dans la Section 6.3, on décrit la procédure générale pour obtenir une loi de commande sous-
optimale comme une combinaison linéaire des lois de commandes optimales de chaque systéme
particulier, et également, on obtient une borne pour l’erreur. Dans la sous-section 6.3.1, on obtient
la loi de commande sous-optimale pour la paire de systémes considérée dans la section 6.2, de méme
que la borne pour 'erreur, et finalement on montre les résultats de la simulation.

6.2 Introduccién

En esta Seccién se muestra un caso particular para obtener una ley de control éptima cuando los
pardametros (o, 3) del sistema global solamente toman los valores (o, 3) = (—=1,—1) y (o, ) =
(—1,0), es decir, cuando se presentan los dos primeros casos mencionados en el Capitulo 1. Para
referirnos al caso (o, ) = (—1,—1) lo haremos llamandolo sistema 1 y para el segundo caso,
sistema 2. Sus leyes de control 6ptimas asociadas se representardn como uj y uj, respectivamente.
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Como se mencioné anteriormente, la ley de control sub-6ptimo tnica serd una combinacién
lineal de los controles optimos de cada sistema. Considere nuevamente el sistema global:

1 00 0 1 -1 0
01 0|z = 1 0 -1 jz+| 1w (6.1)
0 0 0 a [ 1 0

y = [00 1]a

Como se mencioné en el Capitulo 2, se puede realizar un cambio de base para obtener:

1 0(0 -1 010 1
0 1[0 |¢ = pr P |- [ E+ |0 u (6.2)
0 0 O 0 0 1 0

y = [=F —n]1]¢

pro= 148, pp=1l+a+p8, py=a+p.

En la Tabla 6.1 muestra los valores de p;, p, y p3 asi como la funcién de transferencia para
diferentes valores de a y (3.

|| o || 164 || P1 || Po || Ps || Funcién de Transferencia ||

—1[-1] 0 [-1]-2 (p+1ly=u
1o 10— p(p+ 1)y =u
1| 5] -4]-5]-6|(+5p+Ly=0Gp+1u
1 1 2 | 3| 2 (p—3)y=—u

Tabla 6.1: Funcién de transferencia y valores de p;, p, v p5

El sistema reducido de (6.2) es:

o) [ a]e o] 63

y = [—5 _P3]§
pp = 1+0, pp=1l+a+p8, py=a+p.

La solucién de la ecuacién de estado (6.3) es:

e Para p, = —1:
0 e
§= { pite=t et } §o+/0 { py(t _T)e—(t—r) } u(r)dr
y(t) = =B+ papit)€io + pabaple™ + /0 [—(B+ pspr(t — 7))e” D u(r)dr
yt) = %Gﬁ—pwﬁ+%mﬁm—%k%—ﬁwﬂ+lKﬂ+%m@—ﬂ—ﬂwmﬂ“ﬂwﬂﬁ
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e Para p, # —1:

et 0 T (t+71)
£= { LL (et 1 erat)  epat ] §o+/0 { L (_e=(=T) 4 ep2(t—T)) u(7)dr

1+py 1+p

w0 = 0= e+ ek + pae bl +
+ /0 (5 - %)6_(t_7) + %6p2(t_T)]u(T)dT

y(t) = —[((=8+ 1pj_p12)€_t + ?3_?25; e”")&19 + p3paeEag] — Bult) +
+ /0 16— fi—%)ﬂﬂ - %ew(tﬂ]umm

Problema 6 Sea u € L3[0,T]. Se desea minimizar ||u(t)| sujeto a:

(lu) =k y (Glu) =k

con condiciones iniciales y finales y(0) = y(0) = w(0) =0, y(T) =r; y(T) =0; w(T) = 0,
respectivamente, donde:

(Eﬁ + P3P1( )10 ‘)")Pg(fjgo))

B+ papy (T —t t B
(=8 — p3prT + papy)€ro — p3€x)e T + 3 para py =
(B + pspy(T — t) — pypy)e= @D

?J
ko
Y

ki = ((B— fi%) e’ + 1p_3|__€7126p2T)§10 + paer2T g

y = —(ﬂ — ﬁ%)e_(T_t) — ﬁﬂepz(T_t)

_ b2 ara -1 6.5
ko = ((—=8+ %)e T+ %G%T)fw + p3pae”? Ty + B para p; 7 (6.5)

- _ P3P\ ,—(T—t) __ P3P201 ,ps(T—t)
Y= (5 1+p2>e 14+pq e

(flg) = / Fgwde, 1171 = VD

En la Tabla 6.2 se muestran los valores de ki, ko para diferentes valores de a y 3.
Solucién: La solucién general de este problema es (ver por ejemplo [37, Luenberger 1969]):

u* = kiyr + kayo

{ (y1lya) k1 + (a]y2) ke =7
(y2ly1) k1 + (yo|y2) k2 =0

donde los valores de 1, y» y la forma de los controles 6ptimos se muestran en la Tabla 6.3
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Lo |5 ] b | ko |

—1] -1 — (£ +265) e (10 +2650) e —1

-110 floefT — (§10 + &20) _510€7T

—1 ] =5 [ &pe " —6(E0+Ean)e ™ | —Epe " +30(E10 + Egg)e ™ =5
1 1 (€10 + 2650)e™ 3(&10 + 2859)e” +1

Tabla 6.2: Valores de k1 y ko

Lo B 1e e es] Y1 | Y2 Lu'(0) [u'®) te(0,7) [ w(T) |
—1|l-1]0 [|-1]-2 e~ (T=1) —e—(T—1) 0 bet r
—1lo]1]o0]|-1 1—e T-9 e (T=1 0 a + be’ 0
1] -5|—-4]=5|—=6]6eTH —(T-1) | o=(T=t) _ 30T 0 bet + ce®t 0
112312 —e3(T—1) —3e3(T—1) 0 de=3t 0

Tabla 6.3: Forma de y1, y2 y los controles

6.2.1 Ley de Control Optima del Sistema 1

Procedamos a calcular el valor de b para el caso (a, §) = (—1,—1):
¢
y(t) = / e~ Du(r)dr
0
t
) = ()~ [ e Iulrydr = u(t) - y(t)
0

(ylbe') =r — b=r/(yle')

donde:
T 1 1
(yle') = eT/ eHdt =e T <—€2T - —) =sinh T
; 2 2

Por lo tanto:

0 si t=20
ui(t) = ¢ 7€t si 0<t ?T .
T si t=

T/2

Ademas, ||uf|| = /- Para T'= 10, 7 = 10 se obtiene:

0 si t=0
ui(t) = —=ef si 0<t<10
10 si t=10

y su norma toma el valor ||uj|| = 14.142
En la Figura 6.1 se muestran los resultados de simulacién. En ella se pueden observar el
comportamiento del control 6ptimo, la salida, su derivada y los estados.
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Estado x1

Control u

12

100

Derivada (dy/dt)

4 6 8 10
tiempo [seq]

4 6 8 10
tiempo [seq]

05

4 6 8 10
tiempo [seq]

75

Salida 'y

Norma ||ul|

Estado x2

4 6 8 10
tiempo [seq]

—
»

—
N

A A
o N

o

4 6 8 10
tiempo [seq]

4 6 8 10
tiempo [seq]

Figura 6.1: Resultados de la simulacion del sistema 1.




6.2.2 Ley de Control Optima del Sistema 2

Procedamos a calcular los valores de a y b para el caso («, 3) = (—1,0). Para ello, considere el
siguiente sistema de ecuaciones:

(yla+be') = v } . { aly|L) +blyle') =
(gla+be) =0 a(j|1) +b(gle') = 0

o en forma matricial:

(911)  (gle*
donde:
(y1) = T—(1—-eT); (yle') =coshT —1
(1) = 1—¢eT; (yle') =sinhT
Entonces:
o= (ZLJ2A|e >7”7 b _(y2A|1)r
donde:

A = (y|1)(yle") — (y]1)(yle') = Tsinh T + 2(1 — cosh T

por lo tanto, el control 6ptimo para el sistema 2 estd dado por la expresién:

=] 0 t=0
2T £(sinh T — (1—e Det), 0<t<T

y su norma:

T2 sinh T’
luall = e \/TeTsinhT—(eT—l)Qr'

Para T'= 10, r = 10 se obtiene:

0, t=20

uy(t) = { 0 | ] |
2 T0sinh 10+2—2 cosh 10 (sinh 10 — (1 —e™%)e), 0<t<10

En la Figura 6.2 se muestran los resultados de simulacién. En ella se pueden observar el compor-
tamiento del control éptimo, la salida, su derivada y los estados.
La norma toma el valor ||u}|| = 3.5355
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Control u

Derivada (dy/dt)

Estado x1

12

10

2 4 6 8 10

tiempo [seg]

2 4 6 8 10

tiempo [seq]

2 4 6 8 10

tiempo [seq]

12

100 -

Saliday
[*2)

N

4 6 8 10
tiempo [sed]

N w
W o

Norma ||ul|

o

—
O = o

(=)

12

4 6 8 10
tiempo [seq]

100

Estado x2
(o))

4 6 8 10
tiempo [seq]

Figura 6.2: Resultados de la simulacion del sistema 2.
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6.3 Ley de Control Sub-6ptima

En esta seccion se desea resolver el siguiente problema.

Problema 7 Considere n sistemas descritos por las funcionales:
i = (zi|u)),i=1,...,n (6.6)

para los cuales se han obtenido sus leyes de control dptimo u, ..., w;,. Obtener la mejor combinacion
lineal de controles:

u =
k

2 ViU, (6-7)

1

donde:
Yo =1 (6.8)
k=1

tal que se minimice la desviacion final de la evolucion del sistema cuando se aplica la ley de control
(6.7), i.e., minimizar:

n

e => (v —u) (6.9)

i=1
donde:
Y = (ZZ|U), con i = 1a ey (610)

Solucién: La ley de control lineal (6.7) sujeto a (6.8) toma la forma:

n—1 n—1
w="S e + (1 _5 vk> i, (6.11)
k=1 k=1

por lo que las funcionales (6.10) pueden re-escribirse como:

n—1

Yi = k; (zilup, — up,) vi + (2iluy,).

Definiendo los siguientes errores parciales:
n—1
e = fii— > Vefik, coni=1..n—1
k=1
n—1
€n = — kz: ’}/kfn,k
=1

donde:

fir = (zilup, —uy,). (6.12)
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La funcional (6.9) toma la siguiente forma:

n—1 n—1 n
¢ =Y fi-2 X L L+ X LS (6.13)
donde:
ZT = [717 "'a’Yn—l] ) iZT = [fi,la ) fi,n—l} (614)

Sean F = Z?:lizi;[ ygi =fix- foil coni=1,..,n.

Lema 10 Si el conjunto { 99, 1} es linealmente independiente, entonces F' es inver-
tible.

Prueba: Suponga F singular, entonces existe v € R"™1, con x # 0 tal que Fx =0, i.e.,

YL Le =0 (0 =02 [la =0 i=1.n

esto conduce a [g1| e |gn_1] z =0 lo que implica que x = 0 (contradiccion). m

Definiendo las siguientes matrices:

n—1
a=F" ; figl s b =[fi1 famim]

se tiene que la funcional (6.13) se re-escribe de la siguiente forma:

e =(y—a)'Fly—a)+b"b—d"Fa. (6.15)

Derivando (6.15) con respecto a 7y e igualando a cero se obtiene:

de?

ie.,

* (6.16)

[
|
IS]

y ademas:

0%e?
o?

=2F >0,

siendo el valor minimo de la funcional (6.15):

e =b"h— l*TFl* (6.17)
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Lema 11 La funcional minimizada (6.17) estd acotada como sigue:

0<e?<b'b(1 -\, (H'F'H)). (6.18)

Prueba: Sea H := [L| e |in71] , entonces:

i.e.,
e =b"b— (F'Hb)"F(F'Hb) =b" (I-H"F'H)b.

De la desigualdad de Raleigh:

e (HTF'H) < o"H'F'Hr < 272 (HTF1H)

—2ToAy(HTF'H) < —2"H'F'He < —2"2 )\, (H' F'H)
Sumando 27z :
vTx(1 - Ay (H'F'H)) <2"(I - H'F'H)r < 272(1 — A\ (H'F7'H))

entonces se obtiene (6.18). =

6.3.1 Calculo de la Ley de Control Sub-6ptima u* en [0, 7]

En esta subseccién se obtendrd una ley de control sub-éptima del par de sistemas introducidos
en la Seccién 6.2. Observe que para este caso se tiene n = 2, por lo que el control (6.7) toma la
siguiente forma:

u="yyuy + (1 —7)uy.

De (6.12) se tiene:

T
fu = (alul—u) = / T (uf — ul)dr

0

T
for = (zlul—u) = / (1— T} — uS)dr
0

entonces, de (6.14):

L = fi1; iQ = faa
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por lo tanto:

F= f121 + f221

y finalmente de (6.16) se tiene:

2
£, (o e 0w — ug)at)

2 2y p)
fi1+ f31) <f0T° e~ (To=t) (y* — u§)dt> + < OTO(l — e~ (=) (u} — u§)dt>

'71:Q:( p)

Para T =7 =10y Ty = 1 se tiene que (recuerde que uj y u} se obtuvieron en la Seccién 6.2):

* 10 t
u; = e
! sinh 10
uy = 1.25—1.1349 x 10~ %!
v = 0.7469
Ahora procedamos a calcular la cota del error. Para este casos se tiene H = i L= fi1 =b,
entonces HIF-1H = (laflf’lfz) = v = 0.7469 y por lo tanto )\m<HTF_1H) = 0.7469. De (618)
se tiene: S

To 2
0<e?< ( / e~ To=D (g — u;)dt) (1 —0.7469) = 0.1575
0

6.3.2 Ejemplos y Simulaciones

Los resultados de la simulacién para el caso particular (sistemas 1y 2) mostrado en la Seccién 6.2
con Ty =1 seg y v = 0.7469 se muestran en las siguientes Figuras.

1. La Figura 6.3 muestra, en la columna de la izquierda, la respuesta del sistema 1 y cuando se
le aplica su control éptimo u} y en la columna de la derecha la respuesta cuando se aplica el
control sub-6ptimo u. La Figura 6.4 muestra, en la columna de la izquierda, la respuesta del
sistema 2 cuando se le aplica su control éptimo uj y en la columna de la derecha la respuesta
cuando se aplica el control sub-6ptimo .

2. La Figura 6.5 muestra la evolucién del error para los sistemas 1 y 2. La Figura 6.6 muestra
la evolucién del error del sistema global y la cota superior.
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dy/dt Salida y(u1*) Control u1*

[u1™(]

N
o

N

1.5

04 06
tiempo [seg]

04 06
tiempo [seg]

04 06
tiempo [seq]

0 0.2

04 06
tiempo [seq]

Control u

Salida y(u)

0.05

0.35
0.3
0.25

dy/dt

[lull

0 0.2

0 02 04 06 08 1
tiempo [seq]

0 02 04 06 08 1
tiempo [seg]

0 02 04 06 08 1
tiempo [seg]

04 06 08 1

tiempo [seq]

Figura 6.3: Respuesta del Sistema 1 ante su control 6ptimo u} y el control subéptimo u*.
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Control u2*

02 04 06 08 1
tiempo [seq]

0 02 04 06 08 1
tiempo [seq]

0 02 04 06 08 1
tiempo [seq]

[lu2%]

0 02 04 06 08 1
tiempo [seq]

0 02 04 06 08 1
tiempo [seq]

0 02 04 06 08 1
tiempo [seq]

os

dy/dt

oosf

0 02 04 06 08 1
tiempo [seq]

0 02 04 06 08 1
tiempo [seq]

Figura 6.4: Respuesta del Sistema 2 ante su control 6ptimo u} y el control subéptimo u*.
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Error Global

(1) -ywf

0.04

0.035

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

0.16

Sistema 1 Sistema 2
T 0.12 ;
01 -
0.08 |—- -
N
e
=
— A 0.06 -
&
S
=
0.04 - -
0.02 - -
I | | I 0 I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8

tiempo [seg] tiempo [seg]

Figura 6.5: Evolucién del error para los sistemas 1 y 2.

014 |-

0.12 -

01 f—---

008 [—---

006 [—---

004 |-

002 t—---

COTA SUPERIOR = 0.1575

0.1 0.2 0.3 04 0.5
tiempo [seg]

Figura 6.6: Evolucion del error global y la cota
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Resultados y Perspectivas

Como se mencioné en los capitulos anteriores, los sistemas implicitos rectangulares descritos por
modelos matematicos del tipo:

Ei(t) = Az(t)+ Bu(t);
y = Cz(t)

se pueden utilizar para modelar una clase muy amplia de sistemas lineales. Se presentaron las
condiciones necesarias y suficientes (expresados en términos de un modelo implicito global) para
controlarlos de tal manera que presenten un comportamiento tinico, sin importar las variaciones
de estructura interna.

La implementaciéon de leyes de control proporcional derivativa presuponen que las variables
internas x y su derivada x estdn disponibles, lo que no es generalmente el caso. Para solucionar
este problema se puede utilizar un detector de estructura cuya finalidad es determinar cual es
la estructura activa entre las que han sido descritas en el modelo. Una de las aportaciones del
presente trabajo fue mejorar los resultados obtenidos por [5, Bonilla et al. 2000] y demostrar que
el esquema del detector de estructura adaptable converge en un tiempo finito. Para ello se obtiene
una cota para el tiempo de convergencia del algoritmo (articulo en proceso de elaboracién).

Otra aportacién muy importante fue la presentacién de un procedimiento sistemético sencillo
para aproximar de manera exponencial leyes de control (o, mas generalmente, de filtros) impropias
por sistemas propios (ver [20, Bonilla et al. 2003]).

Otra contribucién importante es la obtencién de ley de control proporcional (de alta ganan-
cia). El diseno es similar al procedimiento utilizado para obtener leyes de control proporcional y
derivativa. Un punto muy interesante es la interpretacion tedrica de sistemas del proceso cldsico
de la integracion por partes que equivale a un cambio de base particular ([21, Bonilla et al. 2003]).

A partir del sistema global (1.3) se ha obtenido una ley de control sub-dptima u, como una
combinacién lineal de los controles éptimos, v, de cada sistema, que es, obviamente, menos éptima
que cuando el i-ésimo sistema activo se le aplica su control 6ptimo asociado, pero que conduce a un
compromiso global satisfactorio. Este esquema es conveniente cuando no se sabe con precisién que
sistema estd activo, es decir, durante el proceso de deteccién de estructura mediante el detector
adaptable propuesto en el Capitulo 3. Una vez detectado el i-ésimo sistema activo se procede a
aplicarle su control 6ptimo asociado (articulo en proceso de elaboracion).

Una perspectiva de este trabajo es estudiar el siguiente caso. Primero obtener un compor-
tamiento tnico, mediante las técnicas mostradas en el Capitulo 2 y posteriormente aplicar (al
sistema sin variacién interna obtenido) metodologias clasicas del regulador éptimo.
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Résumé en frangais

Comme on I’a déja mentionné, les Systémes Implicites Rectangulaires décrits par des modeéles
du type Ei(t) = Az(t) + Bu(t), y = Cx(t) peuvent étre utilisés pour modéliser une classe trés
large de systémes linéaires. On a donné des conditions nécessaires et suffisantes, (exprimées sur un
systéme implicite global), qui garantissent l’existence d’une commande assurant un comportement
unique a la sortie, quelles que soient les variations de structure interne.

La mise en oeuvre de lois de commande Proportionnelle et Dérivée présuppose que les variables
internes et ses dérivées sont disponibles, ce qui n’est généralement pas le cas, et qui oblige a les
observer. Pour contourner cette difficulté on propose un détecteur de structure, dont la finalité
est de déterminer quelle est la structure interne active parmi celles qui ont été décrites dans le
modele. Une contribution de ce travail a été améliorer un précédent résultat de Bonilla et al ([5]).
On a ainsi montré que ce détecteur de structure adaptatif converge en un temps fini et on obtient
une borne pour le temps de convergence de l'algorithme (un article est en cours de rédaction).

Une deuxiéme contribution tres important a été donner une procédure systématique pour
approximer de maniére exponentielle des lois de commande (ou, plus généralement, de filtres)
impropres par des systémes propres a grand gain.

Une troisieme contribution a été I'obtention d’une loi de commande purement proportionnelle
(a grand gain). La synthese est différente, mais trés proche de celle du procédé utilisé pour obtenir
la loi de commande Proportionnelle et Dérivée. Un point que nous trouvons particulierement
intéressant est l'interprétation, du point de vue de la théorie des systémes, du procédé classique
de l'intégration par parties, et qui est traduit par un changement de base (généralisé) particulier.

Pour le cas d'une famille de n systémes linéaires avec commutations internes, on a proposé
une loi de commande sous-optimale obtenue comme une combinaison linéaire des commandes
optimales de chaque systéme. Cette loi de commande est moins bonne quand le i-éme systéme est
actif que lorsque ’on applique sa commande optimale associée ; mais elle conduit & un compromis
global satisfaisant. Ce schéma est utile quand on ne sait pas précisément quel systéme est actif (un
article est en cours de rédaction sur ce point); ceci est le cas lorsque 1’on détecte la structure interne
en utilisant I'algorithme de détection adaptatif proposé dans le Chapitre 3. Une fois détecté le
1-éme systéme actif, on applique sa loi de commande optimale associée.

Une suite naturelle pour ce travail de these est d’étudier et de comparer la demarche consistant
a rendre tout d’abord le comportement unique (en utilisant les techniques du Chapitre 2) puis &
appliquer ensuite (au system sans variation interne ainsi obtenue) la méthodologie classique du
régulateur optimal.
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Abstract— In some control problems, it may be convenient,
at least from the analysis point of view, to use non proper
compensators. However, as far as their implementation is
concerned, proper approximations have to be designed. In
the present paper, we first show how exponential approxi-
mations can be rather easily designed (Lemma 1). Then, we
characterize, in geometric terms, the external properness of an
implicit description (Theorem 1 and Corollary 1). Finally, the
combination of those two results solves the problem of proper
exponential approximation and generalizes to the MIMO case
a previous result from Bonilla and Lozano (Theorem 2).

Notation

Script capitals V, W, ...,
v, w, the dimension of a space V is denoted dim(V); when
VC W
V; the dlrect sum of independent spaces is written as @. Given
amap X : V = W, Im X = XV denotes its image, and Kx
or sometimes Ker X denotes its kernel. We write X 17 for

denote linear spaces with elements

+ or W/V stands for the quotient space W modulo

the inverse image of 7 by X. {z,y, 2} stands for the subspace
spanded by z, y and z. e; stands for the vector with a 1 in its
i — th component and 0 in its other components. £7* {-}
denotes the inverse Laplace Transform; s is the complex
Laplace variable; p is the derivative operator d/dt. K}; denotes
a kx1 vector whose i-th component is 1 and the others are
zero. 1;, denotes a kx1 vector whose all components are 1.
I denotes a kxk identity matrix, or simply I when the size
does not have to be explicitly indicated. U {UT} denotes an
upper triangular Toeplitz matrix with first row vector v7.
L{v} denotes a lower triangular Toeplitz matrix with first
column vector v. D{Xj,...,Xx} denotes a block diagonal
matrix whose diagonal block are the matrices X, ..., Xi. Ex-

amplesx [ },l [1],U{[a b]}=[g Z],
L{[ —H 2} D{Xl,Xg}—[ d )?2]
I. Introduction

In many control problems (e.g.decoupling, disturbance
decoupling,...), one often has to consider non proper com-
pensators. This is because, either proper exact solutions
do not exist, or obtaining them (often based on inversion
techniques) is much easier; see for example [5], [6] and
[7]. Then, for their effective implementation, proper
approximations must be designed which do not “much”
alter the control objective. We propose here a systematic

procedure for proper exponential approximation. More
precisely, we give a solution to the following problem:

Problem 1: Given the non-proper compensator, ¢ :
U — Y, with realization:

Nw(t) =w(t) +Tu(t) ; y*(t)
where N: W - W, I': U — Wand A : W — Y are linear
operators, N is a nilpotent operator and I/, ) and WV are
the input, the output and the descriptor variable spaces,

=Aw(t) (1)

respectively. Find a strictly proper filter, &/ : Y — Y,
with realization:
it)=A(e)z(t)+ B(e)y™(t) 5 y(t)=Cz(t) (2)

such that:
1) lim [ly(t) =y ()] < Ke Pt with K, 3> 0 and %/
is internally stable for all € > 0

2) The transfer function matrix of the overall system,

©f o ¥, is proper.

We are going to assume that the non proper compen-
sator (1) is completely observable, and then its Kronecker
canonical form has only row minimal indices blocks (see
[8], [10] and [9]). And thus, when system (1) is carried
to its Kronecker canonical form, we get

N =D{Ny,...,N,}, A:D{A{,...,Ag}
N; = L{X?ki+1) A; = X(ky+1)> withi=1,...,n

(3)
Note that k; > 0, i = 1,...,n, denote the orders of the
poles at infinity of compensator (1).

In Section II we propose an internally stable strictly
proper realization, ¥/, which external behavior exponen-
tially approaches that of the non proper compensator,
Y€ (solution of part 1 of Problem 1). In Section III we
characterize the external properness, through some nice
geometric results (Theorem 1 and its Corollary 1). In
Section IV we show that our construction of ¥/ makes
the transfer function matrix, (Xf0X¢)(s), externally
proper (solution of part 2 of Problem 1). This leads to the
structural Theorem 2, which generalizes to the MIMO
case some previous SISO result from Bonilla and Lozano
[4]. In Section V we detail an illustrative example and
we conclude in Section VI.



II. Exponential Approximation

Lemma 1: Let us consider the system, ey Y,

T(t) = Agi(t) — " y(t)

Ei'(t) = Aoi.@) + B, (i’(t) +y* (t)) ) y(t) = Coi(t)

. (4)

where 2 € X; Z,y,y* € Y, and € > 0 such that:

1. Ag and A, are Hurwitz,
2 £7H{(s1-24,) "} = At e)e e,
3. The elements of A,(t,e) are polynomials in the
variable t /_5, with degrees less than or equal to x,
4. [T CoAs(N)e ™ BodA =1, A,(A) = A, (e, 5)
5. det (" Co(sI— 24,) I Bo(sI — Ag) ) = g( 3>
where h € Re] & f, g € R[s], with g Hurwitz.

Then:

lim (y(t) —y* (1)) = 7'z (0); t >0 ()
(SI - Aﬁ) k+ C . .
det 1) (sT-14,) is Hurwitz  (6)

Before proving this Lemma let us show that the following
choice of A,, B, and C, satisfies the requirements:

Ao =D{Ay. A, Bo=Dibi, b}
C'(,:D{cf,...,cg
with ¢ =1,...,n. and kK = max{ky,...,k,}

Indeed, £ {(esl — A;)71} = %U{{l tl/—f N

(ki1
;e_t/s, and then [J°cl'A;(e,e)e ™ bdX = TU{1]}
; = 1. Moreover the Markov’s parameters of each
subsystem {Ai, b;, c;f} satisfy:
h”_H—c Ab—O for 7 =0,1,. k:—2, )
i=1,...,n and h;j, =1, forz-l N
det [I 4 e"Cy(sI — %AO)—lBO(SI — Ag)7Y]
n7k7
= (1 +€(S+1/€)’“—(s+,@)>

Proof of Lemma 1

(SI — Ag) ak“CO .
det [ “1p, (s1-1A,) |~
= det[sI — Ag] det[sI — %AO] det

Furthemore:

[T+ s“Co(sI — 14,71
Bo(sI — Ap)™]

= det[sI — Ag] det[sI — LA4,] (1 + 5%)

where g¢(s) divides g(s) and f(s,¢) divides h(e)f(s,¢).
Then by Routh-Hurwitz there exists €* such that the

right hand side is Hurwitz for all £ € (0,e*].
The solution of (4) is:

z(t) = e4stz (0) —sk“f eAs(t=9)y(o )da
y(t) = Cody(t,e)e™"/%2 (0) + C, [y LA, (t— )
e~ (- TVEB (@(r >+y () dr

Doing the change of variable, 7 =t — e\, we get: y(t)

= C,A,(t e)e t/ef< + C ft/f (Ve e~ B, eAs(t—<))
7( )d)\ lc-‘rlC j‘ ) —)\BO f(; €A eAg(t—a)\—a)
y(o)dodh + C, [i/° A ) “AB,y*(t — eA)dX. Then
lim. 0 (y (1) —y* (1)) = etaty (0). u

III. External Properness
Definition 1: The implicit system

Ei(t) = Az(t) + Bu(t) ; y(t) = Cz(t) (10)

where £ : X - X, A: X - X, B: U — X and
C : X — )Y are linear operators, is externally proper iff
its externally minimal part is internally proper.

It is shown in [3] that the system (E,A,B,C) is
externally equivalent to the externally minimal system
(Em, A, B, Cr), shown in Fig. 1.

X (B,A) X

C B
y I, pm>u
‘C\ B

m, m
X (Emy Am)X,,
X — Vi Cx = Evi+Im B
T VEHVENRG, = T BV +A(VENRYE,)

Fig. 1. External minimal realization of a given (E, A, B, C))
realization. II,, and P,, are canonical projections.

The subspace V% characterizes (together with EV% +
Im B) the set of all possible trajectories which are not
identically zero for any input u, which is the limit of:

V¢ =& ; Vit =AY (EVY +Im B).

The subspace V¥ characterizes (together with EV*) the
set of all exponential trajectories which are unobservable
at the output y. This subspace is the limit of:

V=X — Kcn A LEVE,

The subspace R}, characterizes (together with AR?;)
the set of all trajectories due to pure differential actions
with no influence on the input-output trajectories. This
subspace is the limit of:

Re, =KcNKg; RMH (11)

Theorem 1: If (10) is observable and has no trajecto-
ries identically null, no matter the input action, namely
V¥ = {0} and V% = X, (10) is externally proper iff

yetl

= KcNE'ARY,.

Vi, +8x, =X ; Vi NSy C Ry (12)
Vi +Ri+T
dim (%) =0 (13)
Vi, T Roo + T1
where V3 and S} are respectively the limits of:
o _ ptl 1
Ve, =&, Vi =ATTEVY (14)

S =Kg , S““ — E1ASE



and ?’f and 7_'5 are extracted from the two algorithms:
To=Rio. Ti = EA(T) +Ri)
To=X, To = A'ETH + R,
V%, characterizes (together with EV} ) the exponential
trajectories and S3 characterizes (together with AS%, )
the set of all traJectorles due to pure differential actions
(see [11] and [1]); let us note that S} D R

Proof of Theorem 1 The proof is done in 4 steps:

1. Let us first recall that a pencil [AF — G] is internally
proper iff (see [8], [1], [2]): it is regular, i.e. det [AF — G] #
0, and it has no infinite zeros of order greater than one,
i.e. there exist no derivators.

From [9] we have that the regularity is equivalent to:

X= Ao A

Also, the absence of infinite zeros of order greater than
one is equivalent to:

* 2
dim (—A2 +A1> ~0

Az + A}
where A} and A% are respectively the limits of:
A= {0}, AT =FIGA

A3=X, AT =G 'FAY

2. Let us next show that the system (E,,, A, Bm, Cm)
is internally proper iff:

X=T'+Ty; TI'NTy

(L) (B ) e e
T+ T (T3 + T4 NKer 11,

= Ker 11,

where 7° = Ker II,,,, 7’1“4'1 = E7Y(AT} +Ker P,,), and
T2 = X, TI = A"YET} +Ker P,,).

Indeed, from the first item (E,,, Ay, B, Crn) is regular
ift X, = A%, @ A, where A5, and A} are respec-
tively the limits of:

im =10}, A“: B A Al

9m = Xm Au ;zlEm-Agm
Now from the commutative diagram of Fig.
1 we get: STAY = (Bl AR AL =

E-1P 1AL, HmlA B glpip ALY AR
“LAIL AL+ Ker Pp,), namely: T/ = I LAY

In a similar way 75" = II,,;' A5 . And thus,

Xn = Al @ Agp, it X =T+ 7T
and 77 N7, = Ker II,,
On the other hand
Cfanaan N (Ma(T4TR)
dim <_ﬁ_m) = dim (HM(T;JJ;)

i 7’;+Tf)_ i (((547)0Ker 1L,
_dlm( T dim (7; +70)Ker 10,

And thus

. < T2 . Ty +72)nKer 11,,
dim <_2_1_7; +T1 ) = dim (ETZ*"‘TIlnger Hm>
3. Let us now show that: If V} = {0} and Vi = X then
T = T4 and T = Th; moreover, T, = Si and T,
=V + Ruo
Indeed, from the commutative diagram of Fig. 1 we get
for this case Ker II,, = Ra/g and Ker P,, = AR*,, and
thus 77 = T4 and T =T,.

Note that Tl = E~ 1ARa0 D Kg = 8%, + Ry Let
us then assume that 7, D o Sk Y4 Rz, which implies
T 58t 4 ET1AR:, O S + Rz,

On the other hand, ’Tl = RaO C S Y., assuming then

Ty C Sy, we get Tl C Sy, . Therefore:
Sy, =Sy +Ri CT1 C Sy,
Now in view that Ty = X = V&, = V%, + Rio, let us

assume that 7y = V%, + R This assumption implies
(recall that ER}y C ARL,):

a0

Ty = ATV (BVY + ERG) + R
=AY (EVL + ER} + ARY)
= A1 (EVE + AR;, )
= ATIEVY +Ri = Vi + RE,
namely 7y = V% +Rio, which implies To= Vi + R

4. Finally, let us note that:
TiNTy =8 N(Vi +R:)
which proves (12). Also:
. (T-+73)nKer 1m,,, |
dim ((?;ﬁ;)mKer m. )~

o (VR ARIATI)NRE \ _ o (h)_
_dlm<(vX +RA0+T1 )R, = dim e, ) =0

=S8y NVy + Ry

which proves (13). [ |
Now if the implicit description (10) has only exponen-

tial and derivative modes (neither minimal row indices

nor minimal column indices) then (see [§8], [1] and [9]):

X =Vy, &Sy,

In this case, (12) is automatically satisfied. Since T} C

T = S, implies that V3 NT{* = Vi NSy N7} = {0}.

And since 7_'T+1 D Sk, +Riy D Ry, we get:

dim (VjY +Ra0+71> _

Vi +R*U+T1
. Vi 4T, . Vi &7, . (TP
=dim ( 22— | = dim | =%2—¢ | = dim (Z—})
V:‘YO +7, V}D ST, T,
+R*O+T1

Therefore dim ) =0 iff 7_'1 = 7'3 =7,

ﬁ
Vi, TR0+ T
namely: E~ 1A7€a0 =Sk, -



We have proved in this way the following Corollary:

Corollary 1: If the implicit system (10) is exponen-
tially observable, has no trajectories identically null,
no matter the input action, and has only integral and
derivative actions, namely:

V;={0}, Vy=&, and X =V} ©Sy
then (10) is externally proper iff
E7'AR:, =Sk,

IV. Proper Exponential Approximation

(15)

Embedding the non proper compensator (1) and the
strictly proper filter (4) into an implicit description, we
get that the overall system, (Ef o EC), is:

Ei(t) = Az(t) + Bu(t) ; y(t) = Cz(t) (16)

where:

|0 | 4, By |0
pely n A=W T ]oe=lr]
c=|C, 0

A gh+1ic, 0

i PO S PPN
»=10 Co ], and 27 =] z" 27 W7 |

(17)
Taking into account the particular forms of ¢ and £,
we get from (3), (7) and (17):

B, = [Bm‘sz""‘Bpn] ; By, = [O|"'|O|bpi]
bl = [0 0’ 0 %bﬂo‘

0} ,1=1,..,n. (18)
Lemma 2: Let us define the two following changes of

basis: R = {(I) 1% },L: [(I) LI” },Where
Rp:[ Ryl Ry, Ry, ]
Ry = [ A5b,| oAby [b [0 ] (19)
L, =—(4pRy + By).
Then
R, +L,N=0 (20)

CpAlb,, =0, for j=0,1,...,k; —2, &i=1,...,n

CPAEi_lbpi = g%iiﬂ fori=1,...,n

(21)
Proof of Lemma 2 From (19) and (3) we get:

prN = (ApRp + Bp) N
= [ { A]Ijlbpl e ’Apbpl ’bpl ] Ny

[ Ay o A b }Nn}
= “ Aki=1p, by [0 H

[ A1, \bpn \o ] } —R,.

From (18), (17), (7) and (9) we get (21). [ |
Now in view of Lemma 2, we have:

|10 | A4, 0
LER=1, y ’LAR_{O 1}’ (22)
CR:[CP Cn

where:
1
_ T Ty . 51 T
C'n—D{V1 ,...,I/n} ;v = 5kiz(ki+1) , t=1,..,n.
(23)

And thus, by simple computation we can check from (22)
and (23) that

E7'AR: =Sk,

that is to say, the overall system (16)-(17) is externally
proper and satisfies Lemma 1.

From (3), we can easily see that the integer n corre-
sponds to the number of chains of derivators in the non
proper compensator 3¢ in (1), each chain of length k;.
On the other hand, the zero Markov parameters which
appear in (21) express the fact that the orders of the zeros
at infinity of the strictly proper filter ©f are greater than
or equal to k;. This corresponds to the following:

Theorem 2: Let the proper filter ©f, be designed as
in Lemma 1 in order to approximate in an exponential
way the non proper compensator ©7. Then the overall
system (Zf o EC) is externally proper iff the orders of
the zeros at infinity of X/ are respectively greater than
or equal to k;.

This result generalizes to the MIMO case the filter
introduced in [4] for SISO systems (see Fact 2.1).

Remark 1: As mentioned in the Introduction, one
important application of our results rests upon the
practical synthesis of non proper compensators, like P.D.
feedback (see for instance [5], [6] and [7]). Note that the
same procedure can be used identically to implement
other kinds of non proper systems, for instance state
derivative observers, i.e. systems which give an expo-
nential estimate of %(¢) and x(¢) (see mainly (5) with
yr(t)=[ 27(t) =T (¢) ]T and Theorem 2).

V. Illustrative Example

In order to clarify the principal ideas of this paper,
let us consider the following non proper system with one

pole at infinity of order two:
-1
&+ 8 u (24)

HHE

Y=
In the following two Subsections we are going to consider
the approximation proposed in Lemma 1. In the first
approximation we take a zero at infinity of order one
and in the second one we take order two.

o= O
= oo
o OO
Il

= oo

10
0 1
0 0
0 0



A. First approximation

Let us consider the syste%n of Fig. 2, which descriptor
fomis (=[x 2z ¢ ] )

1 0 0 0 O -3 —* 0 0 O
0100 0] i1 1 990 12
0 00 0 0 ]|xz= 0 0 1 0 0|z
00 1 0 O 0 0 01 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
+[0 0 -1 0 0]u
y=[0 1 0 0 0]7
(25)
ComparinZg system (25) with (16)—(18), we get: A, =
Ay R S [13} and B, = B, =
PO 1(/)5 . And then, R, = [—1_/852 1(/)5 8} and
Lp = [ 13,81/52Li 1/652 710/5 :|’ namely: R = |: Ig II:igp i|
and L = [ 102 Ifsp } Premultiplying (25) by L and doing
T = Rz, we get:
1 0000 - - 0 0 0
0100 0], 11 9900
0 0 0 0 0]|zxz= 0 0 10 0|z
001 0 O 0 0O 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
+[ (eB+1) (1/e*=1) -1 0 0 u
y=[0 1 ~% 1 0]z
(26)

Doing the correspondence of (26) with (22), we can
easily identify matrices N, A,, C, and C,. Applying
now algorithms (11) and (14) to (26), we get:

oo ={est; ETTARG, = {es,es}; Sy, = {es,eq, €5}
We then realize that: Sy # E'ARj,. And thus,
Corollary 1 tells us that (25) is not externally proper.
B. Second approximation

Let us consider the system of Fig. 3, which descriptor
foomis (@T=[2 = 2z & ]T):

1 0 0 0 0 O 0
0 1. 0 00O 0
0 01 0 0 0]~ _ 0
00000 0|"7|—1|["
0 0 01 0O 0
0 0001 O 0
-8 - 0 00 0 (27)
0 0 1 0 0 0
+ 1/e* —1/e* —2/e 0 0 1/&® |
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
y=[0 1 0 0 0 0]7
Comparing system (27) with (16)—(18), we get: A, =
- —? 0
oﬁ 0 1 ],bplz[ 0 |,and B, = By, =
1/e*  —1/e® —2/e 1/e?
0 0 0 0 0o 0
0 0 0 |.And then, R, = [ /20 0 ] and
0 0 1/e —2/e% 1/ 0

1 0 0
L, = { 2/e3  —1/¢? 0 }, namely: R = [ I R ]

-3/t 2/ —1/e? 0 L
and L=[ 1 Lr ] Premultiplying (27) by L and doing
T = Rz, we get:

10000 0 -1 7

01 00 00 —2/e3

00100 O0]|x_| 3/

00000O0GO0|""| =1 |
000100 0
000O0T10 0 |
-5 =€ 0 0 0 0] (28)
0 0 1 00 0
1/e? —1/e* —2/e 0 0 0 |~

T o 0 0 10 0]"
0 0 0 0 10
0 0 0 0 0 1|

y=[0 1 0 1/ 0 0]z

Doing the correspondence of (28) with (22), we can

easily identify matrices N, A,, C, and C,. Applying
now algorithms (11) and (14) to (28), we get:
Rio = {es,ec}; E1AR:, = {ea, €566} ;
S}O = {64, €5, 66}
We then realize that: 83 = E'AR},. And thus,

Corollary 1 tell us that syst(ém (27) is externally proper.
Indeed, it is externally equivalent to:

) -8 £ 0 *13

=] 0 0 1 |z+| -2/

’ 1/e? —1/e* —2/e ’ 3/t b (29)
y =[0 1 0]z+(1/)u

VI. Conclusion

In this paper we have solved the problem of approxi-
mating non proper MIMO systems by stable externally
proper systems.

The main geometric result (Theorem 1 and Corollary
1) characterizes the external properness of an implicit
description.

This, combined with our proposed approximation
(Lemma 1) solves the problem and generalizes to the
MIMO case (Theorem 2) a previous result from Bonilla
and Lozano [4].
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Abstract— This paper deals with linear systems having
internal structural variations. Under some light assumptions,
the control of such systems is indeed possible, thanks to the
very nice setting of implicit models and Proportional and
Derivative (PD) feedbacks. However, the effective design of
such PD feedbacks usually requires suitable approximations
for the derivatives, hence Proportional approximations of
the PD feedback “exact” solution. The aim of the present
contribution is to directly takle an “almost” version of the
problem by pure (high gain) Proportional feedback. The
design is different, but very close to the one related to PD
feedbacks, mainly with respect to the associated geometric
splittings. As an interesting by-product, a system theoretical
interpretation of the classical process of “integration by parts”
is given and shown to be equivalent to some particular changes
of bases.

Notation

Script capitals V, W, ..., denote linear spaces with elements
v, w, ...; the dimension of a space V is denoted dim(V); V =~
W stands for dim(V) = dim(W); when V C W, ¥ or W/V
stands for the quotient space YW modulo V; the direct sum of
independent spaces is written as @. Given amap X : V - W,
Im X = XV denotes its image, and Kx or sometimes Ker X
denotes its kernel. For the special maps £ : X — X and B :
U — X, their images are denoted by £ and B, respectively.
We write X(~1 for the inverse map of X (when it exists) in
order to avoid confusions with X =17, the inverse image of T
by X. {z,y, 2} stands for the subspace spanded by z, y and
z. e; stands for the vector with a 1 in its 4 — th component
and 0 otherwise.

I. Introduction
Consider the implicit description, ¥ (E, A, B, C):
Ei=Ax+Bu ; y=Cxz (1)
where £ : X - X ,A: X > X, B:U — X and C :
X — Y are linear maps of appropriate dimensions, with
Kp ={0} and Im C =Y. z, u and y are the descriptor
variable, the input and the output. When dim(X) <

dim(X), it is possible to describe linear systems with an
internal variable structure (see [4]). For example:

1 o0oo0], _[o1 -1 0
01 0" T|1 0 —1|"T[1]" (2
y =[0 0 1]z

with the additional constraint: [a 8 1ljz = 0. If (o, )
= (-1, -1), then §y +y = u. If (o, B) = (-1, 0), then

J+9y=u.If (o, B) = (-1, —5), then §+ 6y + 5y = b+ u.
Finally, if (a, 8) = (1, 1), then § — 3y = —u.

Problem 1: (Bonilla and Malabre [4] (Part I)) Let us
consider a set of strictly proper linear systems embedded
in a set of implicit global descriptions ©(E, A, B, C):

Et=Ax+Bu ; y=Cx (3)
with E = [ ET 0], A, = [ AT DT )" B =
[ BT 0 ]T (¢=1,...,n); E and D; are epic.

— Under which conditions can this set of linear systems
be controlled by a fixed P.D. state feedback, u = Fpz +
Fyz, assigning a fixed external closed-loop behaviour,
and which synthesis is based on the common internal
structure, described by Et = Az 4+ Bu?

Bonilla and Malabre [4] have found what it is the
common internal structure of the set of linear systems
(3) which enables to solve Problem 1. They have given
a procedure to synthesize P.D. feedbacks for rendering
unobservable the variation of structure and assigning at
will the closed-loop output dynamics. Such a synthesis
procedure relied on the following Theorems (see Section
IT for definition and related properties of V*):

Theorem 2: (Bonilla and Malabre [4] (Part II)) If

Im A+BC& and dim (V*NE'B) >dim(Kg) (4)

there then exists a P.D. feedback, u = Fjz + Fj&, with
(Fy,F7) € F(V*) (see Section II), such that:

Im (E— BF;) =& and Ker (E— BFy) CV* (5)

Theorem 3: (Bonilla and Malabre [4] (Part II)) Let
(Fy,Fj) € F(V*), as in Theorem 2. When (3) is fed back
with: u = Fjz+Fji+v, it is externally equivalent to: &=
Eifl)A*i—l—Eﬁfl)B*v and y = C,Z. The isomorphism F,
and the maps A, and B, are induced from the closed loop
system by the cannonical projections II : £ — £/Ep-V*
and & : X — X/V*.

Theorem 4: (Bonilla and Malabre [4] (Part II)) Given
any pair (F,Fj), as in Theorem 3. If (1), related to
(3), is controllable! then &= Eﬁ_l)A*:ﬁ + Eﬁ_l)B*v and
y = C,Z is also controllable (in the classical sense).

IThis controllability depends on the exogenous input, u, and

also on the degree of freedom, characterized by Kp,, which acts as
endogenous inputs.



The solution found in [4] is based on the use of (P, D)
feedbacks which are friends of V*. From the geometric
condition (4.b) of Theorem 2, we can realize that the
derivative part of the control law, Fjy, is crucial for
solving Problem 1, namely a static feedback is generally
not sufficient. A natural question from a practical point
of view is -what can we do if we are restricted to
use Proportional feedbacks?; more precisely -how to
approximate the P.D. feedback obtained from Theorem
2 in order to be close to the nice structural properties
given in Theorems 3 and 47. This question is stated in
the following Almost Rejection of the Internal Structural
Variations Problem (ARISV-Problem):

Problem 5 (ARISV-Problem): Given the implicit
global descriptions (3), let u* = Fyz + Fji + u be a
control law solving Problem 1 and let y* be the output
obtained with this P.D. feedback. For a given § € R*
find a Proportional state feedback, u = F,z + @, such
that its closed loop output, y, satisfies (¢*(d) is some
fixed time depending on the given §):

ly—y*|<é V t > t*()
In this paper we solve this ARISV-Problem. For this
we introduce in Section II some needed background
material. In Section III, we find some basic geometric
decompositions and in Section IV the problem is solved.

II. Background
A. Subspaces and Related Properties

Related with (1) are the well known subspaces:

The supremal (A, E, B) invariant subspace contained
in e, V& :=sup{V C K¢ | AV C EV + Im B}, limit of:
W=X &Vl =KcnNA Y (EVF +1Im B), p > 0.

Let F(V{) denote the set of all (F,, Fy) such that (A +
BF,)Vs C (E— BFy)Vs. Such (F)p, Fy) is called a friend
pair of V5. The following result is well known:

Fact 6: (i) For any (F,, Fy), for the closed loop system,
Yr(E—BFy, A+BF,, B, C) there holds: V5, = V5, _; then,
we just write V* to identify V5 or V5, = (ii) For any Fy,
there exists Fy s.t. (F, Fq) € F(V5).

The supremal almost (A, E) controllability subspace
contained in Ko, Ry = inf{R € K¢ | R = K¢ N
“1(AR)}, is the limit of the algorithm:

R =KeNKg; R =KonETYARY,) for p>0

(6)
R, characterizes (together with AR?,) the set of all
trajectories due to differential actions with no influence
on the input-output trajectories. This set is called dif-
ferentially redundant descriptor variables.

Proposition 7: (Bonilla and Malabre [3]) Given an
implicit description Y(E,A,B,C), Zo character—
S(E,A,B,C): Ex—Aa:—i—Bu and y = C2 w1th§
X/Riy — X/ARZ,, A X/Ri, — X/ARY,, B :

U — X/AR%, and C : X/R:, — Y, has no differen-

~ N o~ A~

Y(E, A, B,C) are externally equivalent.

B. Properness

Definition 8: (Bernhard [2], Armentano [1]) The sys-
tem Fi = Gz +v is internally proper iff [A\F—G] is regular
(square and det(AF — G) # 0) and it has no infinite zero
of order greater than one (no derivators).

Proposition 9: (Bonilla and Malabre [4] (Part I)) The
global descriptions (3) are internally proper iff:

Ker D; ®Ker E =X
Definition 10: An implicit description, X(FE, A, B,C)
is called externally proper if it is externally equivalent
to some internally proper system.
externally proper if its induced system, E(E, X,E,@)
(defined in Proposition 7), is internally proper.

C. Integration by Parts

In this Subsection we find the equivalence, in the
framework of system theory, of one powerful tool of
functional analysis: the integration by parts. For this
let us consider the following proper system:

=[-1/ele+[1/elf 5 y=[-1/elz+[1/e]f (7)
where y is the output and f is an input at least twice
differentiable and such that f, f, f € Lo, with (0) = o,
f(0) = fo and f (0) = fo; € is a positive parameter. Let

us analyze the external behaviour when ¢ tends to zero.
For this, let us obtain the solution of (7):

x(t) =e t/epy + L ftef(th /Ef() , and
y(t) _ _%e t/sx 4 lf _ 1 fo —(t—7 /E )dT

Then [y(t)] < Le~/=[ao + L|f(8)] + L] flloc- As we can
not conclude anything when € — 0, let us integrate by
parts:

w(t) = f(t) = 7"/ (w0 — fo) = Jy e "/ f(r)r
and y(t) = —Le~"/*(xo — fo) + L [y e =)/ f(r)dr
Then |y(t)| < Le=*|zg — fo| + ||flls, and we can only

conclude that y is bounded when € — 0 and for ¢ > 0.
Let us integrate by parts one more time:

o(6) — £ + () = e~/*(wo— fo+efo)
_ +e fg e~ =N/ f(rydr , ‘and
y(t) — f(t) = —Le (o — fo+efo)
_ f()t e—(t—T)/Ef(T)dT
Thens [y(t) = )] < oo — fo+ el + el

Therefore, y(t) =9 f(t) Yt>0.

From this simple analysis, we realize that it was neces-
sary to integrate by parts twice in order to get rigorous
arguments for (expected) conclusions. We would like now



to translate this process of “integration by parts” into a
system theoretical point of view. Indeed, we shall later
show, in Section III(B), that this interpretation in terms
of equivalent changes of bases is the guide which fully
enlights the choice of the particular proportional state
feedback law solving the Almost RISV problem.

1) Useful System Descriptions: Let us first note that
the first integration by parts is the time solution of
the Fliess state space description [5]: w = [—1/e]w +
[1/¢] (—ef) and y = [~1/e]w. This description can be
obtained from (7) with the simple change of variable
w =z — f. Let us next note that the second integration
by parts corresponds to the time solution of the Fliess
state space description:

t=[-1/elz+[1/e](°f) 5 y=[-1/e)z+[1]f (8)

This description can be obtained from (7) with the
change of variable z = w — (—ef) =2z — f +¢f.
The implicit descriptions (7) and (8) are:

£+{1_/f}f 9)

(ii) Doing ¢, =2, G = f, 3 = —( and ¢4 = G in
(8), we get:

1 0 0 0
0 — 0 0 | .
o o 1 ol |¢ ¢
0 0 0 0
Yy ¢
(10)

2) Internal Properness: Let us first note that system
(9) is internally proper. Indeed, this follows from the
fact that (c.f. Proposition 9): X = Ker[1 o] &
Ker [ 0o 1]. Let us next note that system (10) is

not internally proper. Indeed, this follows from the
1 0 0 0
fact that (c.f. Proposition 9): Ker [ 0 -« 0 o | N

0 0 1 0
Ker[o 1 o o] # {0}

3) External Properness: Since system (9) is internally
proper, it is also externally proper. With respect to
system (10), we first need to obtain the system quotiented
by R}, in the domain and by AR}, in the co-domain
(c.f. Corollary 11):

1 0|l 0 o0 —A%;O[ ~1/e 0|0 o

0o ol 0 0 |: o 1lo o |-
¢ = ¢

0 — 0 0 00 1 0

0 0 1 0 0 0 0 1

- T

xR +[ /e 1] 0 0] f

v [ o ¢

Applying the algorithm (6) to this system, we realize that
Riy = {es, ea}. And thus, inside the solid line boxes we
find the induced system claimed in Corollary 11, which
is nothing else than system (9). Then, (10) is externally
proper and externally equivalent to (9).

From this discussion, we conclude that performing two
integrations by parts is equivalent to applying, in the
Fliess state space description, the change of variable:2
z=z—f+ Ef. The system obtained with this change
of variable only adds differential redundant descriptor
variables and remains externally proper and externally
equivalent to the original system. As we will see later on,
the added differential redundant subspace enables us to
bring the system into a nice structural form.

ITI. Basic Geometric Decompositions

Let us modify the geometric condition (4.b) as follows:

dim (V* N E'B) > dim (Kg) + dim ((Kg + V*)/V*)
(11)
In order to simplify, we can also assume, without any loss
of generality, that a preliminary proportional feedback
has been applied such that:

AV*NB={0} and AV* C EV* (12)

In a similar way as in [4] (Part II), let us decompose Kg,
E~1B, V*, and the space X as follows (Xp, Xy~, X3, and
Xi are any complementary subspaces):

Kg=WV*NKg)® X,
E7'B=(V*NE™'B)+Kg)® X3
Vi=Xp-d(V'NEB) ; X=V'+E'B)o X
(13)
In view of (11), there exist Xy, X» C E~1B, such that:

VENEIB=X1 X, ® (V*NKg), with:

Xy~ Xic,, and dimA; > dim X, (14)

From (13) and (14) we get:

X=X X DX ® (V NKE) D X, ®X; B X
VE=Xp- @ X1 0 Xd (V*NKEg)
E7'B=X1 X, ® (V' NKg)® Xk, ®X;
(15)
Thus, B, EV*, and £ are decomposed as (recall (4.a)):

B=EX, ® EXo ® EXs . EV* = EXyp- ® EX, @ EXy
£=EXy. ® EX, ® EX, ® EX; @ EX,
(16)
Also U can be decomposed as (recall that Kg = {0}):
U=B'EXx,® BT'EX, ® BT'EX; (17)

2In the case of n integration by parts the change of variable is:
2 =T + Z?:l(_l)zal_lf(l_l)



Based on the above decompositions, let us define the
following natural projections (i € {v*, 1,2, Kg}):3

QXi X = A 3 QVE:X*)V*QICE
Qp30: X = Xy @D Xy ;5 Payo : & — EXp-
P& —EX ) P23025—>EX2@EX3@EXO
R :U— B_lE.Xl ;i Ro:U — B_lEXQ
Ry:U — B 'EX,
(18)
and the following insertion maps:

Vi, : X > X5 Weg:V'NKg— &
Veso : Xk, @ X3 Xp = X 5 Wy i— B 'EX, - U
Wy i — B_lEIXQ —U; Ws:— B_lE'Xg —U
(19)
Thanks to the projections (18) and the insertions (19)
so defined, we get a more precise implicit description of
(1) in the following Lemma, proved in the Appendix:
Lemma 12: If (11) and (12) hold, then system (1) can
be expressed as:
TvQx,. & = Px,. Az
Tleljj = L1R1u
(KIQ_X2 + N1QEs30)t = A1QEs0x + (L2R2 + L3Rs3)u
y = CQE3ox
(20)
where Ty : Xy* <~ EXV* (Tv = PXV* EVXv*), T, : X1 <
EXl (Tl = PlEVXl) and L1 : BilEXl <~ EXl (Ll =
P]_BWl) are isomorphisms. L2 = P23()BW2 and L3 =
P53 BW3 are monic and such that Im Ly = FAX5 and

Im L3 = EX3. K1 and N; are defined as follows:
K1 = PE30EVX2; Im Kl = E’Xg, ICKl = {0} (21)
Ny = Pp3oEVase; Im Ny = E(X3 © &), Ky, = Xy
(22)

A1 and 6 are: A1 = PEgoA‘/Q:jO and 6 = CVEgo.
We need the following Lemma, proved in the Appendix:
Lemma 13: Let us define the natural projection:

Then the map Thzg = (N1 + KlT;:iE@X}CE) is an
= GXK B QE30~
IV. Solution to the ARISV-Problem

We propose in this Section the main contribution of
the paper. Namely, we give in Theorem 14 the conditions
under which the causal approximation of a PD state
feedback solves, in an approximated sense, the RISV
problem. To avoid unnecessary heavy technicalities, in
this Section we are going to assume that (c.f. (14)):*

(24)

: XICE@X;),@X()—)XKE along X5 @ &) (23)

isomorphism. Moreover QX)CE

Xo ~ X, = A

3The natural projections are projected along the complementary
subspaces defined in (15.a), (16.c) and (17).
4If dim X7 > dim X, we just have to work with an adequate

projection on a subspace X{ of Xy such that Xll ~ Xy

A. Derivative Feedback

The derivative feedback proposed in [4] (Part IT) for
proving Theorem 2 was (recall that K7 = PgogEVa,):

LoRou* = —K, (—QX2 + T QX,CE) &+ LoRot (25)

where T’z i X, ¢ As is an isomorphism (re-
call (13.a) and (14)). Applying (25) and the feedback
LiRju* = —(1/e)T1Qx,x to (20), we get (recall that
QX’CE QX}C QEgo and that the map T230 = (Nl +
K 1T;§; Q P ) is an isomorphism; c.f Lemma 13):
Qx,.) = Ty Py, s
s (1/6) {(Qx, )

= QE3090 +.U2

y = (QEsox)
where: A = T3 Ay, B = Tl Ly, and 6y = Ro,
and z = (Qx,.7) + (Qu,z) + (Qa,z) + (Qver) +
(QE30z). We write y* instead of y in order to distinguish
it from the proportional feedback case. The subsystem
»(I, A, B, C) enclosed by the solid line boxes is the
state space quotient system mentioned in Theorem 3.
Assuming controllability of the common dynamic part
(1), of the implicit global descriptions (3), it follows
from Theorem 4 that the pair (A, B) is controllable;
thus, we are going to assume that the map A has been
made Hurwitz by a previous proportional state feedback.
Let us note that these structural properties and results
are independent on the active internal structure of each
particular Kp,.

B. Proportional Feedback

Based on the derivative feedback (25), let us propose
the proportional feedback (recall that T = Py EVy,):
LiRiu=—(1/e)T1(Qx, — T3 Qux, + ij,iE Qux, )T (27)
LoRou = K19+ LoRotu (28)

9=—(1/e)(T3Qx, — Qs + Ty? Qi )z (29)

where: T ! XK:E 4 Xh T Xy & Xl, T X2 X
— Ao, and TX2 s X, ¢ Xg are isomorphisms (recall
(24)). Applylng "the feedback (27)—-(29) to (20), we get:

Tvav*x = va* Az

T\Qx, & = 7—T1Qx1$ + = Tl T;;QXz - X?C QX;CE) T

(K1Qx, + N1QEgs0) & = A1QEs0z + K1g + L2R2U

0= %T;?QX1I - (QX?, _T.D/‘(Y,EEQX)CE) zT+g

(26)

—
—
)
=

¥ N~ N ~—
I

(30)
Based on the Integration by Parts Section, let us do the
following change of variable:

Qiz = Qizx Vz';éxl and

Qx,z = Quxz — (T3 Qux, — ;f,iE Qxc, )T (31)

( X,CEQXKE)



Then, system (30) takes the following form (recall that
Xy X Xy X X.
TyiTy, =1 and TXfTXéE = TX;E):

TvQx,. 2 = Px,,. Az
T1Qx, 2 = —(1/e)T1Qux, 2 + Ti (T3 Qx, — Tff,iEQX;cE)é
(N1 + Klij;E@X,CE)QEBoZ = A1QE30% — K1T§12QX12
+LsRou
0="TyQuz — (Qu, — T Que,)i+yg
(32)
Let us define h := (T;‘;lQXz - T;fé @XKEQEP,O)Z' and
let us build the space Z = X @ {gE} @ {h}. Then (32)
takes the following form:
[(Qu,.2) =Ty Pr, Az

[[](@ps02) = —Xek(Qur2) + (QEgoz) +[Bla) (g3
0= X7(Qx,2) +1(g) — X7(h
XS D(Qay2) — Yi(Qrs02) = 1(h)

y=|C]

where: Xg = T2(3_01)K1T§12, X7 = T;/:fa Y, = T/;Y;EQX;CE?
Uy = Roti, and z = (Qu,.z) + (Quz) + (Quoz) +
(Qvez) + (Qrsox) + (9) + (h). Let us note that the
subsystem X%(I, A, B, C) enclosed by the solid line
boxes is the same as the one obtained in (26); but now
it is perturbed by the fast exponentially stable subsystem
of steady state gain &, ¥/ (I, —(1/¢)I, —I, —X¢), enclosed
by the dash line boxes. Although the steady state gain
can be very small (but never zero), it is necessary
that the internal structure variation which is rendered
almost unobservable be exponentially stable. So we can
only accept internal structure variations, namely Kp,,
belonging to the following set (recall that A is Hurwitz
and € > 0):

E— (A+ BF)

Tr(Di) = {/cDi o

det { ] is Hurwitz}
(34)
Theorem 14: Under the same conditions as in Theo-
rems 2, 3 and 4, but with (11) in place of the second
in (4), there exists a proportional feedback solving the
ARISV-Problem for all Kp, € I'r(D;).
Proof:

From (26) and (33) we get (Qg3020, @, 20 and Q g30Zo
are initial conditions):

y —y* = Cer'Qpao(20 — x9) — C fot eAlt=7) X¢.
.(e_T/EQX1 20 + fOT e—(T—U)/Eh(J)dU)dT

Assuming Kp, € I'r(D;), the closed loop systems (26)
and (33) are exponentially stable, which implies: h € L,

and the existence of ¢,a € RT such that ‘eAt‘ < ce™,
There then exist ki, ko, k3 € RT such that:

ly — | < kie™ " + k2||h||oo€ + kee™t/®

Therefore, given a § € R there exist t*,¢* € RT s.t.

ly—y* <6 VYV t>t" & e€(0, &)

Let us come back to the example (2). For this system, we
have: V* = {e1, e2}, Kg = {e3} and E7'B = {ea, e3};
and thus: Xy« = {e1}, Ao = {ea}, X, = {es}, X1 =
V*NKg = X3 = Xy = {0}. And thus the geometric
condition (11) is not satisfied. In order to get closer to
such a condition, let us add an external integrator to
system (2), namely:®

1 0 0 O 0o 0 1 -1 0 0
0 1 0 O 0 0 O 0 1 0
0010 |oo0oo0o —1|%F]o 1|Y
0 0 0 O a 0 3 1 0 0
Yy = [ 0 0 0 1 ]w
(35)
For this system, we have: V* = {e1, e2, e3}, Kg =

{e4} and E71B = {es, e3,e4}; and thus: Xy« =
{ei}, X1 = {e2}, X2 = {es}, Xy = {ea}, 1 =
V*NKg = X3 = Xy = {0}. And now the geomet-
ric condition (11) is satisfied. Also from (35) we get:
Ly =Ly =Ty =T = K1 = Ty =Ty =
TR, = Ty) = Que, = 1L, i = 0, 4 = -1
Ri=[1 0 ,R=1[0 1],Qu.=[100 0],
Qx,=[0 1 0 0],Qx,=][0 0 1 O]aQX;cE:
Quso=[0 0 0 1], Py.=[1 0 0].

P.D. Feedback: From (25) we get the deriv-
ative feedback: LoRou* = —-[0 0 —1 1]z +
[ 0 1 ]@; the proportional feedback is: LiRju* =
—(1/e)[ 0 1 0 0 Jx. The closed loop system is:

100 0 0o 0 1 -1 0
010 0. |0 -Lo 0 0 |
00 0 [1][" o o o [A]|""| I ™
000 0 a 0 7 0

(36)
The characteristic polynomial of the closed loop system
(36) is: det[A\(E — BFy) — (A; + BF,)] = (A + 1)(A +
1/e)(BA+a). And then (D=[a 0 B 1]):

(ry (D) ={(a, B) |a-B>00r (3=0& a#0)}

(37)
P. Feedback: From (27), (28) and (29) we get: LaRou
=g+ [01a,g=-201 —11z, and LiRyu =

5(i) The second row and second column correspond to the added
external integrator, (i¢) we have applied a previous proportional
feedback to get (12) and (i) in the bottom we have added the
algebraic equation 0 = D;z (c.f. (3)).



—2[0 1 —1 1]z. The closed loop system is (c.f. (33)):

100 0 0 0
0ot o o o izl
0 0 0 0 0 |-
000 0 0 0
00 1 -10 0
00 0 0 0 0
0 0 1 -170 0 0
o =i o 0 o o 0
R R P KV
o 1 0 0 1 -1 :
0 0 0 0 0 1 .
a0 B 1 0 0
y=[0 0 0 e

(38)
The characteristic polynomial of the closed loop system
(38) is: det[A(E — (A; +BE,)] = (A+1)(A+1/e)(BA + )
— (B+1)A. Andthen (D=« 0 8 1 0 0]):

rr(D) = {(a, ) |o < min {~ (2 +1) 8.~ () .0} }
(39)
The region of the possible variations preserving the
internal stability is reduced when the P.D. feedback is
approximated. For the P.D. case this region is the first
and third orthant; for the P. case the region is the third
orthant; the case (o, ) = (1,1) cannot be kept.

Appendix
A. Proof of Lemma 12

This proof is done in 8 steps: 1) From (15) and
(17), any = € X and any u € U can be expressed as:
r = (Vx,.Qupe + VaQuy + Va,Qux, + VweQve +
VEgoQEgo)l‘ and u = (W1R1 + WsRs + W3R3)u. 2)
From (16.c) and (13.a) we get: Px,,.EV; =0, for i € {
X1, X2, VE, E30 }; PLEV; =0, for i € { xy«, X2, VE, E30 };
Py30EV; =0, fori € { xy«, 21, VE }. 3) From (16.c), (12)
and (16.b) we get: LA =0 and Pa30AV; = 0 for i € {
Xy, X1, X2, VE }. 4) From (16.c), (16.a) and (17.c) we get:
PXV*B =0; PLBW; =0, for 7 € { 2,3 }, Py30BW1 = 0.
5) From (15.a) and (15.b) we get: CV; = 0, for i € {
Xy, X1, X2, VE } . 6) From (18), (16.c), (16.a), (17),
(13.a) and (15.a), we get: Im K7 = Pay3gEXy = EX
and K:Kl = X OE_IICPZSO = XN E_IE(XV* D Xl) =
X2Q(K:E@Xy* @Xl) = {0} 7) From (19), (18), (16(3),
(13.a) and (15.a), we get: Im Ny = Pa3oE(Xk, & X5 B
Xo) = E(Xg@Xo) and ’CNl = (X]CE @Xg@Xo)ﬂEilKPBO
= (X, @A P X)) N E_lE(Xv* OX) = (X, DXz D
Xo) N (Kg @ Xy @ X)) = Xicp,. 8) From (19), (17) and
(18), we get: Im L, = PlBBilEXl = PEX, = FEX;
and ’CLl = B_lE/Yl ﬂB_llel = B_l(EXl ﬁ’Cpl) =
Kg = {0} And for i € {2,3} Im L; = ngoBB_lEXi
= Py3oEX; = EX; and }CLi = B_IE’XZ' n B_1’CP230 =
B Y EX;NKp,,) = Kp = {0}.

B. Proof of Lemma 13

This proof is done in 4 steps: 1) From (23), (21), (22)
and (18), we get: (N1 + KlT;;zE@X’CE): Xicp X358 X
— E(XQ G X3P Xo). 2) The domain, XICE S X3 P Xo,
and the co-domain, E(X> & X3 & Ap), are isomorphic.
Indeed, from (24), (13.a) and (15.a), we get: Xic, ® X3 D
X=X DA~ E(Xz ¢ X3 P Xo). 3) The map
(Nl + KlzjzE@XKE is monic. This item is proved in 3
steps: (i) Let us first note that (21), (22) and (23) imply
that: Im N, = E(X; ® X,) and Im (Klij;EQXKE) _
KIT;‘;E X, = K1X; =Im K; = EX,, and then:

E(X,® X ® X)) =Im N, ©Im (Klij;E@XKE) (40)

(1) Let us next note that (22), (21) and (23) im-
ply that: Ky, = Xc, and Ker (Klij;EQXKE)

a;iETzKEKKl = Ker GX)CE = X3 @ Xp, and then:

Xy ® X3 © Xo = Ky, @Ker (KT Qu, ) (41)

(i17) Let us now take a x € Ker (N7 + KszfiE@an)v
ie. (N1 + KlT))\-’(ZEGX)cE)x = 0. In view of (41) there
exist unique z; € Ky, and z2 € Ker (KlTj{(’iEQXKE)
such that x = x1+x5. Then: Nizy = leij;E@XKExl.

From this last equality and from (40) we have: Nizy €
Im Ny NIm (K1T§;E Qx,. ) = {0}, which together with

(41) imply x5 € Ky, NKer (KlTj&E@XKE) ={0}. As zo
= {0}, we get from (41): x; € Ker <K1T§;E§X;<E)QKN1
— {0}. Therefore: Ker (N1 + KlT;YY;E@XKE) — {0}. 4)

T530 is an isomorphism because it is a square monic map.
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Abstract

In some control and observations problems, it may be convenient, at least from the analysis
point of view, to use non proper systems. However, as far as their implementation is concerned,
proper approximations have to be designed. In the present paper, we first show how exponential
approximations can be rather easily designed (Lemma 1). Then, we characterize, in geometric
terms, the external properness of an implicit description (Theorem 3 and Corollary 1). Finally,
the combination of those two results solves the problem of proper exponential approximation

and generalizes to the MIMO case (Theorem 4) a previous result from Bonilla and Lozano.

Index Terms

PD feedbacks, proper approximations, implicit systems, linear systems

Notation

Script capitals V, W, ..., denote linear spaces with elements v, w, ...; the dimension of a space V is
denoted dim(V); when V C W, % or W/V stands for the quotient space W modulo V; the direct sum of
independent spaces is written as @. Given a linear map X : ¥V — W, Im X = XV denotes its image, and
Kx or sometimes Ker X denotes its kernel; we write X ~17 for the inverse image of the subspace T by the
linear map X, and we write X(=1 to stand its inverse map (in the case of having a bijection); we write
Mat X for its matrix in some particular bases (in the domain and in the co-domain). Mat X ~ Mat Y,
means that there exist a pair of elementary operations matrices T; and T5 such that Mat X = T7(Mat Y)T5.
{z,y, 2} stands for the subspace spanned by the vectors z, y and z. e; stands for the vector with a 1 in its
i — th component and 0 in its other components. £~ {-} denotes the inverse Laplace Transform; s is the
complex Laplace variable; p is the derivative operator d/d¢; R[x] stands for the set of monic polynomials in
the indeterminate x and with coefficients in R, the real numbers set. RT is the set of positive real numbers.
M][x] stands for the polynomial matrix set in the indeterminate x and with elements in R. || - || stands for
the Euclidean norm (in case of vectors) and also the induced Euclidean norm (in case of linear maps).
X}; denotes a k x 1 vector whose i-th component is 1 and the others are zero. I, denotes a k x k identity
matrix, or simply I when the size does not have to be explicitly indicated. Eﬁl]m denotes a n x m matrix
whose (i, j)-th component is 1 and the others are zero, or simply E;J when n = m. 0 denotes a zero matrix
(of appropriate dimensions). U {’UT} denotes an upper triangular Toeplitz matrix with first row vector v7.
L{v} denotes a lower triangular Toeplitz matrix with first column vector v. N,, denotes the nilpotent matrix

(n>2)L {Ki} D{Xy,...,Xi} denotes a block diagonal matrix whose diagonal blocks are the matrices
0 a b b a
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)

X1, ..., X;,. Examples: lé = [ (1) }, Ey; = [ 2




SUBMITTED TO THE IEEE-TAC / TECHNICAL NOTE 2

I. Introduction

The use of derivative actions was very familiar to practical control pioneers (see for example Coinsidine
[10]) who proposed useful approximations of such derivative actions (see for example Jackson [13]). With
the introduction of the so called generalized systems (also named descriptor, singular and implicit systems)
by Rosenbrock [17], it was possible to study derivative actions from a more structural point of view. Also
some control problems (e.g.decoupling, disturbance decoupling,...) were considered in the framework of the
implicit systems using non proper compensators. This is because, either proper exact solutions do not exist,
or obtaining them (often based on inversion techniques) is much easier; see for example [18], [7], [8] and [9].
Then, for their effective implementation, proper approximations must be designed which do not “much”
alter the control objective.

In [5] was studied a generalization of the approximation of Jackson [13] and was also described a procedure
to perturb the whole system (the proper system plus the non proper compensator) by a static feedback
(a sufficient geometric condition was given); in both cases the approximation depends upon a positive
real number ¢ (the quality of the approximation is inversely proportional to €). For the generalization of
Jackson’s procedure proposed in [5], it was shown that it does not always function correctly because of
stability problems. On the contrary, for the feedback perturbation, stability is not a problem. For both cases,
there are transitories function of the parameter £, namely terms of the type k€', These terms can trouble
the digital simulations, or the practical synthesis, when the positive parameter € is too small. In order to
overcome this inconvenience in [6] was proposed an approximation for SISO systems which nicely separates
the quality of the approximation (given by the inverse of the positive parameter ¢) from the convergence
ratio (given by a positive parameter 3 in terms of the type ke=" t). The extension of the approximation
proposed in [6] to the MIMO case is not quite direct since it is necessary to realize a structural study, which
is the aim of this paper. We propose here a systematic procedure for proper exponential approximation
which gives a solution to the following problem:

Problem 1: Given the non-proper compensator, 3¢ : U — ), with realization:
No(t) =w(t)+Tu(t) ; y*(t) = Aw(t) (1)

where N: W - W, I': Ud{ — W and A : W — Y are linear operators, IV is a nilpotent operator, I' is a map
such that the matrix [N T is epic, and &, Y and W are the input, the output and the descriptor variable

spaces, respectively. Find a strictly proper filter, ©f : ) — ), with realization:

C(t)=A(e) ) +Be)y" () ; y(t)=CC(t) (2)

such that:

1) lim [|ly(t) — y* (1) < K€™7" with K, > 0 and ¥ is internally stable for all £ > 0
£—

2) The transfer function matrix of the overall system, ¥/ o ¥, is proper.

October 13, 2003 DRAFT
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In other words, we are looking for a proper filter, £/, which makes proper the overall system, ¥/ o 3¢,
and which output, y(¢), exponentially tends to the non proper behaviour of X¢. The interest is to finally
synthesize the overall proper system ¥/ o ¥.¢ as a proper approximation of 3.

We are going to assume that the non proper compensator (1) is completely observable, and then its
Kronecker canonical form has only row minimal indices blocks (see [12], [16] and [15]). And thus, when

system (1) is carried to its Kronecker canonical form, we get
k)i 1
N=D{N,...,N,}, A=D{AT, ... AT}, where: N; = L {K?ml)} A= X (3)

Note that k; > 0, i =1,...,n, denote the orders of the poles at infinity of compensator (1).

In Section II we propose an internally stable strictly proper realization, £/, which external behavior
exponentially approaches that of the non proper compensator, ¥¢ (solution of part 1 of Problem 1). In
Section III we characterize the external properness, through some nice geometric results presented in
Theorem 3 and in its Corollary 1; necessary and sufficient conditions are given. In Section IV we show
that our construction of ¥/ makes the transfer function matrix, (Ef o EC) (s), externally proper (solution
of part 2 of Problem 1). This leads to the structural Theorem 4, which generalizes to the MIMO case some
previous SISO result from Bonilla and Lozano [6]. In Section V we detail an illustrative example and we

conclude in Section VI. All the proofs are in the Appendix.

II. Exponential Approximation

In the next Lemma we propose an approximation which solves Problem 1.

Lemma 1: Let us consider the filter, &f : Y — ),
B(t) = Apz(t) — " ly(t) 5 ex(t) = Ai(t) + Bo (T(t) +y* (1) ; y(t) = Coir(t) (4)

where z € 2?; z,y,y* € Y, and € > 0 such that:
H1l. Ag and A, are Hurwitz,
Ho. L {(SI - (1/5),40)—1} =7, (te)e e,
H3. A,(t,e) € M[t/e], with degrees less than or equal to a positive integer x,
Ha.  [°Co,A,(NE *BodA =1, A,(\) = A, (e, ¢),
H5.  det [I+e"Co(sI — (1/e)Ao) ' Bo(sI — Ag) ™1 =TI, (1 + 5%), where (£ is a given positive
real number) f;(s), g:(s,e) € R[s], the g;(s,e) are Hurwitz polynomials and h;(¢) € Rle].
H6. y*(t) is bounded and Lipchitz continuous.

Then det (51— 45) "G
—(1/e)Bo  (sI—(1/€)Ao)
Let us show that the following choice of A,, B, and C, satisfies the requirements:

is Hurwitz and lir% (y(t) —y* () = €*'z (0); t > 0.
e—

Ao:D{Alw-wAn}a BOZD{blv'-'abn}a Co:D{Cclrw"vcg}v Aﬁ:_ﬂln (5)

A= -TI, + U{(Xii)T}’ b, = KIIZ’ ¢ = X;lﬂ’ withi=1,..,n & k = max{k1,...,k,} (6)
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(ki—l)!
v {lfl} b; = 1. Moreover the Markov’s parameters of each subsystem {Ai, bi,clT} satisfy for the k; > 1

Indeed, £-1{(sI — (1/)4,)"1} = U{[l Ye w} }e—t/e, and then [ ¢TA;(e), €)@ b;dA =

(for the k; = 1, we simply have h; x, = cI'b; = 1):
hiji1=cFAIb; =0 for j=0,1,...,k —2; i=1,...,n & hjp, =1 fori=1,...,n (7)

Furthemore: det [I 4 e"C,(sI — LA,) 71 B,(sI — Ag) '] = I, (1 + E%)

III. External Properness

We are interested in this Section in finding geometric conditions which guarantee the properness of the
external behaviour, given by the set of input-output trajectories, of the concatenation of the nonproper
compensator (1) with the strictly proper filter (4). In order to tackle this problem we have to define the
meaning of external properness. For this, we use the three well known notions of external equivalence,
external minimality, and internal properness (recalled hereafter):

Definition 1: (Willems [19]) Two models are called externally equivalent iff the corresponding sets of all
possible trajectories for the external variables (external behaviors) are the same.

Definition 2: ( Kuijper [14] and Bonilla and Malabre [3]) A given (E, A, B,C) implicit description,
Ei(t) = Ax(t) + Bu(t) and y(t) = Cx(t), where E, A € R&*" B € R2X™ and C € RP*", with n and n
not necessarily equal, is minimal among all externally equivalent descriptions of the same type iff: 1) the
corresponding descriptor equation has the least possible number of rows, and 2) the descriptor variable
has the least possible number of components.

Definition 3: (Bernhard [2], Armentano [1]) The system Fi = Gz + v is internally proper iff the pencil
[AF — G] is regular (square and with full rank) and it has no infinite zero of order greater than one (there
are no derivators).

In the light of these notions, we associate external properness with the properness of the external behaviour
of the overall system; more precisely:

Definition 4: The implicit system
Ei(t) = Az(t) + Bu(t) ; y(t) =Cz(t) (8)

where £ : X - X, A: X - X, B:U — X and C : X — ) are linear operators, is externally proper iff its
externally minimal part is internally proper.
Indeed, it is shown in [3] that the implicit system (E, A, B,C) is externally equivalent to a minimal
description (E,,, Am, Bm,Cr), called the externally minimal part of the system. Also in [14] was given
necesary and sufficient conditions for external minimality. Let us recall these results:

Theorem 1: (Kuijper [14]) A given matrix description (E, A, B,C) is minimal (among all externally
equivalent descriptions of the type (8) iff: (i) the matrix [E B] is epic, (i) the matrix [ET CT]T is monic,

and (7i7) the matrix AEC_ A has full column rank for all complex number A.
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Theorem 2: (Bonilla and Malabre [3]) A Given implicit description (F, A, B, C) is externally equivalent
to the minimal implicit description (E,,, A, Bm, Cm), whose maps are uniquely defined as follows:
E,,=P,F ; A, =P,A ; Bn,=PFP,B ; C,I,=C
I, : X = V% /(VZ+ V3 NRE) : canonical projection 9)

P, : X — (EVy +Im B)/(EV; + A(Vy NRYy)) : canonical projection
V% characterizes (together with EV% +Im B) the set of all possible trajectories which are not identically

zero for any input w, and is the limit of:
V=X, Vo' = AL (EVY +1Im B).

V* characterizes (together with EV¥) the set of all exponential trajectories which are unobservable at the

output y. This subspace is the limit of:
Vo=X, Vil =KcnATEVE,

R, characterizes (together with AR?;) the set of all trajectories due to pure differential actions with no

influence on the input-output trajectories (we call them differential redundant). It is the limit of:
RS, =KcNKg, RY=KonE TAR:,. (10)
Let V}, and S} be respectively the limits of:
Ve, =X, Ve =AT'EVY and Sy =Kp, Sy =E'ASh (11)

V%, characterizes (together with EV3 ) the exponential trajectories and S% characterizes (together with
AS3 ) the set of all trajectories due to pure differential actions (see [1]).
The idea is then to make differential redundant the set of all trajectories due to pure differential actions
(note that S, D R}). In the next two results, we give geometric characterizations of external properness:
Theorem 3: If (8) is observable and has no trajectories identically null, no matter the input action,

namely V} = {0} and V% = X, (8) is externally proper iff
Vi 48, =X, Vi NSy CRY and dim(Vy +Rig+T2)/ (Vi +Rig+T1) =0  (12)

where Tﬁb and ?5 are extracted from the two algorithms:

Ti=Ri. Ti =E7A(T{ +Ry) and To=X, Ty = A7 (ET; + Ry

Let us note that the three conditions (4)-(ii4) of Theorem 1 are related with the subspaces of Theorem 2
as follows (see [4]): (i) iff EV% +Im B= X , (i) iff R, = {0}, and (iii) iff V3 = {0}!. And thus, we are
just focusing on the differential redundancy, which is the one which enables us by cascading the filter (4)

to hide on the output the non proper modes of system (1), without loosing external equivalence.

Tn the case that there is no algebraic restrictions on the input space U (equivalently E 'Im B C Vy), (4) is

equivalent to V3 = X (the systems satisfying this geometric condition are called strict in [11]).
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If in addition, the dynamic part of the system is only composed by integrators and derivators?, we get:
Corollary 1: If the implicit system (8) is exponentially observable, has no trajectories identically null,
no matter the input action, and has only integral and derivative actions, namely, V¥ = {0}, V% = X and

X =V @Sy , then (8) is externally proper iff
E7'AR:, = S5, (13)

IV. Proper Exponential Approximation

Embedding the non proper compensator (1) and the strictly proper filter (4) into an implicit description,

we get that the overall system, (X/ 0 X¢), is (z = [z7 27 wT]7T):

Ei(t) = Az(t) + Bu(t) ; y(t) = Ca(t) (14)
I 0 A, B, 0
E-= . A= , B= : C:[cp o] (15)
0 N 0 I T
Aﬁ —€k+100 0
Ap = ) Bp Cp = [ 0 C, ] (16)
(1/e)B, (1/e)A, (1/eB,)A

Taking into account the particular forms of ¢ and %/, we get from (3), (5) and (15):

1
B, = [Bpl‘sz|"'|Bpn} ) Bm = [O|"‘|0|bpi] ; b;‘;Fi = [0| 0||0| gsz

0|--~|o], i=1,..,n. (17)

I

Lemma 2: Let us define the two matrices: R = [ RIp } and L =

I L
? |, where
0 I

By=[ Ryl Ryl - Ry, | i Bou=| Ak, (Abpe b [0 ] 5 Lo == (4R, + By).
(18)

Then
R, +L,N=0 (19)

For the k; > 1: CpAlb,, =0, for j =0,1,..., k=2, &i=1,...,n; CoAN b, = (1/5’“)&2, fori=1,..

For the k; =1: Cpby, = (1/5’“1')&;, fori=1,...,n

(20)
Now in view of Lemma 2, we have:
I 0 A, 0 L,T
LER = , LAR = , LB= , CR= [ c, C, ] (21)
0 N 0 I r
Co=D{v{,. v} ; V'—L ! i=1,.,n (22)
n — 199 Yn bl 1 Ekiz(ki-'rl) bl - g eeny .

*Its associated pencil [\E — A] is regular, i.e. square and det[AE — A] # 0, viz X = Vi & Sk, (see [12])
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Let us note that the implicit system (LER, LAR, LB,CR) satisfies the assumptions of Corollary 1. Indeed
(recall (21), (16), (5), (6) and , (3)):

1) Mat [LER LB] = Mat (I) 0 Lel , then ([N T'] was assumed epic): Vi = X.
(ML—Ag) e~tic, 0 o o
ALER - LAR -1B, AN -—14, 0
9) Mat |[2LEEZEAR | g : (AL = 240) ~Mat | p{ay,. M) 0 |,
CR 0 0 (AN —1T) ) .
0 Co | Cn n(k+1)

X U{g)"
0 )t

3) det ALER — LAR] = det (\I — Ag) det (A — (1/)A,) det [I + £%C, (AL — (1/2)A,) "D Bo(Al — Ag)(—1] = (A + B)"

r—k; * *
(>\+(1/6))n H?:l (1+8m) 7é 07 then: X = VXo @SXO .

where M; = Mat , with ¢ = 1,...n. Then V* = {0}.

And thus, by simple computation, we can check from (21) and (22) that E~'AR}, = S , that is to say,
the overall system (14)-(15) is externally proper and satisfies Lemma 1.

From (3), we can easily see that the integer n corresponds to the number of chains of derivators in the
non proper compensator ¢ in (1), each chain of length k;. On the other hand, the zero Markov parameters
which appear in (20) express the fact that the orders of the zeros at infinity of the strictly proper filter %/
are greater than or equal to k;. This corresponds to the following:

Theorem 4: Let the proper filter =/, be designed as in Lemma 1 in order to approximate in an exponential
way the non proper compensator ¥/. Then the overall system (Ef o EC) is externally proper iff the orders
of the zeros at infinity of X/ are respectively greater than or equal to k;.

As mentioned in the Introduction, one important application of our results rests upon the practical synthesis
of non proper compensators, like P.D. feedback (see for instance [18], [7], [8] and [9]). Note that the
same procedure can be used identically to implement other kinds of non proper systems, for instance
state derivative observers, i.e. systems which give an exponential estimate of & and x (see Lemma 1 with

T
y*=[ 4T 2T ] and Theorem 4).

V. IHlustrative Example

In order to clarify the principal ideas of this paper, let us consider the following system:

Ns| 0] o0 I; [ 0[O0 Y 1lo o] o o
0|1z 0 [€=] X1 | X |0 €+ Yo |u; z=]0 0 —-1]1 o] o o ¢ (23)
00N, 0 o0 |L Y, 1 0 0]/0 —-1]|-1

22 02,2 1,2 ol 1,2 2,2 - 1,2 2,1 _ opl,l 2,1
where Z; = E3%, X, = B3] — Ey3, X = E)' + By” — E)?, v, = —E}” — E}', Y, = 2E}} — 2E3}, and

Y; = —Eé:é — E;g — Eé:g; which input-output description is described by the following differential equation:
1 0 0 p p? 0
0 (p+1) 0 |z=]| -p(p+2) —p° 0 u (24)
0o 0 (p+1) p? P’ (p*-1)
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Let us carry system (23) into the Kronecker canonical form. For this, let us define z =T,z and £= T};”g

and let us multiply on the left the descriptor equation by 77, where 17, = E;’l + Eg’l + Eg,z + Eg’g,

I3 0 0 I3 0 0

. 1,1 2,1 2,2 2,2 1,1 2,1

To= |0 o0 |m |,and Te= | 7 | 0 | X |, with Ty = E¥* — E2! 4 B22, 7, = E22 — BLL — B2,
Ty | T3 0 0|75 0

T3 =Ey' —E3% Ty =Eys + By, Ts = By’ + E3' + E3?; namely:

Y -
N3 I3 1 0 0 1
N = I — Y, _ | =
2 = |&€= 2 - &+ Y“ u o Z= 0 1 1€ (25)
5
N — Y. 01 0 11 ]

s = = = = 2,1 2,2 | 2,3 1,1 1,2 1,1 1,2
where = [ ¢, &F, &, €I, " andYs = Ya3+Ey3+Ey3+Ey5, Y5 = 2B 5 +E 5, and Y = E;3+Ep;. In

order to obtain the particular form proposed in (3), let us decompose (25) as follows (recall that z = Té:”z):

N3 I3 Y1 0 0 1
Na W= I wH | vy ju ;Y= 0 1 w (26)
N I Ys 0 1 J
(—
N
) 1 0 0 0 0 0
Epo=—p2+ [ 1 1 0 ]u ;oz=| -1 0 1|y 4|1 |&et]| -2 -1 0 |u (27)
01 0 1 0 0

where Y7 = —Eéf,, - Eg; Note that the input-output description of (26) is:

p p? 0
yv'=| (-1 (®-1) (@-1) |u (28)
1 P 0

Let us now proceed to approximate the non-proper system (26).
1) Comparing (26) with (1) and (3), we get: n = 3, k1 = 2, and k2 = ks = 1; thus kK = 2. Matrix T" is
indicated in (26) itself.

2) Using the proposition (5) and (6), we get the following overall system (c.f. (14)-(16)):

I3 —(I3 —£3X3 0 0 0
L (1/e)Xa | —(1/e)Xs | (1/€)ELS | (1/=)ELS | (1/9)E;
N3 T = I3 T+ Yi |u
N2 I> Yy (29)
No Iz Y7
v =] | x| Jo
where: X3 = D{(x})",1,1}, X4 = D{x2,1,1}, and X; = D{I, - E;* 1, 1}.
3) The matrices R, and L, defined in Lemma 2 are (see (18)): R, = [ 010109 ] and L, =
Ri1 | R2 | R3
L L L
e e R = 0/6BYS ~ )+ 0/, B = O/EIERS, o= (/IR 1y B3
4 5 6
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Ly = €’Egy, Ly = By, L4 = (1/e%)(2 Ei:le, ~Ey3) + (1/5 )(Ei; — Ey3) — (1/e)EQs, Ls = (1/€%)Eq; —
(1/5)EZ;, and Lg = (1/e2)Eys — (1/e)E}2. Note that (19) and (20) are satisfied.

( 1)
4) Defining z = { (I) By x and premultiplying (29) by [ (I) LI” }, we get (c.f. (21)):
I3 —pI3 —g3 —eY3
I4 (1/E)X4 —(1/8)X5 (1/E)Yg
N3 f - I3 T+ Y1 u
No Iy \7 (30)
Ng I> J Y7
v = I
9/.2
ciop [
here: Yy = Yy = e c d X¢ = D{(1 1
where: Yg (6) z Z 9 et 1) —(1Jet1) —(1fet 1) , and Xg {( /6 )( ) ( /5)( )
1 —1/e 0
(1/e)(xp)"}-

5) Applying the algorithms (10) and (11) to (30), we get: R%, = {eg, €10, €12, €14} and E71ARY, =
{es, €9, €10, €11, €12, €14} = S;(,0~ And thus, since the assumptions of Corollary 1 are satisfied, system
(30) is externally proper; and it is externally equivalent to:

o | x| [ —ew A

it |———|u y:[0|X3 }x+[(1/52)Y8 Ju (31)
(1/e)X4 | ~(1/2)Xa (1/e)%

Note that the input-output description of (31) is:

i‘:

(ep+1)2(p+B)+¢3 0 0 P p? 0
0 (ep+1)(p+8) +e3 0 y=@+6| -1 (-1 ((@-1) |u
0 0 (ep+1)(p+8)+¢&3 1 p 0
F(p)

(32)
Thus from (32) and (28), we get: F(p)y(t) = (p+B)y*(¢). There then exists a positive real number, £*, such
that det F'(p) is Hurwitz for all € € (0, €*). Moreover, we realize that there are dominant poles in —3 and
that the other poles are very close to —1/e (for € very small). Furthermore, y(t) =~ y*(t) +efﬁt(y(0) —y*(0))
(for € very small). The filter looked for is given by (31), (27.a) and (cf (27.b)):

1 0 0 0 0 0
z=| -1 0 1 |y+ |1 [&et+]| -2 -1 0 |u (33)
01 0 1 0 0

VI. Conclusion

In this paper we have solved the problem of approximating non proper MIMO systems by stable externally
proper systems. The proposed approximation (Lemma 1) is an extension to the MIMO case of the proposition

given in [6] for SISO systems. This extension preserves the original nice features, namely separates the quality
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of the approximation, given by the inverse of the positive parameter €, from the convergence ratio, given by

a positive parameter 3. The main result is Theorem 3 and its Corollary 1, where necessary and sufficient

geometric conditions are given to guarantee external properness of a given implicit description. In Theorem

4 we combine Lemma 1 and Corollary 1 in order to find a structural solution for Problem 1.
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Appendix

A. Proof of Lemma 1
(I—A5) g,
—(1/e)Bo (sl —(1/e)A,)

= det[sI— Ag] det[sI—(1/e) A, TI™ (1 + 5%) Then by Routh-Hurwitz there exists a sufficiently small

positive real number, £*, such that the right hand side is Hurwitz for all € € (0,e*].

det = det[sI— Ag] det[sI—(1/g) A,] det[I+e"Cy(sI— (1/e) Ao) ' Bo(sI— Ag) ]

The solution of (4) is (with the initial conditions: Z(0) = Zo and Z(0) = &p): Z(t) = ez, —
b1 [T e Vy(0)do and y(t) = CoAL(t,e)€ i + C, [} 1A,(t — 7,6)€ "B, (z(1) + y* (1)) dr.
Doing the change of variable, 7 =t — e, we get:

y(t) — (e*‘ﬂ%—c +y*(t)) — C,A,(te)e 5+ [1/° C,A,(NETB, (eAﬂ“—E*) —eAﬁt) FodA
3 O NE B, (r(t— )~y (B) dh — (T— [/ O, (€ Bodh) (€20 +y7(1))  (34)
—ek+L [ 0, (N e B, ( e eAﬁ“*fA*”)y(a)da) ar
Let us do the following observations:
(O1) The boundedness of y* and the exponential stability of (4) imply the boundedness of Z, & and y.
Then 3 K, K, € R", such that: ||y*(¢)]| < Ky« and ||y(¢)|| < K,.
(02) Ag Hurwitz implies: 3 Kg, 8 € R*, s.t. |47 < Kz 7.
(03) €%%" continuous implies: [|€4¢~N — €49 < exmaxgocr<r /ey [|[ 4547 < e[| Al K 5.
(O4) y* Lipschitz implies: 3 £ € RY, s.t. |ly*(t1) — y*(t2)|| < llt1 —ta| ¥V t1,t2 € RT U{0}.
(05) A,(t,e) € M[t/e] implies: 3 7 € R[t/e], n € R[N, s.t. |CoAy(t,€)do| = 7(t/e), ||Colo(N)Bs|| = n(N).

Applying norms in (34) and taking into account (O1)—(05), we get:

ly(t) = (€50 + () | < 7(t/e)€ ™" + & (I AgllKallzoll + ) Jy n(AA€ A
—|—HI— Ot/ECOAO(/\)e’ABodAH (Kﬁe*ﬁ §:0+Ky*)+sk+1Ky (%) e n)e A

Then (recall H4): lim._,o(y(t) — y*(t)) = €*%'z,.

B. Proof of Theorem 3

The proof is done in 4 steps:

1. Let us first recall (see Definition 3) that a pencil [AF — G] is internally proper iff (see [12], [1], [2]): it
is regular, i.e. det [AF — G] # 0, and it has no infinite zeros of order greater than one, i.e. there exist no
derivators.

From [15], regularity is equivalent to X = A} & A%. Also, the absence of infinite zeros of order greater
than one is equivalent to dim ((Aj + A})/(A3 + A})) = 0, where A} and A} are respectively the limits of
A3 = {0}, AT =F-IGAY, and, A3 = X, AL = GIFAL.

2. Let us next show that the system (E,,, A, Bm, Cr,) is internally proper iff

(75 +72)nKer 11,,
(T3+7¢)nKer 11,,

=T * * * : TS+T2\ 4.
X=T+7T5, Ty NT; =Ker II,,, and dlm(ﬁﬁ—dlm(
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where T° = Ker I,,,, /"' = E-Y(AT# + Ker P,,), and T2 = X, T/'*" = A"Y(ET}* + Ker P,,).
Indeed, from the first item (E,,, Am, Bm, Cn) is regular ift &, = A5, ® Aj,,, where Aj,, and A5, are
respectively the limits of A, = {0}, A{Y! = B, 1A, AL and A3, = X, AT = A 1B, A, . Now
from (9) we get: II;' AV = (B, I0,,) 1A, A = E7'P AL IL I ALY = E-1P TP, ALY AL =
“L(AI P ALY+ Ker Py,), namely: 7/ = IL-PAY . In a similar way 75 =1I,,' A5 . And thus,

— A, @A, if X=T7+7T; and Ty N7y = Ker II,,

i A§m+A?m> o (O (THTE) <Tz*+T£“)_ . (77 +73)Ker 1,
On the other hand: dim (m = dim T ) dim TrrTT dim (77~ Ker L., . And

o () =0 o () (T
2m Im 2 1 2 1 m

3. Let us now show that: If V* = {0} and V% = X then T = T} and TJ* = T&; moreover, T, = Sy,
and Ty = Vi + Rl
Indeed, from (9) we get for this case Ker II,, = R*, and Ker P,, = AR, and thus 7 = T} and T}* = Th.

Note that 7'1 =E AR D Kg = 8%, +Ryo- Let us then assume that ?ﬁb D S +’Ra0, which implies
T S8t 4 ET1AR:, O S 4+ Rz,
On the other hand, 7T; = R, C S%,, assuming then T, C Sk, we get TIILH C Sk, Therefore: S5 =
St +Ri C Ty C Sy

Now in view that Ty = X = V&, = V%, + Rao, let us assume that Ty = Vi +Rio. This assumption
implies (recall that ER}, C AR,): TS—H = A"YEVY + ER;y) + Riy = AN (EVL, + ER}y + ARYp)
= ATYBVY + AR%,) = AT'EVy + Ri = Vil + R, namely T, = Vi + R%,, which implies
To=Vk, +Ri

4. Finally, let us note that: 7, N7, = Sy, N(Vy, + Rig) = Sy, NV3 + Rio, which proves (12.a) and

(12.b). Also: dim (Ezziilg:lég E ) = dim (EZfoiz*oij_l;;Z‘z") = dim (%) = 0, which proves (12.c).
2 1 m X5 a0 1 a0 a0

thus

C. Proof of Corollary 1

If the implicit description (8) has only exponential and derivative modes (neither minimal row indices
nor minimal column indices) then (see [12], [1] and [15]): X = V35, & S3 . In this case, (12.a) and (12.b) is
automatically satisfied. Since T4 C T, = Sy, implies that V3 NT/ =V; NSy NT) = {0}. And since

=p+1 " . Vi +REAT . Vi 4T, Vi @7, T
oS R D RE,, we get: dim | —Xe—2° 1} = dim P = dim e+ | =dim ( =+
Th 2 S H Rao 2 Raoy we & ViR T 7 VT 7
=2
Vi +REAT el =2 = _
ﬁ_oi) =0if T, =T, ="T4, namely: E~'AR}, = Sk .

Therefore dim —
V;‘(O +Ri0+T:

D. Proof of Lemma 2
From (18) and (3) we get: —L,N = (A,R,+ B,) N = “ Akip,,

| Aknb, |Aybp, [y, | N ] - “ Ala=1p,

[ Ak, by, ‘0 } } — R,. From (17), (15), (5) and (7) we get (20).
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[. Global Changes

We have taken into account all the comments of the four Reviewers, and the Associate
Editor. The objectives and the contribution have been explained in more details, the position
with respect to previous results precised, and the illustration of the proposed method better
shown on a MIMO example.

In Section II we answer to the different points raised by Reviewers. And in order to
simplify the revision task, we have added, in Section III, the Illustrative Example shown in

the fifth Section of the revised paper, but in a more explicit way.

II. Reviewers Comments
A. Reviewer number 1

1) Questions:

Comments to Authors
(Paper No.: IEEE AC TN03-01-11 by
J. P. Martinez, M. Bonilla E. and M. Malabre)

1) General comments This paper studies three related problems. a) proper approximation
of non-proper systems, b) characterization of external properness of implicit systems,
and c) the combination of 1) and 2). See Problem 1, pl-2. Solutions to these problems
are presented.

(a) Requirement 1) of Problem 1 is apparently equivalent to a stable observer
for Aw. Considering the fact that there are many results on observer design
for implicit systems, the paper fails to link these results and does not show
the advantages of the solution given in Lemma 1.

(b) The concept of external properness is defined (Def. 1 p3) in terms of
internal properness of the externally minimal part. It is assumed implicitly in
the proof of Theorem 1 [2), p5] that this internal properness dependent on a
particular (or any such?) pair of E,, and A,, only. While the conditions (12)
and (13) of Theorem 1 depend on the pair E and A, as well as on C' but not
on B (why not?). In addition, the relationship between Def. 1 and the usual
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understanding of properness from transfer function needs to be explained and
clarified. The assumptions in Theorem 1 are not explanatory and lessen the
contribution of the paper, as Theorem 1 is the main result of the paper.

(c) The basic fact that ¥, and X/ are connected in series make the result of
Theorem 2 [p8] simple and natural, if not trivial. Yet this observation is not
utilized to facilitate [the understanding of] the result.

(d) In addition, the special selection of system (1) and its Kronecker canonical
form (3) for the proper approximation problem, and especially the assumption
in Theorem 1 [p4] that system (10) is observable and has no trajectories
identically null lessen the contribution of the paper, since the properness is
usually not expected to be associated with observability and/or controllability.
(e) Finally, the title indicates the paper is about MIMO case. But the results

on SISO are not reviewed. There are no discussion about the respective results.

2) Technical correctness and presentation

The results and derivations are technically correct, and the proof are well organized,

which makes the logic quite clear. However there is a lack of explanation of moti-

vations (for the problems considered, and the geometric approach used) and a lack

of presentation of relevant results in the literatures (e.g., these on observer design

or proper approximation). The English needs to be polished, for example, the word

"which” in p2, 1. 12, p9, 1. 12, and p10, 1.7 should read "whose”. The presentation

of Part B of section V needs to be simplified to avoid repetition of Part A. Also ”non

proper”

or "non-proper”?

3) Detailed suggestions and questions

October 13, 2003

(a) Notation: The basic notations of the geometric approach (e.g., the inverse
image functions E~! and A~! need to be mentioned or referred.

(b) Introduction: The review of literatures on proper approximation and
relevant results should be provided. One such example is the result in [4] for
SISO systems, another example is the paper by M. Bonilla E., M. Malabre
and M. Fonseca, ”On the approximation of non proper control laws,” Int. J.

Control, vol. 68, pp. 775-796, 1997. The requirement in 1) of Problem 1 that
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¥/ is internally stable for all € > 0 is not necessary and is indeed not achieved
by the filter that Lemma offers.

(c) Section II: It seems that the filter given in Lemma 1 is of kind of high-gain
observer, is it a special design of observer for the particular system (1)? Also
add a little more arguments that lead to lim._,o(y(t) —y  (t)) = e*?'%(0) [p3,
1. -8].

(d) Section Ill: Why the external properness is defined in term of the internal
properness of a (equivalent to any?) minimal part? Note that it is well-accepted
that the properness can be defined by the transfer function. The assumptions
of Theorem 1 should be discussed.

p4. 1. -7: What kind of observability?

p5. 1. 2: A pair of brackets is missing in the last equation.

p5. 1,-9: I't and I';* are missing.

p6. 1. 9, 11, and 13: How can these assumptions be made? are they implied
by the assumptions of Theorem 17

(e) Section IV: p8, 1.13: The assumptions of Corollary 1 need to be verified.
(f) Section V: p9 1. 6-7: change ¢ into w.

(g) Section VI: The conclusion should be modified with the assumptions
stated.

(h) References: [7] is published. vol. 46, no.1, pp. 60-65.

2) Answers to Reviewer 1:

1) General comments

October 13, 2003

(a) No, Condition 1) of Problem 1 is not related with an observer. The output
y* = Aw is only the output (of the controller) and not an internal variable
that would have to be observed. Condition 1) means that ¥/ is a stable filter,
which modification on the output of ¥¢ is almost null (in an exponential way).
Condition 2) is the most important for our objective: the aim is to filter 3¢
without modifying it too much, but mainly insuring the properness of the
whole system %f o ¢

(b, ¢, d) In order to clarify more, we have introduced in Section III a detailed

DRAFT



CORRECTIONS TO PAPER TN03-01-11 / TECHNICAL NOTE 4

October 13, 2003

description of the needed concepts.

In this Section we are working with concepts related to the external behav-
iour of the systems and thus the external properness is independent of the
particular realization chosen.

Indeed, in the paper

(*) M. Kuijper : ”Descriptor representations without direct feed through
term”, Automatica, vol. 28, 3, pp. 633-637, 1992

it is stated the existence of relations between all the minimal realizations: they
only differ by changes of basis in the domain and co-domain; with respect
to [3], it is equivalent to choosing bases spanning explicitly X, and X,..
More precisely, (E, A, B,C) and (E', A, B',C") are two (externally) minimal
realizations iff there exists two invertible matrices M and N, such that: B’ =
MB, M(sE — A) = (s£' — A")N and C'N = C, which implies (in the case
of regular systems): C(sE — A)"YB = C'(sE' — A")"Y B’; Therefore both
realizations have the same properness property.

With respect to the fact that the map B does not play any role in the
conditions (12), let us note that we are working with external minimality
and not with internal minimality. Indeed, internal minimality (introduced by
Kalman) is used in the transfer function framework and in the case of classical
state space case it is equivalent to both observability and controllability. While
external minimality (introduced by Willems) is used when working in the time
domain (which is our case), since there are cases where the non controllable
modes are necessary to describe their associated behaviours, In fact, in the
paper

(**) M. Fliess : ”A simple definition of hidden modes, poles and zeros”,
Kybernetika, vol. 27 (3), pp. 186-189, 1991

it was pointed out the necessity of external minimality when trying to describe
systems like y = %, in which case only the observability characterizes the
minimality of any state description of such a system.

For the generalized systems, Kuijper has shown that there are three conditions

for having external minimality, namely: (i) [E B] epic, (i) [ET, CT]T monic
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and (iii) observability of the exponential modes. Later in [3] it was shown
that the minimal part of the system is found in the subspaces &, and X,,.
In our Results of Section III, Theorem 3 and Corollary 1, we are asking for
satisfying V* = {0} and V3 = X, which are equivalent to satisfy condition
(i) and (iii) given by Kuijper. The other condition of Kuijper is related to
the notion that we call differential redundancy, and this is precisely the part
that we use to solve the problem.

In the new version of the paper, we widely speak about all these aspects in
Section III.

(e) When approximating non proper SISO systems, there is normally a positive
parameter, say €, which has to tend to zero in order to improve the approx-
imation; but this parameter introduces terms of the type ke ¢' which can
trouble digital simulations. In order to solve this problem, for SISO systems,
in [6] was introduced an exponential mode which aim is to separate quality
of approximation (given by the positive parameter ¢) and rate of convergence
(given by a positive parameter 3 in terms of the type ke™?!). The extension
of this proposition to the MIMO case is not straightforward and to get it, it
is necessary to realize a carefully structural study, which is the principal aim
of the paper.

This point is explained in the Introduction of the new version.

2) Technical correctness and presentation : they are completely taken into account in

the new version.

3) Detailed suggestions and questions

October 13, 2003

(a) We have done it in the new version.

(b) We have added the reference [5] and we do a complete comparison of its
results.

The requirement of internally stability of ¥/ asked in the point 1) of Problem
1 is crucial for proving Lemma 1. In fact, we have made the proof more
explicit with respect to that point and we have added the hypothesis H5 to

enhance this.
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(c) We have already replied on this in 2.1.2.1(a) and in 2.1.2.3(b).

(d) We have already detailed this in 2.1.2.1(b, ¢, d). As we are working in the
time domain only exists one kind of observability, the so called exponential
observability. People working in a distributional framework (distributions
and generalized derivatives; as Cobb do) make a distinction between finite
(un)observability and infinite or impulsive (un)observability; in our time do-
main framework (the derivatives being in the usual (not distributional) sense)
the impulsive unobservability is identified with a differential redundancy (see

for example [3]).

B. Reviewer number 2

1) Questions:

COMMENTS TO AUTHOR(S):

The question treated in this paper may be of interest when control policies using differ-
entiators are adopted to cope with disturbance decoupling problems where the standard,
well-known, geometric conditions are not satisfied. In this area, the contribution by J. C.
Willems, Systems and Control Letters, vol. 1, n. 4, 1982, should be acknowledged along
with [5,6,7]. Since the paper main motivation is the need of finding proper systems to
replace (at the implementation stage) the non proper systems solving the problem from
a merely theoretic point of view, the discussion could be improved by a neat analysis of
how much the control objective are compromised when the suggested approximations are
introduced. The authors should also clarify how different choices of the various parameters
imply different degree of accuracy. No mentions are made to other literature dealing with
this same problem in the MIMO case: is it totally lacking? There is something wrong in
reference [7]!

2) Answers to Reviewer 2: We have added the references of Willems and we have
completed the reference [9].

As we have pointed in 2.1.2.1(e) the aim of the positive parameter € is to give certain
quality of the approximation and the aim of the positive parameter 3 is to give the rate

of convergence; this is summarized by the equation: hH(l) (y(t) —y*(t)) = etz (0), t > 0.
e—
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Indeed, in our last comment of the new MIMO example of Section V, we point out that the
differential equation of the error signals is F'(p)y = (p + §)y*, where F(p) is under braced
in equation (32); from these equations we realize that we have dominant poles in —3 and

the other ones are very close to —1/¢ (for e very small), and thus y ~ y* + ke #*.

C. Reviewer number 3

1) Questions:

COMMENTS TO AUTHOR(S):

This paper is very difficult to understand. The authors really need to work on refining
their results, stating them concisely and putting them into proper perspective relative to
the work of other researchers. For example, I notice that virtually every reference is to a
paper published by the same group of authors.

Problem 1 is not sufficiently motivated. What is the significance of conditions 1) and 2)
on p. 27 What is the role played by the parameter €7 Similar remarks refer to the long list
of conditions in Lemma 1.

It’s not at all clear that anything worthwhile is accomplished by Theorem 1. The
condition of external properness is replaced by a mass of subspace iterations. What intuitive
significance can be obtained from this result?

The authors like to toss around phrases that they have not carefully defined, such as
”externally minimal part”, ”internally proper”, ”derivators”, ”exponential and derivative
modes”, "minimal row (column) indices”, ”exponentially observable”, ”integral and deriva-
tive actions”, and ”"state derivative observers”. Most of these terms probably have reasonable
definitions, but they do need to be defined in the paper.

By the time I reached the main result, Theorem 2, I was hopelessly confused, so I cannot
pass judgment on the merit of the authors conclusions.

2) Answers to Reviewer 3: See answers to Reviewers 1 and 2.

D. Reviewer number 4
1) Questions:
Comments to Authors:
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This paper addresses the synthesis of a strictly proper, internally stable filter for MIMO

improper systems. Although the topic is an interesting one, there are a number of problems

with this paper:

1)

The structure of the filter poses serious concern. With e tending to zero, the filter
reverts to one with poles at infinity. The magnitudes of the filter gains are also
unacceptably high. In order words, since ¢ is directly tied to the filter bandwidth, it
has to be small to produce a good approximation yet on the other hand, it also leads
to a practically unsound design.

The problem of improperness is local, i.e. even though X/ 0¥ is proper, its realizability
is not assured if it still contains improper elements. For example, the original derivative
chain (1) still appears in Figures 2 and 3. It would be more meaningful if the authors
carry this step further and come up with a proper realization for (E/f oY) directly.
Band-limiting a derivative chain should be done in the context of the closed loop
system rather on the controller alone. It is not clear how the filter impacts on the
closed loop system (stability, robustness, performance, etc.).

There are no clear error bounds on the choice of £, 3. The asymptotic results are
generally not helpful for synthesis/design purposes.

Finally, sections of the paper, especially the abstract and the conclusions, are not well
written. There are also a number of typos/grammatical errors that should be weeded

out.

2) Answers to Reviewer 4:

1)

3)
4)

We have tried to answer this question by choosing in Section V a better illustrative
MIMO example, which takes into account a large set of possibilities (see equation
(25)) and points out the separate roles of € and 3, see equations (28) and (32) (see
also answer 2.2.2).

¥/ 0 ¥2¢ being proper, its realization is up to the user. Of course the improper elements
coming initially from ¢ are no longer present.

We have changed to a better illustrative MIMO example.

See answer 2.2.2.

See answer 2.2.2.
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5) We have done it.

ITI. Illustrative Example

In order to clarify the principal ideas of this paper, let us consider the following system:

[0 0 0|0 0|0 0] (1 o0 o{0 o|0 0] [0 -1 0]
1 0 0flo of|o0 o 0 1 0oflo o]0 o -1 0
0 1 0[l0o o|lo0 0 0 o0 1l0 0|0 o 0 0 0
00 0fo olo 0ol =0 -1 o1 1o ofé+] 2 o o |u
0 0 0{lo 1|0 0 0 1 o0oflo -1]|0 o -2 0 0 (23)
0 0 o0/lo oflo o 0 0o 10 -1 -1 -1
Lo o oflo o1 o | L 0 0o 0 1 | . 0o 0 o]
[ o 1|o 0 0
z =10 “1|1 0o o |&
|1 olo —1|-1 1
which input-output description is described by the following differential equation:
1 0 0 p p? 0
0 (p+1) 0 z2=| —plp+2) -p3 0 U (24)
0 0 (p+1) p? P> (P*—-1)

Let us carry system (23) into the Kronecker canonical form. For this, let us define z = T}, 2

and £ = T](%_l)é and let us multiply on the left the descriptor equation by 77, where T}, =

1 0 0/0o of 0 0 1 0 0|0 0ofl0 o
01 0[0 0| 00 01 0[0 ol0 ©
1 00 00 1|0 o 0 0 00 1{0 ol0 ©
o0 1|, 1= 0o 0o ofo ol 1 of],andTg=1]0 1 oflo o1 1 |, namely:
11 0 00 0[0 o0f-1 1 1 00|00 0[O0 —1
-1 0 0|1 © 0 00 0[1 00
| -1 1 0|0 -1 0 | Lo o of1 1]0 |
[ o 1 1 0 1 - -
0 -1
1 0 1
~1
0 1 0 0 1
. ~ 0
0 £ = Lo E+ ] -1 -1 -1 |u
1 0 1 L1
0 1 2 1 (25)
11
i 1| I -1 | - -
0 0 1
z = 0 1 1€
010 1|1J
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where £ = [ £, €L €T ¢T 1T, In order to obtain the particular form proposed in (??),

7,1 1,2 p,1 D,2
let us decompose (25) as follows (recall that z =T ,E:l)é):

0 0 0 10 0 -1 0
1 0 O 0 1 -1 0 0
01 0 0 0 1 0 0
0 w = 10 w4+ | -1 -1 -1 |u
1 0 1 11 1
0 10 0 -1 0 (26)
1 0 1 -1 0 0]
_ _ I
0 0 1
y* = 0 1 w
L O 1 4
. ~ 1 00 o] 0 0
§po="2t[1 1 0]u; 2= [ -1 0 1|y + { 1 [&pa+ | —2 -1 ]u (27)
0 1 0 1 0 0

Note that the input-output description of (26) is:

p p? 0
v'=| -1 (-1 (-1 |U
1 P 0

Let us now proceed to approximate the non-proper system (26).

1) Comparing (26) with (1) and (3), we get: n = 3, ky = 2, and ky = k3 = 1; thus Kk =

2. Matrix I' is indicated in (26) itself.

October 13, 2003
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2) Using the proposition (5) and (6), we get the following overall system (c.f. (14)-(16)):

R,

100 r T
10
0 1
1 0 0 0
01 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1 .
0 T 0 -1 Y
1 -1
0 1 0 o0
0 -1 -1 -1
1 11 1
0 -1
__1 0 d
[ -3 0 —&3 0 0 0 0 |
0 - —e3 0 0 0 (29)
0 —-p 0 0 0
0 —1/e  1/e 0 0 0
1/e 0 —1/e 1/e 0 0
1/e —1/e 0 1/e 0
4 1/e —1/e 0 0 1/e -
1 0 0
01 0
0 0 1
1 0
0 1
1 0
i 0 1
10
Y = T
1
3) The matrices R, and L, defined in Lemma 2 are (see (18)):
0 0 0ol 0 0] 0 O 0 0 0 0 0
0 0 0|0 0] 0 O 0 0 g? 0 0 0
0 0 0ol 0 0] 0 O 0 0 0 0 0 2 0
1/€2 o o/l o oo o]l and Lpz 2/e3 —1/g€? 0 0 0 0 0 ;
—1/e2 1/e 0] 0O 0| 0 O —1/e3  1/e2  —1/e| O 0 0 0
0 0 0|1/e 0] 0 O 0 0 0 |1/e2 —1/e| 0 0
0 0 0| 0 0]1/e 0 0 0 0 0 0 |1/e2 —1/e |

note that (19) and (20) are satisfied.

October 13, 2003
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(-1
4) Defining z = { (I) RI” } x and premultiplying (29) by [ (I) LIP }, we get (c.f. (21)):
(1 0 0 0 —e 0
01 0 g2 g2 _e?
0 0 1 0 _g2 0
1 0 0 0 1/€2 —2/e3 0
01 0 0 —1/e? 1/e3 0
0 0 1 0 —(1/e2 +1/e) —(1/e2+1/e) —(1/%+1/e)
0 0 0 1 5= 1/e —1/e? 0 w
0 0 0 -1 0
0 -1 0 0
0 1 0 0 0
0 -1 -1 -1
1 1 1 1
0 0 -1
1 -1 0
-8B 0 0 | —¢3 0
o -8 0 —e3
0 -0 —e3
0 —-1/e  1/e
1/e 0 —1/e
1/e —1/e
4 1/e —1/e 7
0
1
0
10
0 1
1
0
10 1/e2 0 0
Yy = 1 1/e z
1 1/e
(30)

5) Applying the algorithms (10) and (11) to (30), we get: R’, = {e9, €10, €12, €14} and

EflARZO = {es, €9, €10, €11, €12, €14} = S},o. And thus, since the assumptions of Corollary

1 are satisfied, system (30) is externally proper; and it is externally equivalent to:

October 13, 2003

DRAFT



CORRECTIONS TO PAPER TN03-01-11 / TECHNICAL NOTE 13

-8 0 —g3 0 0 —c 0 i
-0 0 0 —e3 —e? —& —e2
. 0 -8 0 0 0 —e3 0 —e?
T = 0 ~1/e 1/e 0 0o |T+ 1/e2 —2/ed 0 U
1/e 0 0 —1/e 0 0 —1/e? 1/€3 0
0 1/e 0 0 —1/e 0 —(1/e2 +1/e) —(1/e2+1/e) —(1/e2+1/e)
| 0 0 1/| o0 0 0 —1/e | i 1/e —1/e? 0 ]
[0 0 0|1 0 0 o0 0 1/e2 0
y=1]0 0 oo o 1 o |ZT+]| 1/ 1/ 1/ |U
00 0f[0 0 0 1 0 1/e 0
(31)
Note that the input-output description of (31) is:
(ep+1)2%(p+p) + &3 0 0 p p? 0
0 (ep+1)(p+p8) +¢&3 0 ]y(PJrﬁ)[(pl) -1 (pl)]U
0 0 (ep+1)(p+8)+&° 1 p 0
F(p)
(32)

Thus from (32) and (28), we get: F(p)y(t) = (p+ B)y*(t). There then exists a positive real
number, £*, such that det F((p) is Hurwitz for all ¢ € (0, €*). Moreover, we realize that
there are dominant poles in —f3 and that the other poles are very close to —1/¢ (for € very
small). Furthermore, y(t) ~ y*(t) + €77 (y(0) — y*(0)) (for € very small). The filter looked
for is given by (31), (27.a) and (cf (27.b)):

1
Z = -1
0

0
1
1

Y+ Epa +

= o O
oS~ O

0 0 0
—2 -1 0 |u (33)
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Almost Rejection of Internal Structural Variations in
Linear Systems

Moisés Bonilla Estrada®! Jaime Pacheco Martinez % Michel Malabre P!

&CINVESTAV-IPN, Control Automdtico. AP 14-740. México 07000, MEXICO. mbonilla@mail.cinvestav.mx.
PTRCCyN, CNRS UMR 6597, B.P. 92101, 44321 NANTES, Cedex 03, FRANCE. Michel. Malabre@irccyn. ec-nantes. fr.

Abstract

This paper deals with linear systems having internal structural variations. Under some weak assumptions, the control of
such systems is indeed possible, thanks to the very nice setting of implicit models and Proportional and Derivative (PD)
feedbacks. However, the effective design of such PD feedbacks usually requires suitable approximations for the derivatives,
hence Proportional approximations of the PD feedback “exact” solution. The aim of the present contribution is to directly
tackle an “almost” version of the problem by pure (high gain) Proportional feedback. The design is different, but very close
to the one related to PD feedbacks, mainly with respect to the associated geometric splittings. As an interesting by-product,
a system theoretical interpretation of the classical process of “integration by parts” is given and shown to be equivalent to
some particular changes of bases.

Key words: Linear systems, implicit systems, variable structure systems, PD feedbacks, proper approximations.

Notation

Script capitals V, W, ..., denote linear spaces with elements v, w, ...; the dimension of a space V is denoted dim(V); V =
W stands for dim(V) = dim(W); when V C W, % or W/V stands for the quotient space W modulo V; the direct sum of
independent spaces is written as @. Given a linear map X : ¥V — W, Im X = XV denotes its image, and Kx or sometimes
Ker X denotes its kernel. For the two special maps ' : X — X and B : U — X, their images are denoted by £ and B,
respectively. We write X (™) for the inverse map of X (when it exists) in order to avoid confusions with X ~'7, the inverse
image of the subspace 7 by the linear map X. {z,y, z} stands for the subspace spanded by z, y and z. e; stands for the vector
with a 1 in its ¢ — th component and 0 otherwise.

1 Introduction
Consider the implicit description, ¥ (E, 4, B, C):3
Ei=Ax+Bu ; y=Cz (1)

where £ : X - X, A: X - X, B:U - X and C : X — Y are linear maps of appropriate dimensions, with
Kp ={0} and Im C = Y. z, u and y are the descriptor variable, the input and the output. In (Bonilla and Malabre

I LAFMAA, Laboratoire Franco-Mexicain d’Automatique Appliquée.
2 Sponsored by CONACyT-México, and the French Ministery of Research. jpacheco@correo.unam.mx.
3 For the sake of shortness, and except when needed, we write x, &, u, y, ... in place of z(t), &(t), u(t), y(t), ...
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1991), it was shown that when dim(X) < dim(X), it is possible to describe linear systems with an internal variable
structure (see Bonilla and Malabre (2003)). For example the implicit flat description:

100  |o1-1 0
{010]23_{10_1}%[1]“;y_[om]m (2)

with the additional constraint: [a § 1]z = 0.

If (o, B) = (-1, —1), namely x3 = x1 + =2, then the input-output description § + y = u. If (a, 8) = (-1, 0), namely
x3 = x1, then the input-output description is § + ¢ = wu. If (o, 8) = (=1, —5), namely x5 = x1 + 5x9, then the
input-output description is § + 6y + by = 54 + u. Finally, if (o, ) = (1, 1), namely x5 = —(x1 + z2), then the
input-output description is ¥ — 3y = —u.

Bonilla and Malabre (2003) have considered the following problem:

Problem 1 (Bonilla and Malabre 2003) Let us consider a set of strictly proper linear systems embedded in the
following set of implicit global descriptions ¢ (E, A, B, C):*

Ei=Ax+Bu ; y=Cx (3)

T T T
withE:[ETO} ,Ai:[ATDZ.T} ,]BS:[BT 0} (i=1,...,n); E and D; are epic.
— Under which conditions can this set of linear systems be controlled by a fized P.D. state feedback, u = Fpx + Fy%,

assigning a fived external closed-loop behaviour, and which synthesis is based on the common internal structure,
described by Ft = Ax + Bu?

Bonilla and Malabre (2003) have found what it is the common internal structure of the set of linear systems (3) which
enables to solve Problem 1. They have given a procedure to synthesize P.D. feedbacks for rendering unobservable
the variation of structure and assigning at will the closed-loop output dynamics. Such a synthesis procedure relied
on the following Theorems (see the background Section 2 for the definition of V* and some of its related properties,
as well as the definitions of external equivalence and external minimality):

Theorem 2 (Bonilla and Malabre 2003) If the following two geometric conditions hold

ImA+BC€ and dim (V' NE'B) > dim (Kg) (4)
there then exists a P.D. feedback, uw = Fyx + Fj@, with (F,;, Fy) € F(V*) (see Section II), such that:

Im (E — BF;) =€ and Ker (E— BF;) C V* (5)

Theorem 3 (Bonilla and Malabre 2003) Let (F;,Fy) € F(V*), as in Theorem 2. When (3) is fed back with:

u=Fyz+ Fj&+v, it is externally equivalent to: &= E,E_l)A*g% + E£_1)B*v and y = CyZz. The isomorphism E,
and the maps A, and B, are induced from the closed loop system by the cannonical projections I1 : &€ — £/Ep-V*
and ® : X — X/V* and & = Pux.

Theorem 4 (Bonilla and Malabre 2003) Given any pair (F;, Fy), as in Theorem 3. If the implicit system (1),

related to the implicit global descriptions (3), is controllable® then the quotient system &= Eifl)A*fc + E}fl)B*v
and y = C.& is also controllable (in the classical sense).

The solution found in (Bonilla and Malabre 2003) is based on the use of (P, D) feedbacks which are friends of V*.
From the geometric condition (4.b) of Theorem 2, we can realize that the derivative part of the control law, Fy,

* The dynamic part of the X¢(E, A, B, C) which is active for any choice of D; will be denoted as %(F, A, B, C) as in (1).
5 This controllability depends on the exogenous input, u, and also on the degree of freedom, characterized by Kp,, which
acts as endogenous inputs.



is crucial for solving Problem 1, namely a static feedback is generally not sufficient. A natural question from a
practical point of view is -what can we do if we are restricted to use Proportional feedbacks?; more precisely -how to
approzimate the P.D. feedback obtained from Theorem 2 in order to be close to the nice structural properties given in
Theorems 3 and 4¢. This question is stated in the following Almost Rejection of the Internal Structural Variations
Problem (ARISV-Problem):

Problem 5 (ARISV-Problem) Given the implicit global descriptions (3), let u* = Fyx+Fji+u be a control law

solving Problem 1 and let y* be the output obtained with this P.D. feedback. For a given § € R find a Proportional
state feedback, uw = Fpx + 4, such that its closed loop output, y, satisfies (t*(8) is some fized time depending on the
given ¢ ):

-y <8 V> )

In this paper we solve this ARISV-Problem. For this we introduce in Section 2 some needed background material.
In Section 3, we find some basic geometric decompositions and in Section 4 the problem is solved. In Section 5 we
give an illustrative example and in Section 6 some concluding remarks are given.

2 Background
2.1 Structural Definitions

Definition 6 (Willems 1983) Two models are called externally equivalent iff the corresponding sets of all possible
trajectories for the external variables (external behaviors) are the same.

Definition 7 (Kuijper (1992) and Bonilla and Malabre (1995)) A given implicit description, Ex = Ax + Bu and
y = Cz, where E, A € R2*" B € R2X™ gnd C € RP*™ with n and n not necessarily equal, is minimal among
all externally equivalent descriptions of the same type iff: 1) the corresponding descriptor equation has the least
possible number of rows, and 2) the descriptor variable has the least possible number of components.

Definition 8 (Bernhard (1982) and Armentano (1986)) Fi = Gz + v is internally proper iff the pencil [AF — G] is
regular (square and det(AF —G) # 0) and it has no infinite zero of order greater than one (there are no derivators).

Kuijper (1992) gave necesary and sufficient conditions for external minimality and Bonilla and Malabre (1995)
showed that a given implicit description (E, A, B, C) is externally equivalent to the minimal implicit description
(Em, Am, B, Cry), called the externally minimal part of the system whose maps are uniquely defined as follows:

E 1L, =P,E ; A1, =P,A ; Bn=FP,B ; Cupll,=C

where IL,,, : X — V3 / (Vs + Vi NRY)) and Py, : X — (EVy +1Im B)/(EVi+ AV, NRY,)) are canonical projections
(see next subsection for subspace definitions).

Definition 9 (Pacheco et al 2003) The implicit system, Ex = Az + Bu and y = Cux, is externally proper iff its
externally minimal part is internally proper.

2.2  Subspaces and Related Properties

Related with any implicit system (1) are the well known following subspaces: (see Ozgaldiran (1986), Malabre (1987)
and Bonilla and Malabre (1995)):

The supremal (A, E, B) invariant subspace contained in K¢, Vs, := sup{V C K¢ | AV C EV + Im B}, limit of:
W =X and VM =Ko N A=Y (EVF + Im B) for u > 0.

Let F(V5,) denote the set of all (F),, Fq) such that (A + BF,)Vs C (E — BFy)V%. Such (F), Fy) is called a friend
pair of V5. The following result is well known:

Fact 10 (i) For any (Fy, Fy), for the closed loop system, ¥r(E — BFy, A+ BF,, B,C) there holds: V5, = V5, ; then,
we just write V* to identify V5, or V5, (ii) For any Fy, there exists F s.t. (F;, Fq) € F(V5).



The supremal (A, E, B) invariant subspace contained in X, V¥ :=sup{V C X' | AV C EV + Im B}, is the limit of

the non-increasing algorithm: V3, = & and VZH = A7 (EVS +1Im B) for u > 0. V% characterizes (together with
EVi +Im B) the set of all possible trajectories which are not identically zero for any input u,

The supremal (4, E) invariant subspace contained in Ker C, Vi := sup{V C Ker C' | AV C EV}, is the limit of the
non-increasing algorithm: V9 = X and VATl = Ko N A7LEV# for > 0. V¥ characterizes (together with EV}) the
set of all exponential trajectories which are unobservable at the output y.

The supremal almost (A, E) controllability subspace contained in K¢, Ry, := inf{R C K¢ | R = Kc N E~Y(AR)},
is the limit of the non-decreasing algorithm:

RO =Ko NKg; RIS =Ko n E-YARY,) for p>0 (6)

R, characterizes (together with AR ) the set of all trajectories due to differential actions with no influence on the
input-output trajectories. R’ is Called the set of differentially redundant descriptor variables.

Proposition 11 (Bonilla and Malabre 1995) Given an implicit description, ¥(E, A, B,C), Ry, characterizes the

LT

dzﬁerentzally redundant descmptor variables. Moreover the induced system, E(E A, B,C): E# = Aé+DBu and Yy = C#
with E X/Riy — X/ARY,, A: X/Riy — X/ARY,, B:U— X/ARY,, and C: X/Rkiy — Y, has no differentially

~ o~ o~ A TR

redundant descriptor variables. Furthermore the systems S(E, A, B,C) and 2(E, A, B, C) are externally equivalent.
2.3 Properness

Proposition 12 (Bonilla and Malabre 2003) The global descriptions (3) are internally proper iff: Kp, ®Kg = X

In view that, from the three subspaces, V%, V¥ and R}, characterizing the externally minimal part of (1), only R},
is related w1th non proper modes then external properness (see Definition 9) is characterized as follows:

Corollary 13 An implicit description, X(E, A, B, C) is externally proper if its induced system, /X\?(E,A\,E,CA’) (de-
fined in Proposition 11), is internally proper.

2.4 Integration by Parts

In this Subsection we find the equivalence, in the framework of system theory, of one powerful tool of functional
analysis: the integration by parts. For this let us consider the following proper system:

=[-1eJz+[1/elf 5 y=[-1/e]z+[1/e]f (7)

where y is the output and f is an input at least twice differentiable and such that f, f’7 f € Lo, with z(0) = o,

f(0) = fo and f (0) = fo; € is a positive parameter. We are interested in analyzing the external behaviour when the
positive parameter ¢ tends to zero. Namely, we want to have a rigorous and simple setting from which to argue the
“obvious” property that y(t) tends to f(t) when ¢ tends to zero. For this, let us obtain the solution of (7):¢

A ¢
w(t) =€ g + % /e_(t_T)/Ef(T)dT , and y(t) = e_t/E - 5% /e =)/ ¢(r)dr
0

From this time-domain solution, we get |y(t)| < %eft/€|xo| + L1f®] + 1| flloo. As we can not conclude anything
when € — 0, let us integrate by parts:

o(t) — £(1) = €/ (o — fo) / e f(r)dr , and ylt) =~ 1€ (oo fo) + 1 [ €7V f(ryr
0

5 For better clarity, we write here the time dependency of the variables.



From this integration by parts, we get: |y(t)| < %e_% |20 — fo| + ||f]lse, and we can only conclude that y is bounded
when € — 0 and for ¢ > 0. Let us integrate by parts one more time:

t t
w(t)=f () +ef (1) = €7 (wo—fo+efo)t+e / €00/ fr)dr & y(6)-f(0) = —2 € (o~ forrefo)- / e fryar
0

0

From this integration by parts, we get: |y(t) — f(t)] < %eft/ekno — fo +efol + €| flloo- Therefore, y(t) =9 £
vit>0.

From this simple analysis, we realize that it was necessary to integrate by parts twice in order to get rigorous
arguments for (expected) conclusions. We would like now to translate this process of “integration by parts” into
a system theoretical point of view. Indeed, we shall later show, in Section 4.2, that this interpretation in terms of
equivalent changes of bases is the guide which fully enlights the choice of the particular proportional state feedback
law solving the ARISV problem.

2.4.1 Useful System Descriptions
Let us first note that the expression of the first integration by parts is the time solution of the Fliess state space
description (Fliess 1990): w = [—1/e]w + [1/¢] (—ef) and y = [~1/e] w. This description can be obtained from (7)

with the simple change of variable w = = — f. Let us next note that the expression of the second integration by
parts corresponds to the time solution of the Fliess state space description:

f= =1z + [/ (EF) 5 y=1-1/elz+[1]f (8)

This description can be obtained from (7) with the change of variable z = w — (—¢f) =z — f + ¢f.
The implicit descriptions of systems (7) and (8) are:

(1) Doing & =z and & = f in (7), we get:

{i/f}f ; y=[—1/6 1/5]5 ©)

—1/6 00 -1 0
B 0 010 . (10)
0 00 1 ¢+ f,y—[—/a()—l/aoc

2.4.2 Internal Properness

Let us first note that system (9) is internally proper. Indeed, this follows from the fact that (c.f. Proposition 12): X
= Ker [1 0] ® Ker [0 1]. Let us next note that system (10) is not internally proper. Indeed, this follows from the

1 0 00
fact that (c.f. Proposition 12): Ker |0 —¢ 0 0| N Ker [0 10 0} # {0}.
0010

2.4.3 External Properness

Since system (9) is internally proper, it is also externally proper. For system (10), in order to check the external
properness, we first need to obtain the system quotiented by R, in the domain and by AR} in the co-domain (c.f.



Corollary 13). Applying the matricial procedure of (Bonilla and Malabre 1997) to system (10), we get:

X/Rz
xfff1o]oo0 —1/e 0|0 0 /e
Raoll 150100 0 100 -1
= C + =] —1/e 1 00 |¢
e e A LS bl PR (= ETIRE
0010 0 001

Applying the algorithm (6) to this system, we realize that R*, = {e3, es}. And thus, inside the solid line boxes
we find the induced system claimed in Corollary 13, which is nothing else than system (9). Then, (10) is externally
proper and externally equivalent to (9).

From this discussion, we conclude that performing two integrations by parts is equivalent to applying, in the Fliess
state space description, the change of variable:® z = 2 — f + ef. The system obtained with this change of variable
only adds differential redundant descriptor variables and remains externally proper and externally equivalent to the

original system. As we will see later on, the added differential redundant subspace enables us to bring the system
into a nice structural form.

3 Basic Geometric Decompositions

In order to solve the ARISV-Problem we modify the geometric condition (4.b) as follows:
dim (V*NE~'B) > dim (Kg) + dim ((Kg + V*)/V*) (11)

In order to simplify, we can also assume, without any loss of generality, that a preliminary proportional feedback
has been applied such that:

AV*NB={0} and AV* C EV* (12)
In a similar way as in (Bonilla and Malabre 2003), let us decompose Kz, E~'B, V*, and the space X as follows (Xj,

Xy«, X3, and X, are any complementary subspaces):

{ICEZ (V*NKg)® Xk, 5 ET'B=(V'NE'B)+Kg)® X3 (13)

Vi=Xp-®(V'NE™IB) ; X=WV"+E"'B)o X,
In view of (11), there then exist X1, X» C E~'B, subspaces of E~1B, X1 and X, such that:
VNE'B=X©X: @& (V' NKpg), with: X» = X, and dimX; > dim X, (14)

From (13) and (14), X, E~'B and V* can be decomposed as follows:

{x:xw@Xl@%@(v*mc,;)@xm@xg@xo ; V=0 X 00 (V NKE) (15)

E7'B=X0X® (V'NKEg) ® X, ®Xs
Thus, B, EV*, and £ are decomposed as (recall (4.a)):
B=EX ,®OEX;DEX;; EV' = EXy» DEX1 D EXy ; £E=EXy« @ EX1 D EXyo® EXs D EX), (16)

1 —1/e 1 —1/e 1-1-10

o 0 0 1 0 1 00
and do: ¢ =

1 0 o0 0 0 10

0 0 1 o0 0 0 01

® In the case of n integration by parts the change of variable is: z, = = + 31, (=1)%" 1 f¢=D

T Just pre-multiply (10.a) by

el



Also U can be decomposed as (recall that Kg = {0}):
U=B'EX,® B 'EX,® BT'EX; (17)

Based on the above geometric decompositions, let us define the following natural projections (i € {V*, 1,2, Kg}):?

{Q&ZX—’XM Qve: X = V*NKg; Qpzo: X = X, X350y ; P, :E— EXy-; P1:E— EX) as)

Posg : £ — EXo ® EX3 & EXy 3 Ri:U— BilE.)C‘l ) Ro:U — BilEXQ ) Rs:U — BilE‘Xg
and the following insertion maps:

{VXZ.:?QHX; We :V'NKg—>X; Veso: X, X3P X — X Wi:— B lEx; - U (19)

Wy:— B 'EXy —U; Ws:— B 'EX; - U

Thanks to the projections (18) and the insertions (19) so defined, we get a more precise implicit description of (1)
in the following Lemma, proved in the Appendix:

Lemma 14 If (11) and (12) hold, then system (1) can be expressed as:

Tv Qx,,w P\, A 0
T1Qx, T = 0 T+ LiRy u ;Y= [UQESO ] z (20)
Ki1Qx, + N1QEs30 A1QE30 LaR2> + LsRs

where the maps Ty : Xy« < EXy« (Ty = Px,.EVx,,, ), Ty : X1 < EX; (T = PLEVx,) and L, : B 'EX, — EX;
(L, = Py BW; ) are isomorphisms. The maps Ly = PasoBWo and Ls = Pa30BW3 are monic and such that Tm Lo =
EXs and Im L3 = EXs3. The maps K1 and Ny are defined as follows:
Ky, = Pg3oEVy, , satisfying : Im Ky = EXy , and Kk, = {0} (21)
Ny = PgsoFEVasg , satisfying : Im Ny = E(Xg D XQ) , and ’CNl = XICE (22)
The maps Ay and C are defined as: Ay = PgagAVaszg and C = CVigso.

This Lemma will be our starting point for finding the proposed solution. We also need the following Lemma, proved
in the Appendix:

Lemma 15 Let us define the natural projection:

@XKE D Xy @ X3 D Xy — Xk, along X3 @ X (23)

Then the map Tazo = (N1 + KlT;f;E@XKE) is an isomorphism. Moreover QX}CE = GX’CE QE30-

4 Solution to the ARISV-Problem

We propose in this Section the main contribution of the paper. Namely, we give in Theorem 16 the conditions under
which the causal approximation of a PD state feedback solves, in an approximated sense, the RISV problem. To
avoid unnecessary heavy technicalities, in this Section we are going to assume that (c.f. (14)):1°

XQ ~ XICE ~ Xl (24)

 The natural projections are projected along the complementary subspaces defined in (15.a), (16.c) and (17).
07f dim Ay > dim Xk, we just have to work with an adequate projection on a subspace Xll of X1 such that Xll ~ Xy -



4.1 Deriwative Feedback

The derivative feedback proposed in (Bonilla and Malabre 2003) for proving Theorem 2 was (recall that K; =
PEQQEVX2>:

LoRou* = — K, (—QX2 + T QXKE> &+ LyRoti (25)

where T52 : Xy, < Xs is an isomorphism (recall (13.a) and (14)). Applying (25) and the feedback L;Rju* =
X)CE E
—(1/e)T1Qx,z to (20), we get: 11

1000 0 Xo Xz X Xe Xs 0
0Lioo 0o |a=|oiZMMo 0 o |ax| 0 |a; y*:[oo 0¢ }x =
0000|T 0 0 0 0]|A4 B

where: | X, Xo X5 X4 X5 | = T VP A, Xo = T KT, A = Tig) v, B = T Lo, and iz = Ryt and
r=(Qu,.7) + (Qx,z) + (Quuz) + (Qver) + (Qrsox). We write y* instead of y in order to distinguish it from
the proportional feedback case. The subsystem (I, A, B, C) enclosed by the solid line boxes is the state space
quotient system mentioned in Theorem 3. Assuming controllability of the common dynamic part (1), of the implicit
global descriptions (3), it follows from Theorem 4 that the pair (A, B) is controllable; thus, we are going to assume
that the map A has been made Hurwitz by a previous proportional state feedback. Let us note that these structural
properties and results are independent on the active internal structure of each particular Kp,.

4.2 Proportional Feedback

Based on the derivative feedback (25), let us propose the following proportional feedback (recall that T = Py EVy, ):

LiRiu=—(1/e)T1(Qx, — T Qu, + T Qui,)w (27)
LoRou = K19+ LoRou (28)
9= _(1/5)(T§12QX1 —Qux, + T/%YEE QX)CE )x (29)

where: T;;éE s X, — A, T/@;l : Xy — XY, T/@Yf 1 X1 — Ao, and T/%Y;E : Xicp < Ao are isomorphisms (recall (24)).
Applying the feedback (27)—(29) to (20), we get:

TvQx,.* = Px,. Az
TiQux & = —1T1Quxz + 1T (Tféj Qx, — Tff,éE QX)CE) z

(30)
(K1Qxy + N1QE30) & = A1QE30r + K19 + LaRot
0= %T))(?Q/\ﬁx - (QXz - T/;Y;EQX)CE> x+g
Based on the Integration by Parts Section, let us do the following change of variable:
iz=Q;x , Vi#x and
Qiz=Q 7 X (31)

Qx,z =Qxz — LTy Qx, — T;)féE Qe )T+ (ch{,iE Que, )T

1 Recall that QX;CE = GX)C QE30 and that the map Taz0 = (N1 + KlTjéi @X}C ) is an isomorphism; c.f Lemma 15
E E E



Then, system (30) takes the following form (recall that T;?ij; =T and ijijf}éE =Ty ).

RIS

TvQxy. 2 = Px,,. Az

TiQx, 2 = —(1/)ThiQux, 2 + Ti (T Qu, — ij);E Qi )Z

(N1 + KleszQXKE )Qms0% = A1Qmsoz — K1T5? Qx, 2 + LaRoti
0=T32Qnz — (Qu, — T2 Quy,)i+g

(32)

Let us define h := (T;((;Q;(2 - T;féE @XKE QE30)z and let us build the space Z = X @ {g} @ {h}. Then (32) takes
the following form:

[T0 0 0 0 0 0] (X1 Xe Xg X4 X5 0 0 ] [ o ]
0ll 0 0 0 ol 0 ’(1/5)1 00 0 0 0 0
00 o of1]o o [2=|0 =X} o o|alo o |2T]||B || (33)
00 0 0 0 0 0 0 X, 0 0 0 I-Xr 0
oo x™Mo-vio0 0 | 0 o0 0 0 I L 0]
y=[0 o0 o0o0/|Clo o |z

where: | X Xo X3 X4 X5} =TS VPr, A, Xo = Ty KaTs2, Xo = T2, Y1 = T3 Quy,,and Gy = Rowi and 2

= (Qx,.7) + (Qx,z) + (Qx,7) + (QuvETr) + (QE307) + (9) + (). Let us note that the subsystem ¥5(I, A, B, C)
enclosed by the solid line boxes is the same as the one obtained in (26); but now it is perturbed by the fast
exponentially stable subsystem of steady state gain e, X/ (I, —(1/¢)I, —I, —Xs), enclosed by the dash line boxes.
Although the steady state gain can be very small (but never zero), it is necessary that the internal structure variation
which is rendered almost unobservable be exponentially stable. So we can only accept internal structure variations,
namely Kp,, belonging to the following set (recall that A is already Hurwitz and € > 0):

FEF—-(A+ BF
det (A+ )] is Hurwitz} (34)

Tr(D;) = { Kb,
F(){D/ D

If this set is empty there then exists no solution to the ARISV-Problem.

Theorem 16 Under the same conditions as in Theorems 2, 8 and 4, but with (11) in place of the second in (4),
there exists a proportional feedback solving the ARISV-Problem for all Kp, € T'r(D;).

Proof:

From (26) and (33) we get (QEg3020, @, 20 and Qg3oxo are initial conditions):

t T

y—y" = CCMQpo(z0 — o) — C’/eg(t_T)Xﬁ €7/ Q20 + / e~ h(o)do | dr
0 0

Assuming Kp, € I'r(D;), the closed loop systems (26) and (33) are exponentially stable, which implies: h € Lo
and the existence of ¢,a € R such that ‘eAt‘ < €. There then exist ki1, ko, ks € R such that:

ly — 5| < B1€7 + kol ot + kze€™*
Therefore, given a 6 € R there exist t*,* € R s.t.

ly—y* <6 VYV it>t" & e€(0, &)



5 Illustrative Example

Let us come back to the example (2). For this system, we have: V* = {e1, €2}, Kp = {e3} and E~!1B = {es, e3}; and
thus: Xy« = {e1}, X2 = {ea}, Xk, = {e3}, X1 =V *NKg = X3 = Xy = {0}. And thus the geometric condition (11)
is not satisfied. In order to get closer to such a condition, let us add an external integrator to system (2), namely: 12

1000 001 -1 00
0100 000 O 10
= x + u yz[OOOl]w (35)
0010 000 —1 01
0000 alp 1 00

For this system, we have: V* = {e1, €2, e3}, Kp = {es} and E7'B = {ea, e3,e4}; and thus: Xy« = {e1}, X1 = {ea},
Xy ={es}, X, ={ea}, X1 =V NKg = X3 = &y = {0}. And now the geometric condition (11) is satisfied. Also
from (35) we get: Ly = Ly = Ty = Ty = Ky = Ty =Ty =Tx. =Ty’ = Que, =1, Ni =0, 4 = -

Ri=[10], R2=[01], Qx,. =[1000], Qx, =[0100], Qx, =[0010], Que, = Qrzo =1[0001],
Px,. =[100].

P.D. Feedback: From (25) we get the derivative feedback: LoRou* = —[0 0 —1 1]& + [0 1]a; the proportional
feedback is: L1 Rju* = —(1/¢)[0 1 0 0]x. The closed loop system is:

100 0 0o 0 1 -1
010 0 0 —(1/e) 0 0

@ = T+ az;y*:[ooo 1 ]x (36)
000] 1 0 0 0]-1 1
000 0 a 0 8 1 0

The characteristic polynomial of the closed loop system (36) is: det[A((E—BFq)—(A; +BEF,)] = (A+1)(A+1/e)(BA+a).
And then (D = {a 03 1}):

g, ry(D) ={(a, B) |[a->00r (B=0& a#0)} (37)

P. Feedback: From (27), (28) and (29) we get: LoRou =g + [0 1]a, g = —1[0 1 —1 1]z, and L1 Ryu = —1[01 -1 1]z.
The closed loop system is (c.f. (33)):

100 0 0 0 ] o ot -too [ 0]

0iio o oi] 0220 0 0 o

000[ L]0 0, _fotztiop—tjo of Lo To o o [1lo ol: @9
000 0 0 0 0 1 0 0 1-1 0

001 -1 0 0 0O 0 0 0 0 1 o

looo o o0 |4 o 8 1 0o Lol

The characteristic polynomial of the closed loop system (38) is: det[A(E — (A; + BE,)] = A+ 1)(A + 1/e)(BA + )
~ (B )N And then (D=[a 081 00))

FF(D):{(a,ﬁ)‘a<min{—(%+1)6,—(%),0}} (39)

12.(4) The second row and second column correspond to the added external integrator, (ii) we have applied a previous
proportional feedback to get (12) and (¢4¢) in the bottom we have added the algebraic equation 0 = D;z (c.f. (3)).
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From this illustrative example, we can remark that:

(1) With the proportional and derivative feedback we obtain a controllable state space description decoupled from
the internal variable structure (see in (36) the subsystem enclosed by the solid line boxes).

(2) If, in addition, we want internal stability, the variation of structure (in the P.D. feedback case) must take place
in the region (37). Let us note that the four cases considered at the beginning of the introductory Section, («, 3)
€ {(~=1,-1), (=1,0), (=1,-5), (1,1)}, are inside of I'(x, g, (D:).

(3) For the proportional feedback the ARISV-Problem has a solution if the variation of the internal structure takes
place in the region (39). For this case, only the structures (o, 3) € {(-1,-1), (-1,0), (—=1,—5)} can be
considered; the case («, ) = (1,1) cannot be kept.

(4) Since the subsystem enclosed by solid lines in systems (36) and (38) are the same, the structural properties are
also the same.

(5) The region of the possible variations preserving the internal stability is reduced when the P.D. feedback is
approximated. For the P.D. case this region is the first and third orthant; for the P. case the region is the third
orthant; the case («, 8) = (1,1) cannot be kept.

(6) If the geometric condition (4.b) is satisfied but not (11), we only need to add some integrators until satisfying
(11).

6 Concluding Remarks

In this paper we have given a suitable approximation of the Proportional and Derivative Feedback proposed in
(Bonilla and Malabre 2003) for rejecting the internal structure variations in implicit linear systems. The proposed
Proportional Feedback solves Problem 5, which is an almost rejection version. The synthesized control law is very
close to the exact PD one.

We show in Theorem 16 that there exists a finite time ¢* and an upper positive bound ¢* for reaching the desired
size gap 0. To solve the almost version we have changed the geometric condition (4.b) into the less restrictive one
(11). We have also shown by means of one illustrative example that, in case that the geometric condition (11) is not
satisfied (but (4.b) is), it is enough to add to the implicit system (1) some chains of integrators in order to get this
condition fulfilled. The price to be paid for this approximation lies in the reduction of the set (34) for the accepted
internal variations (c.f. (37) with (39)).

As an interesting by-product, a system theoretical interpretation of the classical process of “integration by parts” is
given and shown to be equivalent to some particular generalized changes of bases.

A Appendix
A.1 Proof of Lemma 14

This proof is done in 8 steps:

(1) From (15) and (17), any « € X and any u € U can be expressed as: z = (Vx,.Qux,. + Vi, Qu, + Va,Qx, +
WEeQvE + VEsoQEs0)r and u = (Wi R1 + WaRs + W3R3)u.

(2) From (16.c) and (13. a) we get: Py, EV; =0, for i € {X1,X,,VE,E30}; PLEV; = 0, for i € {Xy«, X2, VE, E30};
Ps30EV; =0, for ¢ € {Xy«, X1, VE}.

(3) From (16.c), (12) and (16.b) we get: P1A = 0 and PagoAV; = 0 for i € {Xy-, X1, X2, VE}.

(4) From (16.c), (16.a) and (17.c) we get: Pyx,.B =0; PLBW; =0, for i € {2,3}; PasoBW: = 0.

(5) From (15.a) and (15.b) we get: CV; =0, for i € {Xy«, X1, X, VE}.

(6) From (18), (16 c), (16.a), (17), (13.a) and (15.a), we get: Im K1 = PaggEXs = EXy and Kk, = XoNE~'Kp,,,
=XNE~- E(XV* DX) =XN(KgdXy- dXy) = {0}

(7) From (19), (18), (16.c), (13.a) and (15.a), we get: Im Ny = PogoE(Xi, & X3 ® Xy) = E(Xs @ X)) and Ky, =
(X, ® X350 Xp) N EilKPZSO = (X, ® X3 Xp) N EilE(Xv* OX) = (X, DAz B Xo) N (K@ Xy @A) =
Xip-

(8) From (19), (17) and (18), we get: Im L; = PiBB'EX; = PiEX; = EX; and K, = B"'EX; N B~'Kp,
= Bil(E?C'l N ’Cpl) =Kp = {0} And for i € {2, 3} Im L; = P23oBBilEXZ‘ = Py30FEX; = EX; and ’CLi =
B'EX,N B 'Kp,, = B-Y(EX;NKp,,) = Kp = {0}.
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A.2  Proof of Lemma 15

This proof is done in 4 steps:

(1) From (23), (21), (22) and (18), we get: (N1 + K, ;“;E@XKE); Xy ® X DXy — E(Xo® X Xp).

(2) The domain, Xk, ® X3 & Xy, and the co-domain, E(Xy & X3 @ Xp), are isomorphic. Indeed, from (24), (13.a)
and (15.&), we get: XICE P3Py~ XD X3P Xy ~ E(XQ ® X3 D Xo)

(3) The map <N1 + K3 ;f; @XKE) is monic. This item is proved in 3 steps:
E

(1) Let us first note that (21), (22) and (23) imply that: Im N; = E(X3 @ A)) and Im (KlTXXzEQX’CE) =
KT X, = K1 X, =Im K| = EX,, and then:

Xk
E(Xy ® X3 ® Xy) = Im Ny & Im (Klij)iE@XKE) (A1)
(77) Let us next note that (22), (21) and (23) imply that: Ky, = Xk, and Ker (KlT))((;iEGXKE) =

Q;(;lcETj((;E Kk, = Ker QX)CE = X3 & Ay, and then:

Xic, ® X33 Xy = Ky, ® Ker (KlTj(‘;E@XKE) (A.2)
(iii) Let us now take a x € Ker (N; + K ;‘;E@XKE), ie (Ny + KlTjngGXKE)x = 0. In view of (A.2)
there exist unique z7 € Ky, and z2 € Ker (KlT)f;E@XKE> such that = z7 + 29. Then: Njzy =
—KlT;{éE@X’CEajl. From this last equality and from (A.1) we have: Nyzo € Im Ny N Im (Klij{;E@X;cE)
= {0}, which together with (A.2) imply 2 € Ky, N Ker (KlTﬁiE@XKE) = {0}. As x5 = {0}, we get from
(A.2): 21 € Ker (KiT52 Q. ) N Ky, = {0}. Therefore: Ker (Nl + KlTjYY;E@XKE) = {0}

(4) Th30 is an isomorphism because it is a square monic map.

References

Armentano, V.A. (1986). The pencil (sE — A) and controllability-observability for generalized linear systems: a geometric approach.
SIAM J. Control Opt. 24(4), 616-638.

Bernhard, P. (1982). On singular implicit linear dynamical systems. SIAM J. Control and Optimization 20(5), 612—633.

Bonilla, M. and M. Malabre (1991). Variable structure systems via implicit descriptions. In: 1st European Control Conference. Vol. 1.
pp. 403—408.

Bonilla, M. and M. Malabre (1995). Geometric minimization under external equivalence for implicit descriptions. Automatica 31(6), 897—
901.

Bonilla, M. and M. Malabre (1997). Structural Matrix Minimization Algorithm for Implicit Descriptions. Automatica 33(4), 705-710.
Bonilla, M. and A. Malabre (2003). On the control of linear systems having internal variations. Automatica 39(11), 1989-1996.

Pacheco, J., M. Bonilla and M. Malabre (2003). Proper Exponential Approximation of Non Proper Compensators: The MIMO Case. In:
42nd IEEE Conference on Decision and Control.

Fliess, M. (1990). Some basic structural properties of generalized linear systems. Systems and Control Letters 15, 219-225.
Kuijper, M. (1992). Descriptor representations without Direct Feedthrough Term. Automatica 28(4), 633—-637.
Malabre, M. (1987). More geometry about singular systems. In: 26th IEEE Conference on Decision and Control. pp. 1138-1139.

Ozgaldiran, K. (1986). A geometric characterization of the reachable and controllable subspaces of descriptor systems. Circuits, Systems
and Signal Processing 5(1), 37-48.

Willems, J.C. (1983). Input—output and state space representations of finite-dimensional linear time-invariant systems. Linear Algebra
Applications 50, 581-608.

12



February 1, 2004

Professor Tempo
Automatica Editor
System and Control Theory

Dear Professor Tempo,

Recently we have found a typo in the paper (with reference number: 3641) that we have submitted in November 21,
2003 to Automatica.

The last equalities in equations (30) and (31) have to be modified as follows:
IT 1S WRITTEN

TvQx,. T = Px,,. Az
TiQu & = —1TQuz + 1T (TEQ% - T;:,iE QX)CE) z

(K1Quxy + N1QE30) & = A1QEsox + K1g + L2 Rt (30)
0= 1732 Qua — (sz - ij,iE QX;CE> T+g
Qiz=Qix , Vi#x and
X1 R = x,r = Xy @ AX2 X’CE X)CE T X}CE X’CE X
IT SHOULD BE CHANGED TO
TVQXV*Q.? = PXV*AZ‘
NQuyi = —2ThQuyw + 1T (T;‘; Qu, — T3 QX,CE> x (50)
(K1Qx, + N1QEs0) @ = A1QEsox + K19 + L2 Rot
0= éTifQ/‘flx - % (QXZ - TS}EEQ’Y’CE> r+g
iz=Q;,x , Yi#x and
Qz Qz 7& 1 (31)

1 1 X X X X .
Q.2 = 1Quw — HTE Qu ~ T Qe o + (T Qu, — TR Quic, )
These are just typos, with no consequence on the rest of the development and results.

We apologize for our lack of careful reading.

Sincerely yours,

Moisés Bonilla Estrada
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Optimisation de Systémes Implicites Rectangulaires

J. Pacheco M*, M. Bonilla Ef, M. Malabre}

Résumé

We present here some recent results concerning the
control of linear descriptor systems. We consider non
square internal descriptions (the number of dynamic
equations is less than the number of descriptor va-
riables) with additional algebraic constraints which can
switch within a finite dimensional set. We show how to
design suitable approximations of PD feedbacks which
force this set of models to behave as a fixed strictly
proper system. We also give a system theoretic inter-
pretation of the process of integration by parts, which
is presently used to design an alternative proportional
feedback approximation of the previous PD laws. Se-
veral examples are included for illustration.

Théme clé principal : Systémes continus, com-
mande.

1 Introduction

Le cadre du présent travail est une extension des sys-
témes classiques du type strictement propres (décrits
par des modeles du type : @ = Ax + Bu, y = Cu,
A savoir les systémes généralisés, aussi connus sous le
nom de systémes différentiels et algébriques, systémes
singuliers ou systémes implicites. Ces systémes sont
décrits par des modeéles du type : Ei = Az + Bu,
y = Cz. Cette classe de modéles permet de décrire des
comportements beaucoup plus nombreux et plus riches
que dans le cas classique strictement propre. On peut
par exemple mentionner (et la liste n’est pas exhaus-
tive) : des systémes ayant des comportements impul-
sionnels (liés par exemple & des dérivations); des sys-
témes controlés par des lois de commande proportion-
nelles et dérivées ; des systémes avec des contraintes al-
gébriques sur I’état ; des systémes avec des restrictions
sur les commandes; etc ...

Dans ce contexte généralisé, on s’intéresse tout par-
ticulierement & des modélés implicites pour lesquels le
nombre des variables internes est supérieur au nombre
d’équations d’état. Ces systémes implicites rectangu-
laires ont ceci de particulier que pour une condition
initiale donnée, et pour une loi de commande donnée,
la solution en termes de trajectoire d’état n’est pas
unique. Ces systémes possédent un degré de liberté
interne (en quelque sorte a l'origine du comportement
non unique). On peut ainsi décrire des systemes a
structure variable (par exemple dont le comportement
est également fixé par la position de certains commu-
tateurs). Plus précisément, on décrit ici une famille de
systémes dont les changements potentiels proviennent
d’une équation de contrainte algébrique, du type
D;xz = 0 en superposition avec un ensemble constant
d’équations dynamiques du type Fi = Ax + Bu. Cette
famille de systémes peut étre décrite par un modeéle

*Doctorant en Cotutelle CINVESTAV-México et IRCCyN-
France ; email : jpacheco@ctrl.cinvestav.mx

tDirecteur de these CINVESTAV-Mexico; email : mbo-
nilla@enigma.red.cinvestav.mx
IDirecteur de these IRCCyN-Nantes, France; email

Michel.Malabre@irccyn.ec-nantes.fr
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implicite unique designé sous le nom de systéme global :

[ﬁv]z:{g }z—&-[lg}u, y=Czx (1)
N——
E A B
on B : X — igi,Ai = X =X,, B : U —X,
et C X — Y sont opérateurs linéaires avec

Xy =XDX,;. Cette représentation globale est trés im-
portante, comme argumenté dans [5]; notamment il y
a été montré que sous certaines conditions (assez peu
restrictives, principalement de type commandabilité) il
est possible de commander cette famille de systémes,
a l'aide de lois de commande du type Proportionnel
et Dérivé, de maniére a obtenir une réponse bouclée
unique, & la dynamique imposée, quelle que soit la va-
leur des parameétres liés & la partie algébrique des équa-
tions (liés & D;x = 0) dans I’ensemble des modéles pos-
sibles ainsi décrits.

A titre d’exemple illustratif (mais nous ne pouvons
le détailler ici) une classe particuliérement intéressante
dans la famille de tels modeéles est celle des systémes
en escaliers (voir [4]) qui décrit les changements liés
a la position de plusieurs commutateurs. Une applica-
tion récente de ces systémes en escalier a permis de
décrire par un modele linéaire & commutations (avec
trois composantes linéaires) le processus de croissance
végétale décrit par la fonction (non linéaire) dite fonc-
tion logistique (et classique dans ce domaine).

Nous allons dans ce qui suit mettre 1’accent sur la ri-
chesse de description de ces modeéles implicites & struc-
ture variable (Section 2) et présenter quelques contri-
butions visant & controller ces systémes. La Section 3
concerne un aspect pratique lié a la mise en ceuvre de
compensateurs impropres déduits d’une analyse sim-
plifiée par le cadre implicite, & savoir leurs approxima-
tions par des systémes propres a grand gain. Ces ré-
sultats sont tout particulierement bien adaptés dans le
contexte des systémes classiques (strictement propres)
lorsque l'on utilise des lois de commande généralisées
(Proportionnelles et Dérivées). La section suivante pré-
sente une partie de résultats récents sur une alterna-
tive consistant & rechercher d’emblée une loi de com-
mande Proportionnelle pour une version approximative
du probléeme de départ. Cette démarche nous semble
particuliérement adaptée a la commande des systémes
a structure variable. Dans la Section 4, nous mettons
I’accent sur un ingrédient de la solution qui nous semble
intéressant : une interprétation systéme du procédé
mathématique d’intégration par parties formulée en
termes de changements de bases généralisés (incluant
des dérivées des variables). La présentation se termine
par quelques perspectives a la suite des résultats ainsi
obtenus.



2 Exemple illustratif

De maniére & illustrer plus précisément notre
contexte de travail, considérons un systéme décrit par
les équations dynamiques :

1 0 O .| 0 1 -1 4 0
o1 0| |10 —1|""|1]|" (2)
= [ 0 0 1 }:E
et contraint par la relation suivante :

[a B 1]z=0 (3)
Suivant les valeurs des parameétres « et 3, ce systéme

peut faire avoir des comportements trés différents.
Par exemple, si (o, ) = (=1,-1), ie., x3 = 21 +

x9, alors, la description entrée-sortie est y +y =

Si (o, B) = (—1,0), i.e., 23 = 1, alors, la description

entrée-sortie est § + ¢ = u. Si (o, 8) = (—1,-5), i.e.,

3 Approximation exponentielle-
ment propre de lois de com-

mande impropres
Nous allons présenter ici les résultats principaux dé-
taillés dans Particle [12].
De maniére & simplifier quelques expressions ulté-
rieures, nous adoptons les notations suivantes.

Notation 1 x& désigne un vecteur kx1 dont la i-
éme composante est 1 et les autres sont zéro. L{v}
désigne une matrice de Toeplitz triangulaire basse
dont la premiére colonne est constituée du vecteur v.
D{Xi,..., Xy} désigne une matrice diagonale par blocs
dont les blocs diagonaux sont les matrices Xy, ..., Xi.

Exemple 1

x3 = 1 + bxg, alors, la description entrée-sortie est
§ + 6y + 5y = 56 + w. Finalement, si (o, 8) = (1,1),

! a 0 [ x 0
Xz*{o b oo PRIk,

ie., x3=—(1 + x3), alors, la description entrée-sortie
est y — 3y =—

Une reahsatlon implicite globale de (2) et (3) est :

1 0 O 0 1 0
[010}#{10 [1}
0 0 0 a 0
y=1|0 O
En appliquant la procédure proposée dans [6], on
obtient une loi de commande Proportionnelle-Dérivée

qui rend inobservable sur la sortie le changement de
structure provoqué par les variations des parameétres
(,B) :F; =[0 -1 —1] et Fy=[-1 0 0].
On peut ensuite placer le pole de la dynamique ex-
terne, en superposant un second retour proportionnel :
Fr,=[0 0 (1-1/7,) |. Ainsi, la loi de commande :
u= F; &+ (F; +Fr)x+ R/7, conduit au systéme
bouclé :

1 0 0 |. 0 1

{ 00 1 }‘” - [ 0 0
:[ 0 0
De cette maniére, le degré de liberté interne (da aux
changements possibles des valeurs des paramétres) est
rendu inobservable. En d’autres termes, la wvariation
interne de structure n’est plus présente sur la sor-
tie. Le systéme en boucle fermée se comporte comme
7oy +y = R, quelle que soit la restriction active :
0=[ a B 1 ]az,.ie quelles que soient les valeurs des

parameétres « et (.

La mise en ccuvre de telles lois de commande pré-
suppose que les variables internes x, et sa dérivée &,
sont disponibles, ce qui n’est généralement pas le cas.
Pour contourner cette difficulté, on peut utiliser les ré-
sultats proposés par [1] et ot est développé un detec-
teur de structure s’appuyant sur un algorithme adap-
tatif & base de gradient normalisé, et dont la finalité
est de déterminer quelle est la structure active parmi
celles qui ont été décrites dans le modele : c’est & dire,
sur I’exemple précédent, de préciser si le comportement
est-il celui du premier ordre, du second ordre ou du se-
cond ordre avec un zéro dominant.

iy }”[ 1/070 ]R
1]=

Une seconde difficulté concerne le caractére impropre
de la loi de commande retenue (action dérivée). Il faut
alors passer par une phase d’approximation. C’est ’ob-
jet de la section suivante.
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3.1 Introduction

Nous sommes intéressés par la résolution du pro-
bléme suivant :
Probléme 1 FEtant donné le compensateur impropre,
XU — Y, dont la réalisation est donnée par :

No=w+Tu; y* =Aw (4)

avec N W —- W, T : U — W, A: W — Y des
opérateurs linéaires et ot N est nilpotente, on souhaite
concevoir un filtre strictement propre, £ : Y — Y, de
réalisation 2 = A(e) z+ B (e) y* et y = Cz tel que :

£ lim ly() =y ()] < e |2(0)]],

7/ internement stable pour tout € > 0

avec B > 0 et

2. la matrice de transfert du systéme global, 7/ o X¢,

soit propre.

On peut, sans perte de généralité, supposer que (4)
est complétement observable, et par conséquent, sa
forme canonique de Kronecker ne posséde que des blocs
d’indices minimaux par les lignes (voir [9], [10] et [11]).
Nous allons donc supposer que (4) est sous la forme
canonique de Kronecker suivante :

{ N = D{N1,Na,..,Ny};A=D{AT, AL, .. AT}

N; },A (ki +1)

= Xk 41y Avec i=1,...,n

— 2
= LX)

A noter que les entiers k; > 0, i = 1, ..., n représentent
les ordres des poles a l'infini du compensateur (4).

Nous pouvons dés & présent résoudre le premier point
du probléme précédent, i.e., obtenir une réalisation
strictement propre et internement stable, ¥/, et dont
le comportement externe approxime de maniére expo-
nentielle le compensateur impropre X°.

3.2 Approximation exponentielle
Pour réaliser ’approximation exponentielle (point 1

du Probléme 1), nous utilisons le Lemme suivant :

Lemme 1 Soit le systéeme, 7 : Y — Y,

z = ApZ — Ftly
ez = AoZ + Bo (T +y*) (5)
y = Cok

avec T € /'/k'\; Z,y,y* €Y, e >0 tel que :
1. Ag et A, sont Hurwitz-stables,



2. ﬁ—l{(gsl—Ao)*l} = (1/e)A(t,e)e /e, ou
LY} désigne la Transformée Inverse de La-
place,

3. Les éléments de A,(t,e) sont des polynomes en la
variable t/e,

4. fooo CoAs(Ne ™ Bod\ = I, ot Ay(\) = Ay(e), €).

Alors liH(l) y—vy] = ez (0);t > 0 et
e
(esI — Ao) -B,

prsys (sT — 25) est Hurwitz-stable.

det [

Il faut insister & ce niveau sur le fait qu’il est toujours
possible de choisir A,, B, et C, de maniére & satisfaire
les hypothéses du lemme précédent.

Nous allons maintenant rapidement examiner, en
termes géométriques, la propreté externe des systémes
implicites.

3.3 Propreté

3.3.1 Propreté Interne

Définition 1 (Voir [5]) Le systéme implicite Bt =
Az 4 Bu, ou E,A,B sont définis comme (1), est in-
ternement propre si et seulement si le faisceau de
ses poles [NE— A] est carré, régulier (i.e. satisfait
det [NE — A] # 0) et n'a pas de zéro infini d’ordre su-
périeur a 1.

Proposition 1 (Voir [5]) Le systéme décrit par (1)
est internement propre si et seulement si X = ker D; ®
ker E.

Considérons maintenant la propreté externe.

3.3.2 Propreté Externe
Définition 2 Le systéme implicite

Ei = Az + Bu; y=Cxz (6)
oE:X—-X, A:X—-X, B U—-X,etC:X—>)
sont des opérateurs linéaires, est externement propre,
si et seulement si, sa partie externe minimale est
internement propre.

Le sous-espace V3% caractérise (conjointement avec
EV% +ImB dans le co-domaine) 'ensemble de toutes
les trajectoires qui sont identiquement nulles, quelle
que soit 'entrée u. Ce sous-espace s’obtient comme la
limite de I’algorithme non croissant V§ = &, V/—'ffl =
A~ (EVY +1ImB).

Le sous-espace V! caractérise (conjointement avec
EV*) 'ensemble de toutes les trajectoires qui sont in-
observables sur la sortie y. Ce sous-espace s’obtient
comme la limite de ’algorithme non croissant Vg = X,
Vit =kerC'N A-LEVE.

Le sous-espace R}, caractérise (conjointement avec

AR:,) Uensemble de toutes les trajectoires différentiel-
lement redondantes, i.e. avec phénomeénes impulsionels
sans influence sur le comportement entrée-sortie. Ce
sous-espace s’obtient comme la limite de ’algorithme
non décroissant suivant :
Roo =kerCNkerE ;

REFL —ker CNEYARE, (7)

Nous pouvons maintenant caractériser la propreté ex-
terne d’un systéme implicite :

Théoréme 1 (Voir [5]) Si le systéme implicite
(6) est observable et ne posséde pas de trajectoire
wdentiquement nulle pour toute entrée, a savoir st
Vi ={0} et V4 = X, alors (6) est externement propre
si et seulement si V3, + 83 =X , V3 NSy CR;,
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et dim ((Vi, + R +T1) [ (Vi, + Rio +T1)) =0
ot V3 et Sy sont respectivement les limites des deux
algorithmes suivants :
Vg, =X Vit = AT1EVE,

_ _ 8% =kerE ,S&T = E-1ASE ®
et T} et Ty sont obtenus o partir des deuz algo-
rithmes T, = RZO77§4+1 = E'4 (TT + R;O) et
To=XxTh" = A-\ETY + R,
Corollaire 1 (Voir [5]) Si le systéme implicite (6)
est observable, ne posséde pas de trajectoire identique-
ment nulle pour toute entrée, et si l’équation dynamique
interne ne fait apparaitre que des modes exponentiels
et des modes impulsionnels, & savoir si : Vi = {0},
V=& et X =V @Sy, alors (6) est externement
propre si et seulement si E-'ARY, = S% .

Finalement, la combinaison des deux resultats pré-
cédents résoud notre probléme d’approximation, ce qui
est décrit dans la sous-section suivante.

3.4 Approximation exponentiellement
propre

On peut rassembler le compensateur impropre (4)

et le filtre strictement propre (5) et les décrire sous

forme implicite a I’aide du systéme global (Ef ) EC) :

Ei = Az + Bu; y=Cz 9)
ou :
(I 0 | Ay Bp
p=g A= % ]
o (10)
B= F},C:[Cp 0]
[ Ag  —ektlc, _ 0
avecApf[%Bo 14, ,Bp = 1A |
Cp=[0 Coletal =37 2T wT ]. Du fait des

formes particuliéres de X¢ et =/, on obtient :

{ Bp = [Bp,|Bp, |-+ |Bp,]; avec Bp, =[0]---|0[bp,]

. 11
bl =[0/0]---|0] 67| O---|0] ,i=1,...,n (11)

Lemme 2 Considérons les changements de
_ I Ry _ I Ly
bases R = [ o 1 ], et L = [ 0o 1 },
avec Rp = [ BRp| Rp,l |Rp, ], Rp, =
[ Ay~ oy, [Apbp; |bps |0 } » Ly = — (ApRp + Bp) .
Alors Ry, + LyN = 0, CpAlb,, = 0, pour j =
. S 1 g
O,l,...,ki—2,&z:l,...,netC’pAg" 1bpi:EkiX;,

pouri=1,... n.
Comme conséquence de ce Lemme 2, on peut écrire :

(I 0 | Ap O -
LER_[O N},LAR_{ o I},CR_[CP Cn |
(12)
avec .
1
_ T T\.,,. _ 1 . <
Cr _D{yl ,...,yn},yl = _Ekix(ki+1)’ i=1,..,n (13)

11 est alors facile de vérifier, a partir de (12) et (13), que
E~'AR}, = Sy, cest a dire, que le systéme (9)-(10)
est externement propre et satisfait le Lemme 1.

Théoréme 2 Soit le filtre strictement propre %7,
congu comme dans le Lemme 1 pour approximer de
maniére exponentielle le compensateur impropre X°.
Alors, le systéme global (EfOZ”) est externement
propre si et seulement si les ordres des zéros a l'in-

fini de ©F sont respectivement supérieurs ou égaux



Ce résultat généralise au cas multivariable le filtre
introduit précédemment dans [2] pour les systémes mo-

novariables.
Pour illustrer ces résultats, considérons un systéme
impropre qui posséde un pole a I'infini d’ordre 2 :

00 07, 1.0 0 -1
100 |é=|0 10 0 |u
0

0 1 0 0 0 1
v =[0 0 1]¢
Dans les deux exemples qui suivent, on applique I'ap-
proximation proposée dans le Lemme 1. Pour le pre-
mier exemple, le filtre a un zéro a 'infini d’ordre 1;
pour le second le filtre a un zéro a I'infini d’ordre 2.

&+

Exemple 2 Considérons le systéme décrit par :

1 0 0 0 O -8 —€2 0 0 0
01 0 0 0 /e —1/e 0 0 1/e
0 0 0 0 0 |z= 0 0 1 0 0 T+
0 0 1 0 O 0 0 0 1 0
0 0 0 1 O 0 0 0 0 1
+[0 0 -1 0 0] u
y=[0 1 0 0 0]z
(14)
avec T = [z z & & &3 }T. En comparant le
systeme (14) avec la forme (9)-(11), on obtient
_ [ -8 =€ 0 _ _
Ap = [1/5 —1/e » bp1 1/e » Bp = Bp =
0 0 —€ 0 0 _
[OO }etdoncRpf{_i2 1/ 0},L,,7
€
—€ —1 5 0 .
|: 1£3L 1 1 }, 1.€.,
63 52 €
rit o —& 0 0
0 1 —1/e2 1/e 0
R=]0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
LO O 0 0 1
[1 0 —(e6+1) e 0
L=|0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
L0 o 0 0o 1
Dans ces nouvelles bases, le systéme est décrit par :
1 0 0 0 O -8 -2 0 0 O
0100 0] /e —1/e 0 0 0
0 0 0 0 0 |z= 0 0 1 0 0 |z+
0 0 1 0 O 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
+[(B+1) (1/B3-1) -1 0 0]"u
y=[0 1 -% 1 0]z

qui correspondent & expression (12), & partir de la-
quelle on peut aisément identifier N, Ay, Cp et C,.
L’application des algorithmes (7) et (8) conduit a
Ri, ={es}, ETTAR;, = {ea, es} et Sy = {es, eq,e5}
d’ow l'on constate que Sy, # E~ LYAR: . Ainsi, d’aprés
le Corollaire 1, (14) n'est pas extemement propre.
Exemple 3 Considérons maintenant le systéme :

100 0 00
001 0 0 0 0
00 1 00 0].
0 000 o0 o0][%7
00 0 1 0 0
00 00 1 0
S R — 0 0 0 0 0
0 0 1 00 © 0
| 1/e2 —1/e2 —2/e 0 0 1/€? 0
=1 0 0 o 10 o |&EF| _q]|v
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
y=[0 1 0 0 0 0]

(15)
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avec z= [z z1 z2 & & & ] En comparant
le systéeme (15) avec la forme (9)- (11) on obtient
-3 —e2 0 0
Ap = 0 0 1|, by = 0 |, B =
1/e2 —1/e2  —2/e 1/€?
0 0 0 0 0 0
Bpi=|0 0 0 et donc Ry = | = 0o 0|,
0 0 1/e2 -% 1/82 0
1 0 0
Ly = [ 2 -5 o0 } L i.e.,
_3 2 _ L1
64 € 82
[1 0 O 0 0 0
01 0 1/62 0 0
R_| 0 0 1 % 1/ 0
0 0 O 1 0 0
0 0 O 0 1 0
L0 0 0 0 0 1
1 0 O 1 0 0
o1 0 3 —fiz 0
=001 &% & -%
0 0 O 1 0 0
0 0 0 0 1 0
L0 0 0 o0 0 1
Dans ces nouvelles bases, le systéme est décrit par :
1 0 0 0 0 O
0 1 0 0 0 O
00 100 0]+«
00000 0]|*7
0 0 0 1 0 O
0 0 0 0 1 0
—B —e2 0 0O 0 O -1
0 0 1 0 0 0 —2/€3
| 1/e2 —1/e2 -2/ 0 O O |~ 3/et
= o 0 o 10 o |"F] -1 |
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
y=[0 1 0 1/e2 0 0]z

qui correspondent a l’expression (12), & partir de la-
quelle on peut aisément identifier N, A,, C, et C,,.
L’application des algorithmes (7) et (8) conduit a
R, = {es.et, ET'AR:, = {es,ese6} et Sy, =
{64,65,6@} d’ot l'on constate que Sy = E~ IAR*
Ainsi, d’aprés le Corollaire 1, le systéme (15) est ex-
ternement propre.

A ce niveau d’avancement, on peut se poser une
question complémentaire : au lieu de concevoir tout
d’abord une solution & base de loi de commande
Proportionnelle-Dérivée, pour ensuite I’approximer par
un Proportionnel (& grand gain), comme cela vient
d’étre décrit, existe-t-il une alternative consistant a for-
muler d’emblée un probléme approché et & chercher
directement une loi de commande de type Proportion-
nelle? La réponse est affirmative, et ceci a été décrit
dans la contribution [7]. Basiquement, la démarche que
nous y avons retenue est de nature géométrique. Nous
ne la détaillerons pas ici, pour des raisons de place.
Elle s’inspire fortement de celle qui avait été proposée
pour les solutions du type Proportionnelles-Dérivées,
mais avec les adaptations nécessaires (notamment en
termes des décompositions adéquates des sous-espaces
concernés). A 'occasion de ces développements est ap-
parue une contribution qui nous semble mériter d’étre
un peu plus détaillée ici. Pour disposer d’arguments ri-
goureux permettant de conclure sur des passages a la
limite, nous avons en effet été amenés & considérer la
technique classique de l'intégration par parties. Il se



trouve que nous avons pu en donner une interprétation
systéme assez intéressante (en termes de changements
de bases généralisés) qui nous a permis de conclure
beaucoup plus facilement dans [7]. Ensuite, nous décri-
vons succinctement cette interprétation.

4 Intégration par parties

Pour simplifier la présentation, nous allons consi-
dérer le cas particulier (mais suffisamment illustratif)
décrit pour le systéme :

{ & =[-1/e]z+[l/e] f
y=[-1/elz+[1/e] f

ou y est la sortie et f est une entrée que nous allons
supposer au moins deux fois dérivable et & dérivées

(16)

bornées, i.e. f, f, f € Lo. Nous voulons analyser
le comportement externe de ce systéme lorsque le
parameétre positif € tend vers zéro, et notamment
rechercher une argumentation rigoureuse pour le
comportement & la limite de y lorsque ¢ — 0. Pour
cela, écrivons la solution temporelle de (16) (avec

z(0) = x,) :
z=etg, + % /, e f(T)thfT
y= —Letea, + 1f - & [Lem T f(r)ir

A partir de cette écriture, on peut affirmer que
ly| < 2et/%|xo| + 2| f] + L[| f||oc mais on ne peut rien
conclure pour le comportement limite lorsque ¢ — 0.

En effectuant une intégration par parties (f(0) = f,),
on obtient :

o~ f= et (2o — fo) — [ e=t=T)/2 f(r)dr
y=—le=t/e (@g— fo) + 1 [t T f(r)dr

De cette récriture on tire |y| < Le=t/< |z, — Fol 10
mais dont on peut seulement conclure que y» est bornée

lorsque € — 0 pour tout ¢ > 0.
Sil’on applique une deuxi¢me intégration par parties

(f(0) = fo), on obtient :
x—f4ef=et/e (:co 7f0+gfo>
y_f: _ée_t/s (IO _fo+5.fo) —fot ei%f(T)dT

avec comme conséquence ‘y— f‘ < %e‘t/e

-To_fo"_ef.o

(le résultat escompté, & savoir) que y — f lorsque
e — 0 et pour tout ¢t > 0.

De cette analyse, on peut constater qu’il a été né-
cessaire d’appliquer consécutivement deux intégrations
par parties pour étre & méme de conclure sur le passage
a la limite.

Nous allons maintenant interpréter ce procédé d’in-
tégrations par parties et montrer qu’il est équivalent &
appliquer des changements de bases génaralisés.

+ €[|fllos. Ceci permet d’affirmer

4.1 Interprétation systéme de ’intégra-
tion par parties
On peut noter que l'écriture du systéme aprés la

premiére intégration par parties revient a considérer
le modele de Fliess [8] : w = [-1/e]w+ [1/e] (—ef) et

y = [—1/e]w. Cette description généralisée s’obtient
a partir de (16) a l'aide du changement de variable
w=zx— f.

La seconde intégration par parties correspond a la
solution de la description du modele de Fliess : 2 =
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[—1/e] 2+ [1/€] (€2f) et y = [~1/e] 2+ [1] f. Cette des-
cription peut étre obtenue a partir de (16) apres le
changement de variable :

z=w—(—cf)=z—f+ef 1n)
Les descriptions implicites classiques des systémes (16)
et (17) sont données ci-apres :
1. Posant & =z et &, = f dans (16), on obtient :
E 8]5=[{§/E Ve V5]
y=1[ -1/e 1/ J¢

2. Posant ¢} =z, (5 = f, (3= —5&2 et {4 = é3 dans
(17), on obtient :

(18)

1 0 00 -1 0 0 -1 0

0 - 0 0|:_| 0 0 1 0 0

o0 10| 0o 00 1 || o0

0 0 0 0 0 1.0 0 -1
v=[-2 0 -2 0J¢

. . . o (19)

Il est possible d’examiner certaines propriétés struc-
turelles de ces représentations, notamment la propreté.
Certaines sont résumées dans la sous-section suivante.

4.2 Propriétés structurelles
4.2.1 Propreté interne
Dfapres la Proposition 1, le systéme (18) est in-
ternement propre, i.e., X =ker[ 0 1 | @ker[1 0 ].
Le systéme (19) n’est pas internement propre, car
1 0
ker I: 0 —e

00
0 0 |Nker[0 1 0 0]#{0}
0 0 10

4.2.2 Propreté externe

Puisque le systéme (18) est internement propre,
il est a fortiori externement propre. Concernant le
systeme (19) il faut effectuer le quotient par R},
dans le domaine, et par AR}, 6 dans le codomaine.
L’application de la procédure matricielle proposée
dans [3] pour le systéme (19) conduit a

1 0 0 0 “1/e 0 0 0 1/e
0 0 0 0 |= 0 1 0 0 (= -1
0 — 0 0= o o1 ol|St] o |f
0 0 1 0 0 0 0 1 0
y=[ -1/e 1/e 0 0]¢
. . (20)
En appliquant ’algorithme (7) au systéme (20), on
obtient R, = {es,eq}. Le systéme quotient n’est

donc rien d’autre que (18). Ainsi, (19) est externement
propre et externement équivalent au systéme (18).

On peut conclure de I'analyse précédente que 1’équi-
valent systéme des deux intégrations par parties est
Iapplication, sur le modele généralisé de Fliess, du
changement de variable! z = z— f+¢f. Un examen plus
poussé montre que le systéme obtenu apreés ce change-
ment de base fait apparaitre des variables internes (va-
riable descripteur) qui sont différentiellement redon-
dantes (modes impulsionnels qui peuvent étre éliminés
sans modifier le comportement externe du systéme), et
c’est grace & ces composantes rajoutées et a la forme
structurellement agréable associée du nouveau modeéle
ainsi obtenu, que la conclusion s’obtient dans [7], pour
la construction alternative d’un retour Proportionnel
visant & (approximativement) supprimer U'influence du
degré de liberté sur les systémes a structure variable
considérés.

Dans le cas de n integrations par parties, le changement de
variable est : z, = x + Z?:I(_l)lel—lf(z—l



Les sections suivantes résument les résultats déja ob-
tenus, ainsi que les perspectives.

5 Reésultats obtenus
Parmi les principaux résultats obtenus jusqu’a pré-
sent dans le cadre de ce travail de doctorat, on peut

mentionner :
1. Approximation exponentiellement propre de lois

de commande (ou, plus généralement de filtres)
impropres : voir [12].

2. Méthode alternative pour obtenir une loi de com-
mande proportionnelle : voir [7]

3. Amélioration des résultats précédemment obtenus
par [1] : évaluation d’une borne pour le temps de
convergence de algorithme (rédaction en cours).

6 Perspectives

Considérons & nouveau le systéme implicite global
Y9 (E,H,B,C) :

29 B¢ =Hz+Bu; y=Cx (21)
E A B o
avec E = 0],H_[Di],etB_ 0 pour ¢ =

1,...,n. Cette classe de modeles est justifiée par 1’étude
de systémes a structures variables et nous avons mon-
tré comment de tels systémes pouvaient étre controlés,
en tirant profit du contexte enrichi des systémes im-
plicites. En liaison avec I'optimisation des comporte-
ments obtenus, nous souhaitons considérer ensuite des
problémes de type commande optimale, et notamment
le probléme suivant :

Probléme 2 A partir d’une condition initiale donnée,
on souhaite ramener a l'origine le systéme (en fait 'en-
semble des systémes) décrit par (21) en minimisant
le critére quadratique J = foT [:L'TQJC + uTRu] dt avec
Q>0et R>0.

Pour résoudre ce probléme, nous allons considérer
plusieurs approches alternatives qui sont esquissées ci-
apres.

6.1 Approches envisagées
6.1.1 Premiére approche

Dans une premiére approche, on peut considérer
chaque systéme possible dans la famille de départ, di-
sons pour un ¢ fixé; utiliser la contrainte algébrique
D;x; = 0 pour éliminer certaines variables; puis ap-
pliquer la méthodologie classique du régulateur qua-
dratique (LQR) & chaque systéme; pour i = 1,...,n,
on obtient ainsi une loi de commande u; = —F;'z qui
minimise le critére J; = fOT [mZTQLa:Z + u?RLuJ dt en
assurant la stabilité exponentielle.

Disposant de toutes ces lois de commande optimales
(optimale pour chaque systéme vu séparément), u;, on
peut appliquer le détecteur de structure que nous avons
proposé pour décider quel systéme est actif et lui ap-
pliquer sa loi de commande optimale.

6.1.2 Seconde approche

A partir du systéme global (21) on souhaite trouver
une loi de commande optimale unique, u = —F*z, la-
quelle sera forcément moins bonne, lorsque le systéme i
est actif que la commande optimale qui lui est associée,
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mais conduisant & un compromis global satisfaisant. Ce
schéma serait privilégié lorsqu’on ne sait pas avec suf-
fisamment de précision quel systéme est actif.

6.1.3 Troisiéme approche

Une troisiéme approche consiste & supprimer dans
un premier temps le degré de liberté (en s’appuyant
sur les résultats de [6]) pour obtenir une systéme propre
unique. On peut ensuite appliquer au systéme ainsi ob-
tenu la méthodologie classique du régulateur quadra-
tique et analyser les comportements obtenus.

6.1.4 Quatriéme approche

Une quatriéme approche consiste a utiliser les ré-
sultats (malheureusement peu nombreux) développés
dans le cadre de la commande optimale des systémes
implicites.
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1. Types de Systémes

Systeme Classique Les systémes implicites sont une

x=Ax+ Bu extension des systémes classiques.
IIs permettent de décrire des
y=0Cx
comportements  beaucoup plus
. . . 1 ich loi
Systéme Implicite nombreux et plus .rlc es (loide
Ex= A B commande proportionnelle et
X =AX+ Du dérivée, contrainte algébrique sur
y= Cx I’état, restriction sur la commande,

comportements impulsionnels, etc.)

2. Systeme Implicite Rectangulaire

Le nombre des variables internes est supérieur au nombre
d’équations d’état. Avec ce type de systémes , on peut
décrire des systémes a s tructure variable avec un modele
unique (systéme global)

Ex: A4 X+ Bu ou D;x = 0 estune
0 D, 0 équation de contrainte
= A, B algébrique.
y=Cx

3. Exemple Illustratif

1 00
010

0 1
1 0

-1
-1

0
1

y=[o o 1] @ p 1x=0
Suivant les valeurs des parametres « et 3, ce systéme peut
avoir des comportements tres différents . Par exemple, s i
(a.p) = (-1,-1),ie, x, = x, + saloss la description
entrée-sortieest y + y = u .

La loi de commande u =F(;:>L‘+(F;1 +F1:2)x+R/2'O
our, =[0 -1 -1]F =[-1 0 oletF, =[o 0 1-1/7,]
conduit au systeme bouclé:

0
x+
1/,

[1 0 0}&{0 -l

010 0 0 -1/7,

La variation interne de structure n’est plus présente sur la
sortie et le systeme en boucle fermée se comporte comme
T,y+y=R

}u; y=[ o 1]

Résultats

Principaux

1. Approximation exponentiellement
propre de lois de commande impropres

Théoréme: Soit le filtre strictement propre:

-~ — A A — ® A
2 ix=Ax -y, sx= A%+ B(X+)"), y=C,&
pour approximer de maniere exponent ielle le compensateur
impropre:
> No=w+Tu, y =Aw
Alors, le systeme global (zf o x€)est externement propre si et
seulement si les ordres des zéros a l'infini de sont Y,

respectivement supérieurs ou égaux a kfordres des poles a
Dinfini du compensateur)

Exemple: Pour illus trer ce résultat, considérons un systeme
impropre qui posséde un pole a I’infini d’ordre 2:

10 0] [-1
E=|0 1 0|6+| 0 |u
001 0

y=[0 0 1

Si on prend un filtre avec un
z€ro a I'infini d’ordre 1 et un
filtre avec un zéro a ’infini
d’ordre 2, on peut vérifier le
théoréme précédent. Le premier
filtre ne sera pas  externement
propre mais le deuxi¢me le sera.

000
1 00

010

2. Interprétation « systéme » de
I'intégration par parties
Nous allons considérer le cas particulier:
x=[-1/elk+1/e]lf; y=[-1/el+[1/e]f
ou “y” est la sorticet 3f, f,f €L,.

Quel est le comportement externe de ce systéme quand & — 0?
Solution temporelle :

_ —tle L -y R ;o tlE 2t _-o)re
=e'"x, +1/£Le fydryy=—(1/e)e “x,+1/ e -1/ & joe f(o)de

(1

e

*Premicre intégration par parties:
x—f=e""(x,— fn)f.ce’(l")/‘f(r)dr; y=—(1/&)e (x,— f;)+1/ sj: e E 0% f(z)dy
*Deuxi¢me intégration par parties:
. . . . f .
x—fHeg = (xy = fo+ o)y — [ == &) (xy = [+ &) - fo e f(2)dr
%= fo+efi|+[ 7],

Ceci permet d’affirmer que y — f lorsque £ — 0 pour tout £ > 0.

Et comme conséquence: | y—f | <1/e)e"”

L’écriture du systéme apres la 1¢re intégration par parties
revient a considérer le modéle de Fliess: w=[-1/epw+[1/e)-¢)
y=[-1/¢]w. Cette description généralisée s’obtient a partir de
(1) al’aide du changement w =x - f La 2&me intégration
correspond a la solution de z=[-1/elz+[l/e)e* /) et
y=[-1/¢elz+[1]f. Cette description peut étre obtenue a

partir de (1) aprés le changement z = w—(-sf)=x-f+&f.




