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Retroalimentación singularmente perturbada para
subespacios casi de controlabilidad

TESIS QUE PRESENTA:

M. en C. Hugo Méndez Delgadillo

PARA OBTENER EL GRADO DE:

Doctor en Ciencias

EN LA ESPECIALIDAD DE:

Control Automático
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Notación

En esta sección se dan las notaciones más importantes de este trabajo.

Las letras mayúsculas U ,V ,W ,X ,Y , . . . , denotan espacios lineales con
elementos u, v, w, x, y, . . . , respectivamente.

Las letras X y U en general denotan el espacio de estados y el espacio de
entradas de control.

A : X → X es una transformación lineal cuya imagen es denotada simple-
mente por AX , su núcleo es denotado por kerA.

B : U → X es una transformación lineal cuya imagen es denotada simple-
mente por B.

Si A : V → W es una transformación lineal y S es un subespacio de W
denotamos por A−1S a la imagen inversa de S bajo A.

Si dos subespacios V , W son isomorfos, lo denotaremos por: V ∼=W .

La suma directa de espacios independientes V , W es escrita como V ⊕W .

Por ‖·‖2 se entiende la norma euclideana (L2) y por ‖·‖1 se entiende la

norma (L1); en el caso de que x ∈ Rn, ‖x‖2 =

√√√√ n∑
i=1

x2
i y ‖x‖1 =

n∑
1

|xi|.

Si (X, d) es un espacio métrico, A ⊂ X, x ∈ X, entonces d(x,A) denota
la distancia del punto x al conjunto A.

d∞(x,K) := ı́nf
{
d(x(t), k)

∣∣∣ t > 0, k ∈ K
}

S∞K es el supremo de los subespacios casi de controlabilidad contenidos en K.

Σe/e denota unsistema entrada/estado.
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Σe/p/e denota unsistema entrada/perturbación/estado

Σe/e/s denota unsistema entrada/estado/salida

Σe/d denota unsistema entrada/variable descriptora regular

Denotamos por AF a A+BF

SISO denota un sistema de una entrada, una salida.

MIMO denota un sistema de múltiples entradas y múltiples salidas.

Sean a, b ∈ Z, se denota el conjunto de enteros mayores o iguales a a y
menores o iguales a b como [|a, b|], por ejemplo [|−5, 2|] = {−5,−4,−3,−2,
−1, 0, 1, 2}.

χiκ denota un κ×1 vector cuya i-ésima componente es 1 y las otras compo-
nentes son cero, (en el caso que i > κ todas las componentes son tomadas
igual a cero). Tu{vT } denota una matriz Toeplitz triangular superior con
primer renglón vT . T`{v} denota una matriz Toeplitz triangular inferior
con primera columna v.

BDM {X1, · · · , Xκ} denota matriz diagonal por bloques cuyos bloques
son matrices diagonales X1, · · · , Xκ. Iκ denota una κ×κ matriz identidad,
o simplemente I cuando no tenga que ser indicado de forma expĺıcita.

i es el número imaginario
√
−1. s es la variable compleja de Laplace.

Dada una función del tiempo f(t) escribimos F (s) para su transformada
de Laplace. L−1 {·} denota la inversa de la transformada de Laplace.

Dadas dos funciones de ε, f y ϕ, con ε > 0 y ϕ(ε) > 0, escribimos:
f(ε) = O(ϕ(ε)) cuando existen constantes ε∗ > 0 y K > 0 tales que
|f(ε)| ≤ Kϕ(ε) para ε ∈ (0, ε∗). En vez de: g + f(ε) con f(ε) = O(ϕ(ε)),
ésta es simplemente escrita como : g +O(ϕ(ε)) (ver [13] para detalles).
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Abstract

In this thesis work we study the high gain feedback, proposed by Trentelman
[27], which aim is to approximate the distributional feeback, proposed by Wi-
llems [29, 30, 32]. We show that such a high gain feedback tends indeed to a
proportional and derivative control law.

We show that almost controllability can be also obtained by means of singu-
larly perturbed state feedbacks which are approximations of Proportional and
Derivative state feedbacks. We show on a particular example that any Almost
Controllability Subspace can also be interpreted as a subspace that can be made
unobservable by means of a Proportional and Derivative state feedback. This is
done using singularly perturbed techniques for analyzing the high gain feedbacks
related to the Almost Controllability Subspace.

In some control and observations problems, it may be convenient, at least from
the analysis point of view, to use non proper systems. However, as far as their
implementation is concerned, proper approximations have to be designed. In
this thesis work, we show how exponential approximations can be rather easily
designed. We first consider the SISO case, and we next extend such results to
the MIMO case. We also study the relative stability of the approximation for
the MIMO case. As a by product, we show that the set of proper time-invariant
linear systems is dense in the set of regular linear descriptor systems.
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Resumen

En este trabajo de tesis se estudian las retroalimentaciones de alta ganancia,
propuestas por Trentelman [27], las cuales fueron concebidas para aproximar
las retroalimentaciones distribucionales propuestas por Willems [29, 30, 32].
También se muestra que estas retroalimentaciones de alta ganancia son de hecho
aproximaciones de leyes de control del tipo proporcional y derivativa.

También se muestra que la casi controlabilidad es obtenmida mediante retroali-
mentaciones de estado singularmente perturbadas, las cuales son aproximaciones
de retroalilmentaciones de estado proporcional y derivativa. Mediante un ejem-
plo particular, se muestra que cualquier subespacio de casi controlabilidad puede
interpretarse como un subespacio que se hace inobservable por medio de una
retroalimentación proporcional y derivativa. Esto se hace utilizando la técnica
de las perturbaciones singulares para analizar las retroalimentaciones de alta
ganancia de los subespacios de casi controlabilidad.

En algunos problemas de control y de observación, puede ser conveniente, al
menos desde un punto de vista anaĺıtico, la utilización de sistemas no propios.
Ahora bien, cuando se procede a la realización práctica, hay que diseñar aproxi-
maciones propias. En este trabajo de tesis, se muestra como realizar facilmente
aproximaciones exponenciales. Se considera primero el caso SISO, y despues se
extienden los resultados al caso MIMO. También se estudia la estabilidad re-
lativa de las aproximaciones para el caso MIMO. Como un resultado extra, se
muestra que el conjunto de sistemas lineales propios invariantes en el tiempo es
denso en el conjunto de los sistemas lineales descriptores regulares.
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Introducción

Con los art́ıculos de Brunovsky [9] y Morse [19] se inició en forma estructural
el estudio de sistemas lineales. Ello hizo posible atacar problemas de control
a partir de un punto de vista formal, y para entender como las propiedades
estructurales de los sistemas juegan un papel importante en la solubilidad de
tales problemas de control.
En particular Morse [19] es uno de los art́ıculos claves para el enfoque estructural
y geométrico. Más precisamente, algunas propiedades estructurales importantes
pueden ser interpretadas en términos de la (A,B)-invarianza y de la contro-
labilidad de subespacios, los cuales son relacionados con las transformaciones
lineales de la representación espacio estado de los sistemas. De un modo sim-
ple, estos subespacios de los cuales hablamos son la parte maximal del sistema
la cual puede hacerse inobservable (hacerse invariante dentro del núcleo de la
transformación lineal de salida) por una retroalimentación de estado y por al-
guna parte con dinámica asignable. Éste fue el punto de inicio para un estudio
sistemático de la estructura de sistemas lineales. En Wonham [34] y Marro [2]
son resumidos los resultados importantes del enfoque geométrico.
Un aporte importante a la Teoŕıa de Control fue dada por Willems al introdu-
cir los subespacios casi (A,B)-invariantes y subespacios casi de controlabilidad
[29, 30, 32]. Su importancia radica en el hecho de que algunas propiedades es-
tructurales importantes de los sistemas lineales pueden interpretarse en términos
de estos subespacios casi (A,B)-invariantes y casi de controlabilidad, los cuales
están relacionados con retroalimentaciones de estado de alta ganacia, como apro-
ximaciones de retroalimentaciones de estado distribucionales [29, 30, 32]. Estos
subespacios son útiles cuando no es posible tener soluciones exactas.

En este trabajo de tesis se estudian las retroalimentaciones de alta ganancia,
propuestas por Trentelman [27], las cuales fueron concebidas para aproximar
las retroalimentaciones distribucionales propuestas por Willems [29, 30, 32].
También se muestra que estas retroalimentaciones de alta ganancia son de hecho
aproximaciones de leyes de control del tipo proporcional y derivativa. Para esto:
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En el Caṕıtulo 1 se dan definiciones de subespacios y sistemas importantes
que se utilizarán a lo largo de la tesis.

En el Caṕıtulo 2 se da un breve resumen de los principales resultados del
trabajo doctoral de Trentelman [27] relacionado con la realización práctica
de las leyes de control distribucionales, a saber su realización mediante
leyes de control de alta ganancia.

En los Caṕıtulos 3 y 6 se muestra que estas aproximaciones de alta ga-
nancia, son también aproximaciones de leyes de control proporcional de-
rivativo; es decir que las leyes de control distribucionales corresponden a
leyes de control proporcional derivativas.

Entre los Caṕıtulos 3 y 6 se abre un paréntesis para considerar el problema de
la aproximación de leyes de control impropias por controladores propios, que
conserven (aproximadamente) las bondades de las leyes de control impropias.
Para esto:

En el Caṕıtulo 4 se resuelve el problema de aproximación de sistemas
lineales no propios para el caso SISO.

En el Caṕıtulo 5 se extienden los resultados del Caṕıtulo 4 para el caso
MIMO.

En el Caṕıtulo 7 se concluye.
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Parte I

Subespacios Casi de
Controlabilidad:

Retroalimentaciones de Altas
Ganancias y Retroalimentaciones

Proporcionales Derivativas





1

Caṕıtulo 1

Sistemas y Subespacios

1.1. Introducción

Con los art́ıculos de Brunovsky [9] y Morse [19] se inició en forma estructural
el estudio de sistemas lineales. Ello hizo posible atacar problemas de control
a partir de un punto de vista formal, y para entender como las propiedades
estructurales de los sistemas juegan un papel importante en la solubilidad de
tales problemas de control.

En particular [19] es uno de los art́ıculos claves para el enfoque estructural y
geométrico. Más precisamente, algunas propiedades estructurales importantes
pueden ser interpretadas en términos de la (A,B)-invarianza y de la contro-
labilidad de subespacios, los cuales son relacionados con las transformaciones
lineales de la representación espacio estado de los sistemas. De un modo simple,
estos subespacios de los cuales hablamos son la parte maximal del sistema la cual
puede hacerse inobservable (hacerse invariante dentro del núcleo de la transfor-
mación lineal de salida) por una retroalimentación de estado y por alguna parte
con dinámica asignable. Éste fue el punto de inicio para un estudio sistemático
de la estructura de sistemas lineales. En los art́ıculos de Wonham [34] y Marro
[2] son resumidos los resultados importantes del enfoque geométrico.

Un segundo estudio importante ocurre con la introducción de los subespacios ca-
si de controlabilidad y los subespacios casi (A,B)-invariantes debida a Willems,
los cuales son relacionados con las transformaciones lineales de la representa-
ción espacio estado de los sistemas. [29, 30, 32]. Estos subespacios son usados
cuando no se observa una solución exacta. Los subespacios casi de controlabi-
lidad y los subespacios casi (A,B)-invariantes han sido conectados con el uso
de retroalimentaciones de estado de altas ganancias, como aproximaciones de
retroalimentaciones de estado distribucionales.
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1.2. Subespacios y Algoritmos

Sea el sistema descrito por:

d

dt
x = Ax+Bu, (1.1)

donde: A : X → X y B : U → X son transformaciones lineales.
En esta sección, recordamos definiciones, caracterizaciones geométricas impor-
tantes y algoritmos para la construcción de algunos subespacios importantes,
para más detalles ver ([34]).

Definición 1 ( Subespacio A-Invariante )

Sean A : X → X una transformación lineal y S ⊂ X un subespacio, se dice que

S es un subespacio A-invariante si AS ⊂ S.

Definición 2 ( Subespacio (A,B)-Invariante )

Sean A : X → X , B : U → X dos transformaciones lineales, donde S ⊂ X
es un subespacio y B la imagen de B. Se dice que S es un subespacio (A,B)-

invariante si AS ⊂ S + B.

Equivalentemente, S es un subespacio (A,B)-invariante, si existe una retroali-

mentación de estado F tal que S es A+BF -invariante.

Sea K cualquier subespacio de X . Entonces el subespacio supremo de los sub-

espacios (A,B)-invariantes contenidos en K, denotado por S∗K se calcula apartir

del siguiente algoritmo no creciente; 1

S0 = X ; Sµ+1 = K ∩ A−1(Sµ + B) (ISA)

Definición 3 ( Subespacio de Controlabilidad )

Un subespacio R ⊂ X se dice subespacio de controlabilidad si ∀x1 ∈ R y

∀ T > 0 existe una ley de control u(t) tal que la correspondiente trayecto-

ria x(t) satisfaga: x(0) = 0, x(T ) = x1 y x(t) ∈ R, ∀ t > 0.

1De las siglas en ingles “Invariant Subspace Algorithm”.
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Equivalentemente R es un subespacio de controlabilidad si y sólo si existe una

retroalimentación de entrada F y una transformación lineal G tal que R es el

subespacio controlable de (A+BF,BG), es decir R = 〈A+BF |Im(BG)〉

Sea K cualquier subespacio contenido en X , entonces existe un subespacio su-

premo de contrabilidad contenido en K, denotado por R∗K y se calcula apartir

del siguiente algoritmo no decreciente;2

R0 = 0; Rµ+1 = S∗K ∩ (ARµ + B) (CSA)

Definición 4 ( Subespacio Casi (A,B)-Invariante )

Un subespacio Va ⊂ X se dice subespacio casi (A,B)-invariante si ∀x0 ∈ Va
y ∀ε > 0 existe una trayectoria del sistema con las propiedades que x(0) = x0,

d(x(t),Va) ≤ ε ∀t ∈ R.

Definición 5 ( Subespacio Casi de Contrabilidad [27])

Un subespacio Ra ⊂ X se dice subespacio casi de contrabilidad si ∀ x0, x1 ∈ Ra,

existe T > 0 tal que ∀ ρ > 0 existe una trayectoria del sistema con las siguientes

propiedades: x(0) = x0, x(T ) = x1 y d∞(x,Ra) ≤ ρ.

Sea K un subespacio de X , entonces el subespacio S∞K es el ĺımite del siguiente

algoritmo no decreciente3:

S0 = {0} ; Sµ+1 = K ∩ (ASµ + B), µ > 0 (ACSA)

S∞K es el supremo de los subespacios casi de controlabilidad contenidos en K.

Sea VK el supremo (A,B)-invariante contenido en K, entonces R∗K ⊂ V∗K, es

decir, R∗K ∩ V∗K = R∗K lo que implica: R∗K = V∗K ∩ S∞K , este es el supremo de los

2De las siglas en ingles “Controlability Subspace Algorithm”.
3De las siglas en ingles “Almost Controlability Subspace Algorithm”.
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subespacios de controlabilidad contenidos en K (ver [29], [30], [32])

1.3. Sistemas

1.3.1. Sistema Entrada/Estado

Un sistema entrada/estado, Σe/e =
(
R+,U × Xdef , Bexp

[A,B]

)
, es un sistema dinámico

definido por la representación espacio-estado [33] (ver también [22])

d

dt
xf = Axf +Bu (1.2)

donde u ∈ U ∼= Rm es la variable de entrada y xf ∈ Xdef ∼= Rnf es la variable de

estado. Suponemos que la transformación lineal de entrada B es mónica.

Apartir de la teoŕıa de Kronecker [12], el abanico asociado, [λI −A], λ ∈ C, con-

tiene únicamente divisores elementales finitos (acciones integrales), def. Su com-

portamiento Bexp
[A,B], es del tipo exponencial, esto es 4:

Bexp
[A,B] =

{
(u, xf ) ∈ Lloc

1 (R+,U × Xdef )
∣∣

∃ x0 ∈ Xdef tal que xf (t) = eAtx0 +

∫ t

0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ
}
. (1.3)

Algunas veces la variable de entrada es descompuesta en dos componentes, u ∈ U

y q ∈ Q ∼= Rν. La primera componente es libre para ser usada como señal de

control (variable controlada o simplemente entrada) y la segunda componen-

te es no controlada (llamada perturbación). En este caso escribimos Σe/p/e =(
R+,

[
U ×Q

]
×Xdef , Bexp

[A,[B S]]

)
, siendo la representación espacio estado:

d

dt
xf = Axf +Bu+ Sq (1.4)

4Se usa la notación Xdef para indicar que está relacionado con los divisores elementales
finitos del abanico [λI −A], λ ∈ C. En esta tesis se restringe el comportamiento al espacio
funcional C∞ en vez del espacio funcional de las funciones localmente integrables utilizado
por Willems, esto es por que se trabaja con leyes de control proporcionales derivativas.
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y su comportamiento es del tipo exponencial, esto es:

Bexp
[A,[B S]] =

{
((u, q), xf ) ∈ Lloc

1 (R+, [U ×Q]×Xdef )
∣∣ ∃ x0 ∈ Xdef tal que

xf (t) = eAt
x0 +

∫ t

0

eA(t−τ)(Bu(τ) + Sq(τ))dτ
}
. (1.5)

1.3.2. Sistema Entrada/Estado/Salida

Es también usual agregarle a la representación espacio estado (1.2) una variable

de salida, y ∈ Rp, por medio de una ecuación de salida:

y = Cxf +Du (1.6)

En este caso, se obtiene un sistema entrada/estado/salida , Σe/e/s =
(
R+,U × Xdef

×Y, Bexp
[A,B,C,D]

)
. El comportamiento es del tipo exponencial, esto es:

Bexp
[A,B,C,D] =

{
(u, xf , y) ∈ C∞

(
R+,U × Xdef × Y

)∣∣
∃ (u, xf ) ∈ Bexp

[A,B] tal que y(t) = Cxf (t) +Du(t)
}
. (1.7)

En el caso que D = 0, simplemente escribimos Bexp
[A,B,C].

1.3.3. Sistema Entrada/Variable Descriptora Regular

Un Sistema Entrada/Variable Descriptora Regular, Σe/d =
(
R+,U×

[
Xdef ×X∞

]
,

B̃exp
[A,B]]⊕ B̃pol

[N,Γ]

)
, es un sistema dinámico definido por la representación de estado

descriptor (expresado en su forma de Weierstrass) [12]:

dxf
dt = Axf +Bu

N dx∞
dt = x∞ − Γu

x =
[
xTf xT∞

]T (1.8)

donde u ∈ U ∼= Rm es la variable de entrada y x ∈ Xd = Xdef ⊕Xied ≈ Rnf+n∞ es la

variable descriptora. A partir de la teoŕıa de Kronecker, el abanico asociado de

esta descripción contiene dos tipos de bloques: (i) El bloque [λI−A ], λ ∈ C, es
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un divisor elemental finito, que describe acciones integrales y cuyo comporta-

miento es del tipo exponencial Bexp
[A,B]. (ii) El bloque [λN − I ], λ ∈ C, es un divisor

elemental infinito, que describe acciones derivativas, en este caso se tendrá un

comportamiento del tipo polinomial B̃pol
[N,Γ], definido de la siguiente manera:

B̃
pol
[N,Γ] =

{
(u, x∞) ∈ C∞(R+,U × Xied)

∣∣ x∞(t) = Γu(t)+
n∞−1∑
j=1

N jΓ dj
dtj u(t)

} (1.9)

Si agregamos a (1.8) una variable de salida, y ∈ Rp, por medio de la ecuación de

salida:

y =
[
C Θ

]
x (1.10)

En este caso, conseguimos: Σe/d/s =
(
R+,U×

[
Xdef ×X∞

]
× Y, B̃exp

[A,B,C] ⊕ B̃pol
[N,Γ,Θ]

)
,

cuyo comportamiento polinomial es:

B̃
pol
[N,Γ,Θ] =

{
(u, x∞, y∞) ∈ C∞(R+,U × Xied × Y)

∣∣
∃ (u, x∞) ∈ B̃

pol
[N,Γ] s.t. y∞(t) = Θxf (t)

}
. (1.11)

1.4. Conclusión

El estudio estructural de sistemas lineales, nos permite atacar problemas de

control a partir de un punto de vista formal, y entender como las propiedades

estructurales de los sistemas juegan un papel importante en la solubilidad de

tales problemas de control. Algunas propiedades estructurales importantes se

han interpretado en términos de la (A,B)-invarianza y de la controlabilidad de

subespacios, los cuales están relacionadas con las transformaciones lineales de

la representación espacio estado de los sistemas. De un modo simple, estos sub-

espacios de los cuales hablamos son la parte maximal del sistema la cual puede

hacerse inobservable (hacerse invariante dentro del núcleo de la transformación

lineal de salida) por una retroalimentación de estado y por alguna parte con

dinámica asignable.

Otro análisis importante se tiene cuando se introducen los subespacios casi de
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controlabilidad y los subespacios casi (A,B)-invariantes, los cuales están rela-

cionados con las transformaciones lineales de la representación espacio estado de

los sistemas. [29, 30, 32]. Estos subespacios son utilizados cuando no es posible

obtener una solución exacta.
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Caṕıtulo 2

Retroalimentación de Altas
Ganancias para Subespacios Casi
de Controlabilidad

2.1. Introducción

Un aporte muy importante a la Teoŕıa de Control fue dada por Willems al in-

troducir los subespacios casi (A,B)–invariantes y subespacios casi de controlabi-

lidad. Su importancia radica en el hecho de que algunas propiedades estructura-

les importantes de los sistemas lineales pueden interpretarse en términos de estos

subespacios casi (A,B)–invariantes y casi de controlabilidad, los cuales están re-

lacionados con las transformaciones lineales de las representaciones del estado

de los sistemas lineales [29, 30, 32]. Estos subespacios son útiles cuando no es

posible tener soluciones exactas. Los subespacios Casi (A, B)-Invariantes y Casi

de Controlabilidad han sido relacionados con la retroalimentación de estado de

altas ganancias y con retroalimentaciones de estado de tipo distribucional. En

este caṕıtulo se da un breve resumen de los principales resultados del trabajo

doctoral de Trentelman [27] relacionado con la realización práctica de las leyes

de control distribucionales, a saber su realización mediante leyes de control de

alta ganancia. En los Caṕıtulos 3 y 6 se mostrará que estas aproximaciones de

alta ganancia, son también aproximaciones de leyes de control proporcional de-

rivativo; es decir que las leyes de control distribucionales corresponden a leyes
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de control proporcional derivativas. Se usa el punto de vista comportamental,

introducido por Willems en [22]

2.2. Subespacios Casi de Controlabilidad

En esta sección recordamos algunas caracterizaciones y propiedades geométricas

de los Subespacios Casi de Controlabilidad (ver [27]).

2.2.1. Caracterizaciones Geométricas de Ra

Willems caracteriza los subespacios casi de controlabilidad en función de cadenas

de subespacios de la imagen de B de la siguiente manera:

Corolario 1 ([29], Corolario 1.23 de [27]) Un subespacio Ra de Xfed es un
subespacio casi de controlabilidad si y sólo si existe una transformación lineal
F : Xfed → U y una cadena {Bi}ki=1 en B, esto es B ⊃ B1 ⊃ · · · ⊃ Bk tal que:

Ra = B1 +AFB2 + · · ·+Ak−1
F Bk.

Más aún, existe un k ∈ Z∗+ ∪ {0}, k ≤ dimRa, una cadena {Bi}ki=1 en B y una
transformación lineal F ∗ : Xfed → U tal que:

Ra = B1 ⊕AF ∗B2 ⊕ · · · ⊕Ak−1
F ∗ Bk (2.1)

B1 = Ra ∩ B (2.2)

dimBi = dimAi−1
F Bi

= dimSi − dimSi−1 , i ∈ [|1, k|], (2.3)

donde los Si, i ∈ [|0, k|], son los pasos del algoritmo [ACSA] con K = Ra.

Willems interpreta los espacios Casi de Controlabilidad en función de las tra-
yectorias del sistema de la manera siguiente:

Teorema 1 ([29], Teorema 1.24 de [27]) Sea K un subespacio de Xfed y R∗a,K
el supremo de los subespacios casi de controlabilidad contenidos en K. Entonces:

R∗a,K =
{
x0 ∈ K

∣∣ ∀ ρ > 0 ∃ xf ∈ Bexp
[A,B] tal que

xf (0) = x0, con xf (T ) = 0 y d∞ (xf ,K) ≤ ρ
}

Más aún, R∗a,K = S∞K .
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2.2.2. Forma Canónica Casi de Controlabilidad

El siguiente lema da una descomposición agradable del espacio de estado, para el
sistema retroalimentado, en términos del subespacio supremo de contrabilidad,
con lo cual seremos capaces de dar importantes conclusiones de tipo estructural:

Lema 1 (Lema 1.15 de [27]) Sea K un subespacio de Xfed. Existen subespa-
cios X1, X2 y X3 de Xfed y U1, U2 y U3 de U, una transformación lineal F ∗ :
Xfed → U, un entero k ≤ dimK, [|0, k − 1|], tales que:

1. S∞K = X1 ⊕X2,

2. Xfed = X1 ⊕X2 ⊕X3,

3. AF∗X1 ⊂ X1 ⊕X2,

4. BUi ⊂ Xi, i ∈ [|1, 3|],

5. Cuando se aplica la retroalimentación de estado u = F ∗xf + u∗ a la ecuación
dxf
dt = Axf + Bu, entonces bajo las descomposiciones Xfed = X1 ⊕X2 ⊕X3

y U = U1 ⊕ U2 ⊕ U3, la representación de estado toma la siguiente forma
Canónica Casi de Controlabilidad:

d
dtxf = AF ∗xf +Bu∗ (2.4)

AF∗ =

 A11 A12 A13

A21 A22 A23

0 A32 A33

 , B =

 B1 0 0
0 B2 0
0 0 B3

 (2.5)

donde:

a) X2 = Im A21 ⊕ Im B2
1.

b) Sea:

A21 = PA21A21

PA21 : X2 → Im A21, proyección natural paralelamente a Im B2,
(2.6)

entonces X1 = A−1
11 Im B1 ⊕Ker A21 y Im A21

∼= Im B1.

1Estas propiedades geométricas se siguen directamente apartir de las expresiones matri-
ciales de Trentelman. Por ejemplo, para el inciso a): de [27] se tiene Ker [A21 B2]T =

{
0
}

lo cual implica X2 = Im A21 + Im B2 y dimX2 = rango A21 + rango B2, esto es
X2 = Im A21 ⊕ Im B2.
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c) El abanico asociado,
[
λI−A11 −B1

A21

]
, λ ∈ C, únicamente contiene

ied, a saber la tripleta estandar controlable (A21, A11, B1) es prima2.

2.3. Entradas Distribucionales

Como se vió en el Corolario 1 de la sección 2.2, los subespacios casi de contro-
labilidad, pueden ser caracterizados geométricamente a partir de una secuencia

de subespacios
{
Bi
}k
i=1

de tal forma que B ⊃ B1 ⊃ · · · ⊃ Bk3. Denotamos por

AF a A+BF , se tiene el siguiente resultado:

Proposición 1 ([27]) 1. Va es un subespacio casi (A,B)-invariante si exis-
ten V subespacio (A,B)− invariante y S∞k subespacio casi de controlabi-
lidad tales que:
Va = V + S∞k .

2. S∞k es un subespacio casi de controlabilidad si existen una transformación

lineal F : X → U y una cadena
{
Bi
}k
i=1

, tal que:

S∞k = B1 + AFB2 + · · ·+ Ak−1
F Bk.

Para ilustrar esto, sea x0 una condición inicial en S∞k , entonces se tiene que

x0 ∈ generado〈b,AFb,A2
Fb, · · · ,Ak−1

F b〉, b ∈ Br
{

0
}

y k = grado(det(λI−AF)),

es decir existen λ0, · · · , λk−1, tales que x0 =
k−1∑
i=0

λiA
i
F b, Sea la entrada de con-

trol distribucional u = −
k−1∑
i=0

λiδ
(i)u0, donde u0 ∈ U . Aplicando la ley de control

distribucional al sistema 2.4 se tiene para t > 0:

x(t) = eAF t

k−1∑
i=1

λiA
i
FBu0 −

∫ t

0

eAF (t−τ)B
k−1∑
i=0

λiδ
(i)(τ)u0 dτ =

2 En [19], Morse introdujo los sistemas primos, los cuales hablando en forma burda son
sistemas observables y controlables, representados por una forma (C,A,B) de espacio estado.
Más aún, el Teorema 3.1 de [19] demuestra que existe una retroalimentación de estado F tal
que: (A+BF ) ∼ BDM{A1, . . . , Am}, B ∼ BDM{B1, . . . , Bm}, C ∼ BDM{C1, . . . , Cm},
Ci = (χ1

ni
)T , Ai = Tu{(χ2

ni
)T }, y Bi = (χni

ni
).

3Dicha secuencia se llama cadena en B
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k−1∑
i=1

λieAF tAiFBu0 −
k−1∑
i=0

λi

[∫ t

0

eAF (t−τ)δ(i)(τ) dτ

]
Bu0 =

Ahora bien, puesto que∫ t

0

eAF (t−τ)δ(i)(τ) dτ = (−1)idi/dτ ieAF (t−τ)
∣∣∣
τ=0

= eAF tAiF

Se tiene que:

x(t) =
k−1∑
i=1

λieAF tAiFBu0 −
k−1∑
i=1

λieAF tAiFBu0 = 0,

es decir para cada t > 0 se tiene que x(t) = 0.
Para un análisis riguroso ver el Caṕıtulo 2 de [27].
En las primeras tres secciones del Caṕıtulo 2 de [27] se muestra que los subespa-
cios casi invariantes son de hecho subespacios distribucionalmente invariantes.

2.4. Ejemplo Ilustrativo (Parte 1)

Considere un sistema cuyas matrices de comportamiento AF ∗ y B ya están ex-
presadas4 en la forma Canónica Casi de Controlabilidad:

AF ∗ =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 1 1 1 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0


, B =



1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1


(2.7)

Obtenemos las partes real e imaginaria de los elementos del espectro σ(AF ∗)

σ(AF ∗) =
{

2,1479, −0,57395± ı0,36899, −1, 0, 0, 0, −1 0
}

4Se considera que ya se ha aplicado una retroalimentación previa para llevar al sistema a
la forma canónica del Lema 1.
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Ahora se considera K = {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7}. Note que: B = {e1, e3, e6, e9}.
Aplicando el algoritmo [ACSA] tenemos:

S1 = K ∩ B = {e1, e3, e6}
S2 = K ∩

(
AF ∗S1 + B

)
= K ∩

(
{e1, e2, e3, e4, e5 + e8, e6, e9}

)
= {e1, e2, e3, e4, e6}

S3 = K ∩
(
A1F ∗S2 + B

)
= K ∩

(
{e1, e2, e3, e4, e5, e6, e8, e9}

)
= {e1, e2, e3, e4, e5, e6}

S∞ = {e1, e2, e3, e4, e5, e6}

Aplicando el algoritmo CISA tenemos:

V1 = K = {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7}
V2 = K ∩ A−1

F ∗

(
V1 + B

)
= K ∩ A−1

F ∗

(
{e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e9}

)
= K ∩

(
{e1, e2, e3, e8}

)
= {e1, e2, e3}

V3 = K ∩ A−1
F ∗

(
V2 + B

)
= K ∩ A−1

F ∗

(
{e1, e2, e3, e6, e9}

)
= K ∩

(
{e3}

)
= {e3}

V4 = K ∩ A−1
F ∗

(
V3 + B

)
= K ∩ A−1

F ∗

(
{e1, e3, e6, e9}

)
= K ∩ {0} = {0}

V∗ = {0}

Por lo que:

R∗ = V∗ ∩ S∞ = {0}.

De lo anterior se concluye que no es posible obtener una invarianza, en el subes-
pacio K seleccionado, por retroalimentación proporcional de estado.
Esto es, solo es posible obtener una casi invarianza.

Enseguida se muestra la representación de estado correspondiente a las matrices
del comportamiento (2.7), aśı como a los subespacios correspondientes:
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d

dt
xf =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 1 1 1 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0


︸ ︷︷ ︸

AF∗

xf +



1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

B

u

X1 X2

S∞K
U1 U2 U3

(2.8)

2.5. Aproximación de un Subespacio Casi de

Controlabilidad

El siguiente teorema muestra que la ley de control distribucional es también
aproximada por una sucesión de retroalimentaciones de estado de altas ganan-
cias:

Teorema 2 (Teorema 2.35 de [27]) Sea S∞K el subespacio supremo de casi

de controlabilidad y
{
Bi
}k
i=1

una cadena en S∞K ∩ B.

Sea F ∗ : Xfed → U una transformación satisfaciendo (2.1)–(2.3).
Sean L1, · · · ,Lk subespacios de S∞K , definidos de la siguiente forma:

L1 = b1⊕AF ∗b1 + · · ·+⊕AF ∗n1−1b1, · · · , Lk = bk⊕AF ∗bk+ · · ·+⊕AF ∗nk−1bk,
(2.9)

donde B = generado
{
b1, · · · , bk

}
. Sea N ∈ Z+ y ε ∈ R+ tales que:

N ≥ máx
{
|λ|
∣∣ λ ∈ σ(AF ∗)

}
y ε <

1

N
; (2.10)

esta última condición garantiza la invertibilidad de la matriz (I − εAF∗). En-
tonces, para cada i ∈ [|1, k|] existen Subespacios (A,B)-Invariantes, Li(ε), los
cuales tienden a Li respectivamente, y son generados por la sucesión de vectores5{
xi,1(ε, ūi), · · · , xi,ki(ε, ūi)

}
, donde:

5Ver Sección 2.4 de [27]
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xi,j(ε, ūi) =
(
I− εAF∗

)−1
Būi,

xi+1,j(ε, ūi+1) =
(
I− εAF∗

)−1
AF∗xi,j(ε, ūi),

i ∈ [|1, ki|], Būj ∈
{
Bi
}ki
i=1
.

(2.11)

Más aún, sea xf una trayectoria solución de la representación de estado (2.4)
y (2.5) con condición inicial x0 ∈ S∞K . Considere una sucesión de retroalimenta-
ciones amigas de Fi : Li(ε)→ U, tales que:

Fixi,j(ε, ūj) = −
(

1

ε

)i
ūj. (2.12)

Entonces para todo ρ > 0 existe un N ∈ Z∗+ tal que:

d∞ (xf ,S∞K ) ≤ ρ

xf ∈ Bexp
[AF∗+BFn, B],∀ε ≤

1
N
.

(2.13)

2.6. Ejemplo Ilustrativo (Parte 2)

Para una mejor comprensión del Teorema 2, lo aplicaremos al ejemplo de la
sección 2.4. Para esto procederemos de la siguiente manera:

1. Se descompone el subespacio S∞K en subespacios casi de controlabilidad Li.

2. Se aproximan Subespacios casi de controlabilidad por subespacios casi
(A,B)-invariantes Li(ε).

3. Se obtiene una retroalimentación de altas ganancias X(ε).

4. Se obtiene la matriz cambio de base F Tr(ε).

5. Se analiza el comportamiento del sistema en lazo cerrado, aśı como tam-
bién su tendencia cuando ε→ 0

6. Finalmente se realizan simulaciones numéricas.

2.6.1. Descomposición del Subespacio S∞K en Subespacios
Casi de Controlabilidad

Primero expresamos a S∞K como suma directa (ver (2.9)):6

6Recuerde que S∞K ∩ B = generado
{
e1, e3, e6

}
(ver(2.8))



2.6. Ejemplo Ilustrativo (Parte 2) 17

S∞K = L1 ⊕ L2 ⊕ L3 (2.14)

Donde las Li están dadas por:

L1 = b1 ⊕ AF ∗b1 ; L2 = b2 ⊕ AF ∗b2 ⊕ A2
F ∗b2 ; L3 = b3

es decir:

L1 = generado





1 0
0 0
0 0
0 1
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0




, L2 = generado





0 0 0
0 1 0
1 0 0
0 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0




,

L3 = generado





0
0
0
0
0
1
0
0
0





(2.15)

Matricialmente se expresan de la siguiente manera:

[
L1 L2 L3

]
=



1 0
0 0
0 0
0 1
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0 0 0
0 1 0
1 0 0
0 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0
0
0
0
0
1
0
0
0


L1 L2 L3

b 1 A
F
∗
b 1

b 2 A
F
∗
b 2

A
2 F
∗
b 2

b 3

(2.16)
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Comparar con (2.8).

2.6.2. Aproximación por Subespacios Casi (A,B)-Inva-
riantes

A continuación damos la aproximación de los subespacios casi de controlabi-
lidad, por medio de subespacios casi (A,B)-invariantes.
Considere ε > 0 tal que 1/ε > máx

{
|λ|
∣∣ λ ∈ σ(AF ∗)

}
. Con la ayuda de (2.11),

construimos los subespacios casi (A,B)-invariantes, ver (2.10):

L1(ε) = generado
{
xb1,1, x

b
1,2

}
, L2(ε) = generado

{
xb2,1, x

b
2,2, x

b
2,3

}
L3(ε) = generado

{
xb3,1
}

donde :
AF ∗1 Li(ε) ⊂ Li(ε) + bi, i ∈ {1, 2, 3}

L(ε) = L1(ε)⊕ L2(ε)⊕ L3(ε) ; ĺımε→0 L(ε) = S∞K y

xbi,1 = (I− εAF∗)
−1 bi, xbi,j+1 = (I− εAF∗)

−1AF ∗x
b
i,j

Ahora bien, para cada ε < 1
N

tal que N ≥ máx
{
|λ|
∣∣ λ ∈ σ(AF ∗)

}
se tiene:

L1(ε) = generado


 1 ε2

α1
0 − εα3

α1
−2ε3η5

α1α5
0 0 ε2

α1α5
0

0 −2εα2

α2
1

0 α4α5

α2
1

6ε2α6

(α1α5)2 0 0 − 2εα7

(α1α5)2 0

T ;

L2(ε) = generado




0 − εα3

α1
1 − ε3

α1

ε2β5

α1
0 0 − ε3

α1
0

0 α4α5

α2
1

0 3ε2α8

α2
1
−2εα9

α2
1

0 0 3ε2α8

α2
1

0

0 −3εβ1

α3
1

0 −3εβ2

α3
1

β3

α3
1

0 0 −3εβ2

α3
1

0


T
 ;

L3(ε) = generado

{[
0 − εβ4

α1
0 2ε2η5

α1
− εβ6

α1α5
1 0 − εβ4

α1α5
0
]T}

(2.17)

Matricialmente tenemos:
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[
L1(ε) L2(ε) L3(ε)

]
=



1 0
ε2

α1
−2εα2

α2
1

0 0
− εα3

α1

α4α5

α2
1

−2ε3η5

α1α5

6ε2α6

(α1α5)2

0 0
0 0
ε2

α1α5
− 2εα7

(α1α5)2

0 0

0 0 0

− εα3

α1

α4α5

α2
1

−3εβ1

α3
1

1 0 0

− ε3

α1

3ε2α8

α2
1

−3εβ2

α3
1

ε2β5

α1
−2εα9

α2
1

β3

α3
1

0 0 0
0 0 0

− ε3

α1

3ε2α8

α2
1

−3εβ2

α3
1

0 0 0

0

− εβ4

α1

0
2ε2η5

α1

− εβ6

α1α5

1
0

− εβ4

α1α5

0


L1(ε) L2(ε) L3(ε)

x
b 1
,1

x
b 1
,2

x
b 2
,1

x
b 2
,2

x
b 2
,3

x
b 3
,1

(2.18)

donde αi, βj, ηk ∈
{

1+O(ε)
}
⊂ R[ε]; los cuales estn definidos en el apéndice A.

Note que (comparar (2.15) con (2.17)):7

ĺım
ε→0

[Li(ε)] = Li

2.6.3. Matriz Cambio de Base

Para poder calcular la retroalimentación amiga (2.12) de los subespacios Li(ε)
se necesita la matriz cambio de base construida a partir de los generadores de
los subespacios aproximados Li(ε).

La matriz cambio de base es (ver(2.18)):

7Esta convergencia de subespacio es en el sentido Grassmanniano; ver páginas 58, 61 y 62
de la sección 2.4 de [27]
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X(ε) =



1 0 0 0 0 0 0 0 0
ε2

α1
−2εα2

α2
1

− εα3

α1

α4α5

α2
1

−3εβ1

α3
1

− εβ4

α1
0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

− εα3

α1

α4α5

α2
1

− ε3

α1

3ε2α8

α2
1

−3εβ2

α3
1

2ε2η5

α1
0 0 0

−2ε3η5

α1α5

6ε2α6

(α1α5)2
ε2β5

α1
−2εα9

α2
1

β3

α3
1

− εβ6

α1α5
0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
ε2

α1α5
− 2εα7

(α1α5)2 − ε3

α1

3ε2α8

α2
1

−3εβ2

α3
1
− εβ4

α1α5
0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1


L1(ε) L2(ε) L3(ε)

x
b 1
,1

x
b 1
,2

x
b 2
,1

x
b 2
,2

x
b 2
,3

x
b 3
,1

e 7 e 8 e 9

(2.19)

Note que (recuerde el apéndice A):

detX(ε) = − β7(ε)

α5(ε)2α1(ε)3
y ĺım

ε→0
− β7(ε)

α5(ε)2α1(ε)3
= −1

Su matriz inversa es:

X(ε)−1 =



1 0 0 0 0 0 0 0 0
εα5β8

η8

3ε2α2
5η7

η8

ε3α2
5

η8

α2
5δ9
η8

3εα2
5η2

η8

−ε2α5γ6

η8
0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0
ε2β9

η8

−3ε2η9

η8
+ 1 εγ2

η8

2εζ1
η8

3εα2
5ζ2
η8

εγ7

η8
0 0 0

−2ε3ζ3
η8

2εα1γ5

η8

εα1γ3

η8

2ε2α1α5η6

η8

ε2α1α2
5ζ4

η8

εα1γ8

η8
0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0

ε2β5

η8

3ε2η7

η8

ε3

η8

2εη2

η8

3εη2

η8

εγ9

η8
0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1


(2.20)

Aplicando el cambio de base (2.19) a la representación de estado (2.8), se ob-
tienen:

d

dt
ξ = AF ∗ξ +Bu (2.21)

donde:

ξ = X
−1

(ε)xf (2.22)
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AF ∗ = X
−1

(ε)AF ∗X(ε) =

0 0 0 0 0 0 0 0 0

β8α5
β7

− 2η6γ1ε
β7

α2
5ε

2

β7

α5ε
2

β7

α2
5
β7

α5γ6ε
β7

α2
5γ9δ1
β7

α2
5γ9δ1
β7

α2
5γ9δ1
β7

0 0 0 0 0 0 0 0 0
εβ9
β7

β9
β7

γ2
β7

γ4ε
β7

γ4
β7

γ7
β7

δ3
β7

δ3
β7

δ3
β7

− 2α1γ1ε
2

β7
− 2α1γ1ε

β7

γ3α1ε
β7

γ3α1
β7

− 4γ5ε
β7

α1γ8
β7

α1δ2
β7

α1δ2
β7

α1δ2
β7

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0 0

β5ε
β7

β5
β7

ε2

β7

ε
β7

1
β7

γ9
β7

γ9δ1
β7

5δ4ε
β7

γ9δ1
β7

0 0 0 0 0 0 0 0 0



(2.23)

y

B = X
−1

(ε)B =



1 0 0 0

β8α5ε
β7

α2
5ε

3

β7

γ6α5ε2

β7
0

0 1 0 0

β9ε2

β7

γ2ε
β7

γ7ε
β7

0

−2γ1α1ε3

β7

γ3α1ε2

β7

γ8α1ε
β7

0

0 0 1 0

0 0 0 0

β5ε2

β7

ε3

β7

γ9ε
β7

0

0 0 0 1



(2.24)

donde γi ∈
{

1+O(ε)
}
⊂ R[ε]; los cuales están definidos en el apéndice A.

2.6.4. Retroalimentación de Altas Ganancias

Para construir la retroalimentación amiga de los subespacios Li(ε) se sigue el
procedimiento dado en la prueba del Lema 2.34 de la Sección 2.4 de [27].
Considere la siguiente matriz (ver (2.12)):
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F Tr =


−1
ε
− 1
ε2

0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1

ε
− 1
ε2
− 1
ε3

0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1

ε
0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

 (2.25)

Al aplicar la retroalimentación amiga (2.25) al sistema representado por (2.21),
con las matrices (2.23) y (2.24) se tiene que:

AF ∗Tr +BF Tr =



−1
ε
− 1
ε2

0 0 0 0 0 0 0

0 −1
ε

0 0 0 0
α2

5γ9δ1
β7

α2
5γ9δ1
β7

α2
5γ9δ1
β7

0 0 −1
ε
− 1
ε2
− 1
ε3

0 0 0 0

0 0 0 −1
ε
− 1
ε2

0 δ3
β7

δ3
β7

δ3
β7

0 0 0 0 −1
ε

0 α1δ2
β7

α1δ2
β7

α1δ2
β7

0 0 0 0 0 −1
ε

0 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 γ9δ1
β7

5εδ4
β7

γ9δ1
β7

0 0 0 0 0 0 0 0 0



(2.26)

El polinomio caracteŕıstico de la matriz retroalimentada es (ver apéndice A):

∣∣sI− (AF∗
)∣∣ = s (s + 1)

(
s +

1

ε

)6(
s− 5εδ4

β7

)

Por lo que su espectro es:

σ
{
AF ∗ +BF Tr

}
=

{
0, −1, −1

ε
, −1

ε
, −1

ε
, −1

ε
, −1

ε
, −1

ε
,

5εδ4

β7

}
.

Ahora bien, para asignar también la dinámica fuera del subespacio S∞K se com-
plementa la retroalimentación de estado de altas ganancias (2.25) de la siguiente
manera:
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F Tr(ε) =


−1/ε −1/ε2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −1/ε −1/ε2 −1/ε3 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1/ε 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 − δ1γ9

β7
−
(

1 + δ1γ9

β7

)


L1(ε) L2(ε) L3(ε)

x
b 1
,1

x
b 1
,2

x
b 2
,1

x
b 2
,2

x
b 2
,3

x
b 3
,1

e 7 e 8 e 9
,

(2.27)
obteniéndose:

AF ∗Tr(ε) =



−1/ε −1/ε2 0 0 0 0 0 0 0

0 −1/ε 0 0 0 0
α2

5γ9δ1
β7

α2
5γ9δ1
β7

α2
5γ9δ1
β7

0 0 −1/ε −1/ε2 −1/ε3 0 0 0 0
0 0 0 −1/ε −1/ε2 0 δ3

β7

δ3
β7

δ3
β7

0 0 0 0 −1/ε 0 α1δ2
β7

α1δ2
β7

α1δ2
β7

0 0 0 0 0 −1/ε 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 γ9δ1
β7

5ε δ4
β7

γ9δ1
β7

0 0 0 0 0 0 0 − δ1γ9

β7
−
(

1 + δ1γ9

β7

)


L1(ε) L2(ε) L3(ε)

x
b 1
,1

x
b 1
,2

x
b 2
,1

x
b 2
,2

x
b 2
,3

x
b 3
,1

e 7 e 8 e 9

(2.28)

Note la AFTr − L(ε) invarianza obtenida.

La retroalimentación toma la siguiente forma en la base original (ver (2.19),
(2.23), (2.24))

FTr(ε) = F Tr(ε)X
−1

(ε) (2.29)

Por lo cual obtenemos la AF ∗1 –L(ε) Invarianza.
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Donde ahora el espectro es:∣∣sI− (AF∗1
+ BFTr(ε)

)∣∣ = (s+ 1/ε)6 (s+ 1)3

2.6.5. Comportamiento del Sistema en Lazo Cerrado

Para analizar el comportamiento del sistema en lazo cerrado, procederemos de
la siguiente manera:

1. Se obtiene la solución del sistema retroalimentado por la matriz de Tren-
telman F

∗
Tr.

2. A fin de calcular la matriz retroalimentada, se obtiene la forma de Jordan
de AF ∗Tr .

3. Finalmente se analiza el comportamiento cuando ε→ 0

Retroalimentación de Trentelman

Aplicando la retroalimentación de Trentelman

u = F Trξ + u∗ (2.30)

al sistema (2.21), se obtiene el sistema en lazo cerrado:

d

dt
ξ = AF ∗ξ +Bu, ξ(0) = ξ0 (2.31)

siendo su solución

ξ(t) = e
tAF∗

Tr ξ0 +

∫ t

0

e
(t−τ)AF∗

TrBu∗(τ)dτ, (2.32)

la cual toma la siguiente forma en la base original (xf,0 = X(ε)ξ0):

xf (t) =
(
X(ε)TJ(ε)

)
etA
∗
J
(
X(ε)TJ(ε)

)−1
xf,0+∫ t

0

(
X(ε)TJ(ε)

)
e(t−τ)A

∗
J
(
X(ε)TJ(ε)

)−1
Bu∗(τ)dτ

(2.33)



2.6. Ejemplo Ilustrativo (Parte 2) 25

Forma de Jordan

A fin de obtener el comportamiento del sistema en lazo cerrado, procederemos
a descomponer la matriz AF ∗Tr(ε) en su forma normal de Jordan. Para esto
necesitamos la siguiente matriz de cambio de base:

T
J
(ε

)
=

                               1
0

0
0

0
0

0
−
γ

9
δ 1
β

7

2γ
9
δ 1
ε

α
5
β

7

0
−
ε2

0
0

0
0

0
α

5
γ

9
δ 1
ε

β
7

−
γ

9
δ 1
ε2

β
7

0
0

1
0

0
0

0
−
δ 3
α

5
+
α

1
δ 2

β
7
α

3 5

2δ
3
α

5
ε
−
α

1
δ 2
η 6

β
7
α

4 5

0
0

0
−
ε2
−
ε3

0
0

δ 3
α

5
ε
−
α

1
δ 2

β
7
α

2 5

−
δ 3
α

5
ε

+
2α

1
δ 2
ε2

β
7
α

3 5

0
0

0
0

ε4
0

0
α

1
δ 2
ε

α
5
β

7

−
α

1
δ 2
ε2

α
2 5
β

7

0
0

0
0

0
1

0
0

0

0
0

0
0

0
0

0
0

β
7

γ
9
δ 1

0
0

0
0

0
0

γ
9
δ 1
β

7

0
0

0
0

0
0

0
0
−
γ

9
δ 1
β

7

1
−
β

7

γ
9
δ 1

                               

(2.34)
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Siendo su inversa:

T
−

1
J

=
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                              

(2.35)
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Obteniéndose la siguiente forma de Jordan:
A
∗
J = T−1

J AF ∗TrTJ = D
∗
J +N

∗
J

donde, D
∗
J y N

∗
J , son respecivamente igual a:



− 1
ε 0 0 0 0 0 0 0 0

0 − 1
ε 0 0 0 0 0 0 0

0 0 − 1
ε 0 0 0 0 0 0

0 0 0 − 1
ε 0 0 0 0 0

0 0 0 0 − 1
ε 0 0 0 0

0 0 0 0 0 − 1
ε 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −1


y



0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0


.

Note que N
∗
J

3
= 0 y que D

∗
JN
∗
J = N

∗
JD
∗
J , por lo que etA

∗
J = etD

∗
J etN

∗
J , esto es:

etA
∗
J =



e
−t
ε te

−t
ε 0 0 0 0 0 0 0

0 e
−t
ε 0 0 0 0 0 0 0

0 0 e
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ε te

−t
ε 1/2 t2e
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ε 0 0 0 0

0 0 0 e
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ε te
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ε 0 0 0 0

0 0 0 0 e
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ε 0 0 0 0

0 0 0 0 0 e
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ε 0 0 0

0 0 0 0 0 0 e−t te−t 1/2 t2e−t

0 0 0 0 0 0 0 e−t te−t

0 0 0 0 0 0 0 0 e−t



(2.36)

De (2.34), (2.35) y (2.36), se tiene que:

T−1
J (ε)e

tAF∗
TrTJ(ε) = etA

∗
J

Por lo cual se tiene:
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(2.37)
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(ver apéndice A).

Tendencia

De (2.37) se tiene el siguiente comportamiento cuando ε→ 0 y t > 0 :

ĺım
ε→0
t>0

(
X(ε)TJ(ε)etA

∗
JT−1

J (ε)X
−1

(ε)
)

= X(0) ĺım
ε→0
t>0
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e
tAF∗

Tr

)
X
−1

(0) =

= X(0)



0 0 0 0 0 0 −(1 + t)e−t −e−t −e−t

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −e−t 0 0
0 0 0 0 0 0 −(1 + t)e−t −e−t −e−t

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 e−t 0 0
0 0 0 0 0 0

(
t+ t2

2

)
e−t (1 + t)e−t te−t

0 0 0 0 0 0 − t
2

2 e−t −te−t (1− t)e−t


X
−1

(0)

=



0 0 0 0 0 0 −(1 + t)e−t −e−t −e−t

0 0 0 0 0 0 −(1 + t)e−t −e−t −e−t

0 0 0 0 0 0 −e−t 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 e−t 0 0
0 0 0 0 0 0

(
t+ t2

2

)
e−t (1 + t)e−t te−t

0 0 0 0 0 0 − t
2

2 e−t −te−t (1− t)e−t


(2.38)

Por lo que de (2.38) y (2.33), ĺım
ε→0
t>0

xf (t) := x̄f (t) (con u∗ = 0) es igual a:

x̄f (t) =



0 0 0 0 0 0 −(1 + t)e−t −e−t −e−t

0 0 0 0 0 0 −(1 + t)e−t −e−t −e−t

0 0 0 0 0 0 −e−t 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 e−t 0 0
0 0 0 0 0 0

(
t+ t2

2

)
e−t (1 + t)e−t te−t

0 0 0 0 0 0 − t
2

2 e−t −te−t (1− t)e−t


xf (0)

X1 X2

S∞K

(2.39)
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Caṕıtulo 2. Retroalimentación de Altas Ganancias para Subespacios

Casi de Controlabilidad

De (2.37) se tiene el siguiente comportamiento aproximado cuando ε = 0:

(
X(ε)TJ(ε)etA

∗
JT−1

J (ε)X
−1

(ε)
)

t=0
= X(ε)



1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1


X
−1

(ε)

= I9

(2.40)

Por lo que de (2.40) y (2.33), se tiene (u∗ = 0):

xf (0) = xf,0 (2.41)

Es decir una condición inicial (t = 0) que se encuentra en S∞K , se va “instanta-
neamente” (es decir para t > 0) a cero, cuando ε→ 0. Esto es, nos aproximamos
a una ley de control del tipo distribucional.

2.6.6. Simulaciones

En las figuras 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 y 2.5 se muestra una simulación MATLABR -
Simulink, con las siguientes especificaciones:

Ode45(Dormand-Prince) Start time: 0.0, Stop time: 10.0, Type:
Variable-step, Solver: Max step size: 1e-3, Min step size: auto,
Initial step size: auto, Relative tolerance: 1e-9, Absolute tolerance:
auto, Zero crossing control: Use local settings

(2.42)

Aproximación del Subespacio Supremo de Casi Contralabilidad

Primero, en las gráficas de la figura 2.1 se muestra el sistema descrito por (2.8),
con la ley de control, (2.30), (2.19) y (2.27), con ε = 1/100, con la condición
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inicial

xf (0) = X(ε)ξ(0)

ξ(0) =



1
25× 10−3

1/
√

2

25× 10−3/
√

2

5× 10−4/
√

2
1
0
0
0


(2.43)

y u∗ = 0. En la figura se comparan los comportamientos de los subsepacios
(A,B)-invariante, L(ε) (2.17), y el casi (A,B)-invariante, S∞K (2.14)-(2.15).

Posteriormente en las gráficas de la figura 2.2 se muestra el sistema descrito por
(2.8), con la ley de control, (2.30), (2.19) y (2.27). Se observan los comporta-
mientos de los espacios complementarios y de las leyes de control, con ε = 1/100,
con la condición inicial (2.43) y u∗ = 0. Por último, se muestra en la figura 2.3
el comportamiento del subespacio (A,B)-invariante: L(ε), y en la figura 2.4 el
comportamiento del subespacio casi (A,B)-invariante: S∞K = L1 ⊕ L2 ⊕ L3.

En los pies de figura se utiliza la siguiente notación: (c.f. (2.8), (2.16), (2.19) y
(2.22)):

‖L1‖ =
√
x2
f,1 + x2

f,4, ‖L2‖ =
√
x2
f,3 + x2

f,2 + x2
f,5, ‖L3‖ =

√
x2
f,6,

‖L‖ =
√
‖L1‖2 + ‖L2‖2 + ‖L3‖2,

‖Xfed/L‖ =
√
x2
f,7 + x2

f,8 + x2
f,9,

‖L1(ε)‖ =
√
ξ2

1 + ξ2
2 , ‖L2(ε)‖ =

√
ξ2

3 + ξ2
4 + ξ2

5 , ‖L3(ε)‖ =
√
ξ2

6 ,

‖L(ε)‖ =
√
‖L1(ε)‖2 + ‖L2(ε)‖2 + ‖L3(ε)‖2,

‖Xfed/L(ε)‖ =
√
ξ2

7 + ξ2
8 + ξ2

9 ,

‖U1‖ =
√
u2

1 + u2
2, ‖U2‖ =

√
u2

3, ‖U3‖ =
√
u2

4.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Figura 2.1: Gráficas de simulación del sistema descrito por (2.8), con la ley de
control, (2.30), (2.19) y (2.27), con ε = 1/100, con la condición inicial (2.43)
y u∗ = 0. Comparación de los comportamientos de los subsepacios (A,B)-
invariante, L(ε) (2.17), y casi (A,B)-invariante, S∞K (2.14)-(2.15). (a) ‖L1(ε)‖
v.s. t, (b) ‖L2(ε)‖ v.s. t, (c) ‖L3(ε)‖ v.s. t, (d) ‖L1‖ v.s. t, (e) ‖L2‖ v.s. t, (f)
‖L3‖ v.s. t, (g) ‖L1(ε)‖−‖L1‖ v.s. t, (h) ‖L2(ε)‖−‖L2‖ v.s. t, (i) ‖L3(ε)‖−‖L3‖
v.s. t.

Tendencia

En la figura 2.5 mostramos las gráficas del sistema descrito por (2.8), con la ley
de control, (2.30), (2.19) y (2.27), con ε = 1/100, con la condición inicial

xf (0) = X(ε)(ξ(0) + xa0)

ξ(0) =



1
25× 10−3

1/
√

2

25× 10−3/
√

2

5× 10−4/
√

2
1
0
0
0


, xa0 =



0
0
0
0
0
0
1
1
1


(2.44)



2.7. Conclusión 33

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 2.2: Gráficas de simulación del sistema descrito por (2.8), con la ley de
control, (2.30), (2.19) y (2.27), con ε = 1/100, con la condición inicial (2.43) y
u∗ = 0. Espacios complementarios y leyes de control. (a) ‖Xfed/L(ε)‖ v.s. t, (b)
‖Xfed/L‖ v.s. t, (c) ‖Xfed/L(ε)‖− ‖Xfed/L‖ v.s. t, (d) ‖U1‖ v.s. t, (e) ‖U2‖ v.s.
t, (f) ‖U3‖ v.s. t.

y u∗ = 0. En la figura se compara el comportamiento ĺımite, para los sistemas:
maestro, esclavo y casi de desacoplamiento, ĺım

ε→0
t>0

xf (t) (2.39).

En el pie de figura se utiliza la siguiente notación: (c.f. (2.8) y (2.39)):

‖xm‖ =
√
x2
f,1 + x2

f,2 + x2
f,3, ‖xs‖ =

√
x2
f,4 + x2

f,5 + x2
f,6,

‖xa‖ =
√
x2
f,7 + x2

f,8 + x2
f,9,

x̄m = ĺım
ε→0

xm, x̄s = ĺım
ε→0

xs, x̄a = ĺım
ε→0

xa

2.7. Conclusión

En este caṕıtulo se revisó la relación que existe entre los subespacios de casi
controlabilidad y las retroalimentaciones de alta ganancia. Aśı como también,
su aproximación mediante una secuencia de Subespacios (A,B)−Invariantes.
Se introdujo un ejemplo académico para ilustrar la aproximación de subespacios
de casi controlabilidad por medio de una secuencia de subespacios (A,B)−in-
variantes, aśı como también la śıntesis de la retroalilmentación de alta ganacia.
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t‖L(ε)‖

‖X
f
e
d
/L

(ε
)‖

Figura 2.3: comportamiento del subespacio (A,B)-invariante: L(ε) = L1(ε) ⊕
L2(ε)⊕ L3(ε).

t‖L‖

‖X
f
e
d
/L
‖

Figura 2.4: Comportamiento del subespacio casi (A,B)-invariante: S∞K = L1 ⊕
L2 ⊕ L3
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Figura 2.5: Gráficas de simulación del sistema descrito por (2.8), con la ley de
control, (2.30), (2.19) y (2.27), con ε = 1/100, con la condición inicial (2.44) y
u∗ = 0. Comparación con el comportamiento ĺımite, ĺım

ε→0
t>0

xf (t) (2.39). (a) ‖xm‖

v.s. t, (b) ‖xs‖ v.s. t, (c) ‖xa‖ v.s. t, (d) ‖x̄m‖ v.s. t, (e) ‖x̄s‖ v.s. t, (f) ‖x̄a‖
v.s. t, (g) ‖xm‖ − ‖x̄m‖ v.s. t, (h) ‖xs‖ − ‖x̄s‖ v.s. t, (i) ‖xa‖ − ‖x̄a‖ v.s. t.
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Caṕıtulo 3

Retroalimentación Proporcional
Derivativa Basada en el Sistema
Inverso

En este caṕıtulo se muestra que el desacoplamiento obtenido con las leyes de
control distribucionales, propuestas en el trabajo de tesis de Trentelman [27]
(ver Caṕıtulo 2), también puede obtenerse mediante leyes de control proporcio-
nal derivativo. Para esto primero se propone una ley proporcional derivativa,
basada en una descomposición de la forma Canónica Casi de Controlabilidad
(ver Subsección 2.2.2) en tres subsistemas; esta ley de control proporcional de-
rivativa logra el mismo objetivo de la ley de control distribucional del Caṕıtulo
2, es decir, el desacoplamiento exacto.
Posteriormente se obtiene una ley proporcional derivativa, obtenida de la aproxi-
mación de altas ganancias de Trentelman; esto es, la ley de control proporcional
derivativa, a la cual se tiende cuando la ganancia tiende a infinito.

3.1. Descomposición en Subsistemas

Basados en la demostración del Lema 1.15 de [27] se va a descomponer el sistema
(2.4)–(2.5) en tres subsistemas particulares:

1. Subsistema maestro: Es aquel subsistema, cuyo comportamiento manifes-
tado (u1, y1), dirige la trayectoria de la consigna del subsistema esclavo con
el fin de llevar su trayectoria de estado hacia cero.
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2. Subsistema esclavo: Es aquel subsistema cuyo comportamiento manifesta-
do, (u2, y2), obedece la consigna dada por el subsistema maestro con el fin
de llevar a la trayectoria de estado hacia cero.

3. Subsistema casi de desacoplamiento: Aquel subsistema inicialmente en re-
poso, el cual es perturbado y en un tiempo finito previamente especificado
vuelve a cero.

Descompongamos (2.4)–(2.5) en los subsistemas antes mencionados (recordar
Sección 1.3.1)1:

3.1.1. Subsistema Maestro

Σe/p/e =
(
R+,

[
U1 × (X2 ×X3)

]
×
[
X1 × {0}

]
× Im A21, B̃exp[

A11,[B1 [A12 A13]],A21

] ⊕ {0}),
descrito por:

d
dtxf,1 = A11xf,1 +B1u1 +

[
A12 A13

] [ xf,2

xf,3

]
um = u1

xm = xf,1

ym = A21xm

(3.1)

donde: (i) um es la variable de entrada controlada, (ii) ym es una variable de

salida virtual, y (iii)
[
xTf,2 xTf,3

]T
es considerada como una variable de pertur-

bación medible a la entrada. Note que este subsistema es también controlable,
observable, y sin ceros invariantes.

3.1.2. Subsistema Esclavo

Σe/p/e =
(
R+,

[
(Im A21)× U2× X3

]
×
[
X2 × {0}

]
× Im A32, B̃exp

[A22,[W2 A23],A32] ⊕ {0}
)
,

descrito por:

d
dtxf,2 = A22xf,2 +W2

[
y1

u2

]
+A23xf,3

us = u2

xs = xf,2

ys = A32xs

(3.2)

1La siglas e/p/e significan entrada/perturbación/estado.
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donde:

W2 = [VA21 B2 ]
VA21 : Im A21 → X2, transformación lineal inserción,

(3.3)

(i)
[
yTm uTs

]T
es una variable de entrada virtualmente controlada, (ii) ys es

una variable de salida virtual, y (iii) xf,3 es considerada como una variable de
perturbación medible a la entrada. Note que W2 es un isomorfismo.

3.1.3. Subsistema Casi de Desacoplamiento

Σe/p/s =
(
R+, [U3, X2]×

[
X3 × {0}

]
×A−1

33 Im B3, B̃exp
[A33,[B3 A22],P3] ⊕ {0}

)
,

descrito por:

d
dtxf,3 = A33xf,3 +B3u3 +A32xf,2

ua = u3

xa = xf,3

ya = P3xa

(3.4)

donde: (i) ua es la variable de entrada controlada, (ii) ya es una variable virtual
de salida, y (iii) xf,2, es considerada como una variable de perturbación medible
a la entrada. Como se considera que las condiciones iniciales para (2.4) son
restricciones en S∞K = X1 ⊕X2, a saber xf,3(0) ≡ 0, podemos asumir sin pérdida
de generalidad que el par (A33, B3) es controlable. Aśı, si seleccionamos como
transformación lineal de salida, alguna proyección natural

P3 : X3 → A−1
33 Im B3, proyección natural paralelamente a X3,C , (3.5)

donde X3,C es algún subespacio complementario, entonces la tripleta estandar
controlable (P3, A33, B3) es prima (ver [19]). Aśı este subsistema es también con-
trolable, observable, y sin ceros invariantes.
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3.2. Retroalimentación P.D. Basada en el Con-

trol de Altas Ganancias de Trentelman:

Ejemplo Ilustrativo (Parte 3)

3.2.1. Retroalimentación de Alta Ganancia de Trentel-

man

De (2.29), (2.27) y (2.20) se tiene la siguiente matriz de retroalimentación de
alta ganancia de Trentelman:

FTr(ε) =


− 2
ε −3 0 −

(
1
ε2 − 3

)
−
(

3
ε − 6

)
−1 0 0 0

1 −
(

3
ε2 − 7

)
− 3
ε 5 −

(
1
ε3 −

3
ε − 6

)
−
(

1
ε2 + 1

ε − 6
)

0 0 0

0 0 0 0 0 − 1
ε 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −1 −2


+O(ε)

(3.6)

De (3.6) y (2.8) se tiene la siguiente matriz retroalimentada:

AF∗ +BFTr(ε) =



− 2
ε −3 0 −

(
1
ε2 − 3

)
−
(

3
ε − 6

)
−1 0 0 0

0 0 1 1 1 1 1 1 1
1 −

(
3
ε2 − 7

)
− 3
ε 5 −

(
1
ε3 −

3
ε − 6

)
−
(

1
ε2 + 1

ε − 6
)

0 0 0

1 0 0 0 1 −1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 − 1

ε 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 1 1 1 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 −1 −2


+BO(ε)

(3.7)

Obteniéndose la siguiente descripción del sistema en lazo cerrado (ver (2.30) y
(2.22)):
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d
dt



ε2xm,1

xm,2

ε3xm,3

xs,1

xs,2

εxs,3

xa,1

xa,2

xa,3


=





−2ε −3ε2 0
0 0 1
ε3 −(3ε− 7ε3) −3ε2

1 0 0
0 1 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

−(1− 3ε2) −(3ε− 6ε2) −ε2 0 0 0
1 1 1 1 1 1

5ε3 −(1− 3ε2 − 6ε3) −(ε+ ε2 − 6ε3) 0 0 0

0 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1
0 0 −1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0
1 1 1 1 0 1
0 0 0 0 −1 −2



+



ε3vTm,1(ε)
0vTm,2

ε4vTm,3(ε)

0vTs,1
0vTs,2

ε2vTs,3(ε)

0vTa,1
0vTa,2
0vTa,3




xf +



1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1


u∗

(3.8)

donde: vm,1(ε), vm,2, vm,3(ε), vs,1, vs,2, vs,3(ε), va,1, va,2, va,3 ∈ R9[ε]

3.2.2. Modelo Singularmente Perturbado

Reagrupando términos, se obtiene el siguiente modelo singularmente perturbado
del sistema en lazo cerrado [15] (haciendo u∗ = 0):
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d
dt



xm,2

xs,1

xs,2

xa,1

xa,2

xa,3


=



0 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1

0 0 0 −1 0 0
0 1 1 1 0 1
0 0 0 0 −1 −2





xm,2

xs,1

xs,2

xa,1

xa,2

xa,3


+



0 1 1

1 0 0
0 0 1

0 0 0
0 0 1
0 0 0



 xm,1

xm,3

xs,3



 ε2 0 0
0 ε3 0

0 0 ε

 d
dt

 xm,1

xm,3

xs,3



=

 −3ε2 −(1− 3ε2) −(3ε− 6ε2) 0 0 0
−(3ε− 7ε3) 5ε3 −(1− 3ε2 − 6ε3) 0 0 0

0 0 0 0 0 0





xm,2

xs,1

xs,2

xa,1

xa,2

xa,3



+

 −2ε 0 −ε2

ε3 −3ε2 −(ε+ ε2 − 6ε3)

0 0 −1


 xm,1

xm,3

xs,3

+

 ε3vTm,1(ε)
ε4vTm,3(ε)

ε2vTs,3(ε)

xf
(3.9)

Note que:

det

λ
 ε2 0 0

0 ε3 0

0 0 ε

−
 −2ε 0 −ε2

ε3 −3ε2 −(ε+ ε2 − 6ε3)

0 0 −1


 = ε3(ελ+1)(ελ+2)(ελ+3)

(3.10)

Siguiendo el procedimiento de Kokotovic̀ [15], se obtienen los siguientes modelos
del sistema lento y del sistema rápido de tiempo congelado:

Sistema lento Para obtener el modelo del sistema lento, en (3.9) se hace
ε = 0:
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

x̄s = 0

d
dt x̄a =

 −1 0 0
1 0 1
0 −1 −2

 x̄a
x̄m =

 −1 −1 −1
−1 −1 −1

−(d/dt+ 1) −(d/dt+ 1) −(d/dt+ 1)

 x̄a
(3.11)

Las trayectorias solución de (3.11) son:



x̄s(t) = 0

x̄a(t) = L−1

 (s + 1) 0 0
−1 s −1
0 1 (s + 2)

−1 x̄a(0)

=

 e−t 0 0(
t+ 1

2
t2
)

e−t (1 + t) e−t te−t

−1
2
t2e−t −te−t (1− t) e−t

 x̄a(0)

x̄m(t) =

 −1 −1 −1
−1 −1 −1

−(d/dt+ 1) −(d/dt+ 1) −(d/dt+ 1)

 ·
·

 e−t 0 0(
t+ 1

2
t2
)

e−t (1 + t) e−t te−t

−1
2
t2e−t −te−t (1− t) e−t

 x̄a(0)

=

 −(1 + t)e−t −e−t −e−t

−(1 + t)e−t −e−t −e−t

−e−t 0 0

 x̄a(0)

(3.12)

Sistema rápido de tiempo congelado Para obtener el modelo del sistema
rápido de tiempo congelado, se definen las variables: x̂m,1 = xm,1 − x̄m,1, x̂m,3 =
xm,3 − x̄m,3, x̂s,3 = xs,3 − x̄s,3, y se escala al tiempo: τ = t/ε, obteniéndose de
(3.9):

d

dτ

 x̂m,1
x̂m,3
x̂s,3

 =

 −2 0 −ε
ε −3 −(1/ε+ 1− 6ε)
0 0 −1

 x̂m,1
x̂m,3
x̂s,3

 (3.13)

Las trayectorias solución de (3.13) son:
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 x̂m,1(τ)
x̂m,3(τ)
x̂s,3(τ)

 = L−1


 (sf + 2) 0 ε

−ε (sf + 3) 1/ε
0 0 (sf + 1)


−1

 x̂m,1(0)
x̂m,3(0)
x̂s,3(0)

 =

 e−2τ 0 −ε
(
e−τ − e−2τ

)
ε
(
e−2τ − e−3τ

)
e−3τ −

(
1
ε + 1− 6ε+ ε2

)
e−τ − ε2e−2τ +

(
1
ε + 1− 6ε− ε2

)
e−3τ

0 0 e−τ

· x̂m,1(0)
x̂m,3(0)
x̂s,3(0)


(3.14)

De (3.12), (3.14) y del Teorema 5.1 del Caṕıtulo 2 de [15], se tiene que existe un
ε∗ (recordar (3.10)) tal que, para todo ε ∈ (0, ε∗], las trayectorias solución del
modelo singularmente perturbado (3.9) son aproximadas para todo t > 0 por:

xa(t) =

 e−t 0 0(
t+ 1

2
t2
)

e−t (1 + t) e−t te−t

−1
2
t2e−t −te−t (1− t) e−t

xa(0) +O(ε)

xs(t) =

 0
0
1

 e−t/εx̂s,3(0) +O(ε)

xm(t) =

 −(1 + t)e−t −e−t −e−t

−(1 + t)e−t −e−t −e−t

−e−t 0 0

xa(0) +O(ε)+

 e−2 t
ε 0

0 0

ε
(

e−2 t
ε − e−3 t

ε

)
e−3 t

ε

−ε
(

e−
t
ε − e−2 t

ε

)
0

−
(

1
ε

+ 1− 6ε+ ε2
)

e−
t
ε − ε2e

−2t
ε +

(
1
ε

+ 1− 6ε− ε2
)

e−
3t
ε


 x̂m,1(0)
x̂m,3(0)
x̂s,3(0)


(3.15)

Comparar (3.15) con (2.39).
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3.2.3. Retroalimentación Proporcional Derivativa de Tren-

telman

Hay que notar que el mismo comportamiento promedio, (x̄m, x̄s, x̄a), del modelo
del sistema lento (3.11), con trayectorias solución (3.12), es también obtenido
mediante la siguiente retroalimentació proporcinal derivativa siguiente:

u∞ =


0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 −2


︸ ︷︷ ︸

Fp

xf

+


1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Fd

d
dtxf + Iu∗

(3.16)

En efecto, aplicando la retroalimentación proporcional derivativa (3.16) a (2.8),
se obtiene el sistema en lazo cerrado:

d

dt



0
xm,2

0
xs,1
xs,2
0
xa,1
xa,2
xa,3


=



0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 −1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 1 1 1 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 −1 −2


x+



1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1


u∗

(3.17)

Comparando (3.17) con (3.8), nos damos cuenta que cuando se hace ε = 0 en
(3.8), se obtiene precisamente el modelo del sistema lento (3.17) (c.f. (3.11), con
u∗ = 0).

Ahora bien, la retroalimentación proporcional derivativa (3.16) es obtenida di-
rectamente de la retroalimentación de altas ganancias de Trentelman (3.6). En
efecto, reescribiendo (3.6) de la siguiente manera:
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u =


0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 −2


︸ ︷︷ ︸

Fp1

xf

+


1/ε2 0 0 0

0 1/ε3 0 0
0 0 1/ε 0
0 0 0 0


︸ ︷︷ ︸

G1(ε)




0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Fp2

+O(ε)


xf

+


1/ε2 0 0 0

0 1/ε3 0 0
0 0 1/ε 0
0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

G2(ε)

u∗

(3.18)

Se obtiene:

Fp = Fp1 + Fp2, Fd = G1(1)BT , I = G2(1) (3.19)

En la siguiente sección se propone una metodoloǵıa alterna para obtener una
ley proporcional derivativa, con objetivos similares, que no necesita del cálculo
de los subespacios (A,B)-invariantes, Li(ε), para efectuar los cambios de bases
necesarios para obtener la matriz de alta ganacias (2.27), F Tr(ε).
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3.3. Retroalimentación Proporcional Derivativa

Basada en el Sistema Inverso

3.3.1. Retroalimentación Proporcional Derivativa

En [8], se propone la siguiente ley de control proporcional derivativa:

um =
(
BT

1
d
dt − A21

)
xm + hm −BT

1

[
A12 A13

] [ xs
xa

]
W2

[
hm
us

]
=
(

d
dt − A22 − I

)
xs − A23xa + hs

ua =
(
BT

3
d
dt − P3

)
xa −BT

3 A32xs

(3.20)

hs(t) =

{
xs(0)e−(t/T )2

/(
1−(t/T )2

)
, 0 ≤ t < T

0, t ≥ T
, si Im A32 ⊂ 〈A33 | Im B3〉

hs(t) = 0 , si Im A32 6⊂ 〈A33 | Im B3〉
(3.21)

donde la función, hs ∈ C∞(R+,X2), es tomada de la Sección 2.4 de [22]. En el caso
de que xs no afecte la dinámica de la parte no controlable de xa, es decir cuando
Im A32 ⊂ 〈A33 | Im B3〉, la función hs evoluciona suavemente desde xs(0), en
t = 0, hasta 0, para todo t ≥ T ; como se verá en la sección 3.3.3, esto garantiza
que xs vaya a cero suavemente y en tiempo finito (ver (3.37)).

3.3.2. Representación del Sistema en Lazo Cerrado

Para obtener la representación del sistema en lazo cerrado hay que hacer las
siguientes observaciones:

1. Aplicando la ley de control proporcional derivativa (3.20) a los subsistemas
maestro (3.1), esclavo (3.2) y casi de desacoplamiento (3.4), se obtiene el
sistema en lazo cerrado descrito por las siguientes representaciones:

d
dtxm = A11xm +

[
A12 A13

] [ xs
xa

]
+B1

(
BT

1

(
d
dtxm −

[
A12 A13

] [ xs
xa

])
−A21xm + hm

)
(3.22)
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xs = hs (3.23)

d

dt
xa = A33xa + A32xs +B3

(
BT

3

(
d

dt
xa − A32xs

)
− P3xa

)
(3.24)

2. Puesto que la tripleta estandar controlable (A21, A11, B1) es prima, enton-
ces:2

BT
1 B1 = I, BT

1 A11 = 0, y

[
A21

N1A11

]
= I (3.25)

donde:

N1 : X1 → X1/Im B1 es el máximo anulador de la Im B1 (3.26)

Tomando en cuenta (3.23), (3.25) y (3.26) en (3.22), se obtiene:

[
0
N1

]
︸ ︷︷ ︸

Nm

d

dt
xm = xm −

[
I
0

]
hm +

[
0

N1A12

]
hs +

[
0

N1A13

]
xa (3.27)

Note que Nm es una matriz nilpotente.

3. Con respecto al susbsistema casi de desacoplamiento, se va a suponer que
su parte controlable ya ha sido llevada a su forma Canónica de Controla-
bilidad de Brunovsky, entonces:

BT
3 B3 = I y BT

3 A33 = 0 (3.28)

Tomando en cuenta (3.23) y (3.28) en (3.24), se obtiene:[
N3

0

]
d

dt
xa =

[
N3A33

P3

]
xa +

[
N3A32

0

]
hs (3.29)

donde:

N3 : X3 → X3/Im B3 es el máximo anulador de la Im B3 (3.30)

2Ver pie de nota 2 del Lema 1 de la Subsección 2.2.2.
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4. De (2.6) y (3.3), se tiene:

PA21VA21 = I y PA21B2 = 0 (3.31)

Tomando en cuenta (3.31), (3.3) y (3.23) en (3.20.b), se obtiene:

hm = PA21

((
d

dt
− A22

)
hs − A23xa

)
(3.32)

Por lo que de (3.23), (3.27), (3.29) y (3.32), se tiene que el sistema en lazo
cerrado es descrito por la siguiente representación impĺıcita regular:

0
N1

0 0

0 0 0

0 0
N3

0


 dxm/dt

dxs/dt
dxa/dt

 =


I 0

PA21A23

N1A13

0 I 0

0 0
N3A33

P3


 xm
xs
xa

+


−PA21

0
PA21A22

N1A12

0 −I

0
N3A32

0


[

dhs/dt
hs

]

(3.33)

3.3.3. Comportamiento del Sistema en Lazo Cerrado

Susbsistema casi de desacoplamiento El comportamiento del susbsis-
tema casi de desacoplamiento se obtiene en los siguientes tres pasos:

1. Primero hay que expresar al subepacio X3 en términos de su subespacio
de controlabilidad, esto es:

X3 = X3C ⊕ 〈A33 | Im B3〉 (3.34)

donde X3C es cualquier subespacio complementario no controlable.

2. De (3.33), se tiene que:
P3xa = 0 (3.35)

Por lo que las coordenadas de xa correspondientes al subespacio,A−1
33 Im B3

⊂ 〈A33 | Im B3〉, son nulas (ver (3.5)).
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3. Esta última relación implica a su vez que la parte controlable de xa es una
combinación lineal de su trayectoria de estado homogénea no controláble,
xh
aC

, y de la señal hs, y sus derivadas sucesivas, esto es (recordar (3.21)):

xa(t) =

 ΘCx
h
aC

(t) + Θ0hs(t) +
n3−1∑
i=1

Θi
di

dtihs(t), 0 < t < T

ΘCx
h
aC

(t) , t ≥ T
(3.36)

Susbsistema esclavo El comportamiento del susbsistema esclavo es tri-
vialmente (recordar (3.21) y ver (3.33)):

xs(t) =

{
hs(t), 0 < t < T
0 , t ≥ T

(3.37)

Susbsistema maestro El comportamiento del susbsistema maestro es (re-
cordar (3.21) y ver (3.33)):

xm(t) = x̄m(t) + Γ0x
h
aC

(t) +
n1−1∑
i=1

Γi
di

dtix
h
aC

(t), t > 0

x̄m(t) =

 Υ0hs(t) +
(n1−1)(n3−1)∑

i=1

Υi
di

dtihs(t), 0 < t < T

0 , t ≥ T

(3.38)

Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3 (Teorema 7 [8]) Sea x0 ∈ S∞K una condición inicial para (2.4).

Para cualquier constante positiva, ρ > 0, y cualquier tiempo finito, T > 0,

existe una retroalimentación proporcional derivativa, u∗ = FDdxf/dt+ FPxf + h,

h ∈ C∞(R+,U), tal que la trayectoria (u∗, xf ) ∈ B̃pol
[AF∗ ,B] satisface:

d1 (xf ,S∞K ) ≤ ρ,

xf (t) = 0 para cada t ≥ T.

A fin de clarificar este resultado considerese el siguiente ejemplo académico.



3.3.Retroalimentación Proporcional Derivativa Basada en el Sistema
Inverso 51

3.3.4. Ejemplo Ilustrativo (Parte 4)

Considere el sistema representado por (2.8), cuyas matrices correspondientes a
la forma Canónica Casi de Controlabilidad, (2.4) y (2.5), son:

A11 =

 0 0 0

0 0 1
0 0 0

 , A12 =

 0 0 0
1 1 1
0 0 0

 , A13 =

 0 0 0
1 1 1
0 0 0


A21 =

 1 0 0
0 1 0

0 0 0

 , A22 =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , A23 =

 1 1 1
1 1 1
0 0 0


A32 =

 0 0 0
1 1 1
0 0 0

 , A33 =

 −1 0 0
1 0 1
0 0 0


B1 =

 1 0

0 0
0 1

 , B2 =

 0
0

1

 , B3 =

 0
0
1



(3.39)

Note que (recordar (2.6), (3.3) y (3.5)):

A21 =

[
1 0 0
0 1 0

]
, VA21 =

 1 0
0 1

0 0

,W2 =
[
VA21 B2

]
= I3 y P3 =

[
0 1 0

]
.

(3.40)

Retroalimentación Proporcional Derivativa

De (3.20), (3.21), (3.39) y (3.40) la ley de control es:

um =

[
1 0 0
0 0 1

]
d
dtxm +

[
−1 0 0

0 −1 0

]
xm + hm

 hm

us

 = d
dtxs +

 −1 −1 0
0 −1 −1
0 0 −1

xs +

 −1 −1 −1
−1 −1 −1

0 0 0

xa + hs

ua =
[

0 0 1
] d

dtxa +
[

0 −1 0
]
xa

con t > 0.

(3.41)
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Simplificando la ley de control (3.41), se tiene:

hm =

[
1 0 0
0 1 0

]
d
dtxs +

[
−1 −1 0

0 −1 −1

]
xs +

[
−1 −1 −1
−1 −1 −1

]
xa

+

[
1 0 0
0 1 0

]
hs

um =

[
1 0 0
0 0 1

]
d
dtxm +

[
−1 0 0

0 −1 0

]
xm + hm

us =
[

0 0 1
] d

dtxs +
[

0 0 −1
]
xs +

[
0 0 1

]
hs

ua =
[

0 0 1
] d

dtxa +
[

0 −1 0
]
xa

con t > 0

(3.42)

Representación del Sistema en Lazo Cerrado

Aplicando la ley de control proporcional derivativa (3.42) al sistema descrito por
la representación de estado (2.8) se tiene el siguiente sistema en lazo cerrado:

0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0



d
dtxf =



−1 0 0 −1 −1 0 −1 −1 −1
0 0 1 1 1 1 1 1 1
0 −1 0 0 −1 −1 −1 −1 −1

1 0 0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 1 1 1 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 −1 0


xf +



1 0 0
0 0 0
0 1 0

0 0 0
0 0 0
0 0 1

0 0 0
0 0 0
0 0 0


hs,

(3.43)
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con t > 0. Premultiplicando por la siguiente matriz invertible (det(T`) = −1):

T` =



−1 0 0 0 0 −1 0 −1 1
−1 0 −1 −1 0 0 0 −1 1

0 1 0 0 0 0 0 −1 1
−1 0 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −1
1 0 1 1 1 1 1 1 0


(3.44)

a la representación (3.43) del sistema retroalimentado se obtiene:



0 0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 1 0 0 −1 0
0 1 0 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0


︸ ︷︷ ︸

N

 dxm/dt

dxs/dt

dxa/dt

 =

 xm

xs

xa

+



−1 0 −1
−1 −1 0

0 0 0

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

0 0 0
0 0 0
1 1 1


︸ ︷︷ ︸

Γ

hs,

(3.45)

con t > 0. Aplicando el siguiente operador invertible (det(L(d/dt)) = 1):

L

(
d

dt

)
=



−1 0 0 − d
dt 0 0 0 d

dt 0

0 −1 0 0 − d
dt 0 0 d

dt 0

0 − d
dt −1 0 − d2

dt2 0 0
(

d2

dt2 + d
dt

)
0

0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0


,

(3.46)
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a la representación (3.45), se obtiene:

[
xm(t)
xs(t)

]
=




0 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0


d2

dt2
+


1 0 0
0 1 0
1 1 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0


d

dt
+


1 0 1
1 1 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1



hs(t)

(3.47) 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 d

dt
xa =

 −1 0 0
1 0 1
0 1 0

xa +

 0 0 0
1 1 1
0 0 0

hs (3.48)

con t > 0.

Por otro lado de (2.8), (3.39), (3.40), (3.26), (3.30) y (2.6), se tiene:

PA21 =

[
1 0 0
0 1 0

]
, PA21A22 =

[
0 1 0
0 0 1

]
, PA21A23 =

[
1 1 1
1 1 1

]
,

N1 =
[

0 1 0
]
, N1A13 = N1A12 =

[
1 1 1

]
,

N3 =

[
1 0 0
0 1 0

]
, N3A32 =

[
0 0 0
1 1 1

]
, N3A33 =

[
−1 0 0

1 0 1

]
.

(3.49)
Entonces de (3.33), (3.49) y (3.40), la representación impĺıcita regular corres-
pondiente al subsistema casi de desacoplamiento es precisamente la ecuación
(3.48).

Para el subsistema maestro, de (3.33) y (3.49) se tiene la siguiente representación
impĺıcita regular: 0 0 0

0 0 0
0 1 0

 d

dt
xm = xm−

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 d

dt
hs+

 0 1 0
0 0 1
1 1 1

hs+

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

xa
(3.50)

Notando que (3.48), implica:[
1 1 1

]
xa = −

[
1 1 1

]
hs (3.51)

Entonces de (3.50) y (3.51) se obtiene la representación impĺıcita regular (3.47).
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Comportamiento del Sistema en Lazo Cerrado

De la ecuación (3.21), se tiene:

h
′
s(t) =

{
−xs(0) (2t/T 2)

(1−(t/T )2)2e−(t/T )2
/(

1−(t/T )2
)
, 0 ≤ t < T

0, t ≥ T

h
′′
s (t) =

{
xs(0)

(2/T 2)(3(t/T )4−1)
(1−(t/T )2)4 e−(t/T )2

/(
1−(t/T )2

)
, 0 ≤ t < T

0, t ≥ T

(3.52)

Entonces, de (3.20), (3.21) y (3.52) las trayectorias solución del sistema en lazo
cerrado, representado (3.47) y (3.48), son:

xf (t) = x̂f (t) + e−t



0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

1 0 0
0 0 0
−1 0 0


xa(0), t > 0 (3.53)

x̂f (t) =



e
−( t

T
)2

(1−( t
T

)2)



1−
2
T
t
T

(1−( tT )2)2 0 1

1 1−
2
T
t
T

(1−( tT )2)2 0

−
2
T
t
T

(1−( tT )2)2

2
T2 (3( tT )4−1)
(1−( tT )2)4 −

2
T
t
T

(1−( tT )2)2 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1

0 0 0
0 0 0
−1 −1 −1



xs(0),

0 < t < T
0, t ≥ T

(3.54)
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3.4. Conclusión

En este caṕıtulo se mostró que a partir de la retroalimentación de altas ganacias
de Trentelman se puede obtener una retroalimentación de estado proporcional
y derivativa que también resuelve el problema de casi rechazo de perturbaciones.
Utilizando técnicas de perturbaciones singulares [15] se mostró que la secuencia
de retroalimentaciones de altas ganacias de Trentelman tienden a tal retroali-
mentación proporcional y derivativa (ver Teorema 9).
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Caṕıtulo 4

Filtro Acoplador de Derivadas
Singularmente Perturbado (filtro
ADSP)

4.1. Introducción

Con la introducción dada por Rosenbrock [23] de los aśı llamados sistemas
generalizados (también llamados sistemas singulares o sistemas impĺıcitos), es-
to hizo posible el estudio de acciones derivativas desde un punto de vista más
estructural. También algunos problemas de control han sido considerados en el
marco de los sistemas impĺıcitos usando compensadores no propios (por ejemplo
desacoplamientos, desacoplamiento de perturbaciones, etc). Esto es porque no
existen otras soluciones exactas propias, o porque estas soluciones se obtienen
de dichos sistemas de un modo más fácil (a menudo basados en técnicas de in-
versión) ; ver por ejemplo [31], [4], [5] y [6].
El uso de acciones derivativas en la práctica fue muy familar para los pione-
ros en control, por ejemplo Coinsidine [10] y Jackson [14] quien propusieron
aproximaciones útiles de tales acciones derivativas; entonces para la efectiva
implementación de filtros no propios, las aproximaciones propias deben de ser
diseñadas de tal forma que no alteren el objetivo de control.

En [7], se estudió una generalización de la aproximación de Jackson [14] y fue
también descrito un procedimiento para perturbar el sistema de forma total (el
sistema propio más el compensador no propio) por una retroalimentación está-
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tica 1; en ambos casos la aproximación depende de un número real positivo ε
(la calidad de la aproximación es inversamente proporcional a ε). Para la gene-
ralización del procedimiento de Jackson propuesto en [7], se demostró que no
siempre funciona correctamente debido a problemas de estabilidad. De modo
contrario, para la perturbación de la retroalimentación, la estabilidad no es un
problema.
Para ambos casos ocurren transitorios, los cuales son funciones del parametro ε,
a saber términos del tipo ke−εt. Cuando el parámetro ε es demasiado pequeño
se pueden generar problemas de cálculo en la simulación debido a la presencia
de términos de alta velocidad. Para superar esta desventaja en [3] fue propuesta
una aproximación para sistemas SISO, la cual separa agradablemente la calidad
de la aproximación (dada por la inversa del parámetro positivo ε) de la razón
de convergencia (dado por un parámetro positivo β en términos del tipo ke−εt);
sin embargo las pruebas matemáticas dadas en [21] no fueron convincentes para
la comunidad de control y la selección de parámetros tampoco fue clara. En este
caṕıtulo se modifica la proposición dada en [21], para poder utilizar la sólida
teoŕıa de Perturbaciones Singulares, (ver [15]) como herramienta de análisis. Bá-

sicamente la modificación consiste en la substitución del filtro pesado
1

(εs+ 1)κ

por un filtro Butterword pasa bajas, el cual nos permite una agradable aplica-
ción de los resultados de [15].

4.2. Interpretación del Problema para el Caso

SISO

En esta sección, estamos interesados en encontrar una aproximación exponencial
propia para el caso2 SISO, es decir:

Problema 1 Dado un sistema no propio Σc, con realización:

Nω̇(t) = ω(t) + Γv(t);u(t) =
(
χκ+1

κ+1

)T
ω(t) (4.1)

donde N : Rκ+1 → Rκ+1, Γ : R → Rκ+1,
(
χ1
κ

)T
: Rκ+1 → R son operadores

lineales, N = T`{χ2
κ+1
} es nilpotente con ı́ndice de nilpotencia κ + 1 y Γ es una

1Una condición geométrica suficiente para preservar la estabilidad fue dada.
2El caso MIMO se considera en el Caṕıtulo 5.
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transformación lineal tal que la matriz
[
N Γ

]
es épica, v, u, ω son respecti-

vamente la entrada, la salida y la variable descriptora; además suponemos que

v es acotada y que las primeras κ derivadas de v con respecto al tiempo existen

y son Lipschitz continuas, es decir:

H1. |v(t)| ≤ K0 para todo t ≥ 0 para alguna constante positiva K0.

H2. |v(t1) − v(t2)| ≤ L0|t1 − t2|,
∣∣∣ di

dtiv(t1) − di

dtiv(t2)
∣∣∣ ≤ Li|t1 − t2| para cada

t1, t2 > 0, con Li constante positiva para cada i ∈ [|0, κ|],

encontrar un filtro estrictamente propio, Σf : ζ̇(t) = A(ε)ζ(t) + B(ε)u(t),

y(t) = Cζ(t), y constantes positivas β, ε, tales que:

Q1. ĺım
ε→0
|y(t)− u(t)| ≤ Ke−βt, para todo t > 0.

Q2. Σf es internamente estable para todo ε ∈ (0, ε∗), para algún ε∗ > 0.

Q3. El sistema total Σf ◦Σc es estrictamente equivalente 3 a un sistema propio.

En otras palabras requerimos el filtro propio Σf , para volver propio al sistema
total Σf ◦ Σc, y tal que la salida y(t), tienda exponencialmente al comporta-
miento no propio de Σc. El interés, es finalmente sintetizar el sistema propio
total Σf ◦ Σc como una aproximación propia de Σc.
En la Sección (4.3) resolvemos el problema para el caso de sistemas de una en-
trada y una salida; en lo subsecuente será llamado sistema SISO.

4.3. Filtro Acoplador de Derivadas Singular-

mente Perturbado (filtro ADSP)

Consideremos el siguiente sistema lineal con perturbaciones singulares (SLPS)
[15]:

3Se introduce la noción de equivalencia externa, la cual en resumen establece que dos mode-
los son externamente equivalentes, si sus correspondientes conjuntos de todas las trayectorias
posibles para el comportamiento externo (en nuestro caso las trayectorias entrada-salida) son
las mismas.
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
ẋ(t) = −βx(t)− εκ+1

(
χ1
κ

)T
z(t)

εż(t) = χκ
κ
x(t)− (Mκ − Uκ)z(t) + χκ

κ
u(t)

y(t) =
(
χ1
κ

)T
z(t)

(4.2)

Donde x, y, u ∈ R, z ∈ Rκ, κ ∈ N, β, ε son dos números reales positivos. Las
matrices Mκ y Uκ son definidas como sigue4:

Uκ es la matriz triangular superior Toeplitz cuyo primer renglón es
(
χ2

κ

)T

(4.3)

Mκ =

 BDM
{
M1, · · · ,Mκ

2

}
si κ es par

BDM
{
M1, · · · ,Mκ−1

2
, 1
}

si κ es impar
(4.4)

Mi =

[
sen θi 0
cos2 θi sen θi

]
; θ1 =

π

2κ
; θi+1 = θi + ∆θ, ∆θ =

π

κ
; i ∈ [|1, κ− 1|]

(4.5)

La parte lenta del sistema lineal con perturbaciones singulares (4.2) está com-
puesta por un sistema de primer orden con un valor propio en −β.
La parte rápida del sistema lineal con perturbaciones singulares (4.2) está com-
puesta por un filtro Butterword pasa bajas normalizado (vea por ejemplo [11]
y [20]).

Lema 2 La matriz inversa de (Mκ − Uκ) es:

(Mκ − Uκ)−1 = [Zij] (4.6)

4Si κ = 1, la matriz Uκ = 0 y Mκ = 1
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donde:

Zii =

[
sen θi 1

− cos2 θi sen θi

]
; Z ij

i<j
=

[
sen θj 1

sen θi sen θj sen θi

]
; Z ij

i>j
= 0

(4.7)

Si κ es impar entonces:

Zκκ = 1 y Z iκ
i<κ

=

[
1

sen θi

]
(4.8)

La función de transferencia del sistema rápido está dado por:

(χ1

κ
)T
(

sIκ + (Mκ − Uκ)
)−1

χκ
κ

=
1

∆B(s)
(4.9)

donde:

∆B(s) =



κ
2∏

k=1

(
(s + sen θk)

2 + cos2 θk

)
si κ es par

(s + 1)

κ−1
2∏

k=1

(
(s + sen θk)

2 + cos2 θk

)
si κ es impar

(4.10)

Demostración

Haremos la demostración para κ par5. La Matriz (Mκ − Uκ) tiene la siguiente
forma:

(Mκ − Uκ) =


X1 Y 0 0 · · · 0 0 0
0 X2 Y 0 · · · 0 0 0
. . . . · · · . . .
0 . . . · · · 0 Xκ−2

2
Y

0 . . . · · · 0 0 Xκ
2


5Para el caso impar SISO ver la demostración en [17], para el caso sistema de múltiples

entradas múltiples salidas (sistemas MIMO) ver la demostración en [18].
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donde

Xk =

[
sen θk −1
cos2 θk sen θk

]
, k ∈

[∣∣∣1, κ
2

∣∣∣]
Y =

[
0 0
−1 0

]
Entonces dicha matriz inversa es:

(Mκ − Uκ)−1 =
[
Zij

]
donde Zkk = X−1

k , Z ij
i<j

= (−1)j−i
j−1∏
k=i

(X−1
k Y ) ·X−1

j , Z ij
i>j

= 0

Observe que Zkk = X−1
k =

[
sen θk 1
−cos2θk sen θk

]
, k ∈

[∣∣∣1, κ
2

∣∣∣]. Luego entonces:

X−1
k Y =

[
sen θk 1
−cos2θk sen θk

] [
0 0
−1 0

]
= (−1)

[
1 0

sen θk 0

]
, k ∈

[∣∣∣1, κ
2

∣∣∣].
Por lo tanto:

Z ij
i<j

= (−1)j−i
j−1∏
k=i

([
1 0

sen θk 0

])
·
[

sen θj 1
−cos2θj sen θj

]
=

[
sen θj 1

sen θi sen θj sen θi

]
Lo cual implica (4.7).

Para la función de transferencia tenemos:

Para cada k ∈
[∣∣∣1, κ

2

∣∣∣], se define hk = (s + sen θk)
2 + cos2 θk

La Matriz sIκ + (Mκ − Uκ) tiene la siguiente forma:

sIκ + (Mκ − Uκ) =


Xs1 Ys 0 0 · · · 0 0 0
0 Xs2 Y 0 · · · 0 0 0
. . . . · · · . . .
0 . . . · · · 0 Xsκ−2

2

Ys

0 . . . · · · 0 0 Xsκ
2


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donde

Xsk =

 s + sen θk −1

cos2 θk s + sen θk

 , i ∈
[∣∣∣1, κ

2

∣∣∣]

Ys =

[
0 0
−1 0

]
Entonces dicha matriz inversa es:(

sIκ + (Mκ − Uκ)
)−1

=
[
Zsij

]
donde:

Zskk = Xsk
−1 , Zs ij

i<j

= (−1)j−i
j−1∏
k=i

(X−1
sk
Ys) ·X−1

sj
, Zs ij

i>j

= 0.

Observe que Zskk = X−1
sk

=


s + sen θk

hk

1

hk

− cos2 θk
hk

s + sen θk
hk

 , k ∈
[∣∣∣1, κ

2

∣∣∣].
Luego entonces:

X−1
sk
Ys =


s + sen θk

hk

1

hk

− cos2 θk
hk

s + sen θk
hk


[

0 0
−1 0

]
= (−1)


1

hk
0

s + sen θk
hk

0

 ,

k ∈
[∣∣∣1, κ

2

∣∣∣].
Aśı, se tiene que:

Zs ij
i<j

= (−1)j−i
j−1∏
k=i




1

hk
0

s + sen θk
hk

0


 ·


s + sen θj

hj

1

hj

− cos2 θj
hj

s + sen θj
hj

 ,
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En particular:

Zs1κ2
= (−1)

κ−2
2


1∏κ−2
2

k=1 hk
0

s + sen θ1∏κ−2
2

k=1 hk
0

 ·


s + sen θκ
2

hκ
2

1

hκ
2

− cos2 θκ
2

hκ
2

s + sen θκ
2

hκ
2

 , luego:

Zs1κ2
= (−1)

κ−2
2



s + sen θκ
2∏κ−2

2
k=1 hk

1∏κ−2
2

k=1 hk(
s + sen θ1

)
·
(

s + sen θκ
2

)
∏κ−2

2
k=1 hk

s + sen θ1∏κ−2
2

k=1 hk


Como la función de transferencia del sistema rápido esta dada por:

(
χ1

κ

)T(
sIκ + (Mκ − Uκ)

)−1

χκ
κ
, entonces de lo anterior se tiene que:

(
χ1

κ

)T(
sIκ + (Mκ − Uκ)

)−1

χκ
κ

=
1

κ
2∏

k=1

hk

=
1

κ
2∏

k=1

[
(s + sen θk)2 + cos2 θk

] =
1

∆B(s)

Un procedimiento muy adecuado usado en la ingenieŕıa para simplificar el mo-
delo es el siguiente: (ver Sección 2.5 de [15])6:

1. Haciendo ε = 0 en (4.2) y sin hacer caso de la condición inicial para z
conseguimos el siguiente modelo lento sin corregir: zs(t) =

[
1 sen θ1 · · · 1 sen θκ

2

]T
(xs(t) + u(t))

xs(t) = x(0)e−βt
ys(t) = xs(t) + (χκ

1
)T zs(t)

(4.11)

6En adelante asumimos que κ es par. El desarrollo para κ impar se trata de manera similar.
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2. Definiendo el escalamiento rápido del tiempo, τ = t/ε, conseguimos el
siguiente modelo rápido sin corregir:{

zf (τ) = z(τ)− zs(τ)
d
dτ zf (τ) = −(Mκ − Uκ)zf (τ) ; zf (0) = z0 + (Mκ − Uκ)−1χκ

κ
x(0)

(4.12)

apartir de la común y adecuada simplificación del modelo, realizamos el filtro
acoplador de derivadas singularmente perturbado (filtro-ADSP), éste parece se-
guir la señal de entrada u(t). Esta entrada puede ser por ejemplo la salida de
un derivador en el tiempo de orden mayor o igual a κ 7.

Para el procedimiento ingenieril anterior, procedemos primero a obtener dos
modelos de escala en el tiempo del filtro-ADSP (4.2), encontramos después las
caracteŕısticas de sus valores propios, y finalmente validamos la aproximación
del estado sin corregir.

4.3.1. Modelo de Dos Escalas en el Tiempo.

A continuación damos 2 resultados importantes:

Lema 3 Si 0 < ε < mı́n{1, ε1}, donde:

ε1 =

(
κ3/2

(
(β + 1) + κ

1
2

)
+ 2

√
(β + 1)κ

1
2

)−1

(4.13)

entonces existe L(ε) ∈ Rκ+1, solución de la siguiente ecuación algebraica:

R(L, ε) = χκ
κ

+ (Mκ − εβIκ − Uκ)L + εκ+2

((
χ1

κ

)T

L

)
L = 0 (4.14)

Más aún, una solución aproximada de (4.14) es: L(ε) = (Iκ + εβ(Mκ − Uκ)
−1)L0 +O (ε2)

L0 = −
[

1 sen θ1 1 sen θ2 · · · 1 sen θκ
2

]T (4.15)

7El sistema compuesto (el derivador más el filtro-ADSP) será propio (bajo ciertas condi-
ciones estructurales).
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Demostración

Poniendo A11 = −β, A12(ε) = −εκ+1
(
χ1
κ

)T
, A21 = χκ

κ
, y A22 = −(Mκ − Uκ)

en la ecuación (2.8) de la Sección 2.2 de [15], obtenemos (4.14). Siguiendo la
demostración de Lema 2.1 de [15] y recordando el Lema 2, además notando que
detA22 = (−1)κ 6= 0, se tiene que:

L(ε) = L(0) + εdL(ε)

dε

∣∣∣
ε=0

+O (ε2)

L(0) = −(Mκ − Uκ)−1χκ
κ

= −
[

1 sen θ1 1 sen θ2 · · · sen θκ
2

]T ∆
= L0

dL(ε)

dε

∣∣∣
ε=0

= β(Mκ − Uκ)−1L(0)

Para proveer la validación de (4.15) pongamos A0(ε) = −βIκ + εκ+1
(
χ1
κ

)T
L0

en Lema 2.2 de [15], entonces conseguimos apartir de la demostración de Lema
2.2 de [15] y recordando el Lema 2:

f(D) = −ε(Mκ − Uκ)
−1
[
− β + εκ+1

(
χ1
κ

)T(
L0 + D(ε)

)](
L0 + D(ε)

)
, don-

de:

c = ‖ε(Mκ − Uκ)−1‖2 ≤ ε
√
κ ‖(Mκ − Uκ)−1‖1 = ε

√
κ ‖ [zij] ‖1 <

ε
√
κκ = εκ3/2,

a =
∥∥∥−β + εκ+1

(
χ1
κ

)T
L0

∥∥∥
2

= ‖−β − εκ+1‖2 = β + εκ+1,

b =
∥∥∥εκ+1

(
χ1
κ

)T∥∥∥
2

= εκ+1,

` = ‖L0‖2 .

Puesto que
√
κ sen θ1 < ` <

√
κ, obtenemos:

(
β + εκ+1

)
sen θ1

√
κ

εκ+1
< a`/b <

(
β + εκ+1

)√
κ

εκ+1

y también a+ b`+ 2
√
ab` <

(
β + εκ+1

)
+ εκ+1

√
κ+ 2

√(
β + εκ+1

)
εκ+1κ1/2, es
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decir :

1(
β + εκ+1

)
+ εκ+1

√
κ+ 2

√(
β + εκ+1

)
εκ+1κ1/2

<
1

a+ b`+ 2
√
ab`

Puesto que c < εκ3/2, entonces necesitamos:

εκ3/2 <
1(

β + εκ+1
)

+ εκ+1
√
κ+ 2

√(
β + εκ+1

)
εκ+1κ1/2

Pero 0 < ε < ε1 y 0 < εκ+1 < ε < 1 implican:

εκ3/2 <
1

(β + 1) + κ1/2 + 2
√

(β + 1)κ1/2
<

1(
β + εκ+1

)
+ εκ+1

√
κ+ 2

√(
β + εκ+1

)
εκ+1κ1/2

Lo cual prueba la validez de (4.15).

Lema 4 Bajo las mismas condiciones del Lema 3 existe H(L, ε) ∈ R1×κ solu-

ción de la siguiente ecuación algebraica:

S(H, ε) = H

(
(Mκ − Uκ) + ε

(
−
(
β − εκ+1

(
χ1
κ

)T
L
)
Iκ + εκ+1L

(
χ1
κ

)T
))
−εκ+1

(
χ1
κ

)T
= 0

(4.16)

Más aún, una solución aproximada de (4.16) es:{
H(ε) = εκ+1H(0) +O (εκ+2)

H0 =
[

sen θ1 1 sen θ2 1 · · · sen θκ
2

1
] (4.17)

Demostración

Poniendo A11 = −β, A12(ε) = −εκ+1
(
χ1
κ

)T
, y A22 = −(Mκ−Uκ) en la ecuación

(4.3) de la Sección 2.4 de [15] obtenemos (4.16).

Apartir de (4.16) y (4.15), tenemos:

H
[
(Mκ − Uκ)− εβIκ +O(εκ+2)

]
= εκ+1

(
χ1

κ

)T
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Notemos que

(
recuerde que 0 < sen θi < 1 y que 0 < ε < ε1 <

1

β

)
:

det
[
(Mκ − Uκ)− εβIκ

]
= (1− εβ)

κ
2∏

i=1

[
(1− εβ)2 + 2εβ(1− sen θi)

]
6= 0

Conseguimos apartir del Lema de Inversión8:

H(ε) = εκ+1
(
χ1

κ

)T
(Mκ − Uκ)−1 +O(εκ+2)

el cual junto con el Lema 2 implican (4.17).

De los Lemas 3 y 4 podemos definir el siguiente cambio de variables de estado:[
ξ

η

]
=

[
1− εH∗(L, ε)L(ε) −εH(L, ε)

L(ε) Iκ

][
x

z

]
(4.18)

conduciendo al siguiente modelo de dos escalas en el tiempo del ADSP-filtro

(4.2):[
ξ̇(t)
εη̇(t)

]
=

 −
(
β − εκ+1

(
χ1
κ

)T
L(ε)

)
0

0 −
(

(Mκ − Uκ) + εκ+2L(ε)
(
χ1
κ

)T)
[ ξ(t)

η(t)

]

+

[
−H(L, ε)χκ

κ

χκ
κ

]
u(t)

y(t) =
[ (

χ1
κ

)T
L(ε)

(
χ1
κ

)T (1− εL(ε)H(L, ε)
) ] [ ξ(t)

η(t)

]
(4.19)

4.3.2. Propiedades de los Valores Propios.

Indicamos el primer resultado principal:

Teorema 4 Si 0 < ε < mı́n
{

1, ε1,
(

sen π/(2κ)
)1/(κ+1)

}
entonces el SLPS

(4.18) (y aśı el SLPS (4.2)) es asintóticamente estable. Sus valores propios

λi, son aproximados como sigue:

λ0(ε) = −
(
β + εκ+1

)
+O

(
εκ+2

)
(4.20)

8
(
A− εβI

)−1 = A−1 +
κ+1∑
i=1

(εβ)iA−(2i−1) +O(εκ+2).
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
λ(2j−1)(ε) =

1

ε

(
− cos θi + i sen θi +O

(
εκ+2

))
j ∈

[∣∣∣1, κ
2

∣∣∣];
λ2j(ε) = λ̄(2j−1)(ε) j ∈

[∣∣∣1, κ
2

∣∣∣];
λκ(ε) =

1

ε

(
−1 +O

(
εκ+2

)) (4.21)

Y todos los valores propios siguen siendo distintos en el semiplano izquierdo

abierto complejo s.

Demostración

Esta demostración, es basada en la prueba del Teorema 3.1 y del Corolario 3.1

de [15] y la cual se realiza en 5 pasos:

1. En la misma forma que en la Sección 2.3 de [15]. La ecuación caracteŕıstica

del SLPS (4.19) (y aśı el SLPS (4.2) ψ(s, ε) es factorizado como:

ψ(s, ε) =
1

εκ
ψs(s, ε)ψf (sf , ε) = 0 (4.22)

donde

ψs(s, ε) = (s + β)− εκ+1
(
χ1

κ

)T
L(ε) (4.23)

es el polinomio caracteŕıstico del subsistema lento, y

ψf (sf , ε) = det

((
sfIκ + (Mκ − Uκ)

)
− εκ+2L(ε)

(
χ1

κ

)T)
(4.24)

es el polinomio caracteŕıstico del subsistema rápido, en la escala de alta

frecuencia sf = εs.

2. Con respecto al polinomio caracteŕıstico del subsistema lento, tenemos de

(4.23) y (4.15):

λ0(ε) = −β+εκ+1
(
χ1
κ

)T
L(0) +εκ+2β

(
χ1
κ

)T
(Mκ − Uκ)−1L(0) +O (εκ+3) =

−β − εκ+1 − εκ+2β
(

2

κ
2∑
i=1

sen θi

)
+O

(
εκ+3

)
= −β − εκ+1 +O

(
εκ+2

)
.

3. Con respecto al polinomio caracteŕıstico del subsistema rápido, note pri-

mero que los κ valores propios, λBi , de −(Mκ − Uκ) son las ráıces del

polinomio Butterword (4.10), y aśı todos ellos son distintos.
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4. Note después que las sucesivas derivadas totales de los polinomios exactos,

(4.23) y (4.24), con respecto a ε son9:

d

dε
ψf (sf , ε) =

∂ψf
∂sf

(dsf
dε

)
+
∂ψf
∂ε

= 0

di

dεi
ψf (sf , ε) =

∂ψf
∂sf

(disf
dεi

)
+
(

di

dεi
(∂ψf
∂sf

))(dsf
dε

)
+

di

dεi
(∂ψf
∂ε

)
= 0, con

i ∈ [|2, n+ 1|] . Puesto que ε = 0 y los λBi (i ∈ [|1, κ|]) son todos distintos,

esto garantiza que:
∂ψ
(
λBi , 0

)
∂sf

6= 0. Esto implica la existencia de
dn+1

λBi (ε)

dεn+1

para todo ε ∈ (0, ε∗), para algún ε∗ > 0, lo cual implica la existencia de

la serie de Taylor:

λBi (ε) = λBi (0)+ε d
dελ

B
i (0)+· · ·+ εn

n!
dn

dεnλ
B
i (0)+Rn+1, con Rn+1 = O (εn+1).

5. Dada la existencia de la serie de Taylor alrededor de ε = 0, de las ráıces

de ψs(s, ε) y ψf (sf , ε) y la aproximación (4.15) de L(ε), obtenemos (4.20)

y (4.21).

6. Finalmente note que las desigualdades 0 < ε < 1 y εκ+1 < εκ <
1

ε
sen θ1

garantiza que los valores propios más cercanos al eje imaginario, λ1(ε)

y λ2(ε), permanecen en el semiplano izquierdo abierto complejo s. Ade-

más, puesto que
1

ε
sen

∆θ

2
=

1

ε
sen θ1 todos los valores propios permanecen

distintos.

4.3.3. Comportamiento Externo del filtro-ADSP

Lema 5 Si 0 < ε < mı́n

{
1,

β

2

}
entonces existe ε∗1 > 0 tal que:

e−
(
β+εκ+1+O(εκ+2)

)
t = e−

(
β+εκ+1

)
t +O (εκ) para ε ∈ (0, ε∗1). (4.25)

9Lo desarrollamos para ψf . ψs se hace de igual manera.
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Demostración

Consideremos la siguiente función de valores reales:

f(t, ε) = e−
(
β+εκ+1

)
+g(ε)t donde g(ε) = O(εκ+2)

es decir |g(ε)| < Kfε
κ+2 para ε ∈ (0, ε∗f ) con Kf > 0 y ε∗f > 0.

Sea ε∗1 ∈ (0, ε∗f ) tal que Kfε
∗
1 < 1, a saber, en otras palabras, |g(ε)| < εκ+1 para

ε ∈ (0, ε∗1). Entonces:

e−(β+2εκ+1)t < f(t, ε) < e−βt

Definamos la siguiente función:

∆(t) = e−βt − e−(β+2εκ+1)t

en la cual el máximo ocurre en: t∗ = (2εκ+1)−1 ln

(
1 +

2εκ+1

β

)
, es decir:

∆(t∗) =

(
1 +

2εκ+1

β

)−( β

2εκ+1 )
[

1−
(

1 +
2εκ+1

β

)−1
]
<

e−( β

2εκ+1 )

[
1−

(
1 +

2εκ+1

β

)−1
]
.

Ahora, puesto que ε <
β

2
y

2εκ+1

β
< εκ < ε < 1, Podemos aplicar la serie de

Taylor a la desigualdad anterior, es decir

∆(t∗) < e( β

2εκ+1 )
[
1−

(
1− 2εκ+1

β
+R2

)]

donde R2 =

(
1 +

2aκ+1

β

)−3(
2εκ+1

β

)2

, con a ∈ (0, ε), es decir:

∆(t∗) < e−
(

2εκ+1

β

) [
2εκ+1

β
+O (1)

(
2εκ+1

β

)2
]

= O (εκ)

lo cual implica (4.25).
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Lema 6 Sea hκ(t) y ακ(t) definidas como sigue:

hκ(τ, ε) =
(
χ1

κ

)Te−((Mκ−Uκ)+O(εκ+2)
)
τχκ

κ
y ακ(τ, ε) =

∫ t

0

hκ(τ − σ, ε)dσ

(4.26)

Si 0 < ε < mı́n

{
1,

(
1√
2

sen
( π

2κ

)1/(κ+1)
}

, entonces existe k0 = O (1),

k1 = O (1), y ε∗2 > 0 tal que:

 |hκ(τ, ε)| ≤ κ1e−
(

sen θ1−
√

2εκ+1
)
τ y

|ακ(τ, ε)− 1| ≤ κ0e−
(

sen θ1−
√

2εκ+1
)
τ + εκ+1 para ε ∈ (0, ε∗2).

(4.27)

Demostración

Del Lema 2 y del Teorema 4, obtenemos:

hκ(τ, ε) = L−1
{(
χ1
κ

)T (
sfIκ − (Mκ − Uκ) +O(εκ+2)

)−1
χκ
κ

}

= L−1


1 +

κ−1∑
j=0

ρj(ε)s
j
f

(sf + 1 + aκ(ε))

κ
2∏
i=1

[
(sf + sen θi + bi(ε))

2 + (cos θi + ci(ε))
2
]


donde:

aκ(ε), bi(ε), ci(ε), ρj(ε) ∈ R,

aκ(ε) = O(εκ+2), bi(ε) = O(εκ+2), ci(ε) = O(εκ+2), yρj(ε) = O(εκ+2)

con i ∈
[∣∣∣1, κ

2

∣∣∣] y j ∈ [|0, κ− 1|]. Es decir, existe Kh > 0 y ε∗h > 0 tal que

|aκ(ε)| < Khε
κ+2, |bi(ε)| < Khε

κ+2, y |ci(ε)| < Khε
κ+2, para ε ∈ (0, ε∗h), con

i ∈
[∣∣∣1, κ

2

∣∣∣].
Sea ε∗2 ∈ (0, ε∗h) tal que Khε

∗
2 < 1, a saber, en otras palabras, |aκ(ε)| < εκ+1,

|bi(ε)| < εκ+1, y |ci(ε)| < εκ+1, para ε ∈ (0, ε∗2), con i ∈
[∣∣∣1, κ

2

∣∣∣].
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Ahora, si ε <
(
2−1/2 sen ∆θ/2

)1/(κ+1)
y ε <

(
2−1/2 sen θ1

)1/(κ+1)
, entonces no

hay intersecciones entre las vecindades de radios
√

2εκ+1 y centrados en −1 y

en − cos θi ± ı sen θi, i ∈
[∣∣∣1, κ

2

∣∣∣], y todos ellos están en el semiplano complejo

izquierdo abierto, aśı todos los polos de la transformada de Laplace de la función

hκ(τ, ε) son Hurwitz y todos distintos, aśı:

hκ(τ, ε) = k1e−
(

sen θ1−
√

2εκ+1
)
τfκ(τ, ε)

fκ(τ, ε) =
1

k1

(
Aκ(ε)e−(1−sen θ1+

√
2εκ+1+aκ)τ

+

κ
2∑
i=1

Xi(ε)e−
(

sen θi−sen θ1+
√

2εκ+1+bi(ε)
)
τ cos

(
(cos θi + ci(ε))τ + ϕi(ε)

))
donde: k1, Aκ(ε), Xi(ε), ϕi(ε) ∈ R, k1 > 0, Aκ(ε) = O (1), y Xi(ε) = O (1); con[∣∣∣1, κ

2

∣∣∣]. Haciendo k1 = |Aκ|+
κ
2∑
i=1

|Xi| obtenemos (4.27.a).

Con respecto a ακ(τ, ε) tenemos:

ακ(τ, ε) =

L−1


1 +

κ−1∑
j=0

ρj(ε)s
j
f

sf (sf + 1 + aκ(ε))

κ
2∏
i=1

[
(sf + sen θi + bi(ε))

2 + (cos θi + ci(ε))
2
]


ακ(τ, ε) = A0(ε) + k0e−
(

sen θ1−
√

2εκ+1
)
τ f̄κ(τ, ε)

f̄κ(τ, ε) =
1

k0

(
Aκ(ε)e−(1−sen θ1+

√
2εκ+1+aκ)τ

+

κ
2∑
i=1

X i(ε)e−
(

sen θi−sen θ1+
√

2εκ+1+bi(ε)
)
τ cos

(
(cos θi + ci(ε))τ + ϕ̄i(ε)

))
A0(ε) =

1 + ρ0(ε)

(1 + aκ(ε))

κ
2∏
i=1

[
1 + 2(bi(ε) sen θi + ci(ε) cos θi) + b2

i (ε) + c2
i (ε)

]
= 1 + d(ε)

donde: k0, Aκ(ε), X i(ε), ϕ̄i(ε), d(ε), ∈ R, k0 > 0, Aκ(ε) = O (1), X i(ε) = O (1);

con
[∣∣∣1, κ

2

∣∣∣]. Y d(ε) = O(εκ+2), es decir, existe Kα > 0 y ε∗α > 0 tal que |d(ε)| <
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Kαε
κ+2 para ε ∈ (0, ε∗α). Sea ε∗2 ∈ (0, mı́n{ε∗h, ε∗α}) tal que Kαε

∗
2 < 1, a saber,

en otras palabras, |d(ε)| < εκ+1 para ε ∈ (0, ε∗2). Haciendo k0 =
∣∣Aκ∣∣+ κ

2∑
i=1

∣∣X i

∣∣
obtenemos (4.27.b).

Supongamos que la señal de entrada es una función continua Lipschitz acotada.

A saber, existen dos constantes positivas L0 y L1 tal que:

|u(t1)| ≤ L0 y |u(t1)− u(t2)| ≤ L1|t1 − t2| ∀ t1, t2 ≥ 0. (4.28)

Estamos ahora en la posición de establecer el siguiente resultado principal:

Teorema 5 Sea p, q ∈ Z+ tal que se satisface:
1

p
+

1

q
= 1.

Si 0 < ε < mı́n

{
1, ε1,

β

2
,

(
1√
2

sen
( π

2κ

))1/(κ+1)

,
1

L0

,
1

Lq1

}
, (4.29)

entonces existe ε∗ ∈
(
0, mı́n{ε∗1, ε∗2}

)
, tal que para cada ε ∈ (0, ε∗), el com-

portamiento externo de el filtro-ADSP es aproximado por:

y(t) = u(t)+e−(β+εκ+1)tx(0)+
(
L0k0+O (1)

)
e−
(

sen θ1−
√

2εκ+1
)
t/ε+O

(
ε1/p
)
∀ t ≥ 0

(4.30)

Más aún, la corrección de la “capa frontera” (4.12) es significante únicamente

durante el intervalo inicial [0, t∗], donde10:

t∗ = O
(

ε

sen θ1 −
√

2εκ+1
ln

L0

ε1/p

)
(4.31)

después de lo cual

y(t) = u(t) + e−(β+εκ+1)tx(0) +O
(
ε1/p
)
∀ t ≥ t∗ (4.32)

10Si L0 ≤ ε1/p se tiene que t∗ = 0.
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Demostración

De (4.19), (4.15), (4.17), (4.25), Teorema 4, y recordando que εL0 < 1 obtene-

mos:

ξ(t) = e−
(

(β+εκ+1)+O(εκ+2)
)
tξ(0)

−
(
εκ+1H(0) +O (εκ+2)

)
χκ
κ

∫ t

0

e−
(

(β+εκ+1)+O(εκ+2)
)

(t−σ)u(σ)dσ

= e−(β+εκ+1)tξ(0) +O (εκ)

−εκ+1
(
1 +O (ε)

)∫ t

0

e−
(

(β+εκ+1)+O(εκ+2)
)

(t−σ)u(σ)dσ

= e−(β+εκ+1)tξ(0) +O (εκ)

y

η(t) = e−
(

(Mκ−Uκ)+O(εκ+2)
)
t/εη(0) +

∫ t/ε

0

e−
(

(Mκ−Uκ)+O(εκ+2)
)

(t/ε−σ)χκ
κ
u(εσ)dσ

y(t) =
(
1 +O (ε)

)
ξ(t) +

((
χ1
κ

)T
+O(εκ+2)

)
η(t)

Es decir:

y(t) = e−(β+εκ+1)tξ(0) +
(
χ1
κ

)Te−((Mκ−Uκ)+O(εκ+2)
)
t/εη(0)+∫ t/ε

0

(
χ1

κ

)Te−((Mκ−Uκ)+O(εκ+2)
)

(t/ε−σ)χκ
κ
u(εσ)dσ +O (ε)

Del Lema 6 y recordando que εL0 < 1 y que ε1/qL1 < 1), obtenemos:∣∣∣∣y(t)− e−(β+εκ+1)tξ(0)−
(
χ1
κ

)Te−((Mκ−Uκ)+O(εκ+2)
)
t/εη(0)− u(t)

∣∣∣∣
≤ O (ε) +

∣∣∣∣∣u(t)

(∫ t/ε

0

(
χ1

κ

)Te−((Mκ−Uκ)+O(εκ+2)
)

(t/ε−σ)χκ
κ
dσ − 1

)∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫ t/ε

0

(
χ1

κ

)Te−((Mκ−Uκ)+O(εκ+2)
)

(t/ε−σ)χκ
κ

(
u(εσ)− u(t)

)
dσ

∣∣∣∣∣
= O (ε) + |u(t)| |ακ(t/ε, ε)− 1|+

∫ t/ε

0

∣∣h((t/ε− σ), ε
)∣∣ |u(εσ)− u(t)| dσ

= O (ε) + k0L0e−
(

sen θ1−
√

2εκ+1
)
t/ε + εκ+1L0+

k1L1
1

ε

∫ t

0

e−
(

sen θ1−
√

2εκ+1
)

(t−σ̄)/ε(t− σ̄)dσ̄

≤ O (ε) + k0L0e−
(

sen θ1−
√

2εκ+1
)
t/ε + εκ+1L0 + εL1k1

/(
sen θ1 −

√
2εκ+1

)2

≤ O
(
ε1/p
)

+ k0L0e−
(

sen θ1−
√

2εκ+1
)
t/ε
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De (4.18), (4.15) y (4.17), tenemos:

ξ(0) =
(
1− εH(L, ε)L(ε)

)
x(0)− εH(L, ε)z(0) =

(
1 +O (εκ+2)

)
x(0)

+O (εκ+2) z(0)

η(0) = L(ε)x(0) + z(0) =
(
L0 +O (ε)

)
x(0) + z(0)

Del Teorema 4, tenemos:∣∣∣∣(χ1

κ

)Te−((Mκ−Uκ)+O(εκ+2)
)
t/εη(0)

∣∣∣∣ ≤ k3e−
(

sen θ1−
√

2εκ+1
)
t/ε

donde k3 = O (1), lo cual implica (4.30). La ecuación (4.32) es deducida direc-

tamente.

4.4. Conclusión

En este caṕıtulo, se resolvió el Problema 1, introducido en la sección 4.2. Para

esto, se modificó la proposición dada en [21], para poder utilizar la sólida teoŕıa

de Perturbaciones Singulares, (ver [15]) como herramienta de análisis. Básica-

mente la modificación consistió en la substitución del filtro
1

(εs+ 1)κ
por un

filtro Butterword pasa bajas, el cual nos permitió una agradable aplicación de

los resultados de [15].

Nuestra solución para diseñar un filtro adecuado separó agradablemente la cali-

dad de la aproximación, dado por el subsisistema rápido, parametrizado por la

inversa del parámetro positivo11, ε, a partir del radio de convergencia dado por

el subsistema lento parametrizado por el parámetro positivo, β.

11El parámetro ε fue elegido adecuadamente, garantizando la separación de las dos escalas
en el tiempo, la lenta y la rápida (4.19) y además garantizando la estabilidad del (SPLS)
(4.2)(ver Teorema 4).



79

Caṕıtulo 5

Aproximaciones Propias (Caso
MIMO)

5.1. Introducción

En este caṕıtulo, estamos interesados en encontrar una aproximación exponen-

cial propia para el caso MIMO, la cual es una extiensión de los resultados del

Caṕıtulo 4, es decir:

Problema 2 Dado un sistema lineal no propio e invariante en el tiempo Σc,
con realización:

Nẇ(t) = w(t)− Γv(t) , u(t) = Θw(t) (5.1)

donde v ∈ Rm, u ∈ Rn, y w ∈ Rn̂+n son la entrada, la salida y la variable des-
criptora, respectivamente. N es una matriz nilpotente con ı́ndice de nilpotencia
κ+ 1 y Γ es una transformación lineal tal que la matriz [N Γ] es epica. Suponga-
mos que v es acotada y que las primeras κ derivadas de v existen, son Lipschitz
acotadas y funciones del tiempo continuas, a saber:

H1. ‖v(t)‖2 ≤ K0, para todo t ≥ 0.

H2. ‖v(t1)− v(t2)‖2 ≤ L0 |t1 − t2|,
∥∥div(t1)/dti − div(t2)/dti

∥∥
2

≤ Li |t1 − t2|, para todo t1, t2 > 0, i ∈ [|0, κ|],

con K0 y Li (i ∈ [|0, κ|]) algunas constantes positivas.
Se requiere encontrar un filtro estrictamente propio e invariante en el tiempo,
Σfε : ζ̇(t) = A(ε)ζ(t) + B(ε)u(t), y(t) = C(ε)ζ(t), y encontrar constantes positivas β y
ε, tales que:
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Q1) ∃ K > 0 tal que ĺım
ε−→0

‖y(t)− u(t)‖2 ≤ Ke−βt, ∀ t > 0.

Q2) ∃ ε∗ > 0 tal que Σfε es internamente estable ∀ ε ∈ (0, ε∗).

Q3) El sistema total Σf ◦Σc es estrictamente equivalente a un sistema propio
lineal e invariante en el tiempo.

En otras palabras requerimos el filtro propio Σf , para volver propio al sistema

total Σf ◦ Σc, y tal que la salida y(t), tienda exponencialmente al comporta-

miento no propio de Σc. El interés, es finalmente sintetizar el sistema propio

total Σf ◦ Σc como una aproximación propia de Σc.

5.2. Estabilidad Relativa del Filtro ADSP

En el Teorema 5, del Caṕıtulo 4, se dieron condiciones sobre el parámetro posi-

tivo ε el cual garantiza una cierta precisión de la aproximación de la salida del

filtro ADSP. En esta sección se extiende el filtro acoplador de derivadas singu-

larmente perturbado (ADSP), del Caṕıtulo 4, para el caso MIMO, y se muestra

que la estabilidad relativa del filtro ADSP (4.2) depende de la elección del pa-

rámetro positivo β. Para esto, estudiamos la fase y el margen de ganancia de su

ecuación caracteŕıstica FB (recordemos (4.5), (4.9) y (4.10)):

FB(ω) = 1 +KκGκ(ω) , Kκ = εκ+1
/
β ,

G−1
κ (ω) = (1 + ω/β)∆B(εω) ,

∆B(εω) = (1 + εω)σo
∏σκ
i=1

(
(1− (εω)2) + (2εω sin θi,κ)

)
,

(5.2)

Si κ es impar: σo = 1 & σκ = (κ− 1)/2, si no: σo = 0 & σκ = κ/2; y θi,κ = π/(2κ) + (i− 1)π/κ,

i ∈ [|1, κ|].

Recordemos que la magnitud en el diagrama de Bode del filtro Butterworth

es maximalmente plana en el origen y más aún: |∆B(εω)| =
√

1 + (εω)2κ, lo cual

implica:∣∣∣Gκ(
√
β/ε)

∣∣∣ =
√
εβ
/√

1 + (εβ) + (εβ)κ + (εβ)κ+1 ,

|Gκ(0)| = 1 , ∂ |Gκ(ω)|
/
∂ω < 0 ∀ ω > 0

|∆B()| = ko
∏σκ
i=1(2 sin θi,κ) =

√
2

Si κ es impar: ko =
√

2 & σκ = (κ− 1)/2, Si no: ko = 1 & σκ = κ/2

(5.3)
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Supongamos, en esta Sección, que se tiene la desigualdad (4.29) del Teorema

5. Puesto que ε < 1 y ε < β/2, tenemos: Kκ < 1. Aśı, el margen de fase de (5.2),

PhM(KκGκ(ω)), es acotado por abajo por PhM(Gκ(ω)) = 180◦ −
/
Gκ(0) = +180◦.

Aśı, únicamente necesitamos estudiar el margen de ganancia de (5.2),

GM(KκGκ(ω)). A saber, estudiamos el comportamiento del ángulo de fase de

Gκ(ω):

Para κ impar:
/
Gκ(ω) = −φβ(ω)− φε(ω)−

(κ−1)/2∑
i=1

φi,κ(ω)

Para κ par:
/
Gκ(ω) = −φβ(ω)−

∑κ
i=1 φi,κ(ω)

φβ(ω) = arg (1 + (ω/β)) , φε(ω) = arg (1 + (εω)) ,
φi,κ(ω) = arg

((
1− (εω)2

)
+ 
(
2εω sin θi,κ

)) (5.4)

5.2.1. Caso κ ≤ 3

Para κ = 1, tenemos: GM(K1G1(ω)) = K−1
1

∣∣G−1
1 (∞)

∣∣ = +∞.

Para κ = 2, tenemos: 0 ≤ φβ(ω) < π/2 para todo ω ∈ [0, +∞) y 0 ≤ φ1,1(ω) + φ1,1(ω)

≤ π/2 para todo ω ∈ [0, ε−1]. entonces:

GM(K2G2(ω)) ≥ K−1
2

∣∣G−1
2 (ε−1)

∣∣ = (1/ε)2+1ε−1
√

2 + 2(εβ)2

Considere el caso κ = 3. Para esto, primero note que (4.13) y (4.29) implican

que: εβ < ε/ε1 < 1, y (5.3) implican que: 2 sin θ1,3 = 1. Sea ω̄c la media geométrica

de las dos frecuencias de esquina, β y 1/ε, a saber log(ω̄c) = 1
2

(
log(β) + log(1/ε)

)
.

Aśı, para ω ∈ [0, ω̄c] se tiene: 0 ≤ ω/β ≤ 1/
√
εβ, 0 ≤ εω ≤

√
εβ/1, y 0 < 1 − (εβ) ≤ 1

− (εω)2 ≤ 1, lo cual implica (ver (5.4)): 0 ≤ φβ(ω) + φε(ω) ≤ π/2 y 0 ≤ φ1,3(ω) < π/2,

para todo ω ∈ [0, ω̄]. Entonces: 0 ≤ −
/
G3(ω) < π, para todo ω ∈ [0,

√
β/ε]. Aśı

pues, (recordemos (5.3)):

GM(K3G3(ω)) ≥ K−1
3

∣∣∣G−1
3 (

√
β/ε)

∣∣∣
= (1/ε)3+1

√
β/ε

√
1 + (εβ) + (εβ)3 + (εβ)3+1.

5.2.2. Caso κ > 3

Tenemos ya demostrado que:

0 ≤ φβ(ω) + φε(ω) ≤ π/2 , para tod ω ∈ [0,
√
β/ε] (5.5)
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aśı, tenemos únicamente que hacer la demostración para el comportamiento
η∑
i=1

φi,κ(ω), con η = (κ− 1)/2 para κ impar y η = κ/2 para κ par. Necesitamos los

siguientes 2 lemas técnicos:

Lema 7 Sea Sη = {x1, . . . , xη}, xi = sin θi,κ. Entonces:

tan
( η∑
i=1

φi,κ(ω)
)

= ϕη(ω)
/
%η(ω) ,

ϕη(ω) =
σn∑
i=1

(−1)i+1(2εω)2i−1
(
1− (εω)2

)η−(2i−1)
Cη

2i−1
(xim)

%η(ω) =(
1− (εω)2

)η +
σd∑
i=1

(−1)i(2εω)2i
(
1− (εω)2

)η−2i
Cη

2i
(xim)

(5.6)

cuando η es par, ponga: σn = σd = η/2, y cuando η es impar, ponga: σn = (η + 1)/2
y σd = (η − 1)/2.

Lema 8 Sea η ∈ N \ {1}, Sη = {x1, . . . , xη} ⊂ R+,

ℵ`,η(ω) = (2εω)`
(
1− (εω)2

)η−`
Cη
`
(xim)

−(2εω)`+2
(
1− (εω)2

)η−`−2
Cη
`+2

(xim)
(5.7)

donde ` ∈ [|0, η − 2|]. Si:

ω ≤ ε−1
(√

1 + C
η
2 (xim) +

√
C
η
2 (xim)

)−1
(5.8)

Entonces:
ℵ`,η(ω) > 0 (5.9)

Tenemos entonces otro resultado principal:

Teorema 6 Sea κ > 3. Si:

β ≤ (1/ε)

√√√√1 +
η−1∑
i=1

η∑
j=i+1

sin θi,κ sin θj,κ

+

√√√√η−1∑
i=1

η∑
j=i+1

sin θi,κ sin θj,κ

−2 (5.10)

donde η = (κ− 1)/2 para κ impar y η = κ/2 para κ par. Entonces:

0 ≤ −
/
Gκ(ω) < π , para todo ω ∈ [0,

√
β/ε] (5.11)

Más aún:

GM(KκGκ(ω)) ≥ K−1
κ

∣∣∣G−1
κ (

√
β/ε)

∣∣∣
= (1/ε)κ+1

√
β/ε

√
1 + (εβ) + (εβ)κ + (εβ)κ+1

(5.12)
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5.3. Aproximación Propia

Estamos ahora en condiciones de resolver el Problema 1 en el caso MIMO. Para

esto, suponemos que el compensador no propio (5.1) es completamente obser-

vable. Entonces, su forma canónica de Kronecker tiene únicamente n bloques

de ı́ndices mı́nimos por renglón de tamaño (κi + 1)× (κi + 1), i ∈ [|1, n|], tal que

κi > 0,
∑n
i=1 κi = n̂, y máx{κ1, . . . , κn} = κ [12]. Poniendo el sistema (5.1) en su

forma canónica de Kronecker, se tiene:

N = BDM {N1, . . . , Nn} , Ni = T`{χ2
(κi+1)

} ,
Θ = BDM

{
θT1 , . . . , θ

T
n

}
, θi = χ

(κi+1)
(κi+1) ,

Γ =
[

ΓT1 · · · ΓTn
]T

, Γi =
[
γ
i,0

γ
i,1
· · · γ

i,κi

]T
,

con γ
i,j
∈ Rm y γ

i,0
6= 0 , j ∈ [|1, κi|] , i ∈ [|1, n|]

(5.13)

Definiendo las siguientes matrices:

Γ̂i =
[
γ̂

1,i
. . . γ̂

n,i

]T
, i ∈ [|0, κ|] , donde

γ̂
j,i

=

{
γ
j,(κj−κ+i)

para i ∈ [|κ− κj , κ|]
0 en otro caso

, j ∈ [|1, n|]
(5.14)

se tiene apartir de (5.13) y (5.1):

u(t) =
(

Γ̂0
dκ
dtκ + Γ̂1

dκ−1

dtκ−1
+ · · ·+ Γ̂κ−1

d
dt + Γ̂κ

)
v(t) (5.15)

con Γ̂0 6= 0. Sea K0,j, L0,j, L1,j, . . ., Lη̄,j, las constantes positivas de Lipschitz de

las m componentes, vj, de v; a saber: ‖vj(t)‖2 ≤ K0,j, ‖vj(t1)− vj(t2)‖2 ≤ L0,j |t1 − t2|,∥∥divj(t1)/dti − divj(t2)/dti
∥∥

2
≤ Li,j |t1 − t2|, para todo t ≥ 0, t1, t2 > 0, j ∈ [|1,m|],

i ∈ [|0, κ|]. De acuerdo con (5.15) y (4.28), se definen las constantes positivas

de Lipschitz como:

K0 =
∑m
j=1

(∥∥∥Γ̂κχjm

∥∥∥ 2K0,j +
∑κ−1
i=0

∥∥∥Γ̂iχjm

∥∥∥ 2L(κ−1−i),j

)
,

L0 =
∑m
j=1

∑κ
i=0

∥∥∥Γ̂iχjm

∥∥∥ 2L(κ−i),j.

Entonces: |u(t1)| ≤ K0 y |u(t1)− u(t2)| ≤ L0|t1 − t2| ∀ t1, t2 ≥ 0.

5.3.1. Convergencia

El Problema 2 es resuelto por el siguiente resultado:
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Teorema 7 Sea el filtro ADSP multivariable, Σfε ,

ẋ(t) = −βx(t)− εKεCoz(t) ,
εż(t) = Box(t) +Aoz(t) +Bou(t) , y(t) = Coz(t)

(5.16)

donde: x ∈ Rn, z ∈ Rn̂, u ∈ Rn, y y ∈ Rn, y:

Ao = BDM {A1, . . . , An} , Bo = BDM {b1, . . . , bn} ,
Kε = BDM {εκ1 , . . . , εκn} , Co = BDM

{
cT1 , . . . , c

T
n

} (5.17)

Ai = (−Mκi + Uκi), bi = χκi
κi
, ci = χ1

κi
, con i ∈ [|1, n|] (5.18)

Sea ε ∈ R+ y p, q ∈ Z+ tal que 1/p+ 1/q = 1. Si:

ε < mı́n
{

1, ε1(κ̄), β
2 ,
( sin(π/(2κ))√

2

)1/(κ+1)
, K

−1
0 , L

−q
0

}
(5.19)

entonces existe ε̄∗ > 0 tal que, para todo ε ∈ (0, ε̄∗), el filtro ADSP multivariable,
Σfε , es internamente estable y:

ĺım
ε−→0

ε∈(0, ε̄∗)

∥∥∥y(t)−
(∑κ

i=1Γ̂κ−i di
dti + Γ̂κ

)
v(t)

∥∥∥ 2 ≤ ‖x(0)‖ 2e−βt , (5.20)

para todo t > 0. Más aún, el sistema total, Σfε ◦ Σc, es externamente equivalente
al sistema propio singularmente perturbado:

ẋ(t) = −βx(t)− εKεCoz̄(t)− εΓ0v(t) ,
ε ˙̄z(t) = Box(t) +Aoz̄(t) +

(
AoRp +BoΘ

)
Γv(t) ,

y(t) = Coz̄(t) +K−1
ε Γ0v(t)

(5.21)

donde:

Γ0 =
[
γ

1,0
· · · γ

n,0

]T
, Rp =

[
Rp1 · · · Rpn

]
,

Rpi =
[

(1/εκi−1)Aκi−1
o b̂pi · · · b̂pi 0

]
, i ∈ [|1, n|]

(5.22)

b̂pi =
[
b̃
T
i,1 · · · b̃

T
i,n

]T
∈ Rn̂ , b̃i,j ∈ Rκj ,

b̃ i,j
j 6=i

= 0 , b̃i,i = (1/ε)bi , i ∈ [|1, n|]
(5.23)

con: z̄(t) = z(t)−Rpw(t).
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5.3.2. Margen de Estabilidad

Ahora exploramos el margen de estabilidad del filtro ADSP multivariable en

lazo abierto (5.16). Para esto, encontramos las funciones caracteŕısticas, `i(s), de

la tasa de retorno de la matriz, Lrr(s) (ver [16] para detalles). El sistema en lazo

abierto de (5.16) es:[
ż(t)
ẋ(t)

]
=

[
(1/ε)Ao 0
εKεCo −βIn

]
︸ ︷︷ ︸

AOL

y2(t) =
[

0 In

]︸ ︷︷ ︸
COL

[
zT (t) xT (t)

]T (5.24)

donde y2(t) = x(t) y cuando cerramos el lazo u1(t) = u(t) − y2(t). El determinante

de la tasa de retorno de la matriz es: det(Lrr(s)) = det
(
COL(sI(n̂+n) −AOL)−1BOL

)
=
∏n
i=1 KκiGκi(s),

donde (recordemos (4.9) y (4.10)):

Kκi = εκi+1/β , G−1
κi (s) = (s/β + 1)∆B,i(εs) ,

∆B,i(s) = (s + 1)
∏ (κ−1)

2
j=1

(
(s + sin θj,κi)

2 + cos2 θj,κi
) (5.25)

con: i ∈ [|1, n|]. Por lo tanto, las n funciones caracteŕısticas son:

`i(s) = KκiGκi(s) , i ∈ [|1, n|] (5.26)

El margen de estabilidad está dado por el quinto resultado principal:

Teorema 8 si en adición a las condiciones del Teorema 7 tenemos:

β ≤ (1/ε)ρ∗ (5.27)

ρ∗ = 1 , for κ = 3 (5.28)

ρ∗ =
(√

1 +
∑(κ−3)/2
i=1

∑(κ−1)/2
j=i+1 sin θi,κ sin θj,κ

+
√∑(κ−3)/2

i=1

∑(κ−1)/2
j=i+1 sin θi,κ sin θj,κ

)−2
, para κ > 3

(5.29)

Entonces los margenes de ganancia de las funciones caracteŕısticas (5.26) y
(5.25) son acotados por abajo por:

GM(`i(ω)) ≥ K−1
κi

∣∣∣G−1
κi (

√
β/ε)

∣∣∣
≥ (1/ε)κ+1

√
β/ε

√
1 + (εβ) + (εβ)κ + (εβ)κ+1

donde κ = mı́n{κ1, . . . , κn} y i ∈ [|1, n|].
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5.4. Densidad

De los resultados anteriores, a continuación se enuncia el Corolario de la den-

sidad. Con este corolario se establece que los sistemas entrada/estado propios,

lineales e invariantes en el tiempo, (1.4) y (1.6), son densos en los sistemas en-

trada/variable descriptora regulares, lineales e invariantes en el tiempo, (1.8)

y (1.10). A saber, cada sistema regular no propio puede ser aproximado arbi-

trariamente (ε cercano) por una sucesión de sistemas propios; más aún dicha

aproximación puede guardar una convergencia exponencial (dinámica β).

Corolario 2 Considere que las condiciones de los Teoremas 7 y 8 se satis-
fagan. Sea β = (1/ε)aρ∗, donde a es una constante positiva lo suficientemente
pequeña, 0 < a ≤ 1, tal que el comportamiento del filtro–ADSP (4.2) permanece
en un modelo de dos escalas en el tiempo, para todo ε ∈ (0, ε̄∗). Entonces para
cada1 u ∈ Σc

(
C∞(R+

,R)
)

existe una sucesión yε ∈ Σfε ◦ Σc
(
C∞(R+

,R)
)

tal que yε

converge a u en el sentido de Lloc
1 (R+

,R).

5.5. Ejemplo Ilustrativo

Considere el sistema no propio Σc(N,Γ,Θ): u(t) =
[

d2/dt2 0
d/dt d3/dt3

]
v(t). Entonces,

las matrices (5.13) del sistema descriptor (5.1) son:

N1 =

 0 0 0
1 0 0
0 1 0

 , N2 =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 , Γ1 =

 1 0
0 0
0 0

 ,

Γ2 =


0 1
0 0
1 0
0 0

 , Θ =
[

0 0 1
0 0 0 1

] (5.30)

donde: n = 2, k1 = 2, k2 = 3, y aśı κ = 3. Más aún: Γ̂0 =
[

0 0
0 1

]
, Γ̂1 =

[
1 0
0 0

]
,

Γ̂2 =
[

0 0
1 0

]
, y Γ̂3 = 0.

1La hipótesis u ∈ C∞(R+
,R) no es restrictiva, puesto que C∞(R+

,R) es denso en
Lloc

1 (R+
,R), ver Teorema 2.4.10 de [22].
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1) Las matrices envueltas en el sistema propio singularmente perturbado (5.21)

son (recuerde (5.14), (5.17), y (5.18)):2

Ao =


−
√

2/2 1
−1/2 −

√
2/2

−1/2 1 0
−3/4 −1/2 1

0 0 −1

 , Bo =


0
1

0
0
1

 ,

Kε =
[
ε2

ε3

]
, Co =

[
1 0

1 0 0

]
, Γ0 =

[
1 0
0 1

]
(5.31)

2) La matriz Rp de (5.22) y la matriz (AoRp +BoΘ) son:

Rp =


1/ε2 0 0 0 0 0 0

−
√

2/(2ε2) 1/ε 0 0 0 0 0
0 0 0 1/ε3 0 0 0
0 0 0 −3/(2ε3) 1/ε2 0 0
0 0 0 1/ε3 −1/ε2 1/ε 0

 ,

(AoRp +BoΘ) =
−
√

2/ε2 1/ε 0 0 0 0 0
0 −

√
2/(2ε) 1 0 0 0 0

0 0 0 −2/ε3 1/ε2 0 0
0 0 0 1/ε3 −3/(2ε2) 1/ε 0
0 0 0 −1/ε3 1/ε2 −1/ε 1



(5.32)

3) El sistema propio singularmente perturbado externamente equivalente, (5.21),

es:

2Puesto que κ1 = 2 y κ2 = 3, entonces: sin θ1.κ1 = cos θ1.κ1 =
√

2/2 y sin θ1.κ2 = 1/2 y
cos θ1.κ2 =

√
3/2.
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ẋ(t) = −βx(t)−
[

ε3 0
ε4 0 0

]
z̄(t)−

[
ε 0
0 ε

]
v(t)

ε ˙̄z(t) =


−
√

2/2 1
−1/2 −

√
2/2

−1/2 1 0
−3/4 −1/2 1

0 0 −1

 z̄(t)

+


0
1

0
0
1

x(t) +


−
√

2/ε2 0
0 0
0 −2/ε3

1/ε 1/ε3

−1/ε −1/ε3

 v(t)

y(t) =
[

1 0
1 0 0

]
z̄(t) +

[
1/ε2 0

0 1/ε3

]
v(t)

(5.33)

Note que el comportamiento externo de (5.33) está dado por las siguientes dos

ecuaciones diferenciales:

(d/dt+ β)ϕh(t) = 0 ,[
∆2(d/dt) 0

0 ∆3(d/dt)

]
y(t) =

[
d2/dt2 0
d/dt d3/dt3

]
v(t) + ϕh(t)

donde:
∆2(d/dt) =

((
εd/dt+

√
2/2
)2 +

(√
2/2
)2)+ ε3 ,

∆3(d/dt) = (εd/dt+ 1)
((
εd/dt+ 1/2

)2 +
(√

3/2
)2)+ ε4

Hacemos alguna simulación en MATLABR . Para ello, elegimos como entrada:

v(t) =
[

10et−2
/

(1 + et−2) sin(2π/5)t
]T

(5.34)

en la cual las derivadas envueltas son:

dv1(t)/dt = 10et−2
/

(1 + et−2)2 ,
d2v1(t)/dt2 = 10et−2(1− et−2)

/
(1 + et−2)3 ,

d3v2(t)/dt3 = −(2π/5)3 cos(2π/5)t

Entonces, eligiendo β = 1 y q = p = 2, conseguimos apartir de (5.34), (4.13), y

(5.19):

L0,1 = 5/2 , L1,1 = 5
√

3/18 , L2,1 = 5/4 , L2,2 = (2π/5)3 ,

L3,2 = (2π/5)4 , K0 = L2,2 + L1,1 + L0,1 = 4,9655 ,
L0 = L3,2 + L2,1 + L1,1 = 4,2248 , ε1 = 0,0258 , β/2 = 0,5 ,(
(1/
√

2) sinπ/6
)1/4

= 0,7711 , K
−1
0 = 0,2014 , L

−2
0 = 0,056
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Entonces seleccionamos:

ε = 0,025

Puesto que κ̄ = 3, apartir de (5.28) que ρ∗ = 1 y aśı (5.27) se satisface. esta

selección conservadora garantiza la aproximación (4.15) de L(ε). Y a partir de

(4.31), tenemos:

t∗ = O (0,1723)

(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.1: Simulación de la respuesta en el tiempo del sistema (5.33)Para la
entrada (5.34), con: (β, ε) = (1, 0,025), x(0) = 0 y z̄(0) = −Rpw(0). (a) Primera com-
ponente; la ĺınea punteada es u1(t) = d2v1(t)/dt2 y la ĺınea continua es y1(t). (b)
Error de la primera componente, u1(t)− y1(t). (c) Segunda componente; la ĺınea
punteada es u2(t) = dv1(t)/dt− d3v2(t)/dt3 y la ĺınea continua es y2(t). (d) Error de
la segunda componente, u2(t)− y2(t).

En las Figuras 5.1 y 5.3, se muestra una simulación con MATLABR con una

tolerancia relativa de 1× 10−6, una variable de paso y un ”ODE 45 (Domain–

Prince)”; los otros parámetros son puestos en automático.

En la figura 5.1, la simulación está dada con condiciones iniciales (recuerde (5.1),

(5.30), (5.32), y (5.34)):

z̄(0) = z(0)−Rpw(0) = −Rpw(0)
=
[
−10

/(
(1 + e2)ε2

)
10
(√

2(1 + e2)− 2e2ε
)/(

2(1 + e2)2ε2
)

0 −2π
/(

5ε2
) (

2π(1 + e2)− 50ε
)/(

5(1 + e2)ε2
) ]T

esta simulación está en completa concordancia con el Teorema 5.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.2: Simulación de la respuesta en el tiempo del sistema (5.33) Para la
entrada (5.34), con: (β, ε) = (1, 0,2), x(0) = 0 y z̄(0) = 0. (a) Primera componente;
la ĺınea punteada es u1(t) = d2v1(t)/dt2 y la ĺınea continua es y1(t). (b) Error de la
primera componente, u1(t)− y1(t). (c) Segunda componente; la ĺınea punteada es
u2(t) = dv1(t)/dt− d3v2(t)/dt3 y la ĺınea continua es y2(t). (d) Error de la segunda
componente, u2(t)− y2(t).

Ahora, si no somos capaces de conocer w(0), se puede todav́ıa relajar la selección

de ε para disminuir el pico transitorio. Hagamos, por ejemplo:

ε = 0,2

y conseguimos apartir de (4.31):

t∗ = O (0,9673)

Ver Figura 5.3 Para el resultado de la simulación.

5.6. Conclusión

En este caṕıtulo se extendieron los resultados del Caṕıtulo 4 para el caso MIMO.

El parámetro ε se selecciona de tal manera que: (i) se garantiza la separación

de las dos escalas de tiempo, la lenta y la rápida, mediante una diagonalización

de los subsistemas lento y rápido, (ii) se garantiza la estabilidad del filtro

SPDC (4.2), y (iii) se toma en cuenta la función caracteŕıstica de la señal

continua Lipschitz acotada u(t) (reflejada por su norma L∞, K0, y su constante
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.3: Simulación de la respuesta en el tiempo del sistema(5.33) Para la
entrada (5.34), con: (β, ε) = (1, 0,2), x(0) = 0 y z̄(0) = 0. (a) Primera componente;
la ĺınea punteada es u1(t) = d2v1(t)/dt2 y la ĺınea continua es y1(t). (b) Error de la
primera componente, u1(t)− y1(t). (c) Segunda componente; la ĺınea punteada es
u2(t) = dv1(t)/dt− d3v2(t)/dt3 y la ĺınea continua es y2(t). (d) Error de la segunda
componente, u2(t)− y2(t).

de Lipschitz, L0) para resolver el Problema 2, introducido en la sección 5.1, para

el caso MIMO (ver Teorema 7).

También se mostró que la selección del parámetro β está directamente relacio-

nada con la estabilidad relativa de la aproximación (ver Teorema 6 y 8).

En el Corolario 2 se probó que los sistemas lineales propios invariantes en el

tiempo son densos en los sistemas descriptores regulares. Esto implica que cada

sistema no propio puede aproximarse arbitrariamente cerca (orden ε) por un

sistema propio, mas aún, este procedimiento de aproximación se realiza ase-

gurando una convergencia exponencial (dinámica β) y una estabilidad relativa

(margen de ganacia). Hay que notar que la proposición de este caṕıtulo no es

del todo una aproximación de altas ganancias, sino una aproximación singular-

mente perturbada. También hay que notar que para evitar altos transitorios,

debidos a las posibles discontinuidades (señales no derivables), se deben poner

las condiciones iniciales correctas.
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Caṕıtulo 6

Retroalimentación
Singularmente Perturbada para
Subespacios Casi de
Controlabilidad

6.1. Introducción

En este caṕıtulo, se continua el estudio del Caṕıtulo 3 con referencia a la compa-

ración de las leyes de control de alta ganacia, obtenidas a partir de subespacios

de casi controlabilidad, con leyes de control proporcional derivativa.

6.2. Retroalimentación Singularmente Pertur-

bada

Dado que a la fecha no se pueden desarrollar leyes de control con acciones

puramente derivativas es necesario dar un procedimiento de aproximación para

la ley de control (3.20).

Para esto, se propone la siguiente ley de control singularmente perturbada (ver

el Teorema 5 de la Sección 4.3, aśı como también el Corolario 2 de la Sección

5.4):
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6.2.1. Filtro Acoplador Singularmente Perturbado

En el Lema 8 de [8] (Resultado de la Subsección 5.3.1 ) se mostró que si a

un sistema controlable, descrito por su forma canónica de controlabilidad de

Brunovsky:

dxf/dt = AF ∗xf +Bu+ Sq, y = Cxf

AF ∗ = BDM
{
A1, . . . , Am

}
, B = BDM

{
B1, . . . , Bm

}
C = BDM

{
C1, . . . , Cm

}
, S =

[
ST1 · · · STm

]T , (6.1)

donde:1

Ai = Tu{(χ2
κi

)T} ∈ Rκi×κi , Bi = χκi
κi
∈ Rκi×1, Ci = (χ1

κi
)T ∈ R1×κi ,

Si =
[
si,1 · · · si,κi

]T
, si,j ∈ R`×1,

i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , κi},
m∑
i=1

κi = n,

(6.2)

se le aplica la siguiente ley de control singularmente perturbada:

u(t) = K−1
ε

(
F εxf (t) + x̃f (t) + g(t)

)
−BTSq(t), g(0) = y(0),

dx̃f/dt = −βx̃f − εKεy,

Kε = BDM
{
εκ1 , εκ2 , . . . , εκm

}
, F ε = BDM

{
− aT1,ε, −aT2,ε, . . . , −aTm,ε

}
,

aTi,ε =
[

bBi,κi εbBi,κi−1 · · · εκi−1bBi,1

]
,

(6.3)

donde los coeficientes bBi,j son aquellos coeficientes de los polinomios de Butter-

worth (ver sección 4.3), ∆B,i(s),

1Recordar que: χi
k

denota un k × 1 vector cuya i-ésima componente es 1 y las otras com-
ponentes son cero, (en el caso que i > k todas las componentes son tomadas igual a cero).
Tu{vT } denota una matriz Toeplitz triangular superior con primer renglón vT . T`{v} denota
una matriz Toeplitz triangular inferior con primera columna v.
BDM {X1, · · · , Xk} denota matriz diagonal por bloques cuyos bloques son matrices diagona-
les X1, · · · , Xk. Iκ denota una κ× κ matriz identidad, o simplemente I cuando no tenga que
ser indicado de forma expĺıcita (c.f. sección de notación).
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∆B,i(s) =
(
sκi + bBi,1sκi−1 + · · ·+ bBi,κi−1s + bBi,κi

)
=


∏κi

2
j=1

(
(s + sin θj,κi)

2 + cos2 θj,κi
)
, para κi par

(s + 1)
∏ (κi−1)

2
j=1

(
(s + sin θj,κi)

2 + cos2 θj,κi
)
, para κi non

,

θ1,κi = π
2κi
, θ(j+1),κi = θj,κi + ∆θκi , ∆θκi = π

κi
, j ∈ [|1, κi − 1|],

(6.4)

se obtiene entonces el sistema en lazo cerrado descrito por la siguiente represen-

tación de estado:

[
dxf/dt

dx̃f/dt

]
=

[
ALC11 (ε) ALC12 (ε)

ALC21 (ε) ALC22

][
xf

x̃f

]
+

[
BLC

11 (ε)

0

]
g +

[
SLC11

0

]
q

y =
[
C 0

] [ xf

x̃f

]
(6.5)

donde:

ALC11 (ε) = BDM
{
ALC1,ε , . . . , A

LC
m,ε

}
, ALC12 (ε) = BDM

{
BLC

1,ε , . . . , B
LC
m,ε

}
,

ALC21 (ε) = BDM
{
− εκ1+1C1, . . . , −εκm+1Cm

}
, ALC22 = −βIm,

BLC
11 (ε) = BDM

{
BLC

1,ε , . . . , B
LC
m,ε

}
, SLC11 = BDM

{
SLC1 , . . . , SLCm

}
,

ALCi,ε = Ai − 1
εκi
χκi
κi

aTi,ε, BLC
i,ε = 1

εκiχκi
κi

, SLCi =
[
si,1 · · · si,κi−1 0

]T
.

(6.6)

1. Espectro del sistema en lazo cerrado De (6.5) y (6.6), se obtiene el
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siguiente polinomio caracteŕıstico:

∣∣∣∣∣
(
sI− ALC

11 (ε)
)
−ALC12 (ε)

−ALC21 (ε)
(
sI− ALC

22

) ∣∣∣∣∣ =

=
m∏
i=1

∣∣sI− ALC
i,ε

∣∣ det
(

(s + β)Im − ALC
21 (ε)

(
sI− ALC

11 (ε)
)−1

ALC
12 (ε)

)
=

(
m∏
i=1

ε−κi∆B,i(εs)

)
m∏
j=1

(
(s + β) + εCj

(
sI− ALC

j,ε

)−1
Bj

)
=

(
m∏
i=1

ε−κi∆B,i(εs)

)
m∏
j=1

(
(s + β) + ε 1

ε−κj∆B,j(εs)

)
=

m∏
i=1

((s + β) (ε−κi∆B,i(εs)) + ε)

(6.7)

Entonces existe, ε∗ > 0, tal que para todo ε ∈ (0, ε∗], el sistema en lazo

cerrado, representado por (6.5), es Hurwitz estable. En efecto:

a) Las raices del polinomio de Butterworth, ε−κi∆B,i(εs), se encuentran

equidistantes (en ángulo) sobre un circulo centrado en el origen de

radio 1/ε, en su parte del semiplano izquierdo abierto de C.

b) Entonces por el lugar de las raices, existe un ε, suficientemente pe-

queño, tal que las raices del polinomio, (s + β) (ε−κi∆B,i(εs)) + ε, se

encuentran en el semiplano izquierdo abierto de C.

2. Modelo singularmente perturbado La representación de estado del

sistema en lazo cerrado, (6.5), se puede reescribir en la forma de un modelo
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singularmente perturbado:

d
dt

[
P`xf

x̃f

]
=

[
P`A

LC
11 (ε)Q` P`A

LC
12 (ε)

ALC21 (ε)Q` ALC22

][
P`xf

x̃f

]

+

[
P`A

LC
11 (ε)Qr

ALC21 (ε)Qr

]
Prxf +

[
P`B

LC
11 (ε) P`S

LC
11

0 0

][
g

q

]

Kε
d
dtPrxf =

[
KεPrA

LC
11 (ε)Q` KεPrA

LC
12 (ε)

] [ P`xf

x̃f

]

+
[
KεPrA

LC
11 (ε)Qr

]
Prxf +

[
KεPrB

LC
11 (ε) KεPrS

LC
11

] [ g

q

]

y =
[
CQ` 0

] [ P`xf

x̃f

]
(6.8)

donde:

P` = BDM
{
N `

1, . . . , N
`
m

}
, Pr = BDM

{
N r

1 , . . . , N
r
m

}
,

Q` = BDM
{
K`

1, . . . , K
`
m

}
, Qr = BDM

{
Kr

1 , . . . , K
r
m

}
,

K`
i =

[
χ1
κi
· · · χκi−1

κi

]
, K`

r = χκi
κi
, N `

i = (K`
i )
T , N `

r = (K`
r)
T .

(6.9)

Note que:

P`A
LC
11 (ε)Q` = BDM

{
Tu{(χ2

κ1−1
)T}, . . . , Tu{(χ2

κm−1
)T}
}
,

P`A
LC
11 (ε)Qr = BDM

{
χκ1−1
κ1−1

, . . . , χκm−1
κm−1

}
,

P`A
LC
12 (ε) = 0, P`B

LC
11 (ε) = 0, ALC21 (ε)Qr = 0,

KεPrA
LC
12 (ε) = KεPrB

LC
11 (ε) = Im, KεPrS

LC
11 (ε) = 0

(6.10)

ALC21 (0)Q` = 0, K0PrA
LC
11 (0)Qr = 0,

K0PrA
LC
11 (0)Q` = −BDM

{
(χ1

κ1−1
)T , . . . , (χ1

κm−1
)T
}

= −CQ`,

P`A
LC
11 (0)Qr = BDM

{
χκ1−1
κ1−1

, . . . , χκm−1
κm−1

}
,

P`A
LC
11 (0)Q` = BDM

{
Tu{(χ2

κ1−1
)T}, . . . , Tu{(χ2

κm−1
)T}
} (6.11)

KεPrA
LC
11 (ε)Qr = −BDM

{
εκ1−1bB1,1, . . . , ε

κm−1bBm,1
}

(6.12)

3. Sitema lento Para obtener el modelo del sistema lento, en (6.8) se hace
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ε = 0 (ver (6.10), (6.11), (6.6) y (6.3)):

d
dt

[
P`xf

x̃f

]
=

[
P`A

LC
11 (0)Q` 0

0 −βIm

][
P`xf

x̃f

]

+

[
P`A

LC
11 (0)Qr

0

]
Prxf +

[
0 P`S

LC
11

0 0

][
g

q

]

0 =
[
−CQ` Im

] [ P`xf

x̃f

]
+
[

Im 0
] [ g

q

]

ȳ =
[
CQ` 0

] [ P`xf

x̃f

]
(6.13)

Las trayectorias solución de (6.13) son (recordar (6.11), (6.1) y (6.2)):

x̃f (t) = e−βtx̃f (0)

xf (t) = e−βtkβ + k0q(t) +
κ̄−1∑
i=1

ki
di

dti q(t)

ȳ(t) = g(t) + e−βtx̃f (0)

(6.14)

donde κ̄ = máx{κ1, . . . , κm}, y, kβ ∈ Rn, k0, k1, . . . , kκ̄−1 ∈ Rn×`, son

vector y matrices de condiciones iniciales.

4. Sitema rápido de tiempo congelado Para obtener el modelo del siste-

ma rápido de tiempo congelado, se define la variable Prx̂f = Prxf −Prxf ,
y se escala al tiempo: τ = t/ε, obteniéndose de (6.8), (6.13) y (6.12):

d

dτ
Prx̂f = −BDM

{
bB1,1, . . . , bBm,1

}
Prx̂f (6.15)

Las trayectorias solución de (6.15) son:

Prx̂f (t/ε) = BDM
{
e−bB1,1t/ε, . . . , e−bBm,1t/ε

}
Prx̂f (0) (6.16)

5. Trayectorias solución Puesto que (6.15) implica que el sistema rápido

de tiempo congelado es Hurwitz estable, se tiene entonces del Teorema 5.1

del Caṕıtulo 2 de [15], que existe un ε∗ tal que, para todo ε ∈ (0, ε∗],

las trayectorias solución del modelo singularmente perturbado (6.8) son
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aproximadas para todo t > 0 por:

x̃f (t) = e−βtx̃f (0) +O (ε)

xf (t) = e−βtkβ + k0q(t) +
κ̄−1∑
i=1

ki
di

dti q(t)

+QrBDM
{
e−bB1,1t/ε, . . . , e−bBm,1t/ε

}
Prx̂f (0) +O (ε)

y(t) = g(t) + e−βtx̃f (0) +O (ε)

(6.17)

Puesto que también el polinomio caracteŕıstico (6.7), del sistema en lazo

cerrado (6.5), es Hurwitz, se tiene que las trayectorias solución (6.17) se

verifican para todo t ∈ [0, ∞).

Más aún, la corrección de capa frontera Prx̂f (6.16) es significativa úni-

camente durante el corto intervalo de tiempo [0, t1], t1 = O (ε ln(1/ε)),

despues del cual:

xf (t) = e−βtkβ + k0q(t) +
κ̄−1∑
i=1

ki
di

dti
q(t) +O (ε) (6.18)

Por otro lado, en en la subsección(4.3.3), también se mostro:

y(t) = g(t) +O
(√

ε
)
, para todo t ≥ t∗ (6.19)

para β = O (1/ε) y donde t∗ = O (ε ln(1/
√
ε)). Mas aún, si ε y β son

seleccionados como en el Teorema 10 de [18], entonces los margenes de ga-

nancias de las funciones caracteŕısticas del sistema en lazo cerrado Hurwitz

estable, `i(ω), i ∈ [|1,m|], están acotadas por:

Margen de ganancia (`i(ω)) ≥ O
(
(1/ε)κ+2

)
(6.20)

donde: κ = mı́n{κ1, . . . , κm}.

6. Retroalimentacón proporcional derivativa Note que la ley de control

singularmente perturbada (6.3) es una aproximación propia de la retroali-

mentación proporcional derivativa,

u = BTdxf/dt− Cxf + g −BTSq, g(0) = y(0), (6.21)
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cuyo objetivo es la de invertir al sistema (6.1):

yi(t) = Cie
Aitxf,i(0) + Ci

t∫
0

eAi(t−τ)
(
Bi

(
BT
i

d
dτ xf,i(τ)−

yi(τ) + gi(τ)−BT
i Sq(τ)

)
+ Siq(τ)

)
dτ

dκiyi(t)/dt
κi = BT

i dxf,i(t)/dt− yi(t) + gi(t)−BT
i Sq(t)

+Ci

(∑κi−1
i=1 Ai−1

i Sid
κi−iq(t)/dtκi−i + Aκi−1

i Sq(t)
)

= dκiyi(t)/dt
κi − yi(t) + gi(t)

(6.22)

6.2.2. Retroalimentación Singularmente Perturbada

Basada en la ley de control singularmente perturbada (6.3), aproximación propia

de la retroalimentación proporcional derivativa (6.21), se proponen las siguientes

aproximaciones propias de la ley de control (3.20)-(3.21):

g = 0, y = P3xa, Sq = A32xs,

entonces se tiene la siguiente aproximación propia de la ley de control (3.20c):

ua = K−1
3,ε

(
F 3,εxa + x̃a

)
−BT

3 A32xs

dx̃a/dt = −βx̃a − εK3,εP3xa
(6.23)

Comparando (3.20a) y (3.1) con (6.21) y (6.1), respectivamente, se deduce:

g = hm, y = A2,1xm, Sq =
[
A12 A13

] [ xs

xa

]
,

entonces se tiene la siguiente aproximación propia de la ley de control (3.20a):

um = K−1
1,ε

(
F 1,εxm + x̃m + hm

)
−BT

1

[
A12 A13

] [ xs

xa

]
dx̃m/dt = −βx̃m − εK1,εA21xm

(6.24)

Ley de Control para el Subsistema Esclavo

En vista de la suprayectividad de W2 (ver (3.3)), se tiene que si se aplica la ley

de control algebraica:[
ym

us

]
= W−1

2 (−A22xs − A23xa + ūs) (6.25)
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al subsistema esclavo, (3.2), se obtiene:

d

dt
xs = [0]xs + [I]ūs, ȳs = [I]xs. (6.26)

Note que los ı́ndices de controlabilidad, κi, del subsistema esclavo, pre retroali-

mentado por (6.25), son todos iguales a uno. Por lo que las matrices, Kε y F ε

de la ley de control (6.3) serán igual a:

Kε = εI, Fε = −I. (6.27)

Finalmente comparando (6.26) con (6.1), se deduce:

g = hs, y = xs, q = 0.

Por lo que de (6.25), (6.27) y (6.3), se tiene la siguiente aproximación propia de

la ley de control (3.20b):

W2

[
hm

us

]
= −

(
A22 + 1

ε
I
)
xs − A23xa + 1

ε
(hs + x̃s)

dx̃s/dt = −βx̃s − ε2xs

(6.28)

Con respecto a la función hs, en el caso de que Im A32 ⊂ 〈A33 | Im B3〉, se puede

hacer la selección (c.f. (3.21a)):

hs(t) =

{
xs(0)e−(t/T )2

/(
1−(t/T )2

)
, 0 ≤ t < T

0, t ≥ T
, (6.29)

con T >> ε ln(1/
√
ε). En caso contrario, una selección trivial es (c.f. (3.21b)):

hs(t) = 0 (6.30)

En [8] se mostró el siguiente resultado (comparar con el Teorema 3):

Teorema 9 ([8]) Sea x0 ∈ S∞K una condición inicial para (2.4). Para cualquier

ρ > 0 existe una retroalimentación singularmente perturbada, u = (Fε + Fd)xf +

Kεh − ε‘
∫ t

0

e−β(t−τ)
y(τ)dτ , h ∈ C∞(R+ → U), y un tiempo finito, T > 0, tal que la

trayectoria (u∗, xf ) ∈ B̃pol
[AF∗ ,B] satisface d∞ (xf ,S∞K ) ≤ ρ y xf (t) = O (

√
ε) para todo

t ≥ T .



104
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A fin de clarificar este resultado continuamos con el ejemplo ilustrativo de la

Sección 3.3.4.

6.3. Ejemplo Ilustrativo (Parte 5)

Sea el sistema (2.4), (2.5) y (3.39). Dadas las matrices mostradas en (3.39) y

(3.40), se tiene entonces que las matrices para la ley de control singularmente

perturbada (6.24), (6.28) y (6.23), son:

K1,ε = BDM{ε, ε2}, F 1,ε = BDM{a1,ε, a2,ε}
a1,ε = [−1], a2,ε = [−1 − ε

√
2]

K3,ε = [ε2], F 3,ε = [0 − 1 − ε
√

2]

(6.31)

Substituyendo (6.31) en (6.24), (6.28) y (6.23), se tiene que la ley de control

para este ejemplo es:



[
um1

um2

]
=

[
ε−1 0

0 ε−2

]([
−1 0 0

0 −1 −ε
√

2

]
xm + x̃m + hm

)

−

[
1 0 0

0 0 1

] 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0

[ xs

xa

]

d
dt x̃m = −β x̃m − ε

[
ε 0

0 ε2

][
1 0 0

0 1 0

]
xm

(6.32)
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

 hm1

hm2

us

 = −


 0 1 0

0 0 1

0 0 0

+
1

ε

 1 0 0

0 1 0

0 0 1


xs

−

 1 1 1

1 1 1

0 0 0

xa +
1

ε
(hs + x̃s)

d
dt x̃s = −β x̃s − ε2xs

(6.33)


ua = [ε−2]

([
0 −1 −ε

√
2
]
xa + x̃a

)
−
[

0 0 1
] 0 0 0

1 1 1

0 0 0

xs
d
dt x̄a = −βx̄a − ε [ε2]

[
0 1 0

]
xa

(6.34)

Simplificando, se tiene:

[
um1

um2

]
= −

 1

ε
0 0

0
1

ε2

√
2

ε

xm +

 1

ε
0

0
1

ε2

(x̃m + hm

)

d
dt x̃m = −β x̃m −

[
ε2 0 0

0 ε3 0

]
xm

(6.35)



 hm1

hm2

us

 = −


1

ε
1 0

0
1

ε
1

0 0
1

ε

xs −
 1 1 1

1 1 1

0 0 0

xa +
1

ε
(hs + x̄s)

d
dt x̃s = −β x̃s − ε2xs

(6.36)

 ua = −
[

0 1
ε2

√
2
ε

]
xa + 1

ε2
x̃a

d
dt x̃a = −β x̃a −

[
0 ε3 0

]
xa

(6.37)
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6.3.1. Simulaciones

En las figuras 6.1, 6.2, 6.3 y 6.4 se muestra una simulación MATLABR -Simulink,

con los parámetros de simulación (2.42).

Aproximación del Subespacio Supremo de Casi Contralabilidad

Primero, en las gráficas de la figura 6.1 se muestra el sistema descrito por (2.8),

con la ley de control:2 (6.35), (6.36),

ua =
[

0 −1 −2
]
xa, (6.38)

y para hs se tomó la selección trivial (6.30), con: ε = 1/100 y β = 100, con la

condición inicial (2.43); comparar con los resultados de la figura 2.1.

Posteriormente en las gráficas de la figura 6.2 se muestran las acciones de

controll; comparar con los resultados de la figura 2.2. Por último, se mues-

tra en la figura 6.3 el comportamiento del subespacio casi (A,B)-invariante:

S∞K = L1 ⊕ L2 ⊕ L3; comparar con los resultados de la figura 2.4.

Tendencia

En la figura 6.4 mostramos las gráficas del sistema descrito por (2.8), con la ley

de control, (6.35), (6.36), (6.38), con: ε = 1/100 y β = 100, para este caso, para

hs, se tomó la selección (6.29), en vez de la selección trivial (6.30), con T = 1/10,

con la condición inicial (2.43); comparar con los resultados de la figura 2.5.

(2.30), (2.19) y (2.27), con ε = 1/100, con la condición inicial

6.4. Conclusión

En este caṕıtulo, aplicando técnicas de perturbaciones singulares al ejemplo

ilustrativo, se mostró que las retroalimentaciones de altas ganancias de Tren-

telman, obtenidas a partir del Teorema 2, convergen (cuando ε tiende a cero)

2A fin de comparar con los resultados obtenidos en la Subsección 2.6.6, para el subsistema
casi de desacoplamiento se tomo la ley de control (6.38) en vez de (6.37) (c.f. matriz Fp1 de
(3.18)).
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(a) (b) (c)

(d)

Figura 6.1: Gráficas de simulación del sistema descrito por (2.8), con la ley de

control, (6.35), (6.36), (6.38) y (6.30), con: ε = 1/100 y β = 100, con la condición

inicial (2.43). Subsepacios casi (A,B)-invariante, S∞K (2.14)-(2.15). (a) ‖L1‖ v.s.

t, (b) ‖L2‖ v.s. t, (c) ‖L3‖ v.s. t. Espacios complementario. (d) ‖Xfed/L‖ v.s. t.

a una retroalimentación proporcional derivativa, la cual es directamente obte-

nida a partir de (2.12) (ver (3.19),(3.18) y (2.27)). Aśı, un subespacio casi de

controlabilidad puede también ser interpretado como un subespacio que puede

hacerse inobservable (cuando K = Ker C) por medio de una retroalimentación

proporcional derivativa.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 6.2: Gráficas de simulación del sistema descrito por (2.8), con la ley

de control, (6.35), (6.36), (6.38) y (6.30), con: ε = 1/100 y β = 100, con la

condición inicial (2.43). Señales de control. (a) ‖U1‖ v.s. t, (b) ‖U2‖ v.s. t, (c)

‖U3‖ v.s. t, (d) ‖hm,1‖ v.s. t, (e) ‖hm,2‖ v.s. t, (f) ‖hs‖ v.s. t,

t‖L‖

‖X
f
e
d
/L
‖

Figura 6.3: Comportamiento del subespacio casi (A,B)-invariante: S∞K = L1 ⊕
L2 ⊕ L3
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Figura 6.4: Gráficas de simulación del sistema descrito por (2.8), con la ley de

control, (6.35), (6.36), (6.38) y (6.29), con: ε = 1/100 y β = 100, con la condición

inicial (2.43). Comparación con el comportamiento ĺımite, ĺım
ε→0
t>0

xf (t) (2.39). (a)

‖xm‖ v.s. t, (b) ‖xs‖ v.s. t, (c) ‖xa‖ v.s. t, (d) ‖x̄m‖ (trayectoria azul) y ‖xm‖
(trayectoria verde) v.s. t, (e) ‖x̄s‖ v.s. t, (f) ‖x̄a‖ v.s. t, (g) ‖xm‖ − ‖x̄m‖ v.s. t,

(h) ‖xs‖ − ‖x̄s‖ v.s. t, (i) ‖xa‖ − ‖x̄a‖ v.s. t.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones y Perspectivas

7.1. Conclusiones

En este trabajo de tesis se mostró que las retroalimentaciones de alta ganancia,

propuestas por Trentelman [27], son también aproximaciones de leyes de control

del tipo proporcional y derivativa.

En el Caṕıtulo 3, se mostró que a partir de la retroalimentación de altas ga-

nacias de Trentelman [27] se puede obtener una retroalimentación de estado

proporcional y derivativa que también resuelve el problema de casi rechazo de

perturbaciones. Utilizando técnicas de perturbaciones singulares [15] se mostró

que la secuencia de retroalimentaciones de altas ganacias de Trentelman tienden

a tal retroalimentación proporcional y derivativa (ver Teorema 9).

En el Caṕıtulo 4, se resolvió el problema de aproximación de leyes de control

impropias por controladores propios (Problema 1 del Caṕıtulo 4.2) para el caso

SISO. Para esto, se modificó la proposición dada en [21], para poder utilizar

la sólida teoŕıa de Perturbaciones Singulares [15] como herramienta de análisis.

Básicamente la modificación consistió en la substitución del filtro
1

(εs+ 1)κ
por

un filtro Butterword pasa bajas, el cual nos permitió utilizar los resultados de

[15]. La solución propuesta permitio una agradable separación de la calidad de
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la aproximación, dada por el subsisistema rápido, parametrizado por la inver-

sa del parámetro positivo (que también garantiza la estabilidad del sistema en

lazo cerrado, ver Teorema 4), ε, de la velocidad de convergencia, dada por el

subsistema lento, parametrizado por por el parámetro positivo, β.

En el Caṕıtulo 5, se extendieron los resultados del Caṕıtulo 4 para el caso

MIMO. El parámetro ε se selecciona de tal manera que: (i) se garantiza la

separación de las dos escalas de tiempo, la lenta y la rápida, mediante una dia-

gonalización de los subsistemas lento y rápido, (ii) se garantiza la estabilidad

del Filtro SPDC (4.2), y (iii) se toma en cuenta la función caracteŕıstica de

la señal continua Lipschitz acotada u(t) (reflejada por su norma L∞, K0, y su

constante de Lipschitz, L0) para resolver el Problema 2, del Caṕıtulo 5.1, para el

caso MIMO (ver Teorema 7). También se mostró que la selección del parámetro

β está directamente relacionada con la estabilidad relativa de la aproximación

(ver Teorema 6 y 8). En el Corolario 2 se probó que los sistemas lineales propios

invariantes en el tiempo son densos en los sistemas descriptores regulares. Esto

implica que cada sistema no propio puede aproximarse arbitrariamente cerca

(orden ε) por un sistema propio, mas aún, este procedimiento de aproximación

se realiza asegurando una convergencia exponencial (dinámica β) y una estabi-

lidad relativa (margen de ganacia). Hay que notar que la proposición de este

caṕıtulo no es del todo una aproximación de altas ganancias, sino una aproxi-

mación singularmente perturbada. También hay que notar que para evitar altos

transitorios, debidos a las posibles discontinuidades (señales no derivables), se

deben poner las condiciones iniciales correctas.

En el Caṕıtulo 6, aplicando técnicas de perturbaciones singulares se mostró que

las retroalimentaciones de altas ganancias de Trentelman, obtenidas a partir

del Teorema 2, convergen (cuando ε tiende a cero) a una retroalimentación

proporcional derivativa, la cual es directamente obtenida a partir de (2.12) (ver

(3.19),(3.18) y (2.27)). Aśı, un subespacio casi de controlabilidad puede también

ser interpretado como un subespacio que puede hacerse inobservable (cuando
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K = Ker C) por medio de una retroalimentación proporcional derivativa.

7.2. Perspectivas

Un aporte muy importante a la Teoŕıa de Control fue dada por Willems al in-

troducir los subespacios casi (A,B)–invariantes y subespacios casi de controlabi-

lidad. Su importancia radica en el hecho de que algunas propiedades estructura-

les importantes de los sistemas lineales pueden interpretarse en términos de estos

subespacios casi (A,B)–invariantes y casi de controlabilidad, los cuales están re-

lacionados con las transformaciones lineales de las representaciones del estado

de los sistemas lineales [29, 30, 32]. Estos subespacios son útiles cuando no es

posible tener soluciones exactas. Los subespacios Casi (A, B)-Invariantes y Ca-

si de Controlabilidad han sido relacionados con la retroalimentación de estado

de altas ganancias y con retroalimentaciones de estado de tipo distribucional.

Basados en los subespacios introducisos por Willems, se han escrito libros [26,

24, 28], y se han realizado numerosos estudios estructurales de problemas t́ıpicos

de control, e.g. [31, 25, 27, 1, 2, 35].

Dado que en este trabajo de tesis se mostró que:

1. Las retroalimentaciones de alta ganancia, propuestas por Trentelman [27]

(aproximaciones de leyes de control del tipo distribucional), son también

aproximaciones de leyes de control del tipo proporcional y derivativa.

2. Las retroalimentaciones de altas ganancias de Trentelman, obtenidas a

partir del Teorema 2, convergen (cuando ε tiende a cero) a una retroali-

mentación proporcional derivativa.

3. Un subespacio casi de controlabilidad puede también ser interpretado co-

mo un subespacio que puede hacerse inobservable (cuando K = Ker C)

por medio de una retroalimentación proporcional derivativa.
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Entonces una perspectiva de este trabajo de tesis, es aplicar todo el estudio

estructural que se ha hecho para los subespacios de Willems, al caso de contro-

ladores del tipo proporcional y derivativo.

Otra perspectiva es estudiar la posibilidad de dotar de una estructura algebrai-

ca al conjunto de señales distribucionales y al conjunto de señales, expresadas

como combinaciones lineales de derivadas de orden diferente, y encontrar un

isomorfismo de estructura entre ellos.
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Apéndice A

Definición de Parámetros

Definición de parámetros

Para hacer más agradable el manejo de las entradas de las matrices trabajadas,

denotamos de la siguiente forma a los siguientes polinomios en la variable ε :

α1 = ε3− 2ε2 + ε+ 1, α2 = −ε
3

2
+
ε

2
+ 1, α3 = −ε2 + ε+ 1,

α4 = −ε3 + 3ε2 + 3ε+ 1, α5 = −ε+ 1, α6 = −ε
4

6
+ ε3 − ε2 − 2ε

3
+ 1,

α7 = ε4 − 3ε3

2
+ 1, α8 = −2ε2

3
+

2ε

3
+ 1, α9 = −3ε3

2
+ ε2 + 2ε+ 1,

β1 = −ε
5

3
+ 2ε4 − ε3 − 5ε2

3
− 3ε+ 1, β2 =

2ε5

3
− ε4 − 2ε3 + ε2 + ε+ 1,

β3 = 3ε6−3ε5−9ε4−2ε3 +9ε2 +3ε+1, β4 = ε2−ε+1, β5 = ε+1,

β6 = −2ε+1, β7 = 3ε3 +ε2 +ε+1, β8 = 2ε3 +4ε2 +2ε+1,

β9 = ε4+2ε3−2ε2−ε+1, γ1 =
ε

2
+1, γ2 = −2ε5+5ε2+ε+1,

γ3 = 2ε2 + 1, γ4 = −2ε3 − 3ε+ 1, γ5 = −ε
3

2
+ ε2 + 1,
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γ6 = −6ε2 − 4ε+ 1, γ7 = −3ε5 + 4ε4 − 2ε3 − 3ε2 + 2ε+ 1,

γ8 = 3ε3 − ε2 + 1, γ9 = 3ε2 + 3ε+ 1, δ1 = 3ε+ 1,

δ2 = 6ε4− 4ε3− 2ε2 + 2ε+ 1, δ3 = −6ε6 + 10ε5− 2ε4− 7ε3 + 3ε2 + 6ε+ 1,

δ4 =
6ε2

5
+

8ε

5
+ 1, δ5 = ε4 +

ε3

2
+ 3ε2 + ε+ 1, δ6 = −2ε3− ε2 + 4ε+ 1,

δ7 =
2ε5

3
− 7ε4

3
− ε3

3
+

5ε2

3
+ ε+ 1, δ8 = −4ε4

3
+ 2ε3 + 3ε2 + ε+ 1,

δ9 = 5ε3 + 6ε2 + 3ε+ 1, η1 = ε3 − 8ε2

5
− ε+ 1, η2 = ε2 + ε+ 1,

η3 = −3ε4 + 3ε3 + 6ε2 + 3ε+ 1, η4 = −3ε5 + 3ε4 − ε2 + 2ε+ 1,

η5 = 1− ε

2
, η6 = 1 + 2ε, η7 = 1 +

ε

3
.

Para hacer más agradable el manejo de las entradas de las matrices trabajadas,

denotamos de la siguiente forma a las siguientes fracciones de polinomios en la

variable ε :

p1,7(t) =
γ9δ1

(
− 2γ9δ1ε+ α5β7

)
ε

+
α5γ9δ1(−γ9δ1ε+ α5β7)t

ε2
,

q1,7(t) =
γ9δ1

(
2γ9δ1ε− α5β7

)
ε

−
(
α5(γ9δ1)2

)
t

ε
,

p1,8(t) = p1,9(t) = γ9δ1 +

(
α5γ9δ1

)
t

ε
, q1,8(t) = q1,9(t) = −γ9δ1,

p2,7(t) =
γ9δ1

(
γ9δ1ε− α5β7

)
ε

, q2,7(t) =
γ9δ1

(
− γ9δ1ε+ α5β7

)
ε

+

(
α5(γ9δ1)2

)
t

ε
,

p3,7(t) =
−4α5γ9δ1δ3ε+ 2α2

5β7δ3 − 2α1α5β7δ2 + 2α1γ9δ1δ2η6

ε
+

(−2α2
5γ9δ1δ3ε− 2α1α

2
5δ2β7 + 2α1α5β5γ9δ1δ2 + 2α3

5β7δ3)t

ε2
+

α1α
2
5δ2(γ9δ1ε− nα5β7)t2

ε4
,

q3,7(t) =
4α5γ9δ1δ3ε+ 2α5β7(α1δ2 − α5δ3)− 2α1γ9δ1δ2η6)

ε

+
2α5γ9δ1(α1δ2 − α5δ3)t

ε
,
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p3,8(t) = p3,9(t) = 2α5δ3 − 2α1δ2 +
2α5(α5δ3 − α1δ2)t

ε
− (α1α

2
5δ2)t2

ε3
,

q3,8(t) = q3,9(t) = 2α1δ2 − 2α5δ3,

p4,7(t) =
α5γ9δ1δ3ε

2 − α2
5β7δ3ε− 2α1γ9δ1δ2ε+ α1α5β7δ2

ε2

+
α1α5δ2(−γ9δ1ε+ α5β7)t

ε3
,

q4,7(t) =
−α5γ9δ1δ3ε

2 + α2
5β7δ3ε+ 2α1γ9δ1δ2ε− α1α5β7δ2

ε2

+
α5γ9δ1(α5δ3ε− α1δ2)t

ε2
,

p4,8(t) = p4,9(t) =
−α5δ3ε+ α1δ2

ε
+

(α1α5δ2)t

ε2
,

q4,8(t) = q4,9(t) =
α5δ3ε− α1δ2

ε
,

p5,7(t) =
α1δ2(γ9δ1ε− α5β7)

ε
,

q5,7(t) =
α1δ2(−γ9δ1ε+ α5β7)

ε
+

(α1α5γ9δ1δ2)t

ε
.
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Apéndice B

Forma de Kronecker

Forma de Kronocker

Considere el abanico A+λB. Si existen P , Q matrices de orden m×n, tales que

P (A+λB)Q = A1+λB1, se dice que los abanicos son estrictamente equivalentes

y dichos abanicos tienen la misma forma de Kronecker.

La forma de Kronecker esta representada por:

diag
[
Jγ1(λ1)− λI, · · · , Jγk(λk)− λI, Lε1 , · · · , Lεs , LTη1

, · · · , LTηt , I − λJδ1(0),

· · · , I − λJδ`(0)
]

Donde no necesariamente todos los bloques diagonales aparecen.

Los bloques Jγi(λi) − λI tienen dimensión γi × γi, donde Jγi(λi) es una ma-

triz en forma canónica de Jordan de orden γi × γi y cuyos valores propios son

solamente λi.

Los bloques Jγi(λi)− λI tienen la siguiente forma:


λi − λ 1

. . . . . .

λi − λ 1

λi − λ


Estos bloques son llamados divisores elementales finitos (d.e.f.).
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Los bloques Lεi tienen dimensión εi× (εi+1); incluso puede suceder que εi = 0.

Los bloques Lεi tienen la siguiente forma:
−λ 1

. . . . . .

−λ 1


Estos bloques son llamados bloques de ı́ndice mı́nimo por columnas (i.m.c.).

Los bloques LTηi tienen dimensión (ηi+1)×ηi; incluso puede suceder que ηi = 0.

Los bloques LTηi tienen la siguiente forma:
−λ

1
. . .
. . . −λ

1


Estos bloques son llamados bloques de ı́ndice mı́nimo por renglón (i.m.r.).

Los bloques I − λJδi(0) tienen dimensión δi × δi, donde Jδi(0) es una matriz

en forma canónica de Jordan de orden δi × δi y cuyos valores propios son sola-

mente 0.

Los bloques I − λJδi(0) tienen la siguiente forma:
1 −λ

. . . . . .

1 −λ
1


Estos bloques son llamados divisores elementales infinitos (d.e.i.).

Sea (A + λB) : V → W , entonces existen Vγ, Vε, Vη, Vδ, Wγ, Wε, Wη, y Wδ,

tales que la forma de Kronecker se expresa como:
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KA+λB


d.e.f. 0 0 0

0 i.m.c. 0 0

0 0 i.m.r. 0

0 0 0 d.e.i.


Donde V = Vγ

⊕
Vε
⊕
Vη
⊕
Vδ y W =Wγ

⊕
Wε

⊕
Wη

⊕
Wδ
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