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Notacion

En esta seccion se dan las notaciones mas importantes de este trabajo.

= Las letras mayusculas U, V, W, X Y, ..., denotan espacios lineales con
elementos u,v,w, x,y, ..., respectivamente.

» Las letras X y U en general denotan el espacio de estados y el espacio de
entradas de control.

= A: X — X es una transformacion lineal cuya imagen es denotada simple-
mente por AX, su nucleo es denotado por ker A.

= B:U — X es una transformacién lineal cuya imagen es denotada simple-
mente por B.

= Si A:V — W es una transformacién lineal y & es un subespacio de W
denotamos por A~1S a la imagen inversa de S bajo A.

= Si dos subespacios V, W son isomorfos, lo denotaremos por: V = W.
» La suma directa de espacios independientes V), W es escrita como V @& W.

» Por |||, se entiende la norma euclideana (Ls) y por [|-||, se entiende la

n

n
doaiy el =) lail
i=1

1

norma (L ); en el caso de que x € R", ||z||, =

» Si (X,d) es un espacio métrico, A C X, z € X, entonces d(z, A) denota
la distancia del punto x al conjunto A.

. doo(2,K) = inf{d(m(t),k) ’ t>0, ke /c}
S¢ es el supremo de los subespacios casi de controlabilidad contenidos en K.

= Y./ denota unsistema entrada/estado.
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Ye/pje denota unsistema entrada/perturbacion/estado

Ye/e)s denota unsistema entrada/estado/salida

Ye/a denota unsistema entrada/variable descriptora regular
Denotamos por Ar a A+ BF

SISO denota un sistema de una entrada, una salida.

MIMO denota un sistema de multiples entradas y multiples salidas.

Sean a,b € 7Z, se denota el conjunto de enteros mayores o iguales a a y
menores o iguales a b como [|a, b|], por ejemplo [|—5,2|] = {—5, —4, -3, -2,
~1,0,1,2}.

X% denota un x X 1 vector cuya i-ésima componente es 1 y las otras compo-
nentes son cero, (en el caso que i > k todas las componentes son tomadas
igual a cero). T,{vT} denota una matriz Toeplitz triangular superior con
primer renglén v7. T,{v} denota una matriz Toeplitz triangular inferior
con primera columna v.

BDM {X;,---, X} denota matriz diagonal por bloques cuyos bloques
son matrices diagonales X, -+, X,. I, denota una x X k matriz identidad,
o simplemente I cuando no tenga que ser indicado de forma explicita.

i es el nimero imaginario /—1. s es la variable compleja de Laplace.
Dada una funcién del tiempo f(t) escribimos F'(s) para su transformada
de Laplace. £L7! {-} denota la inversa de la transformada de Laplace.

Dadas dos funciones de ¢, f y ¢, con € > 0y p(e) > 0, escribimos:
f(e) = O(p(e)) cuando existen constantes €* > 0y K > 0 tales que
|f(e)] < Kp(e) para e € (0, €*). En vez de: g+ f(g) con f(g) = O(p(e)),
ésta es simplemente escrita como : g + O(p(e)) (ver [13] para detalles).
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Abstract

In this thesis work we study the high gain feedback, proposed by Trentelman
[27], which aim is to approximate the distributional feeback, proposed by Wi-
llems [29, 30, 32]. We show that such a high gain feedback tends indeed to a
proportional and derivative control law.

We show that almost controllability can be also obtained by means of singu-
larly perturbed state feedbacks which are approximations of Proportional and
Derivative state feedbacks. We show on a particular example that any Almost
Controllability Subspace can also be interpreted as a subspace that can be made
unobservable by means of a Proportional and Derivative state feedback. This is
done using singularly perturbed techniques for analyzing the high gain feedbacks
related to the Almost Controllability Subspace.

In some control and observations problems, it may be convenient, at least from
the analysis point of view, to use non proper systems. However, as far as their
implementation is concerned, proper approximations have to be designed. In
this thesis work, we show how exponential approximations can be rather easily
designed. We first consider the SISO case, and we next extend such results to
the MIMO case. We also study the relative stability of the approximation for
the MIMO case. As a by product, we show that the set of proper time-invariant
linear systems is dense in the set of regular linear descriptor systems.
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Resumen

En este trabajo de tesis se estudian las retroalimentaciones de alta ganancia,
propuestas por Trentelman [27], las cuales fueron concebidas para aproximar
las retroalimentaciones distribucionales propuestas por Willems [29, 30, 32].
También se muestra que estas retroalimentaciones de alta ganancia son de hecho
aproximaciones de leyes de control del tipo proporcional y derivativa.

También se muestra que la casi controlabilidad es obtenmida mediante retroali-
mentaciones de estado singularmente perturbadas, las cuales son aproximaciones
de retroalilmentaciones de estado proporcional y derivativa. Mediante un ejem-
plo particular, se muestra que cualquier subespacio de casi controlabilidad puede
interpretarse como un subespacio que se hace inobservable por medio de una
retroalimentacién proporcional y derivativa. Esto se hace utilizando la técnica
de las perturbaciones singulares para analizar las retroalimentaciones de alta
ganancia de los subespacios de casi controlabilidad.

En algunos problemas de control y de observacién, puede ser conveniente, al
menos desde un punto de vista analitico, la utilizacién de sistemas no propios.
Ahora bien, cuando se procede a la realizacion préctica, hay que disenar aproxi-
maciones propias. En este trabajo de tesis, se muestra como realizar facilmente
aproximaciones exponenciales. Se considera primero el caso SISO, y despues se
extienden los resultados al caso MIMO. También se estudia la estabilidad re-
lativa de las aproximaciones para el caso MIMO. Como un resultado extra, se
muestra que el conjunto de sistemas lineales propios invariantes en el tiempo es
denso en el conjunto de los sistemas lineales descriptores regulares.



XVI Resumen




XVII

Introduccion

Con los articulos de Brunovsky [9] y Morse [19] se inicid en forma estructural
el estudio de sistemas lineales. Ello hizo posible atacar problemas de control
a partir de un punto de vista formal, y para entender como las propiedades
estructurales de los sistemas juegan un papel importante en la solubilidad de
tales problemas de control.

En particular Morse [19] es uno de los articulos claves para el enfoque estructural
y geométrico. Mas precisamente, algunas propiedades estructurales importantes
pueden ser interpretadas en términos de la (A, B)-invarianza y de la contro-
labilidad de subespacios, los cuales son relacionados con las transformaciones
lineales de la representacion espacio estado de los sistemas. De un modo sim-
ple, estos subespacios de los cuales hablamos son la parte maximal del sistema
la cual puede hacerse inobservable (hacerse invariante dentro del nicleo de la
transformacién lineal de salida) por una retroalimentacién de estado y por al-
guna parte con dinamica asignable. Este fue el punto de inicio para un estudio
sistemdtico de la estructura de sistemas lineales. En Wonham [34] y Marro [2]
son resumidos los resultados importantes del enfoque geométrico.

Un aporte importante a la Teoria de Control fue dada por Willems al introdu-
cir los subespacios cast (A, B)-invariantes y subespacios casi de controlabilidad
[29, 30, 32]. Su importancia radica en el hecho de que algunas propiedades es-
tructurales importantes de los sistemas lineales pueden interpretarse en términos
de estos subespacios casi (A, B)-invariantes y casi de controlabilidad, los cuales
estan relacionados con retroalimentaciones de estado de alta ganacia, como apro-
ximaciones de retroalimentaciones de estado distribucionales [29, 30, 32]. Estos
subespacios son ttiles cuando no es posible tener soluciones exactas.

En este trabajo de tesis se estudian las retroalimentaciones de alta ganancia,
propuestas por Trentelman [27], las cuales fueron concebidas para aproximar
las retroalimentaciones distribucionales propuestas por Willems [29, 30, 32].
También se muestra que estas retroalimentaciones de alta ganancia son de hecho
aproximaciones de leyes de control del tipo proporcional y derivativa. Para esto:



XVIII Introduccién

= En el Capitulo 1 se dan definiciones de subespacios y sistemas importantes
que se utilizaran a lo largo de la tesis.

= En el Capitulo 2 se da un breve resumen de los principales resultados del
trabajo doctoral de Trentelman [27] relacionado con la realizacién practica
de las leyes de control distribucionales, a saber su realizacién mediante
leyes de control de alta ganancia.

= En los Capitulos 3 y 6 se muestra que estas aproximaciones de alta ga-
nancia, son también aproximaciones de leyes de control proporcional de-
rivativo; es decir que las leyes de control distribucionales corresponden a
leyes de control proporcional derivativas.

Entre los Capitulos 3 y 6 se abre un paréntesis para considerar el problema de
la aproximacion de leyes de control impropias por controladores propios, que
conserven (aproximadamente) las bondades de las leyes de control impropias.
Para esto:

= En el Capitulo 4 se resuelve el problema de aproximacion de sistemas
lineales no propios para el caso SISO.

= En el Capitulo 5 se extienden los resultados del Capitulo 4 para el caso
MIMO.

En el Capitulo 7 se concluye.
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Parte 1

Subespacios Casi de
Controlabilidad:
Retroalimentaciones de Altas
Ganancias y Retroalimentaciones
Proporcionales Derivativas






Capitulo 1

Sistemas y Subespacios

1.1. Introduccidon

Con los articulos de Brunovsky [9] y Morse [19] se inici6 en forma estructural
el estudio de sistemas lineales. Ello hizo posible atacar problemas de control
a partir de un punto de vista formal, y para entender como las propiedades
estructurales de los sistemas juegan un papel importante en la solubilidad de
tales problemas de control.

En particular [19] es uno de los articulos claves para el enfoque estructural y
geométrico. Mas precisamente, algunas propiedades estructurales importantes
pueden ser interpretadas en términos de la (A, B)-invarianza y de la contro-
labilidad de subespacios, los cuales son relacionados con las transformaciones
lineales de la representacion espacio estado de los sistemas. De un modo simple,
estos subespacios de los cuales hablamos son la parte maximal del sistema la cual
puede hacerse inobservable (hacerse invariante dentro del niicleo de la transfor-
macion lineal de salida) por una retroalimentacién de estado y por alguna parte
con dinamica asignable. Este fue el punto de inicio para un estudio sistematico
de la estructura de sistemas lineales. En los articulos de Wonham [34] y Marro
2] son resumidos los resultados importantes del enfoque geométrico.

Un segundo estudio importante ocurre con la introducciéon de los subespacios ca-
si de controlabilidad y los subespacios casi (A, B)-invariantes debida a Willems,
los cuales son relacionados con las transformaciones lineales de la representa-
cién espacio estado de los sistemas. [29, 30, 32]. Estos subespacios son usados
cuando no se observa una solucién exacta. Los subespacios casi de controlabi-
lidad y los subespacios casi (A, B)-invariantes han sido conectados con el uso
de retroalimentaciones de estado de altas ganancias, como aproximaciones de
retroalimentaciones de estado distribucionales.
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1.2. Subespacios y Algoritmos

Sea el sistema descrito por:

d
ax:AaH—Bu, (1.1)

donde: A: X — Xy B:U — X son transformaciones lineales.

En esta seccién, recordamos definiciones, caracterizaciones geométricas impor-
tantes y algoritmos para la construccién de algunos subespacios importantes,
para mas detalles ver ([34]).

Definicién 1 ( Subespacio A-Invariante )
Sean A : X — X una transformacion lineal y S C X un subespacio, se dice que

S es un subespacio A-invariante si AS C S.

Definicién 2 ( Subespacio (A, B)-Invariante )

Sean A . X — X, B : U — X dos transformaciones lineales, donde S C X
es un subespacio y B la imagen de B. Se dice que S es un subespacio (A, B)-
invariante si AS C S + B.

Equivalentemente, S es un subespacio (A, B)-invariante, si existe una retroali-

mentacion de estado F tal que S es A + BF-invariante.

Sea KC cualquier subespacio de X. Entonces el subespacio supremo de los sub-
espacios (A, B)-invariantes contenidos en C, denotado por Si- se calcula apartir

del siguiente algoritmo no creciente; *

S'=x; S =KNAYS" +B) (ISA)

Definicién 3 ( Subespacio de Controlabilidad )
Un subespacio R C X se dice subespacio de controlabilidad si Vx, € R y

V T > 0 existe una ley de control u(t) tal que la correspondiente trayecto-
ria x(t) satisfaga: ©(0) =0,2(T) =z, y x(t) e R,V t>0.

!De las siglas en ingles “Invariant Subspace Algorithm”.
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Equivalentemente R es un subespacio de controlabilidad si y solo si existe una
retroalimentacion de entrada F' y una transformacion lineal G tal que R es el
subespacio controlable de (A + BF, BG), es decir R = (A + BF|Im(BG))

Sea IC cualquier subespacio contenido en X, entonces existe un subespacio su-
premo de contrabilidad contenido en IC, denotado por Ry vy se calcula apartir

del siquiente algoritmo no decreciente;?

R’ =0; R =S8N (AR + B) (CSA)

Definicién 4 ( Subespacio Casi (A, B)-Invariante )

Un subespacio V, C X se dice subespacio casi (A, B)-invariante si Vxo € V,
y Ve > 0 ewiste una trayectoria del sistema con las propiedades que z(0) = xo,
d(x(t),V,) <e VteR.

Definicién 5 ( Subespacio Casi de Contrabilidad [27])

Un subespacio R, € X se dice subespacio casi de contrabilidad si ¥ xg, v1 € Ra,
existe T >0 tal que ¥ p > 0 existe una trayectoria del sistema con las siguientes
propiedades: z(0) = zg, z(T) =71 y doo(x, Ra) < p.

Sea K un subespacio de X, entonces el subespacio S es el limite del siguiente

algoritmo no decreciente?:

SO={0}; SMl=KN(AS"+B), p>0 (ACSA)

Sy es el supremo de los subespacios casi de controlabilidad contenidos en K.

Sea Vi el supremo (A, B)-invariante contenido en IC, entonces R C Vi, es

decir, Rx N V¢ = Ry lo que implica: Ry = Vi N S, este es el supremo de los

2De las siglas en ingles “Controlability Subspace Algorithm”.
3De las siglas en ingles “Almost Controlability Subspace Algorithm”.



4 Capitulo 1. Sistemas y Subespacios

subespacios de controlabilidad contenidos en K (ver [29], [30], [32])

1.3. Sistemas

1.3.1. Sistema Entrada/Estado

Un sistema entrada/estado, 2., = <R+,L{ X Xaet, %[ejpB]), es un sistema dindmico

definido por la representacién espacio-estado [33] (ver también [22])

d
El'f:AfEf"’Bu (1.2)

donde v e 2R™ es la variable de entrada y z; € X,y 2 R™ es la variable de
estado. Suponemos que la transformacion lineal de entrada B es ménica.
Apartir de la teorfa de Kronecker [12], el abanico asociado, [A\I — A], A € C, con-

tiene inicamente divisores elementales finitos (acciones integrales), def. Su com-

exrp

(A €8 del tipo exponencial, esto es *:

portamiento B

By = {(w2) € LR U X Xip)

t
3 20 € Xy tal que z4(t) = €y +/ eA(t’T)Bu(T)dT}. (1.3)
0

Algunas veces la variable de entrada es descompuesta en dos componentes, u € U
y g€ @=R". La primera componente es libre para ser usada como senal de
control (variable controlada o simplemente entrada) y la segunda componen-
te es no controlada (llamada perturbacién). En este caso escribimos .,/ =

(Rt [U x Q] x Xy, By 5 S]])’ siendo la representacion espacio estado:

d
&xf:Axf—i-Bu—kSq (1.4)

4Se usa la notacién Xy, ¢ para indicar que estd relacionado con los divisores elementales
finitos del abanico [\ — A], A € C. En esta tesis se restringe el comportamiento al espacio
funcional C'*° en vez del espacio funcional de las funciones localmente integrables utilizado

por Willems, esto es por que se trabaja con leyes de control proporcionales derivativas.
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y su comportamiento es del tipo exponencial, esto es:

B\ s :{((u,q),xf) € LP(RY, U x Q] x Xyey)| I @0 € Xyey tal que

o/(t) = €00+ [ €4 (Bu(r) + Sa(rar}.  (1.5)

1.3.2. Sistema Entrada/Estado/Salida

Es también usual agregarle a la representacién espacio estado (1.2) una variable

de salida, y € R?, por medio de una ecuacion de salida:
y=Czs+ Du (1.6)

En este caso, se obtiene un sistema entrada/estado/salida , S, /./s = (R*,u X Xgef

<Y, B o D]>. El comportamiento es del tipo exponencial, esto es:

%fj’fBC’D] = {(u,xf,y) € COO(R+,L{ X Xgef X y>|
3 (u,zy) € By tal que  y(t) = Cap(t) + Du(t)}. (1.7)

exrp

En el caso que D = 0, simplemente escribimos B\sr

1.3.3. Sistema Entrada/Variable Descriptora Regular

Un Sistema Entrada/Variable Descriptora Regular, S,,q = (R+,UX [Xaer X Xoo],

%fjf’B]] @ %f’;{,{r]), es un sistema dindmico definido por la representacién de estado

descriptor (expresado en su forma de Weierstrass) [12]:

% = Amf—l—Bu
N = 4 —Tu ) (1.8)
z = [aF oL ]

donde u € U 2 R™ es la variable de entrada y = € Xy = Xjef © Xjea ~ R T es la
variable descriptora. A partir de la teoria de Kronecker, el abanico asociado de

esta descripcion contiene dos tipos de bloques: (i) El bloque MNI - A ], A € C, es
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un divisor elemental finito, que describe acciones integrales y cuyo comporta-

miento es del tipo exponencial B;}";,. (ii) El bloque [A\N — T ], A € C, es un divisor

elemental infinito, que describe acciones derivativas, en este caso se tendra un

comportamiento del tipo polinomial B7% . definido de la siguiente manera:

[N.I))

%I[?z%l,m = {(U, Too) € CO(RY, U X Xiea)| 200(t) = Tu(t)+

el 1.9
j;lNJFéitju(t)} (1.9)

Si agregamos a (1.8) una variable de salida, y € R”, por medio de la ecuacién de

salida:

y:[() G]x (1.10)

En este caso, conseguimos: ¥.,4/s = <R+,U>< [Xies X Xoo] X y,%fjf’&q & %fj‘\’,{n@]),

cuyo comportamiento polinomial es:

%I[)](\]/'l71"7®] = {(u7xooayoo) € COO(R+7Z/{ X Xied X y)‘

3 (u, Te0) € %ﬁ(\}lﬂ 8.t Yool(t) = @$f(t)}. (1.11)

1.4. Conclusion

El estudio estructural de sistemas lineales, nos permite atacar problemas de
control a partir de un punto de vista formal, y entender como las propiedades
estructurales de los sistemas juegan un papel importante en la solubilidad de
tales problemas de control. Algunas propiedades estructurales importantes se
han interpretado en términos de la (A, B)-invarianza y de la controlabilidad de
subespacios, los cuales estan relacionadas con las transformaciones lineales de
la representaciéon espacio estado de los sistemas. De un modo simple, estos sub-
espacios de los cuales hablamos son la parte maximal del sistema la cual puede
hacerse inobservable (hacerse invariante dentro del nticleo de la transformacién
lineal de salida) por una retroalimentacién de estado y por alguna parte con
dindmica asignable.

Otro analisis importante se tiene cuando se introducen los subespacios casi de
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controlabilidad y los subespacios casi (A, B)-invariantes, los cuales estén rela-
cionados con las transformaciones lineales de la representacion espacio estado de
los sistemas. [29, 30, 32]. Estos subespacios son utilizados cuando no es posible

obtener una solucién exacta.
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Capitulo 2

Retroalimentacion de Altas
Ganancias para Subespacios Casi

de Controlabilidad

2.1. Introducciéon

Un aporte muy importante a la Teoria de Control fue dada por Willems al in-
troducir los subespacios casi (A, B)—invariantes y subespacios casi de controlabi-
lidad. Su importancia radica en el hecho de que algunas propiedades estructura-
les importantes de los sistemas lineales pueden interpretarse en términos de estos
subespacios cast (A, B)—invariantes y casi de controlabilidad, los cuales estan re-
lacionados con las transformaciones lineales de las representaciones del estado
de los sistemas lineales [29, 30, 32]. Estos subespacios son ttiles cuando no es
posible tener soluciones exactas. Los subespacios Casi (A, B)-Invariantes 'y Casi
de Controlabilidad han sido relacionados con la retroalimentacion de estado de
altas ganancias y con retroalimentaciones de estado de tipo distribucional. En
este capitulo se da un breve resumen de los principales resultados del trabajo
doctoral de Trentelman [27] relacionado con la realizacién préictica de las leyes
de control distribucionales, a saber su realizacién mediante leyes de control de
alta ganancia. En los Capitulos 3 y 6 se mostrara que estas aproximaciones de
alta ganancia, son también aproximaciones de leyes de control proporcional de-

rivativo; es decir que las leyes de control distribucionales corresponden a leyes
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de control proporcional derivativas. Se usa el punto de vista comportamental,

introducido por Willems en [22]

2.2. Subespacios Casi de Controlabilidad

En esta seccién recordamos algunas caracterizaciones y propiedades geométricas
de los Subespacios Casi de Controlabilidad (ver [27]).

2.2.1. Caracterizaciones Geométricas de R,

Willems caracteriza los subespacios casi de controlabilidad en funcién de cadenas

de subespacios de la imagen de B de la siguiente manera:

Corolario 1 ([29], Corolario 1.23 de [27]) Un subespacio R, de Xjeq €s un
subespacio casi de controlabilidad si y solo si existe una transformacion lineal
F: Xjea — U y una cadena {B;}r_, en B, esto es B D By D --- D By tal que:

Ro =B+ ApBy+ -+ A8y

Mads aun, existe un ke zZ**U{0}, k<dimR,, una cadena {B;}%_, en B y una
transformacion lineal F* : Xpeq — U tal que:

Ra = BioApBo®--- @ AL, (2.1)
B = R,NB
dimB; = dimAL-'B;
= dimS' —dimS~t, e[|k, (2.3)

donde los S, i € [|0,k], son los pasos del algoritmo [ACSA] con K =R,.

Willems interpreta los espacios Casi de Controlabilidad en funcion de las tra-
yectorias del sistema de la manera siguiente:

Teorema 1 ([29], Teorema 1.24 de [27]) Sea K un subespacio de Xyeq Yy R}, s
el supremo de los subespacios casi de controlabilidad contenidos en K. Entonces:

Rix = {xo EK|Vp>03a;e B\ tal que
2(0) =20, con z5(T)=0 y doo (zf,K) <p }

5 7 * —
Mas ain, R} = Sg°.
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2.2.2. Forma Canonica Casi de Controlabilidad

El siguiente lema da una descomposicién agradable del espacio de estado, para el
sistema retroalimentado, en términos del subespacio supremo de contrabilidad,
con lo cual seremos capaces de dar importantes conclusiones de tipo estructural:

Lema 1 (Lema 1.15 de [27]) Sea K un subespacio de Xjeq. Ezisten subespa-
cios Xy, Xo Yy Xy de Xpeq Yy Ur, Us Yy Us de U, una transformacion lineal F* :
Xtea — U, un entero k < dim Kk, [|0,k — 1], tales que:

1. 8P =X0%,

2. Xfea=X1 D Xo D Xs,
8. ApX) C X ® Xy,

4. BU; C X;, i€ [|1,3]],

5. Cuando se aplica la retroalimentacion de estado uw = F*z; +u* a la ecuacion

d ‘ .
% = Az + Bu, entonces bajo las descomposiciones Xyeq = X1 & Xo & Xs

Yy U=U DUy ®Us, la representacion de estado toma la siguiente forma
Canonica Casi de Controlabilidad:

%:Uf :AF*ZEf+BU* (24)
Ay A Agg By 0 O

Ap-= | Ay A As3 |, B=| 0 By 0 (2.5)
0 A32 A33 0 0 Bg

donde:

a) Xo=1Im Ay ©TIm B!,
b) Sea:

Aoy = Py, Ay
Py, : Xy — Im Agq, proyeccion natural paralelamente a Im Ba,
(2.6)
entonces X; = A;'Tm By @ Ker Ay y Im Ay = Im B;.

!Estas propiedades geométricas se siguen directamente apartir de las expresiones matri-
ciales de Trentelman. Por ejemplo, para el inciso a): de [27] se tiene Ker [Ag; Bs]l = {O}

lo cual implica Xy =Im As; +Im By y dimAs =rango As; +rango Bs, esto es
Xo =Im Ag; @ Im Bs.
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MN—A —-B s .
- = LI, Xe C, unicamente contiene
21

ied, a saber la tripleta estandar controlable (Ay, Av1, By) es primaZ.

c¢) El abanico asociado,

2.3. Entradas Distribucionales

Como se vié en el Corolario 1 de la seccién 2.2, los subespacios casi de contro-

labilidad, pueden ser caracterizados geométricamente a partir de una secuencia
k

de subespacios {Bl} de tal forma que B D By D --- D B,3. Denotamos por
i=1
Ar a A+ BF, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 1 ([27]) 1. V, es un subespacio casi (A, B)-invariante si exis-
ten V subespacio (A, B)— invariante y Sg° subespacio casi de controlabi-
lidad tales que:

Vo=V + 8.

2. §2° es un subespacio casi de controlabilidad si existen una transformacién

k

lineal F': X — U y una cadena {BZ} , tal que:
=1

S =B+ ApBy + -+ + AL By

i=

Para ilustrar esto, sea xy una condicién inicial en S;°, entonces se tiene que

o € generado(b, Apb, AZb, - | AE'b), b € B\{O} y k = grado(det(A\I—Ap)),

k—1
es decir existen Ao, -, \x_1, tales que xy = Z A\ A%b, Sea la entrada de con-
i=0
k—1
trol distribucional u = —Z )\ié(’)uo, donde uy € U. Aplicando la ley de control
i=0

distribucional al sistema 2.4 se tiene para t > 0:

k—1 k—1

t
x(t) = €M "\ AL Bug — / e =IB> X6 (r)ug dr =
i=1 0 i=0

2 En [19], Morse introdujo los sistemas primos, los cuales hablando en forma burda son
sistemas observables y controlables, representados por una forma (C, A, B) de espacio estado.
Miés atin, el Teorema 3.1 de [19] demuestra que existe una retroalimentacién de estado F' tal
que: (A+ BF)~ BDM{A,...,An}, B~BDM{B;,...,Bn,}, C~BDM{C,...,Cpn},
Ci=(xp )" Ai=Tu{(2 )"}y Bi= (X))

3Dicha secuencia se llama cadena en B
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k—1 k—1 t
Z )\ieAFtA%BUO — Z )\,L |:/ eAF(tiT)(S(i) (T) dT:| BUO =
i=1 i=0 0

Ahora bien, puesto que

= etriAl
7=0

¢
/ eAF(t_T)é(i)(T) dr = (—1)idi/d7'ie‘4F(t_7)

0
Se tiene que:
k—1 k—1
l‘(t) = Z )\ieAFtA%BUO - Z )\ieAFtA%BUO = 0,
i=1 =1
es decir para cada t > 0 se tiene que z(t) = 0.
Para un analisis riguroso ver el Capitulo 2 de [27].
En las primeras tres secciones del Capitulo 2 de [27] se muestra que los subespa-
cios casi invariantes son de hecho subespacios distribucionalmente invariantes.

2.4. Ejemplo Ilustrativo (Parte 1)

Considere un sistema cuyas matrices de comportamiento A+ y B ya estan ex-
presadas* en la forma Candnica Casi de Controlabilidad:

00 0[00O0] 000 1 0[0]0
00 1(1 1 1] 111 0000
00 0[00O0|] 000 0 1/0]0
100/01 0] I 11 0 0]0]0
Ape=]010/00 1] 1 11|, B=|0o0l0]0 (2.7)
00 0[(00O0|] 000 0 0[1]0
000(00O0]—1 00 0 0[0[0
000[1 11| 101 0 0/0]0
(00 0[00O0 000, 0 0]|0]1

Obtenemos las partes real e imaginaria de los elementos del espectro o(Ap-)

o(Ap) = { 2,1479, —0,57395 £40,36899, —1, 0, 0, 0, —1 0 }

4Se considera que ya se ha aplicado una retroalimentacién previa para llevar al sistema a
la forma canonica del Lema 1.
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Ahora se considera K = {ey, g, €3, €4, €5, €6, €7}. Note que: B = {ey, €3, eg, €9}
Aplicando el algoritmo [ACSA]| tenemos:

S' =KNB={e,es3 ¢4}

S§* =Kn (A4pS'+ B)
=Kn E{el, €2, €3, €4,€5 + €5, €6, €9})
= {e1,e9,€3, 64,66}

S =Kn EAlF*SQ + B)
= KN ({e1, €2, 3,4, €5, €6, €5, €9})
= {ey,e9,€3,€4, 65,6}

S§> ={e1,e9,€3,64,€5 6}

Aplicando el algoritmo CISA tenemos:

V' =K = {e1,ea,e3, €4, 65, €5, 67}
V2 =KnAp (V! + B)
=KN A;ﬂl ({61, €9, €3, €4, €5, €6, €7, 69})
=KnN ({61, €9, €3, 68})
= {e1, 2, €3}
V3 =KNAR (V2 +B)
= ’CﬂA;& ({61,62,63,66,69})

- IC N ({63})

Vi =KnNAR (VP +B)
=K N Az ({1, es, €6, €0})
=Kn{0} ={0}

Ve ={0}

Por lo que:
R*=V'NS> ={0}.

De lo anterior se concluye que no es posible obtener una invarianza, en el subes-
pacio K seleccionado, por retroalimentacién proporcional de estado.
Esto es, solo es posible obtener una casi invarianza.

Enseguida se muestra la representacién de estado correspondiente a las matrices
del comportamiento (2.7), asi como a los subespacios correspondientes:
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S

Xl XQ ul Z/{Z Z/{S

[0 0 0|0 0O 0 00 0] 1 0[0[0

00 111 11 1 11 0 0j01]0

00 0(00O0F O0O0O 0 17010

d 1000 1 0] 1 11 0 0(01]0
TGO =0 10000 11 11 1 a+|00[00 u (28

! 00 0(00O0F O0O0O0 0 0]1]0

00 0(00O0-1 0020 0 0(010

000111 101 0 0/010

00 0[000| 000, 0 0|01 |

Aps B

2.5. Aproximacion de un Subespacio Casi de
Controlabilidad

El siguiente teorema muestra que la ley de control distribucional es también

aproximada por una sucesion de retroalimentaciones de estado de altas ganan-

cias:

Teorema 2 (Teorema 2.35 de [27]) Sea S el subespacio supremo de casi
k

de controlabilidad y {Bz} una cadena en Sg¢ N B.

i=1
Sea F*: Xjeq — U una transformacion satisfaciendo (2.1)-(2.3).

Sean £, , Ly subespacios de SFF, definidos de la siguiente forma:
21 = bl@AF*bl—i_. ’ '+EBAF*”1_11)17 Ty 'Sk‘ == bk@AF*bk+ ‘ '+EBAF*nk_1bk7
(2.9)
donde B = generado{bl, e ,bk}. Sea N € ZT y e € R tales que:
1
N >méx{|\| | A€ a(Ap)} ye< = (2.10)

N
esta ultima condicion garantiza la invertibilidad de la matriz (I — eAp+). En-
tonces, para cada i € (|1, k|| existen Subespacios (A, B)-Invariantes, £;(¢), los
cuales tienden a £; respectivamente, y son generados por la sucesion de vectores®

{xiﬁl(a,ﬂi), e Tk (5,111»)}, donde:

®Ver Seccién 2.4 de [27]
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zi (e, u;) = (I - 5AF*)_1Bﬁi,
Tivr (8, i) = (T— eApe) " Apexij (e, W), (2.11)
i € [,k Bu; € {B}" .
Mds ain, sea xy una trayectoria solucion de la representacion de estado (2.4)

y (2.5) con condicidon inicial xo € Si2. Considere una sucesion de retroalimenta-
ctones amigas de F; : L;(e) — U, tales que:
1\
Fayea) = (1) o (212)

€
Entonces para todo p >0 existe un N € Z** tal que:

deo (va 8;(0) <p
(2.13)
Ty € BY ipr, 5y VES ¥

2.6. Ejemplo Ilustrativo (Parte 2)

Para una mejor comprensién del Teorema 2, lo aplicaremos al ejemplo de la
seccion 2.4. Para esto procederemos de la siguiente manera:

1. Se descompone el subespacio Sg° en subespacios casi de controlabilidad £;.

2. Se aproximan Subespacios casi de controlabilidad por subespacios casi
(A, B)-invariantes £;(<).

3. Se obtiene una retroalimentacién de altas ganancias X (¢).
4. Se obtiene la matriz cambio de base Frp,(¢).

5. Se analiza el comportamiento del sistema en lazo cerrado, asi como tam-
bién su tendencia cuando ¢ — 0

6. Finalmente se realizan simulaciones numeéricas.

2.6.1. Descomposicién del Subespacio §° en Subespacios
Casi de Controlabilidad

Primero expresamos a S como suma directa (ver (2.9)):6

®Recuerde que S N B = generado{el, €3, 66} (ver(2.8))
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S =01 L,® L (2.14)

Donde las £; estan dadas por:

L1=b D Apby ; Lo=by D Apby® A%by ; L3 = b3

es decir:
([1 07]) (10 0 01])
00 010
0 0 1 00
01 0 00
£y = generado 00 , Lo =generadoq [ 0 0 1 ,
00 0 00
0 0 0 00
00 0 00
([0 0] A L[ O0 0 0] (2.15)
0
0
0
L3 = generado 0
1
0
0
\ L O d 7
Matricialmente se expresan de la siguiente manera:
P
[ 10 0/0(0 0 ]
00 0[1(0 0
0(0 1101]0 0
01 0/0(0 0
[ Li|| Lo Ls =] 00 | O]0O|1 || O (2.16)
00 0/0(0 1
00 0[0]0 0
00 0[0]0 0
| 010 0/0(0 0 |
£ Lo £3
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Comparar con (2.8).

2.6.2. Aproximaciéon por Subespacios Casi (A, B)-Inva-
riantes

A continuacién damos la aproximacién de los subespacios casi de controlabi-
lidad, por medio de subespacios casi (A, B)-invariantes.

Considere £ > 0 tal que 1/ > médx {|A| | A € o(Ap-)}. Con la ayuda de (2.11),
construimos los subespacios casi (A, B)-invariantes, ver (2.10):

£1(¢) = generado {z} |, 24,}, £u(c) = generado {2}, z},, 243}
£3(¢) = generado {24, }
donde :
£i(e) C ()+bz-,i€{1,2,3}
L'(8) = ( ) £2(2) ® L3(e) 5 Mmoo £(2) =S¢
= (T—cAp) " by, 2, = (I—cAp)  Apeal,

i,J+1
Ahora blen para cada ¢ < 1 tal que N > max{])\| | A€ o(Ap~) } se tiene:

2 23 2 T
1 2_1 0 - 50%3 ~aras 00 ozfas 0
£1(g) = generado ) ;
0 _ 2ea2 0 agas 6c“ae O O 207
af af (a1as5)? (as)?
3 2 3 T
cas e %05 _ €
0 o 1 o o 0 0 o 0
- g0 3c2ag _ 2ecag 3c2ag .
£5(¢) = generado 0 =5 0 =5 o 00 =520 ;

0 - 0 -2 & 00 -2 0

al ay

T
c) = P 25 _ 2B _ P
S;;@)-genemdo{[() -3 0 =k =10 -2 O}
(2.17)

Matricialmente tenemos:
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[ Li(e) || La(e) || Ls(e) | =
.QH\—T Qé—r o o o ..on"
1 0 0 0 0 0 ]
g2 2ean _eag | aaas _ 3eh Ba
o | T a1 | o o7 -
0 0 1 0 0 0
o | e | B | @)
_ 2e3ns 6206 Ezﬂ 2cag 53 Elﬂ
aios (a105)2 a1 af a3 alas
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
g2 2 _ g 3e2ag RN e
ajas (a1a5)? aq oz% Je% a1as
0 0 0 0 0 0
£1(e) La(e) £3(e)

donde as, G, M € {1+@(€)} C R[e];los cuales estn definidos en el apéndice A.

Note que (comparar (2.15) con (2.17)):7
HII(l) [Li(e)] =&

2.6.3. Matriz Cambio de Base

Para poder calcular la retroalimentacién amiga (2.12) de los subespacios £;(¢)
se necesita la matriz cambio de base construida a partir de los generadores de
los subespacios aproximados £;(¢).

La matriz cambio de base es (ver(2.18)):

"Esta convergencia de subespacio es en el sentido Grassmanniano; ver paginas 58, 61 y 62
de la seccién 2.4 de [27]
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<5 <5 g g9l g = 5 e
[ 0 0 0 0 0 0 0 07
£ _2:qz cag | asas | 3B || B g
0 0 0 o | o looo
cag a43¢5 _i 3522048 _35?2 225 00 0
— @1 a7 a1 o7 ay a1
X(e) = | 2| foos | e | 2 & | lig 0 0| (219)
0 0 0 0 0 1 0 0O
0 0 0 0 0 0 1 00
g2 2e _ g2 | 32a 328 _ eBs
Q105 (a1a57)2 (3} Oé% : 04?2 a1;5 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1]
L1(e) Lo(¢) £3(e)

Note que (recuerde el apéndice A):

det X () = B y 11’m—67—(6) =-1

as(€)?aq(€)3 7 =0 as(e)?aq(e)?

Su matriz inversa es:

1 0 0 0 0 0
casf8 3e%adny lad a3dy 3eagn —<%a576
8 78 78 UE] 78 78
0 0 1 0 0 0
259 —3e2n9 +1 Y2 2e(y 360(%(2 e
_ 1 s 78 78 78 , B, U
X(g)_ — —2e3¢3 2ea15 ca1ys  2e%arasns e 1aE(y ca1s
n8 UE] 78 n8 8 8
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
235 3e2n; & 2emo 3eng £79
18 78 718 UE] 78 718
0 0 0 0 0 0

OO HO O O O o O

O R OO O O O o O

O OO O O O o O

1
(2.20)

Aplicando el cambio de base (2.19) a la representacién de estado (2.8), se ob-

tienen:

d _ _
dtf &+ Bu
donde:

(2.21)

(2.22)
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ZF* = 7_ (6)14}7*7(6) =
0 0 0 | 0 0 0 | o 0 0 ]
Bsas _ 2ne71€ aze? ‘ ase? ol asyee | @2v001  alyedi  alyedy
Br Br Br Br Br B Br Br Br
0 0 0 \ 0 0 0 \ 0 0 0
® 0% xlw o2 oBl® & &
7 7 7 7 7 7 7 7 7
2.23
2ai171€ 20171 ysaue | ysan  _ 4yse @178 o102 162 162 ( )
Br B B Br B B Br Br B
0 0 0 | o0 0 | o0 0 0
0 0 0 | 0 0 0 | -1 0 0
e Bs g ‘ £ 1 20 ‘ Y981 504 2901
Br Br B Br B B B Br Br
i 0 | 0 0 0 | o 0 0 |
y
[ 1 0 0 [0]
Bsase aze? Yeouse? ‘ 0
B7 B7 B7
0 1 0 |0
s % o
7 7 7
B = 7_1<5)B = _2yimed yzane? ggane 0 (2‘24)
B7 B7 Bz
0 0 1 |0
0 0 0 |0
Bse? e Y9€ ‘0
B7 B7 B7
0 0 0 |1

donde v € {1+0(c)} C R[e]; los cuales estén definidos en el apéndice A.

2.6.4. Retroalimentacion de Altas Ganancias

Para construir la retroalimentacién amiga de los subespacios £;(¢) se sigue el
procedimiento dado en la prueba del Lema 2.34 de la Seccién 2.4 de [27].
Considere la siguiente matriz (ver (2.12)):
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~1 110 0o olo0o]ooo
— o o[- L —LTofooo
Fr=1="09 0 0 o0 -ITo 00 (225)
0O O0l0 0 O0/l0]0oo0o0O

Al aplicar la retroalimentaciéon amiga (2.25) al sistema representado por (2.21),
con las matrices (2.23) y (2.24) se tiene que:
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El polinomio caracteristico de la matriz retroalimentada es (ver apéndice A):

i) 5

Por lo que su espectro es:

_ 1 1 1 1 1 1 5
J{AF*JFBFTT}:{O, -1, ==, —- 4}.

9 e Y € 7 c ) € 3 /67
Ahora bien, para asignar también la dindmica fuera del subespacio S se com-

plementa la retroalimentacién de estado de altas ganancias (2.25) de la siguiente
manera:
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Note la Ap. — £(¢) invarianza obtenida.

La retroalimentacién toma la siguiente forma en la base original (ver (2.19),
(2.23), (2.24))

—1

Fr.(e) = Fr,(e)X " (¢) (2.29)

Por lo cual obtenemos la Ap—£(c) Invarianza.
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Donde ahora el espectro es:

|sL— (Ap; + BFp(2))| = (s + 1/6)° (s +1)°

2.6.5. Comportamiento del Sistema en Lazo Cerrado

Para analizar el comportamiento del sistema en lazo cerrado, procederemos de
la siguiente manera:

1. Se obtiene la solucion del sistema retroalimentado por la matriz de Tren-
telman F*Tr.

2. A fin de calcular la matriz retroalimentada, se obtiene la forma de Jordan
de ZF* .
Tr

3. Finalmente se analiza el comportamiento cuando ¢ — 0

Retroalimentacion de Trentelman

Aplicando la retroalimentacion de Trentelman
u= Fp.&+u (2.30)
al sistema (2.21), se obtiene el sistema en lazo cerrado:
d —_ —
& = At B, £(0) =& (2.31)
siendo su solucion

_ t _
() = e gy + / AR By (r)dr, (2.32)
0

la cual toma la siguiente forma en la base original (279 = X (£)&):

24(t) = (XEOT)e™ (XET(E) wpot

0 (X()Ty(2)) e D% (X ()T () Bu*(r)dr

(2.33)



2.6. Ejemplo Ilustrativo (Parte 2) 25

Forma de Jordan

A fin de obtener el comportamiento del sistema en lazo cerrado, procederemos
a descomponer la matriz Agx (¢) en su forma normal de Jordan. Para esto
necesitamos la siguiente matriz de cambio de base:
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(2.35)
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T
<
=
—~
o
[
<]
o
<
M*J
<=
g+
m*J
=R
mo I

~ -
< * ™
lTr _N
O N
n >
1m_IA.A * ™
Um_J I
o )
Ln e
Q% ~ m
o -

o oclo ooclolo - o
colo o oclo|lw o o
colo o oclolo oo
o ocolo o clo|lo oo
o oclo ~oclo|lo oo
ool o oclolo oo
o ocolo o clo|lo oo
- o lo o colo|lo o o
o oclo o oclolo oo
L ]
>
T 1
—
o ocloocolole o
coloocolole | o
—
cocloocolo|l oo
-l w
o olo o ol|’loo o
o o lo o 1ﬁ¢ o lo o o
| W
coloMololo oo
W
cof|"ooclolo oo
W
o Ve o olo|lo oo
—| W
"olo o olole oo

==k

por lo que e*47 = etP7etNJ | esto es:

—k

k ——% % —/—%
JNJ = NJDJ7

0yqueD

*3
;] =

Note que N

—~
Ne)
o
™
S~—
T
-
_
ST T
o ol|lo o o A
~a o
/
i
tt
o oo o o P
-~
-
o o | o © Il o o
)
o ol|lo o o o o o
o
O ot -
009.#,6;E o o o
N = 9
/
—
o ol i o o o o
L o
-~
00;500 o o o
)
i e o o o o o
L o
-~
;50000 o o o
)
L
* ™
<
-~
)

De (2.34), (2.35) y (2.36), se tiene que:
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(ver apéndice A).

Tendencia

» De (2.37) se tiene el siguiente comportamiento cuando ¢ — 0y ¢t > 0:
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= De (2.37) se tiene el siguiente comportamiento aproximado cuando ¢ = 0:

(Y(g)TJ(g)etTST;l(g)X (g))

(1.0 0000 0 0 0]
001000000 0
001000000

o |00 0 100000

=X@E|oo00010000|X () (240
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00000O0TO0 0
000000010
(0000000 O0 1|

— T

Por lo que de (2.40) y (2.33), se tiene (u* = 0):

zy(0) =zp0 (2.41)

Es decir una condicién inicial (¢ = 0) que se encuentra en S%°, se va “instanta-
neamente” (es decir para t > 0) a cero, cuando ¢ — 0. Esto es, nos aproximamos
a una ley de control del tipo distribucional.

2.6.6. Simulaciones

En las figuras 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 y 2.5 se muestra una simulacién MATLABF® -
Simulink, con las siguientes especificaciones:

Ode/5(Dormand-Prince) Start time: 0.0, Stop time: 10.0, Type:
Variable-step, Solver: Max step size: 1e-3, Min step size: auto,
Initial step size: auto, Relative tolerance: 1e-9, Absolute tolerance:
auto, Zero crossing control: Use local settings

(2.42)

Aproximacion del Subespacio Supremo de Casi Contralabilidad

Primero, en las gréficas de la figura 2.1 se muestra el sistema descrito por (2.8),
con la ley de control, (2.30), (2.19) y (2.27), con ¢ = 1/100, con la condicién
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inicial

24(0) =_7(S>£(01> _
25 x 1073
1/V2
25 x 1073/1/2

£0)= 1| 5x107/v2 (2.43)

1
0
0
0

y v = 0. En la figura se comparan los comportamientos de los subsepacios
(A, B)-invariante, £(¢) (2.17), y el casi (A, B)-invariante, Sg° (2.14)-(2.15).

Posteriormente en las graficas de la figura 2.2 se muestra el sistema descrito por
(2.8), con la ley de control, (2.30), (2.19) y (2.27). Se observan los comporta-
mientos de los espacios complementarios y de las leyes de control, con ¢ = 1/100,
con la condicién inicial (2.43) y u* = 0. Por tltimo, se muestra en la figura 2.3
el comportamiento del subespacio (A, B)-invariante: £(¢), y en la figura 2.4 el
comportamiento del subespacio casi (A, B)-invariante: Sg° = £1 & £9 & L3.

En los pies de figura se utiliza la siguiente notacién: (c.f. (2.8), (2.16), (2.19) y
(2.22)):

Iill = /a3, +ades 1€l = \fods + b, + s I8l = a3
el = VISP F TP + P,
|Xrea/ £l = 37 + 35 + 23,

186 = VE+E, I1%6)] = VE+E+E, 1206 = VE,
I£@)l = VIEE P+ @12 + 1S,
||Xfed/£( )H - \/57 +§8 59,

e || = /u? + 3, [lthe]l = /u3, [lths]| = /3.
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Figura 2.1: Gréficas de simulacién del sistema descrito por (2.8), con la ley de
control, (2.30), (2.19) y (2.27), con £ = 1/100, con la condicién inicial (2.43)
y u* = 0. Comparacién de los comportamientos de los subsepacios (A, B)-
invariante, £(¢) (2.17), y casi (A4, B)-invariante, Sg° (2.14)-(2.15). (a) ||£.(¢)]]
v.s. t, (b) [|[L2()] w.s. t, (¢) [|1€5(e)| w.s. t, (d) ||L1]| v.s. &, (e) || L2] v.s. t, (f)
1€5]] v.s. 2, () [[€1() | = [[€a] v 2, (W) [|L2(E)[| = 1 L]} v-s. ¢, (i) [[£5(2)]| — [ L]l
v.8. T.

Tendencia

En la figura 2.5 mostramos las graficas del sistema descrito por (2.8), con la ley

de control, (2.30), (2.19) y (2.27), con £ = 1/100, con la condicién inicial
24(0) = X(2)(£(0) + 24,
. 1 g -
25 x 1073
1/V2
25 x 1073 /1/2
0)=| 5x107/V2 |, g =

(2.44)

== 0000000 o

o O O
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Figura 2.2: Gréficas de simulacién del sistema descrito por (2.8), con la ley de
control, (2.30), (2.19) y (2.27), con ¢ = 1/100, con la condicién inicial (2.43) y
u* = 0. Espacios complementarios y leyes de control. (a) || Xfea/L(e)]|| v.s. t, (b)
[ Xpea/ L v-5. ¢, (¢) | Xrea/ S(E) | = | Xpea/ £ v-5. £, (d) U] v-s. L, (e) [[Uha]] v-5.
t, (f) [|Us]| v.s. t.

y v* = 0. En la figura se compara el comportamiento limite, para los sistemas:
maestro, esclavo y casi de desacoplamiento, lim x 7(t) (2.39).

t>0

En el pie de figura se utiliza la siguiente notacion: (c.f. (2.8) y (2.39)):

lomll = /23, + 030+ 23, lleall = \fads + 2% + a3,
|zall = \/m?w + m?‘,B + x?’g,

Ty = limzx,,, ,=Ilimz,, z,=limz,
0 e—0 e—0

E—

2.7. Conclusion

En este capitulo se reviso la relacién que existe entre los subespacios de casi
controlabilidad y las retroalimentaciones de alta ganancia. Asi como también,
su aproximacién mediante una secuencia de Subespacios (A, B)—Invariantes.

Se introdujo un ejemplo académico para ilustrar la aproximacion de subespacios
de casi controlabilidad por medio de una secuencia de subespacios (A, B)—in-
variantes, asi como también la sintesis de la retroalilmentacién de alta ganacia.
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Figura 2.3: comportamiento del subespacio (A, B)-invariante: £(¢) = £4(¢) &
£2(€) @ 23(5).
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Figura 2.4: Comportamiento del subespacio casi (A, B)-invariante: Sg° = £1 &
£y @ L3
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Figura 2.5: Gréficas de simulacién del sistema descrito por (2.8), con la ley de
control, (2.30), (2.19) y (2.27), con € = 1/100, con la condicién inicial (2.44) y

u* = 0. Comparacién con el comportamiento limite, lim x(¢) (2.39). (a) ||z ||
>0

(b) ||zs]| v.s. t, (¢) ||xall v.s. t, (d) ||Zm]] v.s. t, (e) ||Ts]| v.s. t, (f) ||Zal]

v.S. t,
0.5. 1, (&) 1zl — [Tl 0.5 t, (0) asl| = 12l ves. t, () [2all = |Za] 5. t.
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Capitulo 3

Retroalimentaciéon Proporcional
Derivativa Basada en el Sistema
Inverso

En este capitulo se muestra que el desacoplamiento obtenido con las leyes de
control distribucionales, propuestas en el trabajo de tesis de Trentelman [27]
(ver Capitulo 2), también puede obtenerse mediante leyes de control proporcio-
nal derivativo. Para esto primero se propone una ley proporcional derivativa,
basada en una descomposicion de la forma Canodnica Casi de Controlabilidad
(ver Subseccién 2.2.2) en tres subsistemas; esta ley de control proporcional de-
rivativa logra el mismo objetivo de la ley de control distribucional del Capitulo
2, es decir, el desacoplamiento exacto.

Posteriormente se obtiene una ley proporcional derivativa, obtenida de la aproxi-
macién de altas ganancias de Trentelman; esto es, la ley de control proporcional
derivativa, a la cual se tiende cuando la ganancia tiende a infinito.

3.1. Descomposicion en Subsistemas

Basados en la demostracién del Lema 1.15 de [27] se va a descomponer el sistema
(2.4)-(2.5) en tres subsistemas particulares:

1. Subsistema maestro: Es aquel subsistema, cuyo comportamiento manifes-
tado (uy,y1), dirige la trayectoria de la consigna del subsistema esclavo con
el fin de llevar su trayectoria de estado hacia cero.
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2. Subsistema esclavo: Es aquel subsistema cuyo comportamiento manifesta-
do, (us2,32), obedece la consigna dada por el subsistema maestro con el fin
de llevar a la trayectoria de estado hacia cero.

3. Subsistema casi de desacoplamiento: Aquel subsistema inicialmente en re-
poso, el cual es perturbado y en un tiempo finito previamente especificado
vuelve a cero.

Descompongamos (2.4)—(2.5) en los subsistemas antes mencionados (recordar
Seccién 1.3.1)%:

3.1.1. Subsistema Maestro

_ (pr+ 1 exp
Se/p/e = (R [t x (X x X5)] x[Xy x {0}] x Tm Ay, %[An,[Bl WOWEAL: {0}),

descrito por:

X 2
%xm = Anzpi+ Biug + [Arg Ars) /
xf73
Uy = UL (3.1)
Tym = ZL'f71
Ym = Z2175m

donde: (i) u,, es la variable de entrada controlada, (i) v, es una variable de

T
salida virtual, y (7ii) [ Tty Thg ] es considerada como una variable de pertur-
bacién medible a la entrada. Note que este subsistema es también controlable,
observable, y sin ceros invariantes.

3.1.2. Subsistema Esclavo

EE'/1’3/‘3 = (R+7 [(Im ZQl) X Z/[QX X3:| x [XQ X {O}] x Im A32’ %FZZQ,[Wz Aszs],Az2] ® {0})’
descrito por:

%Ucm = Apxss+ W z: + Aggwy3
Us = U9 (3.2)
Ts = Tfo
ys = Asoxs

La siglas e/p/e significan entrada,/perturbacién/estado.



3.1.Descomposiciéon en Subsistemas 39

donde:

Wy = [VA21 BQ}

Vi, + Im Ay — Xy, transformacion lineal insercion,

(3.3)

S

T
(i) { yl ul } es una variable de entrada virtualmente controlada, (i) y, es

una variable de salida virtual, y (i) z;3 es considerada como una variable de
perturbaciéon medible a la entrada. Note que W> es un isomorfismo.

3.1.3. Subsistema Casi de Desacoplamiento

Beppre = (Y, s, o] x [Xs x {0)] x Ayt By, B2 151 5 @ {0}),
descrito por:

%xﬁg = A333;'f73 + Bsus + A32$f72
fo = 13 (3.4)
Tg — SUf73
Yo = DPszg

donde: (i) u, es la variable de entrada controlada, (i) y, es una variable virtual
de salida, y (%ii) z;, es considerada como una variable de perturbacién medible
a la entrada. Como se considera que las condiciones iniciales para (2.4) son
restricciones en S = X; @ X», a saber z;3(0) =0, podemos asumir sin pérdida
de generalidad que el par (433, Bs) es controlable. Asi, si seleccionamos como
transformacién lineal de salida, alguna proyeccién natural

Py : X3 — Az/Tm Bs, proyeccién natural paralelamente a X3¢, (3.5)

donde Xs ¢ es algin subespacio complementario, entonces la tripleta estandar
controlable (Ps, As3, Bs) es prima (ver [19]). Asi este subsistema es también con-
trolable, observable, y sin ceros invariantes.
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3.2. Retroalimentacion P.D. Basada en el Con-
trol de Altas Ganancias de Trentelman:

Ejemplo Tustrativo (Parte 3)

3.2.1. Retroalimentacion de Alta Ganancia de Trentel-

man

De (2.29), (2.27) y (2.20) se tiene la siguiente matriz de retroalimentacién de
alta ganancia de Trentelman:

Fr.(e) =
-2 -3 0 | —(&-3) —(2-6) -1 0 0 0
Lo(Ee) A s (A0 —(Eri-9f0 0 0
0 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 -2
+0(¢)
(3.6)
De (3.6) y (2.8) se tiene la siguiente matriz retroalimentada:
Ap+ + BFrp,(e) =
[ -2 -3 0 | —(&-3) (2-6) -1 0 0 0 ]
0 0 1 1 1 1 111
L -(5-7 -2 5 ~(5-2-6) —(z+:2-6|0 0 0
1 0 0 0 1 -1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 1 1 1 1 0 1
L 0 0 0 0 0 0 0 -1 -2
+BO(¢)
(3.7)

Obteniéndose la siguiente descripcién del sistema en lazo cerrado (ver (2.30) y
(2.22)):
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[ 2w ] [ —2¢ —3e2 0
Tm,2 0 0 1
3T 3 g3 —(3e —7e3) -3
o 1 0 0
d _
$| oz | = 0 1 0
ETs,3 0 0 0
Ta1 0 0 0
Za,2 0 0 0
| Tas Lo 0 0
—(1—3¢2) — (3¢ — 6¢2) —£2 0 0 0]
1 1 1 1 1 1
5e3 —(1-32-62%) —(e+e2-6s%)| 0 0 0
0 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1 (3.8)
0 0 -1 0 0 0
0 0 0 -1 0 0
1 1 1 1 0 1
0 0 0 0 -1 —2 |
[ 2ol 1 (e) ] [1 0]0]0 ]
00T, 0 0lo0]o0
etol 5(e) 0 1(0/0
0vT, 0 0]0]o0
+ 1 0, zg+ 0 0lofo |u*
e20l4(e) 0 0/110
0vZ, 0 0]0]o0
007, 0 0[0]0
00T, 0o o0lo|1 |

donde: Um,1<€)> Um,27 Um,3(€)7 Us,1> Us727 U8,3(€)7 Ua,la Ua,27 'Ua,S € Rg[g]

3.2.2. Modelo Singularmente Perturbado

Reagrupando términos, se obtiene el siguiente modelo singularmente perturbado
del sistema en lazo cerrado [15] (haciendo u* = 0):



Capitulo 3.Retroalimentacion Proporcional Derivativa Basada en el

42 Sistema Inverso
[ 2 | foj1 1] 1 1 1] [ame] [0 1|1]
Ts1 0|0 1 1 1 1 Ts1 1 01]0
gl z2 | J1]loo] 1 1 1 o2 0o of1]] "™
di = T Tms
Tai 0o of-1 0 0| zas 000
Tz 0[1 1] 1 0 1]/ 2o 0 of1|"-"?
L zas | LO0]0o 0] 0 -1 =2 | as | |0 0]0]
e2 010 Tim,1
0 0 i{xm,g
0 0 ]e Ts,3
e
322 | (1232 —(3:-62) |0 o el
= | —@—73| 53 —(1-32-65)]0 0 T2
o | o 0 0 Tal
Tq,2
L ‘TG”B -
-2 0 —g? Tm.1 3ol 1(e)
+| e =32 | —(e+e2—-6e3) Tms |+ | etol s(e) | 2y
0 0 ‘ -1 Ts3 e2vl,(¢)
(3.9)
Note que:
2 010 -2 0 —£?
det [A| 0 &3]0 | —| & 32| —(e+e2-6%) = 3 (eA+1)(eA+2)(eA+3)
0 0 ¢ 0o 0 | -1
(3.10)

Siguiendo el procedimiento de Kokotovic [15], se obtienen los siguientes modelos
del sistema lento y del sistema rdpido de tiempo congelado:

Sistema lento Para obtener el modelo del sistema lento, en (3.9) se hace
e=0:
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([, = 0
[ -1 0 0
dee = | 1 0 1|z
0 -1 -2 (3.11)
[ -1 ~1 ~1
T = . 1 1 Z,
\ | —(d/dt+1) —(d/dt+1) —(d/dt+1)

Las trayectorias solucién de (3.11) son:

(Z4(t) = 0
s+1) 0 o ]
To(t) = L7 -1 s -1 T4(0)
0 1 (s+2)
[ et 0 0
= | (t+3t)e’ (I+t)et e 74(0)
| 5t —te™t  (1—t)e™t
~1 —1 —1
En(t) = 1 1 1 - (3.12)
—(d/dt+1) —(d/dt+1) —(d/dt+1)
) et 0 0
(t+3it%) et (1+t)et  te Z4(0)
—3t%et —te™t  (1—t)e!
—(14+tet —et —et
= | —(1+t)et —et —et | 7,0
—e™t 0 0

Sistema rapido de tiempo congelado Para obtener el modelo del sistema
rdpido de tiempo congelado, se definen las variables: Z,,1 = 1 — Tim.1, Tm3 =
T3 — Tms, Ts3 = Ts3 — Tg3, ¥ Se escala al tiempo: 7 = ¢ /e, obteniéndose de

(3.9):

q T 1 -2 0 — Tl
I Tms | =] ¢ —3|—(1/e+1-6¢) T3 (3.13)
T des 0 0| —1 Tas

Las trayectorias solucién de (3.13) son:
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[ & (T) (s5+2) 0 = 1 T @ma(0)
ma(T) | = L7 —e (sp43) 1) ma(0) | =
Ts3(7) 0 0 (s;+1) 743(0)
B 6727' 0 —c (efr _ 6727')
(e —e) e —(L41-6e+c?)e " —cte T+ (141 -6:—e2)e T
I 0 0 e’
jjm,l(o)
i'm,?)(o)
fs,S(O)
(3.14)

De (3.12), (3.14) y del Teorema 5.1 del Capitulo 2 de [15], se tiene que existe un
£* (recordar (3.10)) tal que, para todo € € (0, £*], las trayectorias solucién del
modelo singularmente perturbado (3.9) son aproximadas para todo ¢ > 0 por:

_ ot . .
zo(t) = | (t+3t3) et (14t)e te™! 2,(0) + O(e)
| it —tet  (1—t)e?
[ 0
zs(t) = | 0 | e¥°2,5(0) + O(c)
|1
[ —(1+t)e! —et —et
plt) = | (1)t —et —et | 5,(0) + O()+
| ! 0 0
e2: 0
0 0
€ (6_2L — e_3§> e—3£
—€ <e_§ — e_2§> jm,l (O)
0 Tm,3(0)
— (16t e i~ (L hl1—6c—2)e Z53(0)
(3.15)

Comparar (3.15) con (2.39).
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3.2.3. Retroalimentacion Proporcional Derivativa de Tren-

telman

Hay que notar que el mismo comportamiento promedio, (Z,, Zs, Z4), del modelo
del sistema lento (3.11), con trayectorias solucién (3.12), es también obtenido
mediante la siguiente retroalimentacié proporcinal derivativa siguiente:

000/=1 0 o0lo 0 o
~loool 0o -1 o0/0 0 o0
Yo = 17070 0]l 0 0 =1/0 0 oY
000/ 0 0 0/0 -1 —2
7,
100[/000/000 (3.16)
oo 1jooo0j0o00 g g
000/001(000]dYrmH
00 0/000[00O0
7,

En efecto, aplicando la retroalimentacién proporcional derivativa (3.16) a (2.8),
se obtiene el sistema en lazo cerrado:

0

Tm,2

0

d xs,l

5, x3,2 - T+

0

xa,l

O = OO oo —=O

O~ RO PR OO

xa,Q
L Ta3 ]

|
O O OO O RO OO
O O oo OO0 oo
O OO OO OO = O
O = OO OO0 = =
O = O OO = O
— O OO~ OO
N — OO~ =IO+~ O
OO OO OO OO
O OO O oo oo
— O OO O oo oo
N
*

I
O O OO O OO O

—
&

17)

Comparando (3.17) con (3.8), nos damos cuenta que cuando se hace ¢ = 0 en
(3.8), se obtiene precisamente el modelo del sistema lento (3.17) (c.f. (3.11), con
u* =0).

Ahora bien, la retroalimentacién proporcional derivativa (3.16) es obtenida di-
rectamente de la retroalimentacién de altas ganancias de Trentelman (3.6). En
efecto, reescribiendo (3.6) de la siguiente manera:
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0O 0 0[O0 0 010 0 0
~looo0jooolo 0 o0
““l0oo0o0/000/0 0 o|Y
0O 0 0j|0 0 010 1 -2
Fp
_1/52 0 0 0] 0 0 O 1 0 00 0 O
n 0 1/53 0 O 0 0 O 0 —1 0000+O(€)1‘
0 0 1/5 0 0 0 0 0 0O —-1/0 0 O !
i 0 0 0 0_ 0 0 0 0 0 0|0 0 O
] (o) ] Fa
/20 0
I RV R
0 0 1/e 0
0 0 0 1
G;Es)
(3.18)
Se obtiene:
F,=F, +Fp, F;=G(1)B", T=Gy1) (3.19)

En la siguiente seccién se propone una metodologia alterna para obtener una
ley proporcional derivativa, con objetivos similares, que no necesita del célculo
de los subespacios (A, B)-invariantes, £;(¢), para efectuar los cambios de bases

necesarios para obtener la matriz de alta ganacias (2.27), Fr,(c).
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3.3. Retroalimentaciéon Proporcional Derivativa

Basada en el Sistema Inverso

3.3.1. Retroalimentacién Proporcional Derivativa

En [8], se propone la siguiente ley de control proporcional derivativa:

(BT&1 Z21> Tm =+ hm — B"lf [Alg AlB] |: ;js :|

a

o,
W [ Us } (((iit Agy — I) Ty — Aogq + Dy (3.20)
fa = (Bg% B P3> Ta — B§ Aps

—(t/T)? —(t/T)
( ) O<t<T, SiImA32C<A33|IIIlB3>
t>T

=0 s si Im A32 ¢ <A33 | Im Bg>
(3.21)
donde la funcién, hy € C*(RT, &,), es tomada de la Seccién 2.4 de [22]. En el caso
de que x4 no afecte la dindmica de la parte no controlable de z,, es decir cuando
Im Az, C (Ass | Im Bs), la funcién hg evoluciona suavemente desde x4(0), en
t = 0, hasta 0, para todo t > T'; como se vera en la seccion 3.3.3, esto garantiza

que x5 vaya a cero suavemente y en tiempo finito (ver (3.37)).

3.3.2. Representacion del Sistema en Lazo Cerrado

Para obtener la representacién del sistema en lazo cerrado hay que hacer las
siguientes observaciones:

1. Aplicando la ley de control proporcional derivativa (3.20) a los subsistemas
maestro (3.1), esclavo (3.2) y casi de desacoplamiento (3.4), se obtiene el
sistema en lazo cerrado descrito por las siguientes representaciones:

%xm = Az, + [A12 Alg} |: ii :| + By (B{ (%ﬁm - [A12 A13] |: iz :|)
—Zglfm + hm
(3.22)
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Te = hg

d
dt

(3.23)

d
— Ty = Agg[]ﬁa + Aggl’s + Bg <Bg <&$a - Aggl’s) - pgl'a) (324)

2. Puesto que la tripleta estandar controlable (Ay;, A;1, By) es prima, enton-

06832

A
BIB; =1 BfA; =0, y { N1124111 } =1

donde:

Ny : X — X /Im By es el méximo anulador de la Im B;

Tomando en cuenta (3.23), (3.25) y (3.26) en (3.22), se obtiene:

(3.25)

(3.26)

0 d I 0 0
{Nl]d—txm—xm— {O}hm—i—{NlAu}hS—F{NlAB}% (3.27)

——
Nm

Note que N,, es una matriz nilpotente.

3. Con respecto al susbsistema casi de desacoplamiento, se va a suponer que
su parte controlable ya ha sido llevada a su forma Candnica de Controla-

bilidad de Brunovsky, entonces:

BIB; =1y BiAs3=0

Tomando en cuenta (3.23) y (3.28) en (3.24), se obtiene:

Ny | d | N3As N3Aszy
| | e | | e

donde:

N3 : X3 — X3/Im By es el mdximo anulador de la Im Bj

2Ver pie de nota 2 del Lema 1 de la Subseccién 2.2.2.

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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4. De (2.6) y (3.3), se tiene:

PA21VA21 = I y PA21B2 = O (331)

Tomando en cuenta (3.31), (3.3) y (3.23) en (3.20.b), se obtiene:
d
hm = PA21 <(& — A22) hs — A23£Ca> (332)

Por lo que de (3.23), (3.27), (3.29) y (3.32), se tiene que el sistema en lazo
cerrado es descrito por la siguiente representacion implicita regular:

0 Py, Ao
N |00 dz,, /dt O A, T
0 0 0 d$5/dt = 01 0 T +
N3 dxa/dt N3A33 Tq
0 0 0 i 00 P,
_PA21 PA21A22
Y Mo dh,/dt
0 -1 " hy
0 N3A32 3
i 0
(3.33)

3.3.3. Comportamiento del Sistema en Lazo Cerrado

Susbsistema cast de desacoplamiento El comportamiento del susbsis-
tema casi de desacoplamiento se obtiene en los siguientes tres pasos:

1. Primero hay que expresar al subepacio X3 en términos de su subespacio
de controlabilidad, esto es:

Xg = Xgé D <A33 ’ Im Bg> (334)
donde X;& es cualquier subespacio complementario no controlable.

2. De (3.33), se tiene que:
Py =0 (3.35)

Por lo que las coordenadas de x, correspondientes al subespacio, A§31 Im Bj
C (Ass | Im Bs), son nulas (ver (3.5)).
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3. Esta ultima relacién implica a su vez que la parte controlable de z, es una
combinacion lineal de su trayectoria de estado homogénea no controléble,
!,y de la senal hy, y sus derivadas sucesivas, esto es (recordar (3.21)):

nay—1

O’ (t) + Ooh ()+Z@Zdt s(t), 0<t<T
@6x26(t) ) tET

Ta(t) = (3.36)

Susbsistema esclavo El comportamiento del susbsistema esclavo es tri-
vialmente (recordar (3.21) y ver (3.33)):

hs(t), 0<t<T

24(t) :{ o sy (3.37)

Susbsistema maestro El comportamiento del susbsistema maestro es (re-
cordar (3.21) y ver (3.33)):

T(t) = T(t) + Toals (1) + Z Lo, >0

(n1— 1)(n3 1)

di
Bty = { Tohs@+ 5 Tifphi(t), 0<t<T

0 L t>T

(3.38)

Se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3 (Teorema 7 [8]) Sea zo € S¥ una condicion inicial para (2.4).
Para cualquier constante positiva, p > 0, y cualquier tiempo finito, T" > 0,
existe una retroalimentacion proporcional derivativa, u* = Fpdxy/dt + Fpxy + h,

h € C®(RT,U), tal que la trayectoria (u*,xys) € %fjlp*ﬁ] satisface:

dl (xfusloco> S P,
xs(t) =0 para cada t>T.

A fin de clarificar este resultado considerese el siguiente ejemplo académico.
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3.3.4. Ejemplo Ilustrativo (Parte 4)

Considere el sistema representado por (2.8), cuyas matrices correspondientes a
la forma Candnica Casi de Controlabilidad, (2.4) y (2.5), son:

0/0 0 000 0 0 0
Ai1=[10]0 1 |,A=|111],A4A3=]1 11
L 0|0 0| |0 0 0 | [0 0 0
1 0 0] [0 1 0] (11 1]
Ayy=10 1 0|,A0n=10 0 1|,43=|1 1 1
|0 0 0 | |0 0 0 | [0 0 0 (3.39)
000 -1 0
A= |1 1 1 |, Asz= 10
000 0 0

—_ o o ©@ = O

01 0
(3.40)
Retroalimentacion Proporcional Derivativa
De (3.20), (3.21), (3.39) y (3.40) la ley de control es:
(10074 ~1 00
“m_{o 0 1}59“"’”{ 0 -1 o}xm+hm
B 1 -1 0 1 -1 -1
=do b ] 0 -1 1 |ak | 21 -1 =1 [z th,
s 0 0 1 0 0 0 (3.41)

u=[0 0 1]¢a+[0 -1 0]z,

cont > 0.
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Simplificando la ley de control (3.41), se tiene:

o froo0)a, -1 -1 0] ,[-1-1 -1

m= 0 1 0|d" 0 —1 —1 |7 1 -1 —1 |Te
100
+{010}h8

10074 1 00
“m_{o 0 1}dt$m+|: 0 -1 o}xm””” (3.42)

uy=[0 0 1]¢e, 400 =1 ]z, +[0 0 1]n,

uy=[0 0 1]¢a+[0 -1 0]z,

con t>0

Representacién del Sistema en Lazo Cerrado

Aplicando la ley de control proporcional derivativa (3.42) al sistema descrito por
la representacion de estado (2.8) se tiene el siguiente sistema en lazo cerrado:

000|l-1 o000 o0 o0

010/ 0 00/000

000l 0 -1 0|00 0

000l 1 00]/000

000010000%%«:

000l 0 00/000

000l 0 00100

000l 0 00/010

oo ol 0 0o0f00 0] _ _ _ (3.43)
1 0 0]-1 -1 o]-1 -1 -1 1lolo
o 01| 1 1 1] 1 1 1 ololo
0 -1 0| 0 -1 —1|-1 -1 -1 ol1]0
1 00l o0 1 o] 1 1 1 olofo
0 10/ 0 0 1 1 1 |xg+]olo]o |hs
0 00| 0 0 1] 0 0 0 olol1
0 00|/ 0 0 0/-1 0 o0 olofo
0 00| 1 1 1 0 1 ololo
0 00| 0 0 0] 0 -1 o0 L o|o]o ]
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con t > 0. Premultiplicando por la siguiente matriz invertible (det(7y) = —1):
(-1 0 0] 0 O —1| 0 —1 1]
-10 -1|-1 0 0| 0 -1 1
01 0o 0 0O 0] 0 -1 1
-10 0/-1 0 0] 0O 0 O
T, = 00 -1, 0 -1 0] 0 0 O (3.44)
o0 o 0 O0-1] 0 0 0
o0 o, 0 O O0/-1 0 O
00 o 0 0 0] 0 0 -1
10 1, 1 1 1 1 1 O]
a la representacién (3.43) del sistema retroalimentado se obtiene:
[0 0 0|1 0 O 0 =1 0] [ —1 0| -1
0 00j0O 1 0| 0O -1 0 -1] -1 0
01 00 0 O 0 -1 0 0 0 0
0 00j0 0 0 0O 0 O da,, /dt Tm, -1 0| O
0 0 0j0 0 0 O 0 O deg/dt | = | zs | + 0] -1 0 | hs,
00 0[00O0O[ 0 00 dz,/dt Tq 0| 0f-1
0 000 0 0]-1 0 0 0} 0] O
0 0 0j0 0 O 0 0 0 0 0 0
Lo o0 o0j0OO0OO 1 1 0] 1] 1] 1
r
(3.45)

con t > 0. Aplicando el siguiente operador invertible (det(L(d/dt)) = 1):

(1 0 —% 0 ol o %
0 —1 0ol o —di ol 0 4
d L 2 a
o -4 1l 0o 00 (@+a>
(dY_] 0 0 0[-1 0 0] 0 0
at 0o 0 0] 0 -1 0ol 0 0
0 0 0| 0 0 -1/ 0 0
0 0 0| 0 0 0] —1 0
0 0 0| 0 0 0ol 1 0
0 0 0| 0 0 0ol 0 1

O R O OO o0 O o O

(3.46)
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a la representacién (3.45), se obtiene:

0[0]0 1/0]0 1/0]1

0[0]0 0[10 1/1]0

v ] [ O|1]0 | d° 1/1/0]d 0[0/[0
{xs(t)]_ 000 |az oo |at |10 | [ W

0100 0(0/0 0[1]0

| 0]0]0 | L 0[0]0 | [ 0|01
(3.47)

1007, -10 0 00 0]
010 | zwa=| 101 a+ |1 11|h (3.48)

00 0| 010 00 0|
cont > 0.

Por otro lado de (2.8), (3.39), (3.40), (3.26), (3.30) y (2.6), se tiene:

1.0 0] 010 111
Pan =101 0_’PA21A22[0 0 1}’PA21A23[1 1 11’

le[() 1 0},N1A13:N1A12:[1 1 1}7

1 0 0] 0 00 -1 0 0

(3.49)
Entonces de (3.33), (3.49) y (3.40), la representacién implicita regular corres-
pondiente al subsistema cast de desacoplamiento es precisamente la ecuacion
(3.48).
Para el subsistema maestro, de (3.33) y (3.49) se tiene la siguiente representacién
implicita regular:

0007, 1007, 010 111
000 |—=2m=2m—]010|=h+|00T1]|h+|111]az
01 0| 00 0| 111 111
(3.50)
Notando que (3.48), implica:
[1 1 1]aa=—[1 1 1]h (3.51)

Entonces de (3.50) y (3.51) se obtiene la representacién implicita regular (3.47).
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Comportamiento del Sistema en Lazo Cerrado

De la ecuacion (3.21), se tiene:

(1-(t/T)?)*

i) = 4 O 1)@/ (1=17) g <<
’ 0,t>T

(3.52)

2/T2)(3(t/T)" 1) n—/7)2 [ (1=(t)T)?

(1) = { r (0) e )y <<
0,t>T

3.52) las trayectorias solucién del sistema en lazo

Entonces, de (3.20), (3.21) y (
)y (3.48), son:

cerrado, representado (3.47

000
000
000
000
() =2pt)+€7" 0 0 0 |x.(0), t>0 (3.53)
000
1.0 0
000
L -1 0 0
( - 24 :
e eran 02 , 1
1 et "
I IR TCTC ) B T
e (1-(3)?) (=02~ (=(0)?)
o S ? o |7
Tp(t) = . . X
0 0 0
0 0 0
L -1 -1 -1
0<t<T
L0, t>7T

(3.54)
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3.4. Conclusion

En este capitulo se mostré que a partir de la retroalimentacion de altas ganacias
de Trentelman se puede obtener una retroalimentaciéon de estado proporcional
y derivativa que también resuelve el problema de casi rechazo de perturbaciones.
Utilizando técnicas de perturbaciones singulares [15] se mostrd que la secuencia
de retroalimentaciones de altas ganacias de Trentelman tienden a tal retroali-
mentacién proporcional y derivativa (ver Teorema 9).
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Capitulo 4

Filtro Acoplador de Derivadas
Singularmente Perturbado (filtro
ADSP)

4.1. Introduccion

Con la introduccién dada por Rosenbrock [23] de los asi llamados sistemas
generalizados (también llamados sistemas singulares o sistemas implicitos), es-
to hizo posible el estudio de acciones derivativas desde un punto de vista mas
estructural. También algunos problemas de control han sido considerados en el
marco de los sistemas implicitos usando compensadores no propios (por ejemplo
desacoplamientos, desacoplamiento de perturbaciones, etc). Esto es porque no
existen otras soluciones exactas propias, o porque estas soluciones se obtienen
de dichos sistemas de un modo maés facil (a menudo basados en técnicas de in-
version) ; ver por ejemplo [31], [4], [5] y [6].

El uso de acciones derivativas en la practica fue muy familar para los pione-
ros en control, por ejemplo Coinsidine [10] y Jackson [14] quien propusieron
aproximaciones tutiles de tales acciones derivativas; entonces para la efectiva
implementacion de filtros no propios, las aproximaciones propias deben de ser
disenadas de tal forma que no alteren el objetivo de control.

En [7], se estudié una generalizacion de la aproximacion de Jackson [14] y fue
también descrito un procedimiento para perturbar el sistema de forma total (el
sistema propio més el compensador no propio) por una retroalimentacién esta-
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tica '; en ambos casos la aproximacién depende de un niimero real positivo e
(la calidad de la aproximacion es inversamente proporcional a ¢). Para la gene-
ralizacion del procedimiento de Jackson propuesto en [7], se demostré que no
siempre funciona correctamente debido a problemas de estabilidad. De modo
contrario, para la perturbacién de la retroalimentacién, la estabilidad no es un
problema.

Para ambos casos ocurren transitorios, los cuales son funciones del parametro ¢,
a saber términos del tipo k€7°'. Cuando el pardmetro € es demasiado pequefio
se pueden generar problemas de calculo en la simulacién debido a la presencia
de términos de alta velocidad. Para superar esta desventaja en [3] fue propuesta
una aproximacion para sistemas SISO, la cual separa agradablemente la calidad
de la aproximacion (dada por la inversa del parametro positivo €) de la razén
de convergencia (dado por un pardmetro positivo 3 en términos del tipo k€ );
sin embargo las pruebas mateméticas dadas en [21] no fueron convincentes para
la comunidad de control y la seleccion de parametros tampoco fue clara. En este
capitulo se modifica la proposiciéon dada en [21], para poder utilizar la sélida
teorfa de Perturbaciones Singulares, (ver [15]) como herramienta de anélisis. Ba-
sicamente la modificacién consiste en la substitucién del filtro pesado m
por un filtro Butterword pasa bajas, el cual nos permite una agradable aplica-
cién de los resultados de [15].

4.2. Interpretacién del Problema para el Caso
SISO

En esta seccion, estamos interesados en encontrar una aproximacién exponencial
propia para el caso? SISO, es decir:

Problema 1 Dado un sistema no propio ¢, con realizacion:

NG(t) = w(t) + To(t); u(t) = (ng)Tw(t) (4.1)

2R

T
donde N : R — R I R — R <X1> - R R son operadores

lineales, N =T,{x? |} es nilpotente con indice de nilpotencia k+1 y I' es una

!Una condicién geométrica suficiente para preservar la estabilidad fue dada.
2El caso MIMO se considera en el Capitulo 5.
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transformacion lineal tal que la matriz [ N T ] es épica, v, u, w son respecti-
vamente la entrada, la salida y la variable descriptora; ademds suponemos que
v es acotada y que las primeras k derivadas de v con respecto al tiempo existen

y son Lipschitz continuas, es decir:

H;. |v(t)| < Ky para todo t > 0 para alguna constante positiva K.

%

Hy. |v(t)) — v(ta)| < Lolty — tal, |$5o(t) - %v(tg)’ < Lilty — to| para cada

t1,t2 > 0, con L; constante positiva para cada i € |0, k||,

encontrar un filtro estrictamente propio, S : ((t) = A(e)C(t) + B(e)u(t),
y(t) = C((t), y constantes positivas (3, €, tales que:

Q1. h'n% ly(t) —u(t)| < K€" para todo t > 0.
Qs. X7/ es internamente estable para todo ¢ € (0,&*), para algin * > 0.

Qs. FEl sistema total ©F 0¥ es estrictamente equivalente ® a un sistema propio.

En otras palabras requerimos el filtro propio ¥/, para volver propio al sistema
total X/ o X¢, v tal que la salida y(t), tienda exponencialmente al comporta-
miento no propio de ¢ El interés, es finalmente sintetizar el sistema propio
total ¥/ o 3¢ como una aproximacién propia de 3¢,

En la Seccién (4.3) resolvemos el problema para el caso de sistemas de una en-
trada y una salida; en lo subsecuente sera llamado sistema SISO.

4.3. Filtro Acoplador de Derivadas Singular-
mente Perturbado (filtro ADSP)

Consideremos el siguiente sistema lineal con perturbaciones singulares (SLPS)
[15]:

3Se introduce la nocién de equivalencia externa, la cual en resumen establece que dos mode-
los son externamente equivalentes, si sus correspondientes conjuntos de todas las trayectorias
posibles para el comportamiento externo (en nuestro caso las trayectorias entrada-salida) son

las mismas.
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(1) = —fa(t) — =41 (x1) (1)
e3(t) = x x( ) — (M — Us)z(t) + x u( ) (4.2)

y(t) = (x;) 20

Donde z,y,u € R, 2 € R", k € N, 3, € son dos niimeros reales positivos. Las
matrices M, y U, son definidas como sigue?:

T
U, es la matriz triangular superior Toeplitz cuyo primer renglén es <Xi>
(

43)

BDMS My, --- ,Mg} si kK es par

(4.4)
BDM{ M, --- ,M%l,l} si kK es impar

T
cos?0; senf); = 5= O =0+ A0, A=~ ie[|Lr—1]

M= { 2%
(4.5)

sen 6; 0 } 0, T

La parte lenta del sistema lineal con perturbaciones singulares (4.2) estda com-
puesta por un sistema de primer orden con un valor propio en —[3.

La parte rapida del sistema lineal con perturbaciones singulares (4.2) esta com-
puesta por un filtro Butterword pasa bajas normalizado (vea por ejemplo [11]

y [20]).

Lema 2 La matriz inversa de (M, — U,) es

(M, — Ux) ™" = [Zy] (4.6)

4Sik=1,lamatrizU, =0y M, =1
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donde
7. — sen 6; 1 7. = sen 0; 1 7., =0
—cos?6; senb; i<y senf;sent; senb; i>j
(4.7)
Si Kk es impar entonces:
1
Z,m=1y2m—[ ] (4.8)
i<w sen 6;
La funcion de transferencia del sistema rdpido estd dado por:
DT s, + S)JIH—U,.;) = 4.9
0 (st O - U)o = 5 (4.9)
donde:
H <(s + sen 6;)* + cos? 9/<;> st K es par
Ag(s)=¢ = (4.10)
(s+1) H( (s + sen 6y) +C0829k) st K es impar
Demostracién

Haremos la demostracion para k par®. La Matriz (9, — U,) tiene la siguiente
forma:

XT Y 00 -0 0 0
0 X YO --0 0 0
M —U)=| -« o o .
0 . . 0 Xea Y
o . . . -0 0 X

13
2

Para el caso impar SISO ver la demostracién en [17], para el caso sistema de multiples

entradas miultiples salidas (sistemas MIMO) ver la demostracién en [18].
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donde

cos® 0), sen b

=L 5)

Entonces dicha matriz inversa es:

Xk:[senﬁk —1 }7 keHl EH

j—1
donde Zu = X', Zy = (~1p" [Txcy)-x;t, Zy =0
k=t

Observe que Zyy, = Xlgl - [ js;lsgzk Seiek ] ke [

1, g H . Luego entonces:

1y | sent 1 0 0| _, 1 0 ‘ E‘
Xky_{—coswk sen@k}[—l 0]_< 1)[sen0k 0} ’ ke[l’Q}
Por lo tanto:

j—1
s 1 0 sen 6 ; 1 sen 6 1
o (_1\i—i . J _ J
Z¢Z<Jj =(-1) H ({ senf, 0 ]) [ —coszﬁj sen 0; ] [ senf;sent; sen0; ]

k=i

Lo cual implica (4.7).
Para la funcién de transferencia tenemos:

Para cada k € Hl,g

] , se define hy, = (s + sen 6;)? 4 cos® 0

La Matriz sI, + (M, — U,) tiene la siguiente forma:

X, Y. 00 -0 0 0
0 X, YO0 --0 0 0
sLo + (M, — U,) = : :
0 X, , Y.
2
0 0 0 X,
L 2 4
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donde
s + sen 8, -1 .
X = e [ug]]
cos?l, s+ senb
0 O
e 0]

Entonces dicha matriz inversa es:

(ST + (M. — U,)) 72, ] donde:

j—1
Zskk - Xsk_l s Zs g (_1)j_i H(XSZIX/S) -stl y Zs g 0.
i<j ki i>j
s + sen 6, 1
hy hy
Observe que Z,, = X, ' = , ke Hl, 5
—cos?f, s+senb,
hy hy
Luego entonces:
s + sen 0, 1 1
P I, I
Xs_les = [ 01 8 ] =(-1)
—cos? 6, s+ senfy - s+ sen 6,
hk hk hk
K
e s
2
Asi, se tiene que:
1 s + sen 0; 1
ol D, 0 h; h;
sy <_1)]7Z
'~ k=i s + sen 0y, —cos?0; s+send;
i hj hj
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En particular:

i 1 1 T " T
—— 0 s+ sen by 1
s [1:2) P he hs
Zs, = (—1)7 . , luego:
s + sen 0, 0 — cos? s s+senfs
w2
| T2 | hs he ]
[ s+ sen = 1 i
=2 =2
Hkil hy, Hkil hy
k=2
ZSIN - (_1) 2
<s+sen91) . (s—i—senﬁ;) s + sen 6,
=2 w2
L Hkil hu, Hkil hu,

Como la funcién de transferencia del sistema réapido esta dada por:

(Xl)T<SIn + (M, U,Q)lxz, entonces de lo anterior se tiene que
-1
(Xi)T<SIK + (M, — UH)) X = El - 1 _ 1
2 2 AB(S)
Hhk H [(s + sen B )? + cos? Qk]
k=1 k=1
|

Un procedimiento muy adecuado usado en la ingenieria para simplificar el mo-

delo es el siguiente: (ver Seccién 2.5 de [15]):
1. Haciendo ¢ = 0 en (4.2) y sin hacer caso de la condicién inicial para z

conseguimos el siguiente modelo lento sin corregir:

z(t) =1 sené 1 senfs }T(ass(t) + u(t))
z4(t) = z(0)e~" (4.11)
2s(t) + (X7)" (1)

5En adelante asumimos que & es par. El desarrollo para & impar se trata de manera similar
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2. Definiendo el escalamiento rapido del tiempo, 7 = t/e, conseguimos el
siguiente modelo réapido sin corregir:

{ 2(1) = 2(7) = 2(7)

%Zf(ﬂ = —(M, — U,{)Zf(T) ; Zf(()) =20+ (M, — U“)_1X2$(O)(4'12)

apartir de la comin y adecuada simplificacién del modelo, realizamos el filtro
acoplador de derivadas singularmente perturbado (filtro-ADSP), éste parece se-

guir la senal de entrada u(t). Esta entrada puede ser por ejemplo la salida de

un derivador en el tiempo de orden mayor o igual a x .

Para el procedimiento ingenieril anterior, procedemos primero a obtener dos
modelos de escala en el tiempo del filtro-ADSP (4.2), encontramos después las

caracteristicas de sus valores propios, y finalmente validamos la aproximacién
del estado sin corregir.

4.3.1. Modelo de Dos Escalas en el Tiempo.

A continuacién damos 2 resultados importantes:

Lema 3 5i 0 < e <min{l, ¢}, donde:

-1
e = (W((m D)+t ) +2y/ (8 + 1)@) (4.13)
entonces existe L(e) € R*™ solucion de la siguiente ecuacién algebraica:

R(L,e) = X"+ (M, —epL, — Uy)L + o2 ((Xi)TL) L=0 (4.14)

Mas ain, una solucion aproximada de (4.14) es:

L(e) =T, +ef(M, — U,) ™Y Lo+ O (£?)

T (4.15)
Lo=—1]1 senf#) 1 senfp --- 1 Seneg ]

"El sistema compuesto (el derivador més el filtro-ADSP) serd propio (bajo ciertas condi-

ciones estructurales).
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Demostracion

Poniendo Ay; = —f3, Apa(e) = —e**! (Xi)T’ Ay = X5y Ay = —(M, — U,)
en la ecuacién (2.8) de la Seccién 2.2 de [15], obtenemos (4.14). Siguiendo la
demostracion de Lema 2.1 de [15] y recordando el Lema 2, ademés notando que
det Age = (—1)" # 0, se tiene que:

L(e) = L(0) + 950 _HOE

L0)=—M, - U,)'x*=—[1 senth 1 senf --- senfs }T 2 L
dr(e _

ta) =t~ v o

Para proveer la validacién de (4.15) pongamos Agy(e) = —f1, + " ! (Xi)TLo
en Lema 2.2 de [15], entonces conseguimos apartir de la demostracién de Lema
2.2 de [15] y recordando el Lema 2:

f(D) = —e(Om, — UK)‘l[ — B+ af”~+l(K;)T(LO + D(a))] (Lo + D@)), don-
de:

¢ = |leM, —U) Y, <evi M —U) M, =evE | 2] ], <
ev/kk = er®?,

e o R B A

b= e, e

t = Lol

Puesto que y/ksenf; < ¢ < /K, obtenemos:

(ﬂ + 6"‘“) sen 01+/K

€H+1

(ﬁ + 8”+1)\/E

<allb< g

y también a + bl + 2V abl < (ﬁ + gﬁ+1) + et R+ 2\/(5 + €n+1)€n+1,€1/27 es
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decir :
1 - 1
(ﬁ + 8;.<+1) +entl k4 2\/(5 + €H+1)€H+1H1/2 a + bl + 2v/ abl

Puesto que ¢ < ex%/?, entonces necesitamos:

3/2 1

ER <
(6 +emtt) +ently/k + 2\/(6 + ertl)ertlgl/2

Pero0<e<eg vy 0<e! <e< 1 implican:

3/2 1

NI E NI

1
(5+€n+1) +€H+1\/E+ 2\/(54_5%1)5%151/2

ER

Lo cual prueba la validez de (4.15).m

Lema 4 Bajo las mismas condiciones del Lema 3 existe H(L,c) € R™" solu-
cion de la siguiente ecuacion algebraica:

S(H.e) = H ((’JJTH _ U +s< (/B5H+1<X1)TL>IH+5K+1L(Xi)T>) 75n+1<xi)T -0

—K

(4.16)
Mas ain, una solucion aproximada de (4.16) es:
H(g) ="t H(0) + O (e"t2
(€)= 1 H(0) + O () o
Hy = [Senﬁl 1 senfy 1 --- sen@; 1]

Demostracion

Poniendo Ay} = —f, Apz(e) = —ertl (Xi)T, y Aoy = —(OM,, — U,) en la ecuacién
(4.3) de la Seccién 2.4 de [15] obtenemos (4.16).
Apartir de (4.16) y (4.15), tenemos:

H (M, = Uy) = 201 + O()| =1 (x)"

—K
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1
Notemos que <recuerde que 0 <senf; <1l y que 0<e<eg < B) :

.

det [(m —U) - em,{] —(1—¢p) [(1 —28)? +2:6(1 — sen 91)] £0

1

i

Conseguimos apartir del Lema de Inversién®:

H(e) = et (Xi)T(gﬁH — U+ O 2)

el cual junto con el Lema 2 implican (4.17).m

De los Lemas 3 y 4 podemos definir el siguiente cambio de variables de estado:
E1_|1- eH*(L,e)L(e) —eH(L,¢) x (4.18)
n L(e) Ik z

conduciendo al siguiente modelo de dos escalas en el tiempo del ADSP-filtro

(4.2):

l £(t) ] _ ~(5-= () 1) 0 ) [w) ]
en(t) 0 - <(me, —UK)+5“+2L(5)(X1) ) n(t)

(4.19)

4.3.2. Propiedades de los Valores Propios.

Indicamos el primer resultado principal:

Teorema 4 51 0 < ¢ < min{l,f—:l, (senﬂ/(Q/-c))l/(HH)} entonces el SLPS
(4.18) (y asi el SLPS (4.2)) es asintdticamente estable. Sus valores propios

Ai, son aproximados como sigue:
Nole) = — (5 n gﬂ+1> +0 (=542) (4.20)
k41

S(A e )—1 — A1 Z(Eﬂ)iAf(Zifl) + O(EK+2).

i=1
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1
/\(2]'—1)(6) = g (— cosf; +isend, + O (€n+2)) je HLS ];
hu(e) =@ J€ |1 5] (4.21)
Ai(€) = é (—1+0 (71?))

Y todos los valores propios siguen siendo distintos en el semiplano izquierdo

abierto complejo s.

Demostraciéon

Esta demostracion, es basada en la prueba del Teorema 3.1 y del Corolario 3.1

de [15] y la cual se realiza en 5 pasos:

1. En la misma forma que en la Seccién 2.3 de [15]. La ecuacién caracteristica
del SLPS (4.19) (y asi el SLPS (4.2) (s, ) es factorizado como:

(s, e) = éws(s,a)wf(sf,e) =0 (4.22)

donde ,
Uuls,2) = s+ 8) — e () L(e) (4.23)

es el polinomio caracteristico del subsistema lento, y

Wi, e) = det ((sff,g + (o, — Uﬁ)) _ 2 L(e) (XD T) (4.24)

es el polinomio caracteristico del subsistema rapido, en la escala de alta

frecuencia sy = es.

2. Con respecto al polinomio caracteristico del subsistema lento, tenemos de
(4.23) y (4.15):
M) = =B+ (x1) L)+ 2B(x) " (M — U) ' L(0)+ O (7+%) =

%
LB — et _gnt2g (22 sen 9i> O = -+ 0 (€n+2)'
i=1
3. Con respecto al polinomio caracteristico del subsistema rapido, note pri-
mero que los k valores propios, \?, de —(9M, — U,) son las raices del

polinomio Butterword (4.10), y asi todos ellos son distintos.
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4. Note después que las sucesivas derivadas totales de los polinomios exactos,

(4.23) y (4.24), con respecto a & son®:

d _%<@>+%:0

£¢f(sf’€) N Jsp \ de Oe

d' Oy dsy d' 0y fdspy o dboOYpy
dsiwf(sf’g) ~ Osy ( de? ) * (dz-:i(as]c) ( de ) + dz-:i( Oe ) =0, con
i €[|2,n+1|] . Puesto que e = 0ylos \? (i € [|1,&]]) son todos distintos,
oY (A, 0) A" a8

ds; # 0. Esto implica la existencia de o

para todo ¢ € (0,e%), para algin €* > 0, lo cual implica la existencia de

esto garantiza que:

la serie de Taylor:

MP(e) = AB(0)+eEAPO) 4+ 5 AP (0) + R, con Ry = O (€7F1).

5. Dada la existencia de la serie de Taylor alrededor de € = 0, de las raices
de ¢4(s,e) y ¥y(sy,€) y la aproximacién (4.15) de L(e), obtenemos (4.20)
y (4.21).

1
6. Finalmente note que las desigualdades 0 < ¢ < 1y &l < & < —senb,
garantiza que los valores propios més cercanos al eje imaginario, A;(e)

y Ao(€), permanecen en el semiplano izquierdo abierto complejo s. Ade-
1 Af 1

mas, puesto que — sen — = sen 0, todos los valores propios permanecen
€ €

distintos. m

4.3.3. Comportamiento Externo del filtro-ADSP

Lema 5 Si 0 < e < min {1, g} entonces existe €7 > 0 tal que:

e (Bremtiro(n+2))e _ e (Bremtt)e + O (") para €€ (0, £). (4.25)

9Lo desarrollamos para 1f. 15 se hace de igual manera.
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Demostracién
Consideremos la siguiente funcion de valores reales:
f(t,e) = e_(5+5~+1)+g(5)t donde g(g) = O("?)

es decir |g(e)| < Ky para ¢ € (0, €}) con Ky >0y e} > 0.
Sea e} € (0, €}) tal que Kye} < 1, a saber, en otras palabras, [g(¢)| < e+l para

e € (0, 7). Entonces:
e T < f(te) <€
Definamos la siguiente funcién:

A(t) = €7Pt — @ (B2t

Kk+1

en la cual el mdximo ocurre en: t* = (2"~ !In (1 + ), es decir:

NOESNE
e (21 1_(1+25n+1)—1
5 .

2€n+1

2etitl 7(#)
)

A(t) = (1 +

Ahora, puesto que ¢ < = vy < e" < e < 1, Podemos aplicar la serie de

2
Taylor a la desigualdad anterior, es decir

aw) < el i (1- = w)]

2ar I\ 73 /9ort1N 2
dOHdeR2:(1+ aﬁ ) <€ﬁ ),ConaG(O,e),esdecir:

Ar) < e (357) [%HH +00) (25%1)2 _ 0

g B

lo cual implica (4.25).m
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Lema 6 Sea h,(t) y a.(t) definidas como sigue:

t
hK(T’ E) _ (XI];)Te—((mn—Un)'FO(a”JFQ))TXR y an(,]_’ 5) _ / h%(,]_ — 0, €)d0

A 0
(4.26
1 T 1/(k+1) )
Si 0<e<min<l, (ﬁ sen (2—) , entonces existe ko = O (1),
K

ki =0(1), yeb >0 tal que:

’hn<7', 5)’ < Hle_(senel—\/ia’“ﬂ),r .

i (4.27)
’CYK(T, E) . 1| < Hoe—(sen&—\/ﬁa +1)7— + ghitl para € € (0’53)
Demostraciéon
Del Lema 2 y del Teorema 4, obtenemos:
ha(r ) = £ { ()" (s — (M — Uy) + O(=+2) 'y}
( k—1 3
1+ Z p;(€)s}
= E_l =0

.

(sf+1+as(e))

\ 7

[(sy + senb; + b;())* + (cosb; + ¢;(€))?]

donde:
ax(€),bi(€), ci(e), pi(e) € R,
an(e) = O(e"2), bi(e) = O(e"2), ¢;(e) = O(e"?), yp;(e) = O(e"?)
con i € [1,%H y j € [|0,x —1]]. Es decir, existe K, > 0y ¢; > 0 tal que
la(e)| < Knpet™2, |bi(e)| < Kpe™2, y |ei(e)] < Kpe™?, para e € (0, £}), con

ve[Jugl]

N

Sea 3 € (0, &;) tal que Kpey < 1, a saber, en otras palabras, |a,(e)| < e,

()] < e+, v Jei(e)] < e, para e € (0, £5), con i € [1%“
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Ahora, si e < (27/%sen AG/Z)I/(KH) y €< (27"%sen 91)1/(K+1), entonces no

#+1 v centrados en —1 y

hay intersecciones entre las vecindades de radios v/2e
K
1, =
2

izquierdo abierto, asi todos los polos de la transformada de Laplace de la funcién

en —cos6; £isenb;, i € [ ], y todos ellos estan en el semiplano complejo

h.(7,¢) son Hurwitz y todos distintos, asi:

h,{<7', 5) _ kle_ (sen91—\/§E'¢”+1)TJ(-I{(T7 8)

1 "
fulr) = = (A,xa)e—u—senmﬁa "t

1
%
+ 3 X (o) (s tisen VB @) o (cos , + i) + %(a)))
i=1

donde: k1, Ax(e), Xi(e), wi(e) € R, k1 >0, Ax(e) = O (1), y X;(e) = O (1); con

|

Con respecto a a,(7,€) tenemos:

1, gH Haciendo ky = |Ax| + Z | X;| obtenemos (4.27.a).
i=1

a(T,e) =

( k—1 )

1+ Z pi(€)s}
£l =0
5
sp(sp+ 1+ aﬂ(e))H [(sf + sen8; + b;())* + (cos 0; + ¢;(€))?]

\ i=1 )
a.(1,e) = Ag(e) + ko€~ Senel_ﬁsﬁﬂ)Tﬁ(ﬂ €)
_ 1 J— K
fu(T,€) = ko (AN(6)8_(1_56‘“91“@8 Tax)

=1

_i_zyz(g)ef (sen9ifsen91+\/§5ﬂ+1+bi(5))‘r COS((COS 61, + Ci(g))T + @2(8))>

1+ po(e)

(1+ aﬁ(s))ﬁ[l + 2(b;(e) sen §; + ¢;(¢) cos ;) + b7 (e) + ¢; (¢)]

donde: ko, Ax(g), Xi(e), @i(), d(), € R, kg > 0, A.(e) = O (1), X;(e) = O(1);

con Hl, gH .Y d(e) = O(e"?%), es decir, existe K, > 0y & > 0 tal que |d(e)] <
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K.e"" para e € (0, ). Sea 5 € (0, min{e}, &'}) tal que K,e5 < 1, a saber,
5

en otras palabras, |d(¢)| < e"*! para e € (0, €3). Haciendo kg = |A,| + Z | X
i=1

obtenemos (4.27.b). m

Supongamos que la senal de entrada es una funcién continua Lipschitz acotada.

A saber, existen dos constantes positivas Lg y L; tal que:

Estamos ahora en la posicion de establecer el siguiente resultado principal:

1 1
Teorema 5 Sea p,q € Z* tal que se satisface: — + = = 1.
p

q

, ) 3 (/1 N AR A
S 0<€<m1n{1, €1, 57 Esen (%) s L—O, L_[{ s (429)

entonces existe £* € (0, min{e}, 8;}), tal que para cada € € (0, €*), el com-

portamiento externo de el filtro-ADSP es aprozimado por:

§(8) = u(t)+€~ = (0)+ (Loky+O (1))e—(se“91—‘/§5”“)t/5+(9 (eY?) vt>0
(4.30)
Mas ain, la correccion de la “capa frontera” (4.12) es significante unicamente

durante el intervalo inicial [0,t*], donde':

g LO
t'=0 In 4.31
(sen 0y — /2ert1 81/p> (431)
después de lo cual
y(t) = u(t) + €= (0) + O (eY?) Vit (4.32)

108j Ly < e!/P se tiene que t* = 0.
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Demostracion

De (4.19), (4.15), (4.17), (4.25), Teorema 4, y recordando que €Ly < 1 obtene-

mos:
ft) = e (o)) )
t 1 K2
—(€K+1H(O) ) (€n+2) )X:/ e—((ﬁ-ﬁ-sfﬁ- )+O(€ ))(t—o)u(g)da
0
e () 4 0 ()
e (1+ O (e) )/ e (e 10(e42) ) t-0) ) o
0

= e (E0) + O ()

t/e
77(t) _ e—((DI)YK—UN)+(’)(5N+2))1:/577(0)_|_/ e—((ﬁ)fﬁ—U&)+O(5N+2))(t/a—a)xzu<50,)dg
0

v = (1+0E)E® + ()" +0E))n()
Es decir:
y(t) = e~ E+"tg(0) + (Xi)Te_((fmn—Um)+(9(gn+2))t/€77(0)_|_

t/e
/ (1) e (EMU+0E) W/e=0) y my ) do + O (2)
0

K

Del Lema 6 y recordando que Lo < 1y que /9L, < 1), obtenemos:

2R

t/e
u(t) ( / (Xi)Te—(%—UMW@"“))WE—U)X:da — 1) ‘
0

1
/ : (X,lﬁ)Tei ((mﬁ,Uﬂ)+@(5n+2)) (t/efcr)x: (U(EO') . U(t))dO'
0

‘y(t) . e—(ﬁ+s"+1)t§(0> . (Xl)Te*((Di’?nfUn)JrO(s“'*'Q))t/en(O) B u@)‘

<0O(e)+

+

t/e
=0 (e) + |u(t)| |a(t/e, ) — 1] —i—/o \h((t/e — 0),€)||u(eo) — u(t)|do
— O () + koLoe (sener-vae)ue i o

L[ . ;

koL~ / e (sn0—vE")-0)/e(; _ 5)45
€Jo

< O(e) + hoLo@ bent=VE e ot 4Lk (sen 6y — (/2ent)

< O (19) + oo™ (et e
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De (4.18), (4.15) y (4.17), tenemos:

€(0) = (1 —eH(L,e)L(e))x(0) —eH(L,2)z(0) = (1 + O (%)) z(0)
+0 (e"2) 2(0)
n(0) = L()z(0) + 2(0) = (Lo + O (¢))z(0) + z(0)

Del Teorema 4, tenemos:

(Xi) Te_ ((WN—UK)—&-(’J(ENH))?E/&??(O) < ks€” (sen 91—\/58““)t/5

donde k3 = O (1), lo cual implica (4.30). La ecuacién (4.32) es deducida direc-

tamente. |

4.4. Conclusion

En este capitulo, se resolvio el Problema 1, introducido en la seccion 4.2. Para
esto, se modificé la proposicién dada en [21], para poder utilizar la sélida teoria

de Perturbaciones Singulares, (ver [15]) como herramienta de andlisis. Bésica-
mente la modificacién consistié en la substitucion del filtro m por un
€S

filtro Butterword pasa bajas, el cual nos permitiéo una agradable aplicacion de
los resultados de [15].

Nuestra solucion para disenar un filtro adecuado separé agradablemente la cali-
dad de la aproximacion, dado por el subsisistema rapido, parametrizado por la
inversa del pardmetro positivoll, e, a partir del radio de convergencia dado por

el subsistema lento parametrizado por el pardmetro positivo, j3.

E] pardmetro ¢ fue elegido adecuadamente, garantizando la separacién de las dos escalas
en el tiempo, la lenta y la rdpida (4.19) y ademés garantizando la estabilidad del (SPLS)
(4.2)(ver Teorema 4).
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Capitulo 5

Aproximaciones Propias (Caso
MIMO)

5.1. Introducciéon

En este capitulo, estamos interesados en encontrar una aproximacion exponen-
cial propia para el caso MIMO, la cual es una extiensién de los resultados del

Capitulo 4, es decir:

Problema 2 Dado un sistema lineal no propio e invariante en el tiempo ¢,
con realizacion:
Nu(t) = w(t) —To(t) , u(t)=Ow(t) (5.1)

donde v e R™, we R", y we R™™ son la entrada, la salida y la variable des-
criptora, respectivamente. N es una matriz nilpotente con indice de nilpotencia
R+1yT es una transformacion lineal tal que la matriz [N T es epica. Suponga-
mos que v es acotada y que las primeras & derivadas de v existen, son Lipschitz
acotadas y funciones del tiempo continuas, a saber:

H1. |v(t)|, < Ko, para todo t > 0.

H2. H’U(tl) — U(t2)||2 S LO |t1 — t2‘7 Hdi’l}(ﬁ)/dti - div(tz)/dtiHQ
< L; |t — t2|, para todo ti,ty >0, i € [|0,&|],

con Ko y L; (i €|0,%]) algunas constantes positivas.

Se requiere encontrar un filtro estrictamente propio e invariante en el tiempo,
S C() = A(e)C(t) + Ble)u(t), y(t) = C(e)¢(t), y encontrar constantes positivas 3 y
e, tales que:



80 Capitulo 5. Aproximaciones Propias (Caso MIMO)

Q1) 3 K >0 tal que lim [y(t) —u(®)], < K€ P vi>o.
Q2) 3 e* >0 tal que B es internamente estable ¥ € € (0, €*).

(Q3) El sistema total Y oX¢ es estrictamente equivalente a un sistema propio
lineal e invariante en el tiempo.

En otras palabras requerimos el filtro propio ¥/, para volver propio al sistema
total X/ o 3¢, v tal que la salida y(t), tienda exponencialmente al comporta-
miento no propio de Y¢. El interés, es finalmente sintetizar el sistema propio

total 3/ o 3¢ como una aproximacién propia de ¢,

5.2. Estabilidad Relativa del Filtro ADSP

En el Teorema 5, del Capitulo 4, se dieron condiciones sobre el pardmetro posi-
tivo ¢ el cual garantiza una cierta precision de la aproximacion de la salida del
filtro ADSP. En esta seccion se extiende el filtro acoplador de derivadas singu-
larmente perturbado (ADSP), del Capitulo 4, para el caso MIMO, y se muestra
que la estabilidad relativa del filtro ADSP (4.2) depende de la eleccién del pa-
rametro positivo 3. Para esto, estudiamos la fase y el margen de ganancia de su
ecuacion caracteristica Fp (recordemos (4.5), (4.9) y (4.10)):

Fp(w) =14+ K.Gx(jw) , K, = 8“+1/ﬁ ,

Gl (w) = (1 + w/B)Ap(jew) , (5.2)

Ap(jew) = (1+ gew)? T2, ((1 = (ew)?) + 5(2ewsinb; x))
Sikesimpar:o,=1& o0, =(k—1)/2,81n0: 0, =0& 0, = /2,y ;. = 7/ (2k) + (i — )7 /K,
i€ [|1,k]].
Recordemos que la magnitud en el diagrama de Bode del filtro Butterworth

es maximalmente plana en el origen y més atun: |Ag(jew)| = /1 + (ew)?#, lo cual

implica:
(G(v/B/2)| = VEB/ 1+ (EB) + EB) + B
GL(0)] =1, 0]Ga(w)]/0w <0 ¥w>0 (5.3)

|AB())| = ko [T72,(28in60; ) = V2
Si K es impar: ky = V2 & 0, = (k —1)/2, Sino: k, = 1 & 0 = k/2
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Supongamos, en esta Seccién, que se tiene la desigualdad (4.29) del Teorema
5. Puesto que e <1y e < 3/2, tenemos: K, < 1. Asi, el margen de fase de (5.2),
Pham(K«Gr(jw)), es acotado por abajo por Pha(G,(jw)) = 180° — /G, (0) = 4+180°.
Asi, tUnicamente necesitamos estudiar el margen de ganancia de (5.2),
GMm(K.G.(jw)). A saber, estudiamos el comportamiento del angulo de fase de

G (w):
(k—1)/2

Para k impar: /G, (jw) = —¢s(w) Z Bi
Para s par: [Gu(w) = —¢p(w) — >0, @,m(w)

d’ﬁ( ) = arg(l +](w/ﬂ)) ) ¢5( ) = arg(l —i—](gw)) , (5 4)
Gin(w) = arg ((1 — (ew)?) + (2ewsinb; 1)) '

5.2.1. Caso «<3

Para = 1, tenemos: G (K1G1(jw)) = K1 ' |G1 1 (g00)| = +o0.
Para k =2, tenemos: 0 < ¢s(w) < n/2 para todo w € [0, +00) ¥ 0 < ¢1.1(w) + ¢1.1(w)

< /2 para todo w € [0, e7!]. entonces:

Gm(KaGa(w)) = Kyt |Gy (e )| = (1/e)* e /2 + 2(e3)?

Considere el caso x = 3. Para esto, primero note que (4.13) y (4.29) implican
que: ef < e/e; < 1,y (5.3) implican que: 2sin6; 3 = 1. Sea @, la media geométrica
de las dos frecuencias de esquina, 3 y 1/e, a saber log(w.) = 3 (log(8) + log(1/)).
Asi, para w € [0, @] se tiene: 0 < w/B<1/veB,0<ew <VeB/1, y0 <1 — (ef) < 1
— (ew)? < 1, lo cual implica (ver (5.4)): 0 < dp(w) + ¢e(w) < 7/2y 0 < ¢y 3(w) < 7/2,
para todo w € [0, @]. Entonces: 0 < —/G3(jw) < 7, para todo w € [0, \/B/e]. Asi

pues, (recordemos (5.3)):

Gui(KsGa(p)) > K5 |G (/B72)
= (1P /Bley/ T+ (B) + (0 + (EB)T.

5.2.2. Caso «x>3

Tenemos ya demostrado que:

0 < ¢g(w) + ¢e(w) < m/2, paratod w € [0, \/B/e] (5.5)
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asi, tenemos tnicamente que hacer la demostracion para el comportamiento
n
Zq&i,ﬁ(w), con n = (k—1)/2 para x impar y n = x/2 para « par. Necesitamos los
i=1

siguientes 2 lemas técnicos:

Lema 7 Sea S, = {z1,...,2,}, x; = sin6; . Entonces:
n
tan (3 0in(w@) ) = @q(w)/0q(w) |
=1
palw) = 3 (-1 2e)% 7L (1~ (ew)2)” P Ve (a,,)
Pt i (5.6)
op(w) =

(1 — (5w)2)n + Z(—l)i(%w)%(l — (6w)2)n72i€;’i (xi,,)

i=1
cuando n es par, ponga: o, = oq =n/2, y cuando n es impar, ponga: o, = (n+1)/2
Yyos=Mm-1)/2.
Lema 8 Sean € N\ {1}, S, = {21, ...,z,} c R,

Rep(w) = (2ew)f (1 - (ew)?)" " €0(x;,)

. 5.7
—(2ew)2 (1 — (ew)?)" €7 (24,) (57)
donde ¢ € [|0,n —2|]. Si:
~1
w < e (VI a,) + V(i) (5.8)
Entonces:
Ny p(w) >0 (5.9)
Tenemos entonces otro resultado principal:
Teorema 6 Sea x > 3. Si:
n—1 n
B<@/e) [ (|1+D] ) sinb.sinbj.
i=1j=i+1
_9 (5.10)
n=1 7
+ Z Z sin 0; . sin 6, .
i=1j=i+1
donde n = (k —1)/2 para s impar y n = x/2 para x par. Entonces:
0<—/Gu(jw) <7, para todow € [0, \/B/e] (5.11)
Mas aun:
—1 |1

= (1) B/ TF (EA) + B + (D)
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5.3. Aproximacion Propia

Estamos ahora en condiciones de resolver el Problema 1 en el caso MIMO. Para
esto, suponemos que el compensador no propio (5.1) es completamente obser-
vable. Entonces, su forma candénica de Kronecker tiene unicamente n bloques
de indices minimos por renglén de tamano (x; +1) x (k; + 1), i € [|1,n]], tal que
ki >0, S0 ki =n, ¥ méx{k1,...,k,} =& [12]. Poniendo el sistema (5.1) en su

forma canodnica de Kronecker, se tiene:

N =BDM{Ni,....Na} . Ni=Te{x? .}

@:BDM{Q{a---aQE 9 Qz:XEZti (5 13)
T .

F:[F?""‘FZ]T, Fi:[li,o‘lz‘,l""‘lz‘,m} )

con 7y, . € R™ Yo7 0 dellmll, i€l n]]

Definiendo las siguientes matrices:

~
~

T
] , i€ [|0,R]], donde

i = [ M4 T
e R AL

se tiene apartir de (5.13) y (5.1):
u(t) = (P + Tr s -+ Ton § +T5) 0t) (5.15)
con Ty # 0. Sea Ko, Lo, L1, ..., Lg;, las constantes positivas de Lipschitz de

las m componentes, v;, de v; a saber: |lv;(t)||, < Ko,;, [[vj(t1) — vj(t2)|ly < Lo [t1 — ta,
Hdi’l)j (t1>/dti — di’l}j (tg)/dti

i € [|0,7|]. De acuerdo con (5.15) y (4.28), se definen las constantes positivas

|, < Lijlti —taf, para todo t>0, t1,t2 >0, j€[[1,m]],
de Lipschitz como:

?0 = Z;n:l ( fﬁxan 2K(),j —+ 25;01 ‘
Ly = Z;nd >ico FiXZn 2L (w—i).j-
Entonces: |u(t1)] < Ko ¥ |u(t1) — u(tz)| < Lolts — ta| V t1, t2 > 0.

fi&%” QL(E—I—i),j)a

5.3.1. Convergencia

El Problema 2 es resuelto por el siguiente resultado:
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Teorema 7 Sea el filtro ADSP multivariable, $1,

#(t) = —Pa(t) — eK.Coz(t)

e2(t) = Box(t) + Aoz(t) + Bou(t) , y(t) = Coz(t) (5.16)
donde: e R", e R", ueR", yye R", y:
A, = BDM {A1,..., Ay}, Bo=BDM {by,...,b}, (5.17)
K. =BDM {e™,...,e"}, Co=BDM{cl,....cl'} :
A = (=M, +Uyg,), b, = X:?, ¢ = Xlli‘, con i € [|1,n] (5.18)
Sea c e R™ yp,qeZ” tal que 1/p+1/q=1. Si
e <min {1, ey(R), §, (ELE)VED T L0 (5.19)
entonces existe & > 0 tal que, para todo € € (0, ), el filtro ADSP multivariable,
!, es internamente estable y:
lim (s P L B )] 2 < (o)) 26
Jim, ot = (SPeeiy + F)oto) 2 < ’ (5.20)
e€(0, &*

para todo t > 0. Mds aun, el sistema total, Xf o ¥¢, es externamente equivalente
al sistema propio singularmente perturbado:

z(t) = —pz(t) —eK.C z(t) —elpu(t)
ez(t) = Box(t) + Aoz(t) + (AoRy + B,O) I'v(t) (5.21)
y(t) = Coz(t) + K 'Tou(t)
donde:
_ T _ _
F [710‘ ‘ln,0:| ’ Rp:[Rpl“R"]’ (522)
Ry = | (1/e A5, | [ by, |0 |, i€ Ln]
s [T oA N K
bi; =0, bi;=(1/e)b; , i€[[1,n]]

J#i

con: z(t) = z(t) — Ryw(t).
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5.3.2. Margen de Estabilidad

Ahora exploramos el margen de estabilidad del filtro ADSP multivariable en
lazo abierto (5.16). Para esto, encontramos las funciones caracteristicas, ¢(s), de
la tasa de retorno de la matriz, L,.(s) (ver [16] para detalles). El sistema en lazo

abierto de (5.16) es

0] - [0 o

{L'(t) EKaCo _/BIn
e (5.24)
pt) = [0 I, ][ 271 271 "
N—_——

Cor

donde y,(t) = x(t) y cuando cerramos el 1azo u;(t) = u(t) — y2(t). El determinante
de la tasa de retorno de la matriz es: det(L,,(s)) = det (Cor(sLatn) — AoL) 'BoL)
= H?:l KMGM (S)a

donde (recordemos (4.9) y (4.10)):

Ky, =e"t/3, Gol(s) = (s/B+1)Ap(es) ,

(521 5.25
Api(s) = (s+ DIL2 ((s+sinbj,,)* + cos? 0, (5:25)
con: i € [|1,n]]. Por lo tanto, las n funciones caracteristicas son:

li(s) = Ky Gry(s) , i€ [|Ln]] (5.26)

El margen de estabilidad esta dado por el quinto resultado principal:

Teorema 8 si en adicion a las condiciones del Teorema 7 tenemos:
8< (1/e)p" (5.27)
pr=1, fork=3 (5.28)

pr = 1—1—2" 3)/22(”11/231n0i7gsin9‘7g

<\/ i ’ (5.29)

-2
—f—\/zzf Y /225” D sin; 5 sin 0 = ) , para R >3

Entonces los margenes de ganancia de las funciones caracteristicas (5.26) y
(5.25) son acotados por abajo por:

Gulti(w)) > K |Gl /e)\
> (1/2) ﬁ“mm + By + A

donde k = min{k1,...,k,} Y i€ [|1,n|].
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5.4. Densidad

De los resultados anteriores, a continuacion se enuncia el Corolario de la den-
sidad. Con este corolario se establece que los sistemas entrada/estado propios,
lineales e invariantes en el tiempo, (1.4) y (1.6), son densos en los sistemas en-
trada/variable descriptora regulares, lineales e invariantes en el tiempo, (1.8)
y (1.10). A saber, cada sistema regular no propio puede ser aproximado arbi-
trariamente (¢ cercano) por una sucesién de sistemas propios; mas aun dicha

aproximacién puede guardar una convergencia exponencial (dindmica g).

Corolario 2 Considere que las condiciones de los Teoremas 7 y 8 se satis-
fagan. Sea = (1/e)ap*, donde a es una constante positiva lo suficientemente
pequena, 0 < a <1, tal que el comportamiento del filtro-ADSP (4.2) permanece
en un modelo de dos escalas en el tiempo, para todo ¢ € (0, ). Entonces para
cada' v e ¢ (COO(R+7R)) existe una sucesion y. € %I o ¥¢ (C“(R+,R)> tal que y.

converge a u en el sentido de £l°¢(R™ R).

5.5. Ejemplo Ilustrativo

d?/de?

d/dt d3/dt3 ] v(t). Entonces,

Considere el sistema no propio ¢(N,T,0): u(t) {

las matrices (5.13) del sistema descriptor (5.1)

|

Iy =

: 1o
0], Na= 0 1
0 0

_ o O O
S O OO
=
=
I
| —— |

0
1
0
0
0
1
0

donde:n2,k12,k23,yasin3.Mésaﬁn:fo{8 ?],fl[é 8},

~ 0 0 ~
P2:[1 O:|,YP3:O

La hipétesis u € C°(R™,R) no es restrictiva, puesto que C®(R",R) es denso en
E%LOC(RJF,R), ver Teorema 2.4.10 de [22].
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1) Las matrices envueltas en el sistema propio singularmente perturbado (5.21)
son (recuerde (5.14), (5.17), y (5.18)):*

[ —V/2/2 1 0
-1/2  —V2/2 1
A, = —1/2 1 0 , B, = 0o |,
-3/4 —-1/2 1 0
i 0 0 -1 1
[ 2 10 — 10
e E R e e B oy

(5.31)
2) La matriz R, de (5.22) y la matriz (A,R, + B,©) son:
1/€2 0 0 0 0 0 0
—V2/(2e%) 1/e 0 0 0 0 0
R, = 0 0 0| 1/& 0 0 0],
0 0 0|-3/(2%) 1/¢2 0 0
0 0 0| 1/e2 =1/ 1/e 0
(AoR, + B,O) = (5.32)
—/2/€? 1/e ol o0 0 0 0
0 —V2/(2¢) 1] 0 0 0 0
0 0 0]—-2/e3 1/€? 0 0
0 0 0| 1/e3 —=3/(2¢*) 1/e 0
0 0 0-1/e2 1/e2 -1/ 1

3) Elsistema propio singularmente perturbado externamente equivalente, (5.21),

es:

2Puesto que ki =2 y kg =3, entonces: sinf,., =cosfi ., =v2/2 YV sinb ., =1/2 y
cos01.xy = \/3/2
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3
) = —ult) — |- ] 20 - e o
—V/2/2 1
-1/2  —/2/2
ez(t) = -1/2 1 0 Z(t)
~-3/4 —1/2 1
1 0 0
+ 0 |z(t)+ 0 —2/e3 | v(t)
0 1/e 1/
1 ~1/e | —1/&3
2
W = || o+ [ o

Note que el comportamiento externo de (5.33) estd dado por las siguientes dos

ecuaciones diferenciales:
(d/dt + B)en(t) =0,

Ay(d/dt) 0 a2/dt>2 0
[ 2 0 As(d/dt) ] y(t) = [ d/dt  d*/de ] v(t) + ¢n(t)

donde:
Ao(d/dt) = ((ed/at +v2/2)" + (v2/2)*) +&°,
Ag(d/dt) = (=d/dt +1) ((=d/dt +1/2)° + (V3/2)°) +&*

Hacemos alguna simulacién en MATLABR . Para ello, elegimos como entrada:
w(t) = [ 10e72/(1 4 ¢!=2) sin(2n/5)t |* (5.34)

en la cual las derivadas envueltas son:
dui(t)/dt =10e'"2/(1 +e'%)%
d*o1(t)/dt? = 10e'"2(1 —e!72) /(1 +e!72)3
dBue(t)/dt? = —(21/5)3 cos(2m/5)t

Entonces, eligiendo 3 =1y ¢=p=2, conseguimos apartir de (5.34), (4.13), y
(5.19):
LO,l = 5/2 y L1’1i 5\/5/18 5 L2’1 = 5/4 5 L272 = (27T/5)3 5
L3y = (2n/5)* , Ko = Lag+ L1y + Loy = 4,9655 ,
LO = L3’2 + L2,1 + L171 = 4,2248 , €1 = 0,0258 , 5/2 = 0,5 s
((1/v2)sin/6)* = 07711, K, = 02014, Iy = 0,056
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Entonces seleccionamos:
£ =0,025

Puesto que & =3, apartir de (5.28) que p* =1y asi (5.27) se satisface. esta
seleccién conservadora garantiza la aproximacién (4.15) de L(e). Y a partir de
(4.31), tenemos:

# = 0(0,1723)

: —in o3 w(®) - n ()

\ 04
0 N ————
\ e t 02 \
-05
\\7/ o‘ e e ——

02
0 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10 K 0.05 01 015 02 025 03 035 04

—wl) ] us(t) ~ 1a(0)
s ug(t Pl

t

o / = —— = t

oy /
P

4 ™
+ /\
7 3,
v 3
P 3 4

8 9 10 710 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 035 04

(d)

Figura 5.1: Simulacién de la respuesta en el tiempo del sistema (5.33)Para la
entrada (5.34), con: (3, €) = (1, 0,025), z(0) = 0y 2(0) = —R,w(0). (a) Primera com-
ponente; la linea punteada es wui(t) = d*v;(¢)/dt? y la linea continua es y;(t). (b)
Error de la primera componente, u;(t) —y1(¢). (¢) Segunda componente; la linea
punteada es uy(t) = dvy (t)/dt — d®vs(t)/dt? y la linea continua es y»(t). (d) Error de
la segunda componente, us(t) — ya(t).

1

®
>
)

et
(c

En las Figuras 5.1 y 5.3, se muestra una simulacién con MATLAB® con una
tolerancia relativa de 1 x 107%, una variable de paso y un "ODE /5 (Domain—
Prince)”; los otros parametros son puestos en automdtico.
En la figura 5.1, la simulacién estd dada con condiciones iniciales (recuerde (5.1),
(5.30), (5.32), y (5.34)):

z(0) = 2(0) — Ryw(0) = —R,w(0)

= :_10/((1 +e2)e?) 10(V2(1 4 e?) — 2e%) /(2(1 + e%)%e?)
0 —27/(5¢2) (2m(1+e?) —50¢)/(5(1 + e2)e?) |"

esta simulacion esta en completa concordancia con el Teorema 5.
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— w0 | wi(t) — i (t) ]
s w(t) o /_//-"""/ t

“\. -
N -1 i
1 2

e . gz
,// 3
3 4 5 6

7 8 9 10 o 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(a)

im0 " ]

ua(t)
// \ i
2 — B
/ \/ \ / \ 0 =
of -1 e
[ t L e
7 8 9 10

\
N\
X
56

3L J
0 1 2 3 4 0 01 02 03 04 05 0.6 07 08 09 1

()

Figura 5.2: Simulacién de la respuesta en el tiempo del sistema (5.33) Para la
entrada (5.34), con: (8, ¢) = (1, 0,2), 2(0) =0 y 2(0) = 0. (a) Primera componente;
la linea punteada es u; (t) = d*v;(¢)/dt? y la linea continua es y;(t). (b) Error de la
primera componente, u;(t) — y;(t). (¢) Segunda componente; la linea punteada es
us(t) = doy (t)/dt — d®va(t)/dt® y la linea continua es y»(t). (d) Error de la segunda
componente, us(t) — y2(t).

Ahora, si no somos capaces de conocer w(0), se puede todavia relajar la seleccion

de ¢ para disminuir el pico transitorio. Hagamos, por ejemplo:
e=0,2
y conseguimos apartir de (4.31):
= 0 (0,9673)

Ver Figura 5.3 Para el resultado de la simulacion.

5.6. Conclusion

En este capitulo se extendieron los resultados del Capitulo 4 para el caso MIMO.
El pardmetro ¢ se selecciona de tal manera que: (i) se garantiza la separacién
de las dos escalas de tiempo, la lenta y la rapida, mediante una diagonalizacién
de los subsistemas lento y répido, (ii) se garantiza la estabilidad del filtro
SPDC (4.2), y (iii) se toma en cuenta la funcién caracteristica de la senal

continua Lipschitz acotada u(t) (reflejada por su norma L, Ko, y su constante
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LS— 1 1
‘ —: y(t) u1 (t) — 1 (t) P
s (t) ° /_//-"""/ t

it A

05 ‘\\

. 7N -
i \ — 4
05 o
b =
= | =
o 1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 [ 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

6 | 4

[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 01 02 03 04 05 0.6 07 08 09 i1

Figura 5.3: Simulacién de la respuesta en el tiempo del sistema(5.33) Para la
entrada (5.34), con: (8, ¢) = (1, 0,2), 2(0) =0 y 2(0) = 0. (a) Primera componente;
la linea punteada es u; (t) = d*v;(¢)/dt? y la linea continua es y;(t). (b) Error de la
primera componente, u;(t) — y;(t). (¢) Segunda componente; la linea punteada es
us(t) = doy (t)/dt — d®va(t)/dt® y la linea continua es y»(t). (d) Error de la segunda
componente, us(t) — y2(t).

de Lipschitz, L) para resolver el Problema 2, introducido en la seccién 5.1, para
el caso MIMO (ver Teorema 7).

También se mostro que la seleccién del pardametro 3 esta directamente relacio-
nada con la estabilidad relativa de la aproximacién (ver Teorema 6 y 8).

En el Corolario 2 se prob6 que los sistemas lineales propios invariantes en el
tiempo son densos en los sistemas descriptores regulares. Esto implica que cada
sistema no propio puede aproximarse arbitrariamente cerca (orden &) por un
sistema propio, mas ain, este procedimiento de aproximacion se realiza ase-
gurando una convergencia exponencial (dindmica ) y una estabilidad relativa
(margen de ganacia). Hay que notar que la proposicién de este capitulo no es
del todo una aproximacién de altas ganancias, sino una aproximacion singular-
mente perturbada. También hay que notar que para evitar altos transitorios,
debidos a las posibles discontinuidades (senales no derivables), se deben poner

las condiciones iniciales correctas.
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Capitulo 6

Retroalimentacion
Singularmente Perturbada para

Subespacios Casi de
Controlabilidad

6.1. Introduccion

En este capitulo, se continua el estudio del Capitulo 3 con referencia a la compa-
racion de las leyes de control de alta ganacia, obtenidas a partir de subespacios

de casi controlabilidad, con leyes de control proporcional derivativa.

6.2. Retroalimentacion Singularmente Pertur-
bada

Dado que a la fecha no se pueden desarrollar leyes de control con acciones
puramente derivativas es necesario dar un procedimiento de aproximacién para
la ley de control (3.20).

Para esto, se propone la siguiente ley de control singularmente perturbada (ver
el Teorema 5 de la Seccién 4.3, asi como también el Corolario 2 de la Seccién
5.4):
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6.2.1. Filtro Acoplador Singularmente Perturbado

En el Lema 8 de [8] (Resultado de la Subseccién 5.3.1 ) se mostré que si a
un sistema controlable, descrito por su forma candnica de controlabilidad de

Brunovsky:

drg/dt = Apxy + Bu+ Sq, y=Cuxy

Aps :BDM{Al, ...,Am}, B:BDM{Bl, ce Bm} 7 (6.1)
T
C=BDM{Cy, ..., Cp}, S=] 8T - 5T ]
donde:!
A =T {(X2)"} € R™™, By = x e R, Ci = (x} )" e R™™,
i =k A
Si = [ §i,1 ‘e §i,l€¢ ] s §Z,j € REXI, (62)
iE{l, ...,m}, jE{l, cee Kji}’ Z/{i:n’
i=1
se le aplica la siguiente ley de control singularmente perturbada:
u(t) = KN (Feag(t) + 34(t) + 9(t)) — B"Sq(t), g(0) = y(0),
dff'f/dt = —ﬁi’f - €K5y,
K. =BDM/{em, e .. e}y F.=BDM{—df_. —al_, ..., —al },
o =[b8, cbf - e ]
(6.3)

donde los coeficientes bZ: son aquellos coeficientes de los polinomios de Butter-

7-]
worth (ver seccion 4.3), Ag,(s),

'Recordar que: K; denota un k x 1 vector cuya i-ésima componente es 1 y las otras com-
ponentes son cero, (en el caso que i > k todas las componentes son tomadas igual a cero).
Tu{’UT} denota una matriz Toeplitz triangular superior con primer renglén v7. T,{v} denota
una matriz Toeplitz triangular inferior con primera columna v.

BDM {X;y, -+, Xi} denota matriz diagonal por bloques cuyos bloques son matrices diagona-
les X1, -+, X%. I denota una x x k matriz identidad, o simplemente I cuando no tenga que

ser indicado de forma explicita (c.f. seccién de notacién).
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Api(s) (s”” + bfls”“’1 + -+ b8 15 T bfm)
H?;l ((s + sin 6 .,)* + cos? 0]-7,%), para K; par
= (k;—1) )
s+ DT ((s+sinb;.,)* +cos®b;,,), para k; non
01,k = 2LM7 0(j+1),l’vi =0j, + Ab,, Al = ,%7 J €1k — 1Y,
(6.4)

se obtiene entonces el sistema en lazo cerrado descrito por la siguiente represen-
tacion de estado:

d at A AL | [ ] [ B [ s
di; /dt AL A | & o |77 o |
v = [co] []
(6.5)
donde:

AKC() = BDM{ALC, .. ALCY ALC(c) =

BDM{BIC, ..., BXC
ALC(e) = BDM{ — emH1Cy,

e, = I‘im+1Cm}7 A%QC’ = _BIHU

BLEC (e )= BDM{BlE, .. BLC} SLC —BDM{S{’C, e S,%C},
T
A’Ll:c A - E Kiaz:t?’ Bl[,/EC’ - r’%lx 17 SZLC = |: §i,1 ’ §i,lﬁz—1 0 i| :

(6.6)

1. Espectro del sistema en lazo cerrado De (6.5) y (6.6), se obtiene el
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siguiente polinomio caracteristico:

(T-AT(E)  —AF(E) | _
—A5(E) (T AY)
ST — ALC| det (s + 3)m — AL (2) (5T — ALC()) " AKS())

(
]nje’“AB, ) (s—i—ﬂ + eC; (SI—AJ-L&C)ABJ-)

jjl e " Apg (e ) (S-f—ﬁ +um>
((s+08) (e Ap(es)) +2)

.
[y

—3

Il
Yl

,d
[
Il

-

I
—1=
||’,:]3

s
Il
—

(6.7)
Entonces existe, e* > 0, tal que para todo ¢ € (0, *], el sistema en lazo

cerrado, representado por (6.5), es Hurwitz estable. En efecto:

a) Las raices del polinomio de Butterworth, ™" Ap;(cs), se encuentran
equidistantes (en dngulo) sobre un circulo centrado en el origen de

radio 1/e, en su parte del semiplano izquierdo abierto de C.

b) Entonces por el lugar de las raices, existe un ¢, suficientemente pe-
querio, tal que las raices del polinomio, (s + ) (7" Apg,(es)) + ¢, se

encuentran en el semiplano izquierdo abierto de C.

2. Modelo singularmente perturbado La representacion de estado del

sistema en lazo cerrado, (6.5), se puede reescribir en la forma de un modelo
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singularmente perturbado:

d| Py | _ | RAIC)Qe PAK () || Py
]z | AN (Qe  Ax Ty
N PAL (2)Q; P+ PBIC () PRSI || g
AR (9)Q, 0 0 q
Kdp LC LO(~ Fexy
LPar= | KPAK()Q K.PAK() :

n [ KSPTAfF(€>QT } P.ay+ [ KEPTBlLlC(e) Kgprlelc ] [ Z ]

v=[cq o] |
Ly
(6.8)
donde:
P, =BDM{N{, ..., N.}, P.=BDM{Nj,...,N,},
Q¢ = BDM{K{, ..., K.}, Q. =BDM{K], ..., K},
Ki=|xb oo x| KE=xm NE= (KDY, ONE= (KT
o o Z (6.9)
Note que:
PAK()Qr = BDM{T A, )7} - T )"}
PAL (6)Qr = BDM{X’“ e X (6.10)
P AL (e )—0 PBiC(e) =0, A ()Qr =0,
K.P, A (¢) = K.PBIC(¢) = Im, K.P,SIY(e) =0
ALC(0)Qr =0, KoPALL(0)Q, =0,
KoP A (0)Qe = —BDM{(x! )" ... (X, )"} =-CQ, (6.11)
PAK(0)Q, = BDM{X’“ L ---&Z:I% '
PA(0)Qe = BDM{T{(x2 )"} - T {2 )"}
K.P,A{ (2)Q, = —BDM{"""byy, ..., ™ 'b} | } (6.12)

3. Sitema lento Para obtener el modelo del sistema lento, en (6.8) se hace



Capitulo 6. Retroalimentacion Singularmente Perturbada para
100 Subespacios Casi de Controlabilidad

e =0 (ver (6.10), (6.11), (6.6) y (6.3)):

i ngf _ PgAflc(())Qg 0 ng_f
de | 7 0 — L i
PA(0)Qr | |0 RSH | | g
rdf O q
P g
0:[—0@ Im} & [Imo}[ ]
ZEf q
Pz
j= e o]
Ty

(6.13)
Las trayectorias solucién de (6.13) son (recordar (6.11), (6.1) y (6.2)):

Ho) = erFmo
THt) = €+ koa(t) + 3 ka0 (6.14)

y(t) = g(t)+€ 7 (0)

donde & = méx{k1, ..., km}, v, kg € R™, ko, k1, ..., kr_1 € R™* son

vector y matrices de condiciones iniciales.

4. Sitema rapido de tiempo congelado Para obtener el modelo del siste-
ma rdpido de tiempo congelado, se define la variable P.x; = P,x; — P77,
y se escala al tiempo: 7 = /e, obteniéndose de (6.8), (6.13) y (6.12):

d o~ —
d—Pr:pf = —BDM{by,, ..., b]  } Py (6.15)
7— b b

Las trayectorias solucién de (6.15) son:

PT;(t/c) = BDM{€ ™ ut/e e tmat/=1 p77(0) (6.16)

5. Trayectorias solucién Puesto que (6.15) implica que el sistema rdpido
de tiempo congelado es Hurwitz estable, se tiene entonces del Teorema 5.1
del Capitulo 2 de [15], que existe un £* tal que, para todo ¢ € (0, £*],

las trayectorias solucién del modelo singularmente perturbado (6.8) son



6.2. Retroalimentacion Singularmente Perturbada 101

aproximadas para todo ¢ > 0 por:

7y(t) = €773;(0)+0(e)

zp(t) = € kg + kog(t) + Z kzd q(t) (6.17)
+QTBDM{e b11t/C ..., e b1t/ }Pxf +O()
yt) = <)+eﬁtxf()+0(>

Puesto que también el polinomio caracteristico (6.7), del sistema en lazo
cerrado (6.5), es Hurwitz, se tiene que las trayectorias solucién (6.17) se

verifican para todo ¢ € [0, c0).

M4s atin, la correccién de capa frontera P,z; (6.16) es significativa tni-
camente durante el corto intervalo de tiempo [0, ¢1], t; = O (¢1n(1/2)),

despues del cual:

ry(0) = € My +hoalt) + Yo kina) + O (619)

Por otro lado, en en la subseccién(4.3.3), también se mostro:

y(t) = g(t) + O (Ve), paratodo t > ¢* (6.19)

para 3 = O(1/¢) y donde t* = O (¢In(1/1/2)). Mas ain, si £ y 3 son
seleccionados como en el Teorema 10 de [18], entonces los margenes de ga-
nancias de las funciones caracteristicas del sistema en lazo cerrado Hurwitz

estable, (;(jw), i € [|1,m|], estdn acotadas por:
Margen de ganancia ({;(yw)) > O ((1/2)=*?) (6.20)
donde: kK = min{ky, ..., Kn}.

6. Retroalimentacén proporcional derivativa Note que la ley de control
singularmente perturbada (6.3) es una aproximacién propia de la retroali-

mentacion proporcional derivativa,

u= B'dxz;/dt — Cz; + g — B" Sq, g(0) = y(0), (6.21)
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cuyo objetivo es la de invertir al sistema (6.1):
t
i(0) = CreMa s (0) + Co [ €M (Bi(BI )

yi(T) + gi(T) — BZ-TSQ(T)) + S,-q(7’)>dr
d®y,(t)/dt = Bl dx i (t)/dt — yi(t) + 9:(t) — B} Sq(t)
(0 ATt T g(e) /e AR Sg(t))

= d"y;(t)/dt" — y(t) + gi(t)

(6.22)

6.2.2. Retroalimentaciéon Singularmente Perturbada

Basada en la ley de control singularmente perturbada (6.3), aproximacién propia
de la retroalimentacién proporcional derivativa (6.21), se proponen las siguientes

aproximaciones propias de la ley de control (3.20)-(3.21):

g= 07 Yy = P3$a7 Sq = ASQ‘/L‘sa
entonces se tiene la siguiente aproximacion propia de la ley de control (3.20c):

Uqg = K3_7€1 (nggl'a + [Z‘a) — BgAggiL‘s

i 3 (6.23)
dz,/dt = —pz,—cK;3.Psx,

Comparando (3.20a) y (3.1) con (6.21) y (6.1), respectivamente, se deduce:

IS
)
La

entonces se tiene la siguiente aproximacién propia de la ley de control (3.20a):

g=hp, y :ZQ,ﬂm, Sq = [ Ap Agg ]

Ts

Uy = Kl_’sl (Fl,f;xm + i‘m + hm) - B? [A12 A13:| T, ] (624)

dZp/dt = —BTn — K1 Anay,

Ley de Control para el Subsistema Esclavo

En vista de la suprayectividad de W, (ver (3.3)), se tiene que si se aplica la ley

de control algebraica:

Us

[ Yrm ] = W2_1 (—AQQZES — AQgZL‘a —f- ﬂs) (625)
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al subsistema esclavo, (3.2), se obtiene:
d
dt

Note que los indices de controlabilidad, k;, del subsistema esclavo, pre retroali-

2, = [0, + [, 7. = [Ix.. (6.26)

mentado por (6.25), son todos iguales a uno. Por lo que las matrices, K. y F.

de la ley de control (6.3) serén igual a:
K. =, F.=-L (6.27)
Finalmente comparando (6.26) con (6.1), se deduce:
g=hs, y=a5 q=0.

Por lo que de (6.25), (6.27) y (6.3), se tiene la siguiente aproximacién propia de
la ley de control (3.20b):

h
w. " = —(A +lI s_A a+%hs+~s
? [ " ] < 27T; )x 280 + 2(hs + ) (6.28)
dz,/dt = —B7,— %z,

Con respecto a la funcién hy, en el caso de que Im Agzy C (Ass | Im Bs), se puede
hacer la seleccion (c.f. (3.21a)):

~/m2/ (1-/72) () <
hy(t :{ gS(S)fT  0st<T (6.29)

con T >> £1In(1/4/2). En caso contrario, una seleccién trivial es (c.f. (3.21b)):

hs(t) =0 (6.30)

En [8] se mostré el siguiente resultado (comparar con el Teorema 3):

Teorema 9 ([8]) Sea z¢ € S una condicion inicial para (2.4). Para cualquier

p >0 existe una retroalimentacion singularmente perturbada, v = (F. + Fy)z; +
t

K.h — 5‘/ e Ny(r)dr, he (R > U), y un tiempo finito, T >0, tal que la
0 ~

trayectoria (u*,xzy) € %fleMB] satisface do (25,8F) < p y 24(t) = O (\Z) para todo

t>T.
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A fin de clarificar este resultado continuamos con el ejemplo ilustrativo de la
Seccién 3.3.4.

6.3. Ejemplo Ilustrativo (Parte 5)

Sea el sistema (2.4), (2.5) y (3.39). Dadas las matrices mostradas en (3.39) y
(3.40), se tiene entonces que las matrices para la ley de control singularmente
perturbada (6.24), (6.28) y (6.23), son:

Ki.=BDM/{¢e,e%}, F1.=BDM{a1.,a2.}
a1 =[—1], ag. = [-1 —eV/2)] (6.31)
KS,& = [82]’ FB,S = [0 -1 - 5\/5]

Substituyendo (6.31) en (6.24), (6.28) y (6.23), se tiene que la ley de control

para este ejemplo es:

[ L ] (6.32)
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([ hun 010] Lo
hma - 0 01 —i—; 010 T
u, 000] 001
111 (6.33)
1 -
— |11 1| zat = (hs+1)
000 i
\ %:ﬁsz—ﬁ T, — clw,
0 00
ua—[e_Q]([O 1 —g\/ﬁ]anrgza)—[o 0 1} 11 1|z,
0 00
%fa:—ﬁfa—s[sz][O 1 O]xa
(6.34)
Simplificando, se tiene:
( 1
y “lo o
ml _ £ T+
Um2 0 iQ Q
et € (6.35)
[ 2
d~ - £ 0 0
Emm__ﬁ Tm 0 3 lem
\ L
¢ 1
Bt - 1 0 111
oo | == 10 - L lzs— |1 1 1 |axa+—(hs+7Ty) (6.36)
u o1 00 0 ) '
: 00 -
| $5,= B 7, -,
uaz—[O ELZ \/?i:|xa+5l2¢%a (637)
%ja:_ﬂfa_ 0 53 O]ma .
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6.3.1. Simulaciones

En las figuras 6.1, 6.2, 6.3 y 6.4 se muestra una simulaciéon MATLAB® -Simulink,

con los parametros de simulacién (2.42).

Aproximacion del Subespacio Supremo de Casi Contralabilidad

Primero, en las graficas de la figura 6.1 se muestra el sistema descrito por (2.8),
con la ley de control:* (6.35), (6.36),

Ue=1]0 —1 —Q]xa, (6.38)

y para hg se tomd la seleccién trivial (6.30), con: ¢ = 1/100 y 5 = 100, con la
condicién inicial (2.43); comparar con los resultados de la figura 2.1.

Posteriormente en las gréficas de la figura 6.2 se muestran las acciones de
controll; comparar con los resultados de la figura 2.2. Por iltimo, se mues-
tra en la figura 6.3 el comportamiento del subespacio casi (A, B)-invariante:

S = £1 @ L9 ® Ly; comparar con los resultados de la figura 2.4.

Tendencia

En la figura 6.4 mostramos las graficas del sistema descrito por (2.8), con la ley
de control, (6.35), (6.36), (6.38), con: £ = 1/100 y B = 100, para este caso, para
hs, se tomo la seleccidn (6.29), en vez de la seleccidn trivial (6.30), con T' = 1/10,
con la condicién inicial (2.43); comparar con los resultados de la figura 2.5.
(2.30), (2.19) y (2.27), con ¢ = 1/100, con la condicién inicial

6.4. Conclusion

En este capitulo, aplicando técnicas de perturbaciones singulares al ejemplo
ilustrativo, se mostré que las retroalimentaciones de altas ganancias de Tren-

telman, obtenidas a partir del Teorema 2, convergen (cuando ¢ tiende a cero)

2A fin de comparar con los resultados obtenidos en la Subseccién 2.6.6, para el subsistema
casi de desacoplamiento se tomo la ley de control (6.38) en vez de (6.37) (c.f. matriz Fy,; de
(3.18)).
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x107°
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0 0.05 01

(d)

Figura 6.1: Gréficas de simulacién del sistema descrito por (2.8), con la ley de
control, (6.35), (6.36), (6.38) y (6.30), con: € = 1/100 y 8 = 100, con la condicién
inicial (2.43). Subsepacios casi (A, B)-invariante, S (2.14)-(2.15). (a) ||£4]| v.s.
t, (b) ||L2]] v.s. t, (c) || Ls] v.s. t. Espacios complementario. (d) || Xteq/L]| v.s. t.

a una retroalimentacion proporcional derivativa, la cual es directamente obte-
nida a partir de (2.12) (ver (3.19),(3.18) y (2.27)). Asi, un subespacio casi de

controlabilidad puede también ser interpretado como un subespacio que puede

hacerse inobservable (cuando K = Ker C') por medio de una retroalimentacién

proporcional derivativa.
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Figura 6.2: Graficas de simulacién del sistema descrito por (2.8), con la ley
de control, (6.35), (6.36), (6.38) y (6.30), con: ¢ = 1/100 y 5 = 100, con la
condicién inicial (2.43). Senales de control. (a) ||t ]| v.s. t, (b) ||Us|| v.s. t, (c)
|Us|| v.s. t, (d) [|hma] v-s. t, (€) ||hmall v.s. t, (f) ||hs]| v.s. ¢,

o

HXfed/'Q”

4

2 - I X
//{7// 15\\ ////// 0.15
1 o
05 L " o0s

0 o

Figura 6.3: Comportamiento del subespacio casi (A, B)-invariante: Sg° = £1 @

Lo® Ls
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400 2
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Figura 6.4: Graficas de simulacién del sistema descrito por (2.8), con la ley de
control, (6.35), (6.36), (6.38) y (6.29), con: ¢ = 1/100 y 8 = 100, con la condicién

inicial (2.43). Comparacién con el comportamiento limite, lim zs(t) (2.39). (a)
t>0
|Tm|| v.s. t, (b) ||xs|| v.s. t, (¢) ||xal| v.s. t, (d) ||Zm]| (trayectoria azul) y ||zl

(trayectoria verde) v.s. t, (e) ||Zs|| v.s. t, (f) [|Za]| v-s. t, (8) |Tm]| — |Zm]| v-s. ¢,
(h) [zl = llzsll v-s. 2, () lzall = [[Zal| v.s. 2.



Capitulo 6. Retroalimentacion Singularmente Perturbada para
110 Subespacios Casi de Controlabilidad




111

Capitulo 7

Conclusiones y Perspectivas

7.1. Conclusiones

En este trabajo de tesis se mostré que las retroalimentaciones de alta ganancia,
propuestas por Trentelman [27], son también aproximaciones de leyes de control

del tipo proporcional y derivativa.

En el Capitulo 3, se mostré que a partir de la retroalimentacion de altas ga-
nacias de Trentelman [27] se puede obtener una retroalimentacién de estado
proporcional y derivativa que también resuelve el problema de casi rechazo de
perturbaciones. Utilizando técnicas de perturbaciones singulares [15] se mostrd
que la secuencia de retroalimentaciones de altas ganacias de Trentelman tienden

a tal retroalimentacién proporcional y derivativa (ver Teorema 9).

En el Capitulo 4, se resolvid el problema de aproximacién de leyes de control
impropias por controladores propios (Problema 1 del Capitulo 4.2) para el caso
SISO. Para esto, se modificé la proposicién dada en [21], para poder utilizar
la sélida teorfa de Perturbaciones Singulares [15] como herramienta de andlisis.

1
Basicamente la modificacién consistio en la substitucién del filtro m por
€S
un filtro Butterword pasa bajas, el cual nos permitié utilizar los resultados de

[15]. La solucién propuesta permitio una agradable separacién de la calidad de
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la aproximacion, dada por el subsisistema rapido, parametrizado por la inver-
sa del pardmetro positivo (que también garantiza la estabilidad del sistema en
lazo cerrado, ver Teorema 4), €, de la velocidad de convergencia, dada por el

subsistema lento, parametrizado por por el parametro positivo, (.

En el Capitulo 5, se extendieron los resultados del Capitulo 4 para el caso
MIMO. El pardmetro ¢ se selecciona de tal manera que: (i) se garantiza la
separaciéon de las dos escalas de tiempo, la lenta y la rdpida, mediante una dia-
gonalizacién de los subsistemas lento y rapido, (iz) se garantiza la estabilidad
del Filtro SPDC (4.2), y (éii) se toma en cuenta la funcién caracteristica de
la sefial continua Lipschitz acotada u(t) (reflejada por su norma L., Ko, y su
constante de Lipschitz, Ly) para resolver el Problema 2, del Capitulo 5.1, para el
caso MIMO (ver Teorema 7). También se mostr6 que la seleccién del pardmetro
[ esté directamente relacionada con la estabilidad relativa de la aproximacién
(ver Teorema 6 y 8). En el Corolario 2 se probé que los sistemas lineales propios
invariantes en el tiempo son densos en los sistemas descriptores regulares. Esto
implica que cada sistema no propio puede aproximarse arbitrariamente cerca
(orden €) por un sistema propio, mas atn, este procedimiento de aproximacién
se realiza asegurando una convergencia exponencial (dindmica (3) y una estabi-
lidad relativa (margen de ganacia). Hay que notar que la proposicién de este
capitulo no es del todo una aproximacion de altas ganancias, sino una aproxi-
macién singularmente perturbada. También hay que notar que para evitar altos
transitorios, debidos a las posibles discontinuidades (sefiales no derivables), se

deben poner las condiciones iniciales correctas.

En el Capitulo 6, aplicando técnicas de perturbaciones singulares se mostré que
las retroalimentaciones de altas ganancias de Trentelman, obtenidas a partir
del Teorema 2, convergen (cuando ¢ tiende a cero) a una retroalimentacién
proporcional derivativa, la cual es directamente obtenida a partir de (2.12) (ver
(3.19),(3.18) y (2.27)). Asi, un subespacio casi de controlabilidad puede también

ser interpretado como un subespacio que puede hacerse inobservable (cuando
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K = Ker ') por medio de una retroalimentacién proporcional derivativa.

7.2. Perspectivas

Un aporte muy importante a la Teoria de Control fue dada por Willems al in-
troducir los subespacios casi (A, B)—invariantes y subespacios casi de controlabi-
lidad. Su importancia radica en el hecho de que algunas propiedades estructura-
les importantes de los sistemas lineales pueden interpretarse en términos de estos
subespacios casi (A, B)—invariantes y casi de controlabilidad, los cuales estan re-
lacionados con las transformaciones lineales de las representaciones del estado
de los sistemas lineales [29, 30, 32]. Estos subespacios son titiles cuando no es
posible tener soluciones exactas. Los subespacios Casi (A, B)-Invariantes y Ca-
si de Controlabilidad han sido relacionados con la retroalimentacién de estado

de altas ganancias y con retroalimentaciones de estado de tipo distribucional.

Basados en los subespacios introducisos por Willems, se han escrito libros [26,
24, 28], y se han realizado numerosos estudios estructurales de problemas tipicos
de control, e.g. [31, 25, 27, 1, 2, 35].

Dado que en este trabajo de tesis se mostro que:

1. Las retroalimentaciones de alta ganancia, propuestas por Trentelman [27]
(aproximaciones de leyes de control del tipo distribucional), son también

aproximaciones de leyes de control del tipo proporcional y derivativa.

2. Las retroalimentaciones de altas ganancias de Trentelman, obtenidas a
partir del Teorema 2, convergen (cuando ¢ tiende a cero) a una retroali-

mentacién proporcional derivativa.

3. Un subespacio casi de controlabilidad puede también ser interpretado co-
mo un subespacio que puede hacerse inobservable (cuando K = Ker C)

por medio de una retroalimentacion proporcional derivativa.
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Entonces una perspectiva de este trabajo de tesis, es aplicar todo el estudio
estructural que se ha hecho para los subespacios de Willems, al caso de contro-

ladores del tipo proporcional y derivativo.

Otra perspectiva es estudiar la posibilidad de dotar de una estructura algebrai-
ca al conjunto de senales distribucionales y al conjunto de senales, expresadas
como combinaciones lineales de derivadas de orden diferente, y encontrar un

isomorfismo de estructura entre ellos.
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Apéndice A

Definicion de Parametros

Definicion de parametros

Para hacer mas agradable el manejo de las entradas de las matrices trabajadas,

denotamos de la siguiente forma a los siguientes polinomios en la variable ¢ :

e ¢

ap =& -2 +e+1, a2:—§+§+1, a3 = —e2+e+1,
et 5, 2
ay=—e+32+ 3+ 1, as = —e+1, CI6:—€+€ —€ —54—1,
3e? 2e2 2 3e?
a7:s4—%+1, agz—%+§+1, ()49:—%+62+26+1,
g’ 5e? 2e°
51:—§+2€4—83—?—36—|—1, 62:?—54—2534—824—64—1,
By = 365 —3e® —9e* —2e3 + 92+ 3e + 1, By =¢€2—e+1, Bs =e+1,
B = —2e+1, Br =33 +e%+e+1, Bs = 2e3+4e%+2e+1,
£
By = et 4263 —2e2 —c 41, "= §+1, g = —2e°+5e24+e+1,
3
v3 =262 +1, vy = —2e% — 3 + 1, V5 =——+e"+1,

2
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V6 = —6c% — 4e + 1, yr = —3e® + 4et — 263 — 32 + 26 + 1,

vs = 3e3 — 2 41, 9 = 32 + 3¢ + 1, 0 =3+ 1,

0y = 6t —4e® —2e2 4 2e + 1, 03 = —6e%410e% — 2% — Te3 +3e2 + 62+ 1,
62 8 3

54:%+§+1, 55:€4+%+3€2+€+1, 0 = —2e% —e?+4e+1,
2e5  Tet g3 be? 4et

Gr= 1 g = —— +2¢° 4 3¢ 1

7 3 3 3+3+€+, 8 3+5+6+5+,

8?2
89 = 53 + 6e2 + 3¢ + 1, n1:53—?—8+1, Ny =¢e*+e+1,
Ny = —3et + 33 + 6% + 3 + 1, Ny = —3e° + 3t — 2 + 2 + 1,
5 €
=1-= =142 =14-.
UH 27 e + g, Ui +3

Para hacer méas agradable el manejo de las entradas de las matrices trabajadas,

denotamos de la siguiente forma a las siguientes fracciones de polinomios en la

variable ¢ :
01( — 279016 + «v 01(—y901€ + t
p1,7(t) _ Y9 1( 7981 5ﬁ7) + 57901 ( 796215 as07) 7
Y901 (2’7951€ - 04557) (045(7951)2)t
Ql,7(t) = - 5
€ €
(57901t

, 18(t) = q1o(t) = =901,

- 2
g , qor(t) = 7951( ’79(215 + a5ﬁ7) n (a5(7251) )t

—4asy90103€ + 202 5703 — 20053702 + 2041'795152776+

P1s(t) = p1o(t) = Y901 +
Y901 (79515 - 04557)

par(t) =

Y

p3q(t) = 6
(-20&%’)/951535 — 20&106%(52ﬁ7 + 20&10&5ﬁ5’}/951(52 + 206%67(53)15_{_
52
oz (Y901 — nafr)t?
gt ’

_ Adasy901038 + 20587 (102 — a503) — 2017901 076)
g37(t) =

€
I 2045’7951(04152 - (Jé55:3)7f

)
9
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2 5 — 5 t 26 t2
p3s(t) = pso(t) = 2a503 — 2109 + as(ass — aado)t  (a1azdy) |

€ g3
¢3,8(t) = @30(t) = 2192 — 20503,
5Y901036% — a2 37038 — 2017901028 + vy F709

paz(t) = =
10505 (=001 + asB7)t
+ 3 ,
_ —a5Y901038” + a2 B703€ + 2017901026 — 1055702
qar(t) = =
Q57901 (5038 — a109)t
+ - ,

—045538 + 061(52 (041045(52>t

Y

Pas(t) = pag(t) = -2
503 — Q10
Qas(t) = quo(t) = %7
a0 0 —
p577(t) _ > 2(79 1&j 567)’

a102(—y901€ + a507) n (g 5790102)t
€ €

45,7(t) =
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Apéndice B

Forma de Kronecker

Forma de Kronocker

Considere el abanico A+ \B. Si existen P, () matrices de orden m x n, tales que
P(A+AB)(Q = A1+ By, se dice que los abanicos son estrictamente equivalentes

y dichos abanicos tienen la misma forma de Kronecker.

La forma de Kronecker esta representada por:

diag[Jy, (M) = AL, Jyy(\e) = ML, Ley, -+ Lo, LE - LT T — \J5,(0),

m? e’

coo T = A5, (0)]

Donde no necesariamente todos los bloques diagonales aparecen.

Los bloques J,,(\;) — Al tienen dimensién 7; X «;, donde J,,();) es una ma-
triz en forma candnica de Jordan de orden ~; X «; y cuyos valores propios son

solamente A;.
Los bloques J,,(A;) — Al tienen la siguiente forma:
Ai—A 1

Ai—A 1
Ai— A

Estos bloques son llamados divisores elementales finitos (d.e.f.).
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Los bloques L., tienen dimensién ¢; X (g; + 1); incluso puede suceder que ¢; = 0.

Los bloques L., tienen la siguiente forma:

-2 1

-2 1

Estos bloques son llamados bloques de indice minimo por columnas (i.m.c.).

Los bloques Lgi tienen dimension (n; + 1) X 7;; incluso puede suceder que 7; = 0.

Los bloques L%; tienen la siguiente forma:

Estos bloques son llamados bloques de indice minimo por renglén (i.m.r.).
Los bloques I — AJs,(0) tienen dimensién ¢; x §;, donde Js,(0) es una matriz
en forma canoénica de Jordan de orden 9; x d; y cuyos valores propios son sola-

mente 0.

Los bloques I — AJs,(0) tienen la siguiente forma:

Estos bloques son llamados divisores elementales infinitos (d.e.i.).

Sea (A+ AB) : V — W, entonces existen V,, V., V,, Vs, W,, W., W,, v W,

tales que la forma de Kronecker se expresa como:
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0 0 0
Kass 0 i.m.c 0 0
0 1Lm.r. 0

0 0 0

Donde V=V, @V.BV,BVsy W =W, DW-PW, PWs
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Apéndice C

Publicaciones
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