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Los Antepasados

No se encuentran sus nombres en anales
Vivieron en paz y en humildad
Pero su procesion vislumbro sin embargo
Perdiendose en lo mas obscuro del tiempo.
Aqui en la vieja tierra ferrifera,
Labrarén campos a lo largo del rio
Y sacaron metal de la mina cercana.
No fuerdn ciervos de nadie ni sabian de protocolos,
pero eran reyes en su propia casa
y los dias de fiesta se emborrachaban.
En el verano de sus vidas besaban a las muchachas,
pero s6lo una era su prometida.
Fueron fieles y temerosos de Dios
Y murieron en silencio, macerados por los afios.

i Mis antepasados! En la hora del dolor y la tentacién
fue vuestro recuerdo fortaleza mia.

Asi como guardaron y cuidaron su dinero heredado,

Sonreiré yo, contento a lo que me brinde el destino.

Antepasados mios, os veo en mis suefios
Y mi alma se entristece y cede.
Me siento arrancado de mi campo, como una hierba.
Por mi voluntad y a la fuerza, os he engafiado.

Y ahora busco acordes en el verano y en el otofio,
Dandole la voz juguetona de la cancién:
Nada, un oficio mas.
Pero si algin dia resonase en mi verso
El eco de la tormenta y el murmullo del agua,
Un pensamiento viril y audaz,
Si se oyeran en él un gorjeo, se visiumbrase en el un seto ajado,
Suspirase algo del bosque profundo,

Seriais vosotros, a través de tantas generaciones,

Hacha en mano, tirando del arado y del carro.

Azel Karlfeldt.
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Capitulo 1:

Motivacion

1.1 Antecedentes

Los manipuladores paralelos son mecanismos cinem4ticos en los cuales el primer y tltimo eslabdn estdn
conectados a través de una junta la cual puede ser la base del manipulador i.e. la base esta conectada por
mas de una unién en forma paralela, y tienen como principales caracteristicas su alta rigidez estructural y
su alta precisién de posicionamiento, estos dispositivos son m4s rigidos y precisos que los manipuladores
en serie,ademds poseen una mayor capa(;idad y mejor distribucién de carga mecdnica. Sin embargo
debido a la existencia de lazos en su arquitectura paralela estos poseen un espacio de trabajo reducido
en comparacién con los manipuladores en serie.

En general, las estructuras paralelas poseen una cinemética directa més compeja que la cinemética
inversa. Para los manipuladores en serie lo contrario es cierto i.e. es mas facil calcular la cinemdtica
directa que la cinemética inversa. Debido a este hecho la complejidad del andlisis cinemético limité
por varios afios el desarrollo de algoritmos de control practicos necesarios para la aplicacién de estos
mecanismos en sistemas de control automético. Cabe mencionar que en el caso particular cuando se
considera la estructura bésica fundamental " tridngulo de dos grados de libertad o la pirdmide triangular
de tres grados de libertad” la cinem4tica directa e inversa pueden ser descritas mediante el uso de
coordenadas polares.

La plataforma de Stewart es un mecanismo cerrado actuado que posee una estructura mecédnica en
paralelo de seis grados de libertad, la cual tiene muchas aplicaciones en el campo de la robética, ingenierfa
industriaﬁ, marftima, aerondutica, aeroespacial y en medicina.

Las caracteristicas de rigidez y posiciohamiento de la Plataforma Stewart han motivado las recientes

investigaciones de este tipo de dispositivo en el drea de la ingenierfa. A partir de la década de los ochenta



los manipuladores en paralelos han sido motivo de estudio y el mimero de artfculos publicados en este
sentido se han incrementado considerablemente. Este tipo de investigaciones han abierto un campo en
las aplicaciones de los robots paralelos, a tal grado que actualmente se pueden encontrar aplicaciones de

estos mecanismos en dreas multidicinlinarias de la tecnologifa.

12 Plataforma Stewart

En 1965 D. Stewart [3] publicé un articulo definiendo la estructura mec4nica que actualmente se conoce
como Plataforma Stewart en donde su principal aplicacién era como dispositivo de posicionamiento de
alta rigidez y fue propuesto como: (a) Simulador de vuelos espaciales y aereos. (b) Como simulador
del movimiento de un barco sujeto al movimiento aleatorio de las olas del mar. (¢) Como simulador
de la accién de la cdmara de soporte sobre el piloto de un helicéptero, el cual se encuentra sujeto a
perturbaciones aleatorias. (d) Como base de disefio para la construccién de un nuevo tipo de maquina
herramienta.

Sin embargo, la primera ”Plataforma Stewart” fue disefiada y construida para pruebas de llantas (
TIRES ) en ”Performance and Stressing Depertament”, el sistema fue instalado en 1954, una década
antes de que Stewart publicara su artfculo; también, existen referencias de que estos mecanismos fueron
estudiados por famosos matemdticos como Cauchy.

El diseno bésico de la Plataforma Stewart es un hexaedro en el que una cara se designa como la base
de la plataforma "B” y la cara opuesta se designa como plataforma mévil ” A” | las dos caras se conectan
por seis actuadores ”pistones neumdticos o eléctricos” colocados en los vértices del hexaedro. La base
esta fija y la plataforma mévil puede variar su posicién con respecto a la base (dentro de cierto espacio
limitado) en funcién al desplazamiento y orientacién de los actuadores. La estructura se puede mover
variando la longitud de uno o mds de los actuadores, entonces de esa forma es posible ajustar la posicién

v orientacién relativa de la base fiia v la plataforma mévil ver la siguiente Figura.



Figura 0.1

El modelo descrito en la Figura 0.I ha sido motivo de estudio, porque en el se fundamentan las
recientes aplicaciones de los robots paralelos; se han obtenido los modelos dindmicos de la Plataforma
Stewart para seis, tres y dos grados de libertad. En los trabajos de C Reboulet, T. Berthomieus [18]
y Lebret,Liu, Lewis [22] , los autores dan una metodologfa para obtener el modelo dindmico de la
Plataforma Stewart, ademés, sefialaron la importancia y la complejidad de las ecuaciones que describen
el comportamiento dindmico del manipulador, en estos trabajos se discutieron dos de los principales
problemas que se encuentran en la aplicacién de los manipuladores paralelos, el primero es la simulacién,
,cé6mo puede reaccionar el manipulador al aplicarle ciertas fuerzas a los actuadores?, el segundo es el
problema de controlar la trayectoria del extremo final en funcién de la posicién, velocidad y aceleracién
de los demés elementos del manipulador. ;Qué fuerza se necesita para hacer el seguimiento de esta
trayectoria?. En el mismo artfculo, los autores concluyen que el modelo dindmico es muy complejo para
usar una ley de control en tiempo real, por esta razén los disefiadores de leyes de control utilizan modelos
dindmicos simplificados en los que sélo se consideran las principales interacciones dindmicas.

En este trabajo, se presentars un estudio cinemético y dindmico de un manipulador
paralelo dindmico de dos grados de libertad o cadena triangular cerrada, ya que en general
se puede aproximar el modelo de seis grados de libertad mediante la superposicién de
tres tridngulos dependientes cada uno entre ellos, con la suposicién de que se mueve a
velocidades angulares lentas la base superior de la plataforma.



Aplicaciones

Los manipuladores paralelos basados en la Plataforma Stewart tiene amplias aplicaciones con variados
propésitos, tales como:

Simulador de Vuelos: Nguyen, Antrazi,Zhou, and Cambell [20], presentarén la implemetacién de una
plataforma de seis grados de libertad como un simulador para ” Goddard Space Flight Center” .

Maquinas herramientas: (Gidding’s y Lewis,en [22] ), presentaron la aplicacién de una plataforma de
seis grados de libertad para controlar el movimiento del "cutter” en una mdquina fresadora . También
ha sido usada para controlar el movimiento de un taladro ¥ para realizar cortes de alta precisién sobre
ldminas de acero.

Robot Grua: (Albus, Bostelman, y Dagalaki ,en [5] ), presentaron una aplicacién de la plataforma
de Stewart en el disefio e implementacién de un Robot Grua llamado Robocrane. Al contrario de otros
usos de la plataformas, el Robocrane usa cables como eslabones paralelos y poleas motorizadas como
actuadores.

Aislamiento a Vibraciones:( Z. Geng y L. S.Haynes en [6] ), presentaron el uso de una plataforma de
seis grados como un sistema aislador de vibraciones, los autores disefiaron e implementaron un artefacto
el cual podfan atenuar hasta 30 dB de vibraciones en tiempo real.

Y en general ha sido usado como: Probador de vehiculos Lunar/Marte (NASA): Para simular sistemas
de navegaci6n maritima, ambientes no gravitatorios (NASA, MIT).

En medicina, para posicionamiento preciso de dispositivos de operacién. Como Simulador de vuelos,
carros, helicépteros, etc. En nanotecnologfa, para micromdquinas (Xerox). Y en sistemas de posi-

cionamiento para radares, y satélites.

Motivacién

Este trabajo de tesis forma parte del proyecto investigacién auspiciado por el Consejo Nacional de
Ciencias y Tecnologfa, con mimero de proyecto 35338P-A9607. El cual contempla Iab construccién [1]
y disefio de algoritmos de control para un manipulador paralelo de seis grados de libertad, bajo la
supervisién del Dr. Moisés Bonilla.

La principal contribucién de este tema de tesis ha sido la de proporcionar un modelo bésico y un
algoritmo de control para las estructuras bésicas de los tridngulos que constituyen la plataforma disefiada
en.e‘litrabajo de tesis de J.Leyva H.[1], que se ﬁmestra en las Figuras 0.I1.

Este trabajo esta organizado de la siguiente forma:

El capttulo dos esta dedicado ha estudiar la cinemética y la dindmica que rigen el comportamignto

mecénico de la estructura bdsica fundamental de un manipulador paralelo. En este capftulo se realizara



un estudio energético y se discutirdn algunas de las principales propiedades mec4nicas relacionadas con
el manipulador paralelo de dos grados de libertad.

En el capitulo tres se presentara el algoritmo de control o ley de control (ver sec. 3.3 ) la cual se usard
en los capftulos posteriores y se estudiard el acotamiento uniforme de la energfa de cinética generado
bajo esta ley de control.

El capttulo cuatro esta dedicado a estudiar la estabilidad asintética y exponencial del sistema en lazo
cerrado. En este capftulo se dard un ejemplo ilustrativo en el que se muestra como escoger los pardmetros
de control para garantizar estabilidad del sistema en lazo cerrado.

El capttulo cinco esta dedicado a estudiar el problema de acoplamiento a modelo del sistema en lazo
cerrado. En este capftulos se mostrard una simulacién relacionada con el problema de acoplamiento a
modelo. Cabe mencionar que existen muy pocos trabajos relacionados con este tépico.

El capitulo seis esta dedicado a estudiar la estabilidad del sistema en lazo cerrado bajo la hipétesis
de que no se dispone de la velocidad, por lo que se propone un filtro de primer orden para estimar la
velocidad.

El capttulo siete se presentaran las conclusiones y perspectivas de tesis.

El capitulo ocho se anexan los respectivos articulos relacionados con este trabajo de tesis.

Figura 0.1II

Plataforma de Stewart de seis grados de libertad



Capitulo 2:

Modelo Dinamico

2.1 Introduccién

En este capitulo se describe la Cinemética y Dindmica de un manipulador paralelo de dos grados de
libertad, que serd usado para ser modelado y controlado mediante la accién de una ley de control lineal.

Se presenta una descripcién Cinema4tica basada en la geometrfa de la posicién, velocidad y aceleracién
de cada elemento del manipulador. Por otra parte, la descripcién dindmica contempla la formulacién
matem4tica de las ecuaciones diferenciales que rigen el comportamiento del manipulador y describen
fundamentalmente las fuerzas generadas en cada actuador.

Este capftulo estd organizado de la siguiente forma:

En la secci6n 2.2 se da una descripcién fisica y geométrica del manipulador paralelo de dos grados
de libertad. En la seccién 2.3 se procede a obtener la funcién total de energfa, para esto primero se
introduciré las relaciones de posicién y velocidad respecto a cierto marco de referencia, para después
obtener las ecuaciones de energfa cinética y potencial de cada elemento del mecanismo (ver las ecs. (2.4)
y (2.5)). En la seccién 2.4 se procede a obtener las ecuaciones de Lagrange para obtener el modelo
dindmico del manipulador en forma vectorial dado por M ¢+® ¢ +G = f, (ver las ecs. (2.12) a (2.16))
,donde q y g representan las posiciones y velocidades respectivamente, M es la matriz de inercia, ® es
la mqtriz de Coriolis, G es el vector de gravedad y f, es el vector de fuerza. Finalmente en las seccién
2.5 se demuestran algunas de las principales propiedades mec4nicas relacionadas con las matrices M, ®
y el vector de gravedad que seran de gran‘ut:ilidad en los capftulos posteriores (ver las propiedades P.!

4
aP.é6).



2.2 Manipulador Paralelo

Considere el manipulador paralelo de dos grados de libertad mostrado en la Figura 1, el cual esta
bésican}ente constituido por dos pistones eléctricos de masas M,, y longitud total de extremo a extremo
l;, unidos en un extremo por una carga moévil de masa M, (carga externa). Los otros dos extremos de
los pistones se encuentran fijos a dos ejes paralelos cuya distancia de separacién fija es L(longitud de la
base de la plataforma ).

El pistén izquierdo puede moverse alrededor de un eje fijo O; y el pistén derecho puede moverse
alrededor del eje fijo O;. Para analizar el modelo se va a definir el siguiente sistema de coordenadas, el
origen de coordenadas és escogido en el eje de unién Oq, el eje x yace sobre la base de la plataforma y
el eje y apunta perpendicularmente a la base de la plataforma. Se definen las coordenadas cartesianas
asignado dos variables independientes z(t) e y(t) . 61(t) y 82(t) son los dngulos formados entre los

pistones y la barra fija de longitud L. fi(t) es la fuerza aplicada en cada pistén

Figura 1

Antecedentes: Basado en el procedimiento propuesto-en 1991 por Reboulet y Berthomieu [25], en el
trébajo de tesis de S. Salazar [2] se obtuvo el modelo dindmico de una cadena cinemdtica cerrada de
dos grados de libertad ( ver [15] ). En este capftulo se utilizan las ecuaciones de Euler-Lagrange para
obtener e%i modelo dindmico del manipulador descrito en la Figura con el objeto de encontrar propiedades
relacionadas con la funcién de energia del sistema , para esto primero se procede a encontrar las ecuaciones

de energfa cinética y potencial asociados con el manipulador paralelo de dos grados de libertad.



2.3 Expresiones de Energia Potencial y Cinética

Esta secci6n estd enfocada a expresar las ecuaciones de energfa cinética y potenciales del manipulador
paralelo de dos grados de libertad (MP2), para esto primero encontraremos las ecuaciones cineméticas
del MP2 , para después poder obtener las expresiones de energfa.

ECUACIONES CINEMATICAS :

Primeramente, se calcula la posicién y la velocidad de cada actuador de masa M, asf como de la
carga mecénica de masa M. Sea ?; (t) el vector que va del origen de coordenadas al centro de gravedad
de cada i — actuador y sea T 1, (t) el vector que va del origen de coordenadas a la carga mévil de masa
M,,. Expresando cada vector 7; (t) (i = 1,2) y 71 (t) en coordenadas rectangulares, se obtiene :(ver

Figura 1)

T1(t) = (5C1():55:1() T2 (t) = (L-3Ca(t); 5S2(t)) T i () = ((t);y(t)

donde C; = cosf; , S; =sen;,( i = 1,2) y r es la longitud fija del cuerpo principal de cada actuador.
Consideraremos que la masa total M, de cada actuador se encuentra concentrada en r/2 .

Después, se expresan las velocidades de cada uno de los elementos,se obtiene:
1) = B (-S(0:C1(0) T2 () = 24D (St Ca(t)  Tr () = (% (29 (1))

Ahora, se expresan las velocidades angulares de cada actuador 8; (t) (i =1,2), en coordenadas rectan-

gulares. Para esto, se toma en cuenta la geometrfa de la Figura , tenemos

z(t) = L(t)Ci(t) y(t) = 11(t)S1(2)
L - z(t) = Io(t)Ca(2) y(t) = l2(t)Sa(t) (2.1)

6, (t)= Qﬂ%ﬂm 0, (t) = ngtzygtl2)+t52gt25:gt2

donde:

L(t)=+/z2(@t) +y2(t) >r>0 L) =VL-z@t)2+y2(t)>r>0 (2.2)

Note que las ecuaciones (2.1) y (2.2), definen una relacién biuntvoca entre las coordenadas cartesianas
T ey, y las coordenadas polares l; y 6.

De (2.1) y (2.2) ,las velocidades angulares éi (t) (¢ = 1,2) pueden ser escritas como:

(DY) —y()z(t) . _ (L=z()¥(t)+y(t)z(t
TG T 5 0 ()= LG 23)
‘Una vez obtenidas las expresiones de posicién y velocidad, se procede ha encontrar las ecuaciones de

10



energfas.
ECUACIONES DE ENERGIA:

Sean K;(t) (i = 1,2) y K.(t) la energfa cinética del i-ésimo actuador y de la carga mecénica,

respectivamente. Esto es:
.2 .2 .2 .2
J921 (t) K2(t) = Jozzit): KL(t) - ME(I (t2)+y (t))
donde J = M, r? es el momento de inercia de cada actuador . Sea E.(t) la energfa cinética total:
Ec(t) = K1(t) + K2(t) + KL(t) (2.4)

Sea P;(t) la energfa potencial del i-ésimo actuador y sea Pp(t) la energfa potencial de la carga mecénica.

Entonces:

HIRE - py(t) = 2220 Pr(t) = Mpgy(t)
donde g es la aceleracién gravitacional. Sea F,(t) la energfa potencial total:
E,(t) = Pi(t) + Py(t) + PL(t) (2.5)

Una vez obtenidas las relaciones de energfas potencial y cinética de la cadena cinemdtica cerrada, se

procede a obtener las ecuaciones de Lagrange.

2.4 Ecuaciones de Lagrange

En esta seccién se encuentran las Ecuaciones de Lagrange , que describen el comportamiento dindmico
de la cadena cerrada mostrada en la Figura 1.

Primero, se sustituye (2.4) y (2.5) en la funcién de Lagrange dada por
£ =E(t) - Ey(®)

se tiene lo siguiente:

= — M, gry(t) _ M, gry(t) _
£ /22 () 492(8)  2/(L—2(0)2+y2(2) pgy(t)+

(2.6)

2 .2 . o\ 2 . ) 2
. _ .
Me(z” (t)+y () + % ( - oon ) %4 ( ( (ffi)(’;‘)()‘%ﬁﬁt(’j;(")

11



aplicando las ecuaciones de Lagrange (ver [26] y [23]),respectivamente:

d (OL(t)\ OL(t)
@ (a z (t)) o 0 (2.7
g(mm) AL(t)
at \ gy (t) dy(t)
donde:
fz(t) = fi(t)Ci(t) — f2(t)Ca(t) fu(t) = fu(t)S1(t) + f2(t)Sa(t '9'8)

fi(t) denota la fuerza de soporte del i — ésimo actuador, desarrollando (2.7) llegamos a la siguiente

ecuacién dindmica respecto a x e y respectivamente:

. . G f) = _Mogra®ut)  _ _Mugr(L=a(t)y(t)
My z(t)+J o0 () +J o t) = oty Laen™ ~ SLoatoruz ()7 2.0)
fi(&)C1(F) = f20)Ca(t

) . ) Moo’ MoorDs()
My 3 (0)+7 By (0)+ By (1) + g st + mmaos sy (2.10)

= —M,gy(t) + f1(t)S1(t) + fa(t)S2(t);

donde:
- _ z()y3 () -v(O)y(t)=(t z(O)y()vt) - ()2t
(231 (t) = (2 () +y2(t) +2 (2 () +72 () 61(t)
3 _ ¥ -2()y(t)z(®) _ o (R)¥()-y(R)z(t)E(t)
ﬁl (t) = (zz(t)tyz(f))z -2 (@2 () +y2(1))? 61(t)

- — 5§t2yzgt2+y§t2§[4—zz%‘gt2 _ gL-zgt)zugt)z}gt2+y’gt;:’zgq
22 (1) = =yt~ 2 (st 02(t)

5o () = SOE=2(@)+2((L-s()y(t) _ o (L=a() () +yE(L-z(t)i()
B2 () = N emrr T2 sy o2

61(t) y 62(t) son dos variables auxiliares definidas como siguen:

. . - L__ . M
81(8) = xgtzzzégiygs?tym 8a(t) = = Lig;%gtz’gt+)4;g§tt%ygtg (2.11)

61 y 62 representan las velocidades transversales de la carga externa M, respecto a los ejes fijos O, y
O,, respectivamente.

Las ecuaciones (2.9) a (2.11) describen el comportamiento dindmico del MP2 . Cabe mencionar que
dicho conjunto de ecuaciones coinciden con las obtenidas por M. Bonilla y S. Salazar [15]. Para analizar y
mostrar algunas de las propiedades estructurales del sistema , se representaran las ecuaciones dindmicas

en su forma matricial, de esta forma (2.9) y (2.10),pueden ser escritas como!:

M(q) 4 +%(q,9) 4 +G(q) = f, ‘212

Seag=gq(t Li=L{),Ci=Cilt)y Si=S8i(t),i=1,2
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T
donde q es el vector de coordenadas dado por [ z y Y fqeselvector de fuerzas dado por [ fz fy ] )

fz’ = flcl - f2C2 fy = f1~51 + fzsz (2.13)
M(q) es la matriz simétrica
Mo+ (F+5%) J(9R-9p
M(g) = g A R (2.14)
(G2 -92) M+ (F+%)

®(q,q) es la matriz de Coriolis

5,82 | 6,82
I . mb

2(q, Q) =J 2 2 (2.15)
82C2 S 6C; S 62C. 6,C
i Bl i iy
G(q) es el vector de gravedad:
Mugr ( —TY Y [L=T)u )
G(g) = SRR (i (2.16)
MWog + .‘-.:I;.'r ( : I--..\.-_- — (L-x) :|.--_-)
i = SLE = ot ME=x]t+u® ]

La ecuacién (2.12) representa a un sistema compacto de ecuaciones de movimiento que describen en
forma detallada el comportamiento del MP2. Sin embargo, es necesario hacer algunas consideraciones
importantes acerca de este tipo de modelo.

Consideraciones:

1. En el modelo dindmico (2.12) no se contempla la disipacién mecdnica asociada por la presencia
de friccién en el mecanismo. Sin embargo, se pueden incorporarlas anadiendo fuerzas en el lado izquierdo
de la ec. (2.12). ‘

2. Para completar el modelo dindmico se puede incorporar los modelos dindmicos de los actuadores
en la ec.(2.12) , aumentando el orden de dicho sistema de ecuaciones diferenciales.

3. Se considera el momento de inercia J constante.

A continuacién se dan una serie de propiedades relacionadas con las matrices M ,® y el vector de

gravedad G.

2.5 Propiedades Mecanicas

En esta seccién se dan algunas de las propiedades cineméticas y dindmicas del MP2. Estas propiedades

juegan un papel muy importante en el disefio y anélisis de leyes de control estabilizables. Para mayor
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detalle consultar el Apéndice al final del capitulo.
Py l6d< Uy jo < L (parai=1,2)
P2) 3u>0y%>0 tales que:

L<An {M(@)} S |IM(Q)I| ST, donde p=M, T=2M,+3%
P.3 3 K¢ y Kem >0 tales que
lea) < kalldll 51 @Il < Kon [0

donde Ko = 224 y Koy = .

P.4) Sea N una matriz definida de la siguiente forma
N =M (q) - 2‘1’((], q)

entonces y'N (gJy=0 V y€ R2
P.5) I Kg>0yke>0tal que

IG(2) - Gw)|| < Kgllz~wll; Ko =342
|G(2)|| € k¢ donde kg = Myg +2M,g

P.6 ) Sea E una matriz simétrica tal que E(q) = uM~'(q) — I donde y = afi para a > 1 entonces
Am {E(Q)} <a -1

Observaciones:

P.1 Nos permite encontrar una cota superior para las velocidades angulares y transversales 8; y §;
respectivamente en funcién de la velocidad de la carga externa M, respecto al origen.

P.2 Es una propiedad importante en el contexto de disefio, si M es definida positiva refleja el hecho
de que la energfa cinética total sea positiva y serd utilizada para probar estabilidad y acoplamiento a
modelo. Existen casos especiales de algunos manipuladores en los cuales M es definida semipositiva.

P.3 Nos permite considerar a la matriz de Coriolis & como una transformacién quazilineal respecto
al vector velocidad.

P.4 Es de gran importancia ya que nos permite considerar al sistema dindmico como un sistema

pasivo y representa el hecho que el trabajo realizado por las fuerzas de Coriolis y centrifugas es cero (ver

32] y [22]).
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P.5 Nos permite considerar al vector gravedad como una perturbacién suave (derivable ) y uni-
formemente acotada.

P.6 Nos permite escoger las ganacias proporcionales y derivativas de la ley de control (ver capftulo
3 del libro de Lewis [23]).

La propiedad cuatro serd utilizada para probar la estabilidad asintética del sistema en lazo cerrado
y estabilidad exponencial en el sentido local. Pero no es una propiedad necesaria para poder garantizar

acoplamiento a modelo.

2.6 Apéndice

En este apéndice se mostrarén las propiedades mecénicas presentadas en la seccién 2.5.
Prueba de la propiedad P.1 :

Primero se encuentra una cota para 6, aplicando la desigualdad de Schwarz a la primera ecuacién

de (2.11)
z y# 3{12+92¥$2+y2 m’
zétyt | — 44y z +y

’ = /22 + 9% en la ultima desigualdad llegamos a

61) =

Finalmente tomando en cuenta r < /z2 + 2 y ”q
la siguiente expresién:

161(2)] <

de la misma forma se puede mostrar para 63. Ahora se probara para 6, de (2.3) tenemos:

zé+y x+y

o:f =

x+y

Prueba de la propiedad P.2:
Primero: se muestra que M es definida positiva, de esta forma calculando el determinante de M (9),

de (2.14) se obtiene (note que I} > >0, i =1,2):

det(M(g) = M2+ ZMebhtE) | S20=Conaioison) g (2.21

il

puesto que los elemento de la diagonal son positivos, se concluye que M(.) > 0.

Despug¢s, se encuentra una cota superior para la norma de M de (2.14), se tiene:

MMl = Are M(q)} < Traza {M(q)} < 2M, + %‘{-
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Finalmente, escribiendo M de la siguiente forma, M (9) = MpI> + H(q) donde

7(F+) s(ap-9p)

H(q) = 2 2 2
C2S c: | c
(g-ap) J(F+9)
puesto que el det(H(g)) > 0, entonces usando la desigualdad de Ostrosky ? tenemos:

M, < My + Am {H(9)} < A M(q)}
Prueba de la propiedad P.3 :

Solamente se mostrara la desigualdad de la izquierda de (2.18). Para esto primero se define & = {®;;

para i = 1,2 y se calcula una cota superior para |®;;| . De (2.15) y P.I se tiene:

_dbal 6 20,
vl < 08 L TR 2 oy
tomando en cuenta que ||®|| < |[{|®;;]}|, tenemos 1{12:1Hl € Ka |l4(t)]| - a
Prueba de la propiedad P.4:
Dado que:

1) M(q) es positiva definida.
2) La energfa cinética puede ser expresada como una forma cuadratica ¢, de (2.4) y (2.3), tenemos
2

: .2 .2 .T .
Je Jé Mp(z +Vy ) 9 M(q)a
= =1 =2 P —
Ec_ 2 + 2 + 2 - 2

3) La energfa potencial es independiente de ¢ ver (2.5)  Aplicando el teorema 6.3.1. del libro de
Spong y Vidyasagar [26] se tiene lo siguiente

yINy=0 VvV yeR?

esto es N es una matriz anti-simétrica. o
Prueba de la propiedad P.5:

Primero se obtiene una cota superior para la derivada del operador G. Definiendo G(g) = (G, Gy)T

2Sean A y B dos matrices simétricas entonces Am {A} + Am {B} < Am {4 + B}



v calculando el Jacobiano del vector G de (2.16). tenemos

1-3C32)S 1-3C3%)S C2(38% - C1(352-1)
aTC;‘“:Mvg(( 2l§2)2+( 213)1) & = 9( 2(32132 2+ 1(2121 1)

M,
filej C2(1-3C3 C1(1-3C3 aG 2. -
oG, =Mug( 2(213 2) 4 1(12133 1)) L = A,Ivg((chzlgl)Sn + (3022121)&\

<

puesto que 'li <1/ry 1/lo < 1/r, se tiene:

{IOG :cy)| lBG :cy)l |6G' a:y)l IOG xy)‘} 2M,,g

Después usando la continuidad de la derivada del vector G, para z = [z, 2,] y w = [w; w,] se tiene

1G(2) — Gw)ll = “'—é_uacz SV L (zp — wg) + %é_u(zy wy)
- 2¢ 5:1:;' y” zz —wg) + o6 ;5: yl'll Zy - wy)

donde z” € (zz;wz] ¥y ¥,y € [2y; wy).

<Kegllz—w

Prueba de la propiedad P.6:

Usando la desigualdad de Raleight y tomando en cuenta P.2 , tenemos

0<a-1<% —1=prn {M~Yg}-1<An{E(9)}
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Capitulo 3:

Acotamiento de la Energia Cinética

3.1 Introduccién

En el presente capitulo se mostrars el primer resultado de esta tesis, el cual tiene como principal objetivo
mostrar que las variables auxiliares §; y 82; son acotadas cuando el sistema es retroalimentado por una
ley de control lineal como la que se propone en las ecs. (3.3) -(3.6).

Cabe mencionar que a pesar de que existe mucha literatura en el estudio cinemdtico y dindmico de
los manipuladores paralelos de dos 0 mds grados de libertad (ver Nguyen Z.L. en 1991 [41],Fitcher en
1986 [21],G. Lebret,K. Liu y F.L.Lewis en 1993 [22] y C. Reboulet y Pigeyre en 1990 (18] etc.), existen
muy pocos trabajos realizados en el estudio de control de manipuladores paralelos. A continuacién
mencionaremos algunos de los mas relevantes trabajos realizados en el diseno de controles para una
Plataforma de Stewart, como ejemplo de estos se mencionaran los trabajos desarrollados por:

Reboulet y Pigeyre [17] en el que propusieron un esquema de control basado en la Posicién de la
Fuerza para un micromanipulador de seis grados de libertad. Nguyen, Antrazi,Zhou y Cambell {20],
implementaron una ley de control, basada en un P.D. de ganancias variables las cuales se ajustan por
medio de una ley de control adaptable, la derivacién de est4 ley de control est4 basado en el concepto
de control adaptable por modelo a referencia y el método directo de Lyapunov, dicha ley de control
estd basada en la suposicién de que la plataforma se mueve lentamente comparado con la velocidad de
cambio en la ley de adaptacién. Nguyen, Antrazi, Zhou y Cambell [41], derivaron una ley de control
estimando la fuerza a través de la defleccién de un resorte y unos transformadores lineales diferenciales de
voltajes ;olocados a lo largo de cada pistén, dicho algoritmo fue aplicado para realizar un planeamiento
de trayectorias. Nguyen, Pooran y Premack [39] y [40] implementaron una ley de control la cual provee

una versatilidad activa para un manipulador paralelo de dos grados de libertad, la derivacién de esta ley
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de control esta basada por medio de un esquema de control por aprendizaje.

En [15] y {2] se implemento una ley de control lineal como la que se utilizara en los siguientes capitulos
la cual tiene como objetivo controlar un manipulador de dos grados de libertad como el que se describié
en el capitulo anterior (ver Figura 1).

El objetivo de la ley de control lineal es:

1) Garantizar estabilidad asintdtica y exponencial de la salida en lazo cerrado.

2) Desacoplar las dindmicas internas del sistema mecdnico.

3) Linealizar la respuesta a la salida. ‘

4) Garantizar acoplamiento a modelo.

Como en dicho trabajo para poder garantizar los cuatro objetivos anteriores, se supuso como hipétesis
que las variables auxiliares §; y 62 definidas en (la ec. (2.11)) eran uniformemente acotadas, recuerde

que:

60 - S 60 = Lo
Las variables §; y - estdn directamente relacionadas con la estructura interna de las matrices ¢ y M
(ver la propiedad P.4 y la ec.(2.15) respectivamente).

Este capftulo esta organizado de la siguiente manera. En la seccién 3.2 se presentard un preliminar.
En la seccién 3.3 se presentars la ley de control en variable de estado (ver ecs.(3.3) a (3.6)) para ser
usada en su forma equivalente (ver ecs. (3.7) y (3.8)). En la seccién 3.4 se daré la ecuacién del sistema
en lazo cerrado y se expresars en forma de una ecuacién diferencial lineal variante en el tiempo con
perturbaciones no lineales respecto al estado (ver ecs. (3.15) a (3.18)). En la secci6én 3.5 se estimard
una cota superior para §;(t), esta seccién esta dividida en cuatro subsecciones, en la primera subseccién
se encuentra una relacién directa entre la energfa cinética y las variables §; (ver ec.(3.21)), luego en
las subsecciones dos y tres se calculan las cotas superiores para las energfas cinéticas y potenciales, y
finalmente el la subseccién cuatro se menciona el Teorema principal en el que se garantiza que si el
pardmetro € > 0 entonces |6;(t)| < 8 (ver la desigualdad (3.26)). En la seccién 3.6 se presentaran las
conclusiones finales de este capitulo.

Los siguientes resultados fueron publicados en ” American Control Conference 1998” [35].

3.2 Preliminares

En esta seccién recordaremos el modelo dindmico descrito en el capitulo anterior, considere el MP2

descrito en la Figura 1 cuya ecuacién dindmica en forma compacta (ver (2.12)) esta dada por:
M(q) 4 +9(q,9) 4 +G(a) = fo
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donde ¢ y fq son los vectores de posicién y fuerza dados por ¢ = [z y]y f, = [fz f,], M(q) es la
matriz simétrica (ver ec. (2.14)),%(q,9) es la matriz de Coriolis (ver ec. (2.15)), y G(q) es el vector de
gravedad (ver ec. (2.16)). En este contexto vamos a suponer que disponemos de las sefiales g y ¢ , para
implementar la ley de control.

En la siguiente seccién se propone una ley de control lineal cuya principal caracterfstica es que para
ciertas constantes fijas y ciertas condiciones iniciales cercanas al punto de equilibrio, el sistema en lazo
cerrado se comporta como un sistema lineal invariante en el tiempo. Esto es importante ya que nos

permite poder aplicar algoritmos clésicos de control de fuerza y posicién.!

3.3 Ley de Control Lineal

Considere la siguiente Ley de Control Lineal?

R 7 —-k‘l 1 —k() —,B a:(t) - Ty
t) = t) + ) 3.3
x(® | ~ko ij() | —koB (ko—kiB) | | 2(t) o
b () = —k1- 1 o(t) + —ko -8B y(t) =y , (3.4)
i -—ko O i | —koﬂ (ko - klﬂ) J L y(t)
£ =2 | 9| koa(o) - R — ke 4 () + G(RY), (3.5)
vi(t) '

T
donde R, es el vector constantes R, = [ Tz Ty ] , G(Ry) es el vector de gravedad evaluado en el

vector de referencia R, (ver ec. (2.16))

b

koe = &R0 fy = 1tk (3.6)

(recuerde P.6 p = afi para a > 1), € y 3 son dos constante positivas ko y k; son los coeficientes de el

polinomio Hurwitz A2 + ky A + ko. Note que esta ley de control puede ser expresada como sigue:

fo(t) = —pkoe(q(t) — Ry) — pkie 4 (t) + £Q(t) + G(Ry) | (3.7)

lEsto pé;mite poder utilizar el manipulador paralelo de seis grados de libertad como una méquina herramienta .
2En esta ley introducimos el termino G(q) , el cual no fie considerado en [35].
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T
donde Qt) = [ Q(t) Q(t) ] es solucién de la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:
Q () + k1 Q (2) + koQ2(t) = 0. (3.8)

Notemos que la ec. (3.8) puede ser escrita en la siguiente forma:

d | At Q(t)
4 -4 , 3.9
dt[r‘w)} "[s‘w)} 0
donde
Aq = [ 02 f2 } , (3.10)
—k0I2 —'klIg

Puesto que Aq es una matriz Hurwitz, existe una matriz definida positiva P tal que cumple con la

siguiente ecuacién de Lyapunov

ARP + PAq = —I4x4 (3.11)
donde -
1 2kQ+2kl 1
P= (W T Sk, ) L2 o l2 } >0. (3.12)
w12 (% + 2k§k1) &

Ahora, como el polinomio A% + k; A + ko es Hurwitz, existe una constante positiva ¢y y ay, tal que
[Qz(t)] < coe™@0t ;| (2)] < cope™ 0t (3.13)

En la siguiente seccién se da una descripcién del sistema en lazo cerrado con la ley de control expresada

en variable de estado.

3.4 Sistema en Lazo cerrado

Primero, considere el caso en que el modelo dindmico descrito en la ec. (3.2) es retroalimentado por
medio de una ley de control Implicita dada por las ecs.(3.3) a la (3.6), el cual puede ser representado

por la siguiente ecuacién diferencial:

. M(q) 4 +3(q,9) 4 +G(q) = —pkoc (q(t) — Ry) — pkie 4 (2) + £28 1 G(R,). (3.14)
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Después procedamos a escribir la ec. anterior, en variables de estado

;;‘it' l e ] =A(M,d>,e) |: e } +Bﬂ(t) +D(t)v (3.15)
4 (4
donde?

e=q-R, é=q (3.16)
A = 02 & _ (3.17)

—pkoe MY (q) —puM~Y(q) (k1 Iz + ¥(q,9))
Ba(t) = uM @)X D(t) = ~M~(g)(G(q) - G(Ry)). (3.18)

Antecedentes:

En esta seccién se continta el trabajo presentado por M. Bonilla y S. Salazar ( ver [15] y [2] ), en
el cual se considera un sistema dindmico descrito por las ecs. (2.9) ,(2.10) y (2.11) y una ley de control
Implicita dada por las ecs.(3.3) a la (3.6). Cabe mencionar que en [15] y [2], para poder garantizar
estabilidad en lazo cerrado, se asumié lo siguiente.

H.1 Se supuso que las variables auxiliares 8, (t) y 62(t), estaban acotadas por una constante positiva

Stalque:
61t <8 (61 <E ¥V 0<t< .

Esto significa, que la prueba presentada en [15] no estaba completa, por lo que primeramente se
encontrard una cota superior para 6;(t) (i = 1, 2).

A continuacién se dard una serie de observaciones relacionadas con la ec. (3.14) bajo la suposicién
H.1.

Observaciones:
0.1 Los vectores variantes en el tiempo Bq(t) y D(t), cumplen las siguientes
desigualdades:
IBa(t)l] < &2e= 5 | D(t)| < £& e} (3.19)
Prueba:

Solamente se probard la segunda desigualdad. Aplicando las propiedades P.2 y
P.5 a la expresién de D (ver ec. (3.18)), se tiene:

i

1PN = [M~()(G(a) — G(Ry))|| < ||M~(g)|| IG(g) — G(R)Il-

3Tomaremos q = q(t) ,9=9 (t),q0 = [-To;yO]T y do= [0; ¥o]T
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0.2 ) Suponiendo que H.I se cumple, entonces ® es uniformemente acotada.
Prueba:

Sustituyendo |6;(¢)] < Sy0<r<lt) (i= ,2)en (2.15), tenemos:

o a <7 zif < 2203

0.3 ) Suponiendo que H.1 se cumple, entonces claramente la ecuacién de estado
dada por (3.15) puede ser aproximado a un sistema lineal variante en el

tiempo con perturbaciones suaves y acotadas (ver las desigualdades de (3.19)).

3.5 Acotamiento de §;(¢) :

En esta seccién se demuestra que las variables auxiliares §;(t) y 82(t) son acotadas cuando el sistema
mecénico es retroalimentado por medio una ley de control lineal dada por las ecs. (3.3)-(3.6). '

Para esto, se procede de la siguiente forma:

1) En el Lema 1 se muestra que las variables 61 y 62, estdn acotados por una razén de cambio entre
la energfa cinética total y el desplazamiento. 2) Luego en el Lema 2 se encuentra una cota superior para
la energfa potencial. 3) Después se encontrara en el Lema 3 una cota superior para la energfa cinética.
Y finalmente en el Teorema 1 se mostrara que las variables auxiliares §;(t) y 62(t) son uniformemente
acotadas. Para mayor detalle consulte el Apéndice al final del capftulo.

Cabe mencionar que los Lemas del 1 al 3 y el Teorema 1, fueron sometidos y aceptados en ” American

Control Conference 1998” [35].
1) Relacién Entre la Energfa Cinética y §;
En el Lema siguiénte se mostrars que 8,(t) y 62(t) estdn relacionadas por medio de la energfa cinética.

Lema 1 Podemos garantizar las siguientes desigualdades

Ec(t Ec(t
B101 < [ v 16201 <\

recuerde que l1(t) = /Z2(t) + y2(t) y L(t) = /(L — =(t))? + y2(t).

Note que si la masa M, y !; son muy grandes respecto a la energfa cinética almacenada por el sistema

entonces §;(t) es pequefio.
2) Cotas para la Energia Potencial
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El siguiente Lema, nos permite encontrar una cota superior relacionada con el cambio de energia
potencial y el trabajo desarrollado por el vector de gravedad. Para esto definimos Wy (t) como el trabajo

hecho por el vector de gravedad dado por
T .
W,(t) = [y GT(Ry) 4 (t)dt.

Lema 2

Ep(t)—E,(0 v ' i
B B0l < 2000 4 g (L4 11)  i=1.2

| %8| < Go donde Go =t +telpel =12 (3.23)
donde la constante k¢ esta dada en P.5

Note que el cambio de la energfa potencial respecto al desplazamiento y el trabajo hecho por el vector

de gravedad respecto al desplazamiento sélo depende de las condiciones iniciales del sistema.
3) Cotas para la Energfa Cinética

En est4 seccién se calcula una cota para la energia cinética total desarrollada por el sistema mecénico
descrito en la ec. (3.14). Para esto recuerde que la accién del control f, puede ser expresado mediante
una ec. diferencial ( ver ecs. (3.7) y (3.8) ).

En el siguiente Lema se encuentra una cota superior para la energfa cinética.

Lema 3 La energfa cinética cumple la siguiente desigualdad
Eo(T) < |Ep(T) = Ep(0)| + [Wy(T)| + Ale)
donde E,(T) y EC(T] estdn definidas en las ecs. (2.4) y (2.5) respectivamente, y

2 62
Ae) = E.(0) + ehocfaoll 4 £ 0

Note que la energfa cinética total esta acotada por una constante A(e) la cual depende directamente de
las condiciones iniciales de posicién y velocidad del sistema, y es inversamente proporcional al pardmetro
€. En el siguiente Teorema se garantizars que la razén de energfa cinética respecto al desplazamiento es
uniformemente acotada para toda ¢ > 0.

En la siguiente seccién se encontrara una cota superior para las variables auxiliares 61y 62,
4: Resultado Principal
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En esta seccién se muestra que la hipotesis H.I se satisface. Esto es:
16:()] <.

Cuando el modelo dindmico (3.2) es retroalimentado por una ley lineal de control descrita por las ecs.

(3.3) - (3.6), ( el cual fue reportado en [35]).

Teorema 1 Se pude garantizar las siguientes desigualdades:

07<na:c I6 (T)I < ¢2A(e)+g(2Mur+M,,(r+|yol))+r2Go i=1.2 (3.26)

Note que si € > 0, entonces A(e) es acotado ya que depende de las condiciones iniciales finitas y por lo

tanto {6;(7)| < oo.

3.6 Conclusiones:

En este capftulo se muestra que las variables auxiliares §; y 62 relacionadas con el modelo dindmico
descrito en la Figura uno, son uniformemente acotadas, cuando el sistema es retroalimentado bajo la
accién de una ley de control lineal. Cabe mencionar que este hecho fue tomado solo como una suposicién
en [15] y [2].

Por otro lado se ha mostrado que las sefiales §; y 62 estdn directamente relacionadas con:

1) Las energias cinética y potencial inicial del sistema, parte de esta energfa total depende de las
condiciones iniciales de los actuadores y la carga mecénica externa (posiciones y velocidades iniciales).

2) Las condiciones iniciales de la accién del control ( ver las ecs. (3.13) y (3.25)).

3) La estructura interna del sistema tales como la longitud del cilindro r y la masa de la carga externa
M,; esto quiere decir que si M, y  son de magnitud muy grande entonces la magnitud de las variables
auxiliares 6, y 62 son muy pequenias.

4) La magnitud del pardmetro &,si € es pequefio, este aumentarfa el efecto producido por las condi-
ciones iniciales del sistema en lazo cerrado y la magnitud de la cota superior § se incrementaria mucho.

El hecho que 8, y 62 sean acotadas nos permite considerar al sistema en lazo cerrado como un sistema
lineal variante en el tiempo con perturbaciones suaves (ver las ecs. (3.15) a ,(3.18), y las observaciones
0.1,0.2 0.3).

Note’,“ que entre mds pequeiia sea la magnitud de 3 , mas podemos considerar al sistema en lazo

cerrado como un sistema lineal invariante en el tiempo.
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3.7 Apéndice

En este apéndice se mostrarén las desigualdades relacionadas con la seccién 3.5.
Prueba del Lema 1:

De la expresién de la energfa cinética Ec (ver (2.4)), se tiene
K1 (t) = 7 (8%(t) + §%(t)) < Belt)

Aplicando la propiedad P.1 en la anterior desigualdad, se obtiene

161(2)] < [ o)l ___

£ (22 ()+v*(t)

la cual coincide con la primera desigualdad de (3.21 ). La segunda desigualdad es probada en la misma
forma. |
Prueba del Lema 2:
Primero se probaré la primera desigualdad para el caso ( ¢ = 1). Usando la expresién de energfa

potencial dada en la ec. (2.5), se tiene:
|Ep(t) — Ep(0)| < 2Mugr + Myg ly(t) — wol,

por otro lado

¥(t)—yo ly(t)] vol ___.
ZIOETONIE N n N e O L OR O

- 1 {yo] 1 0
= JrEorem TP Se Ly,

Entonces de (3.27) y (3.28) se obtiene (3.22).

Después se probara la segunda desigualdad

Wo(T) _ fg GT(R,) 4 (1)dr _ GT(Ry)(q(t) - 4(0))
B(T) HO) la(®)I1

aplicando la desigualdad de Cauchy a la anterior desigualdad y usando ”G’T (Rq)” < kg (ver P.5

l;(t) < r, se tiene

We(T) el + 19Ol _ kg | ke ligoll
<k < =4 —=
BT =" e@pPE S
y esto prueba la desigualdad (3.23). o

A continuacién presentaremos el siguiente Lema el cual sers utilizado para poder estimar la cota

superior de §;.
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Lema 4

e JT f(P)g(r)dr < \/foT g2(r)dr (3.29)

I& 2 (rydr<1

Prueba:

Usando la desigualdad de Schwarz

T 1gryar| < JIT p2ndry I g2(n)dr <\ fy g2 (#)ar. (3.30)

Prueba del Lema 3:

Primero calcularemos el trabajo desarrollado por la accién del control f.(t) y f,(t)

w) = [ " o
donde f,(t) estd definida en la ec. (3.7)
w(T) =~ (oI - laol’) - ke S [0 )] e+ 2 [ & R0t + Wy ().
Después procederemos a aplicar el teorema de conservacién de la energia
Ep(T) + Eo(T) = W(T) + Ey(0) + Ec(0),
sustituyendo W (¢) en la ultima igualdad, tenemos lo siguiente

Ey(T) + Ee(T) + kse ST 0 ()]t + 2802 g(m) P
= h3e ||go|1® + Ec(0) + Ep(0) + £ [y (Ru(B)(t) + 0 (1)3(t)) dt + Wy(T),

aplicando la desigualdad (3.13) en la iltima ecuacién, tenemos

Eo(T) < Be(D) + hie [T |0 ()] o+ e (D)) <

2 (3.31
Ec(0) + | Ep(T) — Ep(0)] + |W,(T)| + £heefaoll ot [ ([i(8)| + |y (2)]) eotde

Consideraremos los dos siguientes casos

caso 1

foT (22(t) + 93(t)) dt > e fOT (12(2)] + |9(t)]) e~otdt
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caso 2:

7 (320 + 97(0) de < i 7 (8C0)] + ) e=ootat

Caso 1) Claramente se cumple lo siguiente (ver el lado derecho de la desigualdad (3.31

Ee(T) < |Ey(T) = Epl(0)| + [Wy(D)| + Ee(0) + fecloll

(Caso 2) Mostraremos que las velocidades son uniformemente acotadas. Para esto notemos que si

(3.32) se cumple entonces podemos asegurar lo siguiente (recuerde que (|| + [3])? < 2(|zf* + [91?) ):

; ; T . . _
Jo (@1 +15@D* dt < 25 fy (18()] + ()] emeotat.
Ahora, existe una constante K(T') > 0 tal que

ST ()] + @) dt < KX(T);
< 28 [T (|2(0)| + [3(t)]) e~ootdt,

entonces podemos asegurar la siguiente desigualdad:

ST (pien® e <1
< rrremery Jo (G ) eootar.

Aplicando (3.29) al ltimo término de la desigualdad (3.35), tenemos

2 T (12| +5E] - aot 2¢ [T e-2 .
e r Jo ( K(t )e *tdt < gV o €770t

2c X _2a0t 4
< kK DYV fo eZeotdt;

< 26 1
= ¥k K(T) Voag "

Entonces de (3.35) y (3.36), tenemos

2 2¢;
KD < prdfram <3 V¥ T20

(3.33)

(3.34)

(3.36)

(3.37)

Una vez obtenida una cota superior para K(T'), procederemos a encontrar una cota superior para la

energia cinética, para el segundo caso. Para esto aplicaremos la desigualdad de Cauchy-Schwartz al lado
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derecho de la expresién de(3.33):

25 [T (12(0)] + la()) e~ootdt <2w%ﬂwwwwwWﬂvﬁ¥4%%-

l1+eky 1+ck, 1
< 20K(D) f0 e~ 200ty ; (3.38)
S a20 (l-l'-cskx)
Sustituyendo la desigualdad (3.38) en la desigualdad de energfa (3.31), obtenemos lo siguiente
2
mms%W)pmHE@HWmHﬂm¢+€%;h
a

Prueba del Teorema 1:

Del Lema 1 para ¢ = 1 tenemos : Jnaz 16:(1)] < ma(xT \/%%Z, sustituyendo las desigualdades

(3.24), (3.22) y (3.22) en la desigualdad de arrlba y usando el hecho r < [;(t), tenemos

,/_,LZE Algo,90)+| Ep (7)— Ep(0){+{W, (1)
orsnngT HORR max\/ d0.%0 PGQLETOL
ASQo,qo% Ep(1)—Ep(0)|+|Wo (T
\/0<T<T2 T)+yi(r 0<t<T 2 (7)+y3 ()
< /A0, do) + 259 + Myg(L + 18]) + Go
= %\/A(QO, %) +g (2Mvr + My(r + |yol) + 7‘2G0)

62(t) es probado en la misma forma. a

S
Ly

G
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Capitulo 4:

Estabilidad Asintética y Exponencial

4.1 Introduccion:

Un problema bésico en el control de cualquier manipulador o cadena cinemética es hacer que el ma-
nipulador siga una trayectoria preestablecida. Pero antes de que el manipulador pueda hacer cualquier
trabajo, es necesario poder garantizar regulacién en la posicién y en la velocidad de cada elemento del
manipulador.

En este capftulo se estudia la estabilidad del modelo matemstico del MP2 (ver ec. (3.2)) cuando
se retroalimenta bajo la accién de una ley de control lineal dada por las ecs. (3.3)-(3.6), dicha ley de
control puede ser considerada como una variacién del par calculado (ver [23] y [26] ). Cabe mencionar
que este problema ha sido estudiado anteriormente por M. Bonilla y S. Salazar en [15]. La diferencia
entre el presente trabajo y [15], radica principalmente en:

1) La presente ley de control fue representada en variables de estado (ver ecs. (3.3)-(3.6) ), pero
para poder hacer un anélisis de estabilidad en lazo cerrado, ésta se expresé en forma equivalente por
medio de la ecuacién (3.7) con el objeto de tomar en cuenta la propiedad de pasividad de los sistemas
Euler-Lagrange (ver el trabajo de Lebret y Lewis [22)).

2) En el presente trabajo se tomaron en cuenta las propiedades mecénicas del modelo compacto dado
por la ecuacién (3.2) tal como la propiedad mecanica P. 4 ( matriz antisimétrica) para probar estabilidad
asintdtica y exponencial.

El presente capitulo est4 organizado de la siguiente forma

En la seccién dos, se encuentran condiciones suficientes para poder garantizar estabilidad asintética
de la ecuacién en lazo cerrado, para esto se propone la funcién de energfa como una funcién de Lyapunov

y se usa la propiedad P.{ ( matriz antisimétrica ) para poder estimar una cota superior a la pérdida
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de energfa respecto al tiempo, ver la desigualdad (4.17). Finalmente se concluye que el sistema en lazo
cerrado es asintoticamente estable si las ganancia pkoe > max{Kg,1} y k1 > 0, para mayor detalles
consultar la prueba al final del capftulo. En la seccién tres, se procede a imponer més condiciones sobre
los pardmetros ko , k1c y € para poder garantizar estabilidad exponencial , para esto primero se asegura
que el sistema sea asint6ticamente estable i.e uko. > max{Kg,1}, luego para cierta condicién inicial
se procede a encontrar una ¢ tal que las constantes definidas en la ec.(4.5) sean positivas. En la seccién
cuatro se presenta un ejemplo en el que se estiman los pardmetros de control. En las seccién cinco se
presentan las conclusiones de este capftulo. Y por iltimo en el Apéndice se dan las pruebas principales

de los Teorema y Lemas enunciados en este capitulo.

4.2 Estabilidad Asintdtica

Considere la ecuacién de sistema en lazo cerrado dada por la ec. (3.14) escribiéndola nuevamente,

tenemos !

M(q) 4 +9(q,9) 4 +G(q) = £Q + G(R,) — pkoe(q ~ Ry) — pkie 4, (4.1)

donde (2 es solucién de la ecuacién diferencial dada en (3.8). Sea e y € los errores de posicién y velocidad
dados respectivamente por:

e=gq— Ry, €=

y sea w el estado dado por
r T o AT T
w=|e' e Q' O

Observaciones:

En la ley de control (ley propuesta en las ecs. (3.3) a (3.6)) se asumi6 que se dispone de informacién
sobre el vector de gravedad G, pero cuando no se disponga suficiente informacién sobre el vector de
gravedad G este puéde ser compensado afiadiendo un término integral a la ley de control lineal. De
hecho el término integral se tomard en cuenta en los préximos trabajos.

El siguiente teorema nos da condiciones sobre los pardmetros ko, k; ,3 y € para poder garantizar

estabilidad asintética del sistema en lazo cerrado.

Teorema 2 El sistema en lazo cerrado dado por la ec. 74.1) es asintéticamente estable (AS) si

e*

15 1 = max {Kg;y_’m l;u} (4.2)

Tomemos q = q(t) ¢=9 () y £ = Q(¢t).
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Para mayor detalle de este Teorema consultar la prueba del apéndice al final de este capttulo o ver

Consideraciones del Teorema anterior: La estabilidad asintética del sistema en lazo cerrado estd
relacionada con la estructura interna del manipulador, es decir depende directamente de la constante
Lypschitz de gravedad K¢ y la norma de “M '1” .

El siguiente resultado es una consecuencia del Teorema anterior.

Corolario 1 Bajo las mismas condiciones del Teorema 2, para cualquier condicidn inicial wq tenemos

lo=Rall < pa(n) o (o) = max {y /oo ) + 22, |

donde
p1 (w0) = 2(Bo + Vi(wo) + Va(mo) + Va(®@o))i  po (o) = llgo — Rell?

Vi, Va y Vg son funciones de energfa definidas en (4.9). Para mayor detalle de este Corolario consultar

la prueba del apéndice al final de este capttulo o ver [36].

Note que bajo la ley de control lineal propuesta por las ecs.(3.3) a (3.6) siempre podemos estimar
el error de posicién. Esto es importante por dos razones; Primero podemos garantizar estabilidad
exponencial respecto al punto de equilibrio. Para mayor detalle revisar la prueba del Teorema 3 y el
Lema 8.

Segundo podemos evitar el problema de saturacién respecto a la posicién, ya que por ejemplo: [y
estd restringido geométricamente por: 0 < r <l; = 1/z2 + y2 < 2r , por lo que se pueden escoger los
pardmetros ko, k1,€ y 3, tal que py(wo) < 2r.

4.3 Estabilidad Exponencial

En esta seccién mostraremos que el sistema en lazo cerrado (4.1) bajo ciertas condiciones podemos
garantizar estabilidad exponencial, para esto necesitamos imponer mas condiciones a las ganancias ko,
y k1. El desarrollo de esta prueba estd basado bajo la hipétesis de que el sistema sea asintéticamente
estable i.e pkoe > max{Kg, 1}(ver Teorema anterior).

Para mayor detalle consultar (4.2) y la prueba del Teorema, 2.

Teorema 3 El punto de equilibrio w,. de (4.1) es EAS si las siguientes constantes son positivas.

K2
Oo(e,70) = — 52 +1 (koe — 7= — gt — hic — 2KE
O1(e,70) = ke — £ — 35— 1 (/3 +%’f;:" + K;p, (wo)) ; (4.5)

O2(70) =1 -1,
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donde vo > 0 ,uko. > max{Kg,1}, K, = Kom + Ko , py estd definida en (4.3) y0 < n <
inf (ﬂ/ﬁ’ ukog/ﬁ). Para mayor detalle de este Teorema consultar la prueba del apéndice al final de
este capttulo o ver [36].

Consideraciones del Teorema 3:

1) Si la condicién inicial @y satisface ||wo|| < oo entonces, necesariamente p, (tg) < oo ver el Coro-
lario 1. Ahora corflo las constantes mecédnicas Kg, Ky y K, son finitas, entonces para cualquier 7 ,
Yo > 0 podemos encontrar las ganancias ko y k1. tales que ©g(g,7y),©1(¢,7p) ¥ O2(7p) sean estric-
tamente positivas. Es decir para cualquier condicién inicial @y y cualquier conjunto de pardmetros del
control ko, k1 y B siempre podemos encontrar €* > 0 tal que el sistema (4.1) converge exponencialmente

- al punto de equilibrio ..

2) Entre mds cerca esté la condicién inicial wo del punto de equilibrio w, de la ecuacién (4.1), més

podemos garantizar la convergencia exponencial al punto de equilibrio w,. Ya que si ||wg — we| es

pequeiio entonces necesariamente p, (wg) es pequeiio ver las ecs. (4.3) y (4.4).

4.4 Ejemplo

En esta seccién daremos un ejemplo ilustrativo en cual se muestra como escoger las variables positivas
09, 81 y 2 definidas en el Teorema 8. Considere los siguientes valores del sistema en lazo cerrado (4.1)

(recuerde las ecs. del modelo (2.12) a (2.16)):

M,=1Kg. M,=1Kg. r=1m. L=1m.
J=1 k=1 kh=1 a=7/6

supongamos que p,(wg) = 20 para alguna condicién inicial wo,

1) Calculemos las siguientes constantes ver propiedades P.2-P.6 y los Lemas 10,11 y 12:

p=M,=1, TE=2M,+% =6, Kg=22 =583, K, = Mpg + 2M,g = 22,
‘Kam=%‘3]-=8, K¢=2374;§J=2\/§, K,=Komy+ Ko =114, p=ai="7.

2) Ahora procederemos a encontrar condiciones sobre el pardmetro € .
Estabilidad asintética: Aplicando el Teorema 2 tenemos:
L=5_1...?. max{_L.uK;k,_ul_k}

e* 7= m

Estabilidad exponencial: Aplicando el Teorema 3.
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Primer Paso: Se fija 7 ,para esto debemos garantizar que 7 < inf (1/T, pkoe /B), por lo que grafi-

caremos la siguiente variable auxiliar? O(¢) = E%’-‘ - % >0

O(e)

120
110
100
90
80
70

® 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02

Figura 2

De la Figura 2 se puede tomar n = =1/6 V ¢ € [0.01;0.02].
Segundo Paso: De la definicién de ©; , se tiene que ©2(vy) = 7,/6—1 < 0 la cual se puede garantizar
si 6 > v,.

Tercer Paso: se escoge 77 y € tal que ©p y ©; sean positivas, para esto se procede a obtener la

2Todas las graficas fueron obtenidas en el programa de Matem4tica.
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respectiva gréfica de ©p y O,

©o(e, 7o)

Figura 3

En la Figura 3 se muestra la grafica de la superficie ©o(e, 7o) (ver (4.5)) para valores de ¢ en el intervalo
[0.01;0.16] y para valores de v, en el intervalo [1;6], de esta grifica se observa que los puntos de la

superficie ©g(e,7,) son positivos para valores de <y, mayores a 2.5 y para valores de ¢ en el intervalo
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[0.01; 0.016]

©1(¢,70)

Figura 4

En la Figura 4 se muestra la grafica de la superficie ©, (&:70) ((ver (4.5)) para valores de ¢ en el intervalo
[0.01;0.02.] y para valores de v, en el intervalo [1;6],de esta grafica se observa que ©1(e,70) > 0 para
todos los valores anteriores de ¢ y .

Observaciones: De las Figuras 2,3 y 4 se observa que el sistema es exponencialmente estable para
los siguientes valores: p,(wg) < 20,¢ € [0.01;0.016], v, € [2.5;6] y n = 1/6.

4.5 Conclusiones

En este capitulo se probs que la ley de control lineal en lazo cerrado con el modelo matemdtico del
manipulador (ver la ecuacién (4.1)), es estable asintéticamente si cumple la siguiente condicién: pko, >
max{Kg,1}, el pardmetro ¢ determina la estabilidad del sistema en lazo cerrado (ver la desigualdad
(4.2) del Teorema 2). Notemos que el Teorema 2 establece que el sistema en lazo cerrado es .AS cuando
el'parametro ¢ relacionado con la ley de control (3.3) a (3.6) se escoge menor que una cota especifica &*
tal que Q<e < e¢*. Esto es importante ya que nos permite escoger los pardmetros del control B, ko y
k1 tal que no se saturen los actuadores.

En el Teorema 3, se establece que dada cualquier condicién inicial Y su respectiva vecindad de

estabilidad p,(w,) (funcién de almacenamiento de energfa) existe una € > 0 tal que podemos garantizar
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la £AS. La £AS nos lleva a imponer mas condiciones sobre los pardmetro del control tales como ¢, 8, kg y
k1, a cambio de lograr una mayor rapidez de convergencia en el error de posicién y de velocidad, ademas
nos permite garantizar mayor tolerancia a las incertidumbres pardmetricas( relacionadas con la precisién
en las magnitudes ffsicas de los elementos mecénicos) y a las incertidumbres dindmicas (relacionadas
con las dindmicas no modeladas del MP2 ). Otra forma de interpretar el Teorema 3 es la siguiente,
supongamos que para los parametros fijos ko, k1,8 y € podemos satisfacer que las constntes Oy, ©; O,
(ver ec. 4.5) sean positivas para algtn p}(w) entonces significa que existe un instante de tiempo t* tal

que ||g(t) — Ryl < coe™*(¢=*") para todo tiempo t > t* y o, a > 0.

4.6 Apéndice
Pruebas de la Seccién 2 -

Prueba del Teorema 2: Considere la siguiente funcién de energfa
Va(w) = Vo(w) + By + Vi(@) + V2 (@) + Vs(w) (4.6)
donde V¢ es la energfa potencial gravitacional. dada por,
Ve (9) = Ep(q) — Ep(Rq) - GT(Rq)(g - 9(0)), (4.7)

la cual cumple con la siguiente propiedad (ver el Lema 6 )

- 2 2
o - L=Ball’ < Vie(q) 5 By = 2Mygr + K, | Ry — q(0))] + Mez2Kal (48)
Y a7 M (q)d koe(g—=Rg)T(g—Ry
‘/l(w)=q 2(1‘1 %(w)=MOe¢I‘ 2) g—Rg)
or .l (4.9)
.T :
v =g o o' P 71, »

recuerde que P esta dada en la ec. (3.12).

Note que si uko. > 1 entonces V4(w) > 0. En efecto de (4.8) y las positividades de M y P, tenemos

Va(w) > —@=Rae=Rq) | éTAg(q)é 1 thoe(a=Re) (= Ry)

. f
+£[or o7 |P R (4.10)

2 . n2e
il ¢ te=tall e Py (1P + ) > 0
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Después calculamos la derivada de V4, coni = ,2,3,G:

Primer término:

Vi(w) =i M(q) 4+ (411)
de (4.1), tenemos:
M(q) §= 2 — pkoe(q — Ry) — pkic 4 —®(q,9) 4 —G(q) + G(Ry) (4.12)

sustituyendo (4.12) dentro de (4.11) y tomando en cuenta la propiedad P.4, tenemos:
Vi (@) = —pkoe 4" (g~ Ry) — pkre 44— 4" (Glg) = G(Ry)) + £ 4" . (413)
Segundo y tercer término: Usando (3.9) a (3.12) en V3 tenemos
Va(@)=pkoe &' 4-Ry)  $Va(@) = 2(0P +]ja 414

Cuarto término:

Usando el siguiente hecho foT GT(q(t)) 4 (t)dt = E,(T) — Ep(0) (ver [26]), tenemos que
Ve (w) =4" (Gg) - G(R,)) (4.15)

Ahora se sustituye (4.13), (4.14) y (4.15) en V4 (w).

Va (@) = —ksc [ +2 " 2~ 2gi0i? + o] (4.16)

tomando en cuenta que

a" | < [}¢" oy < Lillpra

finalmente podemos escribir (4.16) como

Va (@) < ~(ukie ~ £) ]| - 22 — ¢ o] (4.17)

De la definicién de ki, ver (3.6) tenemos que k. > % y Va (w) <£0; V4 es definida positiva y V 4 es
solamente semidefinida negativa , por lo que s6lo hemos probado estabilidad en el sentido de Lyapunov,
esto es, &ue el error de posicién y velocidad estdn acotados.

La AS del punto de équilibrio We = _(qT = R:{,d= 0,07 = 0, QT= 0) se sigue del Teorema de

LaSalles. Asf de (4.6) note que V4(w) es radialmente no acotado, definamos el siguiente conjunto
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méaximo invariante:

S={weRs'VA(w)=0}={w€R8lw=[cT 0 0 0] and %:0},

tomemos cualquier trayectoria w(t) que pertenece a S. Entonces de (4.1) tenemos
pkoe [|(c — Ro)ll = 1G(c) — G(Ro)ll < Kg ll(c — Ro)ll -

Ahora, si uko. > K¢ entonces tenemos que ¢ = R,. Por lo tanto la tinica solucién que puede permanecer
en S para toda t es el punto de equilibrio. Asf el sistema en lazo cerrado es AS. O

Prueba de la desigualdad 4.8:

Para probar esta desigualdad antes necesitamos establecer los dos siguientes Lemas:

Los siguientes Lemas nos da condiciones suficientes para poder garantizar la positividad de la fun-
cién de Lyapunov ver ecs.(4.6) y (4.8), la cual se establecié para poder probar estabilidad asintética y

exponencial del sistema en lazo cerrado.

Lema 5 :Podemos garantizar la siguiente desigualdad :
|Ep(a1) — Ep(g2)| < 2Mugr + Mpgllgs — g2l (4.18)
Lema 6 Considere la funcion Vg definida en (4.7). Entonces ésta cumple lo siguiente:
Vala) 2 —fo — l=fall ; donde ; By = 2Mugr + K, | Rq — g(0)| + asffial

Prueba del Lema5:

Sea ¢; = (zi,¥:).(, ¢ = 1,2 ). Tomando en cuenta que

3 < i <1 i= .
(m?+y?)3| st ((L-—z‘i)2+y?);‘ shi=12 (4.19)

de (2.5), tenemos ' ‘
|Ep(q1) — Ep(@2)| £ Mpg|y1 — y2| + 2Mygr
Mg llgy — g2l + 2Mugr

IN

y esta desigualdad coincide con (4.18). 0O
Prueba del Lema 6:
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Usando (4.18) y P.5 podemos garantizar que Vg cumple lo siguiente

—2Mygr — Myg |lg(t) — Rqll — Ky llg(t) — g(0)[| < Ve(q(2)).

Tomando en cuenta que [|q(t) — g(0)|| 2 [lq(t) — Rqll + ||R; — ¢(0)|, entonces (4.20) puede ser escrita

como
~2Mug7 = Ky | By~ a(O)ll = (Myg + K;) l9(®) = Rell < V(@)
Usando
~ st PHAO=R < —(Myg + Ky) la(t) = Rl

en (4.21) obtenemos la desigualdad (4.8). o
Prueba del Corolario 1: ’

Puesto que el sistema (4.1) es AS tenemos de (4.10) y (4.17) que:

£ llg — Ryll < Va(w) < Va(wo),

entonces
2 _ 2V, 2 V; +Va Vi
llg - Roll” < 2420 < Jlgo — Ry + 280t ¥almo) (o)t Vo)
puesto que pko. > K¢ , obtenemos (4.3) y (4.4) o

Pruebas de la Seccién 3:

Prueba del Teorema 3: Este Teorema se prueba en cuatro pasos. En el primer paso se propone
una funcién de Lyapunov, la cual esta compuesta de una, funcién de energfa V, més un término cruzado
Vg el cual relaciona g con ¢ . En el segundo y el tercer paso, se encuentra una cota superior para la
derivada de la energfa V, y la derivada del término V4- En el cuarto paso se encuentran condiciones para
poder garantizar £.AS.

Primer Paso: Consideremos la siguiente funcién para n > 0:
Ve(w) = V(@) + nV,(w),

donde
V(@) = Vi(@) + Va(@) + Va(w),  Vy(@) = (g - R)TM(q) 4,

V1, Va,y V3 han sido definidas en (4.9).
En el Lema 7 se prueba (ver desigualdades relacionadas con £EAS que si < inf (4/T, whoe /)
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entonces

0 <7 =l < Ve(w) <i I=l?, (4.24)
donde
H —nQ - - koe+ I
2= mm{-‘ﬁg—"ﬂ,%ﬂ,“*gf’ } . f= ma.x{u o2 n#’L-{rl’Mz\N;{P}}. (4.25)

Esto quiere decir que Vg es una funcién de Lyapunov
Segundo paso: Procederemos a calcular una cota superior para la derivada Vg (). Para esto primero

calculamos V, (w):
Vg (@) =0" M(q) 4 +(a— Rq)T M (q) 4 +(g — R))TM(q) §, (4.26)
de (4.1) podemos reescribir la ultima ecuacién, como sigue:
Vo (@) =V (@)+ Vg2 (@)+ Vo3 (@), (4.27)

donde r
Van (@) =4" M(q) ¢ ~pkoe llg ~ Rqll*;

Va2 (@) = (g — R)T M (g) @ —(g — R)T®(q,9) ; (4.28)
Va3 (@) = (g = R)T(-G(a) + G(Ry)) + £9=Bal"8 _ ik, (g - R)T ¢.

Después encontraremos una cota superior para cada uno de los elementos V4;,1 = 1,2,3. Note que V1,
cumple lo siguiente

Vau (@) <B |1 ~ mkoc lg = Rl (429)
En el Lema 8 se prueba (ver desigualdades relacionadas con £AS )
Var (@) < Kz llo - Bl ] (4.30)
donde K, = KéM + Kg. Finalmente, en Lema 9 se i)rueba (ver desigualdades relacionadas con £A4S )

. 2 12
Vs (@) S llg = Roll® (g + g + 4 + 208 ) 4 2ghe q|| + 80 1), (4.31)

2yp ' 267

donde v4>0. Sumando las desigualdades (4.29),(4.30) y (4.31), llegamos a la siguiente desigualdad:

ok . K2 2
Va (@) < (—akoe + ghe + gz + s + 28 Jlg - R,

» g2
+ (i +emghe) ]+ 2 P + e o — Rl 4
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Tomando en cuenta (4.3) (ver el Corolario 1), reescribimos la dltima desigualdad como sigue:

; < k 1 +_L+F_’CJ.£+10.1£2Q I _R”2
Vq (w)— —H 05',*'?7; 2e7, 2 - q q

270
+ (ﬁ +4le 4 K,pz(wo)) “iz

2 . (4.32)
|+ 40 190

Asf hemos encontrado una cota superior para Vq.
Tercer paso: Calculemos una cota superior para la derivada de V;. Recordando (4.13) y (4.14),
tenemos

12 T ‘ . T PYRTPRIE )
Vi) = —ukie 1] - &¥ (G(@) -~ G(RY)+ tg” - LUAHAD

Tomando en cuenta en la ltima ecuacién la siguiente desigualdad 2ab < a2 + b2 y la propiedad P.5 ,

tenemos

. K 2 2112 -R 2 112 0 2 Q 2 .02
Ve (@) < —pkie ”q“ + el +Kazllq Al + u(llqllzl-ll %) wdio :—HQH )’

y entonces

. Nt a2 2 all?
Ve (@) < (—phre + £ + 1) “q“ 4+ Kollo=Ro® _ wlo)® _ #Ilell _ (4.33)

Cuarto Paso: Finalmente sustituyendo (4.32) y (4.33) dentro de la funcién de Lyapunov (4.22),
tenemos

. 112 112
Ve () < ~80(e,0) la = Rell” - ©1(,%) ]|~ ©2(30) 7 - [0 (439

donde Oy(g,7), ©1(g,79) ¥y O2(7¢) estén definidas en (4.5). Escogiendo 7, vy, B,y € tales que

6 = min {@o(s, 7o), ©1(6, 7o), O2(7o), -’3} >0. (4.35)
Entonces de (4.24) y (4.34), tenemos

Ve (@) < -0 o) < —2Vg(w),

integrando ambos miembros de la desigualdad anterior y usando la desigualdad Crecimiento de Bellman

tenemos
Ve(w) < Ve(wo) exp(—21),

la cual implica

lw]® < 2 ||woll® exp(—L¢). (4.36)

+

Asf hemos probado la estabilidad exponencial del punto de equilibrio z.. a

Desigualdades Relacionadas con £AS:
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Prueba de la desigualdad(4.24).

Lema 7 :Considere la funcién Vg definida por las ecs. (4.22) y (4.23). Si

n <inf{'uk0€ ﬁ}
'R

entonces se cumple(4.24).

Prueba.

2 2
. . . . . . ull“+|lv
Primero encontraremos una cota superior e inferior para el término V. Puesto IuTv] < JJ_|L2LIL

y M =NTN para alguna matriz N , entonces

; —Rg)T —Rg)T+4" M(q)d Blla—Ra ) +]|¢f|
n(g— R)TM(9)q < n{a=Ra) M(q)(q2nq) +4” M(q)d <" g qg Jl44f ).

Por otro lado,

pkoellg= Rl +ul[d]]* = . (P 2, |lall?
le Pl wade) (g + g

< Vi(@) + Va(w) + Va(w)
koellg— Rq 1> +||4||? .12
s oo PBH | wigle) (g + o)

Ast , de (4.38) y (4.39) tenemos

(koe =) lla=Ra P +(u—nm|a||” | Lan(pP 2, ||l
tkoe —nm)ile ihat )4 + & 25{ }(”Q" +IlQ|l

< Ve(w)
e Rt e a1 2
< kDl R EBI | i) (||m|2+ ] )

Prueba de la desigualdad (4.30):
Lema 8 Podemos garantizar la siguiente desigualdad:
; ; A 112
(a= Ro)T M (@) 4 ~(a~ R)T(q,9) 4| < Ka llg - Rl 4]

donde
K, =Kspm + Ko

Prueba.

43

(4.38)



Primero note los siguiente hechos:

-~ |ta= BT 1 (@) 4| < o~ Roll |1 (@) 4]
(e - Ry)T#(0.9) 4| < la ~ Rell |2(a ) 4]

Luego aplicando P.3 (ver propiedades mecénicas) a las dos miembros derechos de las anteriores desigual-

dades, tenemos i .

(@ Ro)T 81 (@) 4] < Kom g~ Roll 4]

(0~ R)7®(3,) 4| < Ko lla - Rall ] -

Sumando los dos miembros de las desigualdades anteriores y definiendo la constante K, = Kan + Ko,

tenemos (4.40). a
Prueba de la desigualdad (4.31)

Lema 9 Podemos garantizar la siguiente desigualdad:

[[(a = R)TE2 — whre(a — Ro)T d +(a = Ry)T (~Gla) + G(R))|

2 (4.41)
q“ + L 2. ~

: 2(1 k K2 vokie
< |lg— Ryl (m+§%+%§+—g—a)+ﬂ—g—‘—

Prueba:

2 2
Primero notemos que para cualquier v, > 0 y u,v € R" tenemos que ulTy < ”%E—- + 1”-;—’-“—, entonces

~-R 2 [e) 2
%l(q"Rq)TQI < ldjqz ol 4 l"’/(]z“s I

£%Y¢g

. _ 2 ki lla 2
/»l‘kle (q — Rq)T ql < l‘kl:";yoRq“ + Yok 12 “ “ ,
2 2 _ 2 2 _ 2
|(q - Rq)T(_G(q) + G(Rq))l < ||<1;1:qu + ’Yo”"G(‘I);'G(Rq)” < g 25:" + YoKgll 2<1+qu1 .
Sumando las tres desigualdades tenemos (4.41). a
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Capitulo 5:

Acoplamiento a Modelo:

5.1 Introduccién:

Existen dos esquemas de disefio y andlisis de controles estabilizadores para una cadena cinemética. Enel
primer esquema ” Quazilinealizacién”: Se considera al modelo dindmico como un sistema lineal invariante
o variante en el tiempo mas una dindmica no lineal (ver Hunt 1983(30], Gilbert y Ha 1984[31], Lewis y
Dawson{24] ). En el segundo esquema "Pasividad”: Se considera al modelo dindmico del manipulador
como un mapeo pasivo de la fuerza respecto a la velocidad, para esto hay que tomar en cuenta la matriz
antisimetrica. (ver Koditschek 1984[27], Slotine 1988 [28], Ortega y Spong [29] 1988).

En el capitulo cuatro se analizo la estabilidad del sistema en lazo cerrado tomando en cuenta la
propiedad de pasividad de las cadenas cinemdticas. En este capftulo se procede a analizar la ley de
control propuesta en las ecs. {3.3) a (3.6) bajo el primer esquema de disefio o Quazilinealizacién.

Como consecuencia de este proceso de linealizacién un problema de interés en la teorfa de control
moderno es ” Acoplamiento a Modelo”, el cual consiste en asignar un comportamiento dindmico al sistema
en lazo cerrado, mediante una retroalimentacién de estado (ver Morse [34] 1975 y Emre E. Silverman
1980[33] ). En este capftulo se mostrara que si el pardmetro ¢ de la ley de control dada por las ecs.
(3.3) a (3.6) es lo suficientemente pequefio entonces podemos garantizar el ” Acoplamiento a Modelo ”
del sistema en lazo cerrado descrito por la ec. (3.14).

Esta propiedad es importante ya que permite asignar una dindmica en lazo cerrado con las siguientes
caracterfsticas:

1) Cbglportamiento lineal en la salida, i.e. que la salida de la planta o del manipulador en lazo
cerrado tenga un comportamiento dindmico parecido a la solucién de una ecuacién diferencial lineal

estable.
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2) Asignacién de polos » t.e poder mover los polos del sistema en lazo cerrado para regular el tiempo
de respuesta a la salida, asf como disminuir las oscilaciones y mejorar el desempefio del modelo en lazo

cerrado.

y

3) Desacoplamiento Dindmico: Particularmente en el MP2 se desea desacoplar las dindmicas en las

direcciones z e Y respectivamente.

la seccién (5.3.1) est4 dedicada a estudiar algunas propiedades relacionadas con la trayectoria asignada
¢ (ver las desigualdades dadas en (5.7)), la seccién (5.3.2) se reescribir4 Ia ecuacién del sistema en lazo
cerrado en terminos del error de seguimiento (e = g — () (ver ecs. (5.11) y (5.12)); la seccién (5.3.3)

se presentard el resultado principal de este capftulo ver Teorema 4, en la seccién cuatro se mostrardn

Teorema 4. Y finalmente en la seccién seis se presentars el Apéndice, el cual tiene como objetivo dar las

pruebas principales de este capitulo.

5.2 Preliminares:

con la ley de control lineal descrita en los capftulos anteriores, poniendo mayor énfasis en la dindmica
generada internamente por la ley de control lineal (ver [35] y (36]).
Primero: Considere el sistema en lazo cerrado dado por la ec. (ver (4.1) y (3.14)), la cual puede ser

reescrita como sigue!:

M(q(1) 4 (t) + ©(t) = k. ¢ (2) - Hkoe(q(t) - Ry) + £0Q(2)

donde
O(t) = o(q(t),4 (t)) 4 (t) + G(q(t)) - G(Ry),

Recuerde que Q(t) es la solucién de Ia siguiente ec. diferencial

Q@) +k A () + koQ(t) = 0.

'En este capftulo utilizaremos la dependencia de las variables en el tiempo i.¢, q(t),q (t) y Q(t).



la cual se puede expresar en la siguiente realizacién de estado (ver las ecs (3.8),(3.9) y (3.10)):

d Q(t) Q(t) O, I
7| . =4Aa | | Aq=
Q () Q () ~kolz —kiIp
Recuerde que la matriz Ag es Hurwitz puesto que ko y k1 son constantes positivas, entonces existe cg > 0

y Ax > 0 tal que
llexp (Aa(t = 7))|| < coexp (—Ax(t — 7)),

y Q cumple la siguiente desigualdad
) T
”[ Q) Q) ] " < cowp exp (= Axt) (5.4)

donde wo =  Q(0) Q(o)"”

5.3 Acoplamiento a Modelo:

En esta seccién se mostrard que el sistema en lazo cerrado dado por (5.1) sigue la solucién de la ec.
diferencial (5.5) en forma exponencial cuando el pardmetro del control £ es menor que una cota especifica.
Para esto se procederd de la siguiente manera:
1) Primero: Describiremos la trayectoria interna generada por la accién del control. 2) Luego calcu-
laremos la ecuacién del error en el espacio de estado. 3) Y finalmente enunciaremos el resultado principal

de este capitulo.

5.3.1 Trayectoria Interna:

En esta seccién se dardn las principales caracterfsticas de la dindmica generada internamente por la ley
de control descrita por las ecs.(3.3) a (3.6).

Considere la trayectoria dindmica ¢ , la cual es solucién de la siguiente ecuacién diferencial:

¢ (8) + B - Ry) = Q)
donde 2 es solucién de (3.8) con sus respectivas condiciones iniciales

o = ¢(0) = [z(0) ¥(0)]T;
Qo = Q2(0) = [x,1(0) + B(z(0) — rz) v1(0) + B(y(0) — ry)],

47



Primero note que las ecuacion diferencial (5.5) pueden ser expresadas como siguen:

(p+B)[C(t) — Rq] = Qt) (0 + k1p + ko) [Q(t)] = 0

donde p[.] es el operador derivada . De las ecuaciones anteriores se obtiene

(* +kip+ko)(p+ B) [((t) — Ryl =0, i.e (9 +k1p + ko) [C(t) — R,] = 806~

donde sp es una constante que depende de las condiciones iniciales. Esto significa que la dindmica de
la trayectoria interna generada por la accién del control tiende exponencialmente (con velocidad de
convergencia 3) a la dindmica determinada por las constantes kg y k; i.e estas determinan los polos del
sistema en lazo cerrado.

Propiedades de ¢ :La trayectoria ideal (5.5) satisface las siguientes desigualdades ( ver Apéndice )

1) = Rell S aoe™t. [[¢ @) S e [|K @] < e

donde (recuerde (5.4)):

X* = min {8, M} 20 =1/Ico - Rol? + (52’
a1 = /2(cowo)? + 2(Beo)?  az = \/2(cowo)? + 2(Ba)2.

5.3.2 Error en el Espacio de Estado:

En esta seccién se encontrars una representacién en variables de estado para el error que existe entre ¢
(estado del MP2 ) y ¢ (estado de la trayectoria interna).

Primero: Definiendo el error de seguimiento a modelo como:
.T .T
(0= [0 -0 4 0= 0]
Después, combinando las ecuaciones (5.5) y (5.1)

M(q(t)) 4 (t) = ~pkae @ () — ko (a(t) — B,) — O(t)

. 5.9
+£ (¢ 1)+ () - Ry)). (59
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Recordemos que ko. = 2(8+¢ko) , k1e = (1 +¢ek1) y E(q) = uM~(q) — I, , asf de esa forma tenemos:

A~ _poank, | 90
1= HORON

(t) — M=2(q()) (8(t) + ko(¢(t) — Rg) + k1 ¢ (8))

d(t)- ¢ (t) = —K.

donde K. = [ ky.ls k.1, |. Por otro lado, la ecuacién diferencial de arriba puede ser expresada en la

simpiente realizacion de estado

Loty = Acelt) + " + (5.11)
dt —E(q(t))Kee(?) A(t)

donde A (dindmica no lineal) estd definida como sigue:

A(t) = Da(t) + Ay(t); Aq(t) = —M~(q(t))O(2);
Aq(t) = — ¢ (t) — M~ (q(t)) (ko(C(t) — R) + Ka € (£)),

o)) I
_k05I2 —kleIZ

A =

Note que A¢ es una matriz Hurwitz . Puesto que existen las matrices P; y Q. (ver 4.2 de [23]) tal que

cumplen la siguiente ecuacién de Lyapunov

A:P. + P.A. = -Q.,
2kockiclz  koelz | 2k3. I, 0, (5.13)
) e =
kOEI2 klsI2 02 2(k%e - koE)IQ

donde P. y Q. son definidas positivas para k?. > ko

5.3.3 Resultado Principal:

En esta seccién se dardn condiciones suficientes sobre los pardmetros ko y k1. para poder garantizar
que el error e es exponencialmente decreciente.

Antes de presentar el resultado principal, introduciremos las siguientes constantes:

ke = max {koe, k1c} Am {Qe} = min {2/635, 2(’9%5 — koe)
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_ — kS TR T aFoe
/\m {Ps} = 2koek1ce+k1e \/(250:’91: k1,)2+4ko¢ AA{ {PE} - 2koek1e—k1e+ (2;:0,k1, kie)?+4ko (515)

Teorema 4 El sistema en lazo cerrado dado en la ec. (5.11) es exponencialmente decresientemente

acotado para v fija tal que 0 <y < 1, si

k%s > k05 (5-16)
Am {Qc} > 2eKa 4 2k, [Ea2s (5.17)

ke K, v 2xe K 1KgnZa
mar m{Qe} -G 4 (A {Qe) -T2 metan

P, £ £ £ )
AM{P;E Ko < 2_{‘_3;:_ (5.18)

entonces para algin T > 0 tenemos

.
poge~*"T

le@®|? < 32ffd =—p——e~v#-T) vV T <t<oo

donde

v = min{ 7_)‘1M'\';‘>!Q‘ , \/ |e(0)||’ +2(c3 + (—“) )- (5.19)

as y Ko son constantes que dependen de las condiciones iniciales y la estructura mecénica del
manipulador (ver (5.32) y (5.33))>.

Consideraciones del Teorema anterior:

1) La primera desigualdad (5.16), asegura la positividad de las matrices P. y (). necesarias para
garantizar la convergencia exponencial del error.

2) La segunda desigualdad (5.17) da condiciones sobre el error entre g y ¢ ( posicién del manipulador
y estado de la dindmica asignada). En particular si la desigualdad (5.17) se cumple para a4 = 0 entonces
autométicamente se cumplen (5.18).

3) La tercera desigualdad (5.18) da una relacién de comparacién entre la constante a4 (e(0)) y las
matrices de disefio P y Q. i.e. para cualquier error inicial siempre se puede encontrar el pardmetro de
control ¢ tal que Am {P:} /Anm {P:} ¥ Am {Q<} sean lo suficientemente pequefio para poder garantizar
(5.18).

4) La rapidez de convergencia del error depende directamente del valor de A* = min {8, A} v la
relacién entre Ay, {Qc} /Anm {Pe}.

5) La constante 7 es una medida de la ponderacién entre la dindmica lineal y no lineal generada por

i
el sistema en lazo cerrado.

2De (5.5) y la definicién del error se tiene que {|e(0)|| = \/(z (0) = x1(0))2 + (¥ (0) — »1(0))2.
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La prueba del Teorema 4 se realiza en el apéndice al final de este capftulo; y esta basado en el

siguiente importante Teorema inspirado en los trabajos de Lewis (ver [23] y [24]) 3

Teorema 5 Si V(x) es una funcidn de Lyapunov para un sistema continuo en el tiempo con las sigu-
ientes propiedades:
2 3 2
Alle@®)]” < V(e(t)) < Alle(®)l

V (e(t)) < —klle(®)]? + Z(e(t)) (5.21
donde k >0 Z es una funcion continuo de e la cual satisface lo siguiente
<0 if z@t)<[e®)|<Z VY tel0;00),

Ze){ =0 i lle@l=2() ¥ te0;00) (5.22)
>0 i le@ll<z(®) ¥ te000),

y z cumple con
z (t) < zoexp(—at),

para a > 0. Si

Z> 2 y Jle(0)| < 2o

e

entonces para un T > 0 lo suficientemente grande, tenemos
2 =2 >
lle@®)]|” <z (T)exp (—a(t—T)) V T<t<x

donde

1>f>1 ]

z () 2 % exp(—at) V te[0;00); a=min {§,2a}
by

Comentarios:
1) Note lo siguiente, si la funcién Z(e(t)) < 0 para todo t € [0; 00), entonces de las desigualdades
(5.20) y (5.21), se puede garantizar la estabilidad exponencial en el sentido global i.e. estable indepen-

dientemente de cualquier condicién inicial.

3 Teorema 1.5-5 (ver [23)): Sea V(z) una funcién continua de Lyapunov la cual cumple con las siguientes propiedades:

i Ao |lzi? < V(z) <A+ lzll?;
V(z)<0 si z1<z<z2;
z(0) =0.

entonces z(t) es uniformemente acotada i.e ||z(t)]} < k V t € [0;00).
Este Teorema es de gran utilidad en robética ya que en base a este Teaorema se probo el acotamiento uniforme del error
del control P.D. en lazo cerrado con un manipulador en serie (ver Lewis [23] , [24]).
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2) Note que el teorema nos da condiciones suficientes para poder garantizar el decaimiento exponencial
del error siempre y cuando el error inicial pertenezca a una vecindad cercana al punto de equilibrio.
Prueba del Teorema 5:(Para mayor claridad consulte Figuras 5y 6)
Separemos primero el espacio de e en dos regiones usando la negatividad de la funcién Z(.) , como
sigue
S. = {e(t) | zoexp(—at) < lle(t)]| < 2}
Si = {e(t) | le(t)ll < zoexp(—at)}.

(5.25)

Procederemos a considerar los dos siguientes casos.

Prime Caso: Consideremos primero que e(t) nunca deja S;, entonces (ver Figura 5)
lle(®)|l < zoexp(—at) <z (t) ¥V t € [0:00).

Segundo Caso: Consideremos después que e(t) entra en S, para algun instante de tiempo T'. En-

tonces por continuidad de e tenemos
le(T)ll = zoexp(=aT} y V (e(t)) < —kle®)|* V t>t+At
Integrando la ultima desigualdad para At > 0, y usando las propiedades (5.20),(5.21) de V tenemos
2 =2 —k
le(T + A2 < z (T)exp (—:\—At) ,
usando la condicién (5.24) en la desigualdad de arriba, tenemos que
le(T + At)|? <z (T)exp ("—X’“-At) <72

Entonces e(T + At) nunca deja S, para cualquier intervalo de tiempo At > 0 (ver Figura 6).

Analizaremos finalmente la desigualdad (5.27). Para esto consideraremos los dos siguientes casos

2 2

" (T+At)<z (T)exp (‘—)ﬂ“—“At) si % <2a
-2 _2
z (T)exp ("—;"-At) <z (T + At) de otra forma.

Entonces por induccién tenemos

le®)I? <7 (T)exp (— at —T)) VT< <oo.
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A continuacién se presentara una serie de grificas en las cuales se mostrara el decaimiento exponencial

del error.

z(t)=20 exp(—at); Z(t)=z(t)

z {L'll

1 >4>1

! {t] T'r'-._.\_"_

!{r}:ﬂ!i'.]T“’—‘_’_.,,._-M :»-ﬁ_\:th%—_“‘a_-:

“En estd Figura se muestra el caso en que el error permanece en la regién S; i.e. |le(t)]| < zoe~ 2t

SEn est4 Figura se muestra el caso en que el error entra a la regién Se en el instante de tiempo T i.e. [je(t)]] > zoe~*(t=T)
para toda- &> T'.
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Simulaciones

En esta seccién se mostrardn las simulaciones digitales de las ecuaciones diferenciales del modelo matematico
del manipulador (ver ecs. 2.12 a 2.16 ) en lazo cerrado con la ley de control dada por las ecs. (3.3) a
(3.6).

Primero considere los siguiente pardmetros mecénico y condiciones iniciales:

M, =35 Kg; M,=1Kg, r=1m: L=17m
z(0) = -02m: y(0)=1.1; (0)=10m/s; ¥(0)=10m/s;

después considere los siguientes pardmetros de control y referencia, dadas por:
k=1 k=1, 8=2 r, 0.5m Ty = 1.8m.

Tomando g7 () = [z(t) ¥(t)], ¢T(1) = (C.(8) ¢, (W] y fTO=1fult) £, ().

En la Figura 7 , se muestra el error de seguimiento a modelo z(t) —¢ ;(t) y z(t) — ¢, (t) para los tres
valores de . El més alto , medio y el més bajo valor del sobrepaso corresponde a los valores de ¢ = §
€ =1y e =0.1, respectivamente. En la Figura 8, mostramos el comportamiento de q(m) y ¢T(m) para

€=0.1.Y en la Figura 9 se muestra ff (N).

(=]
el
=
o b
=
S

1= 0 2 4 6 8 10 12
-

T—-(;€=5101 y-(,;e=51,01
Figure 7
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20 90
8ot
o = — — — 2
70t
20 6or
50
-0l : 40
30| 4
B0 i
20 ;
o ! 10 ;
0 1
1 1 .
n ? 4 A A 1n 12 0 2 4 6 8 10 12

fe; €=01 f,; =01
Figura 9

5.5 Conclusiones

En este capftulo hemos mostrado que la ley de control lineal dada por las ecs. (3.3) a (3.6) (ver [35]
y [36] )en lazo cerrado con el manipulador paralelo de dos grados de libertad descrito en la Figura 1,
no solamente nos garantiza estabilidad asintética y exponencial en lazo cerrado como se discuti6 en el
capitulo anterior, sino también nos permite garantizar seguimiento a modelo. Dada cualquier condicién
inicial, podemos encontrar un € > 0 lo suficientemente pequefio tal que la diferencia entre los estado

gy ¢ ( posicién de estado del manipulador y estado de la dindmica asignada) sea exponencialmente
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decreciente, para los pardmetros fijos del control ko, k1 y 3.
Note que, cuando el sistema en lazo cerrado alcanza el punto de equilibrio entonces el error es igual
a cero, ya que la constante aq = 0 (ver (5.19), (5.8),(4.8) y (3.1)).
Apéndice
Pruebas de la seccién 5.3.1

Prueba de (5.7): Calculando la solucién de (5.5), tenemos
C(t) = Rq = (Go ~ Rq) exp(—3t) + 5 exp(=B(t — 7)) )dr
de (5.4), llegamos a:

I€(t) = Ryl < |I<o — Ryll exp(-2t) + cowo exp (—0t) Jo exp (8 = Me)7) dr
< IS0 — Ryl exp(—Bt) + 752425 (exp(—£t) — exp(—Axt)) (5.28)

2
2 -
< /200 - Rl +2 (55) expl-2)
En la misma forma podemos encontrar una cota superior para la norma (; y Y C ‘ a

Pruebas de la seccién 5.3.2

En los dos siguientes Lemas daremos algunas propiedades importantes relacionadas con los términos
de perturbaciones no lineales E(q)K.e y A definidos en la ecuacién de estado (5.11). En el Lema 10
daremos la prueba de una importante identidad y en el Lema 11 encontraremos una cota superior para

el término no lineal A. Estos Lemas serdn usados para probar el acotamiento del error.

Lema 10
T
0 0
P.e+eTP. = -2eTKTE(¢q)K.e (5.29)
_E(Q)Kee _E(Q)Kee
Y
T
0 T 0 T T
P.e+e' P, =2e" K. A(t) (5.30)
A(t) A(t)

Prueba.

Probemos la primera identidad. Del lado izquierdo de (5.29) y (5.13), tenemos:

[ 0 eTKTE(qg) ] P.e = -eTKTE(g)K.e
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la segunda identidad es probada en la misma forma . m]

Lema 11
I Aéi Wl < K@||e(t)|1’+Ka£e(t)1|+xoe-*"
lAz(t)|| < age™*"
donde
Ko = Kga? + Kgay
az = \/3043 +3(%0a0)? + 3(k2ay)? (5.33)

Prueba:

Probemos la expresién para A;. Usando las propiedades mecdnicas P.2 , P.3, P.{ y (5.7), tenemos

110l = || M2 a®) (2(a(®),4 1) @ (&) + Ga(®) - G(Ry) )|
Kol at)+¢(0)-¢(0)||* +Kalia(t) - Re+< ()¢

<
- #
< Kalle(t)I*+Kclle(®)ll+Ke|¢®)]|*+Kali¢ ()~ Rl
- H
< Kelle®|’+Kolle®)|+(Ksal+Kgaole "
= “
en la misma forma se prueba la desigualdad para A, . m]

Pruebas de la seccién 5.3.3

A continuacién se presentara la prueba del resultado principal.
Prueba del Teorema :

Este Teorema se probara en cuatro pasos.

Prueba:

Primer Paso: Considere la siguiente funcién de Lyapunov
V(e(t)) = 3eT(t)Pee(t),
de (5.13) y 3.26) ,tenemos que V cumple:
2efPel le(t)|? < Vie(t) < 224 jle(t)|?

Segundo Paso: Calculemos primero la derivada de V. Usando (5.29) y (5.30), tenemos:

V (e(t) = — L QeeW)+2 KT BOKee | o TRT A(y), (5.36)
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Encontremos ahora una cota superior de V . Usando la propiedad P.6
—eT KT E(g)K.e <0,

notemos de (5.13) y la desigualdad anterior que:

T()Qe TKT : m{Qe 2
_e (1R e(t)+22e K. E(qg)Kce < _A {2Q } “e(t)“ (5.37)

Por otro lado usando el Lema 11 y la definicién de oy, tenemos

leTKTAD| < ke lle® ( Kele@IP+Kols®l 1 (g + K2)e= "t

IN

Ke He(t)ll (K¢I|B(t)"2:KG"e(t)“ + 046—'\.')

Tomando (5.37) y (5.38) en (5.36), tenemos

. 2 »
V (e(t)) < —2=L3<d [le(t)||” + re [le(®)] ( Kole@I +Kelo@) 4 g e~ )

Para poder usar el Teorema 5 separemos a V' en dos términos:

V (e(t) SV (e(t)+ Ve (e(t))

donde
Vy (e(t)) = - 0=t3m(Qed o)) ?

Ve (e(t)) =Kerele@I® 4 (5K _ 22 [Qeb) |lo(t)|* + rease™ ™ [le(®)] (5.41)

Tercer Paso: Usando'el Lema 1 de [24], el cual lo enunciaremos a continuacién.

Lema: Para cualquier z, si

Bs 1+ /4CeC, entonces (pz+((y —-B3)2+¢; <0

para

1 <2< 2
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donde (g,¢1,$2 ¥ B3 son constantes positivas

— (B3—¢€1)—+/(Ba—¢1)2—4¢¢2, 29 = (Ba~=€1)++/(B3—¢1)2—4oC2

2 : 2¢, : 2¢,
m]
En vista de (5.17) tenemos:
YAm {Qe} > 2icKa 4 25, [Kease?
mtonces usando el Lema de arriba tenemos:
2 -
KenclleOIF 1 (seKa — 220fQed) |o(t)| + cance™* <O, (5.43)

para e;(t) < |le(t)|| <€ Esto es
Ve (e(t)) <0 for ei(t) < [le(®)] <e,

donde

” 2&
vxm{o,}-’—i;ﬁaJr\/(wAm{Q,}-i‘—zﬁﬁ)?—ﬂ*—%—‘

€= 2Kgpre
: M

KarZage— A"t
A {Qe}—22KG _ [(yAm {Qc}—22£KG )2 2N@meods
el(t) = ) 2Rpre

Cuarto Paso: Primero notemos que
Has e y -
<0 if {[Fre~Ti<|e(t)l<e V t€ [0; 00),
Ve (e()) (5.47)
=0 if Je@®)l=et) V te[000)

Lo cual es cierto, para esto usemos en (5.46) A <V A2 —4C +2VC tenemos:

Hog .
ei(t) < -7;6-%4 - (5.48)

asf, de (%.44) y (5.48), tenemos (5.47).

Note que las suposiciones del Teoremab son satisfechas para la funcién de Lyapunov V. En efecto:

A) (5.20) sigue de (5.44). B) (5.21) sigue de (5.39),(5.40) y (5.41). C) (5.22) sigue de (5.47). D) (5.23)
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sigue de (5.48).
Ahora de (5.18) y la definicién de a4 (ver 5.19), tenemos que:

poa Am{P.} B
el < \/ %7 ¥ ﬁi’pf{'x—é <e

Entonces del Teorema5 tenemos lo siguiente:

-
e—A T

-7
||e(t)|| < *m P= _——K—-e'”(t"T) Y  €[T, )

L
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Capitulo 6:

Reconstructor de Estado

6.1 Introduccién

La mayor parte de los algoritmos de control de manipuladores, han sido desarrollados en base a que se
disponen la posicién y la velocidad de las articulaciones del manipulador, existen numerosos esquemas
de disefio de controles desde los m4s simples hasta los mas sofisticados, los cuales pueden garantizar
estabilidad asintética y en algunos casos estabilidad exponencial en el sentido local ver [8, 9, 10]. La parte
principal de estos esquemas de control, se basan en que se dispone de la accién proporcional y derivativa
del control o (PD), i.e., posicién y velocidad son disponibles para disefiar una retroalimentacién de estado
lineales y no lineales. La posicién del estado puede ser medida por medio de codificadores , los cuales
pueden dar una medida del desplazamiento en la posicién en forma precisa [11], contrariamente la medida
de la velocidad la cual es obtenida por medio de tacémetros, esta a menudo puede estar contaminada por
ruido o perturbaciones no deseadas[11]. Este problema reduce el desempeiio del control del manipulador
[11, 12]. Por esta razén es importante usar esquemas de control basados en la suposicién de que solo se
dispone de una informacién precisa en la posicién.

Existen numerosos trabajos basados en la hipétesis de que solo se dispone informacién de la posicién,
Canudas y Slotine J.E. en [11, 12, 13] propusieron una versién modificada de control por medio del par
calculado, en la cual la velocidad fue reemplazada por medio de la estimacién de la velocidad a traveés
de un observador no lineal. Nicosia y Tomei en [14] estimaron la velocidad por medio de un observador
no lineal, el cual est4 basado en las propiedades pasivas del robot. [10] Berghuis y Nijmeijer propusieron
un esquema de control en el cual estimaban la velocidad basado en la propiedad de pasividad.[42]
Pozniyak,Martinez y D.D. Leé6n, propusieron un esquema de control robusto basado en la implantacién

de un observador de alta ganancia.
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En este capitulo se propone un esquema de control basado en la estimacién de la velocidad a través
de un reconstructor de estado de primer orden. La velocidad estimada se introduce en la ley de control
propuesta en los capftulos anteriormente (ver ecs.(3.3) a (3.6)). Y se mostrard usando la propiedad P.
4 y el segundo método de Lyapunov que el sistema en lazo cerrado es asint6ticamente estable.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la seccién 2 se da un preliminar en el
que se propone un filtro de primer ordenv en lazo cerrado con la ley de control lineal propuesta en los
capftulos anteriores (ver capftulos 3.3) . En la seccién tres se mostrard que el sistema en lazo cerrado
dado por (6.6) es asintéticamente estable (ver Teorema 6). En la seccién cutro se dardn las conclusiones

respectivas a este capitulo. En la seccién cinco se presentard el Apéndice de este capitulo.

6.2 Preliminares

En esta seccién se asumird que no se disponen del estado ¢ por lo que utilizaremos un reconstructor de
estado el cual tiene como objetivo estimar el valor de 4. Para esto procederemos de la siguiente forma:

Primero proponemos un filtro de primer orden dado:
€0 6+§= q para €9 >0, : (6.1)

donde §=[£ 7] es el vector estimado de g.

Después sustituimos g por 7 en la ley de control lineal dada por las ecs. (3.3) a (3.6), obteniendo lo

siguiente: i . i o
) —ky 1 -k -8 z
| —ko 0 | | —koB (ko—kiB) | | T |
Ao LAY [ _k 1 7 I _k - ] r ~ ]
b bt p= ! vy | P Y1, (6.3)
o A | —ko O | | —koB (ko—kiB) | | ¥ |
_b | X1 ~ A
fq = -E— — pkoq — pkie G +pkoc Ry + G(Rq), (6.4)
141 ’
Finalmente notemos que estd ley de control puede ser expresada de la siguiente manera:
fo = —hoe(@— Ry) — pk1c §+42 + G(Ry), (6.5)

. _‘v\

donde { es la solucién de la siguiente ec. diferencial:
Q +k; O +kol = 0.
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Recuerde:Tomando en cuenta las ecs. (3.8) a (3.10) la ec. anterior se puede expresar en la siguiente

forma:

—~

Q Q 0 I
4 | =4 |; Aa= 2
at | § a —koly, —kil,

donde Aq satisface la siguiente ecuacién de Lyapunov ver las ecs. (3.11) y (3.12))

A£P+ PAq = =154

Ly kotk}) "Iy
P= 2k, 2koky 2kg >0
oy 1 1 )
3ko (21;l + 2kok1) Iz

6.3 Estabilidad Asintética

. En esta seccién se estudiars la estabilidad del sistema (3.2) cuando es retroalimentado por la ley de
control lineal (6.2)-(6.4). Se utilizars el segundo método de Lyapunov para mostrar que si los coeficientes
positivos € y €9 se eligen menores que una cota especifica, podemos garantizar que el sistema en lazo
cerrado es asintéticamente estable.

Sustituyendo primero la ley de control equivalente (6.5) en el modelo mecanico dado en (3.2) obten-

emos la siguiente descripcién en lazo cerrado

§= 13,
. . a R R (6.6)
M(q) 4 +2(q,9) 4 +G(q) = &= + G(Ry) — pkoe(T— Ry) — 1k G,
. . — T T T
después definiendo el estado w como sigue: @ = [ (@=R)T ¢ QT O (@G- R)T }
Ahora se procederd a establecer el resultado principal de este capftulo el cual nos da condiciones

suficientes para poder garantizar que (6.6) es asintéticamente estable.

Teorema 6 El sistema en lazo cerrado (6.6) es asintdticamente estable (AS) si

Al ke > é ;— , €0 < min{2, A\ {P}},
A2 : l { Nk(), l_ﬂkO},
£ Bu
donde
¢ Ee = ki — eokge > 0 (67)

Consideraciones del Teorema anterior:

1) Note que se puede escoger el valor de o tan grande como sea el mfnimo de 2 o A\, { P}, P se escoge
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de acuerdo a las caracterfsticas internas de la ley de control (ver ec:(3.8)) i.e. entre m4s grande sean los
eigenvalores de P mds relajada sera la accién del estimador de estado.

2) Note que A.2 es la misma condicién del Teorema 6 del capftulo cuatro.

A continuacién se mencionard un corolario, el cual afirma que no solamente el sistema en lazo cerrado
(6.6) es asintGticamente estable en el sentido entrada salida, sino es internamente estable, i.e la ley de

control es estable respecto al punto de equilibrio w,.

Corolario 2 Bajo las mismas condiciones del Teorema 6, la ley de control lineal (6.1)-(6.4) es AS con

respecto al punto de equilibrio w,

En la siguiente seccién se presentardn algunas simulaciones digitales en las cuales se mostrars gréfi-

camente la convergencia asintética de los estados.

Conclusiones y Comentarios

En este capftulo se ha propuesto un reconstructor de estado usando un filtro de primer orden para
estimar la posicién y velocidad de la cadena cinemética cerrada de dos grados de libertad, estos estados
estimados son usados como entradas de la ley de control lineal con el objeto de estabilizar al MP2. El
reconstructor de estados depende de el pardmetro ¢ (relacionado con el filtro de primer orden) y los
pardmetros de la ley de control lineal. Las constantes € y ¢ determinan la estabilidad de el sistema de
lazo cerrado (ver Teorema 6 ), de la misma forma que en el capftulo cuatro se puede mostrar que el

sistema en lazo cerrado es exponencialmente estable pero en un sentido local.

Apéndice
Prueba del Teorema Principal:

Prueba: Este Teorema se probara en cinco pasos.

T
Primer Paso: Sea @ = [ (g - Rq)T i]T Or QT (- Rq)T ] y considere la siguiente funcién

V@) = V(@) + (@), (6.8)

Vi(@)=Vs(q) + B0+ V1(9) + Va(),

R ol T T (6.9)
Vo(w) = 2052 4 — #2500 2 4 Vo(Q); = (g — §)/eo
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Recuerde que : Vi es la energfa potencial gravitacional (ver 4.7)
V(@) = By () - Ep(Rq) — GT(Rq)(g ~ ¢(0)),
que satisface (ver (4.8)

- 2 2
~Bo — =35l < Vo) 5 By = 2Mygr + K, | R, - q(0)]) + Plegiia)

Tl T
Vi(q) = LHe, Va(q) = Hhkoe(d R;) (a=Rg)

b

Va(@) = [QT ﬁT]Pl:?;}

Q

Segundo Paso: Se mostrard que que 17(5) >0
Ya que por A.I se tiene pkge > 1y por la desigualdad (4.10) se garantiza V> 0, por otro lado
aplicando la desigualdad 2ab < a2 4 b? a la expresién de 172, se tiene:

~ = T T ~
V(@) = EO%:E_‘I - ezag_ﬂ + V5(Q);

peokeld]” _ meod’ 101 | wrnipya)?
2 D) - I 2c + 2 ’
> (ueso%;;:@o)"a” + (M'\m{P};E/"EO)”ﬁHQ,

entonces por A.1 y A.2 se garantiza que ‘72 > 0.
Tercer paso: Se proceders a calcular la derivada de (6.8).
Primero: Calculando la derivada de 171(5), usando fOT GT(q(t)) 4 (t)dt = E,(T) — E,(0) ver [26] y

el Lema 6 del capftulo cuatro, llegamos a lo siguiente:
' T T T T T,
Vi (@), = —pkie € §—pkoe ¢ (T— Ry) + 4“2 2 4 eqpko, ¢ q+uko: 4 (7- R). (6.10)

Segundo: Calculando la derivada de cada término de V;, usando (6.1) y notando que

i

— AT;;
peoke (451 = )= ke d §—pke

2T

—s d @ ) = o (0-08 4 g 0y, , (6.11)
" Ve @) = _quu:n ,
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Tercero: Sustituyendo (6.10) y cada término de (6.11)%en la expresién de 7, tenemos:

V @) = —uk. ,7"’ N B “‘"ﬁ“?”ﬁlr{ (6.12)

Cuarto paso: Se encontrard una cota superior para V. Aplicando que 2ab < (a? + b?) en la ltima
igualdad, tenemos:

@ < (- £ - ) il - 40 - (s - g

- 2
y i 813

usando A.I tenemos ‘7 (@) £ 0. Puesto que ‘7 es definida positiva y 17 es semidefinida negativa, por lo
que solo hemos probado estabilidad en el sentido de Lyapunov, i.e. el error de posicién y la velocidad
estdn acotados. T

Quinto paso: Finalmente la .AS del punto de equilibrio T, = (¢7 = RZ, 9=0, Qr = 0,0 =0, f =

Rf) se sigue del Teorema de LaSalles. En efecto, definiendo el siguiente conjunto méximo invariante:

S={w€R‘°

?(w)=0} ={weR1°|w= [ ¢ 00 0 cF ]
finalmente tomando cualquier trayectoria c que pertenece a S entonces de (6.6) tenemos
pkoe [|(¢ = Ro)ll = |G(c) — G(Ry)|l < Ke ll(c - Rl

ahora de A.2 tenemos pko. > K¢ y por lo tanto ¢ = R,. Por lo que, la tunica solucién que puede estar

en S para toda ¢ es el punto de equilibrio. Entonces el sistema en lazo cerrado es AS. a
Prueba del Corolario 2:

Prueba: Primero desarrollaremos la ec. (6.2) de la siguiente forma:

x1= —kix; + x2 — koZ - B %,

) R - (6.14)
X2= —kox1 — koBT + (ko — k10) 7,
estas ecuaciones son equivalentes a las siguientes dos ecuaciones de segundo orden:
%1 +k1 Xy +hoxy = =B (% +k1 & +ho)
(6.15)

Sz k1 Ko +hoxa = (ko — ki) (Z +h1 Z +ko?)
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Después procederemos a definir las variables auxiliares hy = x; + 8%, y ha = (ko — k18)Z — x. asf

podemos reescribir las dos iltimas ecuaciones como sigue

h1 +ky hy +kohy =0,

. . (6.16)
h2 +k1 he +kohe = 0.

Luego de (6.16) tenemos que hj, hy son Hurtwitz y por el Teorema6 tenemos que 7 es .AS. Por tanto x;
¥ X2 son AS. En forma similar, podemos mostrar que v es AS.
Finalmente como x y v son AS, concluimos que el control f; dado en la ecuacién (6.5) es AS con

respecto a el punto de equilibrio .. a
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Capitulo 7:

Conclusiones y Perspectivas

7.1 Objetivos Alcanzados:

En este trabajo de tesis se obtuvieron los siguientes objetivos:

Primero Objetivo: En el capitulo dos se estudiaron las ecuaciones cinematicas y dindmicas que rigen el
comportamiento mecénico de un manipulador paralelo de dos grados de libertad!. El principal objetivo
del capftulo dos ha sido introducir el modelo dindmico del manipulador en forma vectorial dado por
M 4+® ¢ +G = f, (ver las ecs. (2.12) a (2.16)) ,donde ¢ y ¢ representan las posiciones y velocidades
respectivamente, M es la matriz de inercia, ® es la matriz de Coriolis, G es el vector de gravedad y fa
es el vector de fuerza. Cabe mencionar que existe una dualidad entre los robots en serie y paralelo (ver
Lewis [22]) i.e. existe una analogfa entre las propiedades mecénicas de las estructuras paralelas y las
estructuras en serie. Por lo que la mayorfa de las propiedades discutidas en el capitulo dos (ver seccién
2.6) son anélogas en los robots en serie.

Segundo Objetivo: En el capftulo tres se mostré que la energfa cinética generada por la accién de
control lineal (ver ecs. (3.3) a (3.6)) esta uniformemente acotada por una constante que esta directamente
relacionada con las condiciones iniciales del sistema en lazo cerrado tales como posicién , velocidad y
estado inicial de la retroalimentacién dindmica. Este hecho es importante ya que nos permite considerar
al sistema en lazo cerrado como un sistema quazilineal i.e. como un sistema lineal variante en el tiempo o
como un sistema invariante en el tiempo con una dindmica no lineal (ver ec. (3.15)). Cabe mencionar que
en el trabaJo realizado por M. Bonilla S.y Salazar (ver [15]), se probé que el sistema en lazo cerrado era
exponencxalemente estable en forma local usando el hecho que la energfa cinética estaba uniformemente

acotada por una constante A(e) (ver ecs. 3.24 y 3.25 ); pero este hecho tenia el inconveniente que A(e)

Ya que ésta es la estructura bésica fundamental de una plataforma de Stewart de seis grados de libertad
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es inversamente proporcional al pardmetro de control €, por lo que se procedié en los siguientes capitulos
a tomar en cuenta las propiedades de pasividad de los sistemas Euler Lagrange para probar estabilidad
en lazo cerrado (ver [22],[5] y [36]).

Tercer Objetivo: El objetivo del capitulo cuatro fue estudiar la estabilidad del sistema en lazo cerrado,
la prueba fue realizada utilizando la propiedad P.{ ,i.e N =M (q)-2®(¢q,d) . Cabe mencionar que
aunque esta propiedad nos permite disenar leyes de control localmente robusto para manipuladores en
paralelo?. En la literatura existente {22],(17],[18],[19] ¥ [20] se han despreciado las fuerzas de Corilis
y Centrifugas con el objetivo de simplificar el modelo y el nimero de ecuaciones, en este trabajo se
ha preferido considerar a la plataforma de Stewart como tres tridngulos independientes? a fin de no
despreciar importantes términos que permiten trabajar a la plataforma de Stewart a grandes velocidades.
En base a P.4 se mostré la estabilidad asintética y bajo ciertas condiciones sobre los pardmetros de
control se mostré estabilidad exponencial en el sentido local; dicha vecindad esta determinada por las
condiciones iniciales del sistema en lazo cerrado(ver Teoremas 3 y 4).

Cuarto Objetivo: El objetivo principal del capitulo cinco fue encontrar condiciones suficientes para
poder garantizar acoplamiento a modelo del sistema en lazo cerrado en el sentido local, este hecho es
importante ya que nos permite considerar al sistema en lazo cerrado como un sistema lineal. Esto
permite aplicar algoritmos de control cldsicos para controlar fuerzas.

Quinto Objetivo: En el capitulo cinco se propone un esquema de control basado en la estimacién de la
velocidad a través de un reconstructor de estado de primer orden, la velocidad estimada se introduce en
la ley de control propuesta en el capitulos tres (ver ecs’.(3.3) a (3.6)), finalmente se mostré la estabilidad
del sistema en lazo cerrado. Este hecho es importante ya que nos permite el poder controlar al sistema

en lazo cerrado mediante la retroalimentacién de la posicién.

7.2 Bondades y Limitaciones

El algoritmo de control propuesto en el capitulo tres { ver seccién 3.3 ) tiene las siguientes bondades:
1) F4cil de implementarse fisicamente ya que la ley de control esta constituida por un control P.D.
prealimentado y posmultiplicado por una ganancia.
2) No es necesario conocer con exactitud los valores de las constantes relacionadas con la estructura
fisica del manipulador tales como K¢g, Ko y Kapm ,sino los valores que acotan estas ganancias, tampoco
es necesario conocer con precisién los valores de las matrices de disefo.

3) Es fécil de aplicar los Teoremas relacionados con la estabilidad y el acoplamiento a modelo. Ya

2i.e no es posible garantizar robustez en todo &l espacio.
34.e no es posible garantizar robustez en todo el espacio.
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que el problema se reduce a satisfacer un conjunto de desigualdades.

4) Siempre es posible escoger los polos del sistema y la rapidez de convergencia del error en lazo
cerrado i.e. dado los pardmetros fijos de control kg, k; y 3 siempre es posible encontrar el pardmetro ¢
tal que se pueda garantizar estabilidad asintética exponencial y acoplamiento a modelo ver los Teoremas
2,3,4y6).

Las limitaciones del esquema de control son las siguientes:

1) La principal limitacién consiste en que en muchos casos podemos tener saturacién en los actuadores
debido a las altas ganancias generadas por el pardmetro 1/e.

2) La ley de control lineal propuestas en el capitulo tres (ver ecs. (3.3) a (3.6) ) asume el conocimiento
sobre el vector de gravedad. En realidad este hecho puede ser resuelto afiadiendo la parte integral del

€rror.

7.3 Perspectivas

1) Incluir todos los términos que se generan cuando se propone un P.D. prealimentado i.e. esto es
considerar todas las dindmicas generadas y de esta forma evitar compensar el vector de gravedad "G(R,)”
(ver ecs. (3.5) y (3.7)).

2) Incluir el problema de cinem4tica inversa usando el hecho que se controlar4 la plataforma por medio
de tres triangular independientes sujetos a perturbaciones externas debido principalmente a interacciones

internas de sus fuerzas de Coriolis y centrifugas.
3) Disefiar una ley de control que incluya el control de fuerza, ya que la plataforma de Stewart estars

sujeta a interacciones externas como friccién entre superficies las cuales pueden crear vibraciones no

deseables.
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Capitulo 8:

Anexo
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