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Resumen. Los sistemas homogéneos son una generalizacién interesante de los sistemas lineales;
comparten con los lineales muchas de las propiedades que los hacen ttiles en el analisis de
sistemas mas complejos y, por otro lado, presentan dindmicas mas ricas. Se plantea en este
articulo una generalizacion del problema de Lur’e de estabilidad absoluta mediante el anélisis
de sistemas homogéneos. Se presentan, ademas, extensiones de las conjeturas de Aizerman y
Kalman, y la correspondiente generalizacion del Teorema del circulo.
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1. INTRODUCCION

Hoy en dia resulta clara la imposibilidad de construir una
teoria general de sistemas no lineales, lo que nos obliga
a centrar nuestra atencién en ciertas clases de sistemas
y desarrollar modelos y algoritmos de control adaptados
a cada clase. En este articulo nos enfocamos en la cla-
se de sistemas homogéneos, aunque el objetivo final es
modelar y controlar sistemas que no necesariamente sean
homogéneos. En cierto sentido buscamos ampliar algunos
de los aciertos que ha logrado la teoria de sistemas lineales
con respecto al modelado y control de sistemas fisicos
complejos que pudieran eventualmente ser no lineales.

La familia de sistemas homogéneos se presenta como
una alternativa interesante porque, por un lado, contiene
estrictamente a la clase de sistemas lineales y, por otro
lado, permite el andlisis de comportamientos realmente no
lineales mediante el uso de herramientas analiticas que se
han ido refinando con el paso del tiempo. En general, un
modelo homogéneo puede aproximar a un sistema dado
con un orden de precision mayor al de un modelo lineal.
Conviene usar modelos homogéneos cuando, por ejemplo,
trabajamos con sistemas no lineales cuyas aproximaciones
lineales no conservan propiedades fundamentales como
la controlabilidad o la estabilizabilidad, pero que si se
preservan en aproximaciones homogéneas de mayor orden.
Por otro lado, los sistemas homogéneos dan lugar a obje-
tivos de control més ambiciosos, como la estabilizacién en
tiempo finito, la cual no es posible dentro de un contexto
puramente lineal. Los controladores homogéneos, desarro-
llados dentro del marco del control por modos deslizantes,
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tienen también propiedades de robustez particularmente
atractivas.

Un resultado importante en teoria de sistemas lineales
nace del estudio de la estabilidad de un sistema lineal en
interconexioén con una funcién no lineal sin memoria, esto
es, del andlisis de la estabilidad de sistemas tipo Lur’e.
Cuando un sistema de esta naturaleza es estable para
toda una clase de no linealidades, hablamos de estabilidad
absoluta. Desde su planteamiento (Lur’e, 1944), el proble-
ma de Lur’e ha acaparado la atencién de la comunidad
de control, en parte porque permite analizar la estabilidad
de sistemas con incertidumbres o cambios en sus carac-
teristicas, en parte por sus conexiones importantes con
la teoria de pasividad y en parte por su rol en el diseno
de observadores no lineales. La estabilidad absoluta es,
sin duda, una propiedad importante que ha permeado
la literatura en el a&mbito del control automatico y cuya
extension a sistemas mas generales resulta sumamente
atractiva.

Este articulo esta organizado del siguiente modo: la Sec-
cién 2 provee de informacién necesaria para el resto del
trabajo. La Seccién 3 plantea de forma breve la genera-
lizacién de las bien conocidas conjeturas de Aizerman y
Kalman, a manera de motivacién. La Seccién 4 contiene
una version generalizada del criterio del circulo, y un
ejemplo de su aplicacién se muestra en la Secciéon 5.
Finalmente, se presenta la conclusion del articulo en la
Seccién 6.

2. PRELIMINARES

A continuacién presentamos los conceptos de funcién ho-
mogénea, campo vectorial homogéneo y funcién de Lya-



punov homogénea. A lo largo de este articulo, el término
homogéneo hace referencia al concepto de homogenei-
dad ponderada (Sepulchre, 1996; Bacciotti, 2006; Griine,
2000). Comenzamos definiendo el concepto de dilatacion.

Definicién 1. (Dilatacién) A un mapa

orx = (eMxy,...,emx,) T,
Ve>0, VaxeR"\{0}
se le llama dilatacién sobre R”, donde r = (ry,72,...,7,)7
y0<r <oo,i=1,2,...,n. A los valores de r; se les

conoce como pesos de las coordenadas.

Definicion 2. (Funcién Homogénea) Se dice que una fun-
cion h : R® — R es homogénea de grado ¢ € R con
respecto a ., esto se denota h € H,, si

h(6lz) = e h(x).
Definicidn 8. (Sistema homogéneo) Un sistema

&= f(z,u) (1)
donde u € R™ es el vector de entrada y © € R™ es el
vector de estado, m < n, se dice homogéneo de grado
7 con respecto a las dilataciones §Jx y diu o, de forma
equivalente, f € n_, si

f(Olx,05u) = 7oL f(z,u). (2)

Note que un campo vectorial f(z,u(z)) = 27, fj% es
homogéneo de grado 7 si y solo si cada componente f; es
una funcién homogénea de grado (7 + ;) con respecto a
la dilatacién §7x. Por lo tanto, en particular, un campo
vectorial lineal (como en el sistema lineal & = Az + Bu)
se dice que es homogéneo de grado cero con respecto a la
dilatacion estandar (esto es r = (1,1,...,1)7T).

A continuacion, se define el concepto de funcién de Lyapu-
nov homogénea y el teorema que garantiza su existencia
cuando un sistema homogéneo es asintéticamente estable.

Definicion 4. (Funcién de Lyapunov homogénea) A una
funcién (homogénea) C! propia y definida positiva V' :
R™ — Ry se le llama funcién de control de Lyapunov
(homogénea) para el sistema (1) si 3u € R™ tal que
VV(x)f(x,u) <O0.

Teorema 1. [Rosier (1992)] Sea f(x,u(x)) un campo vec-
torial continuo sobre R™ tal que el origen es un punto de
equilibrio asintéticamente estable. Suponga que f € n_,
para algin r € (0,00)". Entonces, para cualquier entero
positivo p y cualquier m > p-méx;{r;}, existe una funcién
de Lyapunov homogénea V' € H,, para el sistema (1) que
es de clase CP. Como consecuencia directa, la derivada
con respecto al tiempo V = VVfeHnsr.

3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

De manera significativa, el progreso para resolver el pro-
blema de Lur’e de estabilidad absoluta se relaciona con
algunas conjeturas que han sido planteadas pero que
permanecen sin confirmar o que han sido rechazadas me-
diante contraejemplos, pero que han influido para alcan-
zar la solucién del problema. A manera de recordatorio,
escribimos la formulacién de las conjeturas de Aizerman
y de Kalman.

Considere el siguiente sistema en interconexién (Sistema
de Lur’e).

& = Az + Bu, (3)
y=Cx+du (4)

donde z € R™, u € R e y € R son, respectivamente, los
vectores de estado, la entrada y la salida. Los valores de A,
B, C y d son constantes. La conexién de realimentacién
(5) estd dada por una funcién no lineal sin memoria que
satisface una condicidn de sector, esto es ¥ € [k1,ka], v
se dice que v pertenece al sector [ki, k2], si satisface

[W(t,y) = kryl [(t,y) —koy] <0 VEER,, Vye R,@

donde k1, ko son tales que ky > kq.

El sector también puede estar definido por [k, o0] si
yW(ty) —kyl =20 VteRy, VyeR (7

Considere ahora una funcién lineal en el sector [k1, k2], en
lugar de la funcién no lineal (¢, y) en el sistema (3)-(5):

’L/)(tay) = ky? k € [klak2]'

Suponga que el sistema obtenido de este modo es estable
asintéticamente sin importar la eleccién de k € [kq, ko).
La conjetura de Aizerman (1949) establece, de forma
resumida, que el sistema en lazo cerrado es absolutamente
estable, esto es, que el origen es estable asintéticamente
de manera global y uniforme para cualquier no linealidad
¥ en el sector [k, ke]. Como es bien sabido, la conjetura
es falsa. Sin embargo, es importante desde el punto de
vista tedrico, pues nos lleva naturalmente a preguntarnos
‘., Qué propiedades adicionales debe satisfacer el sistema
lineal para que la conjetura sea cierta?’.

Por otro lado, hacemos un recordatorio de la conjetura
de Kalman (1957), la cual, grosso modo, establece que el
sistema (3)-(5) es absolutamente estable si se cumplen las
siguientes condiciones:

K.I. La funcién ¥(y) es diferenciable y es tal que
k1 <'(y) < ka.

K.II. Todos los sistemas lineales con ¥(y) = ky,
k € [k1, ko] son estables asintéticamente.

De nueva cuenta, los contraejemplos encontrados (para
n > 2) prueban que esta hipétesis es falsa. Sin embargo,
tanto ésta como la conjetura de Aizerman permitieron
tener un punto de partida en la busqueda de la solucién
al problema de estabilidad absoluta del sistema (3)-(5).

La solucién del llamado problema de Lur’e, probar que
el punto de equilibrio del sistema en interconexién es
absolutamente estable, se ha buscado mediante métodos
de distinta naturaleza, desde los que se basan en enfoques
frecuenciales (Popov, 1961), pasando por los que hacen
uso de funciones de Lyapunov para trasladar el problema
a uno de naturaleza algebraica (Kalman, 1963; Yakubo-
vich, 1962), también los hay basados en céalculo variacio-
nal (Liberzon, 1979, 1989), por citar algunos ejemplos.
La investigacién en torno a la estabilidad de sistemas
homogéneos también ha hecho uso de herramientas ma-
temadticas variadas; la que concierne a este articulo es el



enfoque de funciones de Lyapunov, puesto que se busca
sentar las bases para llevar la extensién homogénea del
problema de Lur’e a un problema algebraico.

3.1 FEaxtension homogénea del problema de Lur’e

0 +-u

Sistema Yy
Homogéneo

¢(t7 )

Figura 1. Extensién homogénea del sistema de Lur’e.

Considere una generalizacién del sistema de Lur’e (3)-(5):

&= f(z)+g(2)u, (8)
y = h(z) + d(z)u 9)
u=—v(t1y) (10)

como se muestra en la figura 1, donde z = (z1,...,z,) €
R™ representa los estados del bloque del sistema ho-
mogéneo, mientras que u e y, la entrada y salida del mismo
sistema, respectivamente, son escalares. Adicionalmente,
se considerard el caso d(x) = 0. El campo vectorial (8) se
considera continuo en x y homogéneo de grado 7 € R con
respecto a las dilataciones 6.z y e°u.

Note que, dado que el sistema es afin en la entrada, se
requiere que el campo f(z) en (8) sea elemento de n, y
que g € n,._,. Por otro lado, h(z) en (9) se considera
una funcién continua y homogénea de grado o # 0 con
respecto a 6Lz (h € Hy,).

Por tltimo, la conexién de realimentacién (10) estd dada
por una funcién continua, no lineal y sin memoria que
satisface una condicién de sector homogéneo.

Como se ha visto, la conjetura de Aizerman busca, a
partir de analizar la estabilidad de una familia de sistemas
lineales, concluir sobre la estabilidad de una familia de
sistemas no lineales. Del mismo modo, propondremos
la condicion de sector homogéneo de manera que, si
hiciéramos

V(ty) =vo(y), VER, (11)

el sistema (8)-(10) preservarfa el mismo grado de homo-
geneidad, 7, con respecto a la misma dilatacién, d.z.

Una condicién para preservar la homogeneidad de grado
7 de (8), dado que g € n,._,, es que la entrada como
funcién del estado u(x) sea elemento de Hys. De (10) y
(11) se tiene

u(0iz) = —v¢(h(dix)) = —7d(”h(2)),

entonces, ¢ tiene que ser homogénea de grado s/o, o # 0,
con respecto a € > 0, para asi obtener

u(0lz) = —y(h(67x)) = —yp(e”h(x))
= —()"7y(h(x)) = —e*vd(h(x)) = *u(x).

Definicion 5. (Condicién de sector homogéneo). Sea
P : Ry xR —=R.
Se dice que 9 pertenece al sector homogéneo
w [k1, kalg, st (t,y) satisface

[(t,y) — k1od(y)] [ (L, y) — kag(y)] <0
VteRy, VyeR, (12)

donde k1, ko son constantes que satisfacen ki < ko,
y ¢ es homogénea de grado s/o, o # 0, con respecto
ae>0.

w [k1,00]4, si (¢, y) satisface

o(y) [W(t,y) — kio(y)] >0
VteRy, VyeR. (13)

Definicion 6. (Estabilidad absoluta.) Suponga que % en
(10) satisface una condicién de sector homogéneo. El
sistema (8)-(10) se dice absolutamente estable si el punto
de equilibrio en el origen es estable asintéticamente de
manera global y uniforme para cualquier no linealidad en
el sector homogéneo dado.

Con estas definiciones, se puede establecer una extensién
de la conjetura de Aizerman para el sistema (8)-(10).
Esta indica que el origen del sistema es absolutamente
estable para todas las funciones no lineales 1 (t,y) en el
sector homogéneo [ki, kz]y si es asintéticamente estable

para ¢(t,y) = vo(y), v € [k1, ka].

Del mismo modo, una extensién de la conjetura de Kal-
man al caso homogéneo queda como sigue:

El sistema (8)-(10) es absolutamente estable si se cumplen
las siguientes condiciones:

KH.I. La funcién 9(y) es diferenciable y es tal que
k' (y) < ¥'(y) < k2t (y).

KH.II. Todos los sistemas homogéneos con (y) =
vé(y), v € k1, ko] son estables asintGticamente.

Dado que ambas conjeturas son falsas en el caso lineal, y
el caso lineal es un caso particular del caso homogéneo,
sabemos que tales condiciones no son suficientes para
garantizar la estabilidad absoluta pero, de manera similar
al caso cldsico, nos llevan a una pregunta importante:
‘. Qué propiedades adicionales debe satisfacer el sistema
homogéneo para que el sistema (8)-(10) sea absolutamen-
te estable con 9 en el sector homogéneo [kq, k2p?’

4. TEOREMA DEL CIRCULO HOMOGENEO

Uno de los resultados més importantes en la buisqueda por
la solucién al problema de Lur’e es el lema de Kalman-
Yakubovich-Popov, el cual establece condiciones algebrai-
cas para la positividad real de sistemas lineales que, a
su vez, es condicién suficiente para que la interconexién
entre estos sistemas y una realimentacion negativa de no
linealidades en el sector [0, oc] sea absolutamente estable.
Para los sistemas no lineales afines en la entrada, el
resultado de Moylan (1974) nos sirve de inspiracién para
presentar el resultado principal.

Proposicion 7. El sistema (8)-(10) es absolutamente es-
table si



(i) ¥ € [k1,00]p y existen la funcién de Lyapunov ho-
mogénea V(z) (la cual, de acuerdo con la definicién
4, es propia, definida positiva y de clase C') y una
funcién real I(x) tal que I?(z) es definida positiva,
que satisfacen las ecuaciones

VV(x) (f(z) = kig(z)¢(h(z)) = —1*(z)  (14)

VV(z)g(z) = o(h(x))  (15)

(ii) v € [k1, ka]g, con k = kg —k;q, y existen la funcién de

Lyapunov homogénea V (), una funcién real I(z), tal

que [?(x) es semidefinida positiva, y P(z), definida
positiva, que satisfacen

VV(2) (f(z) = kig(z)¢(h(z)) = ~1*(z) — P(x)(m)

VV(z)g(x) = ko(h(x)) — 2i(x)
(17)

Demostracién.

(i) Se observa que, bajo la transformacién de lazo mos-
trada en la figura 2, ¢ € [ky,00]y implica ¢ —
k1¢ =1 € [0,00]4, v el sistema H estd dado por

& = f(x) + g(x)u = f(z) = kag(x)p(h(z)) + g(z)u
y = h(z)
— i_ _________ 1 _
+ + Sistema | y
- 2 Hom. | "
| :
: ky ¢() D Ij[ :
S —— ;
|
ﬁi i) :
| -
| .
: k(- ) I Y(t-)
o e e e = |

Figura 2. Transformacién de lazo para el caso en que
e [kl, oo]¢'

Al usar V como una candidata a funcién de
Lyapunov homogénea, se obtiene

V = VV(2)(f(2) — kig(2)¢(h(x))) + VV(2)g(x)u

= —1*(x) — ¢(y)(t, 7).

Debido a que ¥ € [0, 0], @(7)d(t5) = 0, por lo
tanto V < —I2(x) < 0. Esto, junto con el hecho
de que la funcién V es propia, nos permite concluir
que el origen del sistema en lazo cerrado es estable
asintoticamente de manera global y uniforme, en
otras palabras, absolutamente estable.

(ii) La transformacién de lazo mostrada en la figura 3

resulta en 9 € [0,00]4, y el sistema H queda como

&= f(x) +g(x)u
= f(x) = kag(z)o(h(x)) + g(x)u
¢(y) = ko(h(x)) +u

Sistema
Hom.

_______________ H |
_________________ .
o) J Fik) :¢(.)+

|

|

Figura 3. Transformacion de lazo para el caso en que
¢ € [kla k2]¢'

Al utilizar V' como funcién homogénea de Lyapu-
nov, se obtiene

V =VV(z) (f(z) ~ kig(2)¢(h(2))) + VV (x)g(z)a
= —1*(z) = P(z) + (6(7) — a — 2(x))a

= —(I(2) + w)* = P(z) — ¢(§)¥(t, ).

t
De nueva cuenta, ¢(g)¥(t,5) > 0, entonces V <
—(I(z) +@)? — P(z) < 0. Por lo tanto, al ser V
una funcién propia, el sistema en lazo cerrado es
absolutamente estable.

Se debe notar que la funcién homogénea de Lyapunov
es desconocida, pero que las condiciones presentadas en
la proposicién anterior y las descritas en el teorema 1
facilitan la bisqueda de la misma.

Note que V € H,, y g € n,._, implican s = m + 7 — s,
entonces m = 2s — 7. Si m > pméxi<;<n{ri}, p € Z,
se puede construir V' de manera que sea de clase CP. En
general, es suficiente que p = 1.

Una vez que se ha definido el valor de m, es posible pro-
poner funciones homogéneas definidas positivas y probar
si satisfacen las condiciones para estabilidad absoluta. El
proceso puede hacerse iterativo de no cumplirse todas las
condiciones agregando términos cruzados de los estados
sin hacer que se pierda las propiedades de V' (homogénea
de grado m y de clase C1).

La estrategia para garantizar la positividad definida de
V' y la negatividad definida de V se delinea en Sanchez
(2014) para una clase de sistemas homogéneos conocida
como formas generalizadas. Note ademds que ¢, y en con-
secuencia ki y k2, no estan determinadas de forma tnica,
por lo que es posible utilizar esta funcién homogénea como
pardmetro de diseno.



5. EJEMPLO

Ejemplo 1. Considere el sistema

1 = —al|z1]|” + 22, (18)

iy = bl 4 u (19)

y = h(z) = x5 (20)

u=—¢(ty), € ko0l (21)

oy) = Ly (22)

donde |-17 = | - |%sign(-), p € R, a,b > 0. El subsistema

(18)-(19) es homogéneo de grado 7 = (p — 1)/p con pesos

de homogeneidad
1
(Tl,TQ) = <71> )
P

s = (2p — 1)/p. Se observa que, dado que h(x) € Hy, y
o=1,¢ € Hy/o—,. Ademas, se puede verificar que el
sistema en lazo cerrado que satisface ¢ = ¢, v € [k1, 00)
también es homogéneo de grado 7 con respecto a los
mismos pesos de homogeneidad.

Este sistema, para el caso p = i es el algoritmo Super
Twisting (Levant, 1993), el cual tiene propiedades de
robustez, exactitud y convergencia en tiempo finito, y ha
servido de base para la construccién de controladores, ob-
servadores (Davila et al., 2005) y diferenciadores (Levant,
1998) en el marco de los algoritmos por Modos Deslizantes
de Orden Superior.

Se desea saber para qué valores de ki el sistema (18)-
(22) es absolutamente estable, es decir, determinar el
sector homogéneo [k1, 0], tal que las funciones no lineales
1 € [k1,00]4 no destruyan la estabilidad. Utilizando la
condicién (15), se tiene

0 2p-1
VVg— aixzv— |_.1321 po

Por lo tanto,

V= /\_xﬂ o dzy = v(x1) +

3p—1
P,

P
Sp_l\l"z\
3p—1

V es una funcién homogénea de gradom = 2s—7 = ===

por lo tanto se elige v(z1) = 3po‘—71|951|3"_1, a > 0, para
que V sea definida positiva, esto es,

p 3p—1
_1‘562‘ £

«
V = 7‘x1|3p71 +
3p

3p—1 (23)

Ademés, para garantizar que V sea de clase C*, se debe
cumplir m > méx{%, 1}, por lo tanto

3p—1 ) {1 } 2
>méx<s —, 1, = p> -
p p 3

Al calcular [%(z) en (14) se obtiene
VV(z)(f(x) — kig(x)d(h(z))) .

= —aa|x1\4”_2 + aLx1]3p_2m2 — beﬂQ"_l BN

_ k1|x2|4pp_2

b/2 _
= (55 L) o+ ol e,

Donde XT = (Lxl]%*l |z2] 2
dad de Young (si u y v son nimeros reales no negativos y
Py ¢ son reales positivos tales que 1/p+1/q = 1, entonces
uv < % + %) con el propésito de encontrar una condicién
suficiente sobre k1 para que [%(z) sea una funcién definida
positiva. Entonces se obtiene

VV(2)(f(x) = k1g(2)¢(h(x))) = ~1*()

-2
a(a— 3p ) b/2

b/2 ey —
/ LYy o

). Se utiliza la desigual-

Para asegurar estabilidad absoluta, la matriz en la de-
sigualdad anterior debe ser definida positiva. Esto es, se
satisfacen las siguientes desigualdades

3p—2

. .. 2
Es decir, las condiciones a > 3 2 P>3Y

b2p
k 24
1>\/4ap—2a—3p+2 (24)
garantizan la existencia de una funcién I(z) tal que
VV(2)(f () = krg(2)d(h(2))) = —1*(z) <0, = #0.

Por lo tanto, con la funcién homogénea de Lyapunov
Via) = == lo 77 + a5
3p—1""1 3p—1"7
se puede concluir que el sistema (18)-(21) es absolutamen-
te estable para 1 en el sector homogéneo [k1, 00}y, con kq
que satisface (24).

De manera similar, se puede llegar a las mismas condi-
ciones sobre k1 y a buscando satisfacer (16) y (17). Al

usar o p
V = 3p—1
3p_1|5€1| +ﬂ3p_1

3p—1

|2
como funcién homogénea de Lyapunov, se busca que

VV (f = kag(@)e(h(x))) + 1P (z) =

donde

—P(z) <0,

i) = 5 (ko(h(x)) ~ VVg(a)),

y se llega a la siguiente desigualdad lineal matricial

o a—3p_2
4p —2

b3/2

b3 /2

P 1 2
-2 1k=P

> 0,
klﬁ—a

(25)



la cual, de cumplirse, garantiza la estabilidad absoluta del
sistema (18)-(22) y, como es de esperarse, la estabilidad
absoluta del mismo sistema con la no linealidad ¢ (¢,y) €
[k1, k2] para cualquier ko > ky.

Se puede verificar que cuando se satisfacen las condiciones
a > iﬁ%g, p > 2y (24), la condicién (25) también se
satisface, por lo que los resultados son consistentes.

6. CONCLUSION

El problema de estabilidad absoluta para sistemas ho-
mogéneos en interconexién con no linealidades en un
sector definido fue presentado y una solucién inspirada en
el bien conocido criterio del circulo fue propuesta. Merece
la pena hacer mencién de que el enfoque de encontrar
funciones de Lyapunov para probar la estabilidad de esta
clase de sistemas se presenta como una solucién viable
debido al teorema converso presentado en el articulo. Esto
es a pesar del hecho de que la homogeneidad es una pro-
piedad geométrica de los sistemas y tradicionalmente las
pruebas de estabilidad para sistemas homogéneos hacen
uso de este hecho (y no mediante funciones de Lyapunov).

El ejemplo presentado permite concluir estabilidad abso-
luta para sistemas de diversa naturaleza. Por ejemplo,
si el sistema homogéneo es asintéticamente estable y
2/3 < p < 1, entonces se estabiliza en tiempo finito. Esto
compensa el hecho de que no los criterios de estabilidad
absoluta presentados no son concluyentes para el caso
p = 1/2, correspondiente al algoritmo de Super Twisting.

Ademds, el resultado presentado incentiva la busqueda
de una funcién de Lyapunov general que permita, de una
manera sistematica, concluir sobre la estabilidad de esta
clase de sistemas mediante herramientas algebraicas.
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