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Resumen

Para resolver el problema de control descentralizado
se propone la combinacién de dos técnicas robustas:
modos deslizantes y control H,. Se plantean con-
diciones de suficiencia para la resolucién de dicho
problema. Para el caso de los modos deslizantes in-
tegrales se demuestran dos proposiciones; con ellas se
fija la superficie deslizante, un parametro que en la
literatura se ha considerado libre. Las proposiciones
muestran que la ganancia introducida en la perturba-
cién desacoplada es minima y que dicha ganancia es
unitaria. La aplicacién de estos resultados se extien-
de fuera del contexto del control descentralizado.

1. Introduccion

1.1. Motivacion

Los sistemas de gran escala pueden requerir el uso
del control descentralizado cuando alguna o varias
de las siguientes dificultades ocurren

1. El sistema se encuentra ampliamente distribui-
do en el espacio, por lo que la transferencia de
informacién es costosa (v.gr. sistemas de poten-
cia);

2. la implementacién de una ley de control cen-
tralizada es dificil, o incluso imposible debido a
la estructura descentralizada del sistema (v.gr.
control de trafico aéreo y terrestre);

3. la complejidad en el analisis y diseno, debida al
orden del sistema, puede reducirse al separar el
sistema en varios subsistemas (v.gr. estructuras
flexibles con muchos grados de libertad);

4. el criterio de diseno es robustés respecto a per-
turbaciones estructurales, en las que los subsis-
temas se desconectan y vuelven a conectar mien-
tras el sistema se encuentra en operacién.
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En términos generales, el problema de control des-
centralizado es el de encontrar un conjunto de con-
troladores en los que la informacion esté sujeta a una
restriccién: la informacién disponible en cada esta-
cién de control es sélo un subconjunto de las varia-
bles de medicién. Los controladores se disenan para
estabilizar un conjunto de subsistemas interconecta-
dos, los cuales componen el sistema total.

Al igual que en el caso centralizado, se han propues-
to diversas estrategias para resolver el problema. Por
ejemplo, asignacién de polos [1, 2]; o control Gpti-
mo [3, 4]. Estos enfoques, aunque resuelven las difi-
cultades 1 y 2, no atacan las dificultades 3 ni 4, pues
en alguna etapa del diseno, se requiere la resolucion
de un conjunto de ecuaciones simultédneas de (al me-
nos) el mismo orden que el sistema; estas técnicas
asumen ademas, que la estructura del sistema es fija.
El enfoque de este texto es el del control robusto, es
decir, tratar cada subsistema de forma independiente
y considerar a las interconexiones como perturbacio-
nes. Para tratar dichas perturbaciones, se propone la
combinacién de dos técnicas robustas, modos desli-
zantes y Hoo [5].

1.2. Planteamiento del Problema

Considérese un sistema descentralizado, lineal e in-
variante en el tiempo, con v estaciones de control

+2Aij%‘(f), i=1,2,...,v (1)
j=1

donde z;(t) € R™ es el vector de estado y u;(z;,t) €
R™i es la accion de control de la java estacién en el
tiempo t € R. Nétese que u; satisface la restriccién
de informacién, depende solamente de x;. A; y B; son
matrices de dimensién apropiada. Z;’Zl A;jx; repre-
senta la influencia de las demads estaciones, donde las
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A;; son, una vez mas, matrices de dimensién apro-
piada. AB; € R™i*™i representan incertidumbres en
las matrices B;. (I + AB;) = (I + AB;)T > 0.

El objetivo es disenar cada una de las leyes de control
u; de tal forma que el sistema (1) sea semi-global y
asintoticamente estable.

Supuesto 1 rank(B;) = m,.

Se considerard al sistema (1) como un conjunto de
sistemas perturbados

& (t) = Aizi(t) + Bi(I + AB;)ui(xs,t) + ¢4(x),
i=12,...,v (2)
donde z, el estado completo, se define como

v [o] o ... xZ]T,

y los sistemas nominales son

.’El(t) :Ale(t)—&—Blul(x“t), 1= 172,...71/ (3)

Supuesto 2 Cada uno de los sistemas nominales
en (3) es global y exponencialmente estabilizable por
medio de controles nominales u; = ug;(x;,1).

Las perturbaciones ¢;, que resultan de las intercone-
xiones, se definen entonces como

¢Z($) = ZAUI'](t) = Ail',
j=1

Ai = [Azl Aw] . (4)

Supuesto 3 El estado inicial z(tg) se encuentra
acotado por una constante conocida q, ||x(to)|| < q.

Con los supuestos anteriores en mente, podemos re-
formular el problema de la siguiente forma: disenar
v leyes de control para los sistemas nominales (3),
de tal forma que las perturbaciones (4) y las incerti-
dumbres no afecten la estabilidad del sistema (1)

1.3. Contribuciones del Trabajo

Se establecen condiciones de suficiencia para la solu-
cién del problema planteado arriba. Dichas condicio-
nes se proporcionan para el uso de modos deslizantes
convencionales e integrales. Como en el caso del con-
trol Heo clasico, las condiciones estéan en funcién de
la existencia de soluciones a ecuaciones de Ricatti.
En los textos sobre modos deslizantes integrales se ha
considerado generalmente que la superficie de desli-
zamiento es un parametro libre. En este trabajo se
optimiza este pardmetro en términos de la ganan-
cia introducida en la perturbacién desacoplada y se
muestra que para el minimo, dicha ganancia es igual
a 1. Este resultado es de interés general, pues puede
aplicarse en cualquier situacién en la que se utilicen
modos deslizantes integrales.
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2. Antecedentes

2.1. Modos Deslizantes

Considérese un sistema lineal e invariante en el tiem-
po

& =Ax+ B(I + AB)u + ¢. (5)
La perturbacién ¢ puede separarse en dos compo-
nentes

¢ = BB*¢+ B+ (BL)To.
donde B7 es la pseudo-inversa de B, es decir, BT =
(BTB)"'BT y B+ € ®*(»™™) es una matriz cu-
yas columnas generan el espacio complementario de
span(B), es decir: " = span(B)@®span(B~). La pri-
mera componente, al igual que la incertidumbre AB,
entra por el mismo canal que el control y se dice que
satisface la condicion de acoplamiento; la segunda
componente se encuentra desacoplada.
Un control por modos deslizantes conduce el esta-
do del sistema hacia una superficie de conmutacion
(o deslizante) y lo restringe de ahi en adelante. El
movimiento del sistema en dicha superficie, llamado
modo deslizante, es robusto respecto a incertidum-
bres y perturbaciones acopladas al control.
El diseno de controladores basados en modos desli-
zantes consta normalmente de dos pasos. El primero
es determinar una superficie de conmutacién

ST(JL‘) = [51($) sm(z)} (6)

tal que las trayectorias a lo largo de ella sean esta-
bles. El segundo paso es disenar una accién de control
discontinua

{ uf (z,t) si

s(z) =0,

si(xz) >0

i) <0 1=1,....m

u; (x,t) si
que garantice que el estado del sistema alcance la

superficie y permanezca en ella.

2.1.1. Modos Deslizantes (MD)

En el caso MD, conviene descomponer el estado me-
diante la transformacién (invertible)

T B B BJ_+

e 0[]
En el nuevo sistema de coordenadas
| [An Al [T 0

- b ] Bosons

0| H+ Il Loy

+MB ¢+MB 5,

con

|:A11 A12

=TAT .
Az A22]



Si se disena la superficie como

s(x):—Kﬁcl +Zo=0 = 1Iy=K2,
entonces puede utilizarse T, como control virtual
para estabilizar el sistema de orden reducido z; =
A11Z1+A12To+ B ¢. La matriz K puede obtenerse
utilizando cualquier técnica de control lineal (asigna-
ci6én de polos, control éptimo, etc.). Naturalmente se
requiere la controlabilidad (o al menos la estabiliza-
bilidad) del subsistema. Cabe mencionar que la con-
trolabilidad de {A, B} implica la de {A;1, 412} [6, p.
80].

Para atraer y mantener al estado en la superficie des-
lizante se propone el uso del control unitario.

_ s
u=—(a|z| + ao)m.

Para verificar la atractividad de la superficie se puede
utilizar la funcién de Lyapunov V = |[s]|?/2, cuya
derivada con respecto al tiempo satisface

vV < (H [KAH — Ay KA — Azz] 56” +
+||KB* ¢+ B¢l -
~ Auin(I + AB)(al] + ao) ) ]|
Sélo resta elegir a y o suficientemente grandes (pero
finitas), de tal suerte que V sea negativa definida.
Utilizando el método del control equivalente [6] se

obtiene la dindmica del sistema en la superficie des-
lizante

1 = (A +ApRK)Z, + BT (7a)

fg = Kz, (7b)

de donde se observa la reduccién en el orden de
las ecuaciones de movimiento y la insensibilidad a
perturbaciones e incertidumbres acopladas.

2.1.2. Modos Deslizantes Integrales (MDI)

En el caso MDI se propone un control
U = Ug + U7-

ug se disena como una accién de control continua pa-
ra estabilizar al sistema nominal & = Ax 4+ Bug y uy
como una accién discontinua para atraer y mantener
el estado del sistema en la superficie de conmutacién

s(z,t) =G {x(t) —x(tp) — /t(Ax + BUO)dT] ;

to

G se escoge de tal suerte que GB sea no-singular.
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El control discontinuo puede disenarse utilizando la
misma técnica del control por unidad
(GB)T's(z,t)

R (7 L] |
Una posible seleccién de p(x) es

|ABug| + [|(GB)~'G|||¢|
> .
p(x) - = Amin(l + AB)

Esta ley de control garantiza la atractividad de la su-
perficie, lo cual puede verificarse utilizando la misma
funcién de Lyapunov que en el caso MD; de hecho,
si las condiciones iniciales se conocen con precision,
s = 0 estd garantizado desde el instante inicial tg, lo
cual a su vez asegura la propiedad de robustés para
todo t > tg.

Sustituyendo el control equivalente en las ecuaciones
de movimiento (5) se obtiene

i = Az + Bug + [I — B(GB)™'G|B*B*T¢ (8)

2.2. Control H.,, en el Espacio de Es-
tados

El diagrama de bloques mas general de un sistema
de control es [7]

z w

=t

donde a Ge se le llama la planta generalizada y K
es el controlador. La salida z es un variable de pena-
lizaciéon que podria por ejemplo, contener una senal
de error; y se compone de las mediciones disponibles;
u es la entrada de control y w contiene todas las en-
tradas externas, incluyendo perturbaciones, ruido en
los sensores y senales de referencia. La funcion de
transferencia de w a z se denota T,,.

La norma H ., definida en el domino de la frecuencia
de una matriz de transferencia estable G(s) es

1G ()]0 = SUP Omaz |G (7))

El problema de control H., puede plantearse de la
siguiente forma: encontrar un controlador K tal que
[Tew oo < 7-

La norma H., en el dominio de la frecuencia y la
norma Lo inducida (truncada) de un sistema lineal
en el dominio del tiempo son equivalentes [8]. Si se
satisface || Ty |0 < 7, entonces

T T
/ 2T (s)z(s)ds < ’yz/ w? (s)w(s)ds VT > 0.
0 0



Esta equivalencia permite entender el problema de
Hso en términos de atenuacion de perturbaciones,
determinar la estabilidad en términos de funciones
de Lyapunov y generalizar los conceptos de Ho, a
sistemas no-lineales.

La planta generalizada puede escribirse en el dominio
del tiempo como

& = Ax+ Byw+ Bou
z = Ciz+u
y = Cor+w.

La solucién al problema general [9] requiere la resolu-
cién de dos ecuaciones de Ricatti. Aqui se considera
unicamente el caso en el que se dispone del estado
completo. En este caso, se requiere resolver tunica-
mente una ecuacién de Ricatti. El siguiente lema es
una version simplificada de los resultados obtenidos
en [8, 9]. Una versién similar se encuentra también

en [5]

Lema 1 Si existe una matriz real, simétrica, positi-
va definida X, que satisfaga la ecuacion de Ricatti

XooA+ AT X oo — Xoo(B2B] — v 2B1B{ )Xo +
+CfCi=0 (9)

entonces la funcion de Lyapunov V = 2T X o2 cum-
ple con

V < —[Cral® = ful® + 4 ||w]?

cuando el control toma la forma v = —BI Xz =
Foox.

Prueba:
V =a2T(ATX oo + XooA — 2X o BaBY X ) +
+ wTBfXOOx + 2T X Biw. (10)
Sustituyendo (9) en (10) se obtiene
Vo= —lCwz]? ~|lul® -
— v ?2" (Xoo B1B{ Xoo)z +
+wT B Xz + 27 X oo Biw
Notando que

2

BT X
Hlix —yw| = V_QxTXooBleXoox —
v
— 2T X Biw — wTBonox + fyszw
se verifica
Vo= —[Cz|® — [ul® -

2
+ 7 lw]|?

HBlTXOOx
B e k- P
v

< Gl = flul® + 4% lw]® =
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Noétese que una condicién necesaria para que se cum-
pla (9) con X, > 0, es que el par {A, By} sea con-
trolable.

3. Control Descentralizado por
Modos Deslizantes

Como se vio en la Seccién 2, un sistema controlado

por modos deslizantes es insensible a perturbaciones

acopladas pero sensible a perturbaciones desacopla-

das. La idea central es combinar los modos deslizan-

tes y el control H, para eliminar las perturbaciones
acopladas y atenuar el efecto de las desacopladas.

3.1. Modos Deslizantes

Teorema 1 Considérese el sistema de control des-
centralizado (1) y una matriz T definida como

T:dlag(Tz), T1=|:é+:|, 221,71/

Si existe un vector y = [n Y] tal que ||v]|* <
)\min(TTT) y para el cual existen soluciones reales
positivas definidas a las ecuaciones de Ricatti

XiooAi,ll =+ A;'IjllXioo - XiooAi,IQAg:IQXiOO +
97 2 X BFH A (B ANT X o + T =0, (11)

entonces las leyes de control

ui = —(aglai| + aio)ﬁ (12)
con
FiccAj11 + Aio1 : . )
= ‘ [FiooAi,m + Ai 22 170/ Amin (T AB)
aio 2 |[FBHF + BH||A"[lg/Awin(I + AB;)
8; = —FiocTit + T2 =0, Fieo = _AZHXZ'O‘”

estabilizan al sistema descentralizado.

Prueba: De (7) se puede observar que al aplicar la
ley de control (12) a cada uno de los subsistemas (2)
se obtiene

(Aj1 + Ai1oFioo)Tn + BT A%

Fioos1.

Ty =

Tig =

Se propone la funcién candidata de Lyapunov

V(z) = Z Vi(z:), Vi=2 XisoTir-
i=1



Por el Lema 1, su derivada satisface

v
Y (Hlzal® = 1zil? + 7 l2)?)

i=1

< =S UTwl? + Y AR e

i=1 =1
Tz + )2l
~Qunin TTT) = [l
0 m

vV <

INIA TN

3.2. Modos Deslizantes Integrales

A partir de (8), es posible observar que en el caso
MDI, lo que se ha hecho a fin de cuentas es sustituir
la perturbacion original ¢ por

[[ - B(GB)"'G|B*B*t¢ =TB*B*"¢

En la literatura sobre modos deslizantes usualmente
se asume que las perturbaciones e incertidumbres son
de tipo acoplado. Por esta razén se ha considerado a
G como un parametro libre y no se le ha concedido
mucha importancia. En este texto se determina G en
funcién de la perturbacion desacoplada. El resultado
se presenta en la forma de dos proposiciones, cuyo
interés es de caracter independiente.

Proposicion 1 Para cualquier B € "™ que sa-
tisfaga rank(B) = m, y cualquier vector n € R™, la
norma

111 - BGE)6] |

alcanza su minimo cuando G = BT.

Prueba: Considérese primero el problema de en-
contrar el vector £ € span(B) més cercano a un vec-
tor arbitrario 7, es decir, que minimice || — &||

n

.

0

span(B)

De acuerdo al teorema de proyeccién [10, p. 51], £ es
un vector inico y minimiza ||n — &|| cuando 1 — £ es
ortogonal a span(B).

Para resolver el problema anterior, hacemos & = BJ.
Esto garantiza & € span(B). Después buscamos el
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vector § que hace n — Bd ortogonal a span(B), esto
es

BT (n - Bs§) =BTy — B"B$
(BTB)"'B'y=B"y

S
Il

La condicién rank(B) = m garantiza que la matriz
de Gram BT B sea invertible. Notando que

| [T = BB B)"'B ] ]|

es minimo, sélo resta hacer G = BT para completar
la prueba W

Proposicion 2
IT| =7 -BB*| =1
Prueba: Supdngase que vy es un vector carac-

teristico asociado al maximo valor caracteristico Ay
de I', es decir,

F’UM = )\M'UM

4

v MTTuy = Agllom|? (13)

Pero, nétese que

't = I-BBtY-BBt-BBTBB*
= I-BBT =T,

lo cual implica que
oy I Ty = v Tom = A [|va? (14)

De (13) y (14), vemos que Ay = A3; = 1. Recuérdese
que ||T|| = AMQ(FTFL porloque |[T]=1 W

Esto es, la ganancia I' no representa ningtin proble-
ma. Es mas,

[I - BB"B)'B"| B*B*t¢ = BB t¢.

Lo que significa que la perturbacién desacoplada no
se altera. Las Proposiciones 1 y 2 implican que no po-
demos atenuar la perturbacién desacoplada por me-
dio de la componente discontinua wuq; y para evitar
amplificacién, sélo debemos penalizar la diferencia
entre la trayectoria deseada y la real, a lo largo de B.
Notese ademas que la condicién “G B no-singular”se
cumple autométicamente para G = BT.
Sustituyendo G = BT en la ecuacién dindmica (8)
obtenemos

i = Az + Bug + B* BT ¢. (15)
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Teorema 2 Considérese el sistema de control
descentralizado (1). Si existe un wvector v =
[’yl e ’yl,] tal que ||v]|*> < 1, y para el cual existen
soluciones reales positivas definidas a las ecuaciones
de Ricatti

XisoAi + A Xiso — Xiso BiB] Xioo +
+9; 2 Xioo B B TA (B} B T ANYT X o + 1 =0,
(16)
entonces las leyes de control

N T BT By

(17)

con
o |AB; Fisoxi|| + 1B A%llq
! Amin(I + AB)
BT (z(t) — x(to)) —
t
- BT {/ (Ai + BiFio)zidT | 5

to

estabilizan al sistema descentralizado.

Prueba: De (15) se puede observar que al aplicar
la ley de control (17) a cada uno de los subsiste-
mas (2) se obtiene

Se propone la funcién candidata de Lyapunov
V(z) = Z Viz:), Vi=a] Xisow;.
i=1

Por el Lema 1, su derivada satisface

v

Vo< (Sl = ol + A7 llwil?)
i=1
<l = fluoll® + D [ F D sl
i=1 =1
v
< =l = Juoll + 2l 47
i=1
< —(1=?)lzl* = Jluol®
< 0 n

4. Conclusiones

La funciéon de Lyapunov planteada en los dos teo-
remas garantiza la estabilidad asintética del sistema
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interconectado. Dado que para cada condicién ini-
cial que satisfaga el Supuesto 3, puede encontrarse
un controlador que estabiliza el sistema, dicha esta-
bilidad es semi-global.

En las proposiciones desarrolladas se propone un cri-
terio claro y conciso para la seleccién de la superfi-
cie deslizante en controladores por modos deslizantes
integrales. Ese criterio es de caracter general, por lo
que puede aplicarse en otros contextos.
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