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Introducciéon

La teoria de campos de clase es esencialmente el estudio de las extensio-
nes abelianas, en general finitas, aunque también se estudian las extensiones
infinitas, de cuatro clases de campos: campos globales (campos numéricos y
campos de funciones) y campos locales (de igual caracteristica y de carac-
terfstica distinta). En primera instancia, no es asi como se definen los campos
de clase, sino més bien de otras formas (campos en donde un cierto conjunto
de primos se descomponen totalmente o subgrupos de ciertos grupos que son
normas, etc.), lo cual lleva, al final del dia, a que es lo mismo que extensiones
abelianas finitas.

Hay otros objetos los cuales pueden ser estudiados con la teoria de campos
de clase que no estan comprendidas en las cuatro anteriores: ciertos campos
de funciones no congruentes. También hay una teoria de campos de clase no
abeliana: el programa de Langlands. No haremos mads historia de la teoria de
campos de clase pues nos reservamos esto para la Subseccién 2.5.

El objetivo de este capitulo es presentar los resultados fundamentales de
la teoria de campos de clase con la profundidad necesaria para poder aplicarla
a la teoria de nuimeros algebraica, principalmente para campos de funciones.
Una opcién pudiera haber sido presentar la teoria de campos de clase para
campos numeéricos desde el punto de vista de ideales. Un magnifico libro con
este enfoque es el libro de Janusz [82]. Sin embargo esta aproximacién no nos
diria cudles son las diferencias con respecto a los campos de funciones que son
nuestro interés primario.

Para los lectores interesados en las demostraciones y desarrollos completos
de la teoria de clase, hay muchos textos excelentes, tanto para campos globales
como para locales y algunos de ellos para ambos. El texto fundamental es el
trabajo de Artin—Tate [7]. Para campos locales podemos indicar los libros de
Iwasawa y de Serre [77, 151] asi como el articulo de Serre [150] comprendido
en el libro cuyos editores son Cassels y Frolich [22]. Para campos globales
podemos mencionar el articulo de Tate [157] el cual también se encuentra en
el libro de Cassels y Frolich. Para el estudio de ambos casos, el local y el
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global, debemos mencionar los libros de Neukirch [117, 119, 120] y el libro de
Chevalley [25]. Tratados mds clésicos son los trabajos de Hasse [52, 55, 56].

En la Seccién 2 presentamos algunos preliminares aislados que ayudan a
comprender el trabajo subsiguiente. Estos preliminares constan fundamental-
mente de la teorfa de Kummer, el automorfismo de Frobenius y el simbolo
de Artin. La Subseccién 2.5 tiene como objeto presentar una panordmica ge-
neral de la historia de la teoria de campos de clase. Esta subseccién es muy
util para el lector cuando esté leyendo los capitulos posteriores, pues puede
consultar en que contexto los resultados fueron apareciendo y su razén de ser.
Hay muchas referencias para esta parte pero nos basamos fundamentalmente
en el magnifico articulo de Conrad [30]. Otras referencias estupendas son el
articulo de Hasse [57] en el libro de Cassels y Frolich y los articulos y libros
de Roquette [127, 128, 129].

La Seccién 3 da un rapido repaso a la teoria de campos locales. En la
Seccién 4 estudiamos la cohomologia de grupos que es el enfoque que damos
para la teoria de campos de clase. La Seccién 5 estudia la teoria local de
campos de clase con énfasis en los grupos de Lubin—Tate. Decidimos presentar
en la Subseccién 5.4 la teorfa de Neukirch [119] sobre el isomorfismo que lleva
su nombre y el cual obtiene, con otro enfoque distinto a la de cohomologia de
grupos, el teorema de reciprocidad. Este mismo isomorfismo se puede aplicar
a campos globales. Este subseccién puede omitirse sin pérdida de continuidad.

La Seccidn 6 es la teoria global de campos de clase. El teorema de existencia
es el tema de la Seccion 6.8. La Seccion 7 estudia los grupos de congruencias
que transparentan un poco la correspondencia dada por el teorema de reci-
procidad de Artin. En la Subeccién 7.1 estudiamos la teoria de campos de
clase en campos numeéricos, primero con del enfoque de idéles y posteriormen-
te en la Subseccion 7.4 con el enfoque de ideales y divisores. La Subseccién
7.3 comprende de manera central el estudio de los campos de clase de Hilbert
y de Hilbert extendido en campos de funciones. Finalizamos con un estudio
de los campos de géneros desde el punto de vista de campos de clase en la
Seccién 8.
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Preliminares y antecedentes

En esta primera parte, presentamos varios temas que ya sea son necesarios
para el desarrollo de estas notas, o bien porque son partes de las demostra-
ciones, posiblemente no presentadas aqui, de los teoremas fundamentales de
la teoria.

2.1. Extensiones de Kummer y de Artin—Schreier

En esta seccién estudiaremos las llamadas extensiones de Kummer y las
extensiones de Artin—Schreier. Estas ultimas pueden ser consideradas las ex-
tensiones de Kummer aditivas. Las extensiones de Kummer juegan un papel
preponderante para los teoremas de existencia de campos de clase para las
extensiones ciclicas de orden primo relativo a la caracteristica y las extensio-
nes de Artin—Schreier son usadas con el mismo fin en el caso de campos de
funciones para extensiones ciclicas de grado igual a la caracteristica. Noso-
tros no presentaremos todos los detalles de la demostracién de los teoremas
de existencia desde este punto de vista, pero si el lector quiere profundizar
mas en los detalles de las demostraciones de los teoremas de existencia, es
necesario aplicar este tipo de extensiones.

Teorema 2.1.1 (Teorema de independencia de Artin). Sean G un gru-

po multiplicativo, F' un campo y 01,02, ...,0,, N homomorfismos de grupos
distintos de G en F*. Entonces 01,09, ...,0, son independientes, es decir, si
ai,...,an € F son tales que

a101(z) + ago2(x) + - + anop(r) =0
para todo x € G, entonces a1 = as = ... = a, = 0.

Demostracion. [92, Ch. IV, Section 4,Theorem 4.1]. |
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Una aplicacién del Teorema 2.1.1 es para el caso en que L es un campo
arbitrario y o1, ..., 0, son distintos automorfismos de L. Entonces o1, ...,0,
son independientes. En este caso se toma G = L*.

Teorema 2.1.2. Sea L/K wuna extensidn ciclica de grado n y sea G =
Gal(L/K) = (o). Sea o € L. Entonces

(a) Trpyxk = 0 <= existe B € L tal que « = B — of3, donde
Trp k= Tr denota la traza de L a K.

(b) Npyxk a =1 <= emiste 3 € L tal que o = 3/03, donde Ny )i = N
denota la norma de L a K.

Demostracion. (a) <) Si a = § — o3, entonces

Trpko=Trp g B—Trpx(0B) = Trp )k 8~ Trp/x B=0.

=) Puesto que L/K es separable, por el Teorema 2.1.1 se tiene que existe
v € L tal que Trp )y = a # 0 con a € K (de hecho, L/K es separable
< Tr #0). Por tanto Trp x(a'y) =a ' Trp kv = 1.

Sea o € L tal que Trp,x o = 0. Entonces 0% = a = 722;11 oJa. Sea
B8 = Z;:(? (Z;':o Uja) o'y con Trp /v = 1. Entonces 3 — o8 = .
(b) ) Sia=p8/op, Na=Ng/N(ef) =Ns/Nj=1.

=) Sea ahora Ny /g o = 1. Consideremos

¢:=c+ao(c) +ac(a)d®(c) + - +ao(a)---a"(a)o"(c)

ao(§) = ao(c) + (H aoi+1(a))aj+1(c)

I
o
_l’_
D
—
qs.
2
N
q&)
S
|
"

Esto es, ao(§) = £. Por el Teorema 2.1.1, existe ¢ tal que £ = 5 # 0y se
tiene ao () = B por lo que a = B/ (). O
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Teorema 2.1.3 (Extensiones de Artin—Schreier). Sea K un campo de
caracteristica p > 0, car K = p. Entonces L/K es una extension ciclica de
gradop <= euiste z € L tal que L = K(z) elrr(2,T,K) =TP—T—a € K[T]
y, en particular, 2P — z = a.

Demostracion. =) Sea G := Gal(L/K) = (o), o(o) = p. Se tiene Try /1 =
p = 0. Por tanto existe z € L tal que cz—2z = 1, esto es, 0z = z+1. Se sigue que
olz=z+iyolz=2 < pl|i. Por lo tanto Irr(z, T, K) = Hf;ol(T —(z+1))
es de grado p.

Se tiene o (2P — 2) = (02)? — (62) = (2 4+ 1)P — (2 + 1) = 2P — 2z de donde
obtenemos que 2P —z=a € Ky 2P — z —a = 0. Por lo tanto Irr(2, T, K) =
TP —T —a=[ (T - (= +1))
<)SiL=K(z)elr(z,T,K) =TP — T — a, entonces para toda i € Z setiene
P=imbdpy (z+i)P —(z+1i) =22+ — 2z —i = 2P — z = a. Se sigue que
z,z+1,...,z+(p—1) son los raices de Irr(z, T, K). En particular z y z+1 son
conjugados sobre K y L = K(z) es de Galois sobre K. Sean G = Gal(L/K)
y o € G tal que 0z = z+ 1, de donde o'z = z +i y o(0) = p por lo que se
tiene G = (o) es un grupo ciclico de orden p. O

Teorema 2.1.4 (Extensiones de Kummer). Sea K un campo de carac-
teristica p > 0 y sean € N tal que ptn (en el caso p = 0, n es arbitrario).
Supongamos que , € K donde (,, es una raiz n—ésima primitiva de la unidad.
Entonces L/K es una extension ciclica de grado n <= existe z € L tal que
L=K(z) elr(2,T,K)=T" —a € K[T], esto es, L = K({/a).

Demostracion. =) Sea G = Gal(L/K) = (o), o(o) = n. Se tiene N(, =
¢" = 1. Por lo tanto existe z € L tal que 0z = (,z y o'z = (! z, por lo que
o'z = z <= nli. Por lo tanto 2,(,2,...,(" 1z son los distintos conjugados
de z. Se sigue que Irr(2, T, K) = H?;OI (T — ¢ 2).

Por otro lado 02" = (02)" = (Cu2)™ = (2" = 2", esto es, 2" =a € K
Y 2,2y ..., ("2 son rafces de T™ — a € K[T). Por lo tanto Irr(z, T, K) =
T —ay 2" =a.
<) Para a # 0, T"™ — a es un polinomio separable debido a que p|n y tiene
distintas raices z,(,2,...,(" 'z donde 2 € K es tal que 2" = a, donde K
es una cerradura algebraica de K. Se sigue que L = K(z) es una extensién
de Galois. Puesto que se supone que T™ — a es irreducible y z y (,z son
conjugados. Por lo tanto existe 0 € G = Gal(L/K) tal que oz = (,2. Por
tanto o(o) =n = o(G) = [L : K| de donde se sigue que L/K es una extension
ciclica de grado n. a

Teorema 2.1.5. Sea K tal que car K =p >0 y sean L; = K(2;)/K, i = 1,2
dos extensiones ciclicas de grado p dadas por 2 — z; = a; € K, i = 1,2. Lo
siguiente es equivalente

(1) Ly = Lo.

(2) z1 =jz2e+bparal <j<p—-1ybeK.
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(3) a1 = jag + (0P —b) = jag + o) para 1 < j <p—-1ybe K.
Aqui usamos la notacidn o(b) = b? — b.

Demostracion. (1) < (2). Si zy = jzo + b, entonces 2o = iz; — @b con ij =
1 méd p, por lo que L1 = Ly. Reciprocamente, si L1 = Lo, entonces si G =
Gal(L,/K) = Gal(Lz/K) = (o) donde seleccionamos o tal que oz; = 2z + 1.
Ahora bien, puesto que oz, es conjugado de z5 sobre K, entonces existe 1 <
1 <p-—1tal que 0z = z5+i. Seal < j < p—1 tal que ij = 1 méd p.
Entonces

0(jz2) = jo(z2) = jao + ji = jz2 + 1.

Por tanto o(z1 — jz2) = 21 — jzo, por lo que 21 — jzo =b € K.

(2) = (3) : Ahorasi z; = jza+0b se tiene 2 — 21 = a3 = (jz2a+b)P — (jz2+b) =
J(25 — z2) + p(b) = jaz + p(b).

(3) = (2) : Reciprocamente, si a; = jas+p(b), 2¥ —21 = (jz2+b)P — (jz2+b),
es decir, (21 — (jz2+b))? — (2 — (Jz2 + b)) = 0, por lo tanto w = 21 — jza — b
es una raiz de w? —w = 0 por lo que w € F),. Se sigue que 21 = jzo +b+wy
p(b+ w) = p(b), por lo que a; = jas + (b + w). O

Similarmente se puede probar

Teorema 2.1.6. Sea K un campo de caracteristica p > 0 tal que (, € K con
ptn y(, una raiz n—ésima primitiva de la unidad. Sean L; = K(z;), 1= 1,2,
dos extensiones ciclicas de K de grado n dadas por z' = a; € K. Entonces lo
siguiente es equivalente:

(1) Ly = L.

(2) 21 = 23¢ para algin 1 < j <n —1 con med(j,n) =1 yc€ K.

(3) a1 = alc™ para algin 1 < j <n—1 tal que med(j,n) =1yce K.
O

Con respecto a la ramificacién en las extensiones de Kummer y de Artin—
Schreier, los siguientes dos resultados se deben a Hasse. En este caso se tiene
K /k un campo de funciones y supondremos k perfecto (en general considera-
remos el caso k = Fy, el cual es perfecto). Se tiene:

Teorema 2.1.7 (H. Hasse). Sea k un campo perfecto de caracteristica p > 0
y sea p un lugar fijo de K. Si L/k es una extension ciclica de grado p, entonces
existe y € L tal que L = K(y) con y? —y = a tal que, o bien vy(a) > 0, o
bien vy(a) = —A<0yptA

Si vp(a) > 0, entonces p es no ramificado. Si vy(a) = =X < 0 ypt A,
entonces p es ramificado y el diferente local estd dado por Dy = pA+DEP-1)
donde B es el lugar de L encima de p, es decir, p = PP.

Demostracion. Ver cite[Theorems 5.8.10 y 5.8.11]Vil2006. O
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Teorema 2.1.8 (H. Hasse). Sea k un campo de caracteristica p > 0. Sea
L/K una extensidon ciclica de grado n con ptn y tal que (, € k donde ¢, es
una raiz n—ésima primitiva de la unidad. Sea p un lugar fijo de K. Entonces
L = K(y) tal que y" = a con 0 < vy(a) < n — 1. Se tiene que p es no
ramificado en L/K <= vy(a) = 0.

Sivg(a) =m >0 y*P es un divisor de L encima de p, tenemos e(Plp) =
mcdtr Y vp(Pp) = meqtay — 1o donde Dy denota al diferente local.

Demostracion. [160, Theorem 5.8.12]. O

2.2.  Automorfismo de Frobenius y simbolo de Artin

Dada una extensién finita de campos finitos F 4 /F,, se tiene que el grupo
de Galois G = Gal(F,a/F;) es un grupo ciclico de orden d. El generador
7: Fga — Fya dado por 7(z) = 29 se le llama el automorfismo de Frobenius.
Se tiene que 7(z) =z <= 9= < z €F,.

Definicién 2.2.1. Un campo global es, o bien una extensién finita de Q, o
bien un campo de funciones con campo de constantes un campo finito.

Los campos globales de funciones, reciben también el nombre de campos
de funciones congruentes.

Ahora bien, dada una extensién de Galois de campos globales L/K, sea
p un primo de K y sea B un primo de L sobre p. Sea L(P)/K(p) la exten-
sién de campos residuales. Si D = D(B|p) es el grupo de descomposicién de
2B/p, el mapeo D &4 Gal(L(P)/K(p)), o — & = clase de ¢ médulo p, es un
epimorfismo de grupos con nicleo I = I(B|p) el grupo de inercia de B /p. Es
decir, tenemos D/I = G. Si P/p es no ramificado, entonces I = {1} y por
tanto D = G. En particular, existe un unico o, € D tal que oy 2 resel

automorfismo de Frobenius. El automorfismo o, se llama el automorfismo de
Frobenius de B /p.

Definicién 2.2.2. Se define la norma absoluta del campo residual L(B) de
un campo ya sea local o global como N() := |L(B)|.

Sean N(B) = |L(%)| y N(p) = |K(p)|, digamos N(p) = ¢ con f = [K(p) :
F,] en el caso de campos de funciones, entonces op(P) = B, opl, = Id y
o (Og) = Ogp. Es decir, oy estd caracterizados por

op(r) =2V méd P para toda x € Ogp.

Escribimos og = [L/TK} y {L&/pK} (z) = 2N®) méd P para toda z € Og.
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2.2.1. Propiedades del automorfismo de Frobenius

Aqui se supone que L/K es una extensién de Galois finita de campos
globales.
Proposicién 2.2.3. Si o € G = Gal(L/K), se tiene
L/K L/K
-4
B P

Demostracion. Sea y € O y sea x € Of, tal que y = o~ 'z. Entonces

[L/_K]y _ {L/_K} o~z = (0~ L2)? mod P,

P RY
Aplicando o a esta igualdad, obtenemos o {— o 'z = 29 méd oB. Por la
L/K L/K
unicidad del automorfismo de Frobenius se sigue que o {/T} ol = {/—%} .
o
O

Proposicion 2.2.4. Sea una torre K C E C L. Sea q =B N E. Entonces

[L/K]f(q") _ {L/E],

B P
donde f(q|p) es el grado de inercia de q sobre p, esto es, f(qlp) = [OL/q :
Ok /p].
Demostracion. Se tiene Fy C F 5, CFyy donde fo = f(qlp) y f = f(Flp).
El automorfismo de Frobenius generando Gal(F,s /F s, ) corresponde al

mapeo y — yqfo. Si 0 es el automorfismo de Frobenius de Gal(F s /F,), en-

L/E L/K
tonces 7 = o/°. Ahora bien 7 = [%} yo= [/T} . O

Proposicién 2.2.5. Sea K C E C L donde E/K es también una extension
de Galois. Sea q =P N E. Entonces se tiene que la restriccion satisface

B/K L/K] [L/K
S e - e
L/K} B {E/K]

L PNE|

Demostracion. Se tiene restp: Gal(L/K) — Gal(E/K) estd dada por o —
o|g v se tiene que nicresty = H = Gal(L/E).

L/K

Sea o0 = [— . Entonces ox = 2?7 méd B para x € Op. Por tanto,

FEsto es, restg {

si x € Op, se tiene ox — 2? € O y ox = x99 mdd *B. Se sigue que ox =
E/K
2?2 méd (PN Og) =27 mdd q. Asi, o|g = [%} O
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Corolario 2.2.6. Sean K C E, F C L tales que E/K y F/K son extensiones
de Galois. Sean q ="PNE y t=LP N F. Supongamos que L = EF. Entonces
el mapeo 0 — (o|g,o|r) de Gal(L/K) en Gal(E/K) x Gal(F/K), el cual es
inyectivo, da lugar a

~

v [

T t

I I I
5 e

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la Proposicién 2.2.5. a

]

Proposicién 2.2.7. Se tiene p in Ok se descompone totalmente en L/K si

y solo si [L;;K] =1.

Demostracion. Puesto que Pp es no ramificada, p se descompone totalmente
siy sélo si f(B|p) =1 siy slo si

0L/ = Ofp = Gall(OL/D)/(Ox/p) = 1} = || =1 ©

Corolario 2.2.8. Sean E/K y F/K extensiones de Galois y L = EF. Enton-
ces p en Ok se descompone totalmente en L/K siy sdlo si p se descompone
totalmente tanto en E/K como en F/K.

Demostracion. De la Proposicién 2.2.7 se tiene que p se descompone total-

L/K
mente en L/K < L/K

¥

} =1 <= p se descompone

= 1 si y sélo si bajo el mapeo [

E/K F/K . TE/K F/K
X , se tiene =

PNE PNEF PNE PNEF

totalmente tanto en E/K como en F/K. O

Sea L/K una extensién abeliana finita de campos globales. En este caso,

L/K] [L/K} 1 [L/K] .
ara 0 € Gal(L/K), |——| = o|——=|0~" = |——|. Esto es, si L/K
p ). |5 L . /
es abeliana, T no depende de P sino unicamente de p. En este caso
escribimos

L/K L/K

0] = (FL5) = s = (s = L) = v

el cual se llama el simbolo de Artin.
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Observacién 2.2.9. Se tiene que (L/K,p) =1 <= (PB|p es no ramificada
y L(PB) = K(p)) < (p es totalmente descompuesto en L).

En general se tiene que o((L/K,p)) = dr/x (Blp) = [L(B) : K(p)] el cual
es el orden del automorfismo de Frobenius.

Teorema 2.2.10. Sea L/K una extension abeliana finita de campos globales.
Sea E una extensidn finita de K y sea F/E una extension abeliana finita tal
que L C F (por tanto LE C F'). Sea Ng/x: E — K la norma de E en
K. Sea 0 = rest: Gal(F/E) = G — Gal(L/K) = G la restriccion. Sea q
un primo en E no ramificado en F' y sea p = Ng,pq un primo en K no
ramificado en L. Sea t un primo en F sobre q y P un primo en L sobre p.

L/K F
FEntonces ( / ) = restyr, <£> = (F/—E>’ .
Ne/k g q q )L

En otras palabras, si S es un conjunto finito de primos en K que contienen
a todos los primos infinitos y a todos los primos ramificados y si S’ es el
conjunto de primos de E que estdn sobre S, entonces el diagrama

D%’) Yr/E G

NF/K\L LrestL

D G

VL K

. s} . L .
es conmutativo, donde Dy es el grupo libre generado por los divisores primos

de E que no estdn en S y andlogamente D}g(o, Aquip/p y Yk denotan los
mapeos de Artin.

Demostracion. Sea f = f(qlp) = f(E|F) = [E : K] = [Og/q : Ox/p].

Entonces Ng, =p/.

Sea 0 = Yp/p(q) = —} donde £ es un primo en F sobre g

q Q
ysea T = /k(p) = (UTK> = [L%K] con B un primo en L sobre p.




2.3 Extensiones de Galois infinitas 11

Entonces ¢r,/x (Ng/kq) = Yk (p?) = o) = 77 y restp Yp/p(a) =

(55l =t

Debemos probar que o = 7/. Ahora bien, O /B C Op/Q. Paraxz € O /P
se tiene ox = 2N, Puesto que N(Q) = |0r/Q| v [Or/Q : Ok/p] = f, se
sigue que |Og/Q| = |Ox/p|/, esto es, N(Q) = N(p)/.

Por tanto oz = 2N = :cN(p)f =7lz puesto que Tz = 2N ) por lo que
7z = 2N®’ De esta forma obtenemos que o =77, a

Siempre que usamos el simbolo de Artin o el automorfismo de Frobenius,
estaremos suponiendo que B|p es no ramificado.

Recordemos que si K = Fy(T) y Ky = K(Apn) es una extension de
campos de funciones ciclotémicas con M € Ry = F,[T], entonces si Ay
es un generador del Rp-mdédulo Ay; v si P € Rp es un polinomio méni-
co e irreducible, con P { M, entonces el simbolo de Artin estd dado por
(Kar/k, P) = (A — ALp) ([136, Teorema 9.3.3]).

2.3. Extensiones de Galois infinitas

Sea 2/k una extensién de Galois y sea G = Gal(£2/k). A G se le da la
topologia de Krull la cual se define como sigue. Para ¢ € G, tomamos las
clases o Gal(f2/K) como una base de vecindades de o donde K/k recorre el
conjunto de todas las extensiones finitas de Galois con kK C K C (2. Se tiene
que las operaciones de grupo:

GxG—G y G—-G
(0,0) = 0@ oot

son funciones continuas en la topologia de Krull. De esta forma G se hace
un grupo topoldgico. Cuando G es finito, la topologia de Krull es la topologia
discreta, es decir todos los subconjuntos son abiertos y todos son cerrados.

Proposicién 2.3.1. Si £2/k es una extension de Galois, finita o infinita, G =
Gal($2/k) es Hausdorff y compacto.

Demostracion. [160, Theorem 11.4.5, pdgina 402]. a

Teorema 2.3.2 (Correspondencia de Galois). Sea 2/k una extension de
Galois, finita o infinita. Entonces K — Gal(2/K) da lugar a una correspon-
dencia biyectiva entre todas las subextensiones K/k con k C K C 2 y todos
los subgrupos cerrados de G = Gal(2/k).

Los subgrupos abiertos de G corresponden a las subextensiones finitas k/k

de 2/k, es decir [K : k] < 0.

Demostracion. [136, Teorema 2.2.7]. O
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Observacién 2.3.3. Dado cualquier subgrupo H < G, el campo fijo de H,
2% es efectivamente un campo. De hecho, 27 = 2F donde H es la cerradura
de H.

En efecto, el verificar que 27 esun campo es rutinario pues en esta parte
no importan las caracteristicas topoldgicas de H. Ahora bien, puesto que
H C H se tiene 27 C Q. Por otro lado, si z € 2, entonces oz = =
para toda o € H. Dado 1 € H, entonces, puesto que estamos considerando la
topologfa de Krull, si N < G es de {ndice finito, N N H # (). Se tiene [K(z) :

K] < oo y si K(z) es la cerradura de Galois de K(z)/K, [K(z) : K] < oo.

Sea N = Gal(2/K(z)) <Gy [G: N] = [K(z) : K] < co. Por tanto existe
n € N, h € H tal que ¥n = h. Por tanto

(Yn)z = P(x) = h(z) = =,
T

nr=x

por lo que x € 0H y por tanto .

En el caso de un grupo profinito G, el conjunto de indices lo tomamos como
I:={N | N<G,N es abierto en G}. Definimos N < N; < N; C Ny
Gy := G/N. Entonces, para N < Ny, ¢n, v: G/N1 — G/N, gN1 — gN y se
tiene que G = lim G/N.

N
Para calcular el grupo de Galois de una extensién L/K de campos, don-
de L/K es una extensién algebraica, normal y separable, procedemos de la

—_~—

siguiente forma. Para « € L se tiene [K(«) : K] < 0oy si K(a)/K es la cerra-

dura normal de K («)/K, entonces K («)/K es una extensién de Galois finita.

—~—

Definimos L, := K («). Seleccionamos los 5 € L tales que Lg = K(f) ysil =
{a € L | K(a)/K es una extensién de Galois (necesariamente es finita)}, en-
tonces L = UgerLg = H_I)IlLﬁ donde definimos 3 < 31 <= Lg C Lg, ¥

B
donde g 5,: Lg — Lg, es el encaje.

Teorema 2.3.4. Con las notaciones anteriores, se tiene que

Gal(L/K) = Gal (h_rp LB/K) = hgn Gal(Lg/K)
Bel Bel

Demostracion. Ver [136, Teorema 2.2.6]. O

I

Observacién 2.3.5. Notemos que si Lg C Lg,, entonces Gal(Lg/K)
Gal(Lg, /K)
Gal(Ls, /Lp)"

Definimos Gg := Gal(Lg/K) y Gg < Gg, <= Gp es un grupo cociente
de Gz, bajo el mapeo de restriccién y definimos

Vs8¢ Gal(Lg, /K) — Gal(Lg/K)
o 0lp,.
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El isomorfismo anunciado en el Teorema 2.3.4 esta dado por

Gal(L/K) — lim Gal(Lg/K)
Bel

o+— {o|r,}er-
Ejemplo 2.3.6 ([136, Ejemplos 2.1.17]). Sean p un ntimero primo, m, n €
Nm>ny
Gmn: L/p"L — Z[p"Z
dada por ¢y, n(z méd p™) = x méd p™. Se define Z, = {3 0" a,p™ | an €
{0,1,...,p— 1}} y sea ¢y : Ly — Z/p™Z, dada por

e’} m—1
Sﬁm( Z anp") = Z app™ méd p™.
n=0 n=0

De la discusién anterior se puede probar que Z, = h’gn Z/p™Z.

Sea Q, la subextensién de grado p™ de Q((yn+1)/Q cuando p es impar y
si p =2, Q, es la subextension ciclica de grado 2" de Q((an+2)/Q contenida
en R. Sea Qo = U2 ;Q,,, entonces Qo /Q es de Galois y

Gal(Qs/Q) = Gal (U2, Q,/Q) = Gal(lim Q./Q)
= 1im Gal(Q,/Q) = Um Z/p"Z = Z,,
Qs /Q recibe el nombre de la Z,-eatension ciclotémica de Q (ver [136,
Capitulo 16]).

Ejemplo 2.3.7. Sea F, el campo finito de ¢ elementos, ¢ = p". Si K/F,
es una extensiéon de grado d, K = F y Gal(K/F,) = Z/dZ. Por tanto

Gal(F,/F,) = Gal (U, Fgn /F,) 2 Gal(lim Fyn /F,)

n
= lim Gal(F,» /F,) = lim Z/nZ = 2. = [ [ Z,

p

donde Z es el anillo o grupo de Priifer y de hecho es la completacion de Z.
(ver comentario después del Teorema 6.8.32 y [8, Ch. X]).
2.4. Teoria de Kummer

La Teoria de Kummer juega un papel relevante en el Teorema de Fxistencia
en la teorfa de campos de clase global (ver Subseccién 5.7 y Teorema 6.8.9).
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Sea K un campo de caracteristica p > 0 y n € N tal que p { n. Sea W,
el grupo de las n-raices de unidad. Se supone que W,, C K. Una extension
de Kummer de K de la forma K(/A) := K({{/a | « € A}) donde A es un
subgrupo de K* tal que (K*)" C A C K*.

Si L/K es una extensién de Kummer, L/K es una extensién abeliana de
exponente n, es decir, 0™ = Idg para toda o € Gal(L/K), aunque L/K no
es necesariamente finita.

Proposicién 2.4.1. Si L/K es una extensidn abeliana no necesariamente fi-
nita de exponente n, entonces L = K(/A) con A = (L*)* N K*, es decir,

VA= VEE.

Demostracion. Por definicién se tiene que K(3/A) C L. Ahora bien, L es
la composicién de sus subextensiones ciclicas. Sea M/K una subextensién
ciclica de L/K, por lo tanto Gal(M/K) tiene orden un divisor de n, por lo
que M = K(/a) con a € (L*)™ N K* (Teorema 2.1.4), es decir, con a € K
tal que {/a € L. Se sigue que M C K({/A) y por tanto L C K(/A). O

Teorema 2.4.2 (Teoria de Kummer). Las extensiones de Kummer de ex-
ponente n estdn en correspondencia biyectiva con los subgrupos A de K* que
contienen a (K*)". 8i L = K(3/A), entonces A = (L*)* N K* y se tiene el
isomorfismo

o —

Gal(L/K) = Hom(Gal(L/K),W,,) =2 A/(K*)".

El isomorfismo proviene de que dado a méd (K*)" € A/(K*)™, se le asocia

el caracter xo: Gal(L/K) — W, dado por x.(c) = U((L/Ea).
Mds explicitamente, la correspondencia de Kummer estd dada por

L' — A= (L")"NK*,
A L=K(VA) =Ka.
Ademds se tiene

AlAQ — KAlKA2§
A1 NAy — Ka, NKa,.

Observacién 2.4.3. Si L/K es una extensién de Kummer de exponente n
infinita, entonces Gal(L/K) tiene la topologia de Krull y Hom(Gal(L/K), W,,)
es el grupo de todos los homomorfismos continuos x: Gal(L/K) — W, vy
donde W, tiene la topologia discreta.

Si Gal(L/K) es finito, Gal(L/K) tiene la topologia discreta y todo homo-
morfismo x: Gal(L/K) — W, es autométicamente continuo.

Demostracion. (Teorema 2.4.2). Sea L/K una extensién de Kummer de ex-
ponente n. Entonces L = K(3/A) con A = (L*)* N K* (Proposicién 2.4.1).
Se define el homomorfismo
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AL, Hom(Gal(L/K),W,), a+ Xa

definido por x4 (o) = o(&\/aa) con o € Gal(L/K). Ahora bien se tiene

o({/a)
{7/6

— {YaecK* <= ac (K"

a € nicl <= y,(0) = =1 para toda o € Gal(L/K)

Esto es, nicf = (K*)". El homomorfismo 6 inducido por 6

AJ(K*)™ 25 Hom(Gal(L/K), W)

es inyectivo. ~
Para demostrar que 6 es suprayectivo, primero consideremos el caso en
que L/K es una extensién finita. Sea x € Hom(Gal(L/K),W,,). Entonces
x: Gal(L/K) — L* es en particular un homomorfismo cruzado. Por el Teore-
ma 4.3.1 se tiene que existe y € L* tal que x(o) = % paratoda o € Gal(L/K).
Ahora bien, o(y"™) = (oy)" = x(o)"y™ = y™ para toda o € Gal(L/K) lo
cual implica que y™ € K*. Por tanto y" =z € (L*)"NK*=Ay

o(Vz) oy _ x(0) paratoda o € Gal(L/K),

e y
de donde se sigue que x = xz = 5(1‘)

Ahora consideremos una extensién infinita L/K. Sea {Ay,/(K*)"}aca €l
conjunto de los subgrupos finitos de A/(K*)™. Sea K, := K({/A,), a € A.

Se tiene
A/E = | A/(E*)" y L= ] Ka.
acA acA

Xz(0) =

Se sigue que {Gal(L/K4)}aeca forman una base de vecindades de Id €
Gal(L/K).

Dado x: Gal(L/K) — W,, continuo, niicxy = x '({1}) es cerrado y de
indice finito en Gal(L/K) y por tanto es abierto. Se sigue que existe a € A
tal que Gal(L/K,) C ntc y.

Ahora bien, x induce un homomorfismo y: Gal(K,/K) — W, de tal
forma que x(0) = x(o|k., ). Puesto que Gal(K,/K) es finito, por lo anterior,
existe a € K, tal que ¥ = x,: Gal(K,/K) — W,. Por tanto

x(o) =Xx(olk.) = e Xa(0),
por lo que x = xa v 0 es suprayectiva.

Sea ahora (K*)" C A C K* y L = K(/A). Entonces veamos que A =
(L*)" N K*. Sea Ay = (L*)™ N K*. Entonces A C A;. Ahora bien, por lo
anteriormente probado, se tiene
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A1 /K* 2 Hom(Gal(L/K), Wy,).
Al subgrupo A/(K*)" C Ay /(K*)™ le corresponde el subgrupo

Hom(Gal(L/K)/H,W,,) de Hom(Gal(L/K),W,,) donde
H = {0 e Gal(L/K) | xo(0) =1 para toda a € A}.

Puesto que o(/a) = x.(0) /a, obtenemos que el subgrupo H fija a los
elementos de V/A. Ya que L = K( {L/Z), se tiene que H fija a L y por tanto
H = {1}. Se sigue que Hom(Gal(L/K)/H,W,,) = Hom(Gal(L/K), W,) por
lo que A/(K*)" = Ay /(K*)", de donde se sigue que A = A;.

De esta forma, el mapeo A — L = K(3/A) es la correspondencia dada
en el enunciado del teorema. O

La composicién de dos extensiones de Kummer de exponente n es nue-
vamente una extension de Kummer de exponente n y por lo tanto todas las
extensiones de Kummer de exponente n estdn contenidos en la extension de

Kummer de exponente n méxima: K = K(V/K*) y se tiene

Hom(Gal(K/K), W,) = %

2.5. Historia de la teoria de campos de clase

En esta subseccion pretendemos dar un panorama mas o menos general de
lo que trata la teoria de campos de clase.
Lo tratado en esta pequena subseccién es un extracto de [30].

2.5.1. ;Que es la teoria de campos de clase?

La teoria de campos de clase es la descripcién de las extensiones abelianas
de campos globales (extensiones finitas de Q y campos de funciones con campo
de constantes un campo finito F,;) y de campos locales (extensiones finitas del
campo de los racionales nimeros p-ddicos Q, y las series de Laurent F((x))
donde F es un campo finito). La razén de llamar a uno de estos campos un
campo de clase se refiere a que estos campos estdn relacionados a grupos de
clases de ideales. Uno de los teoremas principales es que los campos de clase
son los mismos que las extensiones abelianas.

Para una extensién de campos L/K ponemos

Spl(L/K) = {p lugar de K | p se descompone totalmente en L}.

Podemos pensar que la teoria de campos de clase se origina con el traba-
jo de Kronecker y més especificamente con el Teorema de Kronecker—Weber
(1853): toda extensién abeliana finita de Q estd contenida en algin campo
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ciclotomico. La primera demostracién y completa y correcta del Teorema de
Kronecker—Weber la dio Hilbert en 1896 (sin €l saber que las anteriores tenfan
alguna laguna, ver [136, Capitulo 4]).

Se tiene que si L/K es una extensién de Galois de campos numéricos,
Spl(L/K) tiene densidad 1/[L : K] (Kronecker). Como consecuencia se tiene
(Bauer): sean Ly, Ly dos extensiones de Galois de K entonces L1 C Ly <=
Spl(La2/K) C Spl(L;/K) (salvo un ndmero finito de primos) y en particular
L, =Ly, < Spl(Li/K) = Spl(L2/K) con la igualdad salvo un nimero
finito de primos.

El término campo de clase fue introducido en 1891 por Weber. En 1897
Weber extendi6 el concepto de grupo de clases de ideales: para un campo
numérico K y un ideal no cero m de O, sea Dy el grupo de ideales frac-
cionarios en K primos relativos a m y sea P};m el grupo de ideales fraccio-
narios (o/f) con «a, 3 € Ok tales que (@) y (B) son primos relativos a m,
a = B mbéd m, en el sentido de que o/ — 1 € m y «/f es totalmente posi-
tivo, es decir, si ¢p: K — R es un encaje real de K, go(a/ﬁ) € R, es decir,
¢(a/B) > 0.

Se tiene que [D% : P;m] < o0 y todo grupo intermedio P;,m CHCDE
se llama un grupo de ideales con mddulus m y el cociente D% /H se llama
grupo de ideales generalizado.

Sim = (1) y Pk es el grupo de los ideales principales, se tiene P;Q,u) -

Pr C Dg) y I := Dg)/PK es el grupo de clases de ideales usuales.

Teorema 2.5.1 (Weber). Para cualquier ideal no cero de m de Ok y para
un grupo de ideales H con mdodulus m, supongamos que hay una extension
de Galois L/K tal que Spl(L/K) C H con un ndmero finito de excepciones.
Entonces [D% : H) < [L : K].

Si Spl(L/K) = H con un numero finito de excepciones, entonces [D% :
H] = [L: K] y hay una infinidad de primos en cada clase de D} /H. O

Definicién 2.5.2 (Weber). Para un ideal no cero m de Ok y para un grupo
de ideales H con moédulus m, el campo de clase sobre K para H es una ex-
tensién de Galois L/K tal que para los primos p{ m en K, p se descompone
totalmente en L <= p € H (si tal L existe, entonces L es tinico).

David Hilbert propuso una ley cuadratica de reciprocidad: [], (a,b), =1
para cualesquiera a,b € K* y v recorre los lugares de K. La prueba de Hilbert
de esta férmula no funciona para extensiones no ramificadas. La prueba de
Hilbert del Teorema de Kronecker—Weber funcioné en parte debido a que Q
no tiene extensiones propias no ramificadas. Debido a lo anterior, Hilbert se
interesé en las extensiones abelianas no ramificadas como un obstaculo en las
demostraciones.

Conjetura 2.5.3 (Hilbert 1898). Para cualquier campo numérico K hay
una unica extensiéon Ky /K tal que:
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(1) Kg /K es Galois y Gal(Ky/K) 2 Ik.

(1) Ky /K es no ramificada y toda extensién abeliana con esta pro-
piedad esta contenida en Kp.

(111) Para cualquier primo p de K, el grado f, de los campos residuales
es el orden de p en k.

(1v) Todo ideal K se hace principal en Kpy.

Asi Ky es un campo de clase en el sentido de Weber: el campo de clase
para el grupo de los ideales principales fraccionarios de K.

Takagi empezd, aproximadamente en 1914, con una nueva definicién de
campos de clase, usando normas de ideales (N kP = p/ P p = PN K,
f(Bp) el grado de inercia) en lugar de leyes de descomposicién y también
incorpord los primos infinitos dentro de la definicion de los médulus .

La liga entre los puntos de vista de Weber y de Takagi es que cuando L/K
es Galois y p es no ramificada en L, p se descompone totalmente en L <= p
es la norma de algun ideal de L.

Asi, de ahora en adelante, un mddulus es m = mymq,, my la parte finita
de m (es el de antes) y m, es un producto formal de encajes reales de K. Un
ideal fraccionario se dice primo relativo a m si lo es a my. Sea D} el grupo
de los ideales fraccionarios primos relativos a m y sea P;g,m el grupo de los

ideales fraccionarios principales (a/B) con a, 3 € Ok \ {0} tales que:

(1) (a) y (B) son primos relativos a m,
(11) a = B méd my, en el sentido /5 — 1 € m,
(1) v(a/B) > 0 para toda v|mu.

Un subgrupo intermedio P;,m C H C Dy se llama un grupo de ideales
con médulus m. Para una extensién finita L/K, sea Ny (L/K) = {aen K |
a = Np,k(c) paracen Ly ay ¢ primos relativos a m}. Sea H™(L/K) =
P;)m N (L/K) el cual se llama subgrupo de normas.

Resulta ser que todo subgrupo de DR /P;&m es el grupo de normas de
alguna extensién abeliana finita de K. Se tiene que P]'("ym(Weber) = P};moo
donde oo denota el producto de todos los lugares reales de K.

Se tiene que los primos que no dividen a m y se descomponen totalmente
en L, estdn en Ny (L/K) C H™(L/K), es decir, Spl(L/K) C H™(L/K) con
excepcion de los primos que dividen a m.

Asi, como antes, [D% : H™(L/K)] < [L : K] (primera desigualdad).

Definicién 2.5.4 (Takagi). Una extensién de Galois de campos numéricos
L/K se llama campo de clase si [D% : H™(L/K)] = [L : K] para algin
moédulus m (un tal médulus m se llama un mddulus admisible o médulus de
definicién para L/K).

Teorema 2.5.5 (Takagi 1920). Sea K un campo numérico.

Para cada grupo de ideales H hay un campo de clase

1) Existencia:
(1) Existencia cobre K.
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Si H es un grupo de ideales con modulus m y tie-
(11) Isomorfismo: ne campo de clase L/K, entonces Gal(L/K) =
DR /H. En particular L/K es abeliana.

Toda extension abeliana finita de K es un campo
(1) Completitud:  de clase. En particular, campo de clase de K y
extension abeliana finita de K, es lo mismo.

Si Hy y Hs son grupos de ideales con mddulus
(rv) Comparacién:  comin m y ellos tiene campos de clase Ly y Lo,
entonces, L1 C Lo <— Hy; C H;.

Para toda extension abeliana L/K, los lugares de K
(v) Conductor:  que aparecen en el soporte del conductor f ;i son los
primos ramificados en L/ K.

Si H es un grupo de ideales con mddulus m y
campo de clase L/K, entonces cualquier pri-
mo p{m es no ramificado en L y el grado de
inercia f, es igual al orden de p en DY /H. O

(vi) Descomposicién:

En su demostracién, Takagi probd la segunda desigualdad para una ex-
tensién abeliana: [D% : H™(L/K)] > [L : K] para alguna m. La primera
desigualdad vale para toda extension de Galois y la segunda desigualdad es
vélida tinicamente para extensiones abelianas, es decir, si L/K es una exten-
sién de Galois no abeliana, entonces

[DR : HY(L/K)] < [L: K] para todo médulus m,

ver Teorema 6.9.7.

;Como funciona la teoria de campos de clase? Si queremos una corres-
pondencia tipo Galois, se tiene que si tomamos todos los campos de clase de
golpe, tenemos el siguiente problema de comparacién: los moduli admisibles
para dos campos de clase pueden no ser el mismo por lo que tenemos que
pasar a un modulus comin para poder compararlos.

Para poder tener una biyeccién tipo Galois necesitamos identificar todos
los grupos de ideales que tienen el mismo campo de clase. ;Como hacerlo?

Si H y H' son grupos de ideales para K definidos moduli m y m’, es decir,
P;,m CHCDRy P;("m, C H C D%, llamamos a H y H' equivalentes si
existe un médulus m” divisible tanto por m como por m’ tal que los homomor-
fismos naturales D% s D/H y D% s D% /H’ tienen el mismo niicleo,
es decir HN DW= H' N D"
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Los grupos de ideales equivalentes, tienen el mismo campo de clase y enton-
ces la correspondencia entre campos de clase sobre K y los grupos de ideales
en K, hasta equivalencia, es biyectiva. Esto hace las cosas complicadas.

Cuando pasamos al lenguaje de idéles, todos los grupos de ideales equi-
valentes se fusionan en un tunico subgrupo de ideéles, haciendo la teoria de
campos de clase un poco mas simple, o mejor dicho, menos complicada.

Ahora bien, el teorema de descomposicién de Takagi muestra que para un
primo p { m, p se descompone totalmente <= p € H asi que las nociones de
campos de clase de Weber y de Takagi coinciden.

Por otro lado, las condiciones sobre los primos para que se descompongan
totalmente se da por condiciones de congruencia. Por ejemplo, los primos
que se descomponen totalmente en Q(7)/Q son los primos p = 1 méd 4, y
2 es el tnico primo ramificado. Los primos que se descomponen totalmente
en Q(v/6)/Q son los primos p tales que p = 1,5,19,23 méd 24. Finalmente,
los primos que se descomponen totalmente en Q((,)/Q, donde Q(¢,) es el
n—ésimo campo ciclotémico, son los primos p tales que p = 1 méd n.

En general los primos de que no dividen a m y que estén en Spl(L/K) son
aquellos en el subgrupo Hm/PI'(",m de D?}/P;m y que pertenecen a un sub-
grupo que puede ser pensado como condiciones generalizadas de congruencias
(por esto, los grupos Hy, se llaman grupos de congruencia).

Ahora bien, puesto que los campos de clase y extensiones abelianas son lo
mismo, la descomposicién total en una extension abeliana estd descrita por
congruencias. Resulta ser que el reciproco también se cumple.

Teorema 2.5.6. Sea L/K una extensidn finita de campos numéricos y su-
pongamos que existe un modulus m y un conjunto finito S de primos que
contienen a todos los que dividen a m, de tal forma que la condicion de que
un primo p ¢ S es o no totalmente descompuesto en L estd determinado por
la clase de p en D%/Pgm. Entonces L/ K es una extension abeliana. O

Corolario 2.5.7. Para un campo numérico L/Q y m € N las siguientes con-
diciones son equivalentes:

(1) Para cualquier primo positivo p ¥ m, la descomposicion de p estd
determinada por una condicion de congruencia en p moéd m.

(1) L € QG). 0

Takagi probé que hay un isomorfismo D} /Hy, = Gal(L/K) para todos los
moduli m que son K—admisibles. Sin embargo no dio ningin isomorfismo; el
isomorfismo fue obtenido de manera indirecta. Hoy sabemos que sus argumen-
tos pertenecen a la cohomologia de grupos. Artin describié este isomorfismo
por medio de la Ley de Reciprocidad.

Definicién 2.5.8. Para una extensién abeliana L/K y un K-médulus di-
visible por todos los primos que se ramifican en L, el mapeo de Artin

, L/K
Yr/km: D — Gal(L/K) estd dado por ¢r/x wm(p) = (p, L/K) = (/T>
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Teorema 2.5.9 (Ley de Reciprocidad de Artin, Artin 1927).
El'mapeo de Artin i,k w es suprayectivo y su niicleo contiene a Ny (L/K).

Cuando m es admisible, el nicleo de Y,/ m €s P;’m Nw(L/K)=Hn(L/K),

esto es, DR /Hn(L/K) = Gal(L/K) mediante el mapeo de Artin. O

La parte mas dificil en la ley de reciprocidad es probar que el niucleo de
Y1/ K,m, con m admisible, contiene a P;’m. Es decir, probar que si («) € Pgm,

entonces ¥ m((a)) = 1.

2.5.2. Campos de clase via idéles (C. Chevalley)

La teoria de campos de clase locales (o teorfa local de campos de clase) fue
establecida por sus propios méritos y no como reduccién de la teoria global
principalmente por H. Hasse.

Teorema 2.5.10 (H. Hasse, F.K. Schmidt, 1930). Para una extension
abeliana de campos locales E/F (de caracteristica 0), el mapeo local de Artin
o stmbolo residual de la norma , ¢¥g/p: F* — Gal(E/F) es un epimorfismo
con miicleo Ng g E* por lo que F*/Ng,p E* =2 Gal(E/F). O

De esta forma, asociando a E el grupo Ng,p(E*) obtenemos una corres-
pondencia biyectiva que voltea el orden entre las extensiones abelianas finitas
de F' y los subgrupos abiertos de indice finito en F™.

La imagen de las unidades de F', Ur := O} bajo el mapeo local de Artin
es el grupo de inercia I(E/F), es decir, Y g/ p(Ur) = I(E/F), ast que

6(E|F) = [UF NE/F(E*) : NE/F(E*)} = [UF : NE/F UE}
(ver Corolario 3.4.7). En consecuencia,

[E: F)
e(E|F)

F(E|F) = =[F*:UpNg/p(E")]

es el orden de m en F* /Ur Ng,p(E*) para cualquier elemento primo 7 de F.
Cuando la extensién E/F' es no abeliana, se tiene

[F*:Ng/p(E")] < [E: F].

Una vez que la teoria local de campos de clase fue establecida, el siguiente
paso fue obtener los teoremas de la teoria global de campos de clase por
medio de aquéllos de la teoria local. El concepto que permite hacer esto son
los idéles, los cuales también permiten teoria de campos de clase globales para
extensiones abelianas infinitas.
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Definicién 2.5.11 (Chevalley, 1936). El grupo de idéles Jx de un campo
numérico K es el conjunto de sucesiones ¥ = (), indexadas por el conjunto
de lugares v de K, tales que z,, € K para toda v y ademas x, € O} = Uk, =
U, para casi todos los lugares v (es decir, para todos, salvo un nimero finito)
y donde O, denota al anillo de enteros de K, el campo completado de K en
v, y Uk, = O;, es el grupo de unidades de O,,.

Un elemento de Jg se llama idéle. Este fue el nombre sugerido por Hasse
a Chevalley, el cual los habia llamado originalmente como elemento ideal. Ji
es un grupo bajo la multiplicacién entrada por entrada. Se tiene el encaje
diagonal K* — Ji y la imagen se llama el grupo de los idéles principales.
Similarmente se tiene el encaje [ ],: K < Jx tal que x, € K se mapea a
x, en la entrada v y con 1 en las deméas componentes.

Para ¥ € Jk se tiene el ideal fraccionario (recordemos que estamos en
campos numéricos),

@) = az = [ oy

vtoo

lo cual permite pasar de ideles a ideales.

Usando este paso de ideles a ideales se tiene que cualquier grupo de clase
generalizado de K se puede realizar como un grupo cociente de Jx como sigue:
sea m un K—mdédulus. Sean ¥ € Jg, g € K* tal que para todo p en el soporte
de m, se cumple v, (zp/ap — 1) > vy(m) cuando plmy (la parte finita de m)
y Zp/vp() > 0 cuando pjmy (la parte infinita de m). Lo anterior se puede
lograr gracias al Teorema de Aproximacién de Artin, Teorema 2.1.1.

El idele C% = (...,Z—‘;, . ..)q tiene ideal correspondiente z(%) € Dy

ademds z(aio) € D}/P;("m estd bien definido. El nicleo del mapeo Jx —
D}‘}/ngm contiene a los ideales principales, por lo que D%/P}'{‘:m > Ji/K*Sn
para algin Sy, C Jgk.

Resulta que dos grupos de ideales H y H’ son equivalentes (es decir H N
D® = H'N D% para algin miltiplo m” de m y m’) corresponden al mismo
grupo de ideles.

El mapeo de Artin es el siguiente:

wL/K,m

Ykt Jx — D /PE Gal(L/K),

y se tiene que ¢,/ i es suprayectiva e independiente de la eleccién del médulus
admisible m. Ademds vy, /g (K*) = 1.

Si L/K es una extensién de Galois, se define la norma de Ji, a Jx como
Ny k: Jxk — Jk definida por N k() = Z donde z), = H‘B\p Nig/x, (yp).

Entonces ntict;, g = K* Ny /i (Jr) en el caso de que L/K sea una exten-
sién abeliana.

Para que la correspondencia entre extensiones abelianas de K y subgrupos
de ideles sea biyectiva, se necesita hacer de Jx un espacio topoldgico. La
topologia dada es la topologia del producto restringido: una base de vecindades
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abiertas de 1 € Ji estd formado por los conjuntos [1, Vs donde Vj es una
vecindad abierta de 1 € K para toda p y V, = Uy, = Of para casi todo
p. Entonces Jx es un grupo topolégico localmente compacto (la topologia
producto no es localmente compacta).

Teorema 2.5.12. Para una extension abeliana finita de campos numéricos
L/K, el mapeo de Artin 11, i es un epimorfismo de Ji sobre Gal(L/K) con
nicleo K* Ny /g (Jr) por lo que Jx/K*Np i (Jp) = Gal(L/K). La corres-
pondencia que asocia a cada extension abeliana finita L de K con el subgrupo
K*Np,k(JL) es biyectiva entre las extensiones abelianas finitas de K y los
subgrupos abiertos de indice finito de Jx y que contienen a K*. La correspon-
dencia voltea contenciones. ad

Para un lugar p de K, la composicién

VL K

Gal(L/K)

tiene como imagen el grupo de descomposicién D(P|p) v la imagen de Oy =
Ug es el grupo de inercia I(P|p). Ademds Gal(K?P/K) es el maximo grupo
cociente de Jg /K* totalmente disconexo.

Més atin, para @ € Jr, Y1k (Z) = [[,(zp, Ly/K}p) donde (zp, Lys/Ky) es
mapeo local de Artin, (z,, Ly/K,) € Gal(Ly/K,) = D(B|p) y para cada p
seleccionamos un tnico PB|p, cualquiera pero dnicamente uno y en general se
denota L, en lugar de Lsp.

2.5.3. Campos de funciones

Hasse probd que los teoremas de teoria local de campos de clase son los
mismos en caracteristica 0 que en caracteristica p > 0, excepto que necesita-
mos ser explicitos acerca de usar subgrupos abiertos de indice finito.

En 1935 Witt probé el Teorema de Existencia para extensiones abelia-
nas con grado divisible por p lo cual completé el trabajo de Schmidt para
extensiones abelianas de grado no divisible por p.

El punto de vista de Chevalley por medio de ideles funciona en ambos
casos, campos numeéricos y campos de funciones, sin embargo tenemos una
diferencia entre los dos casos para extensiones abelianas infinitas. Para un
campo de funciones K, como en el caso numérico, el mapeo de Artin Jx /K* —
Gal(K?*/K) tiene imagen densa, pero ahora el mapeo es inyectivo en lugar
de suprayectivo (la demostracién de la suprayectividad en el caso de campos
de nimeros falla en el caso de campos de funciones pues no existen lugares
arquimedianos en estos ultimos).

La imagen del mapeo de Artin en el caso de campos de funciones estd
caracterizado como el conjunto de elementos de Gal(K®P/K) los cuales, en la
cerradura algebraica del campo de constantes de K, son potencias enteras del
automorfismo de Frobenius.
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Miés precisamente, se tiene F, = ]Ff;b y el siguiente diagrama

Kab
/
H
K —% KF,
F,—% F

Sean ¢ = Gal(K**/K), H = Gal(K*/KF,) y G = Gal(KF,/K) =
Gal(F,/F,) = Z la completacién de Z. Entonces G = G/H.

El mapeo ¢: Jg/K* — G = Gal(K*"/K) satisface que imy = {0 € G |
0|k, € Z} donde 0|k, € Z significa que si 7 es el Frobenius de K, esto es,
Tx = 29, entonces O'|K]Fq = 7™ para alguna m € Z.

Para finalizar, la teoria de campos de clase no provee campos de clase de
manera explicita. En el caso de campos de niimeros, inicamente tenemos los
campos de clase explicitos para Q (Teorema de Kronecker—Weber, campos
ciclotémicos) y para los campos cuadréticos imaginarios. De hecho, en 1880
Kronecker en una carta a Dedekind describié su “suerio de juventud’ (“Ju-
gendtraum” en aleman), como poder describir las extensiones abelianas de
un campo numérico por medio de extensiones generadas por raices de algu-
nas funciones transcendentes. El sueno de Kronecker no se ha materializado
todavia.

Para campos de funciones, D. Hayes en 1974, basado en el trabajo de su
asesor, L. Carlitz, construyé una teoria de campos de clase explicita sobre el
campo de funciones racionales F,(T"). Ver [136, Capitulo 9].

Drinfeld en el mismo afio (1974), usando “mddulos elipticos”, ahora cono-
cidos como “mddulos de Drinfeld’, hizo explicita la obtencién de los campos
de clase sobre cualquier campo de funciones congruente.

Lo que hace diferente lo explicito entre los campos numeéricos y los campos
de funciones es que, en caracteristica p > 0, hay muchas funciones aditivas
(ver el [136, Capitulo 15] sobre los médulos de Drinfeld).
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Campos locales

3.1. Generalidades

En esta seccién presentamos los resultados fundamentales de los campos
locales. Hacemos notar que varios de los resultados para campos locales siguen
siendo validos para campos completos con respecto a una valuacién.

Definicién 3.1.1. Dados un campo K y v = vg: K* — R una valuacién,
es decir, v satisface v(zy) = v(z) + v(y) y v(z + y) > min{v(z),v(y)} para
cualesquiera x,y € K*, donde escribimos v(0) = oo, se define el valor absoluto
por |z], = |z| = ¢"® con 0 < ¢ < 1 fijo arbitrario. La topologia dada a K
por | |, es independiente del ¢ seleccionado.

Definicién 3.1.2. Una valuacién se llama discreta si v(K*) = Z. Una valua-
cién discreta v se llama normalizada si v(K*) = Z.

En este capitulo inicamente se estudiaran valuaciones discretas.

Consideraremos campos completos con respecto a | |,. Sea O = {x € K |
v(x) > 0} el anillo de valuacidon. Entonces Ok es un anillo local (de hecho,
es un anillo de valuacién) con ideal méximo px = p = {z € K | v(z) > 0}.
Se tiene que Ox = B| |,(0,1) = {z € K | |z[, < 1} es la bola cerrada,
p=DB,,01) ={r e K||r|, <1} es la bola abierta y K= K(p) = Ok/p
es el campo residual.

Definicién 3.1.3. Las unidades de K se definen por U := Oj; = O \ p =
{a € K* |v(z) =0} = {z € K| |z|, = 1}, es decir, Ug es la frontera de la
bola unitaria con centro en 0.

Si vk es discreta, entonces v (K*) = BZ para algin 8 € RT. Sea 7 € K
con vg(m) = . Sea £ € p, digamos vk (§) = fn para algin n > 1. De esta
forma tenemos que vk ({m~") = 0, esto es, {n~™ = u € Uk es una unidad y
& =un™ € p. Se sigue que p = (m) es principal. Reciprocamente, si p = () es
principal, sea vg(m) = o € RT. Para { € K*, £ = ¢, a,b € Ok, con b # 0, se
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tiene v (§) = vk (a) — vk (b). Para a € Ok, sia € Uk, vg(a) =0=0-q; si
a € Pk, a=aym con a; € Og. Repitiendo el proceso para a; concluimos que
existe n € Ny a,, € Ux con a = a,7". Se sigue que vk (a) = na. Por tanto
v (K*) = aZ y vk es discreta. En resumen, hemos probado que

Proposicion 3.1.4. Una valuacion vk es discreta si y sélo si pg es un ideal
principal. O

Si car K = 0 entonces car K = 0. Si car K = p > 0, entonces puede ser
car K =pocar K =0.

Definicién 3.1.5. Un campo K completo con respecto a una valuacién se
llama local si K es un campo finito.

Por razones técnicas para la teoria de campos globales, a veces se conside-
ran tanto a R como a C como campos locales.

En el caso de un campo local, se seleccionara al niimero 0 < ¢ < 1 que
define el valor absoluto como ¢ = ¢! donde el campo residual de K es F,,.

Definicién 3.1.6. Sea v normalizada. Un elemento primo o elemento unifor-
mizante T = 7 de K es cualquier elemento de valuacién 1: v(w) = 1.

Sea L/K una extensién de campos, w una valuacién de L y sea v := w|k.
Entonces Ox = KN Oy, pxg = KNypyg, K = Ok/px = O /(O Npp) =
(b + Ok)/pr € Op/pr = L. Se tiene que v(K*) C w(L*) C RT. Ademis
Uk ={x €Ok |v(x) =0}y K*/Ug = v(K").

Definicién 3.1.7. El indice de ramificacion e, y el grado de inercia f, se
definen por:

e = e(prlpx) = e(wlv) = e(L|K) = [w(L") : v(K7)],
f=Ffprlpx) = f(wlv) = f(LIK) = [L: K].

Dado cualquier campo K con valuacién v, sea K la completacién de K con
respecto a la topologia dada por v. Entonces dado = € K, existe {z,,}2°, C K
con lim,, o, o, = . Entonces v se extiende a K como o(z) = lim,, o v(z,) =
lim,, 00 9(xy,). Es claro que ¥ no depende la sucesién {x,}°2, vy que ¥ es
tnica. Sea w := v. Como w no depende de la sucesién, si z = 0 podemos
tomar z, = 0 para toda n y w(0) = co = v(zy,).

Seax #0, zp, #0y v(zy) — w(z) # 0. Por otro lado © — x,, —— 0,

n—oo

por lo que v(x — x,,) — oo. Por tanto

w(z) =w(x — 2z, + z,) = min{w(z — z,), w(x,)} = w(z,) = v(x,),

para toda n suficientemente grande. Por tanto w(K*) = v(K*) de donde se
sigue que e = e(K|K) = 1. También, tenemos el isomorfismo K = K de donde
se obtiene que f = f(K|K) = 1.

Un resultado para campos completos con respecto a una valuacién es el
Lema de Hensel. La version que es 1til para nuestros fines es la siguiente.
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Teorema 3.1.8 (Lema de Hensel). Sea K un campo completo con respecto
a una valuacion v y anillo de enteros A = {z | v(z) > 0} un anillo de
valuacion discreta. Sean f(x) € Alz] un polinomio y f := f méd p donde p es
el ideal mdzrimo de A. Entonces cualquier raiz simple A de f en A/p se levanta
de manera unica a una raiz de f en A, es decir, existe un unico a € A tal

que f(a) =0 y donde & = \.

Demostracion. Sea 3 € A una tal raiz de f, es decir, 5 = \. Entonces f(z) =
(x — B)g(x) con g(A) # 0. Si vy es otra raiz de f con ¥ = A, entonces f(y) =
(v=B)g(v) = 0. Ahora bien g(y) méd p = g(A) # 0, por lo que g(v) € A\p, es
decir, g(7) es invertible en A. Por tanto v = 3, de donde se sigue la unicidad
del levantamiento de la raiz.

Para la existencia, sea 31 € A tal que 3; = \. Entonces f(31) = 0 mdd p.
Supongamos que hemos hallado 3, € A tal que 3, = Ay f(3,) = 0 méd p".
Hallaremos 3,41 € A tal que S,11 = B, méd p" y f(Bnr1) = 0 méd pnti.

Sea h € p™ por determinarse y sea B,+1 = Bn + h. Desarrollando en serie
de Taylor se tiene f(Bn41) = f(Bn) + hf'(Bn) + h?y para algin y € A. Se
tiene que h%y € p?". Necesitamos que f(8,) + hf'(B,) = 0 méd p» L. Puesto
que \ es rafz simple de f, se tiene que f'(\) = f/(3,) # 0. Se sigue que
f'(Bn) € A\ p, esto es, f/(B,) es invertible y la ecuacién

f'(Bn)
con & € ptl arbitrario (€ — f(B8,) € p™) tiene solucién y f(B,) + hf'(Bn)
£ =0méd pntl.
Sea [ := lim, o B €l cual existe, 5 € Ay f(8) =0. O

En el caso de un campo de funciones congruente, % /Fy, si p es un lugar
de "y J, es la completacion con respecto a la valuacion vy, £, = Fa((7))
donde [%7 : Fy] = d, esto es, H = Fo, y m €  es un elemento tal que
vp(m) = 1.

Se tiene que los campos residuales de J7;, y de JZ en p son isomorfos, es
decir, Oz /p = O, /p. El isomorfismo se sigue del mapeo §: O — O — O /p
donde el primer mapeo es la inyeccién natural y el segundo es la proyeccion
natural; £ es suprayectiva y nic& = p (ver [160, Proposition 2.3.10]). Ponemos
pP="rx.

Proposicién 3.1.9. Si K es un campo local, entonces como grupo multipli-
cativo se tiene

K* = (m) x Ug = (7) x F} x U
donde Iy es el campo residual K de K,
Ugl):1+p}2:{a€K|a51méd7T"}, n>1,
U =UY ={a€ K |vg(a) =0} = {a € K | |a], = 1},
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esto es, Ux = O% es la circunferencia unitaria y ¢ = |I~(| Notemos que
U #£1+4p° = 0k.

Al grupo Uf((n) se le llama el grupo de las n—unidades principales, n > 1
y se define |x|, = ¢ ") es decir, seleccionamos ¢ = ¢~ en la Definicidn
3.1.1. Ademds F;, = W,_1, donde Wy denota al grupo de las t-raices de uno,
p =70k, (m) ={71™ |m €L} = 7.

Finalmente tenemos

UK/UI(;) ~K* = Iy, (multiplicativo) y
UM Ut = pn jpntl o K > F n > 1 (aditivo).
Demostracion. Sea a € K* con vk (a) = n € Z. Entonces vi(ar™™) = 0, es
decir, ar™™ = u € Ug y a = n"u. Por tanto la descomposicién a = w5 (*)y
es Unica.

Veamos que la representacion es unica. Digamos que a = n™u; = n"u,
por lo que vk (a) =m =ny u; = u. Se sigue que la funcién K* — (7) x Uk,
a— (5@ qr=vx(9) es un isomorfismo de grupos.

Ahora Ug — (Og/pk)”, u— uméd pr es un homomorfismo de grupos
ynucp ={u €Uk |u=1méd px} = UI((I). Se tiene que ¢ es un epimorfismo
pues si ¢ méd p € (O /px)” se tiene vi (€) = 0, por lo que & € Ug.

La ecuacién X9 ! — 1 se descompone totalmente en QO por el Lema de

Hensel, Teorema 3.1.8. Las raices de X9~! — 1 son los elementos de Fy y por
tanto la sucesion

1 —)UI((l) —)UK — (OK/]JK)* gFZ —)1,

se escinde y U = Fy X UI((l) COMO grupos.
Para n > 1 se tiene que Ul(g) LN Ok /pr dada por 1+ z7™ — 2 mdéd
pr es un epimorfismo y nicd = {1+ 7" | z € px} = UI((TLH). Por tanto

U JUY =2 Ok fpic = F,.
Finalmente, se verifica directamente que el mapeo

U@ Ut Ly pn it (14 ar™) méd UL s an™ méd pltt
es un isomorfismo de grupos. ad

Notemos que, puesto que Ug 2 UI({I) 2---D UI(?), se obtiene el siguiente
corolario.

Corolario 3.1.10. Paran > 1,

n—1 n—1
Ui/ = T 0 10k = o)) | TT i o™
=0 i=1

n—1 n—1
=|F:| | TT e o't = [F2] - | T] Oxc /o] = (g — 1)g"
=1 =1
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Ademds, tenemos

o

Ok/pr — Pic/PE 2 amy

Ok /pxc| = \ f[ p?‘l/p%] =q" D
m=1

Ejemplo 3.1.11. . Consideremos K = Q, el campo de los niimeros p-adicos.
El anillo de enteros de K es el anillo de los enteros p—adicos: Ox = Z,,. Ahora
bien Ux = O = Zj. Se tiene Z) = {€@+pXganp™) | € € Fy,a, €
Fp} =Ty x (1 +pZy) = F, x Ul((l). Esto es UI((U = 1 + pZy,. Notemos que si
p=2 Uk = U}(g) = 1+ 2Z;,. De esta forma tenemos que Z5 = Iy x (1 + pZ,)
y

>3
1+pZ, =" p=9
CQX (1+4Zz), p:2

Maés en general, para n € N, se tiene UI(?) =14+p"Z,.

Definicién 3.1.12. Sea K un campo cualquiera con un valor absoluto | |x.
Sea V un espacio vectorial de dimensién n, entonces una norma N de V es
funciéon N': V.— R* U {0} tal que

(1) N(v) > 0 paratodav eV y N(v) =0 < v=0.
(2) N(v1 4+ v2) < N(v1) + N (v2) para cualesquiera vy, vy € V.
(3) N(aw) = |a|gN (v) para toda o € K y toda v € V.

Teorema 3.1.13. Sean K un campo valuado completo y V' un K-espacio vec-
torial de dimensidén finita n. Entonces cualesquiera dos normas Ni,Na de V
definen la misma topologia de V y V es un espacio completo con la métrica
inducida.

Demostracion. Por induccién en n. Para n = 1, si {w1} es base de V/K
(V = K), entonces si A/ es una norma en V, entonces para v = cjw; € V,
N (W) = |ai|gN(w1) = Mai|k con A = N(wy) > 0. Por tanto N = A| | y el
resultado se sigue.

Sea n > 1 y suponemos cierto el resultado para cualquier K-espacio vec-
torial de dimensién m < n — 1. Sea {w1, ..., w,} una base de V/K. Sea N
la norma infinita de V, es decir,

Noo(arwy + -+ + apwy,) = max {|oy|k}.
1<j<n
Se tiene que N, es una norma de V y V es completo con respecto a No.
Sea A una norma arbitraria de V. Sea v = cqwy + - - - + a,wy,, entonces

N(v) = N(eawwr + -+ + apwy) < 350 N(ajwy) = 370 |aj|g N (w;) <
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cNwo(v) donde ¢ = 377 N(w;) > 0. Por tanto N'(v) < eNoo(v) para toda
veV.

Lo anterior prueba que la topologia definida por N, es m&s fina que
la definida de A/. Para probar que la topologia de N es més fina que la
definida por N, basta probar que dado r > 0, existe § = §(r) > 0 tal que si
v = Z?Zl a;w; es tal que N (v) < 4, entonces N (v) < r.

Supongamos que no se cumple la condicién anterior, es decir, existe r > 0
tal que dado § > 0, existe vs € V con N (vs) < & pero N (vs) > 7. Para §,, =
L >0, existe vs,, =: vy, con N(vy,) < L pero N (v,) > r. Consideremos
{om}e_ i, Noo(vm) = |a§-m)|K > ¢ donde vy, = a{™wy + -+ + oM,
Puesto que {v,, }7°_; es infinito, existe un indice jy y una subsucesién {v,,, }2;
con Noo(vm,) = |a§:”)|K > r. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
Jo=nYy {vm, 21 = {vm}50_;, es decir N (vy,) < % pero |a%m)|K >r>0.

o om _ ¢(m) L elm) (m) _ o™
Sea Uy, := & Twy + + &, _1Wp—1 + wy, donde fj =

a(n'm,) - agl-m,) .

Entonces N (uy,) < —, r < |a5lm)|K7 \a(%)lx <L

mr’

Ademas u,, —us = Z;:ll(fj(m) —fj(t))wj YN (U —ug) <N () +N(ug) <

1 1
£ 4 L
mr tr

Por hipétesis de induccién, M|y induce la misma topologia a la de N |y
donde V' es el subespacio de V' generado por {wi,...,w,—1}. Ahora, dado

€ > 0, existe t € N tal que para toda m > t, se tiene u,, —u; € Bar(0,€). Como
No induce la misma topologfa, existe § > 0 tal que wu,, —us € Bar_(0,8) C
Bar(0,€) y Noo (tm —up) = méxi<j<n—1 |§J(m) —§§t)|K para toda j con 1 < j <
n— 1. Por tanto {Ej(m)};‘f:l es una sucesion de Cauchy y como K es completo,
la sucesion es convergente.
Sea 5;0) = W}gnoo £§m) y sea ug = 5%0)1111 + -+ f,(lo,)lwn,1 + w,. Entonces
| 1x

N (o =) = N (55" =& )ws) < 35016 = ™) 6N (wy) ——

— 0
0. Por tanto Noo(ug — ty) —— 0. Se sigue que uy, New Uug.
m—00 m— 00
En particular, tenemos
N(ug) = N (uo — um + tm) < N(uo = tm) + N (upm) m 0,
puesto que N (un,) < % Se sigue que ug =0 = 5%0)1111 +- —1—57(9111)7171 +wy,
lo cual contradice que {wy, ..., w,} es un conjunto linealmente independiente.
O

Teorema 3.1.14. Sea K un campo valuado completo y sea L/K una exten-
sion finita de grado n. Entonces existe una tnica extension | |, a L del valor
absoluto | |k de K el cual estd dado por

Iyl = |NL/k(y) }(/nv
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paray € L y Ny g: L — K es la norma. Mds ain, L es un campo completo
con el valor absoluto | |r,.
Finalmente, la valuacion normalizada vy, estd dada por

vr(y) == %UK(NL/K(Q))-

Demostracion. La existencia de vy, estd garantizada por el Lema de Chevalley
[160, Corollary 2.4.5].

Ahora bien, si « € L*, sea 8 = NOZZ), donde N = Ny /. Entonces

Veamos que |y|;, < 1 implica | N(y)|x < 1. Sea 7% = J:gt)wl +oot 2w,

donde {w1,...,w,} es una base L/K y donde xlg-t) e K.
Puesto que ||, < 1, se tiene ~* — 0. Puesto que | |1 y N definen
[— 00

la misma topologfa, se tiene que Ny (7") = maxi<;<n \x?” — 0. Se sigue
- — 00

que x;t) == 0 para toda 1 < j < n. Por tanto |N(y)|x < 1.
—00

Ahora si |y| > 1, entonces |1/9|r, < 1 por lo que |[N(1/7)|x < 1y por
tanto | N(v)|x < 1.
En resumen, si N(y) = 1, necesariamente ||, = 1. Puesto que N(5) = 1,
se tiene o]
«a n
1=8p = k.
IN(a)[x
Por tanto |a|p = /| N(a)|k-
Finalmente v (8) = 0 = UL(NOE:;)) = nop(a) — vp(N(a)) = nvg(a) —
evig (N(a)) por lo que vr (o) = Svg(N(a)). O

Corolario 3.1.15. En el caso de un campo local, n = ef (Teorema 3.3.5) por
lo que v, (a) = %vK(N(a)). O

Corolario 3.1.16. Si K es un campo valuado completo y L/K es una exten-
sion finita, entonces

(1) Si a,b € L son conjugados, entonces |a|r, = bl y vr(a) = vr(b).

(2) Si L/K is Galois con grupo G, entonces para toda o € G se tiene

VL, 00 =v,.

Demostracion. (1) Si F es la cerradura normal de L/K y si b = oa,

1/n 1/n
bl = [Nk (0a)[ )" = | Nk (@)™ = |a|L.
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(2) Se tiene
(vr, 0 0)(Q) = vy, (0a) = %)K(NL Jxc(oa))
= S (Np/x (N (@) = vi0)

de donde se sigue que vy, 0 0 = vy,. O

3.2. Propiedades de las unidades de un campo local

Sea K un campo local con campo residual K = F,.

Notemos que Ué" ) =14 p%, n > 0, es un subgrupo abierto de Ok pues

Ul((n):{xGK*|UK(£U*1)>n—1}
= {.’I: c K* | ‘JI _ 1| < q—(n—l)} _ B(Lq—(n,—l))7

n=0
fundamental de vecindades abiertas de 1 € K*.
Por otro lado UI(?), n > 0, es un subgrupo de K*. Sea R un conjunto de

representantes de K*/UI((") con 1 € R, UI((”) = K*\ (UTE&T;‘61 TU}P). Se

y claramente (1 - U]((") = {1} por lo que {Ul((n)}n>0 forman un sistema

. n . .
sigue que Ué() es cerrado. Resumimos lo anterior en

Proposicion 3.2.1. Los conjuntos U](("), n >0, son a la vez abiertos y cerra-
dos en K*. O

Proposicién 3.2.2. El conjunto UI((n), n > 0, es compacto.

Demostracion. Sea I una colecciéon de subconjuntos abiertos de K* que re-
cubren a U I((n ). Si UI(?) no pudiesen ser cubiertas por un ntmero finito de
conjuntos de I y puesto que U I((n 1) 65 de fndice finito en U I((" ), alguna clase

n+1 n , . , .
uUé( ) C U;() no seria cubierta por un numero finito de elementos de I.
Continuando con este proceso, tenemos que existe una sucesion

u USTY 2 a2 o

tal que ningin u;U I(("H ) puede ser cubierto por un nimero finito de elementos
de I.
Puesto que U [(? ) es un subconjunto cerrado de K* y K* es completo,

se tiene que UI((") es completo, de donde se sigue que (2, ujUI((nH) £ 0.
Sea ug € ﬂ;’il ujUI(?H). Entonces uOUI((nH) = ujUI(("H) para todo 7 > 1. Los

conjuntos de I son conjuntos abiertos y uoU I((n *9) e una vecindad fundamental
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de ug, por lo que existe T' € I con uOUI(;Hrj) C T'. Esto tdltimo contradice que
u;U I(? ) = UQ Ul((n ) 1o puede ser cubierto por un nimero finito de elementos

de I. Por tanto, UI(?) es un conjunto compacto. a

Con respecto a los ideales p’ tenemos:

Proposicién 3.2.3. Los ideales pi, n > 0 son a la vez conjuntos abiertos y
cerrados de K*.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de que Ul((n) =1+ p% y de la Pro-
posicién 3.2.1. Una demostracién directa es la siguiente. Se tiene que para
n>0p% ={zreK|vk(x)>n}={xeK|vkg(x)>n—1}, es decir,
pr = v ((n—1,00]) = vg'([n,00]), v: K = RU{0} = (=00, 0] es cla-
ramente una funcién continua (si , — x, v (z,) —— vk (z)). Puesto
n—oo n—00
que (n — 1, 00] es abierto y [n, 00| es cerrado en R U {0} se sigue lo afirmado.
O

Corolario 3.2.4. Sea K un campo local. Entonces K es un campo totalmen-
te disconexo y mo discreto. El grupo multiplicativo K* de K, es localmente
compacto, no compacto y totalmente disconero.

Demostracion. Puesto que UI(("), n > 0 es un sistema fundamental de vecinda-

des de 1 € K*, y puesto que U I(? ) es compacto, se sigue que K* es localmente
compacto. Ahora bien K* no es compacto pues si m = wg, K* = UZCZO Uk
donde cada conjunto 7" Uk es abierto y la unién es una union disjunta a pares.
El hecho de que K* es totalmente disconexo se prueba de manera analoga a
que K es totalmente disconexo y cuya prueba damos enseguida.

Para ver que K es totalmente disconexo, consideremos x # 0. Entonces
vg(x) = n € Z. Entonces © ¢ pj con m > miax{l,n + 1}, esto es 0 € p},
r € K\ p} siendo p y K \ p} conjuntos abiertos disjuntos. Finalmente K
no es discreto pues p%, n > 0 es un sistema fundamental de vecindades de
{0} y pk # {0}, esto es, {0} no es un conjunto abierto. O

El isomorfismo K = p}‘(/p"K+1 se sigue del hecho de que p = 7Ok, por
lo que la multiplicaciéon por 7" induce el isomorfismo. Mds precisamente, sea
p: O — Ok dada por ¢(z) = 7#™x. Entonces ¢ es un homomorfismo de
grupos aditivos. Ademds, imp = 1" O = pE v o L (pit!) = 710k = pk, de
donde se sigue que Ok /pr = p?(/p?(ﬂ.

Ademds el mapeo ¢: Ox — Ok dado por ¢¥(u) = u — 1 da lugar al
homomorfismo de grupos U I(? N %/ p’};rl con U [(? ) un grupo multiplicativo
V% /p}?‘l un grupo aditivo, el cual es suprayectivo por definicién y nicy =
14 p. De hecho, lo anterior se debe a que

Yw)=w—-1=(u—-1Dwv-1)+u—-1)+(wv-1)

por lo que uv — 1= (u— 1)+ (v —1) méd p2* y 2n > n + 1.
Como consecuencia se tiene:
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Proposicion 3.2.5. Sea p la caracteristica del campo residual del campo local
K.

(1) Para todon > 1, (UI((”))p c UI((RH),
(2) Para m € N con med(m,p) = 1, se tiene que para cada n > 1, el
mapeo u — u™ es un automorfismo de Ugl), en particular (Ugl))m _

UI(?) para todan > 1 y toda m con ptm.

Demostracion. (1) Se tiene U]((")/U;("H) 2 F,. Por tanto, si z € Uﬁ(n), se tiene
0(zP) = pf(z) = 0, de lo cual obtenemos que z? € UI(?H).

(2) Sea f: UI(?) — U[({n) dado por f(u) = u™, con n > 1 arbitrario.
Entonces f es un endomorfismo. Sea z € Ui((n) con ™ = 1. Se tiene x = 14un™
con u € Ok. Siu#0, u=mnjuy para algunos up € Ux y s > 0. Por tanto

n—+s

r=14ugmy y 2™ =1+ muoﬂ?(“

+ términos con valuacién mayor.

Puesto que v (m) = 0, mug # 0 lo cual es absurdo. Por tanto u =0y x = 1.
Por tanto f es inyectiva.

Ahora sea x € UI(("). Para toda r € N, existen a,, b, € Z tales que a,m +
bep' =1, x = 2! = g@mHorr" = (gor)m . (br)P" = € ... Sea 2% =1+ ¢, con
¢ € pg. Entonces p, = (:vbf)pr =1+pc, méd p gy ur(py—1) >r+1
vy lim, o pr = 1. Se sigue que y := lim,_,,, %" existe y x = y™, por lo que
f es suprayectiva. O

Proposicion 3.2.6. Sean v = vk la valuacion de K y m € N tal que la
caracteristica de K no divida a m. Entonces para n > v (m), el mapeo g,

x — x™ da lugar a un isomorfismo Uf((n) — UI(}H”)K(M)). En particular, si
car K=p>0,vg(m)=0y U[((n) = (Ul((n))m para toda n > 1 y para p{m.

Demostracion. Sea m un elemento primo de K, esto es, vg(m) = 1. Sea x =
1+ar™ € U]((n), a € Ok . Entonces
m )
2™ =1+ man™ + <2>a27r2" +---=1méd p?_w(m).
Por tanto ™ € UI(?JFUK(m)) para toda n.

Para probar que el mapeo es suprayectivo, debemos probar que para a €
Op arbitrario, existe x € Ok tal que

1+ an™ K™ = (14 gr™)™,

lo cual equivale a que 1+ ax"+*5(™) = 1 4 ma"z + 72" f(z) donde f(x) €
Ok|z]. Si K es de caracterfstica prima relativa a m, m = ur?%("™) con u € Uk.
Sicar K =p>0ypm, m=0en K. As{
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1+ aﬂ_n+1)K(m) _ 1+ uﬂn+vK(m)z + 7r2”f(x) si p 1/ m,
1+ 72" f(x) sip|m.

Por lo tanto necesitamos resolver

0_47@ +ux + 7 f(z) sipfm,
) —a w0 f) sip | m.

La primera ecuacion tiene solucién por el Lema de Hensel, pero la se-
gunda ecuacidon no tiene solucion. Més precisamente, la primera ecuaciéon
es equivalente a resolver la ecuacién —a + ux + 7"~V f(z) = 0. Pues-
to que n > vk (m), médulo pg se tiene a + uZ = 0 con @ # 0. Por tanto

h(z) = —a + ux + 7« (") f(z) = 0 tiene una raiz simple y por el Lema de
Hensel, Teorema 3.1.8, la raiz 7 = £ se levanta a O a una raiz de h(z) y por
tanto g: Ul((n) — UI((”JFUK("’)), x +— ™, es suprayectiva.

Ahora, nicg = W,,, = {€ € UI((") | €™ = 1}. Sea £ € nicg, £ = 1+ un™
con u € Og. Entonces £ =1 mdéd p}, por lo tanto £" = 1 méd p’ para toda
r > 1. Se tiene

0= (" -1 = (€~ DE" " +--+E+1).

Puesto que n > v (m) y €™+ + &+ 1 =mméd p = ur®s (™ méd pl
con u € Uk, se sigue que ™1+ +&+1 ¢ p% y en particular ™1 4. ..+
£+ 1#£0. Por tanto £ =1 y g es inyectiva. O

Corolario 3.2.7. Para m € N tal que car K t m, se tiene que (K*)m es un
subgrupo abierto de K*.
Ademds, si car K = 0, se tiene que [)r_, (K*)m = {1}.

Demostracion. Para v € K*, o™ € (K*)m, y para n > vg(m) con p f m,
p = car K, meI(;HUK(m)) = (IUI((n))m C (K*)™, la cual es una vecindad
abierta de . Se sigue que (K*)m es abierto en K*.
Sea ahora car K =0y seaa € ()_, (K*)m - ﬂi,“ifl (K*)m. Si v (a) #
ptm

0, para cada m € N con p { m, existe y,, € K* con a = ¢, por lo tanto

vi(a) = muk (ym) con vk (ym) # 0. Por tanto, m|vk(a) para toda m con
p 1 m, lo cual es absurdo. Se sigue que vi(a) = 0 y a € Uk. Por tanto
a€Mo_y (Uk)™, esto es, a = ul con u,, € Uk para toda m.

Sean € Nysea [Uk : Ul((n)] = m. Entonces u; € Ul((n) de donde obtenemos
quea €()_, UI(?) y vx(a—1) > n para todan € N. Por tanto vk (a—1) = 0o
ya=1. a

Observacion 3.2.8. Si K es un campo local de caracteristica p > 0, entonces
(K *)p no es abierto en K™* pues si este fuese el caso, existiria m tal que
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Ul((m) C (K*)p. En particular 147} = 2P para algin € K*. De esta forma,
tendriamos que z? — 1 = (z — 1)? = 7% lo cual no es posible puesto que
de lo contrario tendrfamos que m = pug(x — 1) y entonces p|m. Puesto que
UI(?) - Ul({m) esto dirfa que p|n para toda n > m lo cual es absurdo.

Por otro lado, (K*)p si es cerrado pues K* = (nx) x Ug como grupos
y (K*)p = (rh)UL y como Uk es compacto, U}, es compacto y por tanto
cerrado.

Cuando car K = 0, un resultado que probaremos usando el cociente de
Herbrand en cohomologia es que para m € N, (K *)m es de indice finito en
K* y de hecho [K* : (K*)m] = mg"= "™ |, (K)| = m-|mly,¢ [ (K], donde
|K| =qy pm(K) ={{e K| =1}

3.3. Representacion, normas, valores absolutos y
extensiones de campos locales

Empezamos con un resultado fundamental sobre extensiones finitas de
campos locales.

Proposicién 3.3.1. Sea L/K una extension finita de campos locales con ani-
llos de valuacion Or, y Ok respectivamente. Sean px = (i) ypr = (7L) con
7wk y 7L elementos primos de K y de L respectivamente. Sean f = f(L|K) =
[Or/pr : Ok /pi] = [L : K] y e = e(L|K) el indice de ramificacion. Sea
{w1,...,ws} una base de I?/K’ Sean «; € Op tales que a; = w;, 1 <1 < f.
Sea n;; = aiﬂ'i, 1<i< f,0<j<e—1. Entonces {n;j}i; es un sistema
linealmente independiente sobre K* y en particular [L : K] > ef. Mds ain se
tiene que:

(1) Siy = 25:1 Aja; con A; € K, entonces se tiene que vr(y) =

ml’n1Si§f{€UK(Ai)}.
(2) Siz= E{Zl Z;;é cijNij con ci; € K, entonces
vp(z) = i {evk (¢ij) + 7}
0<j<e—1
Demostracion. (1) Seay = Zlle Ajaycon A; € K.Si1 Ay =+ Ay =
0, el resultado se sigue inmediatamente. Por tanto, rearreglando, po-
demos suponer que v (A;) = = vg(As) <vg(A;), s+1<i< f.

Sea B; = %, 1 <i < f. Entonces By = 1y B; € Ok para toda

1. Adema4s se tiene que All = Zlf:l B;a; € Op,. Si y/A; € pi enton-

ces se tendria que Ail =0=a; + 2{21 B;a; 1o que contradice que

{wi,...,ws} es un conjunto linealmente independiente sobre K. Se
sigue que y/A; ¢ pr por lo que vg(y/A1) =0y vp(y) = vp(4y) =
evg (A1) = emini<;<p{vk (4i)} = mini<i<p{evic(4;)}.
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(2) Sea z =3}, cijni; con Cij € K. Seay; = Zf 1Gij0, 0<j<e—1
y por tanto z = ZJ OyﬂrL Siy; # 0, vp(y;) es multiplo de e y

vL(yﬂrL) = j méd e. Por tanto los valores {vr(y;) | y; # 0}j — son
todos distintos y por tanto

o nin {vL(yﬂL)}:Ogngn {vr(y;) + 7}

= min_{ i {evic(e) + 1) = min_ {evrcley) + ).
1<1<f

vr(2)

Ahora sea -, x;;n;; = 0 para algunos z;; € K. Por tanto oo = v.(0) =
min;;{evk (z;;)+7}. Por tanto v (z;;) = oo para todo ¢, j y por tanto z;; = 0
para todo 4, j, probando que {7;;};; es un conjunto linealmente independiente
de L. a

Ahora probaremos que {7;;};; es de hecho una base de L/K. Esto lo
haremos viendo que los campos locales, de hecho los campos completos bajo
una valuacién discreta, se pueden representar por medio de series de Laurent.

Sea K un campo completo con respecto a una valuacion discreta vx nor-
malizada, esto es, v (K*) = Z y sea Ok /pg = K el campo residual. Sea R
un sistema completo de representantes de K, R C Ok y tal que 0 € R, 0
es el representante de 0 + px = px en R. Para cada n € Z, sea 7, € K tal
que v (m,) = n. Consideremos cualquier suma Zf;m rnT, donde m € Z y
rn € R. Se tiene que v (rpmn) = v (1) + v (m) > n (=nsir, #0y oo si
r, = 0). Por tanto vk (r,m,) ——— 00y por tanto > °°  r,m, converge en
K.

Entenderemos Y 0 rpm, = > TypTp con ry, = 0 para toda n < m.

Teorema 3.3.2. (1) Cada x € K se expresa de manera dnica como
=Y TpTn, T € R.Six#0 yr, #0, entonces vk (x) = m.

(2) Sean =Y 07 TuTn, Y= Y oo, SnTp CON Ty, S, € R. Entonces
para i € Z, se tiene que vg(x —y) > i <= 1, = S, para toda n < i.

Demostracion. (1) La unicidad se sigue de (2): Si z = Y rpm, =
> 7} m, fuesen dos expresiones de x y si 1, # ), para algin m € Z,
podemos seleccionar el minimo tal m y vg(0) = vg(x —x) = m lo
cual es absurdo.

La valuacién de x también se sigue de (2). Se tiene que 0 = > 0m,, y
T =Y rpmp, x#0,si m € Z es minimo m € Z con r,, # 0, Entonces
v (x —0) = v (z) =m.

Para la representaciéon de z € K, z # 0y vg(z) = m < oo, se
tiene, para n € Z, p = {x € K | vg(z) > n} = Ok - m,. De que
Ok = R+ pk, se sigue que

py = Rm, + p"+1 Rm, + Rrpy1 + -+ Rmy + ptH
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para toda t > n. Puesto que z € p7}, existen rp,, i1, "mt2,---
tales que x = Zfz:m T, méd ptK+1 para t > m, de donde, x =
UMy yoo Do TnTn

Asi pues, toda la demostracién se seguird de probar (2).

(2) Sir, = s, para toda n, entonces x = y y vg(x —y) = co. Su-
pongamos ahora que existe m € Z con 1, # S;m ¥ T = Sp, para toda
n<m. As, v —y = > 07 (r, — 8,)T,. Puesto que ry,, 8, € R,
T'm Z Sm méd p por lo que v (Tm — Sm) = 0y v ((Tm — Sm)Tm) = m.
Paran > m, vg((rn—sn)mn) = vk (m) =n > m = 0 ((Tm —Sm)Tm)-
Puesto que m = vk ((rm — $m)mm) < Uk (D opemi1(Tn — $n)m0) (>
m+ 1), se sigue que vi (x —y) = v ((Tm — $m)Tm) = m. Esto prueba
(2). O

Corolario 3.3.3. Sea R™ = [[° R = {(r:)2y | 7 € R} = [[,—oRn con
R, = R para toda n. Consideremos R con la topologia producto y cada R,
tiene la topologia discreta. Entonces

oo
m
R> >OK7 (Tn)zo:o ? § TnTn,
n=0

es un homeomorfismo de R*® en Og. En particular O es un conjunto com-
pacto. Ademds, Ok = p'% para toda n > 0 y p es compacto.

Demostracion. La parte (1) del Teorema 3.3.2 prueba que u es biyectiva y la
parte (2) prueba que es un homeomorfismo. La compacidad de Ok se sigue

del Teorema de Tychonoff.
El mapeo  —— z7} es un homeomorfismo de Ok en p. a

Notemos que O = UZO:O Uk y cada mi Uk es abierto, por tanto O
es abierto. Por otro lado (N, p% = {0} pues si z € (,—,P%, vk(z) > n
para toda n de donde se sigue que vk (z) =ocoy  =0.

Tomando los mapeos candnicos Ok /p% — O /p% para m > n, se sigue
que

Ok =1m Ok /pi-

Similarmente

0 im0 )

con respecto a los mapeos canénicos Uj((l)/UI((m) — U]((l)/U}((n) con m > n.
Teorema 3.3.4. Sea K un campo local.

(1) Sicar K =0, [K : Q)] =ef =d, Ul((l) = WK@Zg con Wi ={{ €
K | " =1 para algin m} = Z/p*Z para algin a > 0.
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(2) Sicar K =p>0, UL 2 [[2, Z,.

Demostracion. [77, Propositions 2.6, 2.7, 2.8]. O

Teorema 3.3.5. Con las notaciones de la Proposicion 3.3.1, se tiene que

{ni;} 1<i<y es una base de L/K y[L:K]=ef.
0<j<e-1
Mds ain, {n;;} 1<i<f es una base O, sobre Ok, esto es, Or, es un Ok -
0<j<e-1
mddulo libre de rango ef.

Demostracion. Sea R un conjunto de representantes de O /px en Ok con
0€ Rysea R = {2{21 rio; | ri,...,ry € R}. Entonces R’ es un conjunto
de representantes de O, /pr, en Of y 0 € R'. Sean 7w y 7, elementos primos
de K y L respectivamente.
Para m € Z, escribamos m = te+j,t € Zy 0 < j < e — 1y definimos
TL,m := Ty . Ahora como vy |k = evg, se tiene vy (7, m) = et + 7 = m.
Dado y € L, y se escribe de manera tinica en la forma

o
/
Yy = E T mTLm,

m=—0o0

/ / 1 f i
conr,, € R'.Sear,, =31 | rima; conr;, € R. Sesigue que

f f e—1
_§ :E : N _§ E o)
Yy = TimQiTLm = Bzgazﬂ-La
m =1 i=1 j=0

donde B;; = >0 Titet;Tx € K. Por tanto {n;;}:; genera L/K y por la
Proposiciéon 3.3.1, este conjunto es linealmente independiente, por lo tanto es
basey [L: K| =ef.

Ahora bien {n;;}i; € Or. Sea z € O, x = Zij cijnij. Entonces, por
la Proposicién 3.3.1, tenemos que vi(xz) = min;;{evk(c;;) + j} > 0 por lo
que evk(c;j) > —j para todas 4,j. Si se tuviese vk (c;;) < —1, entonces

evi(cij) = —le > —j, 1 > 1 lo que implicaria que j > e lo cual es absurdo.
Por tanto vi(c;;) > 0 para todas ¢,j. Es decir ¢;; € Ok y el resultado se
sigue. a

Teorema 3.3.6. Sea K un campo local y sea L/ K una extensidon finita de K.
Sean N =Ny i yT :=Trp k la norma y la traza de L en K respectivamente:
N,T: L — K. Entonces N y T son funciones continuas. Ademds N(Op) C
OK Yy T(OL) Q OK.

Demostracion. Sea {n;;}:; la base de L/K dada por la Proposicién 3.3.5. Sean
yeLyuyn = Zle Zf;é Tijsthst Para toda 4,7 con x;j5 € K. Se tiene
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vr(y) +J = vr(y) +vr(ni) = vr(yni;) = Igigl{evK(mijst) +1t}
< evk (Tijst) + .

Por tanto

Q|

vi (xijst) > —(vp(y) + 5 —t) para todas 4,7, s, t.
Se sigue que y — 0 <= vr(y) — 00 = VK (Tijst) —> 00 <= Tyjst —
0 para todas 1 <1i,s < f y para todas 0 < j,t <e— 1.

Se sigue que las x;;5;’s dependen continuamente de y € L. Puesto que Ty
N son la traza y el determinante de la n x n matriz (z;;s;) respectivamente,
tenemos que 7'y N son funciones continuas.

Finalmente, si y € O, vr(y) > 0 lo que implica que v (zi;5:) > 0 de
donde obtenemos que T(Or) C Ok y N(Op) C Ok. O

Un resultado de especial relevancia para nosotros para la teoria local de
campos de clase es que si L/K es una extensién finita de campos locales,
entonces Ny /i (L*) es un conjunto cerrado en K*.

Teorema 3.3.7. Sea L/K una extension finita de campos locales y se N la
norma de L en K. Entonces N(UL) es un subgrupo compacto y por tanto
cerrado en K* y N(L*) es un subgrupo cerrado de K*.

Demostracion. Puesto que la norma N es continua (Teorema 3.3.6) y Ur es
compacto (Proposicién 3.2.2) por lo que N(UyL) es compacto en K* y N(Up) C
Uk . Puesto que K* es Hausdorff, N(Uy) es cerrado en K*.

Ahora bien, N(U) = N(L*) N Uk C Uk. Como Uk es abierto, N(UL) es
abierto en N(L*) y también es cerrado en N(L*). Se sigue que N(L*)/N(Up)
es un espacio discreto: si & € N(L*), {N(UL) es abierto en N(L*) y EN(UL) =
77 1(€), 72 N(L*) — N(L*)/N(UpL) la proyeccién natural de donde se sigue
que ¢ es abierto en N(L*)/N(UyL). Por tanto N(L*)/N(Uz) es un subgru-
po discreto de K*/N(Uy). Ahora bien, por ser N(Uy) cerrado, se sigue que
K*/N(UL) es Hausdorff (se tiene en general que si G es un grupo topolégico
Hausdorff y H es un subgrupo cerrado de G, entonces G/H es Hausdorfl).
Por el Lema 3.3.8 abajo, se sigue que N(L*) es un subgrupo cerrado de K*. O

Lema 3.3.8. Sean G un grupo topoldgico Hausdorff y H < G un subgrupo
discreto de G. Entonces H es cerrado.

Demostracion. Paso 1: Sea U una vecindad abierta tal que U N H = {e},
entonces existe una vecindad abierta V C U tal que VV 1 CU yec V.

En efecto, sea o : U x U — G, o(y1,y2) = y1y; . Por continuidad, existe
una vecindad N C U x U de (e, e) tal que o(N) = U y N contiene una
vecindad abierta de la forma V; x V5 con V4,V C U y e € V3 N V5. Entonces
V := Vi NV; es la vecindad buscada.
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Paso 2: Sea x € G\ H. Sea U una vecindad abierta de e con U N H = {e}.
El mapeo L,: G — G, L,(y) = 2y con x € G es un homeomorfismo con
inverso L,-1. Sea V C U una vecindad de e tal que e € V' y VV ! C U. Sea
W = L, (V). Se tiene que W tiene a lo mds un elemento de H. Si WNH = 0,
W es la vecindad buscada, Si W N H = 2V N H = {h}, existen abiertos U,
yU,de Geconx €U, yheU,yU,NU, = 0. Finalmente xV N U, es una
vecindad abierta de x disjunta de H.

Por tanto H es cerrado en G. a

3.4. Clasificacion de campos locales. Extensiones no
ramificadas

A continuacion caracterizamos los campos locales.

Proposicion 3.4.1. Sea K un campo local de caracteristica 0, esto es, Q C
K. Sea e := vi(p) donde p = car(Og /px) = car K. Entonces K es una
extension finita de Q,, los ndmeros p-ddicos y [K : Qp) = ef donde f =
Ok /vk : Fp). Finalmente, O es un Z,-mddulo libre de rango ef: O = Zf,f
como Zy,-mdédulo.

Demostracion. Sean v la valuacién de K y w := vl|g. Se tiene que p = p-1x # 0
y ) < w(p) = v(p) = e < co. Se tiene que w es equivalente a la valuacién p-
adica v, de Q. Sea L la cerradura de Q en K. Puesto que K es completo, L
es completo con v|z, ¥ es una completacién de Q.

Puesto que w es equivalente a v, se sigue que L = Q,. Ahora v(p) =
e(K|Qp)vp(p) = e(K|Qp) = e. Se tiene que Ok /px = F,r con f =[O /pxk :
Zyp/pZp) =[Ok /pK : Fp). Se sigue del Teorema 3.3.5 que [K : Q,] =ef y que
Ok es un Z,-médulo libre de rango ef. O

Lema 3.4.2. Sea K un campo local con K = Fy, ¢ una potencia de p.

(1) Para cada x € Ok, el limite

w(z) == nhﬁngo z?"

existe en Ok y el mapeo w satisface
w(z) =z médpr,  w@)=w(@),  wly) =w(@)w(y)

(2)Sea A={zr e K |27l =1}, R=AU{0} = {z € K | 27 = x}.
Entonces R es un conjunto completo de representantes de Ok /px en
Ok, conteniendo a 0. A es el conjunto de todas las (¢ — 1)-raices de
la unidad en K y el homomorfismo candonico O — K induce un
isomorfismo de grupos multiplicativos: A = F7.
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Demostracién. (1) Por induccién probaremos las congruencias 2 =
27" méd pi paran > 1. Paran = 1, 27 = 2 méd pg se sigue del
hecho de que K es el campo finito de ¢ elementos Supongamos que la
congruencia se cumple para n > 1 de tal manera que 29" =27 +y
con y € p%. El caso de car K = p se sigue inmediatamente tomando
la g potencia de esta igualdad. Aqui presentamos el caso general. Se

tiene
+1 d q 1
=3 (D),
7

i=0
Para 0 < i < g, el entero () = %(3:11) es divisible por p por lo que

(f) Yyt e p?jl. Para i = 0 lo anterior también se cumple, por lo cual

n+1
obtenemos lo deseado: 27" = 2% méd p"“.

Por tanto {7 }°2, es una sucesién de Cauchy por lo que es conver-

gente a un elemento w(zx) en O pues Ok es cerrado y K es completo.

De las congruencias, obtenemos que 24" = z méd px y por tanto que

w(z) = 2 méd pg. También obtenemos que
w(z)? = lim 20" = w(z), w(zy) = lim (27 y7") = w(z)w(y).

n—oo n—oo

(2) Sea V = {w(x) | € Ok}. Puesto que w(z) = z mdéd pg, cada
clase residual de Og mdd px contiene al menos un elemento de V.
Por otro lado, puesto que w(x)? = w(x), V es un subconjunto de R.
Ahora bien, el nimero de elementos x en K que satisfacen 29 —x = 0
es a lo mas ¢ mientras que el nimero de elementos de K es q. Se sigue
que V = R y R es un sistema completo de representantes de Ok /px
en Ok. Se tiene 0 = w(0) € R. Puesto que w(zy) = w(z)w(y), las
propiedades enunciadas para A se siguen inmediatamente. ]

Proposicion 3.4.3. Sea K un campo local de caracteristica p > 0, es decir,
F, C K. Entonces (K,vi) = (Fy((T)),vr) donde vr(Y o, anT™) = m si
am # 0 para algin q = pf, f > 1. De hecho, F, =2 Ox/pk es el campo
restdual.

Demostracion. Puesto que K es un campo de caracteristica p, el conjunto R =
{z € K | 7 =z} en el Lema 3.4.2 es un subcampo de K de ¢ elementos. Por
tanto F, = R C K. Sea m = mx un elemento primo y representamos a K como
en el Teorema 3.3.2 con m,, = ", n € Z. Entonces el mapeo Zn anpm" —>
YonanT", a, € Fy, define un Fy-isomorfismo (K, vg) = (Fq((T)), vr). O

Resumimos en el siguiente resultado la caracterizacion de los campos lo-
cales.

Teorema 3.4.4. Sea K un campo local. Entonces
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(1) Si car K = 0, K/Q, es una extension finita de grado ef, e =
vk (p) = e(K|Qp) y f = [OK/pK 1] = f(K|Qp).

(2) SicarK = p > 0y K = Og/px = F,, entonces (K,vg)
(Fq((T)),vr).

o m

A continuacién veremos que las extensiones no ramificadas de campos
locales estdn en correspondencia con las extensiones de los campos finitos.

Teorema 3.4.5. Sea K un campo local con campo residual K = Ok /pr =
F,. Para cada n € N, existe una extensién L/K no ramificada de grado n,
L es tdnico, es el campo de descomposicion del polinomio z¢ — x sobre K
y L/K es una extensidn ciclica de grado n. Cada elemento o € Gal(L/K)
induce un automorfismo o’ de f//f( y el mapeo o — o’ induce un isomorfismo
Gal(L/K) = Gal(L/K).

Mds aiin, L = K(A) donde A= {z € K | 29" = z}.

Demostracion. El campo finito K = F, tiene una extensién de grado n, la
cual es tunica y es ciclica. Por tanto existe un polinomio monico irreducible
g(z) € K[z] de grado n. Sea f(x) € Ok[x] ménico tal que f(z) = g(z) =
f(z) méd pg. Sea w una ral'z de f(z), f(w) =0.Sea L := K(w).

Sea f(z) = a™ + > 1, 0 a;z" € Oklz]. Entonces w" = — Y 7"~ 01 a;w’ con
a; € Ok. Por tanto

n—1

vp(W") = nvp(w Zalw >0<IZIEH {vr(a;) + ivp(w)}

> =
0<rllg7lll 1{wL( w)} zovL(w),

para algin 0 < ig < n — 1. Por tanto (n —ig)vr(w) > 0 de donde se sigue que
vp(w) >0y we Op. Seaa=w € Or/pr. Por tanto g(a) =0 = f(w). Como
g(z) es irreducible, se sigue que [K(a) : K] = grg(z) = n.

Por otro lado, f(w) = 0 implica [L : K| = [K(w) : K] < gr f(z) = n. Se
sigue que

n=[K(a):K|<[L:K]=f(LIK)<[L:K]<n

de donde se obtiene [L : K| = f(L|K) = n. Se sigue que L/K es una extensién
no ramificada de grado n.
Sea E/K cualquier extensién no ramificada de grado n. Entonces n = [E :
} = f(F|K) = [E : K] por lo que E 2 Fn. Se tiene que A = {z € Op |
zd" = = 2} es un conjunto completo de representantes de E en Og y A tiene
q" elementos, es decir, A es el conjunto de raices de 29" —x € Og[z]. Se sigue
que K(A) es el campo de descomposicién de 27" — z sobre K y como este
polinomio es separable, la extensiéon F = K(A)/K es separable y por tanto
K(A)/K es Galois.
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Se tiene que K C F C E y puesto que A C F, E = F = Fgn. Ademds
F/K es una extensién ciclica de grado n. Cada ¢ € Gal(F/K) induce un
automorfismo ¢’ € Gal(F/K) y el mapeo o — ¢’ define un homomorfismo
Cal(F/K) -2 Gal(F/K).

Sico’ =1,estoes, 0 = 1, 0(A) = A pues A es el conjunto de raices de
P — y puesto que A es un conjunto completo de representantes de }7_'7 o =1
implica que o fija a cada elemento de A y, puesto que F = K(A), o = 1. Por
lo tanto ¢ es inyectiva y

[F: K] = | Gal(F/K)| < |Gal(F/K)| = [F: K] = f(F|K) < [F: K],

de donde se sigue que [F : K] = f(F|K) = [FF : K] = ny F/K es una
extensién no ramificada de grado n. Por tanto F' = E. Se sigue que E = K(A)
y por tanto E es unico y Gal(E/K) = C,,. O

Para finalizar esta seccién, presentamos algunos resultados sobre la imagen
de la norma de unidades y n-unidades indicando algunas referencias para su
demostraciéon mas adelante.

Sea L/K una extensién finita y separable de campos locales con valua-
ciones vk y vy, respectivamente. Se tiene la sucesién exacta 1 — Uxg —
K* 25, 7 — 0 y el diagrama conmutativo

1 Uk Ko7 0
\Li 1i ild
1 UL J RN/ 0

donde las filas son exactas e i denota al encaje.

Proposicién 3.4.6. Sea Ny /g : L* — K* la norma. Entonces se tiene el
siguiente diagrama conmutativo, donde las filas son exactas:

1 Ut s oy 0
¢J{NL/K wiNL/K if
1 Ut s K o7 0

es decir, fvp(z) = vk(Np/xx) donde Np/xpr = pf(, pr denota al ideal
mdzimo de O, y donde f = [Or/pr : Ok /pk].
En particular tenemos v (Np i y) = fur(y) para y € L*.

Demostracion. Se tiene que Np /g U, C Uk y to @ = 1 o pues esto es
simplemente toNp /i = Np /g ot. Laigualdad vk oNp /i = fuy es el contenido
del Teorema 3.1.14 y del Corolario 3.1.15. a



3.4 Clasificacién de campos locales. Extensiones no ramificadas 45

Corolario 3.4.7. Si L/K es una extension abeliana finita de campos locales,
se tiene que e = [Ur : Np /g Ur].

Demostracion. En general, para una extension finita y separable de campos
locales, tenemos, aplicando el Lema de la Serpiente (ver Teorema 4.1.8 mds
adelante), al diagrama de la Proposicién 3.4.6, la sucesién exacta

-+ — nic f = {0} — conticleo  — conticleo ) — conticleo f — 0,
donde el mapeo f es multiplicaciéon por f. Por tanto

U K Z
K — — — 0.

0— —
Nk UL N,k L* fz

Se sigue que [K* : Ny g L*] = [Ug : N/ UL]f.

En el caso particular en que la extensién L/K sea abeliana, como veremos
més adelante (Teorema 5.3.17), se tiene [K* : Ny x L*] = [L : K] = ef y por
tanto e = [Ug : Np/x UL]. ]

Proposicién 3.4.8. Sea L/K una extension finita no ramificada de campos
locales (y por tanto Galois). Entonces N := Ny /x: Uén) — UI(?) para toda
n, esto es, N(Uén)) - UI({”).

Demostracion. Seaxz =14y € Ué") cony € pt. Parao € G=Gal(L/K) se
tiene ocx = 14 oy y por tanto

Nz = H oxr = H(l+ay) = (1+ ZUy) méd p3.
oceG oeG oeG
Ahora bien, como L/K es una extensién no ramificada, p? NUg = p% v

> e oY €97 NUk = pf lo cual implica que Nz = 1 méd p¥ . O

Pasando a los cocientes en la Proposicién 3.4.8, tenemos
N: UM Uty o oty

Paran =0, U U =vu, jul) = L* y U /vl = U juld) = K+,

Asf, Ng: L* — K* es la norma de campos residuales. Para n > 1,
Uén)/UénH) = pg/p’i“ es un espacio vectorial de dimensién 1 sobre L, esto
es, p7/pp "t = L.

Teorema 3.4.9. Sea L/K una extensidn no ramificada de campos locales (de
Galois). Entonces

(1) N(Ué")) = U}?) para toda n > 1.
(2) Ux/NUL = K*/NL*.
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(3) K*) NL* = Z/fZ x K*/NL* donde f = [L : K] = [L : K| (pues
L/K es no ramificada).

En nuestro caso, K Y L son campos finitos, por lo que K’*/NI:* ={1}ly
K*/NL*~7Z/fZ.

Demostracion. (1) Ver Teorema 5.1.11. Recordemos en general que si Dp/x
denota al diferente de la extensién L/K, entonces

QZ/IK = {1’ e L | TI'(QCOL) - OK}

Puesto que L/K es no ramificada, ’DZ/IK = (1) = Or. Se sigue que TrOp, =
Ok.

De esta forma si m € Ok con vk (m) = 1, se tiene que vr(m) = 1 al ser
L/K no ramificada. Si u € Uén), u=1+7"conz e O,

Nu= H (ou) = H o(l+7"z) = H (14 7"cx) =1+ 7" Tra 4+ 7"T1¢
oeG oG oG

con £ € Ok pues Nu € Og.

Veamos que (N Uén))UI(?H) = UI(?). Se tiene (N Ulgn))U[(?H) C U[({n). Sea
a € UI(?) arbitrario. Escribamos a = 1+ 7"z con z € Ok. Sea xz € Oy, tal que
Trz = 2. Se tiene

N1 +7"2) =14+ 7"Tra+ 7" =1+a"2 + 7" Ti¢

con ¢ € Ok puesto que N(1 + 7"z) € Ok.
Queremos hallar y € Ok tal que (N(1+ 7"z))(1+7"Tly) =1+ 7"z = a.
Se tiene
N+ 7"2)(1+ 7" y) = 1+ 7" + 7T + a Ty 4 g2ty 4 p2nh 2y
=a+ 7"+ y(1+ 7"z + 7"TLE)).

Esto es, necesitamos resolver £ +y(1+7"z+7"T1E) = 0, es decir, yw = —¢
donde w = 1+ 7"z + 7" ¢ € UI((") C Uk. En este caso, y = —fw ™! satisface
lo deseado.

Asi,dadoa € UI(?), existen 1 € Uén) y 21 € UI({"H) tales que a = (Nz1)z.
Ahora, puesto que z; € Ui({nﬂ), entonces existen xo € Uénﬂ) y 29 € UI(?H)
tales que z; = (N z3)zg por lo cual a = N(z122)20.

Continuando el proceso, tenemos que para toda t € N, existen x1,...,x; €

Opyz € UI(?H) tales que @ = N(z1 -+ ax¢) - 2z¢. Ahora z; t—1> 1 por lo que
—

lmy oo N(21 )2t =N (h'mt_>oo(:c1 i a:t)) =a.
Asi, xq--- 24 converge por ser L un campo completo y puesto que x; €
Uénﬂ) Cc Uén), el limite es un elemento de Uén). De esta forma, si zg =

limy oo (21 -+ - 2¢), a = N g con xgy € Uén). Se sigue que
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NUY = U

(2) Se tiene el siguiente diagrama conmutativo

1 U UL L 0
lNL/K iNL/K lNL/K

1 Uy Uk K* 0
0 Ux/NUL K*/NL*

Por el Lema de la Serpiente (ver Teorema 4.1.8 més adelante) se obtiene (2).
(3) Sea m € Ok, vk(m) = vr(m) = 1. Se tiene K* = (1) x Uk, L* =
(m) x Ug. Por tanto N L* = (7/) x NUL. Se sigue

K* (r)  Ug Z  K*
= X 2 _— X —. O
NL*  (xf) " NU, ~ fZ NL*

Corolario 3.4.10. Sea L/K wuna extension finita no ramificada de campos
locales. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

(1) [K* :NL* ] = f=[L: K].
(2) Ux =NUp.
(3) K* =N L*. O

Observacién 3.4.11. Si L/K es una extensién no ramificada no necesaria-
mente Galois, la Proposicion 3.4.8 y el Teorema 3.4.9 siguen siendo vélidos.

Esto es aplicable para cuando L/K es una extensién de campos completos
con respecto a valores absolutos no arquimedianos con campos residuales no
necesariamente finitos. Cuando L y K son campos locales, si la extensién
es finita no ramificada, necesariamente L/K es una extension ciclica (ver el
Teorema 3.4.5).






4

Cohomologia de grupos finitos

4.1. Generalidades

En esta primera parte damos una serie de propiedades generales de modu-
los que detallaremos mas adelante. Los resultados basicos de cohomologia se
pueden consultar en [149, 151, 160].

Definicién 4.1.1. Sea G un grupo finito con identidad 1 y sea A un grupo
abeliano. Entonces A se llama G-mddulo (izquierdo) si G actia en A (G x
A — A, (0,a) —> oa) tal que para todos 0,7 € G y para todos a,b € A, se
tiene

(I)1-a=a
(2) o(a+b) =oca+ob
(3) (o7)(a) = o(7a)

Sea Z[G] = {_,cqno0 | ne € Z}. Entonces Z[G] es un grupo abeliano
libre en |G| generadores. La multiplicacion definida por

(Z nga) ([;;mga) = Z ( Z ’I’LETTL(S)T,

ceG TEG €&d=T

hace de Z[G] un anillo y Z[G] se llama el anillo grupo Z|G]. Notemos que los
conceptos de G-médulo y Z[G]-médulo coinciden:

(ana)a: an(aa)7 a€A.

ceG ceG

Se tiene que Z[G], como grupo aditivo, es un G-médulo.
Sea Ng = ZUeG o, es decir, n, = 1 para toda o € GG. Entonces ZNg =

{2osegno | n € Z} es un ideal de Z[G] y Ig == {)_,cq 100 | Dopeq o = 0}
es también un ideal llamado el ideal aumentacion.
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Se tiene que I = niicp, donde ¢: Z[G] — Z, o( Y s cano0) = e Mo
y la sucesién 0 — I — Z[G] 5 7 (= ZNg) — 0 es exacta. Ng se llama
norma o traza de Z[G].

El mapeo pu: Z — Z[G], u(n) := nNg se llama coaumentacion. Sea
Jo :=Z|G]/Z N¢. Entonces se tienen las sucesiones exactas de G-médulos

0—Ig —Z|[G) 5 7Z —0,
0 — Z -5 Z|G) — Jg — 0.

Definicién 4.1.2. Sea A un G-médulo. Se tienen los siguientes submédulos:

(1) AY = {a € A | 0a para toda a € A} el mddulo fijo de A.
(2)NgA={Ngal|ac A} ={>  co0al|ac A} el grupo norma de
A.

(3) A = ngA ={a € A| Nga =)  .50a = 0} el nicleo de la
norma.

(4) T6A = {X,cqno(0a, —a,) | a, € A} = (0 — 1A | 0 € ).

Se verifica directamente que Ng A C A® y IgA C gA. Formamos los
cocientes A9/ Ng Ay gA/IgA los cuales son los grupos de cohomologia (de
Tate) de A en dimensiones 0 y —1 respectivamente.

Sea A un G-médulo y H un subgrupo de G. Entonces A es un H-mdédulo.
Si ademés H <G, AH es un G/H-médulo.

Definicién 4.1.3. Sean A y B dos G-mdédulos. Entendemos por un G-
homomorfismo f: A — B a un homomorfismo de grupos abelianos tal que
f(oca) =ocf(a) paratodasa € Ay o € G.

Dados dos G-médulos A y B, Hom(A, B) denota el grupo de los Z-
homomorfismos (es decir, homomorfismos de grupos abelianos) de A en B.
El grupo Hom(A, B) se puede hacer un G-médulo asi: Si f € Hom(A, B) y
o € (G, se define la accion de o en f por:

cof=cf=cofos,
es decir,

(@f)(a) = f(o" a),

para a € A. Se tiene que el grupo de G-homomorfismos Hom¢ (A, B) de A en
B es un G-submddulo de Hom(A, B) y de hecho se tiene

(Hom(A, B))Y = Homg (A, B)  (Proposicién 4.5.6).

Para dos grupos abelianos A y B, el producto tensorial de A y B sobre Z
se denota simplemente A ® B. Esto es, A® B = A ®z B. Se tiene que

ZRA=A (z®a)— za,
A® B B® A.

Las siguientes propiedades son de verificacion directa.
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Proposicién 4.1.4. Sea {X; | i € I} una familia de G-mddulos y sea'Y otro
G-mddulo. Entonces se tienen los siguientes isomorfismos

WY ® (Bres Xi) = Bies (Y © Xo).

(2) Hom (D¢, Xi,Y) = [[;e; Homa (X5, Y).

(3) Homg (Y, [T;e; Xi) = [[;e; Home (Y, X;).

Si ademds Y es finitamente generado como grupo abeliano, se tiene
4Ye (Hiel X;) = [Lic, (Y ® X5).

(5) Homg (Y, Dicr X;) = D, Home (Y, X;). O

Sean A, B,C, D cuatro G-médulos y h: A — C un G-homomorfismo. En-
tonces se tiene homomorfismos

h*: Hom(C,B) — Hom(A,B), f+—=h"(f)=foh

W:A®@B—C®B, a®b+— h(a)®b.
Sea g: B — D un G-homomorfismo, se tienen los homomorfismos

gx: Hom(A, B) — Hom(A, D), f+—g.(f)=gof

gd:A®B —A®D, a®b— a® g(bh).
También se tiene
hg: AQB— C®D, (h®g)la®b)=h(a)® g(b).
Finalmente, si H: C' — Ay G: B — D son G-homomorfismos, se tiene
(H,G): Hom(A,B) — Hom(C,D), f+—Go foH.

Definicién 4.1.5. Un G-mdédulo X se llama proyectivo si satisface cualquiera
de las siguientes condiciones equivalentes
(1) Todo diagrama X de G-modulos con p suprayec-
]
tiva, se puede extender ©: X — B tal que X es
\
N
\

conmutativo, esto es, o = .
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(2) X es sumando directo de un G-médulo libre.
(3) Cualquier sucesién exacta 0 — A — B — X — 0 se escinde
yB2A®X.

A . . h
Proposicién 4.1.6. Si X es un G-mddulo y0 — A —+ B 25 C — 0 es
una sucesion exacta de G-maodulos, entonces la sucesion inducida

0 — Homg(X, A) 5 Home (X, B) - Homg(X, C)
es exacta. St X es proyectivo, entonces g* es suprayectiva.
Demostracion. Se deja al cuidado del lector. O
d d
Proposicién 4.1.7. (1) Si -+ — X1 3 Xy, —5 Xy —> -+ es

una sucesion exacta de Z-mddulos libres y si D es cualquier Z mddulo,
entonces la sucesion

d* d*
.-+ — Hom(X,_1, D) —% Hom(X,, D) —“% Hom(X,11,D) —> -

es ezxacta.

(2) 510 — A — B — C — 0 es una sucesion exacta de Z-
modulos libres y si X es cualquier Z-modulo, entonces la siguiente
sucesion es exacta:

0—A®R®X —-BX —>CX —0.

(3)S5i0 — A — B — C — 0 es una sucesidn exacta de Z-
modulos y si X es un Z-mddulo libre, entonces la siguiente sucesion
es exacta:

0 —ARX —BX —(C®X —0.

Demostracion. Se deja al cuidado del lector. a

Uno de los resultados centrales en cohomologia de grupos es

Teorema 4.1.8 (Lema de la serpiente). Sea

I, B ¢ 0
O
0 R o

un diagrama conmutativo de G-mddulos, en donde las filas son exactas. En-
tonces existe un homomorfismo de conexioén 0 : nicy — contcleo a tal que
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, foo g, 5 . i , g’ ,
nica — nic f — nicy — contcleo o — contcleo § —— contcleo vy

es una sucesion exacta, donde f’ Y g~’ son los homomorfismos inducidos de f'
y g' respectivamente y f y g son las restriccion de f y g respectivamente.
Ademds, si [ es inyectiva, entonces [ es inyectiva y si g’ es suprayectiva,
ﬁ’ es suprayectiva.
Formalmente, tenemos 6 = (f')"toBog L.

Demostracion. Los detalles pueden ser consultados en [160, Theorem A.1.16].
El mapeo de conexion 0 estd dado de la siguiente forma. Sea z € nicr,
entonces z = ¢(y) para algn y € B. Por tanto 0 = v(z) = (yog)(y) =
(¢’ o B)(y). Por tanto B(y) € ntcg’ = im f’. Sea B(y) = f'(a) para algin
a € A'. Sea 6(z) := a+ ima. El mapeo de conexién se puede representar por

§:=(f)"toBog .

)

g
|
\—1

()

A <-— DB

Se verifica que J esta bien definida y que la sucesion es exacta. O

Definicién 4.1.9. Una resolucion proyectiva P de Z es una sucesién exacta
de G-médulos de la forma

) 0, _ ) 9
P i — P, P, /. — P 5 Py 57— 0,

donde Z se considera el G-mdédulo trivial: g o x = x para todas g € G y
x € Z y los médulos P, son proyectivos para toda n € NU{0}. En particular
Op © Opy1 = 0 para toda n > 0.

Dada una resolucion proyectiva de Z y dado un G-médulo A se tienen las
sucesiones

0 —s Home(Po, A) 2% Home (Pr, A) 25 .. —
s Home(Po1, A) 2% Homg(Py, A) — ---
y

+ +
s P e AT P 0a A —s o — PLoc A DS Pyoa A — 0,
donde 9} (¢) = p 0 0y, O (r ®a) = O,z ® a y donde I = 0, 9 = 0.

Definicién 4.1.10. Para n = 0,1,..., el n-ésimo grupo de cohomologia del
G-médulo A con respecto a la resolucién proyectiva P : se define como el

grupo:
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H"(P,A) :=ntcd; /im0,
y el n-ésimo grupo de homologia como
H,(P,A):=ntcd; /im o],

Uno de los resultados centrales para la cohomologia de grupos es que los
grupos de cohomologia y de homologia no dependen de la resolucién dada.

Teorema 4.1.11. Si P y P’ son dos resoluciones proyectivas de Z, se tiene
H™(P,A) < H*(P',A) H,(P,A) = H,(P', A) para toda n = 0,1,... y para
todo G-mddulo A.

Demostracion. Ver [160, Theorem A.1.19]. O

Definicién 4.1.12. Para un G-mdédulo arbitrario A y para n = 0,1,... se
definen los grupos de cohomologia H™(G, A) como H™(P, A) y los grupos de
homologia H™(G, A) como H™(P, A) donde P es cualquier resolucién proyec-
tiva de Z.

Gracias al Teorema 4.1.11, para tener los grupos de homologia y de coho-

mologfa, basta hallar una resolucién proyectiva de Z. Sea G"t! = G x --- x G,
n+1

P, = Z[G"*"1] el anillo grupo. G actia en P, asi: z o (go,...,gn) =
(go,---,xgn), © € G, (go,---,9,) € G"L. Entonces P, es un Z-médulo
libre con base {(go,...,9n) | gi € G}. Ademds P, es un Z[G]-mdédulo libre
con base {(1,z1,...,2,) | z; € G}.

Sea 0,,: P, — P,_1 dada por

n

an(g()aglv cee 7gn) = Z(_l)i(go»gla s 7gi7 s 7gn)7
=0

donde ¢; significa que el elemento g; ha sido removido. Ahora dy: Py =
Z|G) — Z es la aumentacién 0y(g) = 1 para toda g € G. Se tiene que
la sucesién

o, B 0
i — PP, — - — P P —>7Z—0

es G-exacta y se llama la resolucidn candnica.

Esto prueba la existencia tanto de los grupos de homologia como los de
cohomologia para cualquier G-médulo A.

Sean A y B dos G-mddulos y sea f: A — B un G-homomorfismo. Se
definen H™(f): H"(G,A) - H"(G,B) y Hy(f): H.(G,A) —» H,(G,B),n >
0, de la siguiente forma: Sea

P: N N NG - S TN © RN/ N
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cualquier resolucién proyectiva. Denotemos P; ®g A = P; ®zg) A y sea
foi Pa®c A— P, ®c B, fulz ®ca) =12 &c fu(a) = (1p, ® f)(z ®¢ a).
Entonces f induce naturalmente el mapeo H,(f): H,(G,A) — H,(G, B).
Ahora consideremos la sucesion
0 — Homg (P, A) ﬁ Homg (P, A) 2 e —
— Homg(Pp—1, A) % Homg (P, A) —

Sea fr: Homg(P,,A) — Homg(FP,, B) dado por f:(p) = fn o ¢. Se tiene
que f* induce naturalmente H"(f): H"(G,A) — H"(G,B),n=0,1,2,....
Como consecuencia del lema de la serpiente, se puede demostrar

Teorema 4.1.13. S5i 0 — A L B % C = 0 es una sucesion ezvacta de
G-mddulos, entonces existen homomorfismos de grupos €,: Hp11(G,C) —
H,(G,A) y 6,: H*(G,C) — H""(G,A), n = 0,1,... llamados de cone-
xion, tales que las siguientes sucesiones infinitas de homologia y de cohomo-
logia

s Ho(G,B) 9 g @, 0) 2 Hy (G, A) Y g6 B —

20 1o (@, A) Y go@, B) 229 oG ) — 0

Y
0 — HYG, A) 2D, goa, By 29, gy o) 2 BY (@, A) —
Oty g, A) D goa, By 219 gra, o) 0 a6, A) —

son sucesioes exactas de grupos.

Los mapeos de conezion estdn dados por el Lema de la Serpiente, a saber:
st {Pp}n es una resolucidn proyectiva, 0,: P, — Pn_1, X,, = P, ®¢ X,
X" = Homg (P, X), X € {A,B,C}, fn: Ay — By, fn(z®a) =2z ® f(a),
gn: Bn — Ch, gn(y® b) = y®g(b); fre A" — B", fn(/‘) = foup,
g": B — C", g"(¢) = goty; 8:{,)(: X, — Xn1, Q;X(a(@x) = O, x (@)@
yop x: X" — X, 0f () = pody x, entonces, formalmente se definen:

= fn_l o 67—;-1,3 © 977-51-1 Y On = (fn—H) © n+1 B©° (Qn)_l~

Demostracion. [160, Theorem A.3.6]. O

4.2. Homologia y cohomologia en bajas dimensiones

Sea A un G-médulo y P la resolucién proyectiva candnica. Se tiene que
Py® A= A. Por tanto
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Ahora (01 ®1)((91,92) ® a) = g1a — gea por lo que im(h ®1) = (a—ga | g €
G,a € A) = DA C A. Por tanto

Ho(G,A) = Ag = A/DA.

Sea Ig = { > ,cc 000 | Ypeqao = 0} el ideal aumentacion de Z[G]. Se
tiene Z[G]/Ig = Z. Si ), cq 00 € I, a1 = — 3, . Por tanto

Zagazal-l—i-ZaUa:(—Zag)-l—l—Zaga

ceqG o#1 o#l o#l

:Zao(a—1)€<o—l|aeG>.

ceG

Reciprocamente, 0 — 1 € I para toda o € G. Por tanto DA = (a — oa
c€GacA)=1Ay
Hy(G,A) = A/IGA.

Sea ahora P la resolucién canénica de A. Se tiene que la sucesiéon
X or
0 — Homg(Z, A) — Homg (P, A) — Homg(P;.A)

es exacta tanto en Homg(Z, A) como en Home (P, A) de donde obtenemos
que

H°(G, A) = niic 8 = im 8 = Homg(Z, A) = (Hom(Z, A))¢ = AC,

Para calcular H*(G, A) consideremos P la resolucién canénica

i P, P g,
donde P, = Z|G"1]. Sea K,, := Homg(P,, A). Se tiene

b2 ax or
0— Ky 5K — - 5 K, —5.

Entonces

H™G, A) = nitcd;,,/imd; = Z"(G, A)/B™(G, A)

= n~cociclos/n-cofronteras.
En particular se tiene H'(G, A) = nic 93 /im d; = Z*(G, A)/B (G, A) donde

ZNG,A) ={f: G— A| f(gh) = gf(h) + f(9).9.h € G}

= grupo de los homomorfismos cruzados de G en A = 1-cociclos
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BYG,A)={f: G — A existe a € A con f(g) = ga — a para toda g € G}
= l-cofronteras.

En otras palabras

(G a) - L) =0l )+ F(0)}
{f(9) = ga —a}

Por ejemlo, si G actia de manera trivial en A, entonces Z'(G,A) =
Hom(G, A) y BY(G,A) = 0, por lo que H'(G, A) = Hom(G, A). En parti-
cular, si G es un grupo finito y Z tiene accién G-trivial, entonces H'(G,Z) =
Hom(G,Z) = {0}.

Un ejemplo importante es el grupo H2(G, A) el cual estd en corresponden-
cia biyectiva con las clases de equivalencia de extensiones de G por A. Mas
precisamente, un elemento f € Z?(G, A) (lamado conjunto de factores) de-
termina un tnico grupo E tal que A<E y E/A = G, es decir, E esta definido
por medio de la sucesion exacta

00A—>E5SGo1

donde G acttia en el grupo abeliano A por:

si g = m(e) € G, entonces g oa := eae” L.
Dos tales campos E, E’, se llaman equivalentes si existe un isomorfismo
¢: E — E’ tal que el diagrama

E

SN

0——=A ® G——=0

Ny

El
es conmutativo.

Observaciéon 4.2.1. Si E es equivalente a E’, entonces E y E’ son isomorfos
pero puede ser que E y E’ sean isomorfos pero no equivalentes.

Asi, si A es un grupo abeliano y G es otro grupo que actiia sobre A,
goa: G x A — A, entonces hay exactamente |H?(G, A)| grupos G, salvo
equivalencia, tales que 1 - A — G — G — 1 es exacta con la accién de G en
A dada.

Por ejemplo, se tiene que H?(Z/pZ,Z/pZ) = Z/pZ donde G = Z/pZ actiia
en A = Z/pZ de manera trivial. Por tanto hay p clases de equivalencia de
grupos de orden p?, los cuales son necesariamente abelianos, pero tinicamente
hay dos grupos abelianos de orden p? no isomorfos entre si, a saber Z/pZ y
Z./pZ&Z/pZ. De hecho el elemento identidad de H?(Z/pZ,Z/pZ) corresponde
a Z/pZ @® 7/pZ y los otros p — 1 elementos corresponden a diversos grupos
Z/p*Z (isomorfos pero inequivalentes).
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4.3. Cohomologia de Galois y grupos de cohomologia
de Tate

Sea G un grupo de Galois de alguna extensién de campos L/K y sea A un
G-moédulo asociado de alguna manera a la extensién L/K. Entonces los G-
grupos de cohomologia y de homologia de A si llaman grupos de cohomologia
de Galois.

Uno de los resultados centrales de cohomologia de Galois es

Teorema 4.3.1 (Teorema 90 de Hilbert). SiL/K es una extension finita
de Galois con grupo G = Gal(L/K) entonces H*(G, L*) = {1}.

Demostracion. Sea f € ZY(G,L*), f: G — L*, f(0a) = f(0) - 0f(c) para
cualesquiera 0,0 € G.

Del Teorema 2.1.1 seleccionamos = € L* tal que y = > . f(o)o(x) €
L*, es decir, Y- . f(o)o # 0. Entonces §(y) = f(0)"'y para toda 6 € G
y por tanto f() = 0(y~ )y = 0(y)"ly = % € BY(G, L*). Se sigue que
HYG,L*) = {1}. O

Observacion 4.3.2. En realidad, el Teorema 4.3.1 es una generalizacién del
Teorema 90 de Hilbert, el cual es este mismo resultado pero tnicamente para
G un grupo ciclico finito. El Teorema 4.3.1 se debe a E. Noether y por tanto
este teorema es de Hilbert—Noether.

Observacién 4.3.3. El Teorema 2.1.2 (b) (extensiones de Kummer) es una
aplicacién del Teorema 90 de Hilbert con G = (o) un grupo ciclico y usando
que en este caso H' (G, L*) = H-Y(G, L*).

Para las extensiones de Artin—Schreier (Teorema 2.1.2 (a)), se usa que
HY(G, L) =0 lo cual se cumple para cualquier grupo G' = Gal(L/K) y cual-
quier campo. Ver la Observacion 4.3.4.

Observacién 4.3.4. Si L/K es una extension finita de Galois, entonces el
Teorema de la Base Normal (ver [136, Teorema T1.4.3]) establece que existe
z € L tal que {0z},eq, con G = Gal(L/K), es una base de L/K. Esto nos
dice que, como G—médulos, se tiene

L%K[G}:{ZaaﬂageK}%K@ZZ[G]
ceG

de donde se sigue que H"(G, L) = 0 para toda n € Z. Ver Corolario 4.4.9.

A continuacion presentamos los llamados grupos de cohomologia de Tate,
que son una amalgama entre la homologia y la cohomologia, modificando
ligeramente los grupos Ho(G, A) y H°(G, A) y re-indexando adecuadamente.
El proceso también se puede obtener por medio de la resolucién completa, ver
Subseccién 4.5.
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SeanN =} .0 € Z[G]y Ig el ideal aumentacién. Se tiene N((o0—1)a) =
0 para cualquier o € G y por tanto I C ntc N. Por otro lado Noa = o Na =
N a, de donde obtenemos que im N C A%. Recordemos que Hy(G, A) = Ag =
A/IgA y que H°(G,A) = A®. Por tanto, pasando a cocientes, N* define
un homomorfismo N*: Hy(G, A) — H°(G, A). Sea Hy(G,A) = nticN* =
nicN /IgA y H(G, A) = conticleoN* = A%/ N A.

Se tienen las sucesion exactas

0 — Ho(G, A) —s Ho(G, A) 2 HO(G, A) — HO(G, A) — 0.
Teorema 4.3.5. Sea G un grupo finito y sea 0 — A AN AN R
una sucesion exacta de G-maodulos. Entonces el diagrama

Hy(G,C) —= Hy(G, 4) YL 11y(G, B) 2L 16, 0) 0

T

0 0 0 1
0 HO(G, A) e HO(GLB) o HO(G,C) o (G A)

es conmutativo y las filas son exactas, donde g y dg son los homomorfismos
de conexion. O

Por el Lema de la Serpiente (Teorema 4.1.8), se obtiene:

Corolario 4.3.6. Eriste un homomorfismo candnico (niicNg = Hy(G,0) y
conticleoN* = H%(G, A))

§: Ho(G,C) — H°(G, A)
que hace que la sucesion de grupos
Hy(G,C) — Hy(G, B) — Hy(G,C) >
2, HY(G, A) — H°(G,B) — H(G,C)

sea exacta. Formalmente § = f~1 o Njyog™1.

Ademds § nos da una sucesion exacta
o Hy (G, C) =% Ho(G,C) — Ho(G, B) — Ho(G,C) -2
2 BY%G, A) — H(G,B) — H(G,C) 2% HY(G,A) — -~ O

Definicién 4.3.7. Sea G un grupo finito. Se definen los grupos de cohomologia
de Tate de A, con exponentes en Z, se definen por:

)
H°(G,A) = AS/N A.
H (G, A) =ntcNy /1A
H™(G,A) = H,_1(G, A) paran > 2.
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Como consecuencia del Corolario 4.3.6 y del Teorema 4.1.13, se obtiene
Teorema 4.3.8. 510 — A — B — C — 0 es una sucesion ezxacta de
G-madulos, entonces

co— H"YG,C) — H"(G, A) — H™"(G,B) —
— H™(G,C) — H" (G, A) — ---

es una sucesion exacta para toda n € Z. Los mapeos de conexion estan dados
como en el Teorema 4.1.13. a

Notacién 4.3.9. Sean G un grupo finito y A un G-mdédulo. Los grupos de
cohomologia de Tate de G con coeficientes en A serdn indistintamente de-
notados por H"(G, A) y por H*(G, A). En adelante, a menos que se diga lo
contrario, los grupos de cohomologia seran los grupos de cohomologia de Tate.

4.3.1. Grupos ciclicos

Sea G' = (o) un grupo finito de orden n. Sea N = """ 1ol y D =0 — 1.
Se tiene que ND = DN = ¢™ — 1 = 0. Consideremos el ideal aumentacién
Ie={(9g—-1|g€G)={(c—1)=DZ]G|.

Proposicién 4.3.10. Se tiene niicN = I = im D y niic D = Z[G]¢ = imN.
O

Sean T; :=Z[G],i=0,1,...y 0;: T; — T;_1 dada por

1> 1.

P D siiesimpar,
i = .
N si es par,

- -1 -1
Sea ¢: Z[G] — Z el homomorfismo aumentacién: e( Y1 a;o") = Y1 a;.
Se tiene que la sucesion

0 P)
i Ty BTy — - — T BTy - Z —0,

de G-médulos es exacta.

Esta es una resolucién libre de Z y por tanto, paran = 1,2,..., se tiene
~ iIcN*  nicNy -~
H2n71 A) = H2n71 A) = nuc — — H*l A
(G, A) (G A) =3 = (@A)
. icD*  AG .
™G, A) = H™ (G, A) = " = = = (G, A).
(G, A) = H(G,A) = =0 = = = [1%(G, 4)
Similarmente, para homologia, obtenemos paran =1,2,...,
~ icD, A¢  ~
H™2"(G, A) = Hyyr(GLA) = ot = 2 = HY(G, A),

imN, N A

A0 (G, 4) = Hao(G, 4) = 200 BB _ o1 ) = 77(GL4).

im D, DA
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Teorema 4.3.11. Sea G un grupo ciclico finito. Entonces, para cualquier G-
mddulo A, tenemos

~ ~ AG
H*(G,A) = H°(G,A) = —;
(G, 4) =BG, A) = %,
~ ~ icN
BY(G,A) = B1(G, A) = =4
(G’ ) (G’ ) DA ?
para n € 7. a

Definicion 4.3.12. Sea G es un grupo ciclico finito y sea A un G—modulo tal

que H°(G,A) y H*(G, A) son finitos de érdenes ho(A) y hi(A) respectiva-

mente. Se define el cociente de Herbrand de A por h(A) := %.

Se tiene

Teorema 4.3.13. Sea G un grupo ciclico finito y sea 0 — A ENY; JENVo |
una sucesion ezxacta de G-mddulos. Se tiene que el siguiente hexdgono es
exacto:

HY(G, A) —L°~ HY(G, B)

H'(G,B) <s— H'(G, A)

y si dos de h(A), h(B) y h(C) estan definidos, el tercero también estd definido
y se tiene h(B) = h(A)h(C).

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la sucesion larga de cohomologia
(Teorema 4.1.13) y del hecho de que H°(G, X) = H?(G, X) (Teorema 4.3.11).
O

Proposicién 4.3.14. Si G es un grupo ciclico finito y A es un G-mddulo
finito, entonces h(A) =1, esto es, |H'(G, A)| es constante para toda i € Z.

Demostracion. [160, Proposition A.4.6]. O

Corolario 4.3.15. Sea f: A — B un G-homomorfismo tal que nic f y
conticleo f son finitos. Entonces h(A) estd definido <= h(B) lo estd y
en este caso h(A) = h(B).

En particular, si A < B es de indice finito, entonces h(A) = h(B). O
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Como consecuencia de la Proposicién 4.1.4, se tiene la aditividad de la
cohomologia. Ver también [117, Propositions (3.7) y (3.8), Part I].

Proposicién 4.3.16. Sean G un grupo finito y {A;}icz una familia de G-
modulos. Entonces

(1) Hn(Gv @i Ai) = @2 Hn(Gv Ai),
(2) Hn(G7Hi A’L) Hz Hn(G7Ai))

para toda n € 7. a

IPa]]

4.4. Mobdulos inducidos y co-inducidos

Definicién 4.4.1. Sea X un grupo abeliano y sea G actuando en X de manera
trivial g o x = x para toda ¢ € G y para toda z € X. El G-médulo A :=
Hom(Z[G], X) se llama G-mddulo coinducido por X.

Se tiene para ¢ € A, g,¢' € G, (go )(¢9') = ge(97'd") = v(g7'9).

Definicién 4.4.2. Un G-médulo A se llama inducido si tiene la forma A =
Z|G)® D donde D es un grupo abeliano (considerado como G-médulo trivial).

Proposicion 4.4.3. Sea G un grupo finito y sea D un grupo abeliano con
G-accion trivial. Entonces

Z|G) ® D = Hom(Z[G], D) = € o D.
ceG

Esto es, cuando G es finito, inducido y co-inducido es lo mismo.

Demostracién. Sea A = Z[G] ® D. Para a € A, a = (¥, cq@00) ®d =
Yowec0lae®@d) =3 no(asd) €Y oDy claramente la suma es directa.
De aqui obtenemos que Z[G] ® D = @, . 0D.

Por otro lado, Sea A: Hom(Z[G], D) — @,cq 0D, f = > ,cq0f(0)

(f(9)) e Entonces A es un isomorfismo. O

Teorema 4.4.4. Sea A un G-mddulo co-inducido, entonces H1(G,A) = 0
para toda q > 1.

Demostracion. Sea B cualquier G-mdédulo y sea A un G-mddulo co-inducido,
A= ccoD con D un grupo abeliano, G-médulo trivial.

Veamos que Homg (B, A) = Hom(B, D).

Sea f € Homg(B, A) = (Hom(B,A))G. Entonces f(b) = >, cq 0fo,0 con
fo,o € D. Se tiene que 7f(b) = > T0fo.0 = > g 0fpr-10 = f(b). Por tanto
fv,u = fo constante para toda u € G.

Por tanto f(b) = ca0fo = (X ,cq 0) o, fo € D. Definimos
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A: Homg (B, A) — Hom(B, D) dada por A(f) = f, f(b) = f» € D.

Entonces A es un isomorfismo.
Sea

(P) or— P —P 41— - — P —FP—7Z—0

una resolucién y sea K; = Homg(P;, A) = Hom(FP;, D). Puesto que P; es
Z-libre, la sucesién

0 — Hom(Z, D) % Hom(Py, D) 2 Hom(Py, D) 25 -
s Hom(Pi_1, D) % Hom(P,, D) — ---

es exacta (Proposicion 4.1.7) y H9(G, A) = 2% — () para g > 1. O

imdg

Teorema 4.4.5. Si A es un G-mddulo inducido, entonces Hy(G, A) = 0 para
toda g > 1.

Demostracion. Sea B cualquier G-mdédulo. Se tiene
B®g A= B®g (LG ©z D) = (B®¢g Z[G]) @2 D = B ®y D.
Esto es
B®qcA=~B®yzD.
Consideremos la resolucién
(P) oo — P —P_ 41— — P —FP—7Z—0.
Obtenemos que

0 —Z®cA—P @A —PQ®gA— -
— P,1®D —P®D—---

y por tanto

0—2Z®D —FPD—PD—---

Puesto que los médulos P; son Z-libres, la dltima sucesion es exacta (Propo-
sicién 4.1.7) de donde se sigue que H,(G, A) = 0 para toda ¢ > 1. O

Observacion 4.4.6. Para la cohomologia usual, es decir, no la cohomologia
de Tate, Ho(G, A) y H°(G, A) no tiene por que ser 0 si A es inducido y/o co-
inducido. Por ejemplo H°(G, A) = AY = D. Veremos que para la cohomologia
de Tate, estos dos grupos son 0.
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Teorema 4.4.7. Si G es_un grupo finito y A es un G-mddulo inducido o
co-inducido, H°(G, A) = Ho(G, A) = 0.

Demostracion. Veamos que li\IO(G7 A) =0 con A un G-médulo inducido. Sea
A= @UED oD. Seaa € Aa a = (Uaa)UeG = ZUGG a,0.S1a € 14(;7

Ta = g TOA, = E fa,-1g = g OGr-1, = g U0 = a
ceG 0eG ceG ceG

para toda 7 € G. Por tanto a, = ag € D constante. Se sigue que
a = (ZUEG 0’)(10 = Ngap de donde se sigue que A C Ng A y por tanto

HY(G, A) = A% = {0},

NcA
Ahora veamos que Hy(G,A) = % = {0}. Sea a € A como antes.
Entonces
Nou= Y7 Y o0, = 3 3 rau,
T€G o€G TeEGoeG
S U a0 = (0T )
0cG T€G 0eG oeG
Por tanto Nga =0 <= > .sa, =0, estoes, Y .,0a, € IgA y por
tanto Ho(G, A) = {0}. O

Definicién 4.4.8. Un G-médulo A se llama cohomoldgicamente trivial si
Hi(H, A) = {0} para toda g € Z y para todo subgrupo H de G.

Corolario 4.4.9. Si G es un grupo finito y A es un G-mddulo inducido o
co-inducido, entonces A es cohomoldgicamente trivial.

Demostracion. Se sigue de los Teoremas 4.4.4, 4.4.5 y 4.4.7 y del hecho de que
si A es G-inducido o G-co-inducido, entonces A es H-inducido o H-co-inducido
para todo subgrupo H de G. a

Sea L/K una extensién finita de Galois con grupo G. Entonces tanto L
como L* son G-mdédulos. Ademds, L/K tiene una base normal, esto es, existe
a € L tal que {oa}seq es una base de la extensién L/K ([136, Teorema
1.4.3]). Como G-médulo se tiene que L = @, ., K(oca) = K ®z Z[G]. En
particular L es G-inducido y por el Corolario 4.4.9 L es cohomolégicamente
trivial.

El mapeo f: G — Ig/I% dado por f(o) = (o — 1) + I% induce un
isomorfismo

G/G = 1g/I%,

donde G’ es el subgrupo conmutador de G. El isomorfismo inverso estd dado
por h((oc — 1)+ 12) = oG
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4.5. Resolucién completa

El estudio de la homologia y la cohomologia hecha hasta aqui, se rompe
en dos partes, una para cada una de ellas. John Tate desarrollé un complejo
en el cual la homologia y la cohomologia se funden en un solo grupo a partir
de una resolucién completa, la cual presentamos aqui por conveniencia y para
futura referencia. R R

Sea C' un Z-médulo. Definimos C' := Hom(C,Z). Entonces C es un Z-
moédulo. Sea A cualquier Z-mddulo. Definimos

®: C®A— Hom(C, A)
el homomorfismo de Z-mdédulos dado por
P(ec®a)) =£&()-a, ceCacAeic)el. (4.5.1)

Si € es un Z-médulo libre finitamente generado, esto es, ' = Z™ para
algin m € N, entonces C' = C' = Z™. El isomorfismo estd dado de la siguiente
forma. Si {e;}!, es una base de C' como Z-médulo, se define ef € C por
ef(ej) = (ef, e;) = dij, la delta de Kronecker. Entonces {e}}!”; es una Z-base

de C. Se tiene un isomorfismo natural C' = C identificando e;* con e;.

Proposicién 4.5.1 (homotopia de contraccién). Dada una sucesién exac-
ta de Z-mddulos libres

d, d,
—>Xn+1 L)Xn—>Xn—1 — e,
existe un Z-homomorfismo s,: X, — X411 tal que
dn+15n + Sn—ldn = IdX,,, .

Demostracion. Sea U, = nicd, = imd,;;. Como U, < X, y X, es un
Z-moédulo libre, U, es un Z-moddulo libre. Se tiene la sucesién exacta

0—U, < X, Iy, —o. (4.5.2)

Como U,,_1 es un Z-médulo libre, la sucesién (4.5.2) se escinde.

Sean 1, : Uy—1 — X,, ¢: X,, — U, los mapeos de escision. Entonces
dp oty =0, ppotp, =0,dyo, =1Idy,_, ¥ ¢noi, = Idy,. Sea s, =
Unt100n: Xy — Xpq1. Escribiendo X, = i, (U,,) ® ¥y, (Up—1), se verifica el
resultado. a

Corolario 4.5.2. Dada una sucesion exacta de Z-modulos libres
[ d,
(X) = X — X, S X — e,

entonces la sucesion

-~ dn+1

(%) SIS SIS ST S

es exacta, donde Jn: )?n — )A(n_H estd dada por c/l\n(f) = fodui1-
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Demostracion. Sea $p,—1: Xp—1 — X, definido por 8,_1(f) = f o sp—1

X, A Z . Entonces jn 08, + Spa1 0 c/l\n = Id¢ . De aqui, se verifica

7
7
7
P fosn—1
anl

directamente que la sucesion (X' ) es exacta. O

Ahora consideremos Z[G]-médulos, G un grupo finito. Sea C' un G-médulo
izquierdo y C' = Hom(C,Z) es un G-médulo izquierdo con la accién usual:

(@f)(c) = a(f(o™ ) = f(o™ ),

pues G acttia trivialmente en Z.

Consideremos ¢ dado en (4.5.1). Directamente se verifica que o(@(c®a)) =
P(o(c®a)) y por tanto P es un G-homomorfismo.

Si C' es un Z-modulo libre de rango finito, @ es biyectiva. De hecho, sea
{€;}_; una base de C como Z-médulo. Si P(c ® a) = 0, entonces si ¢ =
>, aie;, evaluando en € = e} obtenemos {(c) - @ = aja = 0 para toda j.
Por tanto c® a =Y, aue; ® a =Y, €; ® aya = 0 de donde se sigue que
@ es inyectiva. R

Ahora, sea f € Hom(C,A). Sea f(e}) = a; para 1 < j < n. Entonces
@( Yrie® ai) = f y & es suprayectiva.

Con lo anterior, hemos probado

Teorema 4.5.3. Sea C' un Z[G]-mddulo libre con base finita. Entonces
C ® A=~ Hom(C, A)

como G-mddulos izquierdos y donde el isomorfismo esta dado por @ definido

en (4.5.1). También tenemos que C = C como G-médulos. O

Proposicién 4.5.4. Si C es un Z|G]-mddulo libre con una base finita, enton-
ces C' también lo es y C = C' como Z|G]-mddulos.

Demostracién. Primero supongamos C' 2 Z[G]. Si probamos que C = Z[G],
entonces para C = @, Z[Gfi, se seguird que C = @ Z[G|fi =
@._, Z|G]f;. Por tanto basta probar el caso C' = Z[G], esto es, debemos
probar que Hom(Z|G], Z) = Z[G].

Sea {e;}? | una base de C' = Z[G] como Z-mddulo (por ejemplo, {e;}* , =
G). Sea {e}{_; C C la base dual, esto es, ej(e;) = d;; para 1 <i,j < n. Sea
¢ el Z-isomorfismo ¢: C' — C dado por w(e;) = e, 1 <i < n.Es inmediato
que ¢ es Z[G]-isomorfismo. O

Hemos probado
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Proposicién 4.5.5. Dada una sucesion exacta de Z[G]-mddulos izquierdos y
Z|G]-homomorfismos

d
(X) ~~~—>Xn+1"—“>Xnd—">Xn,1%m,

tales que cada X, es un Z[G]-mddulo libre con base finita, entonces la sucesion

~ - dvii = 4 o
(X) e X L X I X
es exacta, donde cada X, es un Z|G]-mddulo libre con base finita. O

Ahora consideremos dos G-médulos izquierdos C'y A. En el producto
tensorial, C' se considera como un G-médulo derecho definiendo

co:=0te, ceC,oeq.

Se sigue que, considerando C'® A como un G-médulo izquierdo con: o(c®a) =
(ca)® (ca),ce C,ac Ay o€ G, se tiene

Proposicién 4.5.6. C @c A =2 (C ® A)g = Ic;?% y Homg(C,A) =
Hom(C, A)¢.

Demostracion. Por definicién C ®g A, donde C' es un G-médulo derecho y

A es un G-médulo izquierdo, es F//Rg donde F' es el grupo abeliano libre
generado por los elementos (¢,a) de C' x A: F = @Peec Z(c,a) y Rg es el
a€A

subgrupo generado por
(c+c1,a) = (c,a) — (c1,a); (c,a+a1) — (c,a) — (c,a1);
(co,a) — (¢,0a), o €Q@G.

Ahora bien, si consideramos C @ A = C ®z A, F es el mismo y Rz es el
subgrupo generado por

(C + Cl7a) - (Ca CL) - (Cla CL); (Cva + al) - (Ca a) - (C7a1)'
Se tiene la sucesién exacta
0 — R¢/Rz — F/Ry — F/Rg — 0.

El grupo Rg/Ryz visto en F/Ryz = C ® A es el grupo generado por {(co®a) —
(c®oa)|ceCiac Ao €Qq).

Vemos a C como G-médulo izquierdo: co := o~ lc. De esta forma tenemos
que C ®¢ A= (C® A)/R donde R = ((o¢,a) — (¢,0a)). Se tiene que

(co,a) — (c,0a) = (607 ¢c,a) — (c,0a) = (67! —1)(c,0a) € I(C @ A),

de donde se sigue que C' g A = IGC(E?Q?A).
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Sea f € Homg(C, A). En particular f € Hom(C, A). Ahora G actia en
Hom(C, A) por (oo f)(c) = of(c71c). Ahora si f € Homg(C, A), f(o~te) =
o~ 1f(c), entonces

(o f)le)=af(o™ c) =007 f(c) = f(c),

esto es, (0 o f) = f de donde se sigue que f € Hom(C, A)“.
Reciprocamente, si f € Hom(C, A)%, (oo f) = f, por lo tanto, f(oc) =
(00 1)(0¢) = (0 )0~ {00)) = (o £)(c), por lo que f € Homg(C, 4). O

Sea C' un Z[G]-médulo libre de rango finito. Por el Teorema 4.5.3 se sigue
que C ® A = Hom(C.A).

Proposicién 4.5.7. Sea C' un Z[G]-mddulo libre de rango finito y sea A un
grupo abeliano. Entonces la norma N: (C ® A) — (C ® A) induce un iso-
morfismo

N*: (C®A)g — (C® A,
Demostracion. Notemos que Z[G]@A = (P, 0Z)RAZ P, cqo(Z®A) =

@D, oA. Se sigue que X := CoA= D, oA
Seaa € X, a=(005)secG = Y peq 0o Siac X, entonces

Ta = E TOA, = g Qa,-1g = E OGr-1, = g oa, = a,

oeG 0eG oeG ceG

para toda 7 € G. Se sigue que a, = a, para cualesquiera g,c’ € G. Por tanto
ap = a, es constante para toda o € G. Sesigue que a = (Y., . 0)ao = Ng ag.
Por tanto X¢ C N¢ X, lo cual implica que N* es suprayectiva.

Ahoraseaa € X, a= ZJGG oa, con a, € D. Entonces

Nga= E%ZGJCLJ = (922;9)( E%ag).

Por tanto Nga =0 <= > _;a, = 0y en este caso se tiene ) .. 00, =
Yowc 00 = veqlae =) a0 —1)a, € IgX. Por tanto N* es inyectiva
y es un isomorfismo. m]

Como consecuencia, tenemos

Teorema 4.5.8. Sean C' y A dos G-mddulos izquierdos con C un Z[G]-mddu-

lo libre de rango finito. Entonces existe un isomorfismo 7: C g A —
Home(C, A) dado por

[F(f®c a)lc) =Y fle c)oa,

ceG

confeé,ceCyaeA.
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Demostracién. Se habia probado que C ® A = Hom(C, A) (Teorema 4.5.3)
con isomorfismo @ dado por @: C ® A — Hom(C, A) = Hom(C, A),

O(f @ a)(€) =E(f)a= f(€)a

Por otro lado N*: (C® A)g — Hom(C, A)¢ = Homg(C, A) es un isomor-
fismo. Se tiene

Hom(C, A)¢ = Homg(C, A)
Entonces 7 = @ o N* es el isomorfismo. Se tiene

T(f@a)c) =Y dofeoa)(c)=Y éoflca= Y (of)(c)oa

oeG oceG oceG
= Z of(c™ c)oa = Z flo™e)oa. O
oeG oceCG

Definicién 4.5.9. Una resolucion completa P para un grupo finito G es una
sucesion exacta

d
(P) P P PP p

de médulos P, que son Z[G]-libres finitamente generados junto con un ele-
mento e € (P_1)%, e # 0, tal que la imagen de dy estd generada por e.

Puesto que oge = e para toda o € G, se sigue de que im dy es un Z-mbdulo
generado por e. Ademds como P_; es Z-libre, se tiene ne # 0 para toda
n € Z, n # 0. Por tanto dy admite una factorizacién dg = poe, donde € es un
G-epimorfismo y p es un G-monomorfismo dado por (1) = e.

do

Py ——(e) PO4>P_
\
\ \ /
\ e
SN Al
1

\
\ /
\

Consideremos las sucesiones exactas

d d, _ e
(P) i — P, P .. — P -7 —0
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—n+1

u d_, d_pio d
(Py) 0—Z-—>P 44— —P ;g —>P ,—--

La sucesién (P;) da una resolucién proyectiva de Z con Z[G]-médu-
los libres finitamente generados. Por el Corolario 4.5.2 y el dual de (Py):

~

P_,, =Hom(P_,,Z), se tiene que

~ d_n ~ d_. d_, = A
(P) o—P,—LHpP, . —... P, 5B7—0

también da una resolucién proyectiva por medio de Z[G]-mdédulos libres fini-
tamente generados. Reciprocamente, dadas dos resoluciones (P;) v (P/) de Z
por Z[G]-médulos finitamente generados, podemos construir una resolucién
completa empalmando (F;) y (131’ ) reenumerados adecuadamente.

Dada una resolucién completa (P) y un G-médulo izquierdo A, podemos

considerar el complejo

Homg(P, A) = { HOHI(;(Pn, A)}ZO:_OO

Para n > 0, dejamos el grupo Homg (P, A) como estd. Para n < 0 reem-
plazamos Homg(P,,, A) por el grupo isomorfo }3” ®¢a A usando el isomorfismo
7 dado en el Teorema 4.5.8.

Veamos el mapeo P_; @g A —— Homg (Py, A), inducido por dy: Py —
P_1. Se tiene dy = o€ y por tanto obtenemos el diagrama conmutativo
_ @ -

— ~

— -~
— —~

oy BN
P 1®gA % Homg(P-1, A) o Homg (Fo, A)

7ZRa A Homg(Z,A)

~

e

Esto es, a se factoriza:

ﬁ_l Ra A —2s Homg(Po, A)

| |

Ho(G, A) —X~ HO(G, A)
De esto obtenemos finalmente.

Teorema 4.5.10. Para cualquier G-mddulo izquierdo A, los grupos de coho-
mologia de Tate H"(G, A), n € Z se obtiene como H™(Homg (P, A)) donde
P es cualquier resolucion completa de G. Si f: A — B es un homomorfismo
de G-mddulos, entonces los H™(f) puede ser calculados de Homg (P, A) —
Homg(P,B). 8i0 — A — B — C — 0 es una sucesion ezacta de
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G-mdédulos izquierdos, los mapeos de conexién H™(G,C) LN H"1(@G, A)
pueden ser calculados de la sucesion exacta de resoluciones

0 — Homg (P, A) — Homg (P, B) — Homg(P,C) — 0,

como en el Teorema 4.1.13. O

4.6. Resolucién canénica

Para g > 1 consideremos las g-tuplas (o1, ...,0,) con los o; recorriendo el
grupo G. Una g¢-tupla de estas se llama una g-celdas con vértices o4,...,04.
Las g-celdas dan generadores libres de nuestros G-moédulos

g+1
——
Pp=P,1= P zZGlor,....00) ZZ[Gx - xG].
(011"'70(1)6
GXx--xG
N—_——

q

Para g =0, Py = P_1 = Z|G] con el 1 € Z|G] como el generador de la celda
nula o vacta (-). Seae: Py — Z, (Y. e @o0) = Y peq o Y i Z — Py,
p(n) =nNg =3 ono (llamado coaumentacion).

Los mapeos d,, estan dados por:

do(1) = Ng, (4.6.3)
di(o)=0—1,
de(o1,...,04) = 01(02,...,04)
q—1
+ > (=1)o1,...,0i-1,0i0i11,0i42,...,04)
i=1
+ (-1)%(o1,...,04-1) parag>1, (4.6.5)
d(1) = Y (07 (0) = (0) parag=-—1, (4.6.6)
ceG
d_y-1(01,...,04) = Z o o, o1,...,04)
ceG
q .
+ Z Z(_l)l(glv s 041, UiU7U_1a Titls--- 7Uq)
ceG i=1
+ Z(—l)‘“‘l(al, ...,04,0) paraq> 0. (4.6.7)
ceG

Se puede verificar directamente que los mapeos dq, ¢ € Z definidos en
(4.6.3, 4.6.4, 4.6.5, 4.6.6, 4.6.7) hacen de la resolucién completa una sucesién
exacta. Sin embargo, méas adelante indicaremos como obtenerlos.
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Se tiene que P_,_; = Hom(P,,Z) = P,, ¢ > 0. Ahora, si A es un G-
moédulo izquierdo, sea A; = Homg (P, A). Los elementos A,, es decir, los
G-homomorfismos f: P, — A se llaman las g-cadenas y f estd determinado
por los valores {f(01,...,04)}, 01,...,04 € G.

De la sucesion exacta

d_ d_ d, d d d
'#P_2<—1P_1(—0P0<—1P1%2P2(‘3
se obtiene la sucesion
a_ 0_ 0, o 0. 0.
-—Z)A_2—1>A_1—0)A0—1)A1 2 Ay -

donde 9,(f) = fody, 04: Ay—1 —> A,. Se tiene Jyy1 0 9, = 0, por lo que
im d; C nic Jy41. Se definen los g-cociclos Z, y los q-cofronteras By por

Zgq:=1n0c0yy1, Bg:=imd,, q¢€Z.
Definicién 4.6.1. Se define el g-ésimo grupo de cohomologia (de Tate) por
HYG,A)=72,/B,.

HY(G, A) es el grupo de cohomologia de dimensién ¢ € Z del G-médulo A o
el g-ésimo grupo de cohomologia de G con coeficientes en A.

Se tiene que todo elemento de H%(G, A) es representado por un mapeo
f: Gx---xG— A. Ademds Ag = A1 = Homg(Z[G], A) = A.
—_———

q
De (4.6.3, 4.6.4, 4.6.5, 4.6.6, 4.6.7) obtenemos

80(f>:NGf?f€A71 :A7
(Of)o)=0c(f)—[.f€ A=A,
(8qf)(01,...,0'q) :Jlf(027" Uq)

+ E 01,---,Ui—170i0i+1’0i+2,-~-,<Tq)

+(_ )qf(O'l,...7CTq,1) parafeAqflan ]-7
(0-1f) =Y (7' f(0) = f(0)) parafe A,

ceCG

(O—g=1f)(o1,...,04) = Z ot f(o,01,...,04)

ceCG

-1
—|—E E flo1,...,0i-1,040,07 ", 0it1,...,04)

ceG i=1

+Z D f(oy,...,04,0) para q > 0.
ceG
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Asf los g-cociclos son los mapeos f: G x -+ x G — A con Og41f =0y
las g-cofronteras son los mapeos para los cuales existe g € A;_1 con f = 0,g.

Ahora verificaremos las férmulas (4.6.3, 4.6.4, 4.6.5, 4.6.6, 4.6.7), particu-
larmente el caso de d,,, con m < 0. Consideremos

Pgaa= € ZGlo,....0).

(01,...,04)€
Gx--xG

Enumeremos el sistema de Z[G]-generadores de P, consistente de las ¢-celdas
como {A;}. Esto es, {A;} = {(01,...,0¢) | 05 € G,1 < j < ¢}. Definimos
{A;} la base dual de {4;} por

1 sioc=1yi=y
0 de otra forma.

A3(o4y) = {

Se tiene A € Hom(P,,Z). Se tiene que {A}} es un sistema de generadores
de Hom(P,,Z). Esto hace que los G-médulos Hom(P,,Z) y P, sean candni-
camente isomorfos. Ahora bien

P, ,.=PF, % Hom(P,,Z),
q>0y Z=>=Hom(Z,Z).
Se tiene
“ d_q d_q d_g
0 Z P_y P_, P_3
/ / \ \
/ / \ \
! / \ \
IR | IR %o R 1 R 1
\ \ I I
\ \ / /
N N ¥ ¥
0 —> Hom(Z,Z) — Hom(Py,Z) —> Hom(P;,Z) ——> Hom(P3,Z) —> - - -
/ / \ \
/ / \ \
I / \ \
IR I IR ¢o R 1 R
\ \ / /
\ \ / /
0 \Z < *Po 4 Ply 22 sz 2

La situacién es como sigue para g > 1:
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dq
Pq

*ig |k

*

P, = Hom(P,,Z) <—— Hom(P,_1,Z) = P, ;

e
|

7/ N

/ \
/ \
/ Rz} < x; IR yF < v \
\ /
N /

A d_q »
Pp=P g 1<—P 4=PFP

Por tanto d, = d; y d; (f) =

fody € Hom(P,,Z) para f € Hom(P,_1,Z).
Sea {x;} el sistema de generadores libres de P, como el Z[G]-médulo dado
por las g-celdas: {z; }ier = {(01,

.,04) | 0; € G}. Entonces el correspondien-
te sistema de generadores de P, como Z-médulo es {ox;}ocq. Se tiene que

el
{le}geg ={o(o1,...,04) | 0,0; € G}.
i€l
Sean {y;}ics v {oy; }UGS; las bases correspondientes de Py_1.
Sean
dgxy = Z Qt,6,50Ys CON Ay o5 € Z,

oeG,s

qyl = g bz uTx;, conb ., €Z.
T€G,u

Se tiene

(dqyl )(0x,,) Z by ru(T2))(020,) = Z b ruT(x H(xm))) =b9,m.

Por otro lado
(d3y ) (Oxm) =y dg(0xm) = y; (0(dy(zm))) = 47 (6( Z Um,o,50Ys

= l* Zamas 00 ys

Por tanto se tiene

Zamasyl«oa)(ys)) S

g,8

(dgyi ) (0xm) = bio,m = amo-1,

Poniendo 1“ =" (o1,

0q-1) y m©="(01,...,0,), se tiene

..... 04=1):0,(075,04) = A(0],..,00),071,(01,0,09-1)"
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Ahora bien, de acuerdo a la ecuacién (4.6.5), los coeficientes no cero para
las (g + 1)-celdas son

a(l»’«l7~~;Mq+1),/1«1,(,U«2,m,uq+1) = 17 (468)
Qa1 5oy prg1)5 Ly (1o i 1o i1 s i 2 5o Hg1) (71)17 1<i<yg, (4'6'9)
Ap,espiqr)s 1, (B ptg) = (_l)qul' (4'6'10)

Para (4.6.8), poniendo (01,...,04) = (U2,...,Hg+1) ¥ H1 = T}, se tie-

ne que los b's correspondientes son {b(o-l,”.70(1),7-71,(7-70-1,__.70-(1),T € G}. Para

(469) ponemos =1 Yy (017 ceey O'q) = (/ula sy Hi—15 i a4, Hig-2, - - a:uq-i-l)a
se obtiene que los b's son

{b(alyu»ﬂq)ylv(ffl ,,,,, 0im 1,07 T 1,054 15ees0g)s T € G}

Para (4.6.10) se obtiene que los ¥’s correspondientes son

{b(01,4..,aq),1,(0'1,...,0q,7')7 T E G}

De esto, se obtiene (4.6.7). Las otras férmulas se obtienen de manera similar.

4.6.1. Cambio de dimensién

Sean I el ideal aumentacién y Jg = Z[G]/Z N¢. Se tienen las sucesiones
exactas

0— Ig —Z|G] =+ Z —0,
0— 7 -5 7[G] — Jg — 0.

Puesto que Z, Z[G|, I y Jg son todos Z-mdédulos libres, para un G-mdédulo
A, se tienen las siguientes sucesiones G-exactas (Proposicién 4.1.7):

0 —Ic®A—ZG®A— A —0,

00— A —ZGE®A—Jcg®A—D0, (4.6.11)

puesto que A 2 Z ® A.
Como Z[G] es un G-médulo inducido, Z[G] es cohomoldgicamente trivial
y por el Teorema 4.3.8 se tienen isomorfismos

p: HV(H, Jg ® A) — HY(H, A),
p~t HPY(H, I © A) — HY(H, A),

para todo g € Z y para todo subgrupo H < G, donde p y p1~! son los mapeos
de conexion.
Continuamos el proceso, y para cualquier m € Z definimos
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m
/d—
A" = Ja @@ Jg®A param >0,
A" =R - @Ic®A param <0.
—

—m

Se tienen isomorfismos

H™(H, A™) —— H =D (H, A" —=— ... —=— H(H, A),
ot o=t ot
esto es,
p™: HI"™(H, A™) =5 HY(H,A), mecZ (4.6.12)

Se usa el isomorfismo (4.6.12) para deducir propiedades de grupos de coho-
mologia de dimensién ¢ a propiedades andlogas para cohomologia en dimen-
siones superiores o inferiores. En particular, esta técnica nos permitird reducir
muchas definiciones y demostraciones al caso 0-dimensional que es mas facil
de trabajar. Este método se llama cambio de dimension. Se tiene que

HY(G, A) = H°(G,A?) = (A1) /Ng A1,
El siguiente resultado, es un ejemplo de como usar el cambio de dimensién.

Teorema 4.6.2. Sea G un grupo finito de n elementos. Sea A un G-mddulo.
Entonces nHY(H,A) = 0 para toda q € Z.

Demostracion. Si ¢ = 0, H(G,A) = A9/NgA, y si a € A%, na =
> secoa € Ng A. Por tanto nH°(G, A) = 0. Se sigue que nH?(G,A) =
nHY(G, A?) = 0 para toda q € Z. |

Definicién 4.6.3. Si X es un grupo abeliano, X se llama wunivocamente o
unicamente divisible si para toda n € N y para toda a € X, la ecuacién
nz = a tiene una tnica solucién x € X (formalmente x = %). Se tiene que X
es univocamente divisible si para toda n € N el mapeo X — X, z —— nz es

un isomorfismo de grupos,

Ejemplo 4.6.4. El campo de los niimeros racionales Q es univocamente divi-
sible. Més generalmente, cualquier campo de caracteristica 0 es univocamente
divisible.

Corolario 4.6.5. Si A es un G-mddulo que es univocamente divisible, enton-
ces A es cohomoldgicamente trivial.

Demostracion. Se tiene que nld : A — A, a — na es una biyeccién para
toda n € Z. Por tanto, si n = |H|, HY(H,A) = nHY(H, A) = 0 para todo
q € Z y para todo subgrupo H < G. O
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Aplicando el Corolario 4.6.5 a Q y a la sucecién exacta de G-mdédulos
triviales 0 — Z — Q — Q/Z — 0, obtenemos que HY(G,Q/Z) =
H9*Y(G,Z) para toda q € Z.

En particular, H2(G,Z) = HY(G,Q/Z) = Hom(G,Q/Z) = G =~ G/G =
G2, donde x(G) = G = Hom(G,Q/Z) es el grupo de caracteres de G.

Por otro lado de la sucesién 0 — I — Z[G] — Z — 0, obtenemos
H%(G,2) 2 H (G, Ig) = Ig/I% = G/G' = G*. Este tltimo isomorfismo
estd dado por:

(0 —1)+ 1% — oG’ para o€ G.

En particular H=%(G,Z) = G* = H*(G, 7).

Como hicimos notar antes H'(G,Z) = Hom(G,Z) = 0 y H Y(G,Z) =
% = 0. Finalmente H(G,Z) = Z/nZ = C,,, donde |G| = n.

De hecho tenemos

H™Y(G,Z) = x(HY(G,Z)) =Hom(H(G,Z),Q/Z), paraq >0,

ver [169, Corollary 4-4-7].

4.7. Cambio de grupo

Sea p: G’ — G un homomorfismo de grupos finitos (aqui G’ denota a
un grupo finito arbitrario y no al conmutador de G). Si A es un G-médulo,
A puede hacerse un G’-mdédulo de la siguiente forma. Para 7/ € G’ y para
a € A, se define 7" o a := ¢(7’) o a. En caso de ser necesario, el G’-médulo A
se denotara por ¢*A.

Si Ay B son dos G-médulos y f: A — B es un G-homomorfismo, en-
tonces f también es un G’-homomorfismo f: ¢*A — ¢©* B,

f(r'a) = f(p(r')a) = o(v) f(a) = 7'f(a).

M4s generalmente, si p: G’ — G es un homomorfismo de grupos, si A’
es un G'-mddulo y si g: A — A’ es un mapeo aditivo, esto es, g es un
homomorfismo de grupos abelianos o g es un Z-homomorfismo, entonces ¢ y
g se llaman compatibles si

g(o(")a) = 7'g(a) para toda 7’ € G'.

En otras palabras, si g es un G’-homomorfismo entre p*A y A'.

Consideremos cualesquiera dos complejos P’ y P, esto es, resoluciones
completas para G’ y para G. Podemos suponer que tanto P’ como P son
las resoluciones canodnicas. Entonces P’ y P son resoluciones proyectivas, de
hecho libres.
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P P} P P, P, —P,

\
! !

\ !

\ 4 \

L L ! y !
I/ I/ \ Iy \

€ Iz
8 Yr Yr ¥ Y ¥
3

P P P, P_ P_
27, Tt 0 EX LN 270,

P

Se tiene que &', ¢’, u’ son G’-homomorfismos; 9, €, u son G-homomorfismos
y por tanto, cuando los médulos P, son vistos como G’-mdédulos, 9, e, i son
también G’-homomorfismos.

Teorema 4.7.1. Para cualquier homomorfismo ¢: G' — G existen G'-
homomorfismos An: P, — P,, para n > 0 tales que ¢ o Ay = ¢’ y
8n+1 ° An+1 =A,0 a;,+1~

Demostracion. Se tiene que P} es G'-libre y ¢ es suprayectiva, por lo que
existe un G’-homomorfismo Ag: P} — Py tal que € o Ay = &, de hecho, si
{&} es G'-base de X[,y €/(&;) = n; € Z, como € es sobre, existe §; € Py con
6(51) =MN;. Se define AO(fz) = (51

Se tiene 0y Agd; = peAod; = pue'd] = 0.

Supongamos que A, ha sido definido para n > 0 y que 9,4,09,,,; = 0.
Puesto que P),; es G'-libre, P, es G'-inducido. Sea P11 = > o 0X y
sea m: P}, — X la proyeccién, esto es, sia € P/, a =) ,cq 0'bsr con
b, € X, entonces 7(a) = by. Para 7 € G', se tiene

(7' om)(a) = T/W((T/)ila) = T/T(( Z (T/)flalbal)

o'eG’

:T,ﬂ'( Z 9’()7—/9/) :T/bT/.

0'ecG’

Esto es, 7/ o7 es la proyeccién de P, en 7' X. Por tanto

0 sio! £ 6
(' om) 0 (8 0 m)(a) = (o o m)(0'bar) = {O/ba/ o Ly =@ o,
Se sigue que
(6" om)o (0 om) =38, 0/(0 o).

Por otro lado, se tiene que Idp,, (a) =a =3 cc0'be =3, (0’0

7)(a). Por tanto
ln, = Y dom
o'eG’
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o ja / _ / / —_ /
De esta forma, existe m,, 1 (= m) € Hom(F, 4, P 1) conldpr, =3~ cq 0’0

Thyq- Sea Apyr i= Y e 0 (DnAnd;, 17, 1) donde D, : P, — P41 sa-
tisface Dy,—1 0 Oy 4+ Opy1 0 D,y = Idp, (Proposicién 4.5.1).

! /
by 0
, n41 , n41 ,
n+1 > Pn+1 Pn
N
A A
n
Apg1 D N

Pn—HTPn

Entonces 4,1 es un G’-homomorfismo y se tiene

On+1dn41 = Z Ont1(0" (DpAn8,, 170, 11))

o’'eG’
/ / /

= E (0" (On4+1Dn A0, 4170 41))

o'eG’

- (A1, "(Dut O Andlyy

- U( n n+17Tn+1)_ U( n—1UndnUp4q 7Tn+1)
Opi1Dp= €G! olea —
1-Dy,_10n

/ 1t / /

= Ay S 'y — 0= A0, Wpy | = 4,3

o'eG’
Esto es, Op14n4+1 = 4,0, ;. Finalmente
On+1An410p 19 = An0 410,49 = 0. U

Observacion 4.7.2. El proceso del Teorema 4.7.1 no puede ser continuado
como estd en general para n < 0. Sin embargo, cuando ¢: G' — G es un
monomorfismo, el proceso puede ser continuado para n < 0.

Teorema 4.7.3. Si ¢: G' — G es un monomorfismo de grupos, entonces
existen G' homomorfismos Ay, : P, — P, tales queeoAg =&’ y Opp104p41 =
Ay 00, para toda n € Z.

Demostracion. Se tiene Ay tal que e o Ag = &' y 9pAp0; = 0. Supongamos
inductivamente que para n < 0 se tiene A, con 0,4,0,,,; = 0. Ahora G’
se puede considerar como un subgrupo de G, por lo que P, es G'-libre y en
particular es G’-inducido. Por el argumento del Teorema 4.7.1, existe m, €
Hom(P,, P,) tal que S'(m,) :== > .o omp, = Idp,.

Sea Ap_1 = S'(mn-10,4nD;, 1) = > cq0(Tn-10,4,D;, ), donde

n—1 n—1
D} ,,: P, — P}, satisface D], _, 0 0, + 0,,;, o D], = Idp;. Entonces
Opolp=2A,_100,y On_1A,-10,, =0. Ademds p = A_q o' O

Teorema 4.7.4. Sea p: G' — G un homomorfismo de grupos finitos. Sean
Ay A, un G-mddulo y un G'-mddulo respectivamente, y sea g: A — A’
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compatible con @, es decir, g(¢(7')a) = 7'g(a) para toda 7' € G’ y para toda
a€ A.
Eziste una unica familia de homomorfismos de grupos

(0, 9)n: H'(G, A) — H"(G", A'),
paran >0 (y paran € Z si ¢ es inyectiva) que satisface:

(1) (1,1),, =1d,, para n.

(2) Si ¢': G — G' es un homomorfismo de grupos finitos, A"
es un G"-mddulo y si g': A — A" es compatible con ', esto
es, ¢'(¢'(7")a’) = 7"¢'(a') para toda 7" € G", o' € A, entonces
(poy' g 0g)n = (¢,9)no (v, f)n para toda n >0 (a veces n € 7).
(3) Si g1: A — A’ es compatible con v, entonces (v,g9 + g1)n =

(©,9)n + (¢, 91)n-

Demostracion. Sea A: P/ —s P un G’-homomorfismo conmutando con fron-
teras:

/ a’/"‘*'l ’
PnJrl Pn
PnJrl P i Pn

/
anJrl o AnJrl =A,0 8n+1

@)41)"
Homg (P, A') ———> Homg (P, ;, A

(%g)nlﬂn i#n-%—l

Homg(P,,A) ———— Homg (P11, A)

0541
Si ¢ € Homg(P),, A'),
P’r/l P A/ P,r/L (¢,9)n (&) A/
1
o), .7 A \L Tg
e / /3:+1(1/’):¢°3;+1
P P, — % A

Sea 5 € HomG(anA)v (@ag)n(g) =g Of o An7 a;—i—l(g) = f O 0On41-
Se tiene ¢ € nuc 9}, por lo que £ 0 9,41 = 0. Se sigue que

(9741) (0, 9)n(E)) = (2, 9)n(€) 00y 1 =goEoApodyyy
=gofodyt10dp11 =0
I
0
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Por tanto (¢, g)n(§) € nicdy; ;.
Ahorasi £ € im0}, £ = 0} (v) con v € Homg(Ph—1,A) y

(@ag)n(f) :gofo/ln:go(a;:(l/))o/ln =govodyol,
= g0v 0 Aus 08l = (8,)(g oo An_y) € ()"

Para la unicidad, sean A, A’: P — P dos G’-homomorfismos que con-
mutan con fronteras. Sea @ := A — A’. Se construirdn G’-homomorfismos
Ap: P, — P41 tales que

D, = Opi14An + Ap_10,,. (4.7.13)
Sean, en cualquier caso,n > 0on € Z
Ay = S'(Do®omy) = > 7'Dodomy y Ay =0.
e
Entonces
01 Ag = S'( @ Pom))) = S (Pom) — S"(D-100Pomy)

I
1-D_19o

= @0 S/(ﬂ'(l)) —S/(Dflp, 8@0 7T6) = @0,

| Il
1 0

por lo que (4.7.13) es vélido para n = 0.
Para n > 0, procedemos por induccién. Supongamos (4.7.13) cierta n y
sea

An+1 = S/(Dn+1(¢n+1 — Ana,'/ql+1>ﬂ':l+1)7 n > 0.
Ahora

6n+1(¢n+1 - Ana;z-q—l) = 8n-i-lgsn-i-l - 6n+1Ana;z+1
= éna;wrl - 8n+1An8;z+1 =
(4.7.13)Tpara n
= n+1An8;z+1 + A1 8418;-&-1 _an-i-lAna;H-l =0.
——

0

Se sigue que
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Ont2ni1 =S5 (Ont2Dpi1 (Prg1 — AnO )T 41)
S/((¢n+1 - An8;+1)7ril+1)

1

Ont2Dni1=

1-Dp0n+1

- S/(Dn 6n+1(¢n-‘,—1 - Ana;r‘rl)ﬂ-;b-‘rl)

Il
0

=S (Pp17p11) = S' (400 41)m7)

= ¢n+15/(7ril+1) - Ana;l—‘rlsl(ﬂ-;z)

- ¢n+1 . 1 — Anaiprl . 1 - ¢n+1 - Ana;prl

Se sigue que (4.7.13) se cumple para n + 1.
Por tanto, si £ € nicd,,, entonces se tiene A,(§) — AL (&) = P,(§) =

Ont14n(&) + Ap—19,(&) = Ont14n(§) € imdp41, de donde, A,(§) =
Ay (&) méd (im Oy 41) y por lo tanto (¢, g), no depende de A.
(1), (2) y (3) se verifican directamente. O

Observacion 4.7.5. Todo el desarrollo anterior, es con respecto a la cohomo-
logia de Tate. Ahora, para H° no de Tate, esto es, H°(G, A) = A%, también
se satisface

(0, 9)0: H(G, A) = A® — HO(G', A') = (4)Y" .

Se tiene para 7 € G', a € A, 7'g(a) = g(p(7")) = g(a), por lo tanto
(.9)0(A%) C (A

Ejemplo 4.7.6 (Restriccién). Sean G un grupo finito y H < G un subgru-
po. Entonces, si ¢ = i: H — G es la inyeccién natural, para A un G-mdédulo,
A es un H-médulo con la misma accién. Entonces

(4,I1da)y, :=res,: H"(G,A) — H"(H, A),

se llama restriccion y como ¢ es inyectiva, el mapeo res,, es valido para toda
n € Z.

A nivel de cadenas Py : Py, = Z[H" ™), n > 0y Pg : Pg,, = Z|G"],
dada una g-cadena de G: (¢ > 0),

r: GXGEX--xG— A,
| ——
q
resx=y: HXHX---XxXH—A, y=z|gx.xH.

q

También se tiene:
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Proposicién 4.7.7. Sean A y B dos G-mddulos y H < G un subgrupo de
G, G un grupo finito. Sea f: A — B un G-homomorfismo. Entonces el
diagrama

H‘I
HY(G, A) Y. Hea,B)
HY(H,A) Hi(H,B)
H(f)
es conmutativo. Notemos que un G-homomorfismo f: A — B, es también
un H-homomorfismo f: A — B. O
En bajas dimensién, tenemos para ¢ = 0, no de Tate, resg: H — G,

h — h, H*(G,A) == H°(H,A), res: A — AH a s a pues a € A%
implica a € AH.

Ahora, para ¢ = 1, res: H' (G, A) — H'(H, A) estd dada de la siguiente
forma. Si f € ZYG,A), f: G — A, f(or) = of(7) + f(0o) para todas
0,7 € G. La restriccién f|y satisface la misma relacién pero para o,7 € H.
Si f € BY(G, A), existe a € A tal que f(0) = ca — a para toda o € G, en
particular, para toda o € H.

Ejemplo 4.7.8 (Inflacién). Sea ¢ = 7: G — G/H donde H < G (aqui G
corresponde a G’ de la definicién general y G/H corresponde a G). Si A es
un G-médulo, A es un G/H-médulo. Sea i : A — A la inyeccién natural.
A las funciones

(m,i)n: H*(G/H, A" — H™(G, A), n >0,

se les llama inflacidn. Ahora bien, como 7 no es monomorfismo, inflacién sélo
estd definida para n > 0.

A nivel de g-cadenas, inflacién se define de la siguiente forma. Sean ¢ > 1
y H < G un subgrupo normal de G. Sea 0: G/H x --- x G/H — AM una

q
g-cadena. Se define 7: G x -+ x G — A por
—_——

q
T(91,-..,9¢9) = 0(g1 H,...,9.H).

El mapeo 7 es la inflacién de o: 7 = inf 0. Se tiene 9y41 o inf = infody4q y
por tanto se obtiene el mapeo en cohomologia inflacién.

Para ver la inflacién en bajas dimensiones, procedemos asi. Sea 7: G —
G/H la proyeccién natural. Ahora (A#)%/H C AS. Por tanto

HO(G/H, A"y 25 HO(G, A) = AC

es la inyeccion natural, en el caso de ¢ = 0, tanto de Tate como no de Tate.
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Para ¢ = 1, si f € HY(G/H,A"), tomando un representante f &
ZYG/H, A", f: G/H — A satisface f(o7) = af(7) + f(5) para to-
das 0,7 € G/H. Entonces inf f = f satisface f: G — A, f(g) = f(gH) =
f(g) € AT C A. Se tiene f(gk) = f(gkH) = f(gHkH) = gH - f(kH)+ f(gH)
el cual estd bien definido pues f(kH) € Af.

Independientemente del criterio general, se puede ver que restriccién se
podria definir por cambio de dimensién usandosi0 — A — B — C — 0
es una sucesién exacta de G-mdédulos, entonces con el mapeo de conexién 6,
tenemos el diagrama conmutativo

HY(G,C) —2 HTY(G, A)

resy \L \L resg41

HY(H,C) —= HI(H, A)

para toda q € Z. Sea pd: H°(G, A?) = HY(G, A), se tiene el diagrama
conmutativo

HO(G, A7) = H(@, A)

resg J/ i Tesq

HO(H, A%) —— H(H, A)
o

El caso de inflacién es diferente, pues la sucesion exacta respectiva, deberia
ser: 0 — A7 — BH — 0F — 0 pero esta sucesién no es exacta en
general. De hecho, la sucesién que es exactaes 0 — A¥ — BH — CH —
HY(H,A) — ---.

Ahora bien, resulta ser que E. Weiss [168] define un mapeo inflacién para
indices negativos y se llama deflacion.

Similarmente al caso de restriccién, tenemos:

Proposicién 4.7.9. Sean A y B dos G-mddulos y H<G un subgrupo normal
de G, G un grupo finito. Sea f: A — B un G-homomorfismo. Entonces el
diagrama

aoa/H, A% — D pgeqm, BH)
infql linfq
HiG, A HY(G, B
(G, 4) s (@.5)

es conmutativo para toda q > 0. Notemos que un G-homomorfismo f: A —
B, induce un G /H-homomorfismo f: A% — BH. O
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Ejemplo 4.7.10 (Corestriccién). Sea G un grupo y sea H < G, digamos
[G: H] = m. Sea G = J”,0,H la descomposicién de G en clases izquier-
das de H. Se define Try _.g: A" — A%, Try_,q(a) = 2211 oia. Esto es,
Trgsc(a) = Ng/m(a), aunque entendiendo que H no necesariamente es nor-
mal en G.

Si {o}}™ es otro conjunto de representantes, esto es, o; = o;h; par algunos
h; € H, entonces oia = o;h;a = oa. Por tanto, Try_,¢(a) no depende de

4
acA

los representantes {o; }1 .

Si 0 e G, 00;H = ogu)H, esto es, 0o; = og(;h; para alguna h; € H.
Ademids {09}ty € {oi}i21. Si 0guy = 0g(;), entonces gy = Qoih;1 =
HUjhj_l = 0g(;). Por tanto o;h; ' = ajhj_l por lo que o; € o;H de donde se

sigue que o; = o;. Entonces 6: {oi} — {09@)} es una biyeccién y por tanto

G(Zoia) = Zﬂaia = Zcrg(i)a = Zaia,
i=1 i=1 i=1 i=1

de donde se obtiene que Try ,ca € AC,
Se sigue que

(1) Trg¢: Hompy (A, B) — Homg(A, B) es un homomorfismo.
(2) Si f € Homg (A, B), entonces Try_,¢(f) =[G : H|f.

Sea P una resolucién de Z[G]-médulos libres de Z. Entonces P también es
una resolucién de Z[H]-médulos. Sea f € Hompy (P,, A), entonces

a*(TrHaG(f)) =Trgc(f)o0d=Trgsa(fo0d)=Truc (8*(f))
Es dGCiI', 0* o ’I‘I‘H_,G = TrH—)G od*.

*

16)
Homp (P, A) —* Hompy (Pry1,A)

TrH%Gi \LTrHaG

Homeg (P, A) —— Homg (P41, A)

n+1

Si f € ntcd} ., entonces (05,4 o Try—a ) (f) = (Tru_godi ) (f) =0,
es decir, Try_,q f € nicd;, | y por tanto tenemos homomorfismos

H"(H, A) 2229, F™(@G, A)

para n € Z.
Este grupo de mapeos se llama corestriccion. Explicitamente, se tiene para
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corg: HY(H, A) — H°(G, A)
a+NygA— Ng/Ha-i-N(;A,
cor_y: H'(H,A) — H (G, A)
a+IgA— a+IgA paraa€n,ACEnNA

Sea 0 — A — A L3 C — 0 una sucesién exacta de G-médulos.
Entonces el siguiente diagrama es conmutativo

H_l(ch) L>'I:IO(-FI7‘A)

cor_1 \L l corg

HYG,C) -2 HY(G, A)
De aqui tenemos que la corestriccion es la tnica familia de homomorfismos
cory: HI(H,A) — HI(G, A), q € Z, tal que:

(1) Sig=0, corg: H(H,A) — H°(G,A),a+ Ny A — Try_ga+
NGA:Ng/H(Z+NgA, ac AR,

(2) Para cada sucesién G-exacta 0 — A — B — C — 0, el
siguiente diagrama es conmutativo

HI(H,C) —>> HI+(H, A)

corg Ccorg41
HY(G,C) —2> HY(G, A)

Formalmente, corg41 = 6 o corg o8~ 1.
El mapeo cor, estd determinado por el diagrama conmutativo

HO(H, A7) = Ha(H, A)

corg \L icorq

HY(G,C) "~ H9(G, A)

cory = pd o corgo(u?) L.

Ejemplo 4.7.11 (Conjugacién). Sea ¢ = ¢p,: G(= G') — G dado por
©o(g9) = ogo=1. Sean A un G-médulo y % A(= A) es también un G-médulo
con accién gA = ¢, (g)a = ogo~a.

Sea f,: A — A dada por f,(a) = 0~ 'a. Entonces

fo(o(g9)a) = fo(ogo™'a) =0~ (ogo~"a) = go~ra = gf,(a) = go~'a,
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esto es, f,(¢vs(9)a) = gfs(a). Por tanto (¢,, f») es compatible y puesto que
¢, es inyectiva, se tienen homomorfismos (¢,, fo)n: H"(G, A) — H"(G, A)
para toda n € Z.

Para n = 0, (¢o, fo)o: Idgog,ay: AY/NgA — A%/Ngay fo(a) =

o~ 'a = a para toda a € A®. El diagrama

H(G, A7) " H9(G, A)
(ww’fa)O\L i(‘/’cﬂfv)q
HO(G, A7) s H9(G, A)

es conmutativo y (¢q, fr)o = Id implica que (¢o, fo)q = Id para toda ¢ € Z.

4.8. Lema de Shapiro, la sucesién inflacién-restriccion,
mapeo de transferencia

Empezamos analizando la composicién corestriccién-restriccion: cor o res.

Teorema 4.8.1. Sea G un grupo finito y sea H un subgrupo, Entonces la
composicion ‘

HY(G,A) ™= HY(H,A) <% HI(G, A)
es el endomorfismo corores = n(=n-1d) donde n =[G : H].

Demostracion. Si a € A%, corgoresy(a) = corg(a + Ny A) = >occ/H OO+
Ng A =na+ Ng A = na.
Para ¢ general, tenemos

corg oresg=n

HO(G, A9) HO(G, A1)

Zluq 2i/ﬂ

Hq(G A) COrq o reSq
por lo que cor, ores, = n para toda n € Z. a
Observacién 4.8.2. El Teorema 4.8.1 implica que si tomamos H = {1},
entonces n = |G| y en particular nH9(G, A) = 0 para toda ¢q € Z.

Sea f: A — B es un G-homomorfismo y si H < G, los siguientes diagra-
mas son conmutativos

0
G, 4) — 2 g, B)

COTT i res

q
56 e B
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Es decir, tanto restriccién como restriccién conmutan con los homomorfis-
mos en cohomologia inducidos de un homomomorfismo de G-mdédulos.

Ahora bien, los grupos H?(G, A) son grupos abelianos de torsién pues
nH1(G,A) = 0 donde n = |G|. Por tanto H?(G, A) es suma directa de sus
p-subgrupos de Sylow:

HY(G, A) = P HY(G, A),,

donde HY(G, A), es el p-subgrupo de Sylow de H1(G, A).

Proposicién 4.8.3. La restriccion res: H1(G, A), — HY(G)p, A) es inyecti-
va y la corestriccion cor: H1(Gp, A) — HY(G, A), es biyectiva donde G, es
un p-subgrupo de Sylow de G.

Demostracion. Se tiene corores = [G : Gp]Id y med(p, [G : G,]) = 1, en-

tonces el mapeo HY(G, A), corores H1(G, A), es biyectiva. Por tanto, si
x € HI(G, A), es tal que resx = 0, cororesz = 0, por tanto res es inyectiva.

Ahora si |Gp| = p™, p"HIY(Gp,A) = 0 por lo que cor (Hq(Gp,A)) C
HYG,A)p:

HI(G, A), —5= HI(G,, A) —== HI(G, A),.
AT

biyectiva
Por tanto, cor (H?(G), A)) = H1(G, A),,. O

Corolario 4.8.4. Si para cada primo p se tiene que H1(G,, A) = 0 para algin
p-subgrupo de Sylow G, de G, entonces H1(G, A) = 0.

Demostracion. Se tiene res: H1(G,A), — H(G,, A) es inyectiva, por lo
tanto H1(G, A), = 0 para toda p. Se sigue que H?(G, A) = 0. O

Definicién 4.8.5. Sea G un grupo finito y sea H < G un subgrupo de G.
Un G-médulo A se llama G/H-inducido si A = D, cq g oB donde B es
un H-submédulo de A y o varia en un conjunto de representantes de clases
izquierdas de H en G. Cuando H = {1}, G/H = G y G/H-inducido significa
G-inducido.

Sea ¢ =i: H — G la inclusién y sea g = 7: A — B donde 7(a) = by

donde a = ZO_G/H ob,. Sih € H,
g(p(h)a) = r(i(h)a) = w(ha) = x( Y ho(hb,))
ceG/H
= (b 1(ab) + Y ho(hby)) = hiby),
ceG/H

o#1l
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hog(a) = hr(a) = h(b),
por lo que ¢ y g son compatibles y tenemos homomorfismos:
n (¢:9)n n
H"(G,A) —= H"(H,B), n¢cl.

Proposicion 4.8.6. Sea C' un G-modulo. Entonces

Homg (C, A) %HomH(C’, B),
donde ¢(f) =mo f, m: A — B con w(a) = by donde a =3,/ 0bo- El
inverso de ¢ es Y ~1(g) = Sy = ZJEG/H ogo L.

Demostracion. Sea f € Homg(C, A). Entonces mo f: C — B es un H-
homomorfismo. Si 7 o f = 0, entonces w o f(c) para toda ¢ € C. Si f # 0,
existirfa f(c) =a # 0. Sea a =} ./ p 0bs y sea by # 0. Entonces

07 fle)=f0"'c)=0""a= > 0'ob,=0""0bg+ > 0 'ob,

c€G/H 0eG/H
o#0
= by + § 6~ 1ob,.
oceG/H
o#0

Por lo tanto

(mo /YO ) =m(f(0 ) =m(bo+ D 0 'oby) =by#0.
ai?;/aH

Por tanto 1 es inyectiva.
Sea g € Hompy (C, B) y sea S, € Homg(C, A) dada por

Sy(c) = Z og(c1e).

ceG/H
Si o’ = oh, esto es, 0’ H = o H es la misma clase izquierda, entonces
o'9((0)7(0)) = ohg(hto~1e) = ohhg(o™e) = ag(o~ 1),

por lo que Sy(c) estd bien definido. Se verifica directamente que Sg(fc) =
0S4(c) para toda 6 € Gy toda ¢ € C. Por tanto S, € Homg(C,A) y (7o
Sy)(e) = S,(c)1 = g(171e) = g(c) y por tanto w0 Sy = g y ¥ es suprayectiva.
O
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Como corolario, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.8.7 (Lema de Shapiro). Sean G un grupo finito y H un sub-
grupo de G. Sea A un G-mddulo que es G/H-inducido, esto es, existe B C A
es un H-maodulo tal que

A @ 0B,

ceG/H

donde o corre sobre un conjunto de representantes izquierdos de H en G.
Entonces

H"(G,A)= H"(H,B) paratodan€Z
bajo el isomorfismo inducido por
H™(G, A) == H"(H, A) = H"(H,B),

donde T es inducido por la proyeccion natural w: A — B y res es el mapeo
de restriccion.

Demostracion. Aplicar lo anterior con C' = P, donde P es una G-resolucién
completa. a

Teorema 4.8.8 (inflacién-restriccién). Sean G un grupo finito, A un G-
mdodulo y H <G un subgrupo normal de G. Entonces

0 — HY(G/H, A"y ™ gl(@, A) =5 HY(H, A),
es exacta.

Demostracion. Para ver la inyectividad de inf, sea f: G/H — A un 1-
cocliclo tal que inf f es una 1-cofrontera del G-médulo A. Entonces

inf f(o) = f(0H) = 0a —a para alguna a € A y para toda o € G.

Para 7 € H, se tiene oTa — a = oa — a, por tanto Ta = a para toda 7 € H.
Se sigue que a € A, Por lo tanto f(0H) = cHa — a es una l-cofrontera. Se
sigue que inf es inyectiva.

Ahora veamos la exactitud en H(G, A). Sea f: G/H — A un 1-cociclo
de A, Para o € H, se tiene que

resoinf f(o) = inf f(0) = f(cH) = f(H) = f(1).

Ahora f(1) = f(1-1) = f(1)+ f(1) de donde obtenemos f(1) = 0 y por tanto
resoinf = 0. En particular iminf C nticres.

Reciprocamente, sea f: G — A un 1-cociclo del G-médulo A cuya res-
triccién a H es una l-cofrontera del H-mddulo A:
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f(r)=71a—a, a€ A paratodart e H.

Sea g: G — A, g(0) = 0a — a para todo ¢ € G, g es una l-cofrontera.
Entonces f — g es un 1-cociclo h(c) = f(o) —g(c) y hy f estdn en la misma
clase de cohomologia y ademds h(7) = 0 para 7 € H. Entonces

h(oT) = h(o) + oh(r) = h(o) paratoda € H
y ademas
h(ro) = h(1) + Th(c) = Th(c) paratoda 7€ H.

Por tanto 7h(o) = h(o) para toda 7 € H y para toda ¢ € G.

Sea F': G/H — A dado por F(cH) = h(c). Entonces f(cH) € AH y F
es un cociclo con inf F' = h, lo cual prueba que nicres C iminf. El resultado
se sigue. a

Para g > 2 se tiene el andlogo siempre y cuando se cumpla que H'(H, A) =
O parai=1,...,q— 1. Esto es,
Teorema 4.8.9. Sea A un G-mddulo y sea H <G un subgrupo normal de G.
Si H'(H,A)=0parai=1,--- ,q—1 yq>1, entonces la sucesion
0 — HYG/H, A" 25 q9(G, A) 2 HY(H, A)
es exacta.

Demostracion. Se probard por induccién en g. El caso ¢ = 1 es el Teorema
4.8.8. De la sucesion exacta 0 — Z — Z[G] — Jg = Z|G]|/Z — 0, se
obtiene la sucesion exacta

0— A —ZGERA—Jg®A—0.
£,
Puesto que H(H, A) = 0, se sigue que la sucesiéon
0— A" — (Z[G] ®A)H — (JG®A)H —0

es exacta. Por tanto tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo.

0 — > HI"YG/H, (Je ® ) 2L o ga-1(@, (Je @ A)) —=> HI"I(H, (Je ® A))

0— S HYG/H,AHy ™ o pgug,a) HI(H, A)

Puesto que Z|G]® A es tanto G-médulo inducido como H-médulo inducido,
los mapeos de conexién § = p son isomorfismos. Por tanto H'(H, (Jg ® A)) =
H*Y(H,A) = 0parai=1,---,q— 2. Entonces por induccién, la fila superior
en el diagrama anterior es exacta, por tanto lo es la fila inferior, probando el
resultado. O
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El caso que se nos presenta en teoria de campos de clase es que si K C
L C M es una torre de campos con ¢ = 2, M/K y L/K extensiones de Galois,
entonces si G = Gal(M/K), H = Gal(M/L) y G/H = Gal(L/K) entonces
HY(H,M*) = {1} y por tanto

0 — H%(Gal(L/K), L") 2% H2(Gal(M/K), M*) = H2(Gal(M/L), M*)

es exacta, y en particular se tiene que podemos considerar la contencién
H?(Gal(L/K),L*) C H*(Gal(M/K), M*).

Ahora veremos un mapeo importante en teoria de campos de clase, el
llamado mapeo de transferencia. En aleman, el mapeo de transferencia se
llama Verlagerung. Primero recrdemos que

H™2(G,72) =2 G/G = G*.

Si H < G tenemos que el mapeo de transferencia, Ver, es el mapeo restriccién
en dimensién —2: Ver :=res_y: H (G, Z) — H™2(H,7Z), Ver: G* — H?P,

Sea g € G. Sea {z;}; un conjunto de representantes de las clases derechas
médulo H : G = Hx1 Y. ..U Hx,. Ahora, para cada indice 7, existe un indice
o(i) y un elemento £ € H tal que x;9 = {x,(;), Sea & 1= [1_,. Entonces

Ver(gG') = €H', estoes, Ver(gG') = (Hzigx;(li))H'.
i=1

4.9. Producto copa

Uno de los resultados fundamentales en teoria de campos de clase, es el
teorema de reciprocidad. El metodo cohomolégico para obtener el teorema
de reciprocidad es el Teorema de Tate-Nakayama que es un resultado del
producto copa.

Para definir el producto copa de manera directa, se hace por medio del
producto tensorial a nivel de los valores de cadenas homogéneas. Mas precisa-
mente, sean G un grupo finito, A y B dos G-mdédulos y consideramos A ® B
como G-médulo: o(a ®b) = ca ® ob, a € A,b € By o € G. Consideremos
una resolucién P de Gy

Homg(P,, A) x Homg(P,, B) — Homg(Pyiq, A® B)
para p,q > 0, dado por la férmula
(@Wb)(go, - - Gp+q) = algo;---9p) ®b(gp: - - -, Gp+q)-

Para p = ¢ =0, (aUb)(g0) = a(go) @ b(go) = (a @ b)(go)-
Desarrollamos el producto copa en todas las dimensiones p, g € Z.
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Dados los dos G-médulos A y B, el mapeo A x B — A ® B, induce un
mapeo bilineal canénico

A% x B — (A® B)°,
que mapea Ng AxNg B a Ng(A® B). Por tanto, se induce un mapeo bilineal

H°(G, A) x H°(G,B) — H°(G,A® B),

(@,b) — (a®b), a=a+NgA.

Definicién 4.9.1. El elemento a ® b € H°(G, A ® B) se llama el producto
copa, a € H°(G,A) y b€ H°(G,B) y se denotard aWb = a ® b.

Teorema 4.9.2 (Producto copa). Fziste una dnica familia de mapeos bi-
lineales W, llamada el producto copa tal que para cualesquiera p,q € 7Z se
tiene

u: HP(G,A) x HY(G,B) — HP"(G, A® B)

que satisface:

(1) Si p=q =0, el producto copa estd dado por el producto tensorial:
(@,b) = aub=a®b,ac H'(G,A) = A°/NA, bec H(G,B) =
B%/NB.
(2)5%0—+A—-B—-C—-0y0—>A®D—-BD—->C®D —0
son sucesiones G-exactas, entonces el siguiente diagrama conmuta:

HP(G,C) xHY(G,D) —— HPY(G,C @ D)
s |1 |s
HPY(G, A)xHY(G, D) —=— HPT+1(G, A® D)
es decir, §(cVWd) = 6(c)Ud, ¢c € H?(G,C), d € HY(G,D) con ¢ los
mapeos de conexrion.

3)%i0—-A—-B—>C—-0y0-DRA—->DRB—->D®C =0
son G-exactas, entonces el siguiente diagrama conmuta:

H?(G,D)x HYG,C) ——— H"(G,DgC)

L Jio

H?(G,D)xHT (G, A) —>— HPT+Y(G, D@ A)
es decir, 6(d U c) = (—=1)P(dWéc), d € H?(G, D), c € H1(G,C).

Observacién 4.9.3. El factor (—1)? se debe a la anticonmutatividad del ma-
peo de conexidn §.
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Observacion 4.9.4. Lo que se estd haciendo es definir un producto copa
HP(G, A) x HY(G, B) — HP*(G, A® B) por medio del diagrama (4.9.14)
més adelante y ver que satisface las condiciones (1)-(3) del Teorema 4.9.2.
Las condiciones (1)—(3) hace unica la posible definicién de W por los isomor-
fismos HO(G’,AP);:;HP(G, A) y de H(G, Bq);:;Hq(G, B). Si cambiamos el
isomorfismo (—1)P?u? por otro, obtendriamos otro producto copa con otras

condiciones (1)—(3) del Teorema 4.9.2.

Demostracion. (Teorema 4.9.2) Como en el caso de los mapeos de restriccion,
se obtiene el producto copa en general del caso particular p = 0,q = 0 usando
el cambio de dimension.

Se tiene:

AA@B=Jg® - ®Jeg®A®B=(A® B)?

y
ARB!=AQ Jg® - ®Jg®B=(Jg® - ®Jg) ® A® B=(A® B)Y,

para A y B dos G-médulos y para p,q > 0. Similarmente para p,q < 0 con
I en lugar de Jg.

Usando el isomorfismo p™: HI™™(G, A™) = HY(H,A), m € Z, empe-
zando con el caso p =0, ¢ = 0 y obtenemos el producto copa del diagrama

HO(G, AP) x H(G, BY) ———— HY(G, (A ® B9)?) = H(G, AP @ BY)

(z,9)— (z®y)
El/t” %ll \L/LP
H?(G, A) x H'(G, BY) ——%— H?(G, (A® B)Y) = H(G,A® BY)
:ll :ly,q l(l)"q;ﬂ

HP(G, A) x H(G, B)

HP (G, A® B)
(4.9.14)

Los isomorfismos

H?(G,(A® B)7) % Hp+q(G,A® B)

HO(G, (A® BY) 5 HY (G, (A ® B)7)

determinan el producto copa. Si cambiamos los isomorfismos p? y (—1)P9u?
por algunos otros isomorfismos, el primero dependiendo de p y el segundo de p
y de ¢, obtendriamos otro producto copa. No sabemos de algin otro producto
copa que sea Util desde nuestro punto de vista: El Teorema de Reciprocidad
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en teorfa de campos de clase y la definicién de estos isomorfismos como (—1)P?
y pP de debe a que a nivel de cocadenas queremos el producto tensorial

(@Ub)(go,---»9pt+q) = algo,---9p) @b(gps - -+ Iptq)

y por lo tanto
d(aVb) = (0aWb)+ (—1)P(a U Ib).

Regresando al diagrama (4.9.14), se tiene que el mapeo ¢ se obtiene del
diagrama superior pues pu? y pP x 1 son isomorfismos. El mapeo 1 se obtiene
del diagrama inferior. Veremos que © = U es el producto que satisface (2) y
(3) del teorema. Ademds si v satisface las condiciones del teorema, este mapeo
es Unici como consecuencia de (1), (2) y (3).

Antes de probar las condiciones para 1, veamos ¥ = U explicitamente
en términos de cociclos en los casos (0,q) y (p,0) y que corresponden a la
definicién directa en m-cadenas dadas al inicio de la subseccion.

Proposicién 4.9.5. Sean a, y by un p-cociclo de A y un q-cociclo de B y ay,
by sus clases de cohomologia, entonces

aoUb, =ag®@b, Yy a,WUby=a,® by.
Notemos que si by(o1,...,04) € B es un g-cociclo, entonces
ap @ bg(or,...,04) €EARB
con ag € A%, es también un q-cociclo.

Demostracion. Se puede verificar directamente que agUb, y @, U by definidos
en la proposicién satisfacen las condiciones (1), (2) y (3) del teorema para
(0,9) y (p,0) respectivamente, viendo el comportamiento de los cociclos bajo
los respectivos mapeos. Finalmente la parte inferior del diagrama (4.9.14)
para p = 0 y la parte superior para ¢ = 0, se sigue que el producto dado por
(4.9.14) coincide con lo dado en la proposicién. O

Seaen) — B —(C —0y0—A®D — B®D —C®D —0
sucesiones G-exactas y similarmente 0 — A — B — C — 0y 0 —
DR®A — D®B — D®C — 0. Se tienen las siguientes sucesiones
G-exactas:

0—A?— B! —C!1—0 vy
0 —(A®D)!— (B®D)! — (C®D)! —0

y también

0— AP — B — C?P —0 y
0—(D®AP — (DB — (DC)?» —0.
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Se tienen diagramas:

HP(G,c) x HO(G, DY)

\

(1,19) PG, A) x HY(G, D)

(1,u9)

HP(G,(C® D))

HP(G,C) x H1(G, D)
G}

x

HPTl (G, A) x HI(G, D)

HO(G, DP) x HI(G, C)

s
(—1)P9pd
w i

HPFTL(G, (A ® D)T)
HPTY(G, Cc ® D)

T

(—1)(P+D)a,q

\

(1P ,1) HO (@, pP) x HIt1(G, A)

(nP,1)

gprtat+l (G, A® D)

HY(G, (D @ C)P)

HP(G, D) x HI(G, C) m

k

HP(G, D) x HIT1(G, a)

5
uP
w l

HIL(G, (D @ A)P)
HIH-II(G, D®C) nd

\pé\\

Hp+q+1(G, D® A)

Las partes (2) y (3) del teorema, son las partes inferiores de los diagramas

anteriores.

Es inmediato que los lados izquierdos conmutan. Ahora, los lados derechos

se componen de ¢ (resp. p) cuadrados de cohomologia de cambio de dimensién
por lo que son conmutativos. Las partes frontales y traseras de los diagramas
conmutan por la definicién del producto copa dado en el diagrama (4.9.14)
y finalmente, los cuadrados superiores conmutan por la Proposicién 4.9.5.
Puesto que los mapeos verticales son biyectivos, la conmutatividad de los
cuadros superiores implican la conmutatividad de los cuadros inferiores, lo
cual prueba (2) y (3) del teorema. Esto finaliza la prueba. O

Proposicion 4.9.6. Sean f: A — A" y g: B — B’ dos G-homomorfismos
ysea fg: A® A — A ® B' el homomorfismo inducido por f y g. Si
ae€ HP(G,A) ybe HI(G, B), entonces

fl@)wgd) = (feg)avb) € HPTY(G,A @ B').

Demostracion. La afirmacién es equivalente a que el diagrama



4.9 Producto copa 97

HP(G, A) x HY(G, B) —— HP™(G, A® B)

(f,g)i lf@g

H?(G,A') x HY(G, B') — H"*(G, A' ® B')

es conmutativo para todas p,q € Z.
Para p = ¢ = 0, la igualdad se sigue de lo siguiente:

u(f,g)(a,b) = f(a) v g(b) = f(a) ® g(b),
(f®g)(@wb) = (f®g)(a®b) = f(a)® g(b).

Para el caso general, consideremos el diagrama

v
HO(G, AP @ BY)

K
f®g

HPTY(G,A® B)

HO(G, AP) x HY(G, BY)

w

(f,9) HP(G, A) x H1(G, B)

[C))
(F.9) l

HY(G, (A"P) x HO(G, (B')9) HO(G, (AP ® (B')9) f®g

[T}
ubta
(uP,pu?)
0]

HP(G, A"y x HI(G, B') HPTI(G, A" @ B)

el cual es conmutativo. Los isomorfismos se siguen del hecho de que AP @ B? =
(A® B?)P, etc. O

Proposicién 4.9.7. Sean A, B dos G-mddulos y sea H < G un subgrupo de
G. Sia e HP(G,A) ybe HIG, B), entonces
res(a W b) = res(a) Ures(b) € HPT4(H,A® B)

cor(res(a) Ub) = aU cor(b) € HPT1(G, A ® B).
Demostracion. Para p = ¢ = 0, la primera férmula es inmediata. Para la
segunda, sean a € A9, b € B¥ 0-cociclos representando a y b. Se tiene
cor(res(a) Wb) = cor(a®@b+Ny(A®@B)) = Y  o(a®b)+Na(A® B)
oceG/H
= Z (a®0(b)) + Ng(A® B) (a es G-invariante)
ceG/H
=a® ( Z o(b)) + Ng(A® B) = a W cor(b).
oceG/H

El caso general se sigue por cambio de dimensién. a
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Similarmente, el siguiente resultado es inmediato para p =g =0y el caso
general se sigue por cambio de dimensién.

Teorema 4.9.8. Sean a € H?(G, A), b € H1(G, B), ¢ € H"(G,C). Entonces
aub=(-1)"(bva) € H""(G, A® B),
(@Ub)Uc=aw(bve) ¢ HP 1" (G, A® (B® O)). O

Sean a;, y by un p-cociclo de A y un g-cociclo de B respectivamente y sean
ap, by sus clases de cohomologia en HP(G, A) y H1(G, B) respectivamente.

Lema 4.9.9. Si o = a1 Wb_; € H°(G, A® B), entonces

nuic NB
IoB

To = Za1(0)®a(b,1), B,1€H_1(G,B):
oceG

Demostracion. Sean A’ := Z|G]® A el G-mdédulo inducido, A” = Jo® A y las
sucesiones exactas (A =2 Z® A y si un G-médulo es Z-libre, preserva exactitud
como Z-médulos y por tanto como G-médulos)

0—A—A — A" —0,
0—A®B—A®B—A"®B—0.

1 ’
Ahora bien HY(G,A") = 0 = glgg’i% y A C A’, as{ que existe una
O-cadena ay € A" con a1 = Oag y ai(oc) = oay — a para toda o € G.
Sea aj € (A”)¢ la imagen de aj, en A”. El mapeo de conexién § satisface

a1 = d(ag) y obtenemos por el Teorema 4.9.2 y por (4.6.3)
a YU 1_7_1 = 6(&73) y l_)_l = 6(&76/@ B_l) = 5(0/0/ X b—l) = 6(% ® b_l)

=Nl @bo) = Y olap) 9albr) =
ceG

a1(o)=0(ag)—ag

= Z(al(a) +ap) @o(b_1) = Z(al (o) ®o(b-1) +ay @ Ngb_y

oceG ceG
=) _(a1(0) ® o(b-1),
ceG
puesto que Ngb_1 = 0. m|

Tomemos ahora B = 7 e identificamos A @ Z — A, a®n — na.
Recordemos que H2(G,Z) = G/G" = G*. Si 0 € G, sea & el elemento de
H~2(G,Z) que corresponde a oG’ € G*P.
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Lema 4.9.10. 4, U5 = a;(0) € H (G, A).

Demostracion. De la sucesién exacta 0 — A I — AQZ|G] — A — 0
y de que A ® Z[G] es cohomolégicamente trivial, se sigue que H~1(G, A) %)

H°(G,A® Ig). Por tanto basta probar que 6(a; W &) = §(ay1(0)).

Usando la definicién de ¢ (ver Corolario 4.3.6), se tiene d(a1 (o)) = Zp con
To =Y geqbai(o) ®0.

Por otro lado, bajo el isomorfismo H~2(G, Z) 2 H~YG, Ig), el elemento
gvaad(d)=o0c—1,porlo que

5a1ve)=—(a Ué(a)=—a1 V(o —1) = go.

Por el Lema 4.9.9, se tiene

== @) @0~ 1)=3 al)©0- > ul) e

0eG 0eG 0eG

El 1-cociclo aq(0) satisface a1(0) = a1(fo) — fa;i(o), por lo que yo =

> vec bai(o) @ 0o.
Por tanto yo — 20 = ) geq #a1(0) @ (0 — 1) = Ng(a1(0) ® (0 — 1)), esto
es, Tg = 4o y el resultado se sigue. O

Sea as € H?(G, A). Se obtiene un homomorfismo
p=aU_: H*G,Z) — H°(G,A)(= H* =G, A 7)),
dada por ¢(5) =ax UG € HY(G, A),
¢: G/G' =G — A%/ Ng A.

Por teoria de campos de clase, se seleccionaran médulos A tales que ¢ es
un isomorfismo de grupos. Esto es, el teorema principal de teoria de campos
de clase es G* = A%/ Ng A.

Proposicién 4.9.11. Se tiene a2 UG = Y . a2(0,0) € H(G, A), donde

geG/G.

Demostracion. Sea B = Z|G|®@ Ay C = Js® A. Entonces se tiene la sucesién
G-exacta 0 — A — B — C' — 0. Ahora bien, por ser B un G-mdédulo
inducido y como a € A C B, existe una 1-cocadena b € B con ay = 0b, es
decir, se tiene

az(0,0) = 0b(c) — b(8o) + b(6). (4.9.15)

La imagen ¢ de b es un 1-cociclo de C tal que a3 = 6(c). Por tanto
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as U = sepus=6(cus) =  §(c(0)) =az(o) =0(b(0))
deﬁnigién de LcmaT4.9.10

producto copa

= > 0b(o) = > ax(f,0)+ > b(bo)— > b(o)
6

15)0€G e 9eG

Definimos el cociente de Herbrand para la cohomologia de grupos ciclicos
finitos. Esta definicion se puede extender a endomorfismos.

Definicién 4.9.12. Sea A un grupo abeliano y sean f y g dos endomorfismos
de A tales que fog =gof =0, esto es,img C nic f y im f C niic g. Entonces
se define el cociente de Herbarand

[ndc f : im g]

ar.9(A) = [ntcg : im f]

si ambos indices son finitos.

Se tiene que qf 4(A) = qq,r(A)~'. Esta definicién generaliza la definicién
anterior de cociente de Herbrand pues si G es ciclico de orden n, generado por
ocysif=0-1=Dyg=14+0+---+---+0"1=N,NoD=DoN =
o"—1=0ynicf =A% img=NgA4, nicg = n,AyimD = IgA, por lo
que
_ HYG A [HA(G, A)|
CHYG A HYG, A
También se tiene que si G es un grupo ciclico de orden n y G actua trivialmente
en el grupos abeliano A, entonces

h(A) = qo.n(A).

Si A es finito, se tiene g 4(A4) = 1.

h(A) = qp,n(A)

Lema 4.9.13. Si f, g son dos endomorfismos de un grupo abeliano A con
fog = gof =0, entonces qo,rq(A) = qo,r(A)go,g(A), donde fg denota
multiplicacion.

Demostracion. El diagrama

0 —— g(A) Nmitc f —— g(A)

R

0 nic f - A f(A) 0

es conmutativo con filas exactas. Por el Lema de la Serpiente, la sucesién
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nuc f A f(A)
O @ nmtes  gA)  UoA)

es exacta y por tanto

[A: (f9)(A)] _ [A:g(A]lg(A) Nntic f|

A 7(A) e f
Ahora,
por lo que

(A (g)(A)] _ [A:g(A)] [A:f(A)] -
| nic g f| [micg]  |micf]

Teorema 4.9.14 (Tate). Sea G un grupo ciclico de orden p, p un nimero
primo y sea A un G-mddulo. Si qo,(A) estd definido, entonces qo,(A%) y
h(A) estdn también definidos y

G\p
ay = S

Demostracion. Sean o un generador de G y D = o — 1. Consideremos la

sucesién exacta 0 — AG — A 2 IcA — 0.
Puesto que IgA es un subgrupo y también un grupo cociente de A, se
sigue que si go p(A) estd definido, entonces gy ,(IcA) también estd definido.

Por tanto g ,(A%) = qgo‘f("i[(:i) estd definido.

Ahora bien, G acttia trivialmente en A% por lo que go,(A%) = h(AY).
Se tiene ZNg = Z( f;ol O'i) anula a IgA y por tanto IgA es un /4. ZNg-
moédulo. Como anillos tenemos el isomorfismo

ZIG)/ZNg = Zlz]/(A+x+ -+ aP~1) 2 Z[C,),

g4 T

el anillo de enteros de Q((,), ¢, = e2™/? El isomorfismo est4 inducido por el
mapeo o — (,. Se tiene que en Z[(,], p = (¢, — 1)?"'u con u una unidad de
Z[(p). Por tanto p = (¢ — 1)P~ v, donde v es una unidad de Z[G]/Z Ng.

Ahora v: IgA — IgA, * —— vz es un automorfismo, por lo que
qo,0(IgA) = 1. Por tanto

1
IcA) = o1 (IgA)qo(IgA) = JgAP 1 = — —
90,p(1cA) = qo,pr-1(IcA)qo0,0(IcA) = qo,p(IcA) oo AT

Ahora, se tiene Ng(IgA) = 0, por lo que
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1 1 1
apo(IgA)P~t — qpN(IgA)P~t — h(IgA)P~L

qo.p(IcA) =

Como qg p(A) = qO7p(AG)qO7p(I(;A), se sigue que

1 _ q0,0(A)
h([GA)p_l’ qOJ’(A) - h(IGA>p_1

qO-P(AG) = h(AG)v QO,p(IGA) =
y también
h(A)P~1 = h(ACYPIh(Ig AP,

por lo que

AG)p_ ! q0,p (AG) _ Gop (AG>p

p—1 _ qO,;D(
AN = T ) 200(A)

4.9.1. Cohomologia trivial y Teorema de Tate

Recordemos que A es cohomoldgicamente trivial si H1(H,A) = 0 para
todo g € Z y para todo subgrupo H de G.

Teorema 4.9.15. Sean G un grupo finito y A un G-mddulo. Si existen dos
enteros consecutivos qo, qo + 1 tales que H(H,A) = H 1 (H, A) = 0 para
todo subgrupo H de G, entonces A es cohomoldgicamente trivial.

Demostracion. Primero veamos que H®~1(H, A) = H%*2(H, A) = {0} para
todo subgrupo de G. Una vez probado esto, el resultado es inmediato.

Para la demostracién de lo anterior, aplicamos el cambio de dimensién, es
decir, si tenemos lo anterior para gy = 1, esto es, H*(H, A) = H3(H,A) = 0
para todo subgrupo H de GG, veamos que se cumple para gq arbitrario.

Por cambio de dimensién tenemos que H'(H, A%~1) = H%(H A) =
y H?*(H,A%®~1) = Ho+tY(H A) = 0, por lo que H% (20~ (FH Ad~1)
H%®(H,A) =0 para toda ¢y € Z.

Asi, supongamos que H'(H, A) = H*(H,A) = 0 para todo subgrupo H
de G y queremos probar que

0

H°(H,A)= H3(H,A) =0 para todo H < G. (4.9.16)

Probaremos (4.9.16) por induccién en |G|, siendo el caso G = 1 trivial.
Supongamos probado (4.9.16) para todo subgrupo H de G tal que H # G.
Por tanto, basta probar que H°(G, A) = H*(G, A) = 0. Si G no es un p-grupo,
todos los subgrupos de Sylow de G son propios y satisfacen (4.9.16), por lo
que (4.9.16) se sigue para H = G (Corolario 4.8.4).

Supongamos entonces que G es un p-grupo. Sea H<G tal que G/ H es ciclico
de orden p. Por hipétesis de induccién, se tiene HO(H, A) = H3(H,A) =0y
HY(H,A)= H?*(H,A)=0.
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Para ¢ = 1,2,3, inf: H9(G/H, A") — H9(G, A) es un isomorfismo pues
0 — HYG/H,AH) nf, HY(G,A) =% H'Y(H,A) = 0 es exacta y como
Hi(H,A) =0parai=1,...,q— 1,0 — HI(G/H,A") 25 gaG, A) =
HY(H,A)=0.

De esta forma, obtenemos que H'(G, A) = 0 implica H'(G/H,A") =0y
H3(G/H,A™) = 0 por ser G/H un grupo ciclico. Ahora bien, H2(G, A) = 0
implica H?(G/H, A") = 0, por lo que

(AH>G/H AG

0 HyY _n_ _
HYG/H,A") = 0= o = o

esto es, AG = Nea/u AH % Ng/a(Ng A) = Ng A. De esta forma se

H(H,A)=0
AT=Ng A
obtiene que H(G, A) = 0 y el resultado se sigue. O

Observacién 4.9.16. Pueden existir grupos de cohomologia H? (G, A) =
H®+1(G, A) = 0 pero A no ser cohomolégicamente trivial.

Ejemplo 4.9.17. Sean G = Z/6Z y A = Z /37 con accién g o a = 29a donde
consideramos a a y a g € Z (en particular 3a = 0, etc. y 0° = 1).

Entonces, H (G, A) = H°(G,A) = 0 pero H°(H,A) = A # 0, donde
H =10,2,4}.
Teorema 4.9.18. Si G es un p—grupo finito, donde p es un numero primo, y
A es un G-mddulo sin p—torsion, entonces lo siguiente es equivalente:

(1) HY(G, A) = HTY(G, A) = 0 para dos enteros consecutivos i,i + 1.

(2) A es cohomoldgicamente trivial.

(3) ElFy[G]-mddulo A/pA es libre.
Demostracion. [117, Theorem 7.1, Part I], [151, Theorem 6, Ch. IX]. O

Consideremos el producto copa H? (G, A) x H1(G, B) — HP*4(G, A® B)
para dos G-médulos, A y B y, como siempre, A ® B = A ®z B. Fijemos
un elemento a € HP(G,A) y consideremos el mapeo a U _: HY(G,B) —
HPY(G,A® B), b— aUb donde b € HY(G, B).

Teorema 4.9.19 (axioma de la teoria de campos de clase). Sea G un
grupo finito y sea A un G—-mddulo tal que para todo subgrupo H < G se tiene

(1) H-(H,A) =0,
(2) H°(H, A) es un grupo ciclico de orden |H|.

Entonces, si a genera H°(H, A), el producto copa
aV_: HY(G,Z) — HYG,A)

es un isomorfismo para toda q € Z (A2 Z® A).
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Demostracion. Sea B = A & Z[G]. Puesto que Z[G] es cohomoldgicamente
trivial, se tiene que HY(H, B) = H%(H, A) para todo subgrupo H < G y para
todo ¢ € Z.

Puesto que H(G,A) = AY/Ng A = C|p, seleccionamos ag € A% tal
que a = ag + Ng A es un generador de HY(G, A). El mapeo f: Z — B
dado por m — (mag, Ng -m) es inyectivo pues el segundo término satisface
Ngm=0 < m=0.

Sea f: HY(H,Z) — H%(G,B) el homomorfismo inducido por f. Sea
1: A — B el encaje 1(a) = (a,0). Entonces, por ser Z[G] cohomoldgicamente
trivial, + induce el isomorfismo 7: HY(H, A) — HY%(G, B). Recordemos que
para x,, ¥, un p-cociclo y un g-cociclo respespectivamente, Zo U g, = 7o Q yq
Y Zp Uy = x, ® Yo, por lo que el diagrama

HY(G,7) — -~ HY(G, A)

H(G,B)

es conmutativo. Asi, es suficiente probar que f es biyectivo.
Se tiene que f:Z — B es inyectivo, lo cual da lugar a una sucesién
exacta

0—z-1sB250—0. (4.9.17)

Se tiene H~1(H,B) = H Y(H,A) = 0y H*(H,Z) = 0 para todo subgrupo
H < G. Usando el Teorema 4.1.13 y la sucesién exacta (4.9.17) obtenemos

H Y(H,B)=0— H '(H,C) — H°(H,7) 1, H°(H,B)
24 H(H,C) — H'(H,Z) = 0.

Para ¢ =0, H(H,Z) EN H°(H, B) est4 dado por

f:ZH9 /)NyzZ=17/|H|Z — H°(H,A)

m —> mag

por lo que f es un isomorfismo para ¢ = 0. Se sigue que niic f = H~}(H,C) =
0eim f = H°(H,B) = niic ¢, por lo que ¢ =0

Por tanto, H (H,C) = H°(H,C) = {0} para todo subgrupo H < G.
Por el Teorema 4.9.15, se sigue que C' es cohomoldgicamente trivial. Se sigue
de (4.9.17) que f: H1(G,Z) — H%(G, B) es biyectivo para toda q € Z de
donde se sigue el resultado. a

Teorema 4.9.20 (Teorema de Tate-Nakayama). Sea G un grupo finito y
A un G-mddulo tal que para todo subgrupo H < G se tiene
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(1) HY(H,A) =0y
(2) H2(H, A) es ciclico de orden |H|.

Entonces si a es un generador de H*(G, A), el mapeo
aV_: HY(G,Z) — HIT(G, A)

es un isomorfismo donde Z es un G-mddulo con accion trivial.
Ademds resa € H?(H, A) genera al grupo H?(H, A) por lo que tenemos el
isomorfismo resa W __: HY(H,Z) — HY2(H, A).

Demostracion. Consideremos el isomorfismo p?: H(H, A?) — HIT2(H, A).
Se tiene H-'(H,A?) = H'(H,A) = 0y H°(H, A?) es ciclico de orden |H|.
Ademss, el generador a € H?(G,A) es la imagen del generador u~2a €
H(G, A?).
Por el Teorema 4.9.2 se tiene el diagrama conmutativo
—2

p2au_

HY(G,Z) HI(G, A?)

| -

aly

HY(G,Z) — =~ HI*2(G, A).

Puesto que ~2a U _ es una biyeccién, se sigue del Teorema 4.9.19 que
a U __ es un isomorfismo.

Ahora bien, puesto que (corores)a = [G : H]a, el orden del elmento resa €
H?(H, A) es divisible por |H|, por lo que resa genera H?(H, A) por (2). O

Observacion 4.9.21. Para la teoria de campos de clase, el caso ¢ = —2 en
el Teorema de Tate-Nakayama es particularmente importante.
Aplicamos el Teorema de Tate-Nakaya para ¢ = —2 y obtenemos en es-

te caso que H™2(G,Z) =2 G/G' = G* de G y el grupo residual nérmico
HY(G,A) = A9/ N A y un isomorfismo

G = AS/NA.

Este isomorfismo es la formulacién abstracta del teorema principal en la
teoria de campos de clase y se llama la Ley de Reciprocidad. El resultado se
aplica a los siguientes casos: L/K es una extensién finita de Galois y G =
Gal(L/K)

(1) A= L* donde L/K es una extensién finita de campos locales.

(2) A= J,/L* donde Ji/L* es el grupo de clases idéles de un campo
global L.

(3) A =1Iy, donde I, es el grupo de clases de ideales o de divisores de
un campo de nimeros o de un campo de funciones congruente.






5

Campos de clase locales

5.1. Cohomologia de grupos profinitos

Recordemos, [136, Definicién 2.11], que un grupo topoldgico G se llama
profinito si G es Hausdorff compacto y tiene una base de vecindades abiertas
de la identidad 1 € G consistente de subgrupos normales.

Sean x € G y V un conjunto abierto con x € V, entonces existe H <
G, H abierto en G, tal que «H C V. Ahora si {{;}ic; es un conjunto de
representantes de G/H, G = U;c1§H v € H es un conjunto abierto con £H N
&H =0, parai # jy G compacto, porloque [G: H| < ooy H = G\U@%&H

K3

es cerrado.

Ahora si x # 1, existen conjuntos abiertos U y V tales que 1 € U, x € V
yUNV =0. Sea NaG, N C U, donde N es un conjunto abierto. Entonces
1leNyG= (Ug;éNgN)UN. Por tantoz € W =,y gN y WNN = (. Se
sigue que W y N es una disconexién de G y por tanto la componente conexa
de 1 es {1} y por tanto G es totalmente disconexo. El reciproco también se
cumple.

En resumen, se tiene G es profinito <= G es compacto, Hausdorff y
totalmente disconexo. Ademas,

G= lim G/N ([136, Teorema 2.1.13])
paininis
N<G

N abierto
tanto topolégica como algebraicamente. Notemos que G/N es finito y que N
es abierto.

Si L/K es una extensién de Galois de campos no necesariamente finita,
L =, K(a), donde K(o)/K es normal. De hecho, L = J,.; K(a), « € L

por lo que « es algebraico y K(a)/K es una extensién finita. Si K(«a) es

e~

a€cl

la cerradura normal de K(«a)/K, K(a) = K(&) es una extensién finita y
L=;K(a).
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Ahora K(a)/K normal, K(a) = L¥ con H < Gal(L/K). Damos a G la

topologia de Krull: una base de vecindades abiertos de g € Ges {gH} nqec -
[G:H]< o0
Entonces G es compacto y Hausdorff por lo que G es profinito.

En particular, los grupos de Galois son grupos profinitos:

G=Gal(l/K)= lm G/N= lm Gal(K(a)/K)

NG K(a)/K
N abierto

v L=U, K(e) = lin K ()

normal

En otras palabras Gal <hﬁr)nK(a)/K) = lim Gal(K (a)/K).

Ahora bien, los subgrupos abiertos H de G son de indice finito y por tanto
son cerrados y reciprocamente, los subgrupos cerrados de indice finito son
abiertos. Se tiene que existen conjuntos subgrupos cerrados que no son de
indice finito y por tanto no son abiertos.

Si G es un grupo pro-finito y A es un G-mdédulo discreto, esto es, A tiene la
topologia discreta, A es un G-médulo si la accién de G-médulo usual GXx A —
A es continua. Esto es equivalente a que A = |Jy AV donde N recorre los
subgrupos abiertos de G.

Definicién 5.1.1. Sea ¢ > 0 y sean N1, N2 <G subgrupos normales y abiertos

de G con Ny € Ny y G/N; — G/N5 el mapeo natural, G = @G/N, A=
N

@AN. Sea inf%;: H(G /Ny, AN?) — H?(G /Ny, AN1) el mapeo inflacién.

N
Entonces se define el g-ésimos grupo de cohomologia de G' en A por

HY(G, A) :=lim H(G/N, AY),
N

con respecto a los mapeos inflacién.

Usaremos la siguiente notacién. Si L/K es una extensién finita de Galois y
Gk = Gal(L/K), H1(Gpx, L*) = HI(Gal(L/K), L*) = HY(L|K). Como
HY(L|K) = {1}, se tiene la sucesién exacta:

1 — H2(L|K) 200 52(M|K) 252 H2(M|L), (Teorema 4.8.9),

con K C L C M. Puesto que infy; es inyectiva, siempre consideraremos
H?(L|K) € H*(M|K). Si L recorre todas las extensiones normales y se-
parables de K, |J; L = K*P es una cerradura separable de K y ponemos
Gk = Gal(K®*P/K), entonces

H* (G, (K*P)") = H*(|K) = 11'%HHQ(LIK) =JH*(LIK).
L

Definicién 5.1.2. El grupo de Brauer Br(K) de un campo K es Br(K) =
H(|K)= U H(LIK).
L/K
finita Galois
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Sea K'/K una extension finita de Galois. Sea L/K una extension finita
de Galois y K’ C L. La restricciéon H2( |K) %5 H2( |K') se define asf:

resg(c) € H*(L|K') C H*( |K').

Puesto que la restricciéon conmuta con inflacién, la cual es una inyeccién,
se sigue que resgx ¢ no depende de la eleccién del campo L.

Proposicion 5.1.3. La sucesion

res s

1 — HX(K'|K) < H2(|K) 25 52(|K)

es exacta. O

El isomorfismo de Tate-Nakayama: G2? Tk = ~ AG/Np, /K A es en cierta forma

arbitrario pues depende del generador a de H?(G, A) seleccionado. Para hacer
el mapeo homogéneo con respecto a varias extensiones, la segunda condiciéon
del Teorema de Tate-Nakayama, esto es, H?(H, A) es ciclico de orden |H],
se especializa a que hay un isomorfismo entre H?(L|K) y el grupo ciclico

(ﬁ%) /7Z el llamado “mapeo invariante” invp g que determina un tnico

elemento urx € H*(L|K) con imagen + Z, esto es

TR
. , 1 1
IDVL|KZ H (L‘K) — (WZ)/Z7 uL\K — m +Z

El elemento up,| g se llama la clase fundamental de L/K.
Antes de continuar, veamos algunos ejemplos del grupo de Brauer.

Ejemplo 5.1.4. Si K = F, es un campo finito, entonces toda extensién L/ K
es ciclica, G = Gal(L/K). Ademas H'(G|L*) = {1} y como L* es finito, el
cociente de Herbrand h(L*) = 1, por lo que H?(G, L*) = H°(G, L*) = {1}, en
particular N,/ L* = K*. Por tanto Br(F,) = J, H*(L|K) = |J,{0} = {0}.
De esta forma obtenemos Br(F,) = {0}.

Ejemplo 5.1.5. Si K = R, K tunicamente tiene dos extensiones algebraicas,
R y C. Por tanto

((C*){l"]}

Br(R) = HQ(QR) = HQ(GL/K’(C*) % HQ({L J},CY) = m
Jconjugacién
compleja

R* 17z
_ ~ QL
= o7 2 Z/22= 2 CQ/Z.

Ejemplo 5.1.6. El campo de los niimeros complejos no tienen extensiones de
Galois propias, por lo tanto Br(C) = {0}. Esto mismo se aplica a cualquier
campo algebraicamente cerrado.
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Ejemplo 5.1.7. Veremos maés adelante que si K es un campo local, entonces
Br(K) = Q/Z (Corolario 5.3.5).

Observacion 5.1.8. Usaremos el grupo de Brauer de un campo local para
hallar un mapeo invy g : H*(L|K) — (ﬁZ)/Z y el elemento ur g con
invy g (urx) = ﬁ + Z € Q/Z. Este elemento nos dara el mapeo de reci-

procidad via el Teorema de Tate-Nakayam:
up kU _: HY(Gp k., Z) — HI2(L|K).

Originalmente, el grupo de Brauer fue definido para codificar anillos de
division sobre campos, es decir, objetivos no conmutativos, y sirve para hallar
la funcién que nos da la ley de reciprocidad. Este enfoque fue desarrollado por
Brauer, Hasse y Noether. De hecho, el grupo de Brauer también describe la
correspondencia de los campos de clase para campos globales. El estudio sis-
temdtico puede ser consultado en los libros de Serre [151] y de Kato, Kurokawa
y Saito [84].

Antes de usar la teoria de cohomologia, la teoria de algebras fue usada para
describir la teoria de campos de clase, tanto local como global. Con el uso de
la cohomologia de grupos, tenemos los mismos resultados de manera mucho
mas simple. En esta parte describimos la teoria de los grupos de Brauer, pero
la descripcion del simbolo residual de la norma lo haremos por medio del uso
de cohomologia. La obtencién del simbolo residual de la norma lo haremos en
el Teorema 5.3.11.

No daremos detalles de la siguiente discusién. Consideremos E un campo
cualquiera. Se define el grupo de Brauer Br(E) de E como el conjunto de
clases de E—-isomorfismos de anillos de divisién finito dimensionales sobre FE
y tales que F es el centro del anillo de divisién.

En general Br(FE) tiene una estructura de grupo abeliano definido por
medio del producto tensorial de dlgebras sobre E y es precisamente con esta
estructura que se llama grupo de Brauer.

Regresamos a nuestro estudio. Consideremos una extensién L/K no ra-
mificada de campos locales. Se tiene f = [L : K] [L:Kl,e=1y
Gal(L/K) = Gal(L/K). Se tiene un generador de Gal(L/K) es el auto-
morfismo de Frobenius orx € Gal(L/K) con Gal(L/K) = Gal(L/K),
oLk — (z — a8l = 1) K =T, (ver Subseccién 2.2).

Se tiene que ¢p g = 2% mdd pr, para toda xz € Of y se verifica que

L:K
orix = ¢miklL = ¢umxGuiL € Goig con K CLC My oy = SOEM‘KL

Proposicién 5.1.9. Sea L/K una extension finita de Galois de campos lo-
cales con grupo de Galois G. Entonces existe un G-submédulo V' de Uél) de
indice finito (por tanto V también es de indice finito en Uy ) tal que V es
cohomoldgicamente trivial.
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Demostracion. Sea a € L tal que {oa},ec es una base normal de L/K. Sea
a € K* tal que aca € Oy, para toda o € G, esto es, seleccionamos a € K*
tal que vk (a) > —vrp(oa) para toda 0 € G. Sea M := @, ;(a0a)Ok.
Entonces M = Ok[G] & O ® Z|G] es un G-médulo inducido y por tanto
cohomolodgicamente trivial.

Se tiene que M = {(acaés)oca | &0 € Or} = {(Mmo)oca | vi(ms) >
—vp(aca)} = {(me)seca | vr(mo) > —vi(aca) — 1} = {(mo)seq | IMmo|L <
q”L(“"O‘)H}. Se sigue que M es abierto en Op,. Puesto que O es compacto,
se sigue que [Of : M| < oo y puesto que (., 7O, = {0}, existe m € N tal
que 7O, C M.

Sea V; .= 1+ 7T2+iM el cual es un submoddulo de Ug) pues M C Oy.
El mapeo V; 3 v; - 7rl_(m_i(vi — 1) méd mx M define un mapeo biyectivo
Vi/Vig1 — M/wgM pues ntcp = Vipq. Ademés V;/Viy1 & M/axM =
(Ok /7K)[G] = (Ok /7K) ® Z[G], por lo que tanto V;/Viy1 como M/mxM
son finitos y cohomoldgicamente triviales.

Se tienen sucesiones exactas

0 — Vi /Vi — Vi)V — Vio/Viiy — 0,

donde V;_1/V; y V;_a/V;_1 son finitos y cohomoldgicamente triviales. Se sigue
que V;_5/V; es finito y cohomoldgicamente trivial. Por induccién obtenemos
que V1 /V; es finito y cohomoldgicamente trivial.

Se tiene que Vi = lim V4 /V;. Por tanto HY(H, V1) = HY(H,limV1/V;) =

lfm H?(H, V1/V;) = 0 para toda g € Z y todo subgrupo H de G. De esta froma

obtenemos que V; es cohomolégicamente trivial, V; = 1+7r1";+1M . Finalmente
[Ug) ] < pr: peL(mH)][OL : M] < o0, esto es, V] es de indice finito en
U él), y por tanto también en Uy, y V = V] es cohomoldgicamente trivial. O

Como corolario, obtenemos el llamado “azioma de la teoria de campos de
clase locales.

Teorema 5.1.10 (axioma de la teoria de campos de clase locales).
Sea L/K una extension ciclica finita de campos locales con grupo de Galois
G. Entonces HY(G,L*) = {1} y H°(G, L*) tiene cardinalidad [L : K] = |G|.

Demostracion. Por el Teorema 90 de Hilbert se tiene H'(G,L*) = {1} para
G arbitrario, no necesariamente ciclico. Sea V = Vj el submédulo de US)
obtenido en la Proposicién 5.1.9. Entonces, por ser V' cohmolégicamente tri-
vial, h(V) = 1. Puesto que Ug)/V es finito, h(US)/V) = 1 y puesto que
1 —V — U]gl) — Uél)/V — 1 es exacta, se sigue que h(Ug)) = 1.
Puesto que [Uy, : Uén)] < oo para toda n € N, se sigue que h(UL/Uén)) =1

Ahora de la exactitud de la sucesién 1 — Uén) — U — UL/Uén) —
1, se obtiene que h(UL) = h(Uén)) = 1 para toda n € N.
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Por otro lado, 1 — Uy, — L* 2% 7 — 0 es exacta y por tanto h(L*) =

0 G, a .
h(Z) = ig1ggég} = |Z|/{|O}|‘Z| = |G| = [L : K]. Puesto que H'(G,L*) = 1, se

i HOG, L") = |G| = [L: K] y H(G, L") = {227 = K
sigue que [HO(G, L%)| = G| = [L : K] y HY(G,L*) = g£10- = K"
resultado se sigue. Ademéds, |[H(G,L*)| = [K*: Ny, L*] = |G| = [L: K]. O

Un corolario importante, es el siguiente.

Teorema 5.1.11. Sea L/K una extension finita no ramificada de campos lo-
cales. Entonces H1(Gp |k, Uén)) = {1} para toda q € Z y para todan € NU{0}.
En particular, Np /g Ué") = ](f) para toda n € NU {0}.

Demostracion. Puesto que L/K es no ramificada, se tiene para un elemento
primo wx de K, que

’UL(WK) = G(L‘K)’UK(TFK) =1-1=1.

Por tanto mx es un elemento primo de L.
Se tiene la sucesion exacta

1— U, — L* "5 Z—0.
Por otro lado tenemos H~'(G,Z) = H'(G,Z) = {0} donde G = Gal(L/K).
Por tanto se obtiene la sucesién en cohomologia

H™Y(G,Z) = {0} — H°(G,U,) — H(G,L*) & H(G,Z) — - - ,

con vr,: HO(G,L*) = K*/NL/K L* — 7Z/|G|1Z = HO(G,Z), y OL(TK) = 1.
Por tanto vy, es suprayectiva.

Ahora bien, como L/K es ciclica, por el Teorema 5.1.10, obtenemos que
|H(G,L*)| = [L : K] = |H°(G,Z)|, de donde se sigue que v, es un isomor-
fismo. En particular nicv;, = HY(G,Ur) = {1}. Puesto que h(UL) = 1, se
sigue que H4(G,U) = {1} para toda ¢ € Z.

Se tiene la sucesién exacta 1 — Uél) — Uy, — L* —s 1. Puesto
que H (G, L*) = {1} y h(L*) = 1 por L* finito, se sigue que L* es coho-
molégicamente trivial y por tanto H%(G, Ug)) >~ H1(G,Uy) = {1} para toda
q €.

En general, para cualquier n € N, se tiene la sucesiéon exacta 1 —
U£n+1) — Uﬁ") — L —0 y L es cohomoldgicamente trivial, por lo que

Hi(G, U£n+1)) ~ HI(G, Ué")) = {1} para toda ¢ € Z y paratodan >1. O

Observacién 5.1.12. En general probaremos que [Ugx : N/ Ur] = e(L|K)
donde L/K es una extensién abeliana finita de campos locales (ver Corolario
3.4.7).



5.1 Cohomologia de grupos profinitos 113

Consideremos una extensién finita no ramificada de campos locales. Se
tiene la sucesion exacta

1— U, —L* 57 —0,
y puesto que HY(Gp/x,Ur) = {1}, H(Gr/k,L*) = HYGp/k,Z). Sea
v: H*(Gr K, L*) — H?*(Gp K, Z) el isomorfismo inducido por la valuacion.
Ahora,0 — Z — Q — Q/Z — 0 es exacta y Q es cohomolégicamente

trivial, de donde obtenemos que el mapeo de conexién 6: HY(Gp/x,Q/Z) —
H‘JH(GL/K7 Z) es un isomorfismo. Sea

6 ' H*(Gr/k,Z) — H'(Gr/x,Q/Z) = Hom(G,k,Q/Z) = X(G1r k),

el dual de G,/ es decir, el grupo de caracteres de G,k
Si ¢ € x(GrK), se tiene que si ¢y, /i denota al automorfismo de Frobenius

de L/K, entonces (¢ k) € ([L—lK]Z)/Z C Q/Z. Como ¢r,k genera al

grupo Gk, el cual es de orden [L : K|, x(Gp k)= (ﬁZ)/Z Esto es,
> \IL:

Hl(GL‘K,(@/Z) = x(Grix) BN (ﬁZ)/Z Entonces se define ¢ para £ €

X(Grik), por (&) :=&(¢rik)-

La composicion de estos tres isomorfismos nos da el isomorfismo
o ! L
H* (G, L*) == H*(GLk,Z) L HYGpx,Q/Z) % (mz)/z-

Definicién 5.1.13. Se define el mapeo invariante para una extensiéon no ra-
mificada de campos locales L/K

iDVL‘KZ HQ(GL‘K,L*) — ([L : K}Z)/Z,

por invy g = @o d~towy.

Sea Ky un campo local y sea K" la maxima extensién no ramificada de
Ky, es decir, K§* =J; L, L/ Ky no ramificada.

Definicién 5.1.14. El campo K" se llama el campo de inercia sobre Kj.
Teorema 5.1.15. Sean Ky C K C L C M C K. Entonces

(1) invp g = invas k|52 k) -
(2) invyg g oresy = [L: K]invy k.

Demostracion. Para (1), debemos probar que el diagrama

HzTK) s () /2 C @
H2(M|K) —x ([M{K]Z)/ZQQ/Z
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es conmutativo. Para ello, se probara que el diagrama

(LK) —2> H2(Gpx, Z) ——> HY(Gp i, Q/Z) —2—~ ( . Z) /Z

H2(M|K) —> H2(Gogyic. 2) > H' G Q/2) ~— (g 2) /2

es conmutativo.

Se verifica que el cuadrado de la izquierda es conmutativo usando la de-
finicién de las valuaciones vy, vys y del mapeo de inflacion inf en los 2-
cociclos. Que el cuadro de enmedio es conmutativo se sigue de que infla-
cién y los mapeos de conexiéon conmutan. Para el cuadro de la derecha,
tenemos inf: H'(Gpx,Q/Z) — H'(Guk,Q/Z) se define en 1l-cociclos
Zl(GL|K,Q/Z) = Hom(Gp k,Q/Z) (por actuar Gk en Q/Z de manera
trivial) asi: inf(x) = x donde

Gk
GumL

=Gux —=Q/Z  X(9) = x(9G L) = X(9)-

%

Guk

Por tanto
(¢ oinf)(x) = ¢(X) = X(¢mK);
(io@)(x) =i(eler k) = i(x(er k) = x(emxlL) = X(@rmx)-

de donde se sigue la conmutatividad del diagrama de la derecha probando (1).
La afirmacién en (2) es equivalente a la conmutatividad del diagrama

inva

H2(M|K) (pim2)/2 C Q/2

reSLl \L[L:K]

H2 (M|L) invasr ([MI:L] Z) /Z C Q/Z

Para esta conmutatividad basta probar la conmutatividad del siguiente dia-
grama

o]

HA(MK) 2 H (G, 2) == H' (Gryi0, Q/2) —2— (i 2) 12

J]rcsL lrcs lrcs l[L:K]

Hz(M|L)%HZ(GMWZ)LHl(GMM,Q/Z)L>( g Z)/Z
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La conmutatividad del cuadro izquierdo se sigue de la definicién de v,
y resy, en los 2-cociclos. La conmutatividad del cuadro de enmedio se sigue
que res conmuta con los mapeos de conexion. Para el cuadro de la derecha,
tenemos

res: Hl(GM|K,Q/Z) —_— HI(GM|L7@)/Z
X T X‘GJVHL

(X: GM|K — Q/Z) — (X|G}\4|L: GM|L — Q/Z)

(90 © reS)(X) = 90(X|GM\L) = (X|GM\L)(SDM‘L) = X(@M\L)a
[L: Klp(x) = [L: KIx(panx) = X (i) = X(#ar1L)s

de donde se sigue (2). O

Puesto que K" es ma maxima extensién no ramificada de Ky, Kj" es la
méxima extension no ramificada de cualquier extensiéon K/Kj no ramificada,
KIII' — KIIT

= K.

Ahora inf: H*(L|K) — H?(M|K) es inyectiva para Ko C K C L C

M C K§*, por lo que podemos definir

H*(K™|K) = h%>n H*(L|K) = JH*(LIK).
L

Por el Teorema 5.1.15, se obtiene un mapeo inyectivo:
invg: H*(K™|K) — Q/Z

llamado el morfismo invariante o invariante de Hasse. Ademas, invi es bi-
yectivo pues Q/Z = |7~ (%Z) /Z y puesto que para cada n € N, existe una
Unica extensién no ramificada K,,/K de K de grado n y

inve, K 1

(;2)/Z.

n

H*(Ky|K)

Se sigue:

Teorema 5.1.16. H?(K™|K) = Q/Z. O

5.2. Simbolo de la norma residual local

Sea L/K una extensién no ramificada finita, por lo que Hl(GL|K7 L*) =
{1} y H*(Gpk,L*) = (ﬁZ)/Z >~ Z/([L: K]Z) es ciclica de orden [L :
K

invy,
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K] = |G k|, por lo que del Teorema de Tate-Nakayama, si ur|x es la clase
fundamental de L/K, se obtiene el isomorfismo

Opr ==up kW _: H *(Gpx,Z) — H°(Gyx, L)
G — K*/Npk L7,

llamado el mapeo de Nakayama o isomorfismo de Nakayama.

El isomorfismo inverso de 6,k , QZ‘IK: K*/NL/K L — Gi‘I’K =Gk se
llama el isomorfismo de reciprocidad. Como consecuencia, tenemos un epimor-
fismo (,L/K): K* — G i con niicleo Nz, L* el cual se llama el simbolo
de la norma residual y se tiene que la sucesion

(,L/K

RS S AR (G CLIL N M |

es exacta. Notemos que (a,L/K) =1 <= a es una norma de L*.
El siguiente resultado serd usado para hallar (a, L/K) explicitamente en
el caso no ramificado.

Proposicién 5.2.1. Sean L/K una extension finita no ramificada de cam-
pos locales, a € K*, a = aNpxL* € H°(Gpk,L*) = H(L|K). Si
pex(Grr) = Hl(GL|K,Q/Z) es un caracter de Gpk, entonces, si § deno-
ta al mapeo de conexion §: Hl(GL‘K,Q/Z) — H2(GL|K,Z) obtenido de la
sucesion exacta 0 — Z — Q — Q/Z — 0, se tiene

1
[L: K]

u((a, L/K)) = invp s (aUop) € ( Z)/Z C Q/Z.
Demostracion. Sea o, := (a,L/K) € Gpg = H_2(GL|K,Z) y sea g, €
H‘Q(GL‘K,Z) el elemento que corresponde a o,. Se tiene a = up g U o, €
H°(G Lk, L*). Ahora bien, el producto copa es asociativo y conmuta con 0,
cualquier mapeo de conexién, por lo que obtenemos

alVou = (uL|K@J6a) Uop =up gV (6a@(5u) = uL|K@5(6a@u).

Puesto que para a; € HI(GL|K,Q/Z) y para & € H_2(GL‘K7Z) se tiene
que a1 U6 = a1(0) € H ' (G, Q/Z), se sigue que

5 Un=plon) = -+ 2 (+2)/Z= H N Cyx, Q/Z), n=[L:K],

n
para algtin r. Ahora, para §: H (G x,Q/Z) — H°(G Lk, Z) se obtiene

0(p(oq)) = n(% +Z)=r+nZec HO(GL|K,Z) =7Z/nZ,

pues J es el mapeo de conexién que manda nic N, : (Q/Z — Q/Z) = {i +

n

Z|0<r<n-—1}a H%Gpk,Z) definido por %—!—Ziwﬁ—l—nz.
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Ahora como el producto copa esta dado por el producto tensorial, tenemos
que aVop = ug g Y (r+nZ) = U - Finalmente,

. — . r
IHVL|K (a@éu):rqnvuK(uL‘K): E-FZ:/,L(O',I) O

El siguiente resultado es la expresién explicita para el simbolo de la norma
residual en el caso no ramificado.

Teorema 5.2.2. Sean L/K una extensidn finita no ramificada de campos lo-
cales y a € K*. Entonces (a,L/K) = cpzﬁ((a), donde ¢k es el automorfis-

mo de Frobenius de L/K. En particular, si mx es un elemento primo de K,
(i, L/K) = o1 K-

Demostracion. Si p € x(Grix), 0u € HQ(GL|K,Z) = G?TK = Gk, a =
aNp ik L* € H°(L|K). Entonces, por la Proposicién 5.2.1, se tiene

p((a,L/K)) =invy g (aUéu) = (po 6§t ovk)(auvsu) T

VL=VK
por ser no ramificada

= (pod ) (vk(a®dp)).

Se tiene que los mapeos de la sucesién exacta 0 — Z ——= Q — Q/Z —
0 son los naturales, y por el Lema de la Serpiente, para u € H'(G,Q/Z) =
Hom(G,Q/Z), se tiene dpu = (172 005 om =) (1) = 95(p) = ppody. Sia € K*,
a=aNp /g L*,aUdpu = a ® o estd representado por el 2-cociclo f: GXG —
L*, f(o,7) = a®(=7) . Por tanto v (a®dop) = vi(a®™) = vk (a)ip.

Por tanto
p((a, L/K)) = o0~ (v (a)du) = p(vi(a)p)
= v (a)u(pr) = p(ep).
Por tanto, para toda p € x(G k), se tiene que ,u((a7 L/K)) = u(apzf‘(l({a)),
de donde se sigue (a, L/K) = @ZTI({G). O

Teorema 5.2.3. Sean K un campo local, ™ un elemento primo de K y L/K
la extension no ramificada de grado f. Entonces Np i L* = (n?) x Uk.

Demostracion. Se tiene que (prx) = Gr, f = L : K =[L: K]y
o(erkx) = f. Se tiene que a € K* pertenece a Ny i L* <= (a,L/K) =

vk (a)

ek =1 = flug(a) <= a = ur'l para alguna u € Uy y alguna
l€Z <= ac (nf) xUk. O
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Se tiene G g = @G r|x donde L recorre las extensiones finitas no
L

ramificadas de K. Para a € K* obtendremos (a, K™ /K) := lim(a,L/K) y

P
L

( Knr/K)

obtendremos un homomorfismo K* ————= G g |-

Para ver esto, consideremos A, : Ggnr g — G|k la proyeccién canénica,
esto es, el mapeo de restriccién o — o|,. Entonces obtenemos

Ap(a, K™ /K) = (a, K" /K)|, = (a, L/ K) = 975 € Gy
Puesto que ¢rjx = L,DM‘K|L para Ko € K C L C M C Ky, el sistema
{c,o L K} ;, forma un sistema coherente (sistema compatible) en el sistema pro-
yectivo y obtenemos
PK = %H@L\K € G|k

El homomorfismo ¢k se llama el automorfismo de Frobenius universal de K
y se tiene

YKL = YLK

Teorema 5.2.4. Si a € K*, entonces (a, K™ /K) = cp})(K(a) y el nicleo del

homomorfismo K* M Ggor |k es el grupo de unidades Uy de K.

Demostracion. Para un extensién finita no ramificada L/K, se tiene

Ap(a, K™ /K) = (a,L/K) = SDEJTIEQ) = AL (UE @),
Por tanto (a,Knr/K) = (pz(x(a) y se tiene (a,Km/K) _ (pz{x(a) S e
vi (a) = 0 pues ¢k es de orden infinito. Finalmente, vk (a) =0 < a € Uk.
O

Observacién 5.2.5. El mapeo (_, K" /K): K* — G g 10 es suprayecti-
vo puesto que G (¢ s un grupo profinito y im ((_, K™ /K)) = K*/Ux = Z
el cual no es profinito por no ser compacto. Por otro lado, (¢k) es denso en

G gk y la completacion (px) = 7 = Ggne |-

5.3. Ley de reciprocidad local en general

Sea Ky un campo local y sea 2 := Kj una cerradura separable de Kj.
Para cada extensién normal L/K con Ko C K C L C 2,y L/K finita, nueva-
mente usamos la notacion HY(L|K) := HY(Gpk,L*) y Br(K) = H*( |K) =
Ur/x H 2(L|K) donde L recorre las extensions normales, separables y finitas
de K. El grupo Br(K) es el grupo de Brauer de K. Sea G, := Gal(2/Kj).
Se tiene que H!(L|K) = {1}. Veamos que se satisface lo andlogo al caso no



5.3 Ley de reciprocidad local en general 119

ramificado, esto es, para cada extensién normal finita L/K, L C {2, existe un
isomorfismo invyx : H*(L|K) — ([L 7] )/Z C Q/Z con las propiedades de

que si Ko C K C L C M C {2 es una torre de extensiones normales, M /K,
entonces:

(1) iIlVLlK = iIlVMIK ‘HQ(L\K)
(2) Si M/K es normal, entonces invyy s, oresy, = [L : K]invy k.

El mecanismo para hacer lo anterior es extender el mapeo invariante para
extensiones no ramificadas a extensiones ramificadas.

Primero, probamos un resultado general de campos locales (ver Corolario
3.2.7). Sea K un campo local y sea m € N. Se define p,,(K) := {{ € K |
&™ = 1} las m-raices de la unidad contenidas en K.

Proposicién 5.3.1. Sea m tal que car K ¥ m (si car K = 0, m es ar-
bitrario). El subgrupo abierto (K*)™ de K* tiene indice finito en K* y
[K* 0 (K*)™] = mq"s "™ | (K)| = m|m|y " |pm (K)| donde el campo resi-
dual de K, K, satisface K = F,. Ademds [Ug : (Ug)™] = q"< "™ |1, (K)|.

[K*:(K)™]

T (BT Pues-

Demostracion. Se tiene el cociente de Herbrand go ., (K*) =
to que go,m, es multiplicativo, obtenemos

qo.m(K*) = q07m(K*/UK)q0,m(UK/U](?))QO,m(U[(?))~

Ahora bien, qo7m(K*/UK) = qo.m(Z) = m; qo)m(UK/UI(?)) = 1 por ser
UK/UI(?) finito; y, para n > vg(m),

v )"
({1}« {1}]
pues [Uf((n) : UI((HH)] =g (sicar K =p>0,vg(m)=0yn>1).

Se sigue que [K* : (K*)m] = Go,m (K™)|pim (K)| =m - 1- "< ™) - (K]
Ademas, puesto que pinm,(Uk) = pm(K), y tomando n > vg(m),

= [U[({n) : U[({nﬂ)’{(m))} =q

vk (m)

q07m(U[(?)) =

[Ux : (Uk)™] ” B
q0,m(Uk) = m [UK (Uk) Mﬂm(K”
—(Iom(UK/U ))qOm(U;?))zl.qu(m). 0O

Para ver que se satisface la segunda condicién del Teorema de Tate-
Nakayama para tener un isomorfismo en el producto copa, primero vemos
una desigualdad.

Proposicién 5.3.2 (Segunda desigualdad fundamental). Sea L/K una
extension normal, separable y finita. Entonces |H?(L|K)||[L : K].
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Demostracion. Primero supongamos que la extension L/ K es ciclica de grado
primo p = [L : K]. Sabemos que el cociente de Herbrand de L* es p y como
HY(L|K) = {1} se sigue que |[H*(L|K)| =p=[L: K].

Ahora sea L/K normal, separable y finita. Puesto que L/K es una exten-
sién de campos locales, tenemos que Gpx es soluble (Corolario 5.8.7). Por
tanto, existe una extensiéon K C K’ C L, [K' : K] es de orden primo y K'/K
es normal. Puesto que H!(L|K') = {1}, la sucesién

1 — HX(K'|K) 2% H2(L|K) % H2(L|K"),
es exacta. En particular |H2(L|K)|HH2(L|K)| - |H*(K'|K)| y por el primer
paso, |[H?(K'|K)| = [K' : K]. Por induccién, suponemos que |H2(L|K)|HL :
K'], de donde obtenemos que |H?*(L|K)||[L : K'][K' : K] = [L: K]. O

Teorema 5.3.3. Si L/K es una extensidn normal, separable y finita de cam-
pos locales, y si L' /K es la extension no ramificada de grado [L : K] = [L' :
K], entonces H*(L|K) = H*(L'|K) C H?*( |K).

Demostracion. Puesto que |[H*(L'|K)| = [L': K] = [L : K] y |H*(L|K)||[L :
K], basta probar que H?(L'|K) C H?(L|K).

Sea M := LL'. Entonces M/K es una extensién de Galois y M/L es no
ramificada.

L —— M=LL
no ramificada no ramificada
K— L

Sea ¢ € H*(L'|K) C H?*(M|K) pues H'(M|L') = {1} y por tanto 1 —
HA(L'|K) 25 H2(M|K) =55 H2(M|L') es exacta.

De la sucesién exacta 1 — H2(L|K) 25 H2(M|K) *=5 H2(M|L),
se sigue que ¢ € H%(L|K) <= res;(c) = 0. Ahora bien, se tiene que
resy(c) =1 <= invyyz(resg(c)) = 1 por ser inv )z, por ser un isomorfismo.
El resultado se sigue de

invagz(resp(c)) = [L: K]invy, x(c), (5.3.1)

pues como invz/ g (c) € (ﬁZ) /Z = (ﬁZ) /Z, se sigue el resultado. La

prueba de (5.3.1) se da manera més general en el Lema 5.3.4. O

Lema 5.3.4. Sea N|K una extension finita de Galois conteniendo a las dos
extensiones L/K y L'/K, con L'/K una extension no ramificada. Enton-
ces M = LL'/L es no ramificada. Si ¢ € H*(L'|K) C H*(N|K), entonces
resy(c) € H*(M|L) C H*(NI|L) y

invagz(resp(c)) = [L: K]invp g (c).
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Demostracion. Se tiene que los 2-cociclos de la clase resy(c) toman valores
en M* pues 1 — H?*(L'|K) LN H?*(M|K) =25 H?(MIL) es exacta y
crinfe=crresp(c) € H*(M|L) = H*(G ., M*).

Por tanto resy,(c) € H*(M|L). Sean f el grado de inercia y e el indice de
ramificacién de la extensién L/K, la cual no necesariamente es normal. Se
extienden las valuaciones vi y vy a IN. Se tiene vy, = evgk. El mapeo inv es la
composicién de 3 isomorfismos 7k, 6! y . La férmula se seguir4 si probamos
que el siguiente diagrama es conmutativo:

UK 51 »
H?(L|K) — > H*(Gps ¢, 2) ——> H'(Gps . Q/Z) — > (L) /2 S Q/L

i l inf l inf J

H2(N|K) H2 (G x,2) H' (G x,Q/7) (wr2)/z cQ/z

resy, lcrcsL lercsL i[L:K]

) ® —1
H?(M|L) — H*(GuiL, Z) —_— H(Gai1,Q/7) — > (ﬁz)/z cQ/z

donde los mapeos verticales inferiores simplemente mandan las imégenes de
los mapeos verticales superiores a los grupos de cohomologia inferiores.

El cuadrado de la izquierda es conmutativo simplemente por el compor-
tamiento de los ciclos bajo los mapeos en cuestion. El de enmedio se sigue de
que la inflacién y la restriccién conmutan con los homomorfismos de conexién
6. Finalmente para el cuadrado de la derecha, se tiene gpM‘L|_L/ = @{,/K,
donde f = f(L|K) pues si a € L', entonces ppp(a) = al®' méd pyy =
al K méd Py = al K" méd pr = @i,‘K(a).

Sea u € Hl(GMK, Q/Z), entonces

[L: Klo(p) =[L: Klu(er k) =efuler k) = eﬂ(wi/u() =e(emklL)
= einf () = e(resoinf)u(par ) = e(resoinf)p(u).
Por tanto [L : K]o(p) = e(resoinf)p(p) lo cual prueba el lema y el Teorema
5.3.3. O
Corolario 5.3.5. Sea K un campo local. Entonces el grupo de Brauer satis-
face Br(K) 2 Q/Z.
Demostracion. De la Teorema 5.3.3 se sigue que
Br(K) = H*(|K)=H*(K™|K)= |J HLIK)=Q/Z. O
L/K
no ramificas

Definicién 5.3.6. Sea L/K una extensién de Galois de campos locales y sea
L'/K la extensién no ramificada del mismo grado [L : K] = [L' : K], de
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tal forma que H?(L|K) = H?(L'|K). Se define el invariante o invariante de
Hasse como
1

vy H2(LIK) — ([L T

Z/Z) CQ/Z

por el isomorfismo invy,x(c) := invyk(c), c € H*(LIK) = H*(L'|K).
Teorema 5.3.7. FEl invariante de Hasse satisface:

(1) Si K C L C M es una torre de extensiones de Galois, entonces

MVy| g = MV K |H2(L|K)~

(2) Si K C L C M es una torre de extensiones con M/K de Galois,
entonces
invy g ovesy, = [L: K]invy g -

Demostracion. (1) Sean M'/K y L'/K las extensiones no ramificadas
de grados [M’ : K] = [M : K]y [L' : K] = [L : K] respectivamente.
Por la unicidad de las extensiones no ramificadas, tenemos K C L’ C
M'. Para c € H*(L|K) = H*(L'|K), se tiene

invyx (e) = invae g (c) = invp g (c) = invy g ().

(2) Consideremos L/K una extensién finita (Ko € K C L). Sea
res;: H*( |K) — H?( |L). Si ¢ € H?( |K), se puede suponer que
c € H*(I'|K) donde L'/ es no ramificada. As{, M = LL'/L es no
ramificada y resp(c) € H?(M|L) C H?( |L). Por el Lema 5.3.4,
invy(resy(c)) = [L : K]invg(c) lo cual prueba (2). O

Definicién 5.3.8. Si L/K es una extensién de Galois, se define la clase fun-
damental urx € H*(L|K) por

v (g ) = ﬁ tZe (ﬁz) /Z C Q/Z.

La parte més importante del teorema principal de la teoria de campos de
clase, es:

Teorema 5.3.9 (Teorema general de reciprocidad). Sea L/K es una
extension finita de Galois de campos locales con grupo de Galois G. Entonces,
el homomorfismo

up g Y_: HY(Gp i, Z) — H?(LIK),

es biyectivo para todo q € 7.
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Demostracion. Para que se cumpla el Teorema de Tate-Nakayama, se debe te-
ner que H'(G,L*) = HY(L|K) = {1} y H'(H, L*) = {1} para todo subgrupo
H < G de G, lo cual es simplemente el Teorema 90 de Hilbert.

Veamos la segunda condicién. Sea H < G = Gal(L/K) y sea E := L.
Entonces [L : E] = |H|. Sea F'/E la extensién no ramificada de grado |H|.
Del Teorema 5.3.3 se tiene que H?(L|E) = H?(F'|E) el cual es ciclico de
orden |H]|. O

Aplicando el Teorema 5.3.9 para g = 1,2, se obtiene:

Corolario 5.3.10. Sea L/K una extension finita de Galois de campos locales.
Entonces H*(L|K) = {1} y H*(L|K) = x(G k) = Hom(G |k, Q/Z).

Demostracién. Se tiene H*(L|K) = H'(Gpk,Z) = Hom(Gpk,Q/Z) =
{0} por ser Gpjx un grupo finito. Por otro lado, tenemos HY(L|K) =
H*(Gri.Z) = Gty = HY(Grik,Q/Z) = Hom(Grix,Q/Z) = x(Grjk)-
O

Para ¢ = —2, se obtiene

Teorema 5.3.11 (Ley local de reciprocidad de Artin). Para una ex-
tensidn finita de Galois L/K de campos locales, se tiene el isomorfismo de
Nakayama,

0|k mapeo de Nakayama

T

u y
Gabe = H2(Gg, Z) ————= HO(L|K) = K* /Ny L*. O

Como consecuencia del Teorema 5.3.11, se tiene una demostracion del
Corolario 3.4.7.

Proposicién 5.3.12. Si L/K es una extensidn abeliana finita de campos lo-
cales, se tiene que e = [Ug : N/ UL].

Demostracion. Por el Teorema 5.3.11 y el mismo Corolario 3.4.7, se tiene que
ef =[L: K] =[K":NpgL]=[Uk : NpgULlf, de donde se sigue el
resultado. a

Corolario 5.3.13. Sea L/K una extension finita de Galois de campos locales.
Entonces L/K es no ramificada si y sélo si Uy € Np /g L*.

Demostracion. Si L/K es no ramificada, Ux = Np/x U € Np /g L*.
Reciprocamente, supongamos Ux C Np, /i L*. Parax € L*, Ny /g v € Uk
implica x € Ur. Por tanto Ny, U, = Ux y e = [Ux: Np/x Ur] = 1. O
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El isomorfismo inverso induce la sucesion exacta:

1 — Npjpe L K L gab oy,

donde ( ,L/K) se llama el simbolo de la norma residual local. Se tiene

Teorema 5.3.14. Sea Ko C K C L C M una torra de campos locales de tal

forma que M/K es finita y de Galois. Los siguientes diagramas son conmu-
tativos

(a) Si L/K es normal

(,M/K)

K* —————— Gk
* ab
K ( .L/K) LIK

es decir, ( \M/K)|, = (,M/L) y donde m es la proyeccion natural
Gal(M/K)* = Gal(L/K)®, equivalentemente, T es mapeo restric-

cidn Gal(M/K)™ "2 Gal(L/K)™, o — ol

(b)
M/K
K Gl
\{ J{Ver
* ab
L (.M/L) G

donde Ver es el mapeo de transferencia Ver: G/G' —s H/H' que es
Il Il
Gab s Hab

res_o: H 2(G,Z) — H™2(H,Z).

(c)

e LMD

* ab
( \M/K) Gl

donde
Gal(M /L) Gal(M/K)
Gal(M/L)*® — Gal(M/K)>

K inducido por cor_s.
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(d) Si o € Gal(K®/Ko) = G,

* (M/K) ab
K* —————— Gk

UL \Lg*
ocK* Gab
( oM/oK) oM|ocK
es decir, (ca,cM /oK) = o(a, M/K)o~! para a € K* y donde o €
Gr,, los mapeos K* -5 o K* y G*}\};‘K s G?}WIUK son a — oa y

T oro L.

Demostracion.

(a) Sea p € x(Grix) = H'(Gr ik, Q/Z), inf p € H'(Gpp1x,Q/Z). En-
tonces
p(m(a, M/K)) = inf pu((a, M/K)) = invyx (@ U 6(inf 1))
= invyyk (@Uinf(0p)) = invyy i (inf(aV (6p)))
— invy)c(a W o) = p((a, L/ K)).
Puesto que esto se cumple para toda p € X(GL|K)a se sigue que
m(a, M/K) = (a,L/K).
(b) v (¢) Se seguirén de la conmutatividad de los diagramas

un | kY_

KX —— H°(M|K) = H=2(Ganjre, Z) —— G ¢

z[ lreso lreSQ \Lver
-

u u o~
e HOMID) M H2(Gag, Z) ——G3L
. 0 un | LY_ _9 = ab

>~ v
NL/K\L lcoro lCOT_Q ln

u U] o
K* — = H°(M|L) =~ = H2(Gupjc, Z) ——= G5

La conmutatividad de los cuadros de la izquierda es de inmediata veri-
ficacién siendo todos los mapeos naturales. La conmutatividad de los
cuadros de la derecha es simplemente la definicién de Ver y de  como
los mapeos correspondientes a res_s y cor_s bajo los isomorfismos .
Para los cuadros intermedios, se tiene que si z € H™2(G ., Z) (resp.
2" € H=%(G 1. Z)) por los comportamientos de cor y res con respecto
al producto copa, de que
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reso(upr g W 2) = reso(unr|x) U (res_2 2) = upg U (res_s 2)
y respectivamente
corg(upr U z") = corg(reso(unn) U 2') = uprx U (cor_s ).
(d) Se quiere ver la conmutatividad del diagrama

. o UK Y-
K* ——> H’(M|K)

ocK* —— H°(c M|oK)

H™*(Gux, ) —— G|k

Yo M|oK Y- s ~ ab
H ™ (Gomiox L) —>= G0k

Se tiene que GO’M‘O’K = O'G]\/IIKO'il, por lo que GM|K o‘_} Go’M|o’K7
T+ o010~ es un isomorfismo y por tanto los g-cociclos del grupo
HYGynjok,0"A), 0¥ A= A, para cualquier G-médulo son de la for-
ma 0*a, = 0aqo~ " donde a4 son los g-cociclos de H9(G i, A). De
esto se sigue la conmutatividad del diagrama. O

Proposicién 5.3.15. Sean L/K na extensidn de Galois finita de campos lo-
cales, a € K* ya = aNp /g L* € HO(L|IK). Sip € X(G?TK) = X(GL|K) =

Hl(GL‘K,Q/Z), se tiene p(a, L/K) = invp g (d@é,u) € ([L—lK]Z)/Z cQ/z.

Demostracion. Se sigue del caso no ramificado. ad

Consideremos el sfmbolo residual de la norma (Teorema de Reciprocidad)
en general. Para cada extension abeliana finita L de K, se tiene el simbolo

JL/K P .
residual de la norma K* M G k- Tomando el limite proyectivo sobre
todas las extensiones abelianas finitas L/K, G3 = @ G|k, se obtiene,

L/K
para cada a € K* el elemento (a,K) := lim(a,L/K) € G2 el cual es el
L/K

grupo de Galois de la maxima extensién abeliana de K.

La demostracién del siguiente resultado es pospuesto hasta que estudiemos
los grupos de Lubin-Tate. De momento presentamos una demostracién parcial
para el caso car K = 0.

Teorema 5.3.16. El simbolo de la norma residual universal define un mono-
=( K
morfismo continuo K* (pK—()> Gab.
Demostracion. Setiene px = (, K): K* — G = Gal(K*°?/K)* py (a) =
(a,K) := lfim  (a,L/K).
L/K
abeliana finita
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Se tiene que px(a) =1 <= (a,L/K) = 1 para toda extensién L/K
abeliana finita <= a € Dk = ﬂL/K N,k L*. En general se probard més
adelante que Dg = {1}. Para K de caracteristica 0, se verd que para cada
m € N, (K*)™ es un grupo de normas, esto es, existe una extensién abeliana
finita L,,/K tal que N /i (L},) = (K*)™. Se tiene que [K* : (K*)™] < oo
(Proposicién 5.3.1). Se sigue que D C ()-_, (K*)™ = {1} (Corolario 3.2.7).

Si H es un subgrupo abierto de G%}’, H es indice finito, por lo que H es
cerrado y H corresponde a una extensién abeliana finita de L/K: L = (K2P)#
y P1_<1 (H) = Np/k L* el cual es cerrado de indice finito en K™, por lo que es
abierto de K*. Por tanto px es continua. O

Consideremos en general a € K*. Se tiene que la restriccién de (a, K) €
G4 al campo de inercia K™ /K, K™ la maxima extensién no ramificada de
K™ nos da

(a, K)o = (a, K™ ) = g3V € Gremic

donde ¢ es el automorfismo de Frobenius universal. En particular, px =
( ,K) no es suprayectiva pues (pg) es isomorfo a Z el cual no es profinito
pues no es compacto y de hecho, la completacién de Z es el anillo de Prifer
2=11,2Z, y ZC G3p.

Antes de enunciar el resultado principal de la teoria de campos de clase lo-
cal, notamos que cuando estudiamos la teoria de campos de clase global, nece-
sitamos “una ley de reciprocidad para R”. Resulta ser R tiene dos extensiones
algebraicas {R,C}. Se tiene HQ(GCUR,(C*) = HO(GC‘R,(C*) =R*/N¢/rC* =
R*/RT = C,.

Se tiene que a € R* es norma <= a > 0 y el mapeo invariante

: . 1
mver - HQ(GQR,(C ) — (52)/2

QR+ N ]1~+Z, CL>O,
§+Z, a <0,
sena ) 7 sia >0,
y (a,C/R)(v~1) = (vV-1)*®"%, (a,C/R)(i) = {.1 S
T =1°=—1 sia<O.

El resultado principal de la Teoria de Campos de Clase locales es:

Teorema 5.3.17 (TCCL). Sea K un campo local o K € {R,C}. Sea K?P
la mdzima extension abeliana de K. Entonces

(1) Eziste un dnico homomorfismo continuo
pr: K* — Gal(K*/K)

tal que
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(1) Si L/K es una extension abeliana finita, px induce un iso-
morfismo

K*/Np g LY —————— Gal(L/K),
Yo k=(L,L/K)

es decir, px = Yr k. Se denota Y k(a) = (a,L/K) por
abuso del lenguage.

(11) (Relacion con los campos finitos). Si el campo residual de K
es Iy, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

K* —2 Gal(K™/K)

valuacio’nl”K:”p lﬂ

Z —— Gal(F2"/F,)

PFq

donde pr, es el mapeo n — 7" donde T es el automorfismo de
Frobenius y p es la composicion

Gal(K®*/K) ™% Gal(K™/K) = Gal(F2"/F,)
0 —> O|gnr

donde K™ es la mdzima extensién no ramificada de K (la cual
necesariamente tiene que ser abeliana por el Teorema 3.4.5).
(2) Teorema de Ewistencia La correspondencia U — prt(U) es una
biyeccion entre el conjunto de subgrupos abiertos de Gal(K?"/K) y el
conjunto de subgrupos abiertos de indice finito de K*.
En particular, si H C K* es un subgrupo abierto de indice finito, existe
una inica extension abeliana finita L/K tal que H = Np ) K*. O

Falta probar el Teorema de Existencia, el cual se harad cuando estudiemos
los grupos formales de Lubin-Tate. La ley de reciprocidad ya la hemos obtenido
Teorema 5.3.11. Como complemento a la ley de reciprocidad presentamos una
forma alternativa de obtenerla, sin usar cohomologia de grupos. Esta forma
alternativa se debe a Jirgen Neukirch [119].

5.4. Isomorfismo de Neukirch
Hay una forma alternativa de obtener el mapeo de Nakayama,
0r/x: Gal(L/K)*™ — K*/Np g L*

esto es, el inverso del mapeo de reciprocidad. Esta forma alternativa se debe
a Jiirgen Neukirch [118, 119].
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Uno de los problemas en el corazén de la teoria de campos de clase, es
la Ley de Reciprocidad y en ella, una de las ideas centrales, es la estrecha
relacién entre los elementos primos de los campos locales y los automorfismos
de Frobenius para extensiones finitas no ramificadas. Mas precisamente, si
L/K es una extensién finita no ramificada y 7 es un elemento primo de K,
entonces la ley de reciprocidad Artin establece que (7, L/K) = Frp|x donde,
en esta parte, denotard el automorfismo de Frobenius de la extensién L/K.

La idea del automorfismo de Neukirch es que dada una extensién finita
de Galois L/K, se debe identificar ¢ € Gal(L/K) con extensién de un au-
tomorfismo de Frobenius, lo que Neukirch define como “levantamientos de
Frobenius”, y definir un mapeo Ny i entre Gal(L/K) y K*/ Ny i L* iden-
tificando o con la norma N, g 7 de un elemento primo 7 de cierto campo
E.

Esta nitida idea funciona a la perfeccién. El problema es técnico. La idea
es relativamente simple y la definicién de N, /K también. Sin embargo la ve-
rificacién, aunque relativamente elemental, es técnicamente dificil. Hay que
verificar que el mapeo esta bien definido y que es un homomorfismo. Una vez
superado el problema técnico, se obtiene una serie de propiedades funtoria-
les de este mapeo, importante de por si para toda la teoria de campos de
clase, ademés que permiten extender el hecho de que N, /K s en realidad
un isomorfismo para extensiones finitas no ramificadas, al caso general de un
extensién finita de Galois L/K:

o

Npyr: Gal(L/K)™ —s K*/ Ny i L*.

En otras palabras, si la equivalencia funciona bien para extensiones no rami-
ficadas, la equivalencia se extiende de manera unica a extensiones finitas de
Galois arbitrarias.

Neukirch desarrolla la teoria de campos de clase a partir de este isomorfis-
mo ([118, 119]) evitando la cohomologia, como fue su trabajo de 1969 ([117]).
Aqui hacemos notar que ambos puntos de vista tienen como base las exten-
siones no ramificadas y en ambos casos se extiende a extensiones finitas de
Galois.

El desarrollo del isomorfismo de Neukirch, lo presentamos directamente
para campos locales, en lugar de hacerlo para “formacién de clases” lo cual
es mas general.

El desarrollo abstracto del isomorfismo de Neukirch (y de hecho para toda
la teorfa de campos de clase usando de cohomologia de grupos), es como sigue:

Sea G un grupo profinito y A un G-mdédulo. Los subgrupos cerrados de G
se denotan por Gk y los indices se les consideran campos (G se piensa como
G = Gal(k*®P/k) con k un campo local fijo). De esta forma K juega el papel
del campo fijo de Gg: K := A% y en particular Gyseo = {1} y G =G y k
juega el papel del campo base. Definimos K C L. < G C Gk y el grado
de la “extensién” L/K, como [L: K| = [Gk: Gr]. Si G <Gk, L/K se llama
extensién o de Galois, etc.
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Sea K un campo local y sea K°P una cerradura separable fija de K.
Sea K™ la méaxima extension no ramificada de K contenida en K®°P. Re-
cordemos que para cada n € N, existe una unica extensiéon K, no ra-
mificada de K de grado n y Gal(K,/K) = Z/nZ. Por tanto K™ =

U>, K, y Gal(K™/K) = Ga1((ugilk¢)/K> ::Gal((ygbk%)/K) -
lim Gal(K,/K) = lim (Z/nZ) = 7, el anillo de Priifer.
—n —n

Se tiene el mapeo de restriccién resty: Gal(K*P/K) — Gal(K™/K).
Cada grupo Gal(K,,/K) estd generado por el automorfismo de Frobenius.
De esta forma, Gal(K,/K) = (Frg, k) donde, si el campo residual de K
es Iy, el campo residual de K, es Fy» y el automorfismo de Frobenius es
Frg, k(o) = af. Entonces Gal(K™ /K) estd generado topolégicamente por
Fr: F, — Fy, a — oy Frg |k, = Frg, |k, Gal(K™/K) = (Fr) = Z.

Proposicién 5.4.1. Sea L/K una extension algebraica. Entonces L™ =
LK™,

Demostracion. Se tiene que L y K™ C L™, por tanto LK™ C L™. Recorde-
mos que cada extensién finita no ramificada M/FE de un campo local E estd
univocamente determinada por la extensién de campos residuales, es decir, si
M = E(f), existe 8 € 3 con M = E(8) y Irr(x, 3, E) = Irr(z, 3,E) y donde
Be O /P, B = B+ pa. Por tanto, si probamos que L™ = K™ L, entonces,
dada F/L no ramificada, para cada « a <. F, L(a) / L es una extension finita no

ramificada, Z—(\/) L(&) y tenemos L( )= LK(ﬂ) pues L(a) € L™ = K™ L.
Se sigue K(B) C K™. Se sigue L(a) = K(8)L C K™ L. Por tanto F C K™ L.

— —

R K ———L@)- - - L()

. —~— ~ ~

H=K*rnL L-——--1L

-

K----K

Ahora, LK™ D LK™ — [Ksp — [Lsep puesto que L/K es separable. Se
sigue que K™ = K5op = Lsep — L, Por tanto LK1t D LLsep = [sep = [or
de donde obtenemos que LK = [or y finalmente LK™ = L™. a

Introducimos alguna notacién. Sea k un campo local fijo y sea k°P una ce-
rradura separable fija de k. Todos los campos considerados estaran contenidas
en k5P y usualmente seran extensiones finitas de k y por supuesto separables.
Sea G := Gal(k*P/k). Si K es una extensién de k, sea G := Gal(k*P/K).
Entonces Gk es un subgrupo cerrado de G. Si L/K es una extensién, en-
tonces [L : K] = [Gx : GL] en caso de ser finita. Se tiene K = (k*P)¢x y
L = (k;sep)GL
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esep

B

L Gk

k
Consideremos Gal(K™/K) = (Frg). Si o € G, o € Gal(k™ /k) 2 Z.
nw

Se tiene que o|g = Fry con a, € 7. Sea gr: G — 7, definido por
gr(o) := a, el cual es un epimorfismo continuo. De esta forma, si H es un
subgrupo cerrado de Z, = (H) es cerrado en Gal(k™ /k) y corresponde a un
campo T con k C T C k™. Entonces Gal(k*P/T) = gr 1 (H) = Gr y gr*(H)
es un subgrupo cerrado.

Se tiene que niicgr = Gal(k*P /k™). Se define gry := fLK gr:Gx — 2y

grp: Gal(K™/K) —» Z, donde fx = f(K|k) es el grado de inercia.

ksep ksep KSep
grfl(H) Jenr Jenr Kot — ot
> p~H(H) > 7
T 5 O K tota}r‘nente K
ramificada
fK
K k

El automorfismo de Frobenius sobre K, Frg, el generador topoldgico de
Gal(K™ /K) satisface gry (Frg) = 1. Si L/K es una extensién finita, se tiene

KIII‘ Kan — Lnr
Lo=K™"NL——L
FILIK)=fEi=fr
K

Si M/N es una extensiéon no ramificada, Fry;y denota al automorfismo de
Frobenius de la extensién M/N. De esta forma Fry g = Fr [1,. Se tiene el
diagrama conmutativo
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G, 4>grL 7 K — ™
z\{ lfux
Gr -7 Lo=K"™NL L
8k
K

friogry = J{TL(%L gr = fLK gr = gry = gry oi. En particular Frp | = Frf{L‘K.
Se tiene

L Kory, — [or GK
l h N grx
rest |pnr S
~ N
Gal(L"/K) —=17,
K— LO - Kuwr
I rest | gnr l )
K"NL I suprayectiva
Gal(K™ /K)

Entonces grj,: Gal(L"/K) — Z es suprayectiva.
El diagrama

Gy & 5
ifLK—f(MK)_ffIL(
Gy — 2% Z

se puede reinterpretar como el diagrama conmutativo

~yr=rest |nr

Gal(L**?/L) Gal(L™/L) = 7Z
lfmx
Gal(Fsep / F) = Gy (fevr jK) = 7,

Se define A(L™/L) = {6 € Gal(L™/K) | grg(6) € N}. Hacemos notar
que se pide que el grado gry sea estrictamente positivo. Se tiene que si ¢ €
A(L™/K) y sin = grg(d), entonces g = Frii.

La idea central del isomorfismo de Neukirch es, en cierta forma, convertir
cualquier elemento en un Frobenius. El resultado siguiente es el que indica el
camino a seguir.

Proposicién 5.4.2. El mapeo restriccion A(L™/K) — Gal(L/K), ¢ —
gL, es suprayectivo. Si o = 7|, & se llama un levantamiento de Frobenius
de o.
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Demostracion. Sea o € Gal(L/K), entonces 0|, = (Frp k)" para alguna

(Lo:K
n > 0. Notemos que Gal(Lo/K) = (Frp k) = {FrLO‘K,FrQLOlK, . LODIK]}

por lo que n > 1. Sea fi una extensién de Frx a L"". Se tiene Gal(L“r/K)
Gal(K™/K), nict = H = Gal(L™/K™) y n(1) = Frg. K™ ——

/

Entonces fi|gor = Frg, filr, = Frx |1, = Frp k. Por tanto o "L, =1,
es decir, i~ ™| € Gal(L/Lo) = Gal(L™/K™). En particular, ofi~"|, = 7|1
para algin 7 € Gal(L""/K"").

Sea ¢ = 74" € Gal(L™/K), 6|, = 7lp - i = o0y Flge =
T|gne <[i"| e = Fr'y. Por tanto gri(6) = n € Ny & es un levantamiento

[
Id

de Frobenius de o. O

El punto medular de los levantamientos de Frobenius esta en el hecho de
que resulta que todo elemento o € Gal(L/K) puede considerarse “casi” un
Frobenius.

Proposicién 5.4.3. Sea 6 € A(L™/K) y sea E el campo fijo de &. Entonces
(1) [E: K] < c0.
(2) feix = [(E|K) = grg(5).

(3) Em = L™,
(4) o= FTE,
Demostracion.
EHT — LHI' Knr LHT
FE Ey F
K K

(2) Sea Ey = ENK™. Entonces Ej es el campo fijo de ¢|gnr = Fr%?‘(&).
Por tanto fpx = f(E|K) = [Ey : K] = grg (7).
(1) [E: Byl =[K™E : K™] < [L™ : K™] < 00. Puesto que

KY —  K“E [Eo : K] = fgx = [E1x < 0,

Ey—E

se sigue que [E : K] < o0
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(3) Gal(L™/E) estd generado topoldgicamente por . En particular
Gal(L™/E) es prociclico, esto es, generado topoldgicamente por un
elemento. Puesto £ C L™, E™ C L™, obtenemos el epimorfismo
canénico Gal(L™/E) 5 Gal(E™ /E) dado por restriccién y se tiene
nic p = Gal(L""/E™).

Por ser Gal(L""/E) prociclico, Gal(L™/E)/ Gal(L™ /E)™ es un gru-

Gal(L"™/E) (6) ~ (o)

po ciclico de orden n: Gal(L /By = ok De hecho sea
Z = SR dado por £,(1 méd n) = & méd Gal(L™/E)" es

un epimorfismo. Tomando la composicién inducida por p:

Z e GalL™/E) 5 Gal(E™/E) ) Z
nZ  Gal(L™/E)"  Gal(E™/E)" nZ

es un isomorfismo y p es un isomorfismo (al tomar limites inversos).
Por tanto Gal(L™ /E™) = niicp = {1} y L™ = E™.
(4) Se tiene fpx gre(s) = grg (o) < fe|k- Por tanto gr () = 1y

(2)
o=Frg. O

Consideremos ahora L/K una extensién finita, L = (k5P)%L | K (kseP)Cr
[L: K] =[Gk : Gr]. Entonces Ny /jc: L — K dadoporNa =[], cq, /a, a7
donde {o} recorre un conjunto de representantes de las clases derechas de
Gk /G (pues estamos usando la accién por la derecha: a” en lugar de la ac-
cién por la izquierda: oa). Se tiene que si K € L € M, Ny = N /g oNpyyp,
y si L/K es Galois, K = LG(L/K),

Definicién 5.4.4. Una valuacion de Hensel con respecto a gr, es un homo-
morfismo v: k* — Z tal que

(@) v(k)=Z2DZy Z/nZ = 7Z/nZ para toda n € N.
(b) U(NK/k K*) = fx Z para todo campo K, k C K C k5P,

Se tiene que una valuacién de Hensel, es simplemente una valuacién usual
de £°°P. Dada una valuacion de Hensel, v: k* — Z, obtenemos el homomor-
fismo v = J%K(v oNK/k): K* — 7Z con imvg = Z.

Proposicién 5.4.5. (1) vg = vgo o0 para 0 € G = Gal(k*P/k) =
Gy.

(2) Para cada extension finita de L/ K, se tiene el siguiente diagrama

conmutativo -7
Nr/k frix
K* Z

VK
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Demostracion. (1) Se tiene que si {7} es un conjunto completo de
representantes de las clases derechas de G/G, entonces {oc 170}
es un conjunto completo de representatnes de las clases derechas de
Gi/o 1Gxo = G /Gk-. Por tanto, si a € K*, se tiene

vKo(a”) — fKUU(l:[agg*ITa) — EU((UGT)U)
——
€k
= fLK'U(NK/k(a)) = v (a)

(2) Sia e L*, entonces

frixve(a) = frix - fiL'U(NL/k:(a)) = fLKU(NK/k (N k(a)))

:’UK(NL/K(G,)). O

Observacién 5.4.6. Si frx = [L : K], es decir, Ly = L = K" N L, esto es,
L € K™, entonces por (2), vr|g~ = vk pues si a € K*, frgvr(a) = [L :
Klvp(a) = vk (Npx(a)) = vk (allK)) = [L: Klvg(a).

En particular, un elemento primo de K* es un elemento primo de L* (esto
ya nos era conocido y, en este contexto, un elemento primo 7x de K es un
elemento con vx () = 1). Por otro lado, si frjx =1, esto es, Lo = K, si 7p,
es un elemnto primo de Ar, entonces 7x = Ny /x(7r) es un elemento primo
de AK.

5.5. El isomorfismo de Neukirch es el mapeo de
Nakayama

Teorema 5.5.1. Sea L/K una extension finita no ramificada. Entonces

HY(Gal(L/K),L*) = Z/|L: K|Z,
|H*(Gal(L/K),L*)| = [L: K] y
H Y (Gal(L/K),L*) = {1}.

Demostracion. Se tiene que H'(Gal(L/K),L*) = {1} por el Teorema 90
de Hilbert. Por otro lado, la sucesion 1 — Uy, — L* 2% Z — 0 es
una sucesién exacta y H"(Gal(L/K),Ur) = {1} para toda n € Z, por tan-
to H*(Gal(L/K),L*) =2 H"(Gal(L/K),Z) para toda n € Z. En particular,
H°(Gal(L/K),L*) = H°(Gal(L/K),Z) = Z/|L : K|Z. O

Definicién 5.5.2 (Mapeo de Neukirch). Sea L/K una extensié finita de
Galois. El mapeo de Neukirch
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Nyt Gal(L/K) — K*/Np i L*
estd dado por
Nip/k(0) :=Ng g (mp) méd Ny g L*,

donde F es el campo fijo de un levantamiento de Frobenius 6 € A(L™/K) de
o € Gal(L/K) y g es un elemento primo de E*, vg(ng) = 1.

Observacién 5.5.3. Se tiene que probar que la definicién de Ny k(o) es
independiente de la seleccion del levantamiento ¢ y del elemento 7.

Para probar lo anterior, sea Lo = K™ N L. Sea N := Ny /.

KIII‘ Ll’lI’ — KHI’L
K"™NL=1Lg L
K—F

Sea K C F C L tal que FLy = L, por ejemplo, F' = L. Entonces F =
KMYNF=K"NLNF=LyNFyN|p= Np/p,- Fijemos una extension
¢ € A(L/K) de Frg a L™ y se tiene Np/x = Nop, donde el homomorfismo
Np: FF— L esta definido por

f-1
Np(a) = [[ ", f=[F:K].
n=0

De hecho, Gal(Fp/K) es un grupo ciclico de orden f y generado por
Frp, x = Fri |Fy, por lo que si a € F, se tiene

-1
N (Mp(a)) = [[ Ne/r(@)?" =Nk (Npyg (@) = Npyx(a).
n=0

La independencia buscada es consecuencia del siguiente resultado.

Lema 5.5.4. Sean 01,02,03 € A(L™/K) tales que 63 = G163. Si BE; =
(L")(%) es el campo fijo de &5, 1 < i < 3, y si m; € E; es un elemento
primo de E;, entonces

NE3/K(7T3) = NEl/K(T"l)NEg/K(ﬂ'Q) mod NL/K L*.

Demostracion. Sea F' el campo fijo de ¢, el levantamiento de Fri a L.
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KIII‘ Ll’lI‘ KIII‘ Lnr Kl’ll‘ LIII‘

.

Fpb=K——F

Puesto que ¢|gnr = Frg, Fp = K™ N F = K. Podemos suponer que F
y que E;, 1 <4 < 3, estan contenidos en L, pues si no fuese asi, podemos
considerar una extension finita de Galois L'/ K contenida en L™ y conteniendo
tanto a L como a F, Ey, Ey, E3 (por ejemplo, la cerradura de Galois L’ de
F':= LFE|E>;E5/K). Debido a que L C L' C L™, se tiene que (L')™ = L™
y 01,02,03 € A(L)™/K) = A(L™/K) y si probamos que

NEg/K(ﬂ'S) = NEl/K(Wl) NE2/K(7T2) mod NL’/K(L,)*a
entonces
NE;;/K(WS) = NEl/K(ﬂ—l)NEQ/K(ﬂ—Z) moéd NL/K L*,

pues NL’/K(L,)* Q NL/K(L*)
En resumen, podemos suponer que F,FE; C L, 1 <i<3.Sean=I[L: K]
y sea M /L la subextensién de L™ /L de grado n, esto es, [M : L] = n.

'

L ML

LI]I‘

M

My=MnNK™

K —— (Ei)o

Lo

My

Ahora bien, My N L = M N K™ NL
LCM
e(M|K) =e(M|L)e(L|K) = e(L|K) = [L : Ly, por tanto [LMy : My] = [L :
Lo] = [M : My], por lo que M = LMy. Ademéds [L™ : K™] = [M : M.

LOK“r:Loy[M:MO} =

N—

L — LM, KY ——— " = MK™

My My=MNKY ——M

LN M, =L
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Por tanto N = Ny, /7, se extiende a Njs/pz,. Sean n; = gry(6;). Puesto que
03 = 6109, ng = n1+ng. Sea 64 = @~ "251p"2 el conjugado de &1 (veremos en
un momento para que se hace esta definicién), gry (64) = ng = n1 = grg(61).
El campo fijo L% = E, de &4 es el conjugado E; = E‘fn y Ty = Wl‘pnz es
un elemento primo de Ey. Se tiene que Ng, /x(m1) = Ng, /i (7m4) y por tanto
debemos probar la congruencia

NEg/K(’/TB) = NE4/K(7T4) NEz/K('/TQ) méd NL/K L*
Sea 7; := ;1" € Gal(L™/K™) = Gal(M /M), se tiene

_ ~—1 n3g _ —ng~ 1 _ —ni—ngx ~ 1
Tg =05 @™ = (cp 303) = (90 1 20102)
nz=ni+nz
_ ~—1~—1 ni4+ny _ ~—1 n —na~—1,n n _ ~—1
=0y O PN =0y @ R T = Ty
| —
~—1 ni=nqg
04
= T2T4,
por tanto, 73 = 7974 ¥
[(Ei)o:K]—1 o—1 By oK) -1
-1 _ ®7 _ (=D (I +pt et 0
Np ()7 = ([ ) =
7=0
[(Ei)o:K]_ ~—1 n;
® 1 ni_ o i—1 o
:7.[.7(( ):ﬂ.(/? 1 — ,n-iz ¥ :,ﬂ_z—z 17
T
T EE;

=(L")$%4)

es decir N(m;)?~ ! =77~ L
Sea A := Ng, (73)Ng, (72) " Ng, (m4) "' € UL, unidad de L pues

n;—1 n;—1
vL(‘J‘(Ei(m)):vL( HTFZJ ): leni
~=0 v=0

yuL(A)=ng—ng—ng =ng—na—n; =0, estoes, A € Uy.
Ademds A?~! = 733 xd =™ 77 ™. Ahora bien, por la Proposicién 5.4.3 se
tiene L™ = EM y E; C L C L™ = E, esto es, L/E; es no ramificada, en

particular 7; es un elemento primo de L. Se sigue que existen eo9,e3 € Uy, con
Ty = 52_17r4 Yy T3 = £3M4. Sea £4 = Wf_l € Ur. Se obtiene

(3= 1)+ (1 —72)+(1—7) = (o = 1)(1a — 1)

T3=T2T4
y por tanto
e—1 _ _713—1_1—710 1—74 _ _713—1_73—1_70—1_1—72_1—74
A =7 my Pmy S R VA S R 1

_ 13—1 _1—1 (T371)+(17T2)+(17T4)
=E3 &y Ty

_ m3—1_1o—1_(m2—1)(14a—1) _ _713—1 _19—1 _14—1
=eP e my, =P et et
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Es decir, A9~ = [[l_, el "

Ahora bien, puesto que F' C L, se sigue de la Proposicién 5.4.3 que F™ =
L™ Por tanto FF C L C L™ = F™ y L/F es no ramificada. Por tanto f = [L
F] = friry ¢’ = Frp (recordemos que ¢ € A(L™/K) es una extensién de Frg

al™y K™ — [ Gal(L™/F) = (p), Gal(L" /L) = (Frp)).

/ Frp

K——F L

Ahora M/L es no ramificada por construccién y H:(Gal(M/L),Uy) = 0
para toda i € Z y como A,g; € Uy y NM/LUM = UL pues se tiene
H°(Gal(M/L),Up;) = 0, por lo que existen A;, & € Uy con NM/LA A
y Nayyréi = e Por tanto Ny/p (A‘P ) = NM/L(I_EL 25:f7 ), por lo
que existe € Upy, Npyyypo = 1y Ae1 = le L, &1 Por otro lado

- (Gal(M/K),UM) = 1 por lo que nic Ny, = IGal(M/K)UM, es decir,
r=a"rTconacUyyFrp-1=¢f —1=(p—-D( T+ +p+1).
Por tanto

1 o1 A
Ap—1 _ FrL -1, ~‘r1 ~7 . ~Ti—1
A U g,
=2

Ahora, ; € Gal(M/My) (1, = G,0™ € Gal(M/My)). Por tanto, con-
siderando que N = Ny, se extiende a Ny /p, Mo € K™ y por tanto
o — 1|p, = Fr —1, se sigue que

N(A?71) = N(A)P~ L = N(A)Frx =1 =

1
N(A)eMo
N(&;)
Il
f-1 Frg -1 A —— f-1 Fri —1
:N<Ha§07) K HN(éz'i)N(gz)—lzN(HﬂwW) K ,
v=0 =2 ~=0

A ~ 1 f*l o FI’K —1
es decir, N(A¢~!) =N (H'v: a® ) .
Se sigue que N(fl) =N (Hf (1) ) ycony € Uy, vy ~1 =1, esto
es,y € Uk.
Sea u := Ny (@) y recordando que

L ey

N N NMO/LOON = NONN[/L Yy que
Np/g = NoJlp, se obtiene que

Lo<=— My
Natg /Lo
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N(A) = N (N, (73)Nm, (12) N, (ma) ")
= Np,/r(m3) N, /i (12) " N, e (mg) ™!

N=Np,r,
T Nag (Nar/2(A)) = Nagy /2, (N(A))
N=Nas/n,
-1 -1
= Nty /Lo (N(Hﬂw) Z/) T N<NM/L(HWW)> Nato/10 Y
v=0 Ny /Lo ©N ¥=0 —
=NoNp,r [Mg:Lg]
Yy
f-1 f-1
e pe v
T N (T Nare ()7 -0 = N(u)? -y"
n=[Mo:Lo| =0 u=Np /g (@) 779
-1 f—1
= H (NoNpy)(@)¥ y* =N ( H u‘/ﬂ) cy"™ = NoMy(u) - y™
v=0 v=0
=Np/k(u)Np/k(y) € Ny L*,
lo cual prueba el resultado. a

Corolario 5.5.5. FEl mapeo de Neukirch,
NL|K: Gal(L/K) — K*/NL/KL*, NL|K(U) = NF/K(T(-F) méd NL/K L*,
estd bien definido y es un homomorfismo.

Demostracion. Sean &, ¢’ dos levantamientos de Frobenius de o. Sean F' y
F’ los campos fijos de & y &’ respectivamente y sean m € F* «' € (F')*
elementos primos. Ordenamos &, ¢’ tales que m = gry(6') — gry () > 0. Si
m =0, ¢'|ger = &|gnr y &'| = 7|1 de donde obtenemos que 6’ =6y 7’ = wu
con u € Up. Sean M una extensién finita de Galois M/K, M C L™ y tal
que L, F C M. Puesto que H°(Gal(M/F),Uy) = {0}, existe & € Uy con
Nas/p(@) = u. Por tanto

Np k(') = Npj () Nagy i (@) = Npyge(m) méd Ny, e L

puesto que Ny (@) € Najyg M* C N g L™

Supongamos ahora que m > 0. Entonces 7 = 6 16 € Gal(L™/K) es
un levantamiento de Frobenius de 1 € Gal(L/K) con gry(7) = gry (') —
gri(6) =m > 0. Sea M el campo fijo de 7 (7| = 1, por lo que L C M) y
sea my € M™* un elemento primo. Se sigue del Lema 5.5.4

NF’/K(W/) % NF/K('/T)NM/K(WM) = NF/K(TF) mod NL/KL*.

&'=67
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Esto prueba la independencia de N7,k (7)(o) de la seleccién del levanta-
miento & € A(L™/K) y del elemento primo 7p € F*. Que Nk es un ho-
momorfismo se sigue del Lema 5.5.4 puesto que si &1,62 son levantamientos
de Frobenius de 01,09 € Gal(L/K), entonces &3 := 152 es un levantamiento
de Frobenius de o3 = 0105. O

El Teorema de Reciprocidad, el cual asocia a automorfismos de Frobenius
elementos primos, es el siguiente resultado.

Teorema 5.5.6. Si L/K es una subsextension finita de K™ /K, entonces el
inverso del mapeo de reciprocidad

Nijk: Gal(L/K) — K* /Ny L*
estd dado por Nk (Frp k) = ng méd Ny, L* y es un isomorfismo.

Demostracion. Se tiene que Frx € A(K™/K) = A(L™/K) es un levanta-
miento de Frobenius de Frpx € Gal(L/K) y el campo fijo de Frx es K. Por
tanto NL|K(FrL\K) ? TK mod NL/K L*.
F=K

Ahora bien, H°(Gal(L/K),L*) = ﬁ;ﬂ tiene orden n = [L: K] el
cual también es el orden de Gal(L/K) y mx méd N i L* es un genera-
dor de K*/Np, i L* pues 7 = Np/k(a) € Ny L* implica que m =
vk (Np K (a)) = nvg(a) = 0 méd n. Por tanto N7k es un isomorfismo. O

Observacién 5.5.7. Mds adelante veremos que Nk es un isomorfismo para
cualquier extensién abeliana finita L/K, no necesariamente L C K™, para lo
cual debemos pedir el axioma de campos de clase, es decir lo del Teorema
5.5.1 para cualquier extensiéon L/K es ciclica.

Una de las propiedades fundamentales de N L)k es que es funtorial.

Teorema 5.5.8. Sean L/K y L' /K’ dos extensiones finitas de Galois de cam-
pos locales tales que K C K’ y L C L'. Entonces el diagrama

NL’ K/
Gal(L' /K') ———"= (K')* /Ny g (L')*

restLl iNK’/K

N,
Gal(L/K) L K*/Npk L*

es conmutativo.

Demostracion.
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I/
L— LK’
LNK ——K'
/
K

Sean ¢’ € Gal(L'/K') y 0 = ¢'|. Si ¢’ € A((L')™/K') es un levantamiento
de Frobenius de o', entonces 6 = ¢'|;, € Gal(L™/K) es un levantamiento de
Frobenius de o puesto que gry (6) = fr/ |k gry(6') € N.

Sea F’ el campo fijo de &’. Entonces, F' = F'NL" = F/' N F™ es el campo
fijo de ¢ y puesto que F'/F' es totalmente ramificada, fx/x = 1. Por tanto,
si s es un elemento primo de F' y mp := Npv/p(7pr) es un elemento primo
de F. El teorema se sigue de

Nk (rest|Lo’) = Ny (0'|L) = Npsk(mr) = Np/x (Npryp(ny))
=Ng//k (NF’|K’(U/))' H

Proposicién 5.5.9. Si L/K es una extension finita de Galois y o € G, en-
tonces el diagrama

NL K
Gal(L/K) : K*/Np/g L*
J( NLU‘KU . \L "
Gal(L7/K7) —  (K9)*/Npo xc0 (L)

es conmutativa y la flecha izquierda estd inducida por conjugacion T —
1

o*(r) =o0"170.
Demostracion. Sea 7 € A(L™/K) un levantamiento de Frobenius de 7 €
Gal(L/K). Sea 7 € Gal(k**?/K) una extensién de 7 a k*°P. Entonces o~ 70 es
un levantamiento de Frobenius de o*(7) puesto que gry. (07 170) = gry (7) =
gr(7) e N.

Sea F' el campo fijo de 7. Entonces F'? es el campo fijo de 0*1%0\(La)nr y
si mp es un elemento primo de F', entonces 7% es un elemento primo de F'7
pues debido a la Proposicién 5.4.5 se tiene que vg = vio o 0. Finalmente

NF“\K”(U*(T)) = Npo ko (m7) = NF/K(TF)U =0 ONL|K(T)3

es decir, Npo|go 00" =0 o Ny k. O
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Otra propiedad funtorial de N |k estd relacionada con el mapeo de transfe-
rencia Ver que es res_s. Recordemos como se define el mapeo de transferencia
Ver: G/G' — H/H' donde H < G es un subgrupo de indice finito. Sea R
un conjunto de representantes de las clases izquierdas de H en G, G = R- H,
1€ R. Sio €@, para cada p € R, se tiene op = p'o, con o, € H, p' € R.
Entonces Ver(o méd G') =[] ,cg 0, méd H'.

Otra descripcion de Ver, esta dada de la siguiente forma. Sea 0 € G y
sea S := (o) el subgrupo generado por o. Sea 7 recorriendo un sistema de
representantes de las clases dobles SxH, esto es, G = WU,.STH. Sea S, :=
77187 N H y sea n, el minimo ntimero natural tal que o, = 7~ o™ € H.
Entonces o, genera S; y

Ver(c méd G') = HO’T méd H' .
T
Esta ultima férmula se obtiene de la anterior tomando como R al conjunto
{o*7|i=1,...,n, para toda n,}.

Proposicién 5.5.10. Sea L/K wuna extension finita de Galois y sea K C
K’ C L. Se tiene un diagrama conmutativo

Niik

Gal(L/K")*» ————— (K')* /Ny 5/ (L*)

ab NL‘K * *
Gal(L/K)? K*/Np k(L")

donde i es inducido por la contencion K* C (K')*.

Demostracion. Sean G := Gal(L™/K) y H := Gal(L™/K’) C G. Sea ¢ un
levantamiento de Frobenius de o € Gal(L/K), F el campo fijode 6 y S =
Gal(L"*/F'). Consideremos la descomposicién de las clases dobles G = W, STH.
Sean S, =77 'STNH y 6, =7 16" 7 € H como antes.

Sean G := Gal(L/K), H := Gal(L/K') < G, S = {0), T = 7|, y 0, =
+|r. Entonces G = U,.S7H y por tanto Ver(c méd G') =[]_o,(médH’).

Para cada 7, sea w, un conjunto completo de representantes de las clases
derechas de H/S;. Entonces H = U, Srw, ¥ G = Uy, STw,. Sea F; el campo
fijo de 7., esto es, el campo fijo de S;. Se tiene que F™ = 7(F) es el campo
fijo de 77167 de tal forma que F,/F7 es la subextensiéon de L™ /F™ de grado
n,. Sea mp un elemento primo de F. Por tanto mp- := 7} es un elemento
primo de F" y en consecuencia de F; por ser F;/FT no ramificada. Con la
descomposicién de clases dobles obtenemos

Np/k(mp) = H TR = H (H(W?)%) = HNFT/K/ (7F).

Puesto que &, € A(L™/K’) es un levantamiento de Frobenius de o, € H =
Gal(L/K'") se sigue que
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(i ONL\K)(U) = NL|K(0) = HNL\K'(UT) = NL\K'(HUT)
= Ny k(Ver(c méd G')) = (N o Ver)(c méd G'). O
Recordemos que si L/ K es una extension ciclica de campos locales. Enton-
ces H*(Gal(L/K),L*) 2 Z/[L: K|Z y H-*(Gal(L/K), L*) = {1} (Teorema
5.1.10, Teorema 5.5.1).

Teorema 5.5.11 (Isomorfismo de Neukirch). Sea L/K una extension fi-
nita de Galois de campos locales. Entonces

Nipjg: Gal(L/K)* — K*/Npx L*
es un isomorfismo.

Demostracion. Si M /K es una subextensiéon de Galois de L/K, entonces por
el Teorema 5.5.8, se tiene el diagrama conmutativo

1 —— Gal(L/M)“~—— Gal(L/K) Gal(M/K) ——1

\LNLUM lNLK l/\/I\/IK

Nk

(5.5.2)

Este diagrama lo usamos para los tres pasos siguientes para la demostra-
cién del resultado.

Paso 1: Podemos suponer que Gal(L/K) es abeliano. Si probamos el resultado
para este caso, y si M := L®® es la maxima subextensién abeliana de L/K,
entonces Gal(L/K)* = Gal(M/K) y el subgrupo conmutador Gal(L/M)
de Gal(L/K) es precisamente el niicleo de Ny g, esto es, Gal(L/K)®® —
K*/Np/k L* es inyectivo.

L
>G'—Ga1(L/M)

G| M = L
>G/G'—Gal(M/K)
K

Para ver la suprayectividad, veamos que esta se sigue para extensiones solubles
por induccién en el grado del campo. Esto es, en el caso soluble, ya sea M = L
o[L:M]<|[L:K]ysi Ny y Npu son suprayectivas, entonces por el
Lema de la Serpiente aplicada al diagrama (5.5.2), también lo es Nk . Para
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el caso general, sea M el campo fijo de un p-subgrupo de Sylow de Gal(L/K).
En general M/K no es Galois, pero usando la parte izquierda del diagrama
(5.5.2), en el cual Nk es suprayectiva. Por tanto es suficiente probar que
la imagen de Nj;/k es el p-subgrupo de Sylow S, de K*/ Ny i L*, puesto
que entonces la imagen de N |k contendria los p-subgrupos de Sylow S, para
toda p y por tanto NL|K serd suprayectiva.

Ahora bien, se tiene que el encaje K* C M* induce el homomorfismo na-
tural i: K*/Np g L* — M*/Np,p L* para el cual Ny goi = [M: K]
(Nayroi(z) = Nyygz = 2™ Kl Puesto que med ([M: K],p) = 1,

M:K
Sp Q S, es suprayectiva, por lo que S), estd en la imagen de Ny, k.

Paso 2: Veamos que podemos suponer que L/K es ciclica. A saber, si
M/K recorre las subextensiones ciclicas de L/K, entonces (5.5.2) muestra

que el ntcleo de NV Lk estd contenido en el niicleo del mapeo Gal(L/K) N
[1,, Gal(M/K). Ahora bien, como L/K es abeliana, se tiene que 1 es inyec-
tiva y por tanto Nk es inyectiva.

Para ver la suprayectividad, seleccionamos una subextensién ciclica propia
M/K de L/K, y la suprayectividad serd obtenida por induccién sobre el grado
del campo de la misma manera que lo fue en el Paso 1 en el caso soluble.

Paso 3: Sea L/K ciclica. Veamos que podemos suponer que L/K es total-
mente ramificada, esto es, fr|x = 1. Para ver esta reduccién, sea M = Lo =
K™NLy L/M es totalmente ramificada. Ahora, M/K es no ramificada,
por lo que WV, M|k es un isomorfismo, Por el Lema de la Serpiente aplicado al
diagrama (5.5.2), Njps/x es inyectivo (también esto puede ser deducido por
el Teorema 5.1.10, o el Teorema 5.5.1), los grupos de abajo tienen 6rdenes
[L: M],[L: K]y [M: K].

Por tanto, si NL|K es un isomorfismo, J\/L‘K lo es. Sea pues L/K ciclica
totalmente ramificada, frx = 1. Sea o un generador de Gal(L/K). Puesto

que Gal(L™/K") = Gal(L/K). K™ —— " Consideremos o

K=LNnNKY——L
como elemento de Gal(L™/K™). Por tanto ¢ := oFry, € A(L™/K) es un
levantamiento de Frobenius de o con gry (6) = 1. El campo fijo F'/ K satisface
que F'N K™ = K y por tanto fpjg = 1. Sea M C L™ una extensién finita
de Galois de K que contiene a F''y a L. Sea N = Ny, Puesto que fpx =

fog =1
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/—\
F L—M LNMy=LNMNOK"=LNK"™ =1Ly =K,
N
K —— My FNMy=FNMNK"=FNK" =F =K.
LOMo
FAMo

Por tanto N|p = Np/ i, N|L = Ny /k.

Para la inyectividad de N7 x debemos probar que si N7 x(c%) =1, 0 <
k < n = [L: K], entonces k = 0. Para este fin consideremos np € F, mj, €
L elementos primos. Puesto que F, L. C M C L™, tanto mp como 7y son

elementos primos de M. Sean 7§ = urk con u € Uy;. Tenemos

Nk (0%) =N (7§) = N(u) N (7)) = N(u) = 1 méd N/ L*.

Por tanto N(u) = N(v) con v € Uy. Por tanto N(u~!v) = 1 y por el Teorema
90 de Hilbert existe a € M con u~'v = a®~1. En M, obtenemos (w5v)" ' =
T

)’ = ) = )
G(rp)=np

Se obtiene que si z := 71hval =7, x°"! =1y x € K. Por tanto x € K" N
M = Mjy. Ahora bien, vy, (z) € Z y nup, () = vp(z) = k,
M/M,

totalmente ramificada
se sigue que k = 0. De esta forma hemos obtenido que NL‘K es un mapeo

inyectivo.

Finalmente, se tiene que |H°(Gal(L/K), L*)| = |K* /Ny L*| = [L: K] =
| Gal(L/K)|, por el axioma de la teorfa de campos de clase. Por tanto Nk
es suprayectiva y es un isomorfismo. a

Tenemos que N, |k es el inverso del mapeo de reciprocidad
(LL/K): K* — Gal(L/K)*"

con niicleo Ny /i L*, el cual es también llamado el simbolo de la norma resi-
dual. En particular N |k coincide con el mapeo de Nakayama: si up|k es la
clase fundamental de L/K:

Orix = urjx U_: H *(Gal(L/K),Z) — H°(Gal(L/K),L*).

Los diagramas conmutativos del Teoremas 5.5.8 y de las Proposiciones
5.5.9 y 5.5.10, se traducen en general de manera inmediata por el hecho de que
Nk es un isomorfismo y de que (_,L/K)/Np, i L* = ./\/'L_ﬁ(, de la siguiente
forma.
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Teorema 5.5.12. Sean L/K y L'/K' extensiones finitas de Galois tales que
KCK yLCL yseao € Gal(k®P/k). Se tienen los diagramas conmutativos

(L' /K"

(K’)* Gal(L//K/)ab

NK,/K\L \LrestL
K — S Gain) )

o — M Gain )

| §

(KO’)* GL7/K7) Gal(Lo/KU)ab

1

donde o*(1) = 0~ '70. Finalmente, si K' C L, entonces

(k') —=HED) | Gal(n/ Ry

,L T\/er
(LL/K)

K*——=""0 . Gal(L/K)™

O

Pasando al limite proyectivo, el simbolo de la norma residual se extien-
de a todas las extensiones de Galois L/K, no necesariamente finitas. Mds
precisamente, si {L;/K} recorre todas las subextensiones finitas de Galo-
is de L/K, entonces Gal(L/K)*® = (him Gal(L;/K)2" y entonces el sfmbo-
lo de la norma residual (a,L;/K), con a € K*, determina un elemento
(a,L/K) € Gal(L/K) con (a,L/K)|r, = (a,L;/K) puesto que tenemos que
(a,L;/K)|r, = (a,L;/K) para L; C L; (Teorema 5.5.12). En particular, para
la extensiéon K™ /K, el siguiente resultado describe a (a, K™/ K).

Teorema 5.5.13. Se tiene que gro(_, K™ /K) = vk, es decir, en particular
(a, K™ /K) = Frx@) |

Demostracion. Se tiene que (mx, K™/K) = Frg pues (mg, K™/K)|L =

(1, L/K) = Frp | = Frg | para toda subextension finita L/K de K™ /K

y (u, K™/K) =1 para u € Ug. Por tanto, si a = n%u con u € Uk, se tiene

grp(a, KM /K) = grg (Frg) = m = vk (a). O

El Teorema 5.5.13 muestra que la valuaciéon v y, por tanto vk, es equi-
valente con la prescripcién del simbolo de la norma residual (_, K™ /K). Por
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tanto, la teoria desarrollada por Neukirch se puede interpretar de la siguien-
te forma. Si una teoria de campos de clase se desarrolla para Z-extensiones
K™ /K, entonces, con el axioma de teoria de campos de clase, la teoria se ex-
tiende automaticamente, y de manera tnica, a todas las extensiones abelianas
L/K.

5.6. Aplicaciones del TCCL

Regresamos al TCCL. Tenemos las siguientes correspondencias biyectivas:

{extensiones abelianas finitas de K} «+—
{subgrupos abiertos de Gal(K**/K)} «—

{subgrupos abiertos de indice finito en K*}.

Las correspondencias estan dadas por
L (mic: Gal(K*/K) *““% Gal(L/K)) = Gal(K** /L) +—
, « YLK «
> ntic (K L, Gal(L/K)) S\
donde la ultima igualdad proviene del isomorfismo

K*/Npjx L* —— Gal(L/K).
YLK

Notemos que en la correspondencia de Galois, los subgrupos abiertos de
Gal(K?®P/K) son de indice finito y por tanto cerrados (ver Observacién 5.6.1).
En la correspondencia de Galois obtenemos todas las extensiones abelianas
de K por medio de todos los subgrupos cerrados.

Observacién 5.6.1. Si N es un subgrupo abierto de Gal(K?"/K), entonces
Gal(K**/K) = G = U,eq No. Como {Nz},cq es una cubierta abierta de G
y G es compacto, existe una subcubierta finita y G = (J;~, Nz; por lo que
[G : N] < o0, es decir, todo subgrupo abierto de G es de indice finito.

También tenemos que N es cerrado pues si G = N (U?:1 Ny;) unién
disjunta, entonces N = G\ (U?:1 Nyj) el cual es cerrado.

Un subgrupo cerrado de indice finito es abierto, lo cual se demuestra de la
misma forma. Sin embargo existen subgrupos cerrados que no son de indice
finito y por tanto no son abiertos. Por ejemplo, existe una extensién L de
Q(¢3) tal que Gal(L/Q((3)) X Zs x Zz = {(0,0) y (o) = Z3 es cerrado pero no
abierto en G y se tiene [G : (0)] = 0.

Corolario 5.6.2. Sea K un campo local. Entonces hay una correspondencia
biyectiva
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{extensiones abelianas finitas de K} +—

{subgrupos abiertos de indice finito de K*}

la cual estd dada de la siguiente forma: a la extension abeliana finita L/ K le
corresponde el subgrupo N e L* de K* (L +— Ny g L*).

Mads aiin esta correspondencia satisface que si a L le corresponde H (L +—
H), entonces [L: K| = [K* : H| y ademds si a L' le corresponde H' (L' +—
H'), se tiene que LD L' <— H C H'. O

Observacion 5.6.3. Se tiene que Uk es un conjunto abierto de K* y ademaés
K*/Ukg =2 Z por lo que Uk no puede corresponder a ninguna extensién abe-
liana de K pues Z no es un grupo profinito y por lo tanto no puede ser el
grupo de Galois de ninguna extensién.

Notacién y definicién 5.6.4. El mapeo resty, opg: K* — Gal(L/K) se lla-

ma el simbolo residual de la norma o simbolo residual nérmico (norm residue

symbol en inglés) o mapeo local de Artin y se denota K* GL7E), Gal(L/K).

Se puede considerar a ( ,L/K) o a 1 /x como el simbolo de Artin local o
mapeo local de Artin.

Definicién 5.6.5. Sea K = R. Se define UI(?) =Ry Ul((l) = R*. Para
K = C, se define UI(?) =C*.

5.6.1. Ley de Reciprocidad para K = R y para K = C.

Proposicion 5.6.6. La ley de reciprocidad se cumple para K = R y para
K =C.

Demostracion. Si K = R, se tiene R®» = C y R y C son las tinicas dos
extensiones abelianas (y de hecho algebraicas) de R. Se tiene que R* tiene
Unicamente dos subgrupos de indice finito los cuales son R y R* Ademds se
cumple que Ng/g R* = R* y N¢ /g R* = R* = (R*)?.

Sea pg: R* — Gal(R*/R) = Gal(C/R) = {1, J} dada por

1 siz >0,

pr(w) = sgn(w) = {J =1 siz<0.
Entonces pr cumple las condiciones del Teorema TCCL para K = R.

Si ahora consideramos K = C, C es la unica extensién algebraica de C y
el Unico subgrupo abierto de indice finito en C* es C*. Por tanto pc: C* —
Gal(C/C) = {1}, z — 1 satisface las condiciones del Teorema TCCL para
K=C. O
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Proposicién 5.6.7. Sea K un campo local con campo residual IFy y valuacion
v =vy. Sea Ok el anillo de valuacion de K. Entonces

{extensiones abelinas fini- {subgrupos abiertos de indice fi-
. S — .
tas no ramificadas de K} = Corolario nito de K* que contienen a Uk }
5.3.13
teoria de cam- | Teorema K* Uk
pos locales 3.4.5
{extensiones abelianas {subgrupos abiertos
finitas de F,} de indice finito de Z}

(recordemos (Corolario 5.3.13) que cuando L/K es una extension abeliana
finita no ramificada, Ux C Np, i L*, por eso se tiene la correspondencia
dada por la flecha vertical del diagrama). a

Observacién 5.6.8. Se tiene que pr: K* — Gal(K*"/K) nos proporciona
una biyeccién entre las extensiones abelianas finitas de L/K y subgrupos
abiertos de fndice finito en K*: L «— Np,x L*(U +— p' (U)), es decir
K*/Npx L* = Gal(L/K).

Si L estd dado, es “facil” calcular Ny /i L*, pero dado H < K* con H
subgrupo abierto de indice finito, jcomo calcular L tal que H = Np /i L*?

Ese es el problema que no nos permite dar una descripcién explicita de
todas las extensiones abelianas finitas de K. Por supuesto, si px se da explici-
tamente, resolvemos parcialmente este problema.

Resulta ser que px es bastante explicito si L/K es no ramificada. De he-
cho se tiene que si L/K es no ramificada, recordando que estamos en campos
locales, entonces Gal(L/K) = Gal(L/K) donde L y K son los campos resi-
duales. Mds atn, si K =F; y L = Fgn con n = [L K] = [L : K], entonces
pr: K* — Gal(L/K) satisface que pK( ) = 7% (@) (Teorema 5.2.2), donde 7
es el automorfismo de Frobenius de L/ K, el cual es el generador de Gal(L/K)
inducido por el automorfismo de Frobenius de L/K, es decir, 7: L — L,
Z +— x9. Notemos que bajo px tenemos que si m es un elemento primo de K
entonces m <— 7.

De hecho, por TCCL (II). que es el contenido del Teorema 5.2.2, se tiene,
pr (™) = pr, (Vi (7)) = 7, de donde

ppr(a) = pr(a)|ps = pr, (Vi (a)) = Foxc(a)

Para extensiones ramificadas la historia es muy diferente y se requiere
cohomologia de grupos para obtenerla. El Teorema de Tate y el grupo de
Brauer nos dan el mapeo de Nakayama, esto es, pf_(l. Sin embargo, ¥k (a) =
(a,L/K), el simbolo de la norma residual local o mapeo de Artin local, no
es explicito en lo absoluto. Otras aproximaciones para el estudio de pg son
por medio de los grupos formales de Lubin-Tate (1965) y también por medio
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de dlgebras ciclicas (Hasse et. at.). Haremos algo explicito el mapeo local de
Artin y obtendremos el Teorema de Existencia en completa generalidad, por
medio de los grupos formales de Lubin—Tate en la Seccién 5.8.1.

Ma3s atin, los grupos de Lubin—Tate nos permiten encontrar explicitamente
la méxima extensién abeliana de un campo local K (Teorema 5.8.67). Pode-
mos considerar este resultado como el andlogo al Teorema de Kronecker—
Weber para campos locales.

5.7. Teorema de Existencia

De la teorfa general de campos locales, tenemos que si L/K es una ex-
tension finita y separable, Ny i : L* — K™ es continua y Ny /g L* es un
subgrupo cerrado en K*. Por el Teorema de Reciprocidad, se tiene que L/K
es una extensién finita de Galois, entonces K*/ Ny p L* = G?TK y como
Gk es un grupo finito, [K*: Ny g L*] < oo y por tanto Ny ,x L* es un
subgrupo abierto (N x L* = K*\ ( U N, i L*)). De hecho, si A

a:%NL/K L*

finita
es un subgrupo de K* de indice finito, A es abierto <= A es cerrado pues

A=K\ (Uygaz4).

Proposicion 5.7.1. Si car K = 0, entonces todo subgrupo de indice finito, es
abierto y, por tanto, cerrado.

Demostracion. Tenemos que para m € N tal que car K { m, en nuestro caso,
m € N es arbitrario, (K*)™ es abierto y de {ndice finito en K* (Proposicién
5.3.1). Su H < K*, [K* : H| = m < oo, entonces (K*)™ C Hy (K*)™ es un
subgrupo abierto. Por tanto H = (J . ©(K*)™ es abierto. O

Observacién 5.7.2. Si car K = p > 0, (K*)™ es abierto para m tal que
car K 1 m. Sin embargo el resultado es falso para m = p. Esto es, (K*)P no
es abierto en K* pues si lo fuese, existiria m € N tal que Uﬁ{m) C (K*)?. En
particular se tendria que si 7 es un elemento primo de K, entonces 1+7"™ = P
para algin x € K*, por lo que 7" = 2P — 1 = (x — )P y m = vg(n™) =
pug (z — 1) y en particular se deberfa tener que p|m para toda m > mg pues
Ul((m) C Ui(gno) C (K*)P, lo cual es absurdo.

Ademis, existen subgrupos de indice finito en K* que no son cerrados y
por tanto no son abiertos. Por ejemplo, tenemos que Uf((l) = Zy. Sea D =

{(€n)5, € Z¥ | &, = 0 para casi todo n}. Se tiene que D es denso en U}(g)‘
Entonces, existe un morfismo no trivial de grupos abelianos ¢: G — Z/pZ
tal que D C nucy y de aqui se deduce que K* tiene subgrupos no cerrados
de indice p.
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Por otro lado, se tiene que (K*)P es cerrado pues K* = Z x Uk por lo
que (K*)P =pZ x (Ug)? y (K*)?/(Uk)P es un subgrupo discreto de K*/Uk
el cual es Hausdorff por ser Ug un subgrupo cerrado. Se sigue que (K*)P es
cerrado en K* (Lema3.3.8). También se sigue que (K*)P no es de indice finito
en K* al ser cerrado pero no abierto.

En el Corolario 5.7.6 probaremos que D = {1} para K de caracteristica
0. Para ver que Dg = ntic pir = {1} en el caso car K = p > 0, y que de hecho
sirva para cualquier caracteristica, usaremos los grupos de Lubin-Tate para
probar que (7)) X UI((") es un grupo de normas para toda n € NU{0}. Puesto
que <7rf(> x Uk es el grupo de normas de la extensiéon no ramificada de K de

grado f, se tiene que
f (n)y _ /. f (n)
Dg C ((mk) x Uk) N ((mx) x URY) = (mg) UUR

para toda f € N y para toda n € NU {0}. Por lo tanto

Dk C () (k) xUQ) ={1}.
feN
neNN{0}

En resumen, pg: K* — G3 es un monomorfismo.

El Teorema de Existencia establece que si H < K* es un subgrupo abierto
de indice finito, equivalentemente, un subgrupo cerrado de indice finito, existe
una extensién abeliana finita L/K tal que H = Np i L*, es decir, H es un
grupo de normas.

Definicién 5.7.3. Un grupo de normas de K* es un subgrupo H < K* de
indice finito tal que H = N i L* para alguna extension abeliana finita L de
K.

Teorema 5.7.4. Si H es un subgrupo de K* que contiene a un subgrupo de
normas, H 2 Ny, x L*, entonces H es también un grupo de normas y si
H = Ny g M* entonces M C L.

Demostracion. Sea L/K una extension abeliana tal que Ny, i L* C H, enton-
ces pi|L = Yk K* — Gk es tal que nictp g = Np /g L*. Como H es
abierto y 11|k es una biyeccion entre los grupos H tales que N, L* C H C
K* y los subgrupos de G, digamos que 915 (H) = G < G|k, por lo que
G = Gru para algin campo M (de hecho, M = LY9) tal que K C M C L. Se
tiene

Grix

"/’L|K‘H5H4>GL|K por tanto &L‘K:K*/H*) gG]V”K

L|M
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H = nﬁczﬂL‘K = NM\K M*

Aqui hemos usado la conmutatividad del diagrama

P
K* ZK GL|K ag O
ireStIN] J/
VMK
K* 4>GM|K 0'|M

o

Proposicion 5.7.5. Sea K un campo local de caracteristica 0. Sea m € N.
Entonces (K*)™ es un grupo de normas de K*.

Demostracion. Sea (,, una raiz m-primitiva de la unidad. Supongamos pri-
mero que G, € K*. Para a € K*, sea L, := K(%/a). Sea L := {J,cx- La =
K ( W) Se tiene que L es la maxima extensién abeliana de exponente m
(Teorema 2.4.2). Ademads, por la Teorfa de Kummer, tenemos que

x(Gal(L/K)) = Hom ( Gal(L/K),Q/Z)
= Hom ( Gal(L/K), (Cn)) = K*/(K*)™.
Puesto que K*/(K*)™ es finito, Gal(L/K) es finito y L/ K es una extensién

finita. Ahora K*/Np x L* = Gal(L/K) y K*/Np/x L* tiene exponente m
lo cual implica que (K*)™ C Ny g L* y, por otro lado,

[ (K)"] = |x( Gal(L/K))| = | Gal(L/K)| = [L: K] = [K*: Ny 7],

Se sigue que N/ L* = (K*)™ y por tanto (K*)™ es un grupo de normas.

Ahora, si ¢, ¢ K*, sea K1 := K((n). Por el caso anterior, sea Ly :=
K1 (%/K}) y Np, /K, LT = (K7)™. Sea Ly cualquier extension finita de Galois
de K con L; C Lg, entonces

Nro/x Ly = Niyyx (Nio/x, Lg)

=Nk, /x ((K)™) € (K)™.

Puesto que (K*)™ contiene a un grupo de normas, por el Teorema 5.7.4,
(K*)™ es un grupo de normas. O

Corolario 5.7.6. Sea K un campo local de caracteristica 0. Entonces el iso-
morfismo de reciprocidad pr: K* — Gal(K®®/K) es un monomorfismo.
Esto es, nicpg = Dg = N Nk L* = {1}.

L/K abeliana
finita

Demostracion. Se tiene Dy C ()-_, (K*)™ = {1} (Corolario 3.2.7). O
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Teorema 5.7.7 (Teorema de Existencia en caracteristica 0). Sea K un
campo local de caracteristica 0. Los grupos de normas de K* son precisamente
los subgrupos abiertos (y por tanto cerrados) de indice finito en K*.

Demostracion. Si H es un grupo de normas, H = Ny, L* con L/K una
extension finita abeliana. Se tiene [K*: H] = [K*: Ny i L*] = [L: K] < 00
y es cerrado (Teorema 3.3.7), por tanto abierto.

Reciprocamente, si H es un subgrupo abierto de indice finito en K™,
[K*: H| = m, entonces (K*)™ C H y como (K*)™ es un grupo de normas,
H también lo es (Teorema 5.7.4). O

Notemos que no necesitamos que H sea abierto. De hecho, en la Propo-
sicién 5.7.1, vimos que en caracteristica 0, todo subgrupo de indice finito, es
abierto y por tanto cerrado.

Teorema 5.7.8. Sea K un campo local de caracteristica 0. Entonces los gru-

pos de normas son precisamente los grupos que contienen a algin (7f) x UI((n)
paran € NU{0}, f € N.

)

Demostracion. Se tiene que (1f) x UI(? tiene indice finito en K*:

K* = (m) x 1(3)7 [K*:<7-rf>><UI(<”)]:{§(q_1)qnl EZ:;;»

y por tanto (rf) x UI(Q) es un grupo de normas. Se sigue que si H contiene a
(nf) x UI(?), H es un grupo de normas.

Reciprocamente, si H es un grupo de normas, H es abierto y como
{UI((")}%NU{O} es un sistema fundamental de vecindades de 1, existe n €
NU {0} con UI(?) C H. Ahora bien, si f = [K*: H], entonces 7/ € H por lo
que(7rf>><UI((n)gH. O

Corolario 5.7.9. Sea H < K*, K un campo local de caracteristica 0. Enton-
ces lo siguiente es equivalente:

(1) H es un grupo de normas;

(2) H es un subgrupo abierto de indice finito;
(3) H es un subgrupo cerrado de indice finito;
(4) H es un subgrupo de indice finito.

(5) H contiene a (K*)™ para algin m € N.
(6)

6) H contiene a (m) X UI((") para algunos f € N yn € NU{0}. O

Definicién 5.7.10 (Conductor local). Dada una extensién abeliana finita
L/K de campos locales, se tiene que Ny i L* es un subgrupo abierto pues
es cerrado de indice finito (Teorema 3.3.7) y que contiene a 1. Por tanto
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UI((") C Np,k L* para algunan > 0 pues {U}(gb)}nEN es un sistema fundamental
de vecindades de 1 (ver Subseccién 3.2). Sea ng el minimo entero no negativo
tal que UI((HO) C Np/x L*

Entonces denotamos ng := ¢, con p = px el lugar de K. Se define el
conductor local de L/K por

fo/k =Ffp =F=p =p" =p.

Si L/K es una extensién de campos globales y consideramos las comple-
taciones Lq3/K,, entonces denotamos FLog /K, = Tp-

Teorema 5.7.11. Una extension abeliana finita de campos locales L/ K es no
ramificada <= fr x =f =1, esto es, <= ¢, =no = 0.

Demostracion. Por el Corolario 5.3.13, L/K es no ramificada <= Uy C
NL/KL* <= ng=c, =0. O
5.7.1. Red de normas y de subcampos

Teorema 5.7.12. Sean L/K y L'/K' dos extensiones de Galois tales que
K CK' yL CL'. Entonces el siguiente diagrama es conmutativo

Galab(L’/K’) ———— (K")*/ Ny (L))

d"L//K/
restLl \LNK’/I(

Gal*(L/K) K*/Np k(L")

-1
L/K

FEquivalentemente, tenemos el diagrama conmutativo

(K’)* - Galab(L//K/)

wL//K/
NK//K\L \LreStL
K* Cal®®(L/K)
L/K
Demostracion. Es el Teorema 5.5.12. O

Como consecuencia del Teorema 5.7.12 tenemos el siguiente resultado (pa-
ra el caso global, ver el Teorema6.9.5).

Teorema 5.7.13. Sea E/F una extensidn abeliana finita de campos locales y
sea I el campo de clase de A C F*, es decir, Ng/p E* = A. Sea L/F una
extension finita y separable. Entonces LE /L es una extension finita y el grupo
de normas correspondiente es NZ}F (A).
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L——LE

F—F
A

Demostracion. Sea Ygr/r,: L* — Gal(LE/L) el mapeo de Artin. El grupo
de normas correspondiente a LE/E es ntc YrE/L, esto es, L*/nic YrE/E =
Gal(LE/L). Por el Teorema 5.7.12 tenemos rest ot g1, = g /p o N p. Por
tanto

T E micz/JLE/E = 1/1LE/E(x) =1
restotypp/p(r) =1=9Yg/roNp p(r) <
NL/F(.Z'):HIiCT/JE/F:A — xENZ/lF(A) O

Para probar el Teorema de Existencia en general, primero demostramos el
siguiente importante resultado.

Teorema 5.7.14. Sea K wun campo local. Los grupos de mormas Hj :=
Np/x L* de K* forman una red y el mapeo L — Hp es una correspon-
dencia biyectiva que cambia contenciones y que de hecho es un isomorfismo
de redes entre la red de las extensiones abelianas finitas de K y la red de los
grupos de normas de K*. Por tanto

(1) HL1 D I‘[L2 < L1 - LQ;
(2) Hp,p,=Hp, NHp,,;
(3) Hpynp, = Hr, He, .

Demostracion. Si Ly y Lo son dos extensiones abelianas finitas de K enton-
ces se tiene Ny 1,/ x = N,k Np,r,/1., = 1,2, de donde obtenemos que
Hp,n, € Hy, NHp,.

Ahora si a € Hy, N Hy,, entonces (a,L1Ly/K)|r, = (a,L;/K) = 1, para
i=1,2.

Se tiene el diagrama con filas exactas

1 —— Np, ok ((L1L2)*) K NS Grip,yk — 1

1 —— NLI/KL* K* GL

y también tenemos el diagrama conmutativo

T X T

GLng/K — GLl/K X GLQ/K

(_,L1L2/K)
((LLi/K)(L2/K))

K*
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Por lo tanto (a,L1Le/K) =1. Asi,a € Hy, .

De esta manera se obtiene que Hy,, N Hy, = Hy,, 1,,.

Ahora HL1 ) HL2 <~ HLl ﬁ]‘.’L2 = HL2 = HLng <~ [L1L2 : K] =
[LQ : K} <~ L1Ly =Ly < L; C Ls.

De esta forma tenemos que L — Hj, es una biyeccién que cambia con-
tenciones pues si Hy, = Hy,, entonces Hy, 1, = Hr, "NHy, = Hr, = Hy, por
lo que L1L2 = L1 = LQ.

Finalmente, tenemos que Hr, C Hy,nL,, ¢ = 1,2. Por tanto se sigue que
Hp Hr, C Hp ni,-

Ly —L1Ly

LiNLy Lo

Ahora Hy, C Hp Hy, y Hp, es un subgrupo abierto de K* de indice
finito ya que K*/Hp, = Gal(L;/K). Por tanto se sigue que Hr, Hy, es un
subgrupo abierto de K* ya que Hr,Hr, = U,cpy, aHr, es una unién de

2

K

conjuntos abiertos (ver también la Observacién 5.6.1).

Ahora consideremos la imagen de Hy, Hr, bajo el simbolo residual de
la norma del subgrupo correspondiente a las extensiones L;/K, i = 1,2, las
cuales son (Hp, Hy,,L;/K), 1 = 1,2, (_,L;/K): K* — Gal(L;/K), la cual
corresponde a algtin subcampo K C T C L;. Notemos que T corresponde
al mismo campo tanto de L; como de Lo pues en ambos casos (_,L;/K)
es la restriccion de pg, en otras palabras, T’ corresponde a Hp, Hy, o, mas
precisamente, pj' ( Gal(K**/T)) = Hy, Hp,.

Lo anterior implica que Hy, Hy, = nic(_,T/K) = Hr. Por otro lado
TCLiNLy, Hynp, CHr=Hp Hp,. Se sigue que Hyp A, =Hp, Hp,. O

Teorema 5.7.15 (limitacién de normas local). Sea L/K una extension
finita y separable de campos locales. Sea M = L* la mdxima extension abe-
liana de K contenida en L. Entonces N i L* = N/ M*.

Demostracion. Se tiene que Ny /g L™ = Ny Npjpg L™ C© Ny M™.

En caso de que L/ K sea una extensién de Galois, se tiene que Gal(M/K) =
Gal(L/K)* = G/|G,G] = G/G', donde G = Gal(L/K). Entonces, por el
Teorema de Tate (Teorema 4.9.20), se tiene

~

H%(G,Z2)=G/G’ — (L*)9/Np g L* = K* /Ny L* = H(G, L")

y [K* : Ny L*] = |G/G'| = [M : K] = [K* : Nyyg M*] lo que implica
que Nz g L* = Ny M* y se tiene que pp x: K* — G/G' es el mapeo
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inducido por el inverso de 6. De hecho ji/k es el mapeo de Artin en el caso
abeliano, es decir pip /g = Yo /K-

Para el caso general, sea L una extension finita de Galois de K que contiene
a L. Sean G = Gal(L/K) y H = Gal(L/L).

)

L

L

K

Si R es la méxima subextensién abeliana de K contenida en L, se tiene R =
L¢ vyM=RNL= LG NLH = [C'H, Sia € Npyyg M* se tiene el diagrama
conmutativo (Teorema 5.7.12)

L*—— H/H/
NL/Kl il
G/G’
K* ¢M/K G/G/

donde 7 es la inclusién natural, 7 la proyeccién y wi/L’ ¢E/K» Yar/ K los mapeos

de Artin, los cuales tienen sentido pues L /Ly L /K son extensiones de Galois.

Ahora, puesto que a € Ny M*, se tiene ¢y /k(a) =1 =mo ¢£/K(a)'
Por otro lado wi/L es suprayectivo y wi/K(a) € ndcw = imi por lo que
existe b € L* tal que Vi © (Npjrb) = 1/)L/K( a). Se sigue que a/ Ny /x b €
nuch/K = NL/K , esto es, existe ¢ € L* con a/Np/gb= L/Kc de donde

a= NL/KbNE/KCZ NL/KbNL/K( E/LC) = NL/K(bNE/LC) S NL/KL
probando que Ny g M™* = Ny /i L*. a

5.8. Grupos de ramificacién superior y grupos de
normas

Sea L/K una extensién de Galois finita de campos locales con grupo de
Galois G = Gal(L/K). Se tiene que O = Og|[x] para algin x € Of (ver
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[151, Ch. III, Section 6, Proposition 12]). Entonces se definen los grupos de
ramificacion por (ver [136, Definicién 1.3.4]):

G, ={ceG=Gal(L/K) |vg(ox —z)>i+1}, i>-1.

Se tiene que G_1 = G el cual, en el caso global, corresponde al grupo de
descomposicion, G es el grupo de inerciay G =G_1 D Gg 2 Gy 2 ... D
G, 2...,G; <G paratodai > —1y G, = {1} para r suficientemente grande
pues para o £ 1, ox £ x y vg(ox — x) < 0.

Se define

1g: G — Z U {0},
de la siguiente forma: para o # 1, 1g(0) = vg(ox — ) # 00 y 16(1) = 00. Se
tiene
(o) >i+1 <= oeG,,

lo cual prueba que la definicién de G; no depende de x. Ademads, puesto que
para 7 € G se tiene O, = O [t~ 1], entonces

Para 0,7 € G se tiene (o7)(z) —z = o(tx) — T2 + T — x, de donde

1g(o7) = vk ((o7)x — ) > min{vg (o(tz) — (72)), vk (T2 — )}

= min{ig(0), 14(7)}
Para un subgrupo H < G, sea E = L. Entonces Gal(L/E) = H.

Proposicién 5.8.1. Para o € H se tiene 1y (0) =1¢(0) y H; = G; N H para
toda i > —1.

Demostracion. Es inmediato pues vg (ox — x) no depende de H. O

Corolario 5.8.2. Sea E la mdzima subextension de L no ramificada sobre
K, K CECLysea H el subgrupo correspondiente a E, es decir, E = L.
Entonces H = Gqg y los grupos de ramificacion de G de indice mayores o
iguales a 0 son iguales a aquéllos de H. a

Notemos que L/F es totalmente ramificada.

Proposicién 5.8.3. Sea H < G. Para 6 € G/H se tiene

e (@ = —— 3 16(g).

€L/K gc5
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Demostracion. Si g =1, 1 € & y ambos lados de la igualdad es oo.
Sea & # 1. Sean O, = Ok[z] y O = Ok|y]. Se tiene

er/etq/a(0) = e kve(0y —y) =vr(oy —y) v eclo) =vr(ox — ).
Se tiene que si o es un representante de &, entonces ¢ = {o7 | 7 € H}.

Sean a:=oy —yy b:=[[,cylor(z) —x).
Veamos que Opa = Opb. Una vez probado esto se tendrd v (a) = vr(b) y

er/pta/u(0) =vr(a) = v(b) = H vp(o(r(x)) — )

T€H
= Z 1(oT) = ZZG(9)~
TEH geEaT

Sea f(T) := Irr(x, T, E) € E[T]. Entonces f(T) = [],cy(T — 7). Enton-
ces o(f)(T) = o(f(T)) = L eu(T - (o7)()).

Puesto que todos los coeficientes de o f — f son divisibles por cy—y debido a
que O = Ok|[y] v que por tanto y divide a todos los coeficientes de f, se sigue
que a = oy —y divide a o (f)(z) = f(z) = o(f)(z) = [];cpy(z—(07)(x)) = b.

Falta ver que b divide a a. Puesto que O, = Ok|z], escribimos y = g(x)
con ¢g(T') € Ok|[T]. Se tiene que el polinomio g(T) —y € Og[T] y « es raiz de
9(T) — y por lo que £(T) | 4(T) — y.

Escribamos g(T') —y = f(T)h(T) con h(T) € Og[T]. Por tanto o(g)(z) —
oy = o(f)(@)o(h)(z).

Ahora bien, g(T') € Ok|[T1, por lo que o(g)(T) = g(T) y o(g)(z) = g(z) =
y. Se tiene b = +o(f)(z). Por tanto —a = y — oy = tbo(h)(x), esto es b | a
de donde se sigue el resultado. a

Corolario 5.8.4. Si H = G para algin j > 0, entonces
(G/H); =G;/H para i<j y (G/H); ={1} para i>j.

Demostracion. {G;/H}i<; es una filtracién decreciente de subgrupos de G/H.
Parac € G/H,d # 1, existe un indice i < jtalqued € G;/Hy o ¢ G;+1/H.
Si o € G representa a la clase 7, se tiene que 0 € G; y 0 ¢ G;41 de donde se
sigue que 15(0) =i+ 1.

Ahora bien, H = G; C Gy, lo cual implica que L/E es totalmente ramifi-
cada, donde E = L¥ y ey ,p = [L : E] = |H|. Entonces

(@) = —— 3 16le) = —— 3 1e(0) =1glo) =i+ 1.

e e
L/E geT gi[—; L/E geo

Esto prueba que las filtraciones {G;/H }i<; v {(G/H);}i<; coinciden. Fi-
nalmente, tenemos que (G/H); = Gj/H = H/H = {1} de donde se sigue que
(G/H); = {1} para i > j. O
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Proposicién 5.8.5. Sea w € Op, vi,(w) = 1 cualquier elemento primo de L.
Sea o € G y consideremos el mapeo o — om/w. Es mapeo induce, pasando
al cociente, un monomorfismo de grupos

0; i i Al i
Gi/Gipr — UL JUSTY 2= p fpitt,
Se tiene que 0; es independiente de 7.

Demostracion. Sea 7' otro elemento primo de L. Entonces ' = ar para algin
a € Ur,. Sea o € G. Entonces

Para o € G; tenemos ou —u € piL'H
0; es independiente de .

Sean o, T € G;, entonces

, esto es, ou/u =1 méd USH) por lo que

(o7)(m) _o(r(m) om 77 ~0‘(E) T _om TT OV

s s s m s TT m m v

donde v = 7w/m € Uy. Se sigue de lo anterior que ov/v = 1 mdd USH) y por

tanto
(o7)(m) _ 9T T 6d Ug'*‘l)
™ T 7w
lo cual implica que 6; es un homomorfismo de grupos. Finalmente, si o €
nucb;, o — onw/m € Ugﬂ) por lo que ¢ € G;41 de donde se sigue que & = 1.
O

Corolario 5.8.6. Se tiene que Go/G1 es un grupo ciclico de orden un divi-
sor de q — 1 y G;/Gix1 es un p—grupo elemental abeliano para i > —1. En
particular G1 es un p—grupo. Aqui ¢ = p” y el campo residual de L es F,.

Demostracion. Se sigue del hecho de que Go/G1 C UL/US) =Y G;/Git1 C
Ul Uit = F, para i > 1. O

Corolario 5.8.7. Sea L/ K una extension finita de Galois con grupo de Galois
G. Entonces G es un grupo soluble.

Demostracion. Sea G el grupo de inercia de G, Go <G y G/Gy es un grupo
ciclico pues corresponde a la méaxima extensién no ramificada de K contenida
en L (Teorema 3.4.5). Del Corolario 5.8.6 se sigue que el grupo Gy es soluble,
de donde se sigue que G es soluble. a

Definicién 5.8.8. Sit € [—1,00) definimos G := G4 donde [¢] es la funcién
techo, esto es, [t] es el entero mas pequeno mayor o igual a t.
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Se tiene para t = —1, [Go : G_1] := [G_1 : Go]™! = [G : Go]~! y para
—1<t<0,[Go: Gy =1.
Sea gi = |(;1|7 1€ Z, 1> —1.
Definicion 5.8.9. La funcion de Herbrand
Y =¥L/K" [_LOO) — [_1?00)

se define por

) = [ et = o+ g+ (= g
u) = —_— = — e uU—m
<)O o [GO . Gt] go gl gm gm+1
dondem<u<m+1,meN.

En particular se tiene p(m) +1 = gio >t i

Notemos que para u > —1, u ¢ Z,

O r(u) = Im+l Gonde m < u<m+ 1. (5.8.3)
90

Se tiene que @ es continua, lineal, lineal por tramos, creciente y céncava y
por tanto ¢ es una funcién biyectiva y continua.

Definicién 5.8.10. Sea n = np/x: [~1,00) — [~1,00) la inversa de ¢:
n = ¢~ '. Se define el nimero de ramificacién superior v por

G" := Gy 0, equivalentemente, G* = @,
y ¢(u) es el nimero de ramificacién superior.

Se tiene que 7 es continua, lineal por tramos, creciente y convexa. Ademas,
7(0) = 0. Si v = ¢(u) es un entero, entonces u = n(v) es también un entero.
En efecto, si m € Z es tal que m < u < m + 1, entonces

gov = g1+ -+ gm + (U —M)gm1.

Puesto que Gip1 € G, 0 <4 <m, gm1lgi, 0 < i < m. Por tanto, puesto
quev €Z,u—m€eZyu€Z Ademas

n(v) = /OU[GO : GYdw.

Una de las razones principales para estudiar los nimero de ramificacién
superiores, es que tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.8.11. Si H < G, entonces, para toda v € [—1,00) se tiene

(G/H)® = G'H/H.
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Para probar el Teorema 5.8.11, primero probamos
Proposicion 5.8.12. Se tiene
1 .
or/k(t) = — Z min{ig(o),t+ 1} — 1.
90 ceG

Demostracion. Sea 0(t) = g% Y ocemin{ig(o),t + 1} — 1. Entonces ¢ es una
funcién continua, lineal por tramos, 8(0) = ¢(0) = 0. Si m > —1 es un entero
ym <t<m+1, entonces se tiene que t+1 ¢ Z y

mf{ig(o),t+1} =15(0) <= 16(0) <t+1 < 1g(c) <m+1.
Sea (o) =i<m+1( < 0 ¢ Gy ), por lo tanto
inf{ig(o),t+1} =t+1 <= 1g(o) >t+1€ (m+1,m+2)
<~ 1g(oc)>m+2 < o€ Gpt1-
Por tanto

0(t) = gio Z inf{ig(o), t +1} —1

m<t<m+1 oceG

1 1
=— Y infliglo)t+1}+— Y if{ig(o),t+1}—1
90 O'EG\Gm+1 0 UeGm+1
1 Gm
=— > ZG(U)+@@+1)_1.
gO UGG\Gt+1 QO

Se sigue que 0’(t) — %;%

Ahora p(u) = [ [Gflét], lo cual implica que
1 1 1 _ Im+1

!/
t) = = =

PO=1G G TG Gl "G Gl %0

De esta forma tenemos que (¢ — 0)'(t) = 0 para toda t € [-1,00) \ Z,

©(0) = 6(0) y (¢ — 0) es una funcién continua. Se sigue que p(t) = 0(t) para

toda t € [—1,00). O

=0'(1).

Teorema 5.8.13 (Herbrand). Sea L/K una extension finita de Galois de
campos locales con grupo G = Gal(L/K). Sea E/K una subextension de Galo-
is de L/K con grupo A = G/H = Gal(E/K) donde H = Gal(L/E). Entonces

GsH G
o _At_<ﬁ)t con t=@r/p(s). L
g
E ¢
G/H=A
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Demostracion. Sea d € Ay seleccionaremos una preimagen o € G que toma el
méximo valor 1 (0). Esto es, se selecciona o € G tal que 1g(0) = sup{eg(9g) |
g € d}. Probaremos que

14(0) = or/e(tg(o) — 1). (5.8.4)

Sea m = 15(0), por lo tanto 0 € H,,,_1. Si 7 € H estd en H,,_1, entonces
16(7) > m pues H;_1 = G;_1 N H para toda i (Proposicién 5.8.1).

Por tanto m = 1g(0) > 1g(70) > min{ig(7),1c(c)} = m. Se sigue que
1g(t0) = m. AhorasiT™ € Hy 7 ¢ Hy_q, se tiene 1g(7) < m y 1g(r0) =
1¢(7). En ambos casos se tiene 1 (7o) = min{ig(7), m}.

Aplicando la Proposicién 5.8.3 obtenemos

14(0) = 1 Zza(g)z ! ch(or)z L Zml’n{zG(T),m}.

€L/E py=p €L/E

(5.8.5)

Por otro lado, por la Proposicién 5.8.1, se tiene 1¢(7) = g (7) y ademds
er/g = |Ho|. De la Proposicién 5.8.12 y de la Ecuacién (5.8.5) obtenemos

14(5) = hio Z min{ig(7),m} = hio Z min{ey (), m}

TEH TEH
=pre(m—1)+1=pr/p(c(c) —1)+1
la cual es la Ecuacién (5.8.4).

Se tiene que si & € G, H/H, entonces existe o’ € G4 tal que o/ = &. De la
Ecuacién (5.8.4) obtenemos

G E€EGsH/H < 16(0) >s+1 < 1g(0)—1>s
= or/ea(o) —1) > ¢r/p(s) <= (') —1>¢r/p(s)
= o €y, = A O
Proposicién 5.8.14. Sea E/K una subextension de Galois de L/ K. Enton-
ces st pr/ i denota la funcion de Herbrand y 1 x = cpz/lK, entonces

PL/K =¥PE/K°PL/E Y "NL/K =TL/E°NE/K-

Demostracion. Tenemos e,/ = eg/rer g- Del Teorema de Herbrand 5.8.13
se tiene G,H/H = G,/GsNH = Gy/Hy, = (G/H); con t = ¢, /p(s). Por
tanto, puesto que ez, p = |Gol, ep/x = [(G/H)o| y er/r = |Hol,

eLl/K|GS| - eEl/K‘(I(jT)t .

Entonces, de la Ecuacién (5.8.3) se obtiene

1

€L/E

|H|-
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Prx(s) = Py(t) Poyp(s) = Pryxl(eryp(s)eLm(s)
t=pr,/p(s)

= (¢p/k °vL/E) (5).
Puesto que ¢r,/x(0) = (vr/k © vr/E)(0) = 0, se sigue que
YL/ K —¥YE/K °PL/E-
Tomando las funciones inversas, se sigue que
NL/K = @Z}K = (pp/K © (PL/E)il = <PZ/1E o @E}K =MnNL/e°Ne/k- 0O

Con estos resultados, estamos en condiciones de probar el Teorema 5.8.11:
si H < G, entonces (G/H)" = G'H/H para todo v > —1.

Demostracion. (Teorema 5.8.11): Sea s = ng/k(t). Usando el Teorema de
Herbrand 5.8.13 y la Proposicién 5.8.14, obtenemos

G'H Gy ,coH (Q)
H H T H/ ¢ et x(t)
Herbrand
G G G\t
— —_ = —_— = —— . D
(H) (pL/EonL/Eone,/K)(t) (H)UE/K(t) <H)

Definicién 5.8.15. ¢ se llama salto superior si G'(L/K) # G**¢(L/K) para
toda € > 0.

5.8.1. Grupos Formales de Lubin-Tate. Calculo del simbolo
residual de la norma

Nuestra exposicion sobre los grupos de Lubin—Tate sigue muy de cerca a
[117] el cual es a su vez, una exposicién detallada de [102].

En 1965, J. Lubin y J. Tate [102] motivados por la analogfa con la teorfa de
multiplicaciéon compleja en curvas elipticas, mostraron como pueden ser usados
los grupos formales sobre campos locales para probar resultados centrales en
campos de clase locales. En esta seccion introducimos los grupos formales y
por medio de ellos daremos las demostraciones de los resultados centrales de
la teoria de campos locales. Como ya mencionamos, esta seccién estd basada
en [117, 102] y también en [77].

Los grupos formales son los analogos a las extensiones ciclotémicas del
campo Q,, de los nimeros p-4dicos sobre cualquier campo local. En lugar de
las raices como el niicleo del mapeo K* —— K*, se presenta otra accién y el
nucleo son los llamados puntos de division los cuales son también las raices
de cierta n—potencia de un mapeo.

Aqui queremos mencionar la gran similitud de los grupos formales con los
mddulos de Drinfeld, y més especificamente con el mddulo de Carlitz 1o cual
serd evidente a lo largo de esta seccién.
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Sea K un campo local con valuacién v y sea Ok el anillo de valuacién de
K, es decir O = {z € K | |z|, <1} = {z € K | v(z) > 0} = B(1,0).

En general, si A es un anillo conmutativo con unidad, el anillo conmutativo
de series formales en las variables Xy,..., X, es

R=AlX1,..., Xl ={f(X1,.. .. Xp) = > @i, i, Xi* - X0,

in € Ay i=(i1,...,i,) varfa en todos las n—tuplas de enteros n > 0}.

.....

Sean f,g € R, d € Z,d > 0. Se pone f = gmdd grd si f — g no tiene
términos de grado total menores a d.
SifeRyg,...,9n € A[[Y1,...,Y]], se define

fo(g1,..-,gn) :f(gl(Y17~-~7Ym>7"'7gn(yla-~-7ym)) EA[[YVh-“aYmH'

Si A es un anillo topolégico, se considera R como anillo topoldgico de tal
forma que el mapeo

F=Y a0 Xt X0 = (@i a0y € [ A
% %

define un homomorfismo continuo de R sobre el producto de una cantidad
numerable de A indexadas por i = (i1,...,10n)-

Sea ahora K un campo local y tomemos Ok . Sea 7 un elemento primo. Sea
T es automorfismo de Frobenius, es decir, el mapeo inducido por 7(z) = x4
donde ]Fq = OK/pOK = OK/ﬂ'OK.

Para f,g € Ok|[[T]] decimos que f = gméd 7w si f—g = > o0 c,T™
satisface que 7|c, para toda n € NU {0}, esto es v(c¢,) > 1 para toda n.

Definicion 5.8.16. Se define
Fo = {f € OK[T] | F(T) = 7T mod gr2 y f(T) = T* mod r}.
En general, un elemento de f € F, es de la forma
f(T) =T +7masT?+- -+ 7a;_ 1T+ T+ 7T g(T) con g(T) € Ok|[[T]].

El elemento mas simple de Fr es f(T') = #T + T?. Nétese la similitud con el
médulo de Carlitz.
Sea f € F, arbitrario. Se define

FUT) = fOUT) = (f o0 [IT) = f(F(-- (F(T) ) € Ok[[T]]

y se define fO(T) =T.

Definicién 5.8.17. Se define Ay, = {\ € 2 | v(\) > 0y f™()\) = 0} donde
2 es un cerradura algebraica fija de K.
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Definicién 5.8.18. Se define el campo Ly, = K(Ay,) paran =1,2,... El
campo Ly, se llama el campo de los m" puntos de division del médulo de
Lubin—Tate F el cual definiremos més adelante.

Observacion 5.8.19. Se tiene que

FONT) = fF(T) = FO(T)ga(T)

para algun g, (T") € Ok|[[T]]. Por tanto A ,—1 € Ay, dedonde Ly ,—1 C Ly,
n=12...

Definicién 5.8.20. Sea f € F,. Se define Ay :=J,—, Asny Ly := K(Ay) =
Unzi L

El objetivo inmediato es probar que Ly, son una especie de campos ci-
clotémicos, o més precisamente, Ly, es una extensién de tipo ciclotémica de
K. Esto es, queremos probar que Ly, /K es una extensién abeliana finita y

totalmente ramificada. Mds atin, veremos que NLf17l/K(L;“c7n) = (7) X UI(?).

El Teorema 5.7.8 también se cumple en caracteristica positivo, por lo que
los grupos de normas de K* son exactamente los grupos conteniendo a algin
(1) x UI(?) paran=0,1,...,y f =1,2,.... Como consecuencia, se obtiene
el Teorema de Existencia.

La forma en que lo haremos es como sigue. Se usard una serie de potencias
para hacer de Ay, un Og-mddulo de tal forma que la multiplicacién de Ay,
por una unidad v € O} = Uk produce una permutacién de Ay, la cual
induce un automorfismo de Ly, sobre K que resultard ser (u™', Ly ,/K), el
simbolo residual de la norma o mapeo de Artin.

Un resultado central para hacer de Af, un Og-mdbdulo, es el siguiente
teorema.

Teorema 5.8.21. Sean f,g € Fr y L(X1,..., X,) = Y1 a;X; una forma
lineal con coeficientes en Ok . Entonces existe una unica serie de potencias
F(Xy,...,Xy) € Ok|[X1,..., X,]] tal que

F(X1,...,X,) = L(X4,...,X,) méd gr2,
Demostracion. Pongamos X := (X1,...,X,) v 9(X) = (9(X1),...,9(Xn)).
Sea F.(X) € Ok[X] la serie F(Xq,...,X,) quitando todos los términos de

grado total mayor o igual a r.
Se tiene que si f(F(X1,...,X,)) = F(g1(Xy),...,9(X,)) entonces

f(F (X)) = F.(g(X)) méd gr(r + 1) para toda r
y reciprocamente. De esta forma, F'(X1,...,X,) es solucidn si y sélo si

F(X)=L(X)médgr2 y
f(F(X)) = F(9(X)) méd gr(r +1) para toda r. (5.8.6)
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En otras palabras debemos solucionar la Ecuacién (5.8.6) para toda r. Para
r = 1, definimos F;(X) = L(X) y se cumple la Ecuacién (5.8.6). Notemos
que F1(X) es tnico.

Supongamos que hemos hallado un dnico polinomio F,.(X) satisfaciendo
la Ecuacién (5.8.6). Esto es,

J(E(X)) = F(9(X)) méd gr(r +1).

Notemos que si existe F,41(X) satisfaciendo la Ecuacién (5.8.6) méd gr(r+2)
necesariamente se debe tener F,1(X) = F.(X) + ¢,41(X) donde ¢, 41(X)
es un polinomio homogéneo de grado r + 1. Veamos que tal p,11(X) existe y
es unico.

Si Fr11(X) es solucién de la Ecuacién (5.8.6), entonces

fF1 (X)) = f(F(X) + orpa (X))
Sea
F(T) =aT 4+ maxT? + -+ + waq T + T+ 7T 1(T)

con h(T) € O|[T]]. Escribamos f(T) = > 2, a;T" con a; = m, entonces

FE0) + ria(X) = Y- as(Fr(X) + pra (X))
=Y (R0 Y (j)FAX)i-wTH(XV)
:Za’iFT(X) +(p7"+1 (Zazz ( > j@T+1(X)j71)
= F(F(X0) + pra(X (Z‘MF Tt (TUT))
Por tanto
FFa(X)) = J(EA(X) + mpria (X) mod gr(r +2).

a1 =T

Ademas Fr11(g(X)) =
tiene

(9(X)) + ¢r1(9(X)). Puesto que g(X) € Fr, se

<

er41(9(2)) = @ry1(9(X1), ..., 9(Xn)) =
9(Xs)=nXi+-

= 7", 1(X) + términos de grado > r + 2.

Por tanto
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Fria(9(X)) = Fr(9(X)) + 7" i1 (X) méd gr(r +2).
De las congruencias

f(Fr1(X) = f(F(X) + 7orpa (X) méd gr(r + 2),
Fri1(9(X)) = Fr(9(X)) + 7" ria (X) mod gr(r +2),

se sigue que si queremos
fFr1(X)) = Frpa(9(X)) méd gr(r + 2),
entonces
FFH(X)) + mp(X) = Fo(9(X)) + 7" ri1 (X) mod gr(r +2),
lo cual equivale a

ori1(X) = f(FTQfTZ)H_f;(g(X)) méd gr(r + 2).

De esta forma, ¢,1(X) es tinico pues es la serie f(FT();).Z:lFT(g(X)) quitando

los términos de grado mayor o igual a (r 4+ 2) y la serie f(F,.(X)) — F.(9(X))
no tiene términos de grado diferente a (r + 1) por la Ecuacién (5.8.6). Ahora
bien

f(F(X))— F.(9g(X)) = F.(X)?— F.(X?) = 0 méd 7.

Por tanto ¢,4+1(X) € Ok [X] ¥ @r+1(X) es homogéneo de grado (r + 1). Esto
muestra la existencia y la unicidad de F(X) = lim,_, o F-(X). O

Observacion 5.8.22. La demostracion del Teorema 5.8.21 de hecho prueba
que F' es la Unica serie de potencias en cualquier campo que contenga a Ok
v que satisface las condiciones del Teorema 5.8.21.

Definimos en general grupos formales y mddulos formales.

Sea R es un anillo conmutativo con unidad. Sea m = (X) = X R[[X]]
el ideal generado por X. Entonces m = {f(X) € R[[X]] | f = 0 méd gr1}.
Se tiene para f,g € m, (f o g)(X) = f(g(X)) € m. En particular m es un
semigrupo con la operacién o. Ahora bien, para f € m se tiene X o f =
foX = f, por lo que la identidad del semigrupo es la serie X.

Si para f, g € m satisfacen fog = gof = X, escribimos f = ¢ 'y g= f*
y se dice que f es invertible.

Proposicién 5.8.23. Se tiene que f € m es invertible si y solamente si a; €
R* donde f(X)=a1 X + > o, a; X", esto es, si existe ¢c € R tal que ajc = 1.

Demostracion. Si g = f~', (f 0 g)(X) = a19(X) + Y72, d; X7 con g(X) =
eX + 3772, ¢;X7. Por tanto
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Fg(X) =areX +) e; X7 =X,

=2

de donde obtenemos que a;c = 1.
Reciprocamente, sea a1 € R* y ¢ = ¢ € R con ajc; = 1. Buscamos

9(X) =322 X' con f(g(X)) = X. Se tiene f(g(X)) = 3272, ai(9(X))", la
cual podemos resolverla de manera recursivo satisfaciendo fog = X.
Por la misma razoén, existe h tal que ho f = X. Por tanto

h=hoX =hofog=Xog=g.

Obtenemos que fog=go f = X. O

Observaciéon 5.8.24.Si fog=gof =Xy foh = ho f = X, entonces
h=hoX =ho(gof)=(hof)og=Xog=y.

Definicion 5.8.25. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Una serie formal
F(X,Y) € R[[X,Y]] se llama un grupo formal sobre R si

(a) F(X,Y)=X+Y méd gr2.

(b) F(F(X,Y),Z) = F(X,F(Y, Z)) (asociatividad).

(¢) F(X,Y)=F(Y,X) (conmutatividad).

En particular se tiene F(0,0) = 0 lo cual implica que las dos series en

(b) estdn bien definidas (pues de otra forma podriamos tener una serie de
constantes en R no convergente).

Ejemplos 5.8.26. (1) F(X,Y) = X +Y es un grupo formal llamado
el grupo formal aditivo y es denotado por G,.
2 FX,)Y)=X4+Y+ XY =(14X)(14+Y)—1 es un grupo formal
llamado grupo formal multiplicativo y es denotado por Gy,.

De la definicién de grupo formal, obtenemos F'(X,0) = X mdd gr2,
F(F(X,0),0) = F(X,0). De la condicién F(X,0) = X méd gr2 obtenemos
que f(X):= F(X,0) es invertible, f~! € m = X R[[X]].

Se tiene

f(X)=F(X,0) = F(F(X,0),0) = F(f(X),0) = (f o f)(X).
Se sigue que X = (f 1o £)(X) = (f 1o fo £)(X) = f(X), estoes, f(X) = X.
Asi, F(X,0) = X. Similarmente se obtiene que F'(0,Y) =Y. Por tanto
FX,)Y)=X+Y + i cij X'Y7,
ij=1

es decir, no existen términos de la forma X% o Y7 con 4,5 > 2.
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La ecuacién F(X,Y) = 0 puede resolverse para Y en m, esto es, existe
una tnica serie ip(X) = =X + > 2, b; X" con b; € R tal que F(X,ip(X)) =
F(ip(X),X) =0 (esto lo podemos hacer por recursién).

Notemos que ip(X) = —X mdd gr2. La serie iz (X) recibe el nombre de
inversa formal.

Ejemplos 5.8.27. (1) La inversa formal de G, es ip(X) = —X.
(2) La inversa formal de G, es ip(X) = (1+X)"' —1=-X + X? -

o= 221(*1)1.Xi'
Definicién 5.8.28. Sea F(X,Y) € R[[X,Y]] un grupo formal. Para f,g € m,

definimos

ferg:=F(f(X),9(X)).

Entonces f @r g € m y m es un grupo abeliano con respecto a esta operacién
y el inverso de f es ip(f). Este grupo abeliano se denota por mpg.

Ejemplos 5.8.29. (1) mg, = m con la suma.
(2) mg,, = 1+ m con la multiplicacién.

Sea G(X,Y) otro grupo formal sobre R y sea f € m tal que

FIF(X,Y)) = G(f(X), £(Y)) (5.8.7)

Definicién 5.8.30. Si f satisface la Ecuacién (5.8.7), f se llama morfismo de
F en G y se escribe
[+ F— G,

Si F =G, f se llama endomorfismo.
Si f tiene inversa f~! €m, f~!: G — F es un morfismo de G en F y f

se llama isomorfismo, f: F =5 G.
La Ecuacién (5.8.7) se escribe
foF=Gof. (5.8.8)
Noétese la similitud con morfismos de médulos de Drinfeld.

Ejemplo 5.8.31. Sea F' es un grupo formal. Se define el endomorfismo de F',
[m]: F — F definido por [0}(X) =0, [m+ 1)(X) = F(Im]X,X)sim >0y
[m —1](X) = F(Im](X),ir (X)) si m < 0.

Este endomorfismo se llama multiplicacion por m. Si m € Uk, entonces
[m] es un isomorfismo.

Definicién 5.8.32. Si F(X1,...,X;) € R[X1,...,Xn]] ysi f € m
XR[[X]] es invertible en m: f~! € m, se define la serie F/(X1,...,X,,)
R[[X1,...,Xm]] por

FIUX1, ., Xm) = foFof™ = f(F(f~'(X1),.... 7' (X)) (5.89)

m 1
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Si F(X,Y) es un grupo formal sobre R, entonces G = F/ es nuevamente

un grupo formal y f: F = @ es un isomorfismo.
Sea

Hompg(F,G) = Hom(F,G) ={f | f: F — G es un morfismo},
Endp(F) = End(F) = Homg(F, F).

Proposicién 5.8.33. Se tiene Hom(F,G) es un subgrupo de mg. Ademds
End(F) es un anillo con respecto a la suma f & g y multiplicacion fog cuya
identidad es X .

Demostracion. [77, Lemma 4.1, pagina 51]. O

Para definir médulos formales, aplicamos el Teorema 5.8.21 a los casos
suma y multiplicacién por escalar: L(X,Y) = X +Y y L(X) = aX con
a € Og.

Sea f € Fr ysea F(X,Y) la tinica solucién de

Fr(X,Y)=X+Y mdéd gr2,
fF(X,Y) = Fr(£(X), £(Y)) (5.8.10)
Notemos que la Ecuacién (5.8.10) nos dice que f es un endomorfismo de
Fy: foFy=Fyo f (ver Ecuacién (5.8.8)).

Para cada a € Og y f,g € Fr, sea la serie af 4(T) € Og[[T]] la tnica
solucién de

af,q(T) = aT méd gr2,
flagg(T)) = ay4(9(T)). (5.8.11)

Por notacién, escribiremos ay = ay,f.
El siguiente teorema probara, entre otras cosas, que Fy es un grupo formal.

Teorema 5.8.34. Sean f,g,h € Fr y a,b € Ok. Entonces
(1) Fr(X,Y) = Fy (Y, X).
(2) F(Fy(X,Y), Z) = Fy(X, Fy(Y, Z)).
(3) afg(Fy(X,Y)) = Fy(ayg(X),a54(Y)).
(4) ayg(bgn(Z2)) = (a-b)sn(Z).
(5) (a +b)fg( ) = Fylagg(Z),bs4(Z)).
(6) (7")(Z) = f"(Z), n=0,1,2,....

Demostracion. Todos estas propiedades se siguen de resolver algtin problema
especifico aplicando el Teorema 5.8.21.

(1) Sea F(X,Y) = Fy(X,Y). Se tiene que

FrX,)Y)=X+Ymédgr2=Y + X mdd gr2 = F(Y, X).
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Ademss se tiene que f(Fy(X,Y)) = Fr(f(X), f(Y)), por tanto

FES(Y.X)) = Fy(F(Y). J(X).
XY

Sea G(X,Y) = Fy(Y, X). Entonces

FGX,Y)) = f(Fp(Y, X)) = Fy(f(Y), f(X)) = G(f(X), (V)
Por unicidad, se tiene F' = G, esto es, Fy(X,Y) = G(X,)Y) =
Fy(Y, X).

(2) Fp(Fp(X,Y),Z)=F¢(X,Y)+Z méd gr2= X+Y+Z méd gr2 =
X+ Fp(Y,Z) méd gr2 = Fy(X, F¢(Y, Z)) méd gr 2.
Sean F\(X,Y, Z) = Fy(Fy(X,Y), Z), Fs(X,Y, Z) = Fy(X, F(Y, Z)).
Entonces

Por tanto

(XY, 2)=X+Y +Zméd gr2=F(X,Y, Z),
foFi=Fof yv foFy=Fof.
Por unicidad tenemos que F} = F5.
(3) Sea H(X,Y) la tnica solucién de
H(X,Y)=aX 4 aY mdd gr2,
fH(X,Y)) = H(9(X), 9(Y)). (5.8.12)
Sea H1(X,Y) = Fy(as4(X),a54(Y)). Entonces
Hi(X,Y) = Fylagg(X),a74(Y)) = ap4(X) +ap,(Y)
=aX 4+ aY méd gr2,
FHN(X,Y)) = [(Fylagg(X),a54(Y))) = Fr(fag,q(X)), flagg(Y)))
= Fylagg(9(X)), a5,4(9(Y))) = Hi(g9(X), g(Y)).

Se sigue que Hy(X,Y, Z) es solucién de la ecuacién (5.8.12).
Sea Ho(X,Y) = ay 4(Fy(X,Y)). Entonces
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Hy(X,Y)=a;4(Fy(X,Y)) =aFy(X,Y) =a(X +Y) mdd gr2,
FH(X,Y) = flagg(F(X,Y))) = ay,q(9(Fy(X,Y)))
=ay,q(Fy(9(X),9(Y))) = Ha(9(X), g(Y)).

Se sigue que Hy(X,Y, Z) también es solucién de la ecuacién (5.8.12).
Por la unicidad dada en el Teorema 5.8.21, se sigue que H;(X,Y) =
Hy(X,Y).

(4) Sea H(Z) la solucién a

H(Z)=abZ méd gr2 vy F(H(Z)) = H(h(Z)). (5.8.13)

Sea H1(Z) = af,4(bg,n(Z)). Entonces

Fa(2) = a1a (340 (2) = aya(2) = 0 mid g2
JHL(Z)) = Fag4(bgn(Z2))) = ap4(g(by.1(2)))
 aplhon(h(2)) — F M2

Sea ahora Hy(Z) = (ab)f,(Z). Entonces
Hy(Z) = (ab)s,n(Z) = abZ méd gr2,
f(Hy(2)) = f((ab) 5.n(Z)) = (ab) ;.0 (M(T)) = Ha(h(T)).

Por tanto Hy y Hz son soluciones de la ecuacién (5.8.13), de donde se
sigue que Hy(Z) = Hy(Z) = H(Z).
(5) Sea H(Z) solucién a

H(Z)=(a+b)Zmédgr2 v f(H(Z))=H(g(Z)). (5.8.14)
Sea Hy(Z) = (a+b)s.4(Z). Entonces
Hi(Z) = (a+b)14(Z) = (a+b)Z méd gr2,
f(H(Z)) = f((a+b)5,g(Z)) = (a+b)4(9(2)) = Hi(9(Z)).
Sea ahora Hy(Z) = Fy(as.4(Z),bs4(Z)). Entonces

HQ(Z) = Ff(af,g(Z), bf)g(Z)) = af’g(Z) + bf’g(Z) mod gr 2
=aZ + bZ mdd gr2,

f(Ha(2)) = [(Fy(ay4(2),b5,4(2))) = Fr(f(ag,g(2)), [(br,4(2)))
= Fylaz,g(9(2)):b5,4(9(2))) = H2(9(2))-

Se sigue que Hy(Z) = Hy(2).
(6) Sean >0y sea H™(Z) la solucién a

H™(Z)=a"Zmédgr2 vy f(H™(Z)) = H™(f(2)).

Sea Hl(")(Z) = (7");(Z). Entonces
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H™(Z) = (n)§(Z) = 7" Z méd gr2,
F(@)5(2) = (7");(£(2)) = B ((2)):

=
»—%‘—\
S
—~
N
~
~
I

Sea ahora HQ(”)(Z) = f(")(Z). Entonces

H(Z) = f™(2) = f(7(2)) = nfV(Z) méd gr2

="' Z méd gr2,
FHM(2)) = [(f™(2)) = f™(f(2)) = HM(f(2).

Por tanto se tiene que Hy(Z) = Ha(Z). O

Sea L una extensién algebraica del campo local K. Sea p;, = {x € L |
vp(z) >0} Sizy,...,xn €pry G(Xy,...,X,) € Og[[X1, ..., X,]], entonces
G(z1,...,xy,) converge en K(x1,...,2,). Si ademds el término constante de
Ges0,G(xy,...,2n) EPL.

Una demostracién de lo anterior, es como sigue. Como K es completo,
Klzy,...,xn] = k(z1,...,2,) también es completo y si G4 denota a G qui-
tando los términos de grado total > d + 1, entonces

G,y @0) = Galar, @)l = | D @i, g0l -y
7

< |$211| . |!L‘3L"| < ci1+~~~+in < Cd-‘rl 5 0,
d—oo
donde |z1],..., |z, < e < 1.
Entonces limg—, 00 Ga(21, ..., 2n) = G(x1,...,2,) pues {Ga(x1,...,Tn)}d
es una sucesién de Cauchy. Si ag,. o = 0, claramente |Gg(x1,...,2,)] <1y

G(x1,...,x,) €EPL.

Por esta razén, para f = g = h las propiedades del Teorema 5.8.34, hacen
de Fy un Og-mddulo (de Lie) formal.

Si en el Teorema 5.8.34 tomamos f = g = h y pensamos Fy(x,y) como la
sumay af ¢, a € Ok como la multiplicacién por escalar, entonces tendriamos
un Og-—mddulo haciendo que las variables X,Y y Z tomen valores de un

dominio donde las series convergen (por ejemplo L, una extensién algebraica
de K).

Proposicién 5.8.35. Si f € F. y L es una extension algebraica de K, pr, es
un O —mddulo con la suma y multiplicacion por escalar definidas por:

I@ny::Ff(xay) Y a®FfI:af(I)7 IayepLaaeoK-

Se denota p(Lf) a este O —modulo.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de Teorema 5.8.34. O
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Observacién 5.8.36. Las propiedades (1) y (2) del Teorema 5.8.34 prueban

que p(Lf) es un grupo aditivo. Las propiedades (3), (4) y (5) con f = g = h,

prueban que p(Lf ) es un Ox—mbdulo.

El inverso aditivo de = es (—1)(x) = (1) ©F, z. Es importante distinguir

p(Lf ) de pr: ambos son el mismo conjunto y ambos son Oxg—mdbdulos pero con
diferente accion.

Teorema 5.8.37. El conjunto de ceros Ag,, de f(™(z) es un Ok —submddulo
de p(Lff)n, n > 1, donde recordemos que Ly, = K(A¢y).

Mas atin, Ay, son los punto de n"—torsion del O -mddulo p(Lff) - Estoes

Apn={N€pp,, | T Op, A=0t={Ne K |n"OFp, A=0}

Demostracion. Por definicién, tenemos que si z € Ay, entonces = € pr, .
Se tiene

Ap = (X by, | F0) = (7)) = 0}
={Xepr,, | 7" O A =0} =nitcn".

Por tanto Ay, es un Oxg—modulo. a

Nuevamente hacemos notar la similitud de Ay, como Og-médulo y de
Ay, M € Ry = F[T] como Rpy—médulo (Carlitz).

Ejemplo 5.8.38. Sean K = Q, y f(T) = (T +1)? — 1 € F,. Entonces
Apn ={A€Qy | p"Or, A=0}={A€Q, | f™(\) =0}
Se tiene fN(T) = f(f(T)) = (F(T)+1)P —1=(T+1)P —1+1)P -1 =
(T +1)"" — 1y en general f(T) = (T + 1)*" — 1. Se sigue que
Apn={A €@y | A+ 1P =1=0} = {¢n — 125" = (Gn) = Wy,

Proposicién 5.8.39. Sean f,g € Fr y a € Og. El mapeo A — a4 ¢(\) da
lugar a un homomorfismo de Ok -mddulos de Ay, en Ay ,,. Este homomorfis-
mo es un isomorfismo st a € Ug . Mds precisamente, se tiene ag 5: Fr — Fy.

Demostracion. Por el Teorema 5.8.34 (3) y (4), se tiene

ADpy = Fr(A\ p) > ag 1 (Fr(A 1) = Fylag, 1 (N), ag,r (1))
= ag,f(A) ®c; ag,7 (1),

bOF, A=10bs(A) — ag,7(bs(X)) = (ab)g,r(A) = (ba)g,;(A)
= bg,g(ag,r(N) =0 Og; ag,t(A)-
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Por tanto el mapeo es un homomorfismo de Ox-mddulos. Ademds, si
AE Af ns

9" (g1 (V) = (1")g(ag,1 (V) = (1"a)g,s(A) = (am™)g 1 (A)
= ag, ¢ ((1") (V) = ag,s (f™(N)) = ag,7(0) = 0.

Por tanto el homomorfismo manda Ay, en Ag .
Ahora si, a € Uk, para A € Ay, se tiene

(@) fglagsN) = (@ a) s (A) =15 (A) = 1OR A= A

y para u € Ag ,, se tiene

(ag,))((a™") g0 (1) = (aa™")gg(p) = 1g(p) =1 Oy =R

Se sigue que el homomorfismo ag f: Ay, — Ay, tiene como inverso a
(@D pg: Agn — Apn- =

Teorema 5.8.40. Para cualquier f € F,, se tiene
Afyn = OK/WHOK
como Ok -mddulos.

Demostracion. Para cualesquiera f,g € Fr, 14 s: Afpn — Ay, €s un isomor-
fismo de Ox—mddulos. Basta considerar f(Z) = nZ + Z? € F.

Se hard por induccién en n. Para n = 1, Ay es el conjunto de ceros de
f(A) = 7A+ A2 = 0 el cual es un polinomio separable pues f/(\) = 7 # 0.
Esto es, Af ;1 tiene ¢ elementos y por tanto es un espacio vectorial sobre F,
de dimensién 1. En este caso Fy = Ok /nOk, de donde se sigue que Ay =
OK/WOK.

Supongamos que Af, = Ok /7"Ok como Or-mobdulos. Consideremos
mp: Apny1r — Ay dada por mp(A) = m Op, A € Ay, para A € Ay 41 pues
FOUmp(N) = F(FN) = D () = 0.

Puesto que nicmy = As1 y [Apnii1] = ¢" Y [Apn| = ¢7, se tiene la
sucesion exacta

0 — Ap1 — Ay i1 BAEEN Ay — 0.

Otra forma de verificar la suprayectividad de 7 es como sigue. Si A € Ay,
y pes una raiz de f(Z) — A= Z94+ 717 — ), entonces A = f(u) y fH(u) =

F™(f(w)) =0y por tanto ms(1) = f(1) = A y 7 es suprayectiva.
Sea A € Afpt1 \ Afp, entonces (77) (X)) # 0y (7" 1) ¢(X) = 0 por lo que
el anulador de A es 7" T1Ok. El mapeo a — a OF, A da el isomorfismo.

OK)\ = OK/WTL-HOK

y O A C A y1. Puesto que ‘OK/W"+1(9K| = |Afpi1] = "L, se sigue que
OKA:Af’nJrl %"OK/WH—HOK. O
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Teorema 5.8.41. Todo automorfismo del Ox-mddulo Af,, es de la forma

up: Ay — App conu € U Se tiene que uy =1dy, ,, siy sélo siu € UI(?).

Por tanto
Auto, (Asn) 2 Uk /UM,

Demostracion. Si o € Auto, (Ay,) se tiene que, usando el isomorfismo de
Or—mbdulos Aﬁn = OK/TI'TLOK, o € AutoK(OK/ﬂ'"OK). Sea 7: O —
Ok /7" Ok el epimorfismo natural. Por tanto co7: O — Ok /7" Ok es un
epimorfismo de Ox—mddulos y para £ € O se tiene

(coT)(&) =&(0coT)(1) =&0(1 méd 7).

Se sigue que o(1 méd ™) = a genera a Ok /71" O y por tanto a es unidad.
Se tiene el siguiente diagrama conmutativo

OK/WnOK *G>OK/7TnOK

glw vlg

Afan . > Af,n

donde (1 méd ™) = X es un generador Ay ,,. Entonces o(X) = (pap™1)(N)
a®p; A =ag(N).

Ahoraoc =1d <= oc(1méd ") =améd 7" =1 méd 7" <= a—1=
Oméd 7" < a €U, O

Teorema 5.8.42. El campo Ly ,, depende unicamente de w y no de la eleccion
de f € Fr. Esto es, para toda n > 1 y para cualesquiera f,g € Fr, se tiene
K(Af,n) = K(Agm)-

Demostracion. Sean f,g € Fr y A € Agf,,. Se tiene que 14 ¢(Z) € Ok|[[Z]],
por tanto 14 f(\) € K(X) C Ly,,,. Puesto que 1,4 7: Ay, — Ay, es biyectiva,
Agn C Ly . Se sigue que Ly, = K(Ay,) C Ly ,,. Por simetria tenemos que
Lfﬁn - Lg,n~ O

Definicién 5.8.43. Para cualquier f € Fr, se define L, := Ly, y Ly =
UZO:l Limn.

Debido al Teorema 5.8.42, se puede suponer que L, estd generado por
las raices de f(")(Z) donde f(Z) = nZ + Z? € F,. La extensién L, /K es
una extensién de Galois.

Definicién 5.8.44. Se define G, ,, = Gal(L,,/K) y G, = Gal(L,/K) =
Gal(UpZy Lrn/K) = lim Gy .
—n
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Consideremos 0 € G, ¥y A € Afp. Sea [(Z) =7Z+ Y72, a;Z" con
a; € Ok. Se tiene que f"(Z) = Y22, b;77 € Ok|[Z]] paran > 2y f™(})
es convergente. Como o actia de manera continua en Ly »,

0=0(0)=c(fMN\)=> ab;N) = Zb (e = FM (o).
j=2

beKJ =2

Por tanto (™ (0A) =0y o\ € Ay .
Puesto que Autp, (Ay,) = UK/UI(?), cada clase uUI((n) € UK/UI(?)
lugar al automorfismo pp: Af,, — Ay p.

Teorema 5.8.45. Para cada 0 € G, existe una tnica clase uUUI(;L) =
uUI(?) € UK/UI((n) tal que o(X) = (uo) (), X € Af,. El mapeo o — u,,UI((n)
da lugar a un isomorfismo Gr, = UK/UI(?). Ademds Ly, = K()\) donde

(n) (7
Irr(Z, 0, K) = 75552
Demostracion. Notemos quesia € O y A € Ay, entonces a®OF, A=ar(\) =
Yoo, A € Ok[[N] y por tanto

o(aOr; A) = o(ay(A —0(20&3) :icl oA’ =as(o)) = a®p, (o)),
= i=1

En otras palabras, las acciones de Ox y de Gy, sobre A, conmutan.

Cada 0 € Gy, induce un automorfismo del Og-—moédulo Ay, esto es,
existe uUI((n) € UK/UI(?) tal que oA = us(\) = u O, A para toda A € Ay .

Se tiene el mapeo G £, UK/U}(?), o— uoUI((n), donde oA = u; ©OF; A
para toda A € Ag .

Como Ay, genera a L, ,, sobre K, si o € ndcy, entonces oA = us(A) = A
para toda A € Ay ,, por lo tanto o = Id.

Se tiene que |UK/U(")| = ¢" (g — 1). Veamos que |G| > ¢" (g —
1). Se tiene fM(2) = f(f"D(2)) = fONZ)pu(Z) con ¢n(Z) =
(f=(Z2))9! 4 7 € Ok [Z] (recordemos que f(Z) = nZ + Z9).

Ahora f*N(2) = f(f(2)) = [(Z)" + nf(Z) = (2% + nZ)" + n(Z9 +
7Z) =27 —|— 779 + w79 + 72Z. En general se tiene f(=D(Z) = 74" +

T(bnoZ9" " 4+ by Z27) + 712,

Puesto que ¢n(Z) = (f=D(2))1 ' + 7 € Ok[Z], pn(Z) es un polinomio
de Eisenstein y por tanto irreducible sobre K. Si A es una raiz de ¢,,(Z), y por
tanto rafz de f(")(Z), entonces K ()\) es una extensién totalmente ramificada
de K. Ademds

(n)
(Gl = KON K] = g — 1) = grén(Z) = gf{(@) — U /U,
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por tanto G, = UK/UI(?) y ademds L, , = K(X) donde A es una raiz del

polinomio de Eisenstein ¢,,(Z) y Irr(Z, A\, K) = ¢,(Z) = f(fnLl(f;) O

Hemos demostrado mas de lo enunciado:
Teorema 5.8.46. La extension L, /K es una extensién abeliana y total-

mente ramificada de grado q"~(q — 1) y es generada por una raiz de

(n)
$n(Z) = (F (2T 4 = f{n_l()(Z;)

Corolario 5.8.47. m es una norma de L, a K.

Demostracion. Se tiene ¢,(Z) =[]
lo tanto m =[]

ved, n(Z— A7) = (f("=D(Z))9~ 7. Por
aeGﬂ,n(_/\)a = NLW,H/K(;A) por lo que 7 es una norma. 0O
Observacion 5.8.48. Todo este desarrollo se basa en un elemento primo 7 €
Ok fijo. Esto corresponde al caso primo infinito p en el caso de campos de
funciones, Fy(2), p el polo de . Asi que, debemos estudiar la misma situacién
cuando tomamos otro elemento primo 7’.

Notacion 5.8.49. Dado un campo local K, T' denotard la méxima extension
no ramificada de K contenida en una cerradura algebraica K de K fija. Es
decir T'= K™.

Se tiene Gal(T/K) = Gal(F,/F,) = Z.
Teorema 5.8.50. Se tiene G, = Uk.

Demostracion. Del isomorfismo G ,, = UK/UI(?), se sigue que
Gr = Gal(Ly/K) 2 1im Gy, = lim U /UL = Uk O
—n ~—n

Sea Tk € Gal(T/K) el automorfismo de Frobenius de T/K, y sea Tk la
Unica extensién continua de 7x en la completacién T, de T' en f(p, una ce-
rradura algebraica de K. Usaremos la notacién 7 = 7x = Tx. Por definicidn,
T induce el automorfismo a — a? en el campo residual T'(pr)

a” =7(a) = a? méd pr para toda « € Or,

donde Or denota el anillo de enteros de T' y pr denota el ideal maximo de
Or.

Usaremos la notacion T para la completacion T}, de T'. Se tiene la igualdad
de campos residuales T'(p7) = Tp..(p7) el cual denotaremos simplemente por
T(p).

Consideremos los endomorfismos
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T—IZOT—>OT
ar— (1= 1)(a) = 7(a) — o,
T—1: U — Us

ur— u" = 7(u)/u,
donde Uy = {x € T | |z| = 1}. Se tiene el siguiente resultado.

Lema 5.8.51. Las siguientes sucesiones

0— Ok — OF —— Op — 0,

1— Ux — Up =5 Uy —> 1,
son ezxactas. En particular (1 — 1)Of = Of y U%_l =Usf.

Demostracion. Las demostraciones son totalmente paralelas y por tanto la
haremos principalmente para Us.

Puesto que el campo residual S := T(p) = Op /Ty, = Or/pr = T(p) = F,
es algebraicamente cerrado, los mapeos a — 7(a)—ay ar— o’ ! = 7(a)/a
son suprayectivos de S — S y de §* — S* respectivamente.

Se tiene

UT/UT(}) ~ S =T(p)*, U%n)/U%n+1) ~ gt =T(p)" v (5.8.15)
Orp/pp = pp/pp ™ = ST =T(p)".

Ahora bien, si z € Uz (resp. © € Og), existe yy € T*(p) (vesp. y1 € T(p)™)
tal que T = 7y1/y1 € T(p)* (rest. z =7y1 — y1 € T(p)™) donde z = z méd p,

por lo que = = %

Y1 € Of, al € ]JT).
De la Ecuacién (5.8.15), podemos continuar el proceso y tenemos a; =

apcony; € Upya € Uj(—,l) (resp. © = T7y1 — y1 + a1 con

%02, con ya € Uq(-}) y a2 € U%Z) (resp. a1 = TYa — Yo +az con Yy € pr, y

Maz (resp. x = 7(y1 + y2) — (y1 + y2) + az).

as € pZ). Se sigue que x = T

En general obtendremos

_ T yn)
ylnnnyn
(resp. z=7(y1+ - +Un) — 1+ +Un) tan, Yo €PEL, an €pR).

x an, Yn € U%"_1)7 an € U%"),

Pasando al limite y puesto que 1" es completo, se obtiene

o0 oo
Ty
m:§7y=Hyn€UT (resp. z=Ty—y, y= yn€Or)

n=1 n=1

lo cual prueba en ambos caso la suprayectividad de 7 — 1.
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Puesto que 7 € Gal(T/K) y Ux C K, se tiene que Uk estd contenido en
el nic(r — 1): Uy — Usp.

Ahora sea €771 = 1, esto es, &7 = &, con & € Ugp. Se tiene que
{0} UU—; Vin = {0} U Vi es un conjunto de representantes de T'(p), donde
V= {Cém,l |0<i<gm™—2},porloqueé& =3 a,m" cona, € {0} V.

Se tiene que 7(ay) = al y 7(&) = > galn™ =3 ja,m" = £ lo cual
implica que a, =00 aZ™' =1 porloquea, € Vi ={¢ ;[0<i<qg—2}
Se sigue que £ € K N Uz = Uk y por tanto

1—Ux —Up =5 Up — 1

es exacta. La demostracion de la exactitud de la otra sucesién es similar. O

El Lema 5.8.51 nos permite probar un resultado similar al Teorema 5.8.21
pero ahora con respecto a un cambio en el elemento primo.

Teorema 5.8.52. Sean m y ©’ = aw dos elementos primos de K, a € Ugk.
Sean [ € Fr y [ € Fnp. Entonces existe una serie de potencias 6(Z) €
Or5l[Z]], tal que

(1)0(Z) =eZ méd gr2, e € Uy,

(2) 07(2) = 0(as(2)),

(3) 0(F; (X, Y)) = Fy(6(X),0(Y)),

(4) 6(bs(2)) =bp (0(2)) para toda b € Ok,

donde 0™ denota a la serie obtenida a partir de la de 6 aplicando el automor-
fismo de Frobenius T a los coeficientes de 6.

Antes de probar el teorema, hagamos la siguiente observacién. En general
si a y B son dos series en Of[[Z]] y si o es un automorfismo de T', entonces
o, 7 representan a las series cuyos coeficientes son obtenidos a partir de «
y 8 aplicando ¢ a cada uno de los coeficientes, esto es, si a(Z2) = > .2 a, 2",

o _ o0 o7l __ oo . 7

entonces a7 (Z) =) .~ qaiZ" =3 " o(a;)Z".
Entonces, con célculos directos, se puede demostrar que (a0 )7 = a0 7.
Aqui, o denota la composicién de series. Mas precisamente, para dos series

a, € O7[[Z]], ao B denota (a0 8)(Z) = a(B(2)).

Demostracion. (Teorema 5.8.52). Por el Lema 5.8.51, se tiene que existe € €

Uz tal que a = T(EE)‘ Sea 01(Z) := eZ. Supongamos que se ha construido un
polinomio 6,,(Z) de grado n tal que

0,(Z) = 0,(as(Z)) méd gr(n + 1),
Se quiere construir un polinomio 6,,11(Z) = 0,,(Z) + bZ"*! que satisfaga

07, 11(Z) = bpy1(ap(Z)) méd gr(n + 2).
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Sea b = ve"*! para algtn 7. Si se tiene el polinomio buscado 0, 1(Z),
entonces

07(Z) — On(ayp(Z)) = cZ" ' + términos de grado mayor,
0711(2) = Onsa(ag(2)) = 0,(Z) + T(0) 2" = On(ay(2)) = blas(Z)"H

< (c+71(b) — ba™THznT!
ay(Z)=aZ+--

+ términos de grado mayor

Puesto que queremos 0], {(Z) = 0,,41(ay(Z)) méd gr(n+2), se tiene que
se debe satisfacer ¢ + 7(b) — ba" ™! =0 = c+ 7(y)7(e)" ! — 7%, por

lo que se debe tener

c+ (1(y) =y)7(e)" =0 o, equivalentemente, v — 7(v) = ¢/7()" .
Tal v existe como consecuencia del Lema 5.8.51, de donde obtenemos
0n+1(2) y la serie 8(Z) = lim,,_, 0,(Z) la cual satisface la condicién

07(Z) = 0(as(2)). (5.8.16)

Necesitamos modificar §(Z) para satisfacer las condiciones (3) y (4) del
teorema.

Para una serie 1 € Ogp, ¥~ denota la serie inversa de : 1 o ¢p=1 =
¢Y~toy =1d, donde Id(Z) = Z, en caso de existir. Si ¢Y(Z) = 612+ 10y 0, 2"
con 6; €T, 61 # 0, ™! se encuentra sustituyendo directamente.

Ahora bien, (Z) = ¢Z méd gr2, 6(Z) € Of[[Z]] con € € Up. Entonces
0=1(Z) =2, ¢;Z* debe satisfacer

o0

9(071(2)) = E(ZciZi) +§:dj(§:cizi)j = (ec1)Z + (eco +d201)22 4.

%

la cual se resuelve para las ¢;’s de manera recursiva. En particular, puesto que
e € Ug, 971(2) € O4[[Z]).
Consideremos la serie

h=60"0fo0 ' cOp][Z] (5.8.17)

en donde o significa composicién o evaluacién, es decir, g o I(Z) = g(I(Z)).
De la Ecuacién (5.8.16) se obtiene 8™ = 6 o as. Por tanto, de la Ecuacién
(5.8.17) obtenemos

h=0"ofof ' =0casofod '
Del Teorema 5.8.34 (6) se tiene f(Z) = (w)s(Z). Por tanto

h=00(a)fo(r)fof} = fo(am)pof! = Oo(r')pod .
Teorema 5.8.34 (4) ar=n’
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Se sigue que

hT =070 (n);00™ 7 = 60 o(x)}o (a);1 0L,

Puesto que 7 € Gal(T/K), se tiene

()} = (") = (am)y = (a)s o (7); (a)fof.

?
Teorema 5.8.34 (6)

Se sigue que
hT =07 o(n')po(a); 007" =070 (ama™ )0 =070 (m); 007",
esto es,
hm=0"ofob t=h

por lo que h € Ok pues cualquier elemento de T fijado por T pertenece a K
debido a que Gal(T/K) = Gal(F,/F,) = (7).
Por otro lado, puesto que h = 0 o 7r} 00~y que §(Z) = eZ mébd gr2, se

obtiene

h(Z)=0((r");(071(2))) =er’e ' Z = 7'Z méd gr2,

070 7(Z))=Z9méd 7' y 7

WZ)=0"(f(07(2)) s 07 (07 (2)7)

() T
donde (x): f(X)=X9méd 7, f(X)=médr’, f(X)=> i, &Z", 7|oy para
i#qym =a"l7w por lo que 7'|a; para i # q.

Por tanto h € Fr. Sea 1y p,: F, — Fyr y consideramos 6; = 1/, 0 0.
Entonces

Ialll

q

01(Z) =15 p00)(Z)=60(Z) méd gr2 = eZ méd gr2,
07 =15, 0 (07(2)) = 13 ,(0(af)(2)) = (1,0 0 0)(ay(2)) = 01 (as(Z)).

Se sigue que 6; también satisface (1) y (2) del teorema. Ahora, si hy =
07 o fol ' =1pp0h=f se tiene

f'=60ofob =60mf 00"

Para probar que 6, (F(X,Y)) = Fz/(6(X),0(Y)) basta probar que la serie
F(X,Y) = 01(F; (07 1(X), 0,1 (Y))) satisface la caracterizacién de Fyr, esto
es:

FX,)Y)=X+Ymédegr2 y
F(FX,Y)) = F(f(X), f(Y).
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Se tiene que

F(X,Y) = 01(Fp(071(X), 0,1 (Y))) = eFp(6; 1 (X), 071 (Y))
=07 (X)) + 071 (Y) =e(e' X +e71Y)
=X +Y méd gr2,

F(f'(X), f'(Y) = 01(Fy (07 (f (X)), 077 (F (Y)))) =

91071'}1]”001
= PO (RO (X), 07 (V) = (PO F30~) (X, V)

por lo tanto F' = Fy.

Para probar (4) se necesita 61by = by0;, b € Ok.

Sea H = 91b<f9f1. Se quiere probar que H = by y para ello es suficiente
probar que H satisface la caracterizacion de by, esto es:

HX)=bXmédgr2 y f(H(X))=H(f(X)).
Ahora

H(X) = 010071 (X) = (01607 1)(X) = ebe ' X = bX méd gr2
H(f'(X)) = 616567 f'(X) 91bf9f1 -l (X)
fl=0,7"07
= (61bs707 ) (X) = 01 ((bn) ;07 ) (X) = (617}bs607 1) (X)
= 01707 016,07 (X) = f(H(X)).

01707 =f

?
T

1

Por tanto H = by y se tiene (4). O

La importancia del Teorema 5.8.52 es el siguiente teorema.

Teorema 5.8.53. Sean m y ©' = am dos elementos primos en K, a € Uk
y sean [ € Frp, ' € Fu. Entonces el mapeo X — 0(N\) da lugar a un

isomorfismo de Og—mddulos

Apn = Ap

para toda n € N.
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Por el Teorema 5.8.40 ya sabiamos que
A 2Ok /70K = Ok /()" Ok = Apr .
La afirmacion del teorema es que el mapeo dado por 6 es un isomorfismo.

Demostracion. Si A € Ay, entonces

(F)MON) = () (B(N) = 0((a"7™) 1) (A) = 0(a™ F (X)) = 0(0) = 0,

por tanto A € Ay ,,. Se sigue que A — 6(\) manda Ay, en Ay ,.
Por (3) y (4) del Teorema 5.8.52, se tiene

0N &, 1) = O(F; (A 1) = Fp(0(0), 0(0) = 00) &, 0(p),
Ba©r, N) = 0(ar(N) = apf()) = a O, O(N).

Por tanto 6 es un homomorfismo de Ox-mddulos de Ay, en Ags .
Veamos que 6 es 1-1. Sea 8(A) =0, A € Ay ,,. Ahora

oo
O(\) =eX+ Zai)\i =0.
i=0
Si A # 0 esto implicarfa que 0 = & + A( Y7oy a;A""2) lo cual implicarfa que
0(e) =0=0(N)0( — Yoy ;A T2).
Lo anterior no es posible pues € es una unidad y 6 es una serie invertible.
Puesto que Ay, = Ok /m"Ok = Ok /(n')"Ok = Ay, tienen la misma
cardinalidad, 6 es suprayectiva y por tanto # es un isomorfismo. O

Observacién 5.8.54. Para dos elementos primos 7 y n’ de K, los campos
Ly » ¥y Ly 5 pueden ser diferentes. Sin embargo, se tiene que T'Ly ,, = T Ly .
Esto es el contenido de la Proposicién 5.8.56.

Primero probamos el siguiente lema.

Lema 5.8.55. Sea K C F' C K*°P  K*°P una cerradura separable de K. En-
tonces F' es un conjunto cerrado en K°°P.

Demostracion. Sea H := Gal(K**P/F). Entonces H fija a todo elemento de
F y por tanto fija a todo elemento de la cerradura F de F' en K®°P por
continuidad. Por tanto

FCFC (K" =F 0

Proposicién 5.8.56. Si m y ©’ son dos elementos primos de K y T es la
mazima extension abeliana no ramificada de K, entonces

TLyn=TLy .
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Demostracion. Por el Teorema 5.8.53 se tiene que si A € Ay ,, entonces 0(\) =
EX+ Yooy At € T(N). Por lo tanto

T(Apn) =TOAsn)) S T(Agn) =T(O7 (Aprn)) S T(Aprn)-

Por lo tanto ﬁmn = ﬁﬂz’n.
Por el Lema 5.8.55, se sigue que T'(A, ,,) = T(Ax ), de donde obtenemos
que T'Lyy, = TLy . O

Por otro lado, puesto que T/K es no ramificada y L, /K es totalmente
ramificada, Ty L , son linealmente disjuntos sobre K y

Gal(T Ly ,/K) = Gal(T/K) x Gal(Lyr,,/K) = Gal(T/K) x Gy
> Gal(F2°/Fy) X Gon = 2 x (Ux JUL). (5.8.18)

Sea pr: K* — Gal(T'L,,/K) el siguiente homomorfismo. Para a =
ur™ € K* con u € Ug, m € Z. Entonces

pr(a)lr : =75 € Gal(T/K), 7k el automorfismo de Frobenius,

pTr(a)|L7r,n HEZTS Gmnv

donde o, es el automorfismo de L ,, que bajo el isomorfismo G ,, = UK/U}((n),

o, corresponde a la clase u’lUgl). En otras palabras pr(a)|r, , estd deter-
minado por

pr(@)N) = (™) () = u™  Opy A A€ Apnn

El objetivo central de los grupos formales para nosotros, es probar que p,
es precisamente el simbolo residual de la norma (_, K), esto es, p, es el mapeo
de reciprocidad.

Teorema 5.8.57. Para a € K* se tiene

p=(a) = (a,K)|rL,, = pxlrL, ().

Demostracion. Se tiene que los elementos primos de K* generan K*, por lo
que basta probar el teorema para elementos primos. Sea ¢ = 7 un elemento
primo de K. Entonces

pr(m)lr =7 = (7, T/K) = (7, K)|r

como consecuencia del Teorema 5.2.2 pues T/ K es no ramificada.
Ahora, por el Corolario 5.8.47, 7 es una norma de L ,, a K. Por el Teorema
5.3.17, (7, Ly n/K) = (7, K)|L,, = 1. Se tiene 7 = 1 - 7, por lo que

pr(ML,, =01 =1dr, , = (7, K)|,, =1
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Se sigue que pr(7) = (7, K)|rL, -
Ahora sea © = um con u € Uk otro elemento primo de K. Se tiene
TLrn=TLg ,ypor el Teorema 5.2.2

pr(m)lr =7 =(x"T/K) = (', K)|r.

Puesto que 7’ es una norma de L./, a K, se tiene que (7', K)|p_, =
(1!, Lz n/K) = Idg_, . Asi debemos verificar que pr(7')[r_, = Idiw, .
Esto equivale a ver que p.(7')(1) = p para toda p € Ay con fleFu.

Sabemos del Teorema 5.8.53 que Ay, = 6(Ay,,). Por tanto debemos pro-
bar que pr(7')(6(X)) = 6(\) para toda X € Ay .

Se tiene que pw(ﬂ/) = pﬂ(“’ﬂ—) = pﬂ(u)Opu(w). Para A € Af,n, p‘n'(ﬂ—)(A) =A
pr(m)|7 = 7T, pr(u)|r = Idr. B

Extendemos p,(7)|T v px(u)|r continuamente a T y usando el Teorema
5.8.52

De esta forma se puede describir el simbolo de la norma residual (_, Lr ,/K)
de la extensién abeliana y totalmente ramificada Ly p:

Teorema 5.8.58. Sea a = ur™ € K*, u € Ugx y m € Z. Entonces

(ay Lpn/K)N) = (™) (\)  para toda A € Ay, C Ly

El grupo de normas de la extension Ly /K es el grupo (m) X Ul((n).

Demostracion. Se tiene del Teorema 5.8.57 que (a, L ./K)(A) = pr(a)(N).
Por tanto (a, K)(A\) = (a, Lz n/K)(X) = pr(a)(X) = (u™1) ¢ (N).

En consecuencia, a € Ny /x(Lk ) <= (a,Lzn/K)(A) = (u)(N) =

A para toda A € Ay,. Por el Teorema 5.8.41, (u 1)y = Id < u7! €

O

U,({”) = ueU}”) e ae(w)xUI(?).

El siguiente ejemplo es el origen del uso de los grupos formales en teoria

local de campos locales.

Ejemplo 5.8.59 (Ver el Ejemplo 5.8.38). Sea K = Q, el campo de los
numeros p—adicos. Entonces p es un elemento primo en K. Sea f € F,, definido
por

f(Z)=(1+2)P-1=pZ+ <’;)22+ (§>Z3+~-+pr1+Zp.

En nuestro caso, ¢ = p. Se tiene
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FOZ) = F(J(Z2) = A+ f(2)) 1=+ (1+ 2P -1’ 1= (1+2)" 1
y en general (" (Z) = (1 + Z)?" — 1. El conjunto de ceros de f™(Z) son
{A=¢-1]& es p"raiz de 1}. Por tanto Ly , = Q,((pn), es decir, X = ¢ —1,
0<j<p*—1.
Sea a = up™ € Qy, u una unidad y (p» una p"-raiz primitiva de la unidad.
Entonces

(a, Qp(Cprn) /Qp) (Gpr) = C:;"

donde r € N tal que r = u~! méd p”.
En efecto, si A = (pn —1 € Ay, se tiene que ru = 1 méd p™ y por los
Teoremas 5.8.58 y 5.8.41 se tiene

(@, Qp(Gpn) /Qp) (V) = (u 1) (A) = 1(N).
Por otro lado si g(Z) = (14 Z)" — 1 se tiene
9 2)=1+2)" —-1=rZ+---+Z"=rZmbéd gr2 y

f9(2) =f(1+2)" -1 =((1+2)) -1=(1+2)" -1
1+2)" =1=(1+2)")" -1=9((1+2)"=1) = g(f(2)).

Por tanto g(Z) satisface las condiciones que definen r(Z), esto es r(2) =
(14 2) —1.
Se sigue que

(@, Qp(Gpn)/Qp) (Gpr) = (@, Qp(Cpn ) /Qp) (A + 1) = 75(A) +1
=7 =) +1=((pn —1+1)" =1+ 1= (.

Por ser el origen de lo presentado en esta seccién, enunciamos el Ejemplo
5.8.59 como un teorema.

Teorema 5.8.60. Sean K = Qp, a = up™ € Q, con u una unidad, (yn
una raiz p"-primitiva de 1. Entonces el simbolo de la norma residual de

Q,(¢pn)/Q, estd dado por
(a’QP(CP")/@p)(Cp") = C;;n

donde r = u~! méd p™, r € N. |

Observacion 5.8.61. Usando el teorema de existencia podemos dar otra de-
mostracion del Teorema 5.7.15. Sea H = Ny, /¢ L*. Por el teorema de existen-
cia, existe una extensiéon abeliana finita M/K tal que Ny /g M* = H. Por
el Teorema 5.7.13, el grupo de normas correspondiente a la extension abelia-
na LM/L es Npj o H = N, Ny L* = L*. Por tanto Ny (LM)* =
L* = Np,r, L* de donde se sigue que LM = L lo cual equivale a que
M C L. Finalmente si N/K es abeliana y K C M C N C L, entonces
H=Np,x L" CNy/g N* C Ny M* = H, de donde se sique que N = M
y por tanto M es la maxima extensién abeliana de K contenida en L.
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Para finalizar la teoria local de campos de clase, inicamente resta probar
que todo subgrupo abierto de indice finito en K* es un subgrupo de normas.
El Teorema 5.2.3 prueba que los grupos de las extensiones no ramificadas
son (7f) x Ug. Para las extensiones abelianas totalmente ramificadas se tiene

Teorema 5.8.62. Los grupos de normas de las extensiones abelianas finitas
L/K totalmente ramificadas son exactamente los grupos que contienen a algin
grupo

(m) x U

con m un elemento primo de K yn € NU{0}.

Demostracion. Como el grupo de normas de Ly, es () X Ul((n), un subgrupo

que contiene a () X UI(?) corresponde a un subcampo L con K C L C L, ,
y por tanto L/K es abeliana y totalmente ramificada.

Ahora sea L/ K totalmente ramificada. Entonces L = K () con A una raiz
de un polinomio Eisenstein

X+ +71=0,

donde 7 es un elemento primo de K el cual es la norma del elemento +\. Se
sigue que (m) € Ny /g L*. Ahora bien, puesto que N g (L") es un subgrupo
abierto en K*, existe n € N U {0} tal que U;(") C Ny /g L*. Se sigue que

() x U € Npjg L™ O

Corolario 5.8.63. Si L/K es una extension abeliana finita totalmente rami-
ficada, entonces L/ K estd contenida en algun Ly . a

Teorema 5.8.64. El grupo (nf) x U[(?) es el grupo de normas del campo
K¢Ly, donde Ky/K es la extension no ramificada de K de grado f.

Demostracion. Se tiene

(1) x UY) = (7)) x Ug) N ((x) x UL)) = (Nge, i K3) N (Np, /i L)
=Ng,r,,./k(KfLzn)*

por los Teorema 5.2.3 y 5.7.14. a

Teorema 5.8.65. Los grupos de normas de K* son precisamente los grupos
conteniendo a algin (7f) x Uf((n) conn=20,1,2,...,f=1,2,..., donde 7 es
un elemento primo de K.

Demostracion. Cada grupo (7f) x UI((") tiene indice finito en K* = (7) x Uk
pues
K* (W)XUK ~ (7T) Uk

~

= = X
)y xU®  (@hHxv® @)y
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n—1

el cual es cardinalidad f - ¢ - (¢"" ' — 1). Ademéds (7/) x UI((") es un grupo

abierto en K*. Por otro lado, por el Teorema 5.8.64, (77) x UI((") es un grupo
de normas.

Por tanto, si H es un subgrupo que contiene a uno de estos grupos, H es
un grupo de normas (ver la demostracién del Teorema 5.7.14).

Reciprocamente, si H es un grupo de normas, entonces H es un subgrupo
abierto de K* de indice finito. Entonces 1 € H y {Ui({n)};’f’:o es un sistema
fundamental de vecindades de 1, existe n € NU{0} con U I((n ) C H. Finalmente,
al ser H de indice finito en K*, existe f tal que 7/ € H. Se sigue que (1) x
Ul CH. 0

Corolario 5.8.66. Se tiene que

Dy = N Np/x L* = {1}
L/K
finita y abeliana

y prc: K* — G es un monomorfismo.

Demostracion. Se tiene {1} C Dk C(;,, ((71'}2} X Ul((n)) = {1}. O

Teorema 5.8.67. Sea T la mdzima extension no ramificada de K. Sean m un
elemento primo de K, f € Fr, Ay =Ur—y Afm, Le = U, — | Lrn = K(Ay)

n=1
y Gr = Gal(L,/K). Entonces el campo T L, es independiente de 7 y es la
mdzima extension abeliana de K, K*® = TL.. En particular

G52 = Gal(K*/K) = Gpx x G 27 x Ug.

Sia=ur" € K* conu € Uk, entonces el simbolo de la norma residual
(a, K—pk(a) estd dado por

(a, K)lr =71, (a, K)(\) = (u"")f(\) para X € Ay.

Demostracion. Por el Teorema 5.8.65 los grupos de normas son los grupos
conteniendo a algiin (/) x Ul((n), el cual es, por el Teorema 5.8.64, el grupo
de normas de L, , K.

Asi, si L/K es una extensién abeliana finita, existen n € NU {0}, f € N
tales que (/) x UI((n) C Nk L* lo cual implica que L* C L , Ky con Ky CT.
Se sigue que L* C LT y L,;T es la maxima extensién abeliana de K.

Puesto que G2> = G /i X Gz, el simbolo de la norma residual esté deter-
minad por

(o, )|lp=7" y (a,K)(/\):(u_l)f(/\) para A € Ay.

Finalmente, por el Teorema 5.8.50 tenemos que G, = Uk. a
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Corolario 5.8.68 (Teorema de Kronecker—Weber local). La mdzima
extension abeliana de Q, es

ng = U Qp(Cn) = Qp(Coo)
n=1

Demostracion. Las extensiones abelianas no ramificadas de Q, corresponden
a las extensiones finitas de F,, y estas con F,(¢,) con med(n,p) = 1. Esto es

T= J Q)
mcd?r?,l)zl

Por ora lado Ly, = Q({yn) por lo cual L, = [, Qp({pn) = Qp(Gpe) de
donde se sigue el resultado. a

Teorema 5.8.69 (Teorema de Existencia). Sea K un campo local. Enton-
ces la correspondencia L — Hp = Ny, L* C K* nos da un isomorfismo
de redes que cambia contenciones entre la red de extensiones abelianas finitas
L/K y la red de subgrupos abiertos de indice finito de K*. Todo subgrupo que
contenga a un grupo de normas es a su vez un grupo de normas.

En particular, si K es un campo local, entonces las siguientes condiciones
sobre un subgrupo H de K*, son equivalentes:

(1) H es abierto y de indice finito en K*.

(2) H es un grupo de normas.

(3) H contiene a algin grupo (71'{(> X U}((n) para algunos f € N yn €

NU {0}.

Observacion 5.8.70. El Teorema 5.8.69 es de existencia pues dado una sub-
grupo abierto de indice finito V' de K™, existe una unica extensién abeliana

finita L/K tal que K*/ Ny p L* (;ﬁ) Gal(L/K), esto es, N g L* = V.
Demostracion. (Teorema 5.8.69). Teoremas 5.7.14, 5.8.64 y 5.8.65. O

Observacion 5.8.71. Para otra demostracién del Teorema de Existencia en
caracteristica 0 se puede consultar Teorema 5.7.7, [119, Theorem 3.1, Ch. III
Section 3, pagina 43]; [117, Theorem 6.2, Ch. II, Section 6, pdgina]. Para
caracteristica p > 0, se puede consultar [151, Ch. XIV, Section 6, pagina 218].

Observacién 5.8.72. Notemos que L/K es no ramificada <= Ug C
Ny x L*. En efecto, si L/K es no ramificada, entonces N/ L* = <7r{(> x Uk
con f = [L : K]. Reciprocamente, si Ux C Ny i L* y si f = [K*: Np,x L*],
entonces w{( € Np/x L™ y por tanto <7r{<> X Uxg € Np,g L*. Por tanto L
estd contenida en la extensién no ramificada de K de grado f (y de hecho, es
igual).
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5.8.2. Grupos de ramificacién, grupos de descomposicion y
grupos formales

Todos los resultados presentados aqui sin demostracion, asi como la teoria
general de grupos de ramificacién pueden ser consultados en [151, Ch. IV].

En esta parte desarrollamos lo expuesto en la Subseccién 5.8. Sea L/K
una extensién finita de Galois con grupo G = Gal(L/K). Recordemos que
v: [-1,00) — [-1,00) dada por p(u) = fou% donde G; := Gy es
una funcién biyectiva y sea n la funcién inversa. Entonces se define para
v € [—1,00)

GY = Gn(v) ) ch(u) = Gu

Proposicién 5.8.73. Sea K un campo local y sea L, = K(Ay,) el campo
de los puntos de m"—division de un maodulo de Lubin—Tate para w. Entonces

Gi(Lpn/K)=Gal(Lyyn/Lym) paraq™ ' <i<qg™—1.

Demostracion. Se tiene que el simbolo de la norma residual proporciona un
isomorfismo UK/UI((") — Gal(L,,/K) (Teorema 5.8.45). Por tanto se tiene

Gal(Lrn/K) _ Ux/UL (m)

~

1

Gal(L,m/K) UK/U}({m) - U}({ﬂ)’

Gal(Lxn/Lrm)

y por tanto
Gal(Lyn/Lum) = (U, Lyn/K).

Lo que se quiere probar es que para ¢™ ' < i < ¢™ — 1, Gi(Ly»n/K) =
(U™ Lyn/K).

Sea 0 € G1(Lrn/K) y sea 0 = (u™!, L ,/K) para algtin u. El ma-
peo (_,Lrn/K): UK/U[(?) =, Gal(Lr,,/K) manda el p-subgrupo de Sy-
low UL /U de Uk /UL (recordemos que }UK/U]((")| =q¢"YHq¢—-1)y
}U]((l)/Ul((n) = ¢"~!) sobre el p-subgrupo de Sylow de Gal(L, ,/K), el cual
es G1(Lr ,/K). En particular u € Ui((l).

Escribamos u = 1 4+ enl cone € Ux y 1 > 1. Sea A € Ay, un generador
como Og—médulos, esto es, A € Ag,, \ Af,,—1. Entonces

N o= (W Len/K)A) = (W)f(N) = (1 @r em')s(N)
Teorema 5.8.67
=1=Fr(\ [er']; (V).

Sil>mn,o=1porloque N —A=0ywvg, , (A =o0. Sil<n entonces
An—i = () () es un elemento primo L ,_;.
Se tiene (em')r(A) = (e) (') s (A) = (€) s (An—1)-
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Puesto que Ly /Ly n—i s totalmente ramificada de grado q', se tiene que

1
UL, (M) =dvr, (N =d"1=¢"yur, (A1) = e(Ln/Ln-t)vr, (A1) =
¢' -1 = ¢, por tanto existe eg € Uy, tal que

), (at) = o], (A) = €0A7

De las identidades Fy(X,0) = X, Fy(0,Y) =Y (ver después de la Defini-
cién 5.8.25), se obtiene que

FrX,)Y)=X+Y+ XYGE(X,Y) con G(X,Y) e O)K[X,Y]].
De esta forma obtenemos
X = A= Fp(A oA\ ) = A =goA? +aX?t! conacOy .

Por lo tanto

1 .
o q¢ sil<n
i) = 0, (A7 = X) = {oo Lo

Consideremos ¢m ! < i< g™ —1yu€ Uf((m). Entonces [ > m, esto es,
i, . /k(0) > ¢ >i+1y de esta forma o € Gi(Lxn/K).

Esto demuestra que (U]((m), L:n/K)CGi(Lrn/K).

Reciprocamente, si 0 € Gi(Lr,/K) y o # Id, entonces 1, /x(0) =
qm" > 1> qm ! estoes, I > m por lo que u € Uf((m) lo que demuestra que
Gi(Lan/K) C (U, Ly n/K). 0

Un resultado interesante es ver que tipo de saltos superiores tienen las
extensiones abelianas.

Teorema 5.8.74 (Hasse—Arf). Sea L/K una extension abeliana finita de
campos locales. Entonces los saltos de la filtracion superior {G'(L/K)}i>_1
son enteros.

Demostracion. Sea E/K la maxima subextension K C E C L no ramificada.
Entonces G*(L/E) = G*(L/K) para t > —1 debido a que g/ (s) = s donde
ne/k es la inversa de la funcién de Herbrand. Por tanto

Nk (8) =nL/e(Me/k(8)) =nL/e(s).
Se sigue que podemos suponer que L/K es totalmente ramificada.
Sea 7z, un elemento primo de L. Entonces 7 := Ny /x(7r) es un elemento
primo de K. Por otro lado, existe m € N tal que (7) x Ui({m) C N/ L*.

Se sigue que L estd contenida en el campo de clase de (7) x U é(m) el cual
corresponde a Ly ,,. Si to es un salto de {G*(L/K)}: entonces, por el Teorema
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5.8.11, to es un salto de {G*(Ly ,,,/K)¢. Por lo tanto podemos suponer L =
Lam.
De la Proposicién 5.8.73 los saltos de {Gs(Lrm/K)}s son los nimeros
¢' —1,0<1<m—1 con la excepcién de que cuando ¢ = 2, 0 no es un salto.
Para calcular los saltos {G*(Ly ,,/K)}: calculamos <pLﬂ7m/K(ql -1 =1
[=0,1,...,m —1 lo cual prueba el teorema. a

El siguiente es el resultado central de los grupos de ramificaciéon superior

con la teoria de clase de campos locales.

Teorema 5.8.75. Sea L/K una extension abeliana finita de campos locales.
Entonces el simbolo residual de la norma

( ,L/K): K* — Gal(L/K)

manda el grupo Ul((n), n > 0, sobre el n—ésimo grupo de ramificacion superior

G (L/K):
UW,L/K) = G*(L/K),n > 0.

Demostracion. Si E es la méxima extensién no ramificada de K contenida en
L: K C E C L, entonces G"(L/K) = G"(L/E). Por el Teorema 5.1.11 y el
Teorema 5.7.12 se tiene

U, L/E) = Ngx U, L/K) = (UY), L/K).

Por tanto, podemos, sustituir L/K por L/E y por ende podemos suponer
que L/K es totalmente ramificada. Procediendo como en el Teorema de Hasse—
Arf, Teorema 5.8.74, se tiene que L C L ,, para alguna m € N y sin pérdida
de generalidad podemos suponer L = L p,.

Ahora, por el Teorema 5.8.62 y la Proposicién 5.8.73, se tiene

Gal(Lrm/Lry) = Gi(Lrm/K)

para ql’

1 <4 < ¢ — 1. Puesto que la funcién de Herbrand ¢ satisface
or.../x(q —1) =1, obtenemos
UYL/ K) = Gy (LK) = G (L i/ K). 0

El Teorema 5.8.75 nos proporciona una forma de calcular el conductor
local.

Corolario 5.8.76. Sea L/K una extensidn abeliana finita de campos locales y
sea fr k. = f el conductor de la extension L/K. Sean tal que Gn(L/K) # {1}
Yy Gny1(L/K) = {1}, n > 1. Entonces § = p° donde

1
(go+g1+-+3n)

cp=1+pr/k(n) = W
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En otras palabras, el conductor local pudo haber sido definido como
f= p1+<pL/K(n)
donde Go(L/K) # {1} y Gui1 (L/K) = {1}.
Demostracion. Por el Teorema 5.8.75 se tiene
U CNp g L* = (U, L/K) =1 <= G™(L/K) = {1}
= Gy em)(L/K) = {1}

Se sigue que G (L/K) # {1} vy Gp41(L/K) = {1} si y solamente si
UI(;OL/K(”)) g_ NL/K L* y U[(;"'"PL/K(")) g NL/K L*. 0

Terminamos esta seccién estudiando la descomposicién en extensiones abe-
lianas de campos locales.

Teorema 5.8.77. Sea L/K una extensidn abeliana finita de campos locales.
Sean e y f el indice de ramificacion y el grado de inercia. Entonces

e=[Uk:NpgULl y f=o(nrgmédUgNp g L"),
donde w es un elemento uniformizador de K.

Demostracion. El Corolario 5.3.12 prueba que e = [Ux : Np,x Ur]. Otra
demostracion es consecuencia del Teorema 5.8.75:

Uk Np/g L* Uk Uk

Uk, L/K) = Go(L/K) = = N '
(Uk,L/K) o(L/K) Np/x L* Uk NNk L*  NpxUg

Ahora bien, ef = [L: K] = [K* : Ny i L*]. Notemos que

Ug Ny L* Uk _ Uk
NL/KL* o NL/KL*QUK NL/KUL'
. : K*:Np p L* . .
Se sigue que f = [LeK] = T 1£TL/K Eﬁ’f\]w]}( - = [K* : Ug Ny i L*]. Puesto

que K* = (rg) x Uk, obtenemos

K* (mx)Uk Np/i L*
= = 5d Ug N L*).

Se sigue f = [K* : Ux Ny /g L*] = o(mx méd U N g L*). O
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Campos de clase globales

Definicién 6.0.1. Un campo global K es o bien una extensién finita de Q o
bien un campo de funciones con campo de constantes F,, el campo finito de
q = p" elementos.

Las extensién finitas de Q son el caso de caracteristica 0 y los llamaremos
campos numeéricos. Los campos de funciones son el caso de caracteristica p > 0
y los llamaremos campos de funciones.

Observacién 6.0.2. En el caso de campos de funciones no hay lugares infi-
nitos.

Sea K un campo global. Sea p un lugar de K. Usaremos la notacién p|oo
para p un lugar infinito (arquimediano) y p 1 co si p es un lugar finito.

Si p es un lugar finito, sea O, = { € K | vy(x) > 0} el anillo de valuacién
de p y v, es la valuacién asociada. La completacién de K en un lugar finito o
infinito se denotard por K.

Si p es finito, N(p) va a denotar la norma absoluta de p, esto es N(p) =
}Op/ P|-

Se tiene que si F, es el campo primo de O /p y f, = [Op /p: Fp], entonces
N(p) = p'* = gp.

Para el valor absoluto | |, asociado a p, seleccionamos el nimero 0 < ¢ < 1
como ¢ = p~fr = N(p)~! L = qgl. De esta foma, tenemos que si

N |OP/P|
a€ K,a#0,

laly = p~ @ = @y o, =0.

Si p es un lugar finito, denotamos por U, = Uk, al grupo de unidades de
K. Si p es un lugar infinito, entonces K, = R o C. Si p es real, es decir si
K,=Rysio: K—R=K, es el encaje asociado a p, entonces |a|, := |oal,
a € K, donde | | denota el valor absoluto usual de R.

Si p es complejo, K, = C, si 0 es uno de los dos encajes conjugados
o: K — C = K,, ponemos |a|, := ||oa|* para a € K, donde || || es el valor
absoluto usual de C.
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6.1. Repaso de resultados basicos de campos globales

6.1.1. Composicién de campos

Sean F y L dos campos cualesquiera de la misma caracteristica, esto es,
el campo primo, F,, o Q, es el mismo para ambos campos. Nos preguntamos,
l,qué significa la composicién de F y L7

Supongamos primero que existe un campo {2 tal que E, L C {2. Entonces
la composicion es simplemente el minimo subcampo de {2 que contiene tanto
a F como a L. Sin embargo, si no tenemos un tal campo {2, debemos construir
un campo (minimo) que contenga tanto a E como a L.

Definicién 6.1.1. Sea K un campo arbitrario y sean E/K y L/K dos exten-
siones de K (por ejemplo, K podria ser el campo primo). Una composicion
de E'y L sobre K, es una terna (M, 7,0) donde M es un campo que contiene
aK,7:E—-Myo: L— M, Ty o son monomorfismos de campos tales que
Tk = 0|k =Idk y M estd generado por 7(F) y o(L).

Definicién 6.1.2. Dos composiciones (M, 7,0), (M’',7',0’) de E/K y L/K
se llaman equivalentes si existe un isomorfismo \: M — M’ tal que Ao7 = 7/

NN

M—>M’ M—>M/

Ser equivalentes, es una relacién de equivalencia. Estudiaremos en el caso
en que L/K es finita, [L : K] < co y E/K es arbitraria, las diferentes clases
de equivalencia.

Sean [L : K] = n < ooy (M,7,0) una composicién de F y L. Sean
E'=71(E),L'=0(L)y

E'L = {Zeili le; e B\l L',re N} C M,
=1

entonces E’'L’ es una subélgebra sobre K. Ahora bien, E'L’ es un dominio en-
tero. Sea {aq,...,an} una base de L/ K. Entonces {o(a1),...,0(ay)} genera
a E'L’ sobre E'. Puesto que E’ es un campo, E'L’ es un campo (recordemos
que si F' es un campo y D es un dominio entero con dimp D < oo, entonces
D es un campo). Se sigue que E'L’ = M.

Sea 0: E®k L — M definido por (e ®x I) = 7(e)o(l). Entonces 0 es un
K-epimorfismo y M = (E ®k L)/nticd. Como M es un campo, nicf = 9
es un ideal maximal. Ahora bien K = K @k K y 0|x = Idx por lo que
mnK ={0}.

Los homomorfismos
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E-5 E®kL, (e) = 7(e) ®x 1,
):

i
L5 EexL, i) =1oko(l),

son monomorfismos pues (§ o i)(E) = 7(E) y (00 j)(L) = o(L). Por tanto
MNE=MnN L = {0}

Teorema 6.1.3. Las clases de equivalencia de las composiciones E con L
sobre K, estdn en correspondencia biyectiva con los ideales maximales de la
K-dlgebra E @k L. En particular, la composicion de campos siempre existe.

Demostracion. Ya vimos que cada composicién corresponde a un ideal ma-
ximal. Reciprocamente, si 97 es un ideal maximal de F ®x L, definimos
M = (E®k L)/ el cual es un campo. Sean

i: FE— (E@xg L)/M, ile)=(e@x1)+M vy
i L— (Eex L)/M, j()=(1®xl)+ M.
Puesto que M no contiene unidades, ¢ y j son inyectivas y M estd generado
por i(E) y j(L). Ademés i|x = j|x = Idk. Se sigue que M es una composicién
de Fy L.
Ahora sean (M, 7,0) y (M',7',0") dos composiciones donde

M~ (E®g L)/M y M 2(E®kL)/M.

Si M y M’ son equivalentes, existe un isomorfismo A: M — M’ con Ao =
Moo =0’.Sea ., e;Qxl; € M. Entonces se tiene que si Y., 7(e;)o(l;)
en M entonces

'y
=0

T T T

)\(ZT(ei)J(li)) =S Qon)(e)hoo)l) =Y T(e)o’ (L) =0

=1 =1 i=1

en M’ por lo que Y_;_, €; @ l; € M. Se sigue que M C M’ y como ambos
son maximales, se tiene 9T = 9.

Reciprocamente, sean M = M’. Si 6 y € son los isomorfismos de (E ®@k
L)/Myde (E®k L)/ a M y M’ respectivamente, entonces

(E®k L)/ M =——=(E ®xg L)/
§ o
M o’
0001

y A:=60"060""1 es un isomorfismo de M y M’, y
T=0o0i, =0 0ci=000""o0hoi=N\or,
oc=00j, o/ =00j=0060"1choj=N\oo,

por lo que M y M’ son extensiones equivalentes. a
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Teorema 6.1.4. Sean T un campo y A un dlgebra sobre T tal que A es de
dimemsion finita sobre T y A tiene unidad. Entonces A tiene un nimero finito
de ideales mazximales.

Demostracion. Sea dimp A =n < ooy sean My, ..., M, r ideales maximales
de A distintos. Sea 9 = (;_; M;. Entonces A/MN = @._,; A/M;. Ahora bien,
A/MNy A/, 1 <i<r, son T-dlgebras y

n = dimr A > dimp A/ = ZA/E).TQ >,

i=1

de donde se sigue que r < n. a

Corolario 6.1.5. Si K es cualquier campo y E/K y L/K son dos extensiones
de K con [L: K] =n < oo, entonces el nimero de composiciones de E y L
sobre K es menor o igual n y en particular este nimero es finito.

Demostracion. Si{aq,...,a,} es una base de L/K, {1 ®k a1,...,1 @k an}
genera a FE @ L sobre E y dimg(E ®k L) < dimg L = n. El resultado se
sigue pues A = F ®k L es una FE-algebra. O

Consideremos ahora L = K(f) una extensién simple y sea f(z) =
Irr(0, 2, K) € K[z]. Sea f(z) = p1(z)® - pr(x)° € E[x] la descomposicién
de f(x) como producto de polinomios irreducibles de E[x]. Entonces

Eox L=E®x K(0) = Eox (K[z]/(f(2)) = (E oKk Klz])/(f(2))

T

= (Ela])/(f(z)) = @ (Ela]/ (v (2))).

i=1

Los ideales maximales de F Qg L estan dados por

(p1(2))/{f(2)), .., (pr(2))/(f())

y por tanto todas las composiciones inequivalentes de E y L sobre K son
T
{EL/ i)}

Se tiene dim];(E @ L)y =grf(z)=>"_,e;grpi(x)=[L: K]. Si L/K es
una extension separable, se tiene que e;, 1 < i <ry

E®x L= D Ell/{pi(x)) = @E(Hi)

i=1

donde 6; es una raiz de p;(x) y EQ L es la suma directa de las composiciones
de F y L sobre K y estas composiciones son {E(el)}::1

De esta forma, si suponemos que f(x) es separable y enumeramos las raices
de f(x) en E, entonces
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£ = [[oi@) = [T (T - 0:))
i=1 i=1 j=1

con pi(z) = [[j2, (x —0;;). Se tiene que E(0;;) y E(6ij) son equivalentes pues
0;; vy 05 son conjugados sobre E.

En resumen, E y L tienen n = [L : K| composiciones con r clases inequi-
valentes. Las r clases inequivalentes tienen mq, ..., m, elementos respectiva-

mente.

Ejemplo 6.1.6. Sea K = Q, E =R ysea L = K(f) con > =d con d € Q
que no es cubo de Q. Entonces

23 —d=(z —0)(2* + 0x + 6%)

con 63 = dy 6 € R. Las raices de 22 +0z+62 € R[z] son 6, = 30y 02 = (5 0.
Hay dos composiciones inequivalentes de L con R, a saber R(f) = R y los
encajes conjugados {R((36) = C,R({;'0) = C}.

Ejemplo 6.1.7. Sean K = Q, con p un nimero primo tal que p = 1 méd n
con n € N, n > 3. Sea (,, una raiz n-ésima primitiva de la unidad y sea
L = Q(¢,). Entonces p se descompone totalmente en L/K. Se tiene que
Cn € Qp: (2 = (¢, pues p = 1 méd n por lo que ¢, € IF,. Por tanto 2™ — 1 €
F,[z] se factoriza en factores lineales y por el Lema de Hensel, ¢, tiene un
levantamiento a Q,

De esta forma tenemos que si ¢n(2) =[] cq(a,n)=1 (@ — i) = Irr (G, 2, Q)
Y incd(a,ny=1(@ = ¢3) es la factorizacién de irreducibles de ¢, (x) en Qp[z], se
sigue que las composiciones inequivalentes de Q((,) con Q, son precisamente
{Qy( 3)}mcd(a,n):1, esto es, Q,(¢%) = Qp(¢n) = Qp pero son inequivalentes.

En resumen, hay ¢(n) composiciones de Q(¢,) y Q, sobre Q inequivalentes
y todos ellos son iguales Q.

Sea K un campo global y sea v un valor absoluto de K y K, la comple-
tacién de K en v. El valor absoluto v se extiende de manera tinica a K,: Si
{z,}22, es una sucesién de Cauchy en K, o({z,}) = nh_)rr;C v(zy), Ulg = v.
Equivalentemente, |{zn}|v = nl;n;o |z |y Se denota nuevamente por v la ex-
tension a K.

Sea ahora L/K una extensién finita y separable de campos globales y sea
v un valor absoluto de K. Sea K, la completacién de K en v. Entonces si M
es una composicién de L con K, sobre K, denotada de momento como LK,
se tiene que LK, es un campo que es una extension finita de K, y por tanto
v se extiende de manera unica a un valor absoluto w en LK,. Denotemos
L, =LK, con w|g =vy L, es completo.

De esta forma, LK, C K, pues LK, es una extensién finita de K,. Esta
composicién es (L, 7,t), 7: L — L, C K, y ¢ es el encaje natural ¢ : K, —
L, C K, t|k = ldg, esto es 1(K, ) = K, dentro de K,. Se tiene L, = 7(L)K,
con 7 un encaje de L en K,,.
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Reciprocamente, si w es un valor absoluto de L con w|g ~ v, podemos
normalizar w de tal forma que w|x = v. Entonces, si L, es la completacién
de L con respecto a w y si K, es la cerradura de K en L,,, K, es completo y
por tanto K, = K, puesto que K es denso en K. Ademas, L, K,, C L, por
lo que LK, la composicion de L y K,,, estd contenida en L, y L es denso en
L, por lo que LK, es denso y cerrado en L, (por ser completo). Se sigue que
LK, =L,.

De esta forma, hemos obtenido, todas las completaciones L, con w|g = v
son las composiciones de L con K, sobre K, es decir:

{T(L)KU }T:L—>Rv !

Ademss, [{o: L — K, }| = [L: K], = [L : K], donde [L : K], denota el grado
de separabilidad de la extensién L/K y | |, se extiende de manera dnica | |5
a K, y como todas las composiciones de L con K, sobre K estan contenidas
en una extension finita C' de K, la extension de | |3 a C es tnica, denotada
nuevamente por | |,. De esta forma, los valores absolutos w de L con w|x = v
pueden definirse como |a|,, = |cal, donde a € L y con o : L — K,. En este
caso se tiene L, = o(L)K,.

Dados dos encajes 7,0 : L — K,, veremos cuando 7(L)K, y o(L)K,
tienen el mismo valor absoluto.

Recordemos que dos valores absolutos | |1 y | |2 en un campo E se llaman
equivalentes si para x € FE, se tiene

|z <1 <= |z]2 < 1.

Equivalentemente, |a|; < |bl1 < |a|2 < |b]2.
Si | | es cualquier valor absoluto en F'y s € R, s > 0, entonces | | y | |*
son equivalentes. Reciprocamente, se tiene

Teorema 6.1.8. Si | |1 y | |2 son equivalentes en E, entonces existe s € R,
s>0con||f=]]a.

Demostracion. Si| |1 es trivial, | |2 es también trivial y reciprocamente (re-
cordemos que | | es trivial significa que |z| = 1 para todo = # 0).

Sea 0 < |agla < 1. Seaa € E, a # 0y sea A = {(n,m) € N? | |ag|3 <
|a|5*}. Por tanto, si (n,m) € A, |ao| < |a|5* de donde se sigue que nlog |aglz <
mloglalz. Como log |aglz < 0, (n,m) € A <= L > log|alz

Tog [aols °

Como | |1 es equivalente | |2, se tiene (n,m) € A <— =2 > loglal " ge

log |ao|1
. loglals __ loglaly loglals _ loglagla  loglaly .
bl-gue qUe 1o.700T; = Toglaol: - Por tanto Toglali — Toglaols Tog lal: €S indepen
diente de a.
._ loglal2 s _—
Sea s := oo Entonces lal$ = |alz para toda a € E, a #0y s € R,
s > 0 pues como | |1 ¥ | |2 son equivalentes, log|ag|1 < 0 y log|agl2a < 0, por
1
lo que s = 1e8laol2 5 O

Tog Jaol1
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Teorema 6.1.9. Sea v un valor absoluto no trivial en un campo E y sea F/E
una extension. Siw yw' son dos extensiones dev a F, esto es, w|p = w'|p = v,
yw yw son equivalentes, entonces w = w'.

Demostracion. Se tiene que | |5 =] |/, s € R, s > 0. Puesto que si ag € E,
con |agl, # 1, entonces |agl, = |aoly = |aolw = |aols,, de donde se sigue que
s=1. O

En otras palabras, si w y w’ son dos valores absolutos de F' no iguales que
extienden a v, entonces w y w’ no son equivalentes.

Regresando a | |,, un valor absoluto de K, y | |, se extiende de manera
Unica | |z a K,. Entonces, si L, = o(L)K, y L, = 7(L)K,, para o,7 :
L — K, yparaa € L, |a|, = |oal, y |a|w = |Tal,. Por tanto w y w’ son
equivalentes si y sélo si |oal, = |Taly, esto es, dan el mismo valor absoluto en
L.

Sea ahora o : L — K,, K, una cerradura separable de K, un encaje.
Entonces (L) 2 Ly o(L)K, /K, es una extensién finita. Entonces o(L)K,
es una completaciéon de L, digamos L. Esto es, o se identifica con una com-
pletacién de L, L,“ ="1L,, con w|g, = v.

Definicién 6.1.10. Sea K un campo global. Los valores absolutos candnicos
de K estan dados de la siguiente forma: Si p es finito, O, /p = K(p) = F,,,
entonces seleccionamos ¢ = g, ! para el valor absoluto:

jaly =45, N(p) = gp.
Si p es infinito, K, 2R o C, si 0 : K — K, entonces
|z]p = |o2|g = |ox| usual sip =Ry |z|, = |joz|2 = |loz|2 en Csip=C
pues en un lugar complejo consiste de 2 encajes oy & con 0 # &.

El conjunto de los valores absolutos candnicos se dontard por Mg. Se
tiene que p,p’ € Mg, p # p’, entonces | |, y | |- dan diferentes topologias en
K.

Dado un valor absoluto w de L, w|x = v, L, /K, es una extensién finita.
Ahora si o : L, — K, es uno de los [L, : K,|] = [L, : K,|s encajes,
0|k, = Idk,. Entonces o(L) C o(L,) y o(L)K, = o(L,) por el argumento
dado anteriormente.

Teorema 6.1.11. Sea K un campo global, v € Mg y L/K una extension
finita y separable. Se tiene que dos encajes o,7 : L — K, sobre K, ol =
7|k = Idk, dan lugar al mismo valor absoluto en L siy sélo si son conjugados
sobre K, lo cual significa que existe un isomorfismo X : o(L)K, — 7(L)K,
tal que Nk, = Idg,. En otras palabras, los encajes dan lugar al mismo valor
absoluto si y sdlo si las composiciones o(L)K, y 7(L)K, de L y K, sobre ya
sea K o sobre K,, son equivalentes.
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Demostracion. Dado cualquier encaje @ : L — K,,, entonces para § € K,
0(B) € (L) y 0(L)K, /K, es una extensién finita.

La extensién de v a 8(L)K, es tnica y si ponemos §(L)K, = L,, w la
extensién de v a L, entonces

1Blo = 108l = | N1 /s, (08)1/™,

donde n,, = [L, : K,]. Sean o y 7 conjugados, o(L)K, = L, 7(L)K, = L,
A: L, — L, isomorfismo y A|g, = Idg,, entonces

Ni./k,(08) =Nr_, /K, (AoB) =Nr_, /K, (T5),
1Blw = Nk, (@B)["/™ = |NL_, i, (TB)[V/™" = |Blur ¥
Ny = [Ly : Ky) = [Lo : K] = ngr.

Se sigue que |8l = [Bl..
Reciprocamente, supongamos que los valores absolutos son los mismos.
Ahora 7(L) y o(L) son isomorfos a L sobre K. Sea A : 7(L) — o(L) un
isomorfismo sobre K. Veremos que A se puede extender de 7(L)K, a o(L)K,
sobre K.
Se tiene que 7(L) es denso en 7(L) K, por lo que dado x € 7(L)K, puede

ser escrito como x = lim 7z, con z, € L. Ahora bien, como los valores
n— oo

absolutos inducidos por 7 y por o son el mismo, se sigue que {A\7z,} = {ox,}
converge a un elemento de o(L)K,. Denotemos este elemento por Azx. Se
verifica que Az es independiente de {rz,} v que A : 7(L)K, — o(L)K, es
un isomorfismo que deja fija a K,. O

Con este resultado, podemos enumerar las extensiones de v a L, una férmu-
la ya muy conocida.

Corolario 6.1.12. Sea L/K una extension finita y separable de grado n de
campos globales y v € My . Para cada valor absoluto w de L, sea n, = [L, :
K] el grado de campos locales (o de R o de C). Entonces }_ |, nw = n.

Demostracion. Se tiene que n = [L : K] = [L : K]; es el nimero de encajes
o:L— K,, o|lg = Idg. Ademss [L, : K,] = n,, es el nimero de encajes
L, — K, y todos ellos son conjugados sobre K, y por tanto dan lugar al
mismo valor absoluto. Se sigue que n = ZW‘U N = wa €wfow- |

Corolario 6.1.13. Sean K un campo global y L/K una extension finita y
separable. Sea o € L. Entonces, si v € Mg, se tiene

[T el = INg/k (@)l

wlv

con ng, = [Ly : Kyl.
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Demostracion. La extensién del valor absoluto de K, a L, estd dado por
law = Nz, /K, (a)|Y/™. Por tanto, si A, es la clase de conjugacién de w, se
tiene

ol =Ny ke, (@) =] T] o],
o€A,

[Tlelze =TT1 IT ool = |H004|vv

wlv wlv oE€EAL

donde ¢ recorre los [L : K] encajes o : L — K. Se sigue que [[,,, |a[% =

wlv

‘NL/KOé’v. O

Corolario 6.1.14. Sea L/K una extension finita y separable de campos glo-
bales. Entonces v € My se tiene

Ni/k(a HNL /i, (@) y Trpg(a ZTFL /i, (@)
wlv wlv
para o € L.
Demostracion. Se tiene que si A, = {a i L, — K, | olg, = Idg,} vy
A, ={olr | 0 € Ay}, entonces |, A, = {o —>K|0|K*Id1{} de
donde se sigue el resultado. a

Proposicién 6.1.15. Sea K € {Q,F,(T)}. Entonces
IT lelo =1
vEMK

para toda o € K*.

Demostracion. Sea a = yp{*---p% con {p1,...,pr} ya sea nimeros primos

distintos si K = Q o polinomios mdénicos irreducibles distintos si K = Fy(T)

y 7 = %1 en el caso numérico y v € Fy en el caso de campos de funciones.
Entonces si K = Q,

a;

pi stv=pi,
lal, = ¢ 1 sivé {p1,...,pr} v v es finito,
|a] el valor absoluto usual si v = oo,

y si K =y, entonces

UEr sio=p,
laf, =<1 sivé{p1,...,pr} vy v es finito,
e 81 ¥ = Poo, v = 1/T es el primo infinito.
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Se sigue que
[Ty o (i -pir) =1 si K =Q,
veMie g Tl ser . gXinaiet =1 s K =T,

Teorema 6.1.16 (Producto de los valores absolutos). Sea L cualquier
campo global. Entonces para o € L*, se tiene

H laf, = 1.

WEM L

Demostracion. Si L es un campo de funciones, sabemos que para o € L*
gra = gr(a)r = 0 donde (a)r denota al divisor principal de a, gra =
Z():ICIEML grp - vp(@) vy |al, = ¢~ &P (@), Por tanto [per, lelp = g8 =
q =1.

Ahora damos otra demostracién que funciona para cualquier campo global.
Si L es campo de funciones, por ser F, un campo perfecto, L es una extensién
finita y separable de algin F,(T').

Para L cualquier campo global, denotamos n,, = [L,, : K,] donde w € Py,
y wlgk =v € Pg y donde K € {Q,F,(T)} segin sea el caso. Sabemos que
[Topw lell = [Nz k ()], Corolario 6.1.13.

Ahora bien w es la tdnica extensién de v a L, sin embargo |a|, =
‘ N,/ K, (a)‘i/n“ no estd normalizada pues grw = f,, grov donde f, = f(w|v).

Si v es un lugar finito (es decir, no arquimediano), se tiene que el campo re-
sidual de K, es Fgarv y el de Ly, es Fgerw. Por otro lado grw = f(w|v) grv don-
de n, = [Ly : K] = f(w|v)e(w|v). Ademaés vy, (a) = m”Ku(NLw/Kv (@)
(Corolario 3.1.15), por lo que

INLL (@), = g~ & v New/m (@) = =g flelo) v (@)

— g — o,

normalizada. Esto es, el valor absoluto normalizado de o en Ly, es ||afl» =

‘ NLw/Kv (a)|v'
Se sigue que, para v un valor absoluto no arquimediano,

ITlelle = TINz./x. (@), = [Nk (a)],.
wlv wlv
Para el caso arquimediano, tenemos que si w,v son ambos reales o ambos

complejos, L, = K, y Ny /i, (o) =a'y

|a|? siw y v son complejos,

N o =lal, =
Lu/xl ){“ e {|a| si w y v son reales.
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Si v es real y w es complejo, Nz /k, (o) = aa = laf? v |NLw/KU(O‘)’w =
}NLW/KU (a)|2. Entonces, en el caso arquimediano, también tenemos que
lalw = | NL,/x, (@)],-
Se sigue que para cualquier valor absoluto v se tiene

T tolo = TT [Ne/x(e) =1. 0

wEM, VEMK

Sea S un conjunto finito no vacio de lugares de un campo global K, S
conteniendo a los primos arquimedianos en caracteristica 0. Sea K* := {a €
K* | vp(a) =0 (es decir, |al, = 1) para todo p ¢ S}. K se llama el grupo de
las S-unidades. Si K es un campo numérico y S consiste exactamente de los
lugares arquimedianos de K, entonces K° son las unidades de K, esto es,
K% = 03 donde O es el anillo de enteros de K.

Se tiene el siguiente resultado, cuya demostracién presentamos mas ade-
lante.

Teorema 6.1.17 (Teorema de las unidades de Dirichlet). Se tiene que,
como grupo,
K5~ Wi x ZIS1=1 sicar K =0,
F7 x Z/81-1 stcar K =p >0,

donde Wi son las raices de unidad en K.

El grupo de divisores (caracteristica p > 0) o de ideales fraccionarios (ca-
racteristica 0), segin sea el caso, se denotard por Dk y en caracteristica p
tenemos Dk = {a € Dk | gra = 0}. Si Pk = {(a) | @« € K*} denota a
los divisores o ideales fraccionarios principales, tenemos los grupos de clases
de divisores o de ideales fraccionarios Dg /Px =: Ix y Dk o/Px = Ik,0. Se
tiene que [ es finito cuando K es campo numeérico y es infinito en el caso de
campos de funciones. Por otro lado Ik es finito (K un campo de funciones).

Usaremos la siguiente notacién. Sea p un lugar,

U grupo de unidades de K, si p es finito,
P K si p es infinito.

Como vimos anteriormente, > oy, [Lay : Kp] = [L : K].
Si L/K es una extension finita de Galois y o € Gk, entonces para Blp,
entonces oB|p y Lo % Loy es un isomorfismo sobre K,. De hecho, si

a € Ly, existe una sucesién en L, a = lim z,, z, € L, oz, converge L,p a
n—oo

oo pues el valor absoluto (no normalizado) satisface

1/[Lyp:K
|O‘_33nh3 = |NL<B/K,1(04_$7L)| i)
1/[Lp:K,

= ‘Nng/Kp (ca — a:cn)’ [ loa — oxy | oo
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SiP =o'P, Ly BN Lsp es un automorfismo y o € Gr 1k, = Dr/x (Blp),
|Dp i (Blp)| = e(Blp) f(Blp) vy M(L/K) = |Grix/Dr/w (Blp)|-

Con respecto a la Teorfa de Kummer (Teorema 2.4.2), obtenemos la si-
guiente informacién aritmética

Teorema 6.1.18. Sea K un campo global que contiene una n-ésima raiz pri-
mitiva de la unidad (,, donde p t n, y p es la caracteristica de K. Sean
L = K({VZ), una extension finita de Kummer de K, y p un primo de K.
Entonces:

(1) p se descompone totalmente en L <= A C (K;)".

(2) Sip es finito y p1n, entonces p es no ramificado en L < existe
un conjunto de generadores de AJ(K*)™ que son unidades en p. En
otras palabras, A C U, - (K*)".

Demostracion. (1): Se tiene que p se descompone totalmente en L/K <=
(LqB ): K, para todo Plp, Ly = K, (VA) =K, < VACK} < AC
K™,

b

(2): Sea Blp. Supongamos p no ramificado. Se tiene que Lg/K, es no
ramificada si el grupo de valores de la valuacién de Ly es el mismo que el
de K,. Sea 0 uno de los generadores de A. Puesto que 6§ = (61/™)™ en L,
su valuacién es un n-miltiplo de un valor: vy (8) = nugp(¥4) y vp(d) =
e(PBlp)vp(d) = vy(d). Por tanto se tiene que v,(d) = rn para alguna r € Z.
Sea 7 € K, vy(m) = 1. Entonces v, (§(7~")™) =0y (7~ ")™ es una n-potencia,
por lo que §(7~")™ es tambien un generador y es una p-unidad.

Reciprocamente, supongamos que A/(K*)™ tiene generadores § que son
unidades en p. Es suficiente probar que K(3/9)/K es no ramificada para
§ € A. Se tiene que o = /9 satisface f(z) = 2" — 5 y f'(a) = na™ ! es
primo relativo a p. Entonces p no divide al diferente local y por tanto es no
ramificado. O

6.1.2. Teoria de Kummer aditiva o de Artin-Schreier-Witt

La teoria de Kummer aditiva es necesaria en nuestro enfoque para pro-
bar la segunda desigualdad fundamental. Unicamente requerimos estudiar las
extensiones abelianas de un campo global de funciones de exponente p. El
tratamiento de exponente p™ se puede hacer cambiando las extensiones de
Artin-Schreier por extensiones usando vectores de Witt. Los vectores de Witt
pueden ser consultados en [136, Capitulo 12]. Aqui presentamos tinicamente
las extensiones de exponente p para simplificar la presentacion, en el entendido
que la teoria es inmediatamente generalizable para extensiones de exponente
p" para cualquier n € N cambiando la operacion p(z) = 2P —z o0 p(z) = 29—z
por (%) = = T o p(7) =79 = 7, F, por W,,(F,) = Z/p"Z, etc.
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Sea K un campo de caracteristica p > 0y sea L/K una extensién abeliana
ya sea finita o infinita, de exponente p, esto es, o? = 1 para toda o € G =
Gal(L/K). Podemos usar a I, como el grupo de valores para los caracteres
de G, esto es, x(G) = Hom(G,F,). Un caracter p € x(G) satisface

p(or) = (o) + u(r) = plo) + op(r),

por lo que z es un cociclo aditivo Z!(G, K). Ahora bien, H*(G, L) = {0}, por
lo que existe a € L tal que p(o) = (1 — o)a para toda o € G.
Sea p : L — L el operador de Artin-Schreier p(3) = 8P — 3. Se tiene que

nicp={feL|pr-p=0}=F,y p(cf) = op(B) para toda § € L. Se
tiene que

0—TF, — L% (L) —0,
es una sucesion G-exacta. En cohomologia obtenemos la sucesién exacta
L =K % o(L)¢ = o(L)n K -2 HY(G,F,) — H'(G,L) = {0}.
Ahora bien, H'(G,F,) = Hom(G,F,) = x(G). Por tanto
pL)NK
p(K)

El isomorfismo anterior estd dado por el mapeo de conexién . Si a +

p(K) e KJ;L()I?)K, formalmente, se tiene

>~ x(@G).

HO(G’ L) -~ HO(G7 p(L))
pHa) ~—— a

la
Hl(leFp) <~ Hl(Ga L)

Por tanto §(a + p(K)) = pa € X(G) donde p4(0) = p~ta — o(p~ta). Ahora
bien, p~la = b significa pb = a = bP — b por lo que o(b) = b — p.(c) con
ta(o) € Fp.

Sea N la méxima extensién de Artin-Schreier sobre K. Entonces p(L) C
o(N)N K C K. Si tuviésemos p(N) N K # K, existirfaa € K con p~la ¢ N
y N(p~la) serfa una extensiéon de Artin-Schreier conteniendo propiamente a
N. Por tanto p(N)NK = K.

Sea G = Gal(N/K). Entonces K/p(K) = H'(G,F,) 2 x(G). Tenemos un
isomorfismo de redes que preserva contenciones entre la red de extensiones de
Artin-Schreier y la red de subgrupos de K que contienen a p(K).

Si L corresponde al subgrupo A, entonces

(a) A=p(L)NK:Sia€ K,a€ A < py(0) =0 (e € x(Gal(N/K))
para o € Gal(N/L) < o(p~'a) = p~'a para o € Gal(N/L) <=
plae Ll < acp(l).



210 6 Campos de clase globales

(b) L =K(p~1(A)): Sioc € G=Gal(N/K) entonces o € Gal(N/L) <=
pa(c) = 0 paraa € A <= o(pta) = plaparaa € A +—
U|K(p—1(A)) = IdK(p—l(A)) <~ 0 € Gal(N/K(@il(/l)))

De esta forma, hemos probado:

Teorema 6.1.19. Sea K un campo de caracteristica p > 0. Eziste una co-
rrespondencia entre los subgrupos aditivos A de K que contienen a o~ (K) y
las extensiones abelianas L/K de exponente p. La correspondencia estd dada

por A+ Ly = K(p~(A)). Ademds x(Gal(N/K)) = 00K, 0

6.2. Anillo de adeles y grupo de ideles

Tanto los adéles como los idéles son un caso especial de la siguiente cons-
truccion de los llamados “productos directos restringidos”.

Definicién 6.2.1 (Productos directos restringidos). Sea {v} una familia
de indices y para cada v sea G, un grupo abeliano localmente compacto, esto
es, cada x € G, tiene una vecindad compacta. Para casi todo indice v, sea H,
un subgrupo abierto compacto de G,,. Entonces el producto directo restringido
de los G, con respecto a los H, es el subgrupo G de G :=[], G, consistente
de los elementos de G cuyas todas las componentes, salvo un ntmero finito,
pertenecen a H,,:

G ={(zy)v € G| z, € H, para casi toda v}.

Si S es un conjunto finito de indices que incluye a todos los indices v tales
que H, no estd definido, entonces se define G5 := [],c g Gv X vas H,.

Entonces G es el producto directo de grupos localmente compactos, por
lo que G5 es localmente compacto en la topologia producto. Se tiene que Gg
es un conjunto abierto de G y G es localmente compacto.

Se tiene G, — G, gy — (..., 1,...,1,g,,1...,1,...) el cual es un mo-
nomorfismo de grupos.

Definicién 6.2.2. Los adéles de un campo global K, Ak, es el producto res-
tringido de {K, },ep, con respecto a {Oy}y finito-

Los idéles de un campo global K, Jg, es el producto directo restringido
de {K’:}’UGPK con respecto a {O; = Uv}v finito-

Como veremos més adelante, la topologia de A restringida a Jx no es la
misma topologia de Jx.

Veamos explicitamente los adeéles o reparticiones en un campo global K.
Un adele es una familia & = (ap)pep, = (w)vepy, donde Pg denota el
conjunto de lugares (valores absolutos) de K, a, € K, para toda py o €
O, para casi todo p finito. Indistintamente usaremos Pr y Mg, esto es,
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siempre supondremos, a menos que se indique lo contrario, que todos los
valores absolutos estarén normalizados (de manera canénica).

De esta forma, A i denota al anillo de los adéles con las operaciones entrada
por entrada y la topologia de A esta dada por la base de vecindades abiertas
de 0 consistente de los conjuntos [Toeg Vo x vas O, donde § C Px es un
conjunto finito y V,, es un conjunto abierto de K, y donde 0 € V,, para v € S.

Ahora bien el grupo de idéles de un campo global K estd formado por
los vectores & = (ap)pepx = (w)vep, donde oy, € K para toda p € P y
laplp = 1, equivalentemente, vy(ay) = 0, esto es, a, € Oy = Uy, para casi
toda p € Pg.

El conjunto de ideles Jx forma un grupo con la multiplicacién entrada por
entrada y la topologia de Jx estd dada por el sistema de vecindades abiertas
de T consiste de los subconjuntos de la forma del tipo [Les Wo x Hues U,
donde S C Pg es un conjunto finito, W, es un conjunto abierto de K donde
1 e W, parav e SyU, = 0O; son las unidades. Recordemos que definimos
U, = {O}(p = O; siwv es finito, -

K si v es infinito

Notemos en particular que Ux =[] U, es un conjunto abierto de Jg.

peEPK

Observacién 6.2.3. El grupo de unidades de Ak es Jx pues & € A}, si para
toda v € Pk, existe 8, € K, con a,3, = 1. Como «, € O, para casi toda v,
o, € O} para toda v. Esto es A} = Jk.

Definicién 6.2.4. Los ideles principales son los elementos de Jg de la forma

(...,zy...,x,...) con x € K*.
Los adéles principales son los adeles de la forma (...,z,...,z,...) con
reEK.

La siguiente definicién es el concepto central de la teoria global de campos
de clase.

Definicién 6.2.5. El grupo de clases de idéles Ck se define por Ji /K* donde
K* < Jg, wx)=(...,x,...,x....), esto es, u(x), = = para toda v € Pg.

Los elementos de C'k los denotaremos por @ donde & € J Kk es el represen-
tante del elemento de Ck.

Notacion 6.2.6. Dado p € Pk, donde K es un campo global, p|oo significa
que p es arquimediano y p 1 co significa que p es un primo finito.

Definicién 6.2.7 (Valor absoluto de idéles). Se define el valor absoluto
de Jg por || || : Jxk — RT ={z € R |z > 0}, por

el =TT lal-

vEPK
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El valor absoluto estd bien definido pues |a,|, = 1 para casi toda v. Ademds
es facil verificar que el valor absoluto es un mapeo continuo, donde RT tiene
la topologia usual de los nimeros reales y la imdgen de || || tiene la topologia
inducida.

Se tiene que si @ y 5 estdn en la misma clase de equivalencia en Ck,
entonces existe x € K* tal que & = 2 y como ||z|| = 1, se sigue que ||@|| = ||5]|
por lo que se puede definir ||&|| por

1] = liall-

Ahora bien, nic|| || = {a@ € Jk | [|d| = [[,ep, lwlo = 1} = JKro. Se
tiene que K* C Jk .
Definicién 6.2.8. El grupo Jg o recibe el nombre de idéles de grado 0 y el

grupo Ck o := Jg,0/K* recibe el nombre de grupo de clases de idéles de grado
0.

Si K es un campo de funciones, entonces ||@|| = ¢~ &%, es decir,
Jxo={d € Jx |gra= E gr, ap = 0},
peEPK

donde gr, ap, = grp - vy(ayp), grp = [Op/p : Fy], Fy el campo de constantes
de K.
Para K un campo global, se tiene

Ck/Cko = Jx/JxoZim| || = A
~ JRY si K es numdérico,
¢“={q"|ne€Z}=7 siK escampo de funciones

Veremos mas adelante con detalle que las sucesiones exactas
1—Jrgo—Jx — A —1, 1—Ckgo—Cx —A—1,
se escinden tanto algebraica como topoldgicamente, es decir, tenemos que
Cr =Cgox A y Jr =2 Jgox A

tanto algebraica como topolégicamente, donde A = RT si K es numérico
y A 2 Z si K es de funciones. La topologia inducida de im|| || en Z es la
topologia discreta (Teorema 6.8.1).

La conexidn de los ideéles con los divisores y de varios grupos relacionados,
nos la da la siguiente definicién.

Definicién 6.2.9. Sea K un campo global, Jx el grupo de ideles y Dy el
grupo de divisores o de ideales fraccionarios. Se define el epimorfismo

ACJK—)DK, A(&):aa: H pvp(ap).

peEPK
pfoo
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Se tiene que

nicA =Ug = H U, = {d € Jk | vp(ap) = 0 para todo p finito}
pePr

L0 K5 % oo Up  si K es numérico,

I1, Uy si K es de funciones

Cuando K es campo de funciones, se tiene A(Jx0) = Dr,o y Uk C Jko-

Entonces se tiene

JK JK0 . .

— 2= Dk (K campo global), —= = Dk (K campo de funciones).

UK K
Si K es campo numérico, se tiene A(Jx ) = Dxg = Dg . También tenemos
para cualquier K campo global que A(K*) = Px = {(x)x | * € K*}. Se sigue
que

AZJK/K*—>DK/PK y nﬁcA:UKK*/K*7
A:JKyo/K*—>DK70/PK y nﬁcA:UKK*/K*.

En particular, tenemos

Ji /Uxk K* = D /P = Ik grupo de clases de divisores,
Jr0/UxK* =~ Dk o/Px = Ik grupo de clases de divisores de grado 0.

Si K es numérico, D /Px = Dk o/Px = Ix = Ik, es el grupo de clases y
hix = |Ik| < co. En el caso de K campo de funciones hx = |Ix o| es finito y
Ix = Ik 0 ® Z es infinito.

6.2.1. Algo de topologia para los ideles

Sea K un campo global. Se tiene que Jx es Hausdorff: si @ # E, entonces
o, # By paraalgin vy K es Hausdorff (simplemente por ser espacio métrico).
Sean U y V conjuntos abiertos de K¥, a,, € U, 8, € V y UNV = (. Sean
Uy v Vi dos abiertos de Jx con la componente de Uy en v igual a U y la
componente en v en Vj igualaVy&eryge Voy UgNVy=0.

Sea Soo = {p € Px | p|oo} el conjunto de los lugares arquimedianos de K
y sea S = Soo U{vp} un conjunto no vacio finito de lugares. Ahora, cada K
es localmente compacto. Sea V,, un abierto de K con V,, compacto y tal que

1€ V,. Entonces 1 € W = [Toes Vo x vas U, y U, es compacto. Por tanto
W es una vecindad de 1 con cerradura compacta y por tanto Jx es localmente
compacto.

Veamos a continuacién una propiedad de Jg que nos es indispensable para
probar el teorema de existencia. La propiedad en discusion es que si K es un
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campo de funciones, Jx es totalmente disconexo y en general si K es un
campo global Ji := {@ € Ji | a,, = 1 para v|oo} es totalmente disconexo.

En efecto, sean o‘Z,E € J?(“ con @ # E Existe vg finito con au,, # Buy,-
Entonces ay,, 8,, € K, y como K es totalmente disconexo, existen Vo, Wy
abiertos de K , K = VoUWy, VonWo =0y ay, € Vo, By, € Wo. Por tanto
(Vo x | . K;)n(Wy x | | . K;) =10y el resultado se sigue.

En resumen, tenemos

Proposicién 6.2.10. Sea K un campo global, entonces Ji es Hausdorff, lo-
calmente compacto y Jﬁ" es totalmente disconexo, donde Jﬁ" ={d|a, =
1 para v|oco}. O

Corolario 6.2.11. Si K es un campo de funciones, entonces Cx y Ck o son
totalmente disconezxos.

Demostracion. Se tiene que la proyeccion natural Jx — Ck es un mapeo
continuo, suprayectivo y Jx es totalmente disconexo. O

Observacion 6.2.12. Se tendra que el mapeo global de reciprocidad pg :
Cx — Gal(K*/K) = G3b, tiene nticleo Mk que es la componente conexa
de 1 en Ck. Por tanto pg resultard ser inyectiva en el caso de campos de
funciones. En el caso de campos numéricos la estructura de Mg fue hallada
por Tate. En el caso numérico, px es suprayectiva y no inyectiva.

Proposicién 6.2.13. Para cualquier campo global K, el subgrupo Ck o es
cerrado de Ci. Si K es de funciones, entonces Ck o también es abierto. Si
K es numérico, Ck o no es abierto en Ck.

Demostracion. Primero supongamos que K es de funciones. Entonces U :=
[I,cp, Uy es abierto en Jx por lo que U := UK*/K* es abierto en Cf y

ademds U C Ck . Si ac Ck 0, entonces aU C Ck o probando que Ck es

abierto. El mismo argumento prueba que si ,6_" ¢ U , entonces EU NCko=10
probando que Ck o es cerrado.

De lo anterior obtenemos que gr : Cx — Z, donde Z es considerado con
la topologfa discreta, es una funcién continua pues gr='({0}) = Ck o es tanto
abierto como cerrado.

Si K es numérico, tenemos que si ¢ := || ||, entonces ¢ es continua y
{1} € RT es cerrado, por lo que Ck o = ¢~ ({1}) es cerrado en Ck.

Es claro en el caso numérico que toda vecindad de T contiene elementos
de valor absoluto diferente de 1 por lo que C'k ¢ no es abierto. a

Corolario 6.2.14. Si K es cualquier campo global, se tiene que Ck no es
compacto.
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Demostracion. Primero consideremos K numérico. Sea ¢ = || || el valor abso-
luto de C. Sea {U; };c; una cubierta abierta de R™ que no tenga subcubiertas
finitas. Entonces {go*l (UZ)} es una cubierta abierta de C sin subcubiertas

i iel
finitas.
Si K es de funciones, sea &7 de grado 1. Entonces |J @7Ck,o es una
nez
cubierta abierta de C'k sin subcubiertas finitas. O

Proposicion 6.2.15. Se tiene para un campo global K que K* C Jg es un
subgrupo discreto de Jx . En particular, K* es cerrado en Jk.

Demostracion. Sea S C Pk un conjunto finito y no vacio de lugares conte-
niendo los lugares arquimedianos. Sea V' la vecindad de I en Jx definido por
aeV < Ja,— 1]y < 1lparatodav € Sy |ay|, =1 para toda v ¢ S.
Siz € K*, z # 1 se tiene que [[,cp, |z — 1], = 1. Si 2 € V se tendrfa
que |z — 1], < 1 parav € Sy para v ¢ S, méx{|z|,,1} = mdx{1,1} =1y
| — 1], < méx{|x|,,1} = 1. Se seguirfa que

IIlz=1th=]]le—th J[lz=th<J]le-1 <1

vEPK veES vgS veES

Esta contradiccién a la férmula del producto prueba que x ¢ V. Por tanto
VN K* = {1} y por tanto K* es discreto.
Por el Lema 3.3.8, K* es cerrado pues Jx es Hausdorff. a

Observacion 6.2.16. De manera similar, se prueba que K es un subgrupo
discreto de A g

Observacién 6.2.17. Se tiene que A% = Jg (Observacién 6.2.3), pero la
topologia de Jx no es la inducida por Ag.

Ejemplo 6.2.18. Sea K = Q. Sea &, el adele cuya p-componente es p y cuya
v-componente es 1 para v # p. Veamos que &, —— Tenla topologia de Ag.
p—00

Sea V un abierto bésico conteniendo a 1. Puesto que V = [Toeg Wo x
va g Oy, W, abierto de K, para v € S. Entonces, existe pg un nimero primo
tal que para toda p > pg se tiene que p ¢ S. De esta forma, tenemos que
p € Op = Zy,. Se sigue que T, € V para toda p > py y por tanto plirgo Tp = I.

Si la inversién fuese continua en Ag, entonces la sucesién &, ' convergeria

all=1 sin embargo, si V' es un conjunto abierto conteniendo a I, entonces
para toda p > pg, p~* & O, = Z,. Por tanto f;l ¢ V para toda p > py.
Esto prueba que el mapeo & — Z~! no es continua en la topologfa de Ag
restringida a Ay = Jp. La razon es que p~! no es unidad en Zy y que p — 00.
Ahora bien, en la topologia de Jx, donde K es un campo global arbitrario,
sea ¢ : Jx — Jx dada por o(@) = a . Sea W =[], g Wy x [I,¢s Uy un
abierto bésico de Jg, por tanto o' (W) = ] cg Wyt x [Togs U tysiW,es
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abierto en K, entonces W, ! es abierto en K* por ser K un grupo topoldégico
y ademéas U, ! = U,, por lo que ¢! es un abierto en Ji y ¢ es continua.

Por tanto Jg es un grupo topoldgico. Se puede probar que la topologia
dada a Jg estd dada de la siguiente forma: Sea p : Jx — Ax X Ag dada
por u(@) = (&, ). Entonces los abiertos de Jx son u(Jx) N (V x W) donde
V' y W son conjuntos abiertos de Ag.

Lema 6.2.19. Sea K un campo global y sea L/K una extension finita y se-
parable. Entonces
Agr @ L=Ar

algebraica y topoldgicamente. En esta correspondencia, tenemos que K®x L =
LCAg®g L donde K C Ak se inyecta en L C Ap.

Demostracion. Primero estableceremos el isomorfismo como espacios topologi-
cos. Sea {ai,...,a,} base de L/K y sea v que recorre los valores absolutos
finitos normalizados de K. Se tiene que, Ak ® g L con la topologia del producto
tensorial, es el producto restringido de

K, 9 L=K,o1 @ ® K, (6.2.1)
con respecto a
Okar @ - ® Oyay. (6.2.2)
Ahora bien, se tiene
K,k L=L, & &L, (6.2.3)
donde wy, . .. ,w, son los valores absolutos que son extensiones de v y bajo esta

identificacién de (6.2.1) con (6.2.3), se identifica (6.2.2) con O, & -+ ® O,,..
Asi, el producto restringido de Ax ® k¢ L con respecto a K, ® L es isomorfo
topolégicamente al producto restringido de los L., con respecto a O,. Este
isomorfismo también es algebraico. O

Corolario 6.2.20. Sea A; la parte aditiva de Ay . Entonces
Af 2AL o oAL.
ﬁ_/
n=[L:K]

En este isomorfismo se tiene L C Az, el subgrupo de los adéles principales,
se manda en K & --- & K.

Demostracion. Para x € L, x # 0, IA}; - Ai y zAg = A}; como grupos
topoldgicos. Por tanto

Af2AL @k LAl & da, AL 2AL e @ AL O
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Del Corolario 6.2.14, tenemos que Jx/K* = Ck no es compacto. Sin
embargo, para los adeles, tenemos:

Teorema 6.2.21. K es discreto en Ai y A}}/K es compacto en la topologia
cociente.

Demostracion. Por el Corolario 6.2.20, basta probar el teorema para K = Q
en el caso numérico y para K = F,(T') en el caso de campos de funciones.

Denotamos por co al valor absoluto usual si K = Q y por el valor absoluto
a 7 si K = Fy(T). Sea W C A} el conjunto definido por W = {@ € A} |
[Qtoo] oo < %, |ay|» < 1 para todo v # 0o}. Veamos que Al = K + W.

Sea @ € A;. Para cada v # o0, sea v = p € Z un ndmero primo o
pE R;, donde R; denota al conjunto de los polinomios ménicos irreducibles
de Ry =F,[T]. Podemos hallar r, = r, = 2, /p"» conzp, € Zo Rr y y xp, € Z,
zp > 0 tal que

oy = 1olv = loy —1plp < 1.

Puesto que a € A;FO se tiene r, = 0 para casi toda v. Sea r := Zv;ﬁoo Ty Se
tiene |, — 7|, < 1 para toda v # oco.
Sea s € Zos € Ry con |oog — 7 — 8| < 3. Sea f = a@— (r + s),
@ =f+(r+s). Setiene B, = ay — (r + ), |Bols = low — (r + 8)|» <
méx{|a, — 7y, |s|y} < 1 para toda v # co. Ademas |Bloo = |atoc —7 — $|oc < 3.
Se tiene que W — A}; /K es un epimorfismo continuo y W es compacto,
de donde se sigue que A} /K es compacto. a

Corolario 6.2.22. Sea K un campo global. Existe Wy C Ag compacto con
Wy :={£ € Ak | |&u]v < 6y para toda v € Px y §, =1 para casi toda v} y tal
que A = Wy + K.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de la demostracion del Teorema
6.2.21. O

6.2.2. Medida de Haar

Sea G un grupo topolégico localmente compacto. Entonces, salvo una cons-
tante positiva, existe una tinica medida no trivial p en los subgrupos de Borel,
esto es, los elementos del dlgebra de Borel que es la generada por los conjun-
tos abiertos de G, la cual es numerablemente aditiva y tal que satisface lo
siguiente:

(1) w es invariante bajo translaciones por la izquierda: p(gS) = u(S) para
toda g € G y para todo conjunto de Borel S.

(2) p es finita en conjuntos compactos T' C G: pu(T') < oo para T com-
pacto.

(3) w esregular por fuera para todo subgrupo de Borel: 1(S) = inf{u(U) |
S CU,U abierto}.
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(4) w es regular por dentro para conjuntos abiertos U: u(U) = sup{u(T) |
T C U, T compacto}.

Se puede probar que pu(U) > 0 para todo conjunto abierto U de G con U
no vacio. En particular, si G es compacto, u(G) < oo y se puede normalizar
para que u(G) = 1.

De igual manera, se puede definir un tinica medida (salvo constantes posi-
tivas) por la derecha. Sin embargo estas dos medidas no coinciden en general.

Proposicion 6.2.23. Sea K un campo global. Existe una constante C' > 0
que depende unicamente de K con la siguiente propiedad: si & € Ak satisface

[Tlewlo > C, (6.2.4)

entonces existe 8 € K, §# 0 tal que |8|, < |al, para toda v € Pk

Demostracion. Primero consideremos cualquier constante C' > 0 y un idele &
que satisface (6.2.4). Puesto que para casi toda v se tiene |ay|, < 1, entonces
se sigue que |y, |, = 1 para casi toda v pues de lo contrario, si para v finito se
tiene |ay |, < 1 entonces ||, < g, ! y por tanto si tuviésemos esta situacién
para una infinidad de primos finitos v, entonces [], |ay |, = 0.

Sean ¢y la medida de Haar u de A'}} /K y c¢1 es la medida de Haar del
conjunto A = {7 | || < 15 si v|oo y |ywle < 1sivfoc}. Se tiene que por
ser A}’} /K compacto, lo mismo que A pues el nimero de v|co es finito, entonces
0<cp<ooy0<e <oo. Veamos que C = f—? satisfacen las condiciones de
la propisicion.

Sea d que satisface (6.2.4) con C = . El conjunto T' := {7 | [yu]s <
5lawlo, VI, [Tolo < |awly, vt oo} tiene medida igual a 1 - [T, [aw]s > 1€ =
Co = p(A)/K). Se sigue que el epimorfismo natural A}, — A} /K debe
tener dos elementos distintos 7,7 en T con la misma imagen debido a que
w(T) > p(A%/K), y por tanto 7 — 7 = 3 € K. Por tanto,

1Blo = |Tq/; - 7_1/)/ v < ayly

para toda v. a

Corolario 6.2.24. Sea vy un valor absoluto normalizado y sean &, > 0 dados
para v # vy tales que 6, = 1 para casi toda v. Entonces existe B € K con
B #0 con |Byly < 6y para todo v # vg.

Demostracion. Seleccionamos «, € K, con 0 < |ayly < 6, ¥ |ay|, = 1 si
0y = 1. Sea a,, € Ky, tal que [[,cp, ||, > C. Por la Proposicién 6.2.23
tenemos que existe § € K, 8 # 0 que satisface lo requerido. a
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A continuacién presentamos el teorema de aproximacién fuerte. Una ver-
sién para campos de funciones se puede encontrar en [136, Teorema 8.3.8] cuya
demostracion usa el Teorema de Riemann-Roch y donde el campo de funcio-
nes es arbitrario y no tinicamente global. El resultado que ahora presentamos
es valido para cualquier campo global.

Teorema 6.2.25 (Teorema de aproximacién fuerte). Sea K un campo
global y sea vy cualquier valor absoluto de K. Sea V el producto restringido
de los K, con respecto a O, para toda v # vg. Entonces K es denso en V.

En otras palabras, dados S = {v1,...,v,} CPg convg €S, €1,...,6, >0
y a € Ak, entonces existe § € K con

1B — aplv;, <€, 1<i<n y |Blv <1 paratodav ¢ SU{uv}.

Demostracién. Existe W C Ak con {€ | [€4]o < 8, y 6, = 1 para casi toda v}
y con A = K+ W (Corolario 6.2.22). Del Corolario 6.2.24 tenemos que existe
A€ K, \#0 tal que

Ao <6t veS,
‘)\|’U S(S;la U¢S7’U7é’00a
con € = min{ey, ..., €y}
Dada a € Ak, si 7 := 5_1&7 existe £ € W tal que ¥ = & + v para algin
v € K. Se sigue que @ = A( + Av. Por tanto A = \W + K.

Sea i € Ak definido por: (jii)y, = aw,;, 1 <i<ny (i), =0parav ¢ S.
Sean £ € W y B € K tales que i = A + 3. Se tiene

|ﬁ — Oy, |v; = |>‘§U1 v; < ‘)‘
18 — aylo = |Blo = [Xulo = [Mu]&olo < 5;1511 =1v¢ SU{vo}. O

000, < €Y

Lema 6.2.26. El subgrupo J o es cerrado en A en la topologia de Ak . Por
otro lado, las topologias inducidas, tanto de Ax como de Jx en Ji .

Demostracion. Sea @ € Ak tal que & ¢ Jk 0. Debemos hallar una vecindad
W de @ con W N Jgo = 0. Se tiene ||, < 1 para casi toda v € Pk y por
tanto el producto infinito C' := [[,cp, |awls € {z € R | z > 0} puesto que
en la serie ) log|ayl, se tiene que log|ay|, < 0 para casi toda v, esto es,
Zu 1Og |av|v 7é 0.

(a) Caso en que C < 1. Puesto que & es un adele, inicamente un niimero
finito de lugares de K satisfacen que |ay|, > 1. Puesto que C < 1, existe un
conjunto finito S de lugares de K tal que si |, |, > 1, entonces v € Sy se tiene

ademds [],cg low|y < 1. Sea W := {€| €&y — auly < €,0 € S,|&]w < 1,v ¢ S}
con € suficientemente pequeno. Se tiene que si £ € W, entonces

T teolo = TT 160k - TT 160lo < T (lewlo +¢) < 1.

vEPK veS vgS veES
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Se sigue que WNJgo=0y adeW.

(b) Caso en que C' > 1. Puesto que & ¢ Jg 9, C > 1. Probemos primero
que, en este caso, & € Jg. Para v finito, si |z], < 1, entonces |z, < q% =q, !,
¢y la cardinalidad del campo residual de K,,.

De esta forma, existe un conjunto finito S de lugares, tales que si v ¢ S,
entonces |y, =1 0 |ay|y < % pues como & es un adele, |a,|, < 1 parav ¢ S
(o € Oy).

Puesto que [[,cp,

|ay |y converge a C > 0 (C' > 1), |ayly — 1. Por
tanto, para un ndmero finito de lugares v, se tiene |a,|, < % Asfi, agregando
un numero finito de lugares, podemos tomar S tal que |ay,|, = 1 para toda
v ¢ Sy por tanto @ € Ji pues a,, # 0 para todo v € Px y C > 1.

Ampliando nuevamente S en caso de ser necesario, podemos suponer que
sivég Sy |ay|, <1 entonces |ay,|, < (2C)~! pues el nimero de lugares de
grado menor o igual a n es finito y ¢, = ¢, por lo que tomamos q% < %
Nuevamente, ampliando .S, podemos suponer que

1< [] lewls < 2C.

veS

Para e > 0 pequenio, si |€, — a,|, < € para v € S se tiene

—e+ oyl < |&ulo <€+ |awle ¥

H (Jowlo —€) < H [€ulo < H (e + |awly)-

veS veS veS

Tomamos € suficientemente pequeno de tal forma que

[T (el =€) >1 vy ] (e+lowls) <2C.

vES vES

Asi, sea W= {€] |6, — ol < v € Sy &), < Lv ¢ S} SieW,

”5” #1lpuessiv g S, [Efy =10 6], < (20)71. Asi, si existe vp ¢ S con
|€0o [0 < (2C) 71, entonces

l 1
€11 =TT 6ol - tevoloo - [T 160lo <20 55-1=1,
veS vgSU{vo}

esto es ||«§|| < 1.

Si para toda v ¢ S, [£u]o = 1, |[€]| = [],cq [€v]o > 1. Por tanto [|£]| # 1y
E¢ JK,0, & € W abierto en Ag y WNJgo = 0. Por tanto Jx o es cerrado en
Agk.

Sea @ € Jk o, en particular o, € O, C O, para casi toda v. Una vecindad
de o en Ak es una vecindad de la forma a+ W con W =[], ¢ Vo x[[,¢5 Ov
con S un conjunto finito y V,, un conjunto abierto de K,. Queremos hallar un
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conjunto Wo = [[,er Xo x [[,¢7r OF con X, un conjunto abierto de Kj, T
un conjunto finito, y tal que se tenga @Wy C &+ W, @W, es una vecindad de
den Jg.

Pongamos W = [[,V,. Sea Wy = [], X,. Se necesita a,z, = ay + Yo,
lo cual es equivalente a que x, = 1+ a, 'y, € (1+ a,'Y,) N K. Esto es,
X, € (1+a,'Y,) N K} para toda v. Como 1 + «a; 'Y, es abierto en K,, se
tiene que (1+a,'Y,)NK} es abierto en K para toda v y ademds claramente
(14 o, 'Y,) N K; #0.

Por otro lado, se tiene o, € O} y Y, = O, para casi toda v. Se sigue
que (1+ a;'Y,) =1+ 0, = O, para casi toda v. Podemos definir X, =
(1+ a;Y,) N O = O para casi toda vy X, = (1 + «a,'Y,) N K} para el
resto. De esto se sigue que la A g-topologia de Jx ¢ contiene a la Jg-topologia.

Reciprocamente, sea ahora H una Jg-vecindad de a. Entonces H contiene
una Jg-vecindad de la forma |§, — a,|, < € parav € Sy |{,|, = 1 parav ¢ S
y donde S contiene a todos los v arquimedianos: v|co y a todos los v tales que
|ay|y # 1. Puesto que @ € Jg o, se tiene ||@| = [], |aw|y = 1. Se tiene que
para v ¢ S, si ||y < 1, entonces [&,|, < § por ser v un lugar finito. Sea €
tal que para 56 Jr0N H se tiene |&, — ay|, < € para v € Sy €], < 1 para
v ¢ S de tal forma que se satisface

IT teolo < I (erolo +¢) < 2.

veS veS

Entonces |£,|, = 1 para v ¢ S pues de lo contrario existiria v ¢ S con |&, |, < %
y por tanto

1:||5||:H|fv|v=HIEvIv-H|§UIU<2é:1,

veS vgS

lo cual es absurdo. Se sigue que &, € O;;. Por tanto HNJg o contiene una Ag-
vecindad de @ de Jx o, esto es, contiene a &+ Ho, Ho := [],cg Vo ¥ vas O,.
O

Teorema 6.2.27. Sea K un campo global. Se tiene que el grupo Ck o =
Jr o/ K* es compacto con respecto a la topologia cociente.

Demostracion. Por el Lema 6.2.26 es suficiente hallar un conjunto W C Ak
compacto en la topologia de Ak tal que la proyeccién natural W N Jg o —
Jk 0/ * K sea suprayectiva.

Sea W = {€ € Ak | |&]v < ||y} donde @ es cualquier idele de norma,
mayor a la constante C' de la Proposicién 6.2.23. Se tiene que W es compacto.
Sea 5 € Jk 0. Se tiene que

I8~ all = 18~ &l > 1- ¢ = ¢,

por lo que existe € K* tal que
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Il <18y ]y para toda v.
Sesigueque,uEGWyyﬁ»—>ugmédK*:gmédK*. a

Sea K un campo numérico y sea A : Jx — Dy dada por A(@) = ag =
proo pv»(@) donde Dy, el grupo de ideales fraccionarios, tiene la topologia
discreta. Se tiene A(K*) = Px y Dg/Px = Ik es el grupo de clases de K.
Puesto que hay al menos un lugar arquimediano, A induce un epimorfismo

continuo Jg o/ K* A, Ix.
Similarmente, si K es un campo de funciones y Ik denota el grupo de
clases de divisores de grado 0,

Jr,o/K* LN Ixpo

es un epimorfismo continuo donde Dy ( tiene la topologia discreta. Se sigue
que Ix en el caso numérico y Ik en el caso de campos de funciones son
compactos y discretos, por lo tanto finitos.

Teorema 6.2.28. Si K es un campo numérico y Ik es el grupo de clases de
K, Ix = Dk /Pxk es finito.

Si K es un campo de funciones y Ik o = Dg o/Pk es el grupo de clases
de divisores de grado 0 de K, entonces I o es finito. O

Definicién 6.2.29. Sea S un conjunto finito de lugares de un campo global
que contiene a los primos infinitos. Se define el grupo de los S-idéles por

Jes = [ K;x []o; =[] &: < [[ U
veES vgS ves vgs
Se tiene Jx = Ug gnito JK,5-

Proposicién 6.2.30. Si K es un campo numérico y S = Sy = {v € Pk |
v|oo}, entonces Jx/Jk.s., = Dk y Jx/Jk, 5., K* = Di /P = Ik.

Demostracion. Nuevamente usamos el epimorfismo A : Jx — Dk, A(d) =
ag = [l pUr (@) y se tiene que niic A = Jg s de donde Dy = Ji/Jx 5. -

Similarmente, ATk A, Dy —» Dy /Px = Ik es un epimorfismo y
dentcd < []p»™) e Px,
ptoo
esto es, Hp”"(o"’) =(z)= Hp”"(z), z e K”
ptoo ptoo
<= vp(ap) =vp(z) paratoda pftoo
<= wvp(apr™') =0 paratoda pftoo

— dz ' €Jgs, = acJxs K*

Por tanto ntic A = Jr,s K*. O
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Teorema 6.2.31. Sea K un campo global. Eziste S, un conjunto finito sufi-
cientemente grande tal que Jx = Jx sK* y

Ck = JK/K* = JK’SK*/K* = JK’S/(JK,SQK*).

Demostracion. Primero consideremos el caso de K de un campo numérico. Se
tiene que Ix = Dk /Pk es finito. Sean ay,...,qa, ideales que representen a
todos los elementos de I . Tomando la descomposicién de los ideales aq, ..., a,
en producto de primos, se obtiene un nimero finito de ideales primos p1, ..., ps
que son los diversos divisores primos de los ideales a;’s.

Sea S cualquier conjunto finito que contenga a {p1,...,ps} y a los primos

p|OO Sea A : JK/JK,SOO i Dgk. Sea @ € Jg, Ao((l:f) =a= proo p”"(“") S
a; - Px para algin i. Esto es, a = a; - (z) con (z) € Px, x € K*. Se tiene que

o =a-x L ﬂ) a = Hp”p(‘;’) — Hpvp(ap)*vp(w) =a- (1-)*1 =a;.
ptoo ptoo

Ahora, las componentes primas de a; pertenecen a S, por lo que v, (a’) =
vp(ay,) = 0 para p ¢ S. Se sigue que o € JK,s, de donde & = o -z e Jr s K*
y JK = JKysK*.

Ahora consideremos el caso de un campo de funciones con campo de cons-
tantes Fy. Sea vo un primo cualquiera de P Sea Ok :=(,4,, Op = {2 € K |
vp(x) > 0 para toda p # vo}. Entonces, por el Teorema de Riemann-Roch,
existe T € K cuyo unico polo de T es vg. Se sigue que Ok es la cerradura
entera de F,[T] en K y Ok es un dominio Dedekind.

Sean Dk el grupo de ideales fraccionarios de Ok y Pk el subgrupo de
ideales principales de D . Entonces Dy /Py es un grupo finito ([136, Corolario
10.1.14]). Sea

/11)0 : JK/']K,{’IJ()} — DK, AUU(&) — H pvp(ap)7

~

el cual es un isomorfismo y A, (K*) = Pg. Por tanto Jx/Jg (s} K* =
Dk [Pk es finito. A partir de este punto, se procede como en el caso numérico.
O

Ahora consideremos nuevamente un campo global de funciones. Recor-
demos que el epimorfismo A nos induce un epimorfismo continuo y Cx o =
Jro/K* - Jgo/UxK* = Ik y puesto que Ck ¢ es compacto, Ik o es com-
pacto y discreto, por tanto finito. Esto mismo es obtenido en [136, Teorema
10.1.5] por otros métodos.

Definicién 6.2.32. Sea S un conjunto finito no vacio de lugares de un campo
global K conteniendo a los lugares infinitos en el caso de ser K numérico. Sea
K% = {z € K* | vy(z) = O para toda p & S} = K* N Jg s el grupo de las
S-unidades de K.
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Proposicion 6.2.33. Sea K un campo global de funciones. Existe S, un con-
Junto de lugares suficientemente grande, tal que Jx o = Jx 50K donde

Jr.s0 = Jk,sNJk s
={deJx|grd=0 yvy(ap) =0 para casi toda p € S}.

Demostracion. Andloga a la del Teorema 6.2.31. a

Cuando K es numérico y S = Sy es el conjunto de los lugares arquime-
dianos, K5~ = Ex = Oj; las unidades del anillo de enteros Ok de K.

Se tiene que K es el grupo de elementos invertibles de los S-enteros de
K: Og,s = {z € K | vp(x) = 0 para toda p ¢ S} = (\,¢5 Oy, el cual es un
dominio Dedekind.

Sea V¢ un espacio real de dimensién finita s: V* = @;_, Rv;. Una red es
un subgrupo abeliano libre de V*® de rango s y tal que una Z-base de este
subgrupo es una R-base de V*.

Lema 6.2.34. Sea S un conjunto finito no vacio de lugares de un campo global
K conteniendo a los lugares arquimedianos cuando K es un campo numérico.
Sea V:i={f: S5 — R} 2 R® que es un R-espacio vectorial s dimensional, en
donde s = |S|, Sea A : K®* — V dada por A(a) = f, donde f,(v) = log|al,,
esto es, A a— (loglaly,,...,loglal,,) € R, donde S = {vy,...,vs}.
Entonces ntic X es un subgrupo finito de K° y su imagen es una red
generando el R-espacio vectorial Vi que consiste de las f € V tales que

ZUES f(v)=0.

Demostracion. Si ¢y C son constantes con 0 < ¢ < C, entonces {n € K* |
¢ < |nly < C para toda v € S} es la interseccién de un subconjunto compacto
de Jg con el grupo discreta K*, esto es, es compacto y discreto por lo que es
finito.

En particular, {x € K* | |z|, = 1 para toda v € R} es finito y forma un
grupo multiplicativo por lo que es el grupo de las raices de unidad de K.

Se sigue que nic A es finito.

Para ver la imagen de A, notemos que se definir A por una férmula anédloga
en los S-ideles Jg g, esto es Jx g — R®, & —> (log [ty vy s - - - 5 lOg |04U3|US)
y la imagen de Jk 50 = Jk,5 N JK 0 genera el R-espacio vectorial consistente
de las f satisfaciendo ), g f(v) = 0 que es de dimensién s — 1, pues para un
idele @ en Jg 5,0 se tiene ||| = >, cg |aulo = 1.

El grupo A(K®) es discreto puesto que hay un nimero finito de elemen-
tos n € K% con 1/2 < |n|, < 2 para toda v € S. Ahora, Jx 50/K° es
un subgrupo abierto, por tanto cerrado, en Jg o/K* = Ck el cual es com-
pacto. Se sigue que Jg g,0/K S es compacto y por lo tanto el epimorfismo

A
Jr .50/ K — MJKk.50)/ANK®) implica que A(Jk, s.0)/A(K®) es compacto.
Se sigue que A(K°) genera a Vj. O



6.2 Anillo de adéles y grupo de ideles 225

Como corolario, obtenemos el teorema de las unidades de Dirichlet.

Teorema 6.2.35 (Teorema de las Unidades de Dirichlet). Sea K un
campo global y sea S un conjunto finito no vacio de lugares de K conteniendo
a los primos infinitos. Entonces, como grupos, se tiene K° = Wy x 7571
donde Wi son las raices de unidad en K y s =|S|. O

Nuestro objeto de estudio es el grupo de clases de ideles Cx = Jg/K*
donde K es un campo global. Si L/K es una extensién finita y separable, se
define el encaJe Jx -5 Jp, definido  por p(&@)g := ap donde Plp, esto es, si
u(@) = B € Jy, las componentes de 3 estén dadas por los provenientes de K:
Py = asp|,- En particular, si By = By si Plx = P'|x = p.

Si L/K es una extensiéon de Galois y G = Gal(L/K) = Gp |k, enton-
ces G actia en J; de manera natural: si ¢ € G, o define un isomorfis-
mo o : L,y — Lg. Por tanto, si E e Jg, o’ﬁ € Jr, esta definido por
(0’5){]3 := 0By-1p € Loy, Bo-195 € Ly—193, €sto es, By—193 € Ly—19n €s la o1 P-
componente de 5 Notemos ge (aé’)m es no unidad en Ly <= (6_’)071;43 es
no unidad. Por tanto, cuando pasamos a ideales o divisores bajo el mapeo
A:J, — Dy, A(g) = H(moo Bve (%) el mapeo o : ﬁ—) of3 es el mapeo

A(O’E) =a,7= H s:pvm((aﬁ)m) — H ‘va(oﬁv—lm)

Ptoo Ptoo
? H (gm')”v‘ﬁ’(gﬁ‘ﬁ’) — H (U;p/)vm/(ﬁm/)
Dty —gflgp‘p foo P'foo
RUEDY
=oaz = o A( 3).

Esto es
A(0f) = a,5=0az = o A(f).

Teorema 6.2.36. Sea L/K una extensidn finita de Galois de campos globales
con G = Gal(L/K). Entonces J& = Jx.

Demostracion. Al considerar Jix C Jp, todas las componentes de @ en Jy, son
las mismas en todo {P}yp|, ¥ G tnicamente las permuta. Mas precisamente,
sea 0 € G, 0 : Ly-1qy — Ly es un Kj-isomorfismo para Blp y si d € Jg
considerado en J,, entonces

(0d)p = 00,13 = oasp = ap € K.

Por tanto cd = d.

Ahora sea 5 € Jr con ag = E para toda o € G. Por tanto, (Ug)qg =
0f,-1p = Py para todos los primos P € Pr. Ahora, el grupo de des-
composiciéon D(PB|p) de P/p de K, es isomorfo al grupo de Galois de la
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extensién Ly /K,. Para 0 € D(lp) se tiene 0P = P y puesto que
Py = 0B,-1p = 0Py, se sigue que By € K, para todo primo B|p.

Para o € G arbitrario, (o ﬂ)q} =Py = (o ﬂ)rup = f,-1p € Ky, es decir,
los dos lugares S y 0~ 1B sobre p tienen la misma componente Byp = Bo-13p €
K, por lo que EE Ji. Por tanto JEQJKyJK:Jf. O

En general el mapeo Ix,o — Ir o no es inyectivo, es decir, un ideal o
divisor que no es principal en D o puede ser principal en Dy, o. Este fenémeno
no sucede para los ideles.

Proposicién 6.2.37. Sea L/ K un extension finita y separable de campos glo-
bales. Entonces L* N Jg = K*.

En particular, si d € Jx es un idele de K que es principal en Jr,, entonces
a es principal en K.

Demostracion. Es inmediato que Ig* CcC L* N Ji. Sea L una extensién finita
de Galois que contiene a L y sea G = Gal(L/K). Entonces Jg,Jr, C J;. Si

d@ € L* N Jg, entonces @ € JEG7 es decir, 0@ = @ para toda o € G. Ahora,

puesto que & € L*, se tiene que @ € (f/*)é = K*, por lo tanto, L* N Jx = K*.
Se sigue que L*NJx C L*NJg = K*. O

Corolario 6.2.38. El encaje p : Jx — Jp induce un monomorfismo [ :
Cx = Jg/K* — J/L* = CL, donde L/K es cualquier extension finita y
separable de campos globales.

Demostracion. Se tiene que fi(@K*) = &L* es un homomorfismo. Si fi(GK™*)
aL* =1,esdecir, @ € L*, porloque & € L*NJx = K*. Se sigue que aK* =
v (i es inyectiva.

O — |

En adelante, si K C L, entonces consideramos Cx C C}, de manera natu-
ral.

Teorema 6.2.39. Sea L/K un extension finita de Galois de campos globales
con G = Gal(L/K). Entonces Cr, es de manera natural un G-médulo y C§ =
Ck.

Demostracion. Si EL* e Cyp, 5 € Jr, se define U(EL*) = agoL*. La definicién
es independiente del representante 8 € Jr de L* € C y Cr, es un G-mdédulo.
Se tiene la sucesiéon G-exacta

1—L"—J,—C, —1,
de donde se sigue la sucesion exacta en cohomologia
1— (LN =K* — Jf = Jx — Of — H'(G,L*) = {1}.

Por tanto C¥ = Ji /K* = Ck. |
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6.3. Cohomologia de Jp,

Sea L/K una extensién finita de Galois de campos globales con grupo de
Galois G = Gal(L/K) = Gpk. Sean S un conjunto finito de primos de K y
S={P € Pr|[P|x €S} Sedenota J, g = Jr sy se hablard de los S-ideles
de L en lugar de los S-ideles. Asf

Jos=]Ls > [TUs =TT I 2% x [T 1]V

Blp PBlp pPES Plp ¢S Plp
peS p¢s

Sean

JP = HL;’% y U= HUqg
Blp Blp

subgrupos de Jr, en donde las componentes de JE y de Uz en primos Pt p
son iguales a 1.

Como G permuta los lugares S con P|p, se tiene que J} y UE son G-
mdédulos. Se tiene Jr, 5 =[] c5 J¥ x [L¢s Ur.

6.3.1. Norma de idéles
Sea L/K una extensién finita y separable de campos globales.

Definicién 6.3.1. La norma Ny i de Jr, a Jk se define de la siguiente forma:
Sea M la cerradra normal de L/K y sean G = Gal(M/K) y H = Gal(M/L).
Entonces Ji, = JiI. Sea G/H el conjunto de las clases izquierdas de H en G.
Entonces
NL/KO_Z: H 0'527 &GJL
oce€G/H

Se tiene que Nz x no depende de los representantes o € G/H pues Jr, esta
fijo bajo H.

Para 7 € G, se tiene

por tanto Ny @ € Jk.
Se tiene que Ny, L* C K™, es decir, Ny ;¢ manda ideles principales en
ideles principales. En particular N /i induce Ny /i : Cp — Ck.

Teorema 6.3.2. Si L/K es una extensidn finita y separable de campos glo-
bales, las componentes locales de N, i d € J estdn dadas por:

(NL/K &)p = HNL‘Ii/KP Oéq3
Blp
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En particular si L/K es una extension finita y abeliana, definimos para
aelJg
NL/ =p € Jx donde ﬂp:HNL‘ﬁ/KP Qsp.
Blp

Si L/K es una extension abeliana finita, entonces la norma Np /i Jp —
Jx es un mapeo abierto y por tanto, la norma inducida en las clases de idéles
Np/k : Cp — Ck es un mapeo abierto.

Demostracion. Sea M /K la cerradura normal de L/K y sea G = Gal(M/K) y
H = Gal(M/L). Para cada primo p de K, sea q, un primo fijo de M sobre p y
sea Py = qplr. Sea Gy, = Gal(M,, /K,) C Gy sea {o;} un conjunto completo
de representantes de las clases dobles HTqu, es decir, G = UiHJqup
Entonces P; := q;|r = (0:qp)|r es un conjunto completo de primos de
L sobre p. Para cada i, sea {7;;} un conjunto completo de representantes
derechos de las clases de G4, N H?" en Gy, donde H7' := o; 'Ho;. Entonces

qu = Uj(qu ﬂH‘”)Tij y G=U;;Hoimy; =, iiTiz a 1H7

y Gg, N H; es el grupo de descomposicién de q, sobre o;” L.
Sea a € Jr,, considered como un idele de M. Entonces

NL/K(O_Z)p:NL/K(&)qp:H(T Yo 1d),, HTZJ o; @),
,J

= HN(U;IL)%/KP ((o7'@)q, )-

El isomorfismo o; : 0; 'L — L induce a su vez un K,-isomorfismo o; :
1 - 1= .
(0; "L)q, — Lq; = L, que manda (0;  @)q, a aq, = asp,. Por tanto

(Nz/x (@) H Nig /i, (@ = [ [ Nog/x, (o).
Blp

Veamos que la norma es abierta. Sean V' un conjunto abierto de Jp y
aeV.SeaW = Hqs Wy una vecindad de 1 con &-W C V. Podemos suponer
que W = []g100 Wap X 100 Wi con Wz © L3, un abierto para 93 un primo

infinito y W = Ufgn‘i’) si P es un primo finito y donde msq = 0 para casi toda
. Ahora bien, es compacto, abierto y cerrado (Proposiciones 3.2.1 y
Ahora bien, Uy to, abiert do (Proposiciones 3.2.1
3.2.2) y como Npy/Kp €s continua, se tiene que NL‘p/KP(U‘gn)) es compacto
y de indice finito en Uém) por lo que NLm/KP(U;(Bm)) es abierto y cerrado.
Por tanto, para cada m, existe un n,, tal que Np oy /Kp Ufgn) D) Uén’") por ser
{Ué")}ffzo un sistema fundamental de vecindades de 1 € K (Corolario 3.2.4).
Si p es infinito, se tiene Ny /5y Ly 2 R*. Sea 5 = Np/gdysea W =
[T, Wy tal que Wy C R* y tal que Np,/x, Wpg 2 W, si p es infinito y

W, = U,Sn") con Nz, /kp Uq(_;mm) D Uén'“) para p finito. Entonces



6.3 Cohomologia de Jr, 229
B-w'c Nk (@-W) SNy /g V.
Por tanto N7,/ es un mapeo abierto. a

Proposicién 6.3.3. Sea L/K una extension abeliana finita de campos globa-
les. Sea B un primo de L sobre el primo p. Entonces

HY(G,J}) = HY(Gy,Ly) y HYG,U}) = HY(Gy,Up) para toda q € Z,

donde Ggp es el grupo de descomposicion de P sobre K y se tiene Gy =
Gal(Ly/Ky).

Sip es un primo finito de K no ramificado en L, entonces H1(G, UE) =1
para toda q € Z.

Demostracion. Los isomorfismos se siguen del Lema de Shapiro, Teorema
4.8.7: Ly, y Uy son Geg-médulos y se tiene

B=1[taz @ oLy v Ul=]]Un= @ oUs

PBlp a€G /Gy Blp a€G/Gy

Cuando p es no ramificado en L/K, p es no ramificado en Ly /K,, por lo
tanto H?(Gsy, Ugp) = {1} para toda ¢ € Z (Teorema 5.1.11). O

Observacién 6.3.4. Si7: J} — Ly es la proyeccién m(@) = asp, el isomor-
fismo por HY(G, J}) = H(Gsp, Ly;) estd dado por

HY(G, JP) =5 HY(Gy, J2) — HY(Gy, L)
Si S es un conjunto finito de lugares de K, se tiene

HYG, Jps) = [[ BUG, T} x [[ 4G, UD).
pes pesS

Cuando S contiene a todos los primos ramificados en L, entonces por la
Proposicién 6.3.3 se obtiene HY(G, Jr,s) = [[,c5 H?(Gyp, Ly) donde B es
cualquier primo de L dividiendo a p primo de K (pues para p ¢ S, p es no
ramificado y H4(G,U}) = {1}).

Ahora JL = UJL,S = h;mJL,s y

S S

HY(G, J) = H(G, h’_;)nJL,s) = h%an(G’ Ji.s) = @ H Gy, Ly),
p

y donde S varia sobre todos los conjuntos finitos de K que contienen a todos
los primos ramificados. Hemos probado
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Teorema 6.3.5. Sea L/K una extension finita de Galois de campos globales.
Para cada primo de p de K, sea B un primo de L sobre p. Sea S cualquier
conjunto finito de primos de K que contiene a todos los primos ramificados
en L. Entonces

HYG, Jps) = [ /Gy, Ly),
pes
HY(G,J) = @D HY Gy, Ly). 0

pePK

Observacion 6.3.6. Del resultado del Teorema 6.3.5 se obtiene que la coho-
mologia de Jy, se puede calcular por medio de los grupos de cohomologia local
HY(Gy, Ly ).

Observacién 6.3.7. El isomorfismo H?(G, Ji,) = D, H?(Gy, Ly,) estd dado
por las proyecciones H1(G, J) — HY(Gy, L§§3), es decir, la composicién de
los mapeos

HYG,J) — HY Gy, Jr) — HY(Gyp, L),

donde 7 estd inducido por la proyeccién natural J; — L%, & — asp.

Las proyecciones anteriores mapean cada ¢ € H4(G, J,) a su p-componente
cp € H1(Gy, L;’%) Por tanto el Teorema 6.3.5 dice que ¢ estd univocamente
determinada por sus componentes locales ¢, y como es suma directa, ¢, = 1
para casi toda p. Para dimensiones ¢ > 0 el mapeo ¢ — ¢, puede ser des-
crito como sigue. Dado ¢ € H(G, Jy,), seleccionamos un cociclo §(o1,. .., 04)
representando a c. Esta es una funcién del grupo a G x ... x G con valores
en Jr. Restringimos la funcién a G x - - - X Gep y tomamos la B-componente
By (o1, ...,04) del idele B(o1,...,04). La funcién resultante de G X - -- Gy
a Ly es un cociclo y su clase de cohomologia ¢, € Hq(ch,L?i}) es la p-
componente de c.

Proposicién 6.3.8. Sea K C L C M una torre de campos globales con M /K
y L/K extensiones finitas y de Galois. Sea q/Blp primos de M, L y de K
respectivamente. Entonces

(1) (infar ¢)p = infar, (cp), c€ HUGpk,Jr), ¢>1,
(2) (vesg c)p =respy(cp), c€ HU Gk, Jm), q€Z,
(3) (COI’K C)P = Zilﬂp Coer (0‘13)7 cE Hq(GJVI\Lv JM)) q € Z7

donde en (2) y en (3) es suficiente suponer que M/K es de Galois.

Demostracion. En la férmula (3), para cada B|p, podemos seleccionar q en
M con g|B, pero entonces las corestricciones corg, (cy) pertenecen a distintos
grupos de cohomologia H(Gyy, |k, , My). Sin embargo podemos identificar
todos estos elementos como sigue. Si q y q' son dos lugares de M sobre p,
existe 0 € G tal que q7 = q' y My < Mg induce un isomorfismo
natural HY(Gy, k,, M) = HY (G, i, Myo)-
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De esta forma seleccionamos, para cada Blp un q|P y cada corg, (cp) €
HY G, i, My) y la suma se realiza en Hq(GMq|Kp,M§|").

Para la demostracion de la proposicién, se tiene que el mapeo de restriccién
que se obtiene cuando pasamos a las componentes locales, conmuta con los
mapeos inf, res y cor. Esta afirmaciéon puede verificarse a nivel de cociclos
para inf y res si ¢ > 1, y para cor si ¢ = —1,0. El caso general se sigue por
cambio de dimensién. O

Teorema 6.3.9 (Teorema de la norma para idéles). Sea L/K una ez-
tension finita de Galois de campos globales. Entonces un idéle @ € Jk es la
norma de un ideéle E € Jr siy sdlo si cada componente oy € K es norma de
un elemento By € L?i3 con Blp, es decir, si y sélo si es una norma local para
toda completacion.

G
Demostracion. Se tiene H°(G, J) = NLL/]II; 7 = NL‘/];; Y HO(qu,L%}) =
K
p

N. . L7 POI' el Teorema 6357
Lop/Kyp

st

donde para cada p se selecciona un 8 con JB|p.
Si d € Jg, el isomorfismo anterior manda la clase Ny /x Jp = @ a las

IIZ

HO(Ga JL) S

H(Goys, L),

NLB/KF Ly

componentes &y = oy Nz, /K, L?q}. Se sigue =1 < &, = 1 para toda p,
es decir, @ € N/ J < ap € N /k, L% para toda p € Pg. a

El teorema de la norma para ideles es un andlogo al teorema de la norma
de Hasse que establece que si L/K es una extensién ciclica finita de campos
globales y si z € K*, entonces x es norma de L* si y sélo si x es norma local
para toda completacién (ver Corolario 6.6.21).

Se tiene que siz € K* C Jg, entonces v € Ny /i J, <= z € NLfn/Kp

para toda p, sin embargo no sabemos que B sea principal, es decir, si ﬂ =y 6
L*. En otras palabras, si x € K es norma para todas las completaciones, = es
norma de idele § pero no necesariamente de un idele principal.

Corolario 6.3.10. Sea L/K una extensidn finita y de Galois de campos glo-
bales. Entonces se tiene HY(G,Jr) = H3(G,Jr) = {1}. Ademds, si S es un
congunto finito de lugares que contiene a los primos ramificados y a los primos
infinitos, entonces H' (G, Jp s) = {1}.

Demostracion. Se sigue de que H'(GpLy |k, Ly) = H*(Gryk,, Ly) = {1}
(Corolario 5.3.10).

Corolario 6.3.11. Se tiene que

H2(G, ) = ) ((M 7)/z).

pePK
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Demostracion. Del Teorema de Tate-Nakayama (Teorema 4.9.20), se tiene

2 %\ ~v 770 ~_ L <[L‘431:Kv] Z)

H?(G,J.) = @D H*(Gy, Ly). 0
peEPK

6.4. Grupo de Brauer para campos globales

Puesto que para cualquier extension finita de Galois L/ K de campos globa-
les se tiene HI(GL|K, Jr) = {1}, se sigue que HQ(GL|K, Jr) C HQ(GMU(, Jar)
para K C L C M una torre de extensiones finitas de Galois, la cual se obtiene
como consecuencia de la sucesién exacta inflacién-restriccion.

Sea {2 = K5°P. Puesto que J, = @JL = |J JL se obtiene que
L L/K

HQ(G_Q‘K, JQ) = UHQ(GL\Kv JL)
L

v que para K C L C M extensiones finitas de Galois,
H*(Gpk,Jr) € H*(Gui, In) € H* (G, Ja).

Por la teorfa local, se tiene que el grupo de Brauer Br(F) de un cam-
po local E satisface que Br(E) = Up HQ(GF|E,F*) donde F/E recorre
las extensiones no ramificadas (Teorema 5.3.3). En el caso global veremos
que Br(K) = U, H*(Gpk,L*) donde L recorre las extensiones ciclicas ci-
clotémicas de K si K es un campo numérico y las extensiones de cons-
tantes de K si K es un campo de funciones. En otras palabras, L €
{subcampos de K((,) | K(¢,)/K es ciclica} o L € {KFn | n € N}.

Lema 6.4.1. Sean K un campo global, S un conjunto finito de primos de K
y m € N. Entonces existe una extension ciclica ciclotomica o una extension
de constantes L/K con la propiedad:

e m|[Ly : K,] para toda p € S, p finito,
o Ly : Kp| =2 para toda p € S, p real.

Demostracion. Supongamos que hemos probado el lema para los casos espe-
ciales Ky = Q en el caso numérico y para Ky = K para campos de funciones.
Entonces aplicamos el lema para los casos especiales, encontrando M /K, una
extensién totalmente imaginaria (caso numérico) ciclica ciclotémica o una ex-
tensiéon de constantes en el caso de campos de funciones, tal que para cada



6.5 Primera desigualdad fundamental 233

primo p de Ky en S, p finito, hay un primo P de M para el cual el grado
[Mg : (Ko)p] es divisible por m - [K : Ky).
Entonces L := K M satisface las propiedades requeridas para L/K.
Ahora, para K = Kj, el lema se cumple pues podemos realizar lo ante-
rior debido a la descomposicién de primos en campos ciclotémicos en el caso
numérico, o debido a que en el caso de campos de funciones, en las extensiones
de constantes, todo primo es eventualmente inerte. a

Teorema 6.4.2. Sea K un campo global. Entonces

Br(K) = JH*(Grix, L") vy H*(GalK,Jo)=|JH* Gk, 1),
L L

donde L/K recorre las extensiones ciclicas ciclotémicas finitas en el caso
numeérico y las extensiones de constantes finitas en caso de campos de funcio-
nes.

Demostracidn. Sea ¢ € HQ(GQ‘K,JQ)7 digamos ¢ € HQ(GL‘K,JM). Sea m

el orden de ¢ y sea S un conjunto finito de primos de K para los cuales las

componentes ¢, de c son distintas de 1. Sea L/K una extensién como en el

Lema 6.4.1 con m|[Ly : K| sip € S, p finito y [Ly : K] = 2 para p € S real.
Sea N := M L. Entonces

H*(Ganre, Jn), H*(Grix, Jo) € H*(Gnx, In)-

Veremos que ¢ € HZ(GL|K, Jr). Puesto que la sucesién

1 — H*(GLik,JL) = H* Gy, In) =5 H*(Gnjx, IN)

es exacta, es suficiente probar que resy ¢ = 1.
Por teoria local, junto el Teorema 6.3.5 y la Proposicién 6.3.8, se tiene
que respc = 1 <= (respc)p = resp, ¢, = 1 para toda P € P, <=

. . . . [Lop:Ky]
NV, |Lg (teSLy ¢p) = [Lyp : Ky - invy, |k, ¢p = iV, |k, Cp P = 0 para

toda p € Px <= CLLC*}:K"] =1 paratodapeS.

Esta tltima condicién se cumple puesto que ¢;* = 1y m|[Lg : K] para
toda p € S finito y [Ly : K| = 2 para todo p € S real.

Se sigue que HQ(G(Z‘K, Jo)=U, HQ(GL|K, Jr).

Para probar que Br(K) = {J,, HQ(GL|K,L*) se hace exactamente lo mis-
mo, sustituyendo, para un campo E, Jg por E*. a

6.5. Primera desigualdad fundamental

Esta primera desigualdad establece que si L/K es una extensién ciclica de
grado n de campos globales, entonces
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[CK : NL/K CL] Z n.

Es importante mencionar, que la primera desigualdad tnicamente serd
valida para extensiones abelianas y no para otro tipo de extensiones, inclu-
yendo las de Galois no abelianas. Esto se puede ver en el Teorema 6.9.7. La
segunda desigualdad es valida para extensiones finitas de Galois arbitrarias.

Teorema 6.5.1. Sea L/K una extension ciclica de grado n de campos globa-
les. Entonces el cociente de Herbrand de Cp,, satisface

_HYG.CL)| _

MO = TmG.an) —™

donde G = Gal(L/K) es el grupo de Galois de la extension LK.
En particular,

|HO(G7CL)| = |H2(G,CL)| = [CK : NL/K CL] =nNn- |H1(G,CL)| Z n.

Demostracion. Sea L/K una extensién ciclica de campos de funciones. Sea
Up = Hqs Uy y consideremos el grupo Jz, o. Entonces Ur, L* C Jz o, por lo
cual U L* C Jr . Se tiene

h(Cr) =h(Jr/L*) = h(Jr/Jr,0)h(Jr,0/ULL*)R(ULL* /L").

Consideremos la sucesién exacta 1 — J o — J 27— 0, por lo
que JL/JL,O =7 y h(JL/JL’O) = h(Z) =nNn.

Ahora A : Jp g — Dy — Ip oy nic A = Ug. Por tanto Dy o = Jy,0/UL.
Ademds nicm = Py, = A(L*), de donde obtenemos Jr, o/UrL* = Iy ¢ el cual
es finito por lo que h(Jr o/UrLL*) = h(IL,0) = 1.

Ahora, UpL*/L* 2 U /U N L*. Se tiene que Uy, N L* = [y, donde Fy es
el campo de constantes de L y por ende h(Uyp N L*) = 1.

Pc(;r otro lado U = [[,ep, [Iqp U ¥ O'(prlp Ugp) = [ L), Up para toda
oeG.

Del Lema de Shapiro, obtenemos H"(G, ][y, Up) = H" (G, Ug). Por
teorfa de campos de clase locales tenemos que h(Gg, Ugp) = 1 (ver la demos-
tracién del Teorema 5.1.10). De hecho |H? (G, Ugp)| = |[H (G, Ugp)| = ey ¥
eq = 1 para casi toda P (Corolario 3.4.7 y Teoremas 5.1.11 y 5.8.77).

Por tanto |H(G,UL)| = |HY(G,UL)| = [l e v por tanto h(Ur) =1y
h(Ur /UL NL*) = h(Up)h(Ur N L*)~1 = 1. De esta forma obtenemos h(Cp) =

n-1-1=n.

Ahora consideremos una extensién de campos numéricos. Sea S un con-
junto finito de primos de K tal que

1.- S contiene a los primos infinitos y a los primos ramificados.
2- Jp=JpgL".
3- Jx =Jk sK*.
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Entonces Cf, = Jp sL*/L* = Jp s/L°, donde L® = J s N L* es el grupo
de las S-unidades, L® = {z € L* | vp(z) = 0 para toda P ¢ S} y h(CL) =
h(Jr,s)h(L°)~. Podemos considerar que h(Jy g) es la parte local de h(Cr)
y que h(L®) es la parte global de h(CL).

Se va a probar que h(L%) = 1 [1,esnp donde ny = [Ly @ K]y donde B es
un primo fijo de L que divide a p, n, = [Dr/x (B(p)| = |G| = | Gal(Ly /Ky)|
donde Dk (Blp) es el grupo de descomposicion. B

Sea s =|S| = |{P € Pr | B|x € S} y para cada P € S sea eq un simbolo
formal. Definimos E* := 69‘43 <5 Reyp como el espacio vectorial sobre los reales
de dimensién s con base {eg | B € S}. El grupo G = Gal(L/K) actia en E*
por o(ey) = ey para o € G.

Sea M una red en E®, esto es, M es un subgrupo abeliano libre de E*
de rango s y tal que una Z-base de este subgrupo es una R-base de E°.
Supongamos que M es invariante bajo G, es decir, cM C M para toda o € G.
Veremos que existe una subred M, de M de indice finito que tiene una Z-base
{yp [P € S} tal que oyp = yoyp.

Para esto tomemos la norma infinita || ||« de E* con respecto a las coor-
denadas relativas a la base {ex | P € S}. Esto es, || > gpes dypeploeo =
méxyeg{|dyp|}. Puesto que M es una red, existe N tal que para cada z € E*,
existe y € M con || — y||oo < N. Para cada p € S, sea Py € S un primo fijo
de L sobre p. Seant € R, t > s-n- Ny zp, € M tal que ||tep — 2, [|oc < N.

Para Blp, sea yp 1= 3 —p T2p,- Sea Mo = Py 5 Zygp. Para 7 € G,
se tiene

TYp = Z TO Zsp, ? Z PZpy = Yrp-
oPo=P p=T0 PBo=7P
pPRo=ToPo=7P

Debemos ver que {yy | B € S} es linealmente independiente sobre R. Sea
> pes cpyp = 0 con ey € R. Si algin oy # 0, definimos r = max{|eg| [ P €
S} > 0. Por tanto tenemos 2 opes Zygp = 0. Podemos suponer que |ep| <1
para toda P € Sy ¢ = 1 para algin .

Sea zq, = teq, + by, con by, un vector tal que ||by, || < N. Entonces

Yp = Z oz, =1 Z easpOerfn
o Po="P o Po="P

con ||by[loc <7 - N. Por tanto
yp = tmpeq + by con my = {0 € G| oPBo =P} = [Dr;/x (Polp)| = ny.

Se sigue que 0 = 3 g cpyp = £ g cpmepeg + V' con ||Vl < s-n- N. De
esta forma, se tiene
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b/
> cpmpey = e
B

H Zapmmemum = m§x|cmmm\ >cpmgy =mg > 1y
Ry

b/
|-3
lo cual es una contradiccién, probando que My satisface lo requerido.

Sea p : L® — E*® dada por pu(z) = > qes log ||y - eq. La imagen es una
red s — 1 dimensional con nucleo finito (Teorema 6.1.17).

Para o € G, se tiene

1 1
= —|t'|lco <1, de donde obtenemos my < =B < 1,
t L

pulox) = Zlog loz|pep = Zlog |7|p-193 €1
B RY X
e

= a(Zlog 2| p-1pep-13) = op(z),
B

por lo que i es un G-homomorfismo.
Sea e 1= pre gex. Entonces ep y (L) generan una red s-dimensional
M en E*. Puesto que Zeg es G-isomorfo a Z, de la sucesion exacta

0— Zeg — M — M/Zey — 0

y de que M/Zey = pu(L*) deducimos que
PL®) = h(u(E)) = h(Z)™" - (M) = h(M),

Sea My la subred de M de indice finito en M como antes. Entonces
o= @B =@M v - P @ ol
peS Plp pes Blp o€G/Gy
Por el Lema de Shapiro, se tiene
h(ME) = h(Gy, Zysp,) = |G| = nyy
y como M /My es finito, h(M) = h(My), lo que implica que

M%) = Sh() = - T] h(Grs. Zawp,) =~ [] e

n

peS peS
Ahora
HYG,JLs) = H H%(Gy, Ly), por tanto
pes
WG, Jrs) =[] 1(Gw. Ly) = T[] 1Gel = ] 7
pes I peSsS pes

Gy
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Se sigue que

h(CL) = h(Jp.s)h(L*) ! = (Hsnp) (H )
pe pes Ty

Corolario 6.5.2 (Caso especial del teorema de densidad de Chebota-
rev). Sea L/ K una extension ciclica de campos globales de grado una potencia
de un primo n = p™. Entonces existe una infinidad de primos de K que no
se descomponen totalmente en L. Como consecuencia tenemos que hay una
infinidad de primos totalmente inertes en L/K.

n
—— =n. 0

Demostracion. Supongamos primero que L/K es ciclica de grado p. Sea S el
conjunto de primos de K que no se descomponen en L/K. Si S fuese finito se
probard que Ny, x C1, = Ck lo que contradice que [Cx : Ny x CL] > p.

Sea a € Jg. Por el teorema de aproximacion, tenemos que existe a € K*
tal que (&'a_l)p = ozpa_l estd contenido en el subgrupo abierto Nz, k., Ly
de Ky (es abierto por el teorema de existencia para campos locales) para toda
pes.

Para p ¢ S, p se descompone totalmente en L/K y por tanto Ly = K,
y por tanto (da~"), € Ny, /x, Ly = K. Entonces (da™"), = apa™" es una
norma local para toda p € Px. Por tanto &a~"' es una norma de un idele 5 de
L (Teorema 6.3.9). Por tanto & = (NL/Kg) -a € (NL/K JL) - K*. Se sigue
que ae NL/K Cr y Ck = NL/K Cr.

Ahora sea L/K ciclica de grado p™ y sea M la tinica subextensién de
grado p: [M : K| = p. Hay una infinidad de primos inertes en M/K, lo que
implica que hay una infinidad de primos no totalmente descompuestos en L.

Finalmente, si p es inerte en M /K, entonces p es totalmente inerte en L/ K
pues si G es el grupo de descomposicién de B|p y como la extension L/K
consiste de una tunica torre de extensiones de grado p (por ser la extensién
cicica), se tiene que Gal(L/M) & Gy puesto que p es inerte en M/K. Por
tanto Gy = Gal(L/K) y p es totalmente inerte en L/K. O

Corolario 6.5.3. Sea L/K es cualquier extension finita y separable de campos
globales con L # K. Entonces hay una infinidad de primos p de K que no se
descomponen totalmente en L/K. En otras palabras, si Ly = K, para casi
toda p, entonces L = K.

Demostracion. Si L es la cerradura de Galois de L/K, entonces un primo de
K se descompone totalmente en L si y solamente si se descompone totalmente
en L. Por tanto, podemos suponer que L/K es una extensién de Galois.

Sea H < G un subgrupo ciclico de orden una potencia de un numero
primo, |H| = p™ y sea M := L. Entonces hay una infinidad de primos de
M que no se descomponen totalmente en L. Se sigue el resultado. a
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Observacion 6.5.4. El Corolario 6.5.3 es un caso particular del Teorema de
densidad de Chebotarev el cual establece que en cualquier extension finita de
Galois de campos globales, todas las posibles descomposiciones posibles de
primos, tienen densidad positiva.

Teorema 6.5.5. Sea L = K --- K,./ K una extensidn abeliana p-elemental de
campos globales, donde p es un mimero primo. Se tiene Gal(L/K) = C) =
Cp x - - x Cy. Entonces existe una infinidad de primos p de K que son inertes
en K1/K y son totalmente descompuestos en K;/K para toda i > 2.

Demostracion. Se tiene que L/Ks --- K, es ciclica de grado p. Sea q un primo
de Ky - K, que permanece primo en L y tal que q|x = p es no ramificado.
De esta forma se tiene Lq/(Ksy--- K,)q es ciclica de grado p. Por otro lado,
Ly/K, es un grupo ciclico puesto que p es no ramificado y Gal(Ly/K,) es
isomorfo al grupo de Galois de los campos residuales los cuales son campos
finitos.

Puesto que Gal(L/K) = C}, se tiene que [Lq : K] < py, por otro lado,
como [Lq : Ky] > [Lq: (Ky--- K,)q] = p, se sigue que (K3 --- K, )q = K, por
lo que p se descompone totalmente en Ky --- K, /K. Ademds p es inerte en
K,/K pues f,(L|K) = p. O

Otra consecuencia de la primera desigualdad es el teorema de F.K. Sch-
midt.

Teorema 6.5.6 (F. K. Schmidt). Sea K un campo global de funciones.
Entonces existe un divisor de K de grado 1.

Demostracion. Sea gr : D — Z y sea gr(Dg) = pZ para algtin p € N. Sea
k =T, el campo de constantes de K. Sea k; := Fy» la extension de k de grado
py sea K1 = Kky la extension de constantes. Para cada primo p de K, el
campo residual K(p) = Fger» contiene a k; pues p|grp. Por tanto, si B|p, con
B primo en K, entonces (Ki)yp = K, puesto que (Ki)p = K, - k1 = K,
esto es, todo primo de K se descompone totalmente en K; de donde se sigue
que Fpp =F; y que p = 1. O

6.6. Segunda desigualdad fundamental

La segunda desigualdad sera véalida para cualquier extension finita de Ga-
lois de campos globales. Por otro lado, la primera desigualdad tnicamente es
vélida para extensiones abelianas. Esto dird mas adelante que si L/K es una
extension finita y separable de campos globales, entonces

[Ck :Np /g CL]=[L: K] <= L/K es abeliana.

La segunda desigualdad establece que si L/K es una extensién finita de
Galois de campos globales, entonces [Ck : Ny, i C]|[L : K].
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Reduciremos este problema para probar que es suficiente probar la des-
igualdad para una extensién L/K ciclica de grado primo I.

Lema 6.6.1. Si E/K es cualquier extensidn finita y separable, entonces [C :
Ng/k CE] es finita y divide a una potencia de m = [E : K.

Demostracion. Sea L/K la cerradura normal de E/K. Entonces se tiene
NL/K CL Q NE/K CE Por tanto

[CK : NL/K CL] = [CK : NE/KCEHNE/K CE : NL/K CL]

Si probamos que [Ck : Nk CL] es finita, entonces [Ck : Ng,x Cg] es finita,
por lo tanto, para la finitud, basta considerar el caso cuando E/K es de Galois.

Sea pues E/K Galois. Sea S un conjunto finito de primos incluyendo a
los arquimedianos, a los primos ramificados y suficientemente grande tal que
Jk =Jk sK*y Jg = Jg,sE* (por ser E/K normal). Entonces

K*NE/K Jg = K* NE/KE* ‘Ng/k Je,s = K* Ng/k JE,s-
Por tanto

[Jkx : K*Np/k Jp] = [K*Jks : K" Ng/k Jes] < [Jk,s : Ng/k Jp,s]

= [T &2 % TT 0w TLTTNeu s B2 < TT T 0

veS vgS veES wlv vgS wlv
- T &e < TT 0w TTTTNeusx, B x T 0]
vES=v veS veS veES wlv vgS
no ramificado
< H (K7 : Np, /K, E;)] ? H [Ew : K]
E/K TGalois veS Teorema de ~ VES

reciprocidad local

<o

veS

Esto prueba la finitud.

Ahora, el indice de la norma divide a una potencia de grado m = [E : K],
la extensién siendo normal o no, pues si @ € Ck, @™ = Ng/g @ € Ng i O,
lo que implica C/ Ng,k CEg es subgrupo de (Z/mZ) " para algin r e N. O

Lema 6.6.2. Sea K C F C E dos extensiones finitas. Entonces
(a) [CK . NF/K CF]HCK . NE‘/K CE]
(b) [Ck : Ng/k CEl|[Ck : Npjx Cr] - [Cr : Ng/r Cg].

Por tanto, si la desigualdad se presenta en los pasos de la torre, se tiene
la desigualdad en la torre misma.
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Demostracion. Se tiene
[Ck :Ng/k Cp] = [Ck : Np/k CF][Np/k Cr : Np/g(Ng/r Cr)]

lo cual prueba (a).
Ahora, el mapeo Cr — Np /g Cr, @ — Np/ g d, es un homomorfismo.
Se tiene el epimorfismo inducido

CF Nr/x NF/K CVF . NF/K CF
Ng/rCg Np/k (NgypCr) Npg/xCp’

por lo que [Np/x Cr : Np/ g (Ng/p Cg)] divide a [Cr : Ng,p Cg] de donde se
sigue (b). O

Corolario 6.6.3. Si la sequnda desigualdad se cumple para todas las exten-
siones ciclicas de grado primo, entonces se cumple para todas las extensiones
de Galois.

Demostracion. Sea L/K una extensién de Galois y sea [ un nimero primo. Sea
E el campo fijo de L de un I-subgrupo de Sylow del grupo G = Gal(L/K). Se
tiene que L/FE es una torre de extensiones ciclicas de grado I y la desigualdad
se cumple en L/E por el Lema 6.6.2, esto es [Cp : Ny, CL]|[L : EJ.

Por otro lado [Ck : Ng/x Cg| divide a una potencia [E : K] y por tanto
es primo relativo a [. Ahora, por el Lema 6.6.2, se tiene que

[CK : NL/K CL”[CK : NE/K CE][CE : NL/E CL],
por lo que para cada nimero primo I, la I-contribucién de [Cx : N, x CL]

divide a [L : E] y por tanto a [L : K|. La desigualdad se sigue para L/K. O

Corolario 6.6.4. Sil un nimero primo con l # p donde p es la caracteristica
de K, es suficiente probar la sequnda desigualdad para extensiones ciclicas de
K de orden | suponiendo que una l-raiz primitiva (; de la unidad estd en K.

Demostracion. Sea L/K una extensién ciclica de grado . Entonces
[Cre : Nijre Cul|[Crc s Nogeoy/we Cren] v
[Ck : NL(Q)/K C’L(Q)H[OK : NK(Q)/K CK(CL)] ) [OK(Q) : NL(Cz)/K(Cz) CL(CL)]'

Ademis [Ck : Ng(,)/x Ck(¢)] es primo relativo a [ pues [K(() : K][l —1
y [CK : NL/K CL] es una potencia de [ y divide a [CK(Q) : NL(Cz)/K(Cz) CL(Cz)]’
una extension ciclica de grado primo de un campo que contiene a (. a
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6.6.1. Segunda desigualdad para extensiones de Kummer

Sea K un campo global que contiene a las n-raices de la unidad, (, € K
y donde n es una potencia de un nimero primo diferente a la caracteristica
p de K. Sea L/K una extensién de Galois con grupo de Galois Gal(L/K) =
(Z/nZ)".

Sea S un conjunto finito no vacio de lugares de K conteniendo a los pri-
mos infinitos, a los primos que dividen a n, a los primos ramificados en L y
suficientemente grande tal que Jx = Jx gK*. Sea s = |5].

Proposicién 6.6.5. Se tiene que s > r y que eziste un conjunto T de s —r
primos de K, disjunto de S, tal que L = K( {”/Z) donde A es el nicleo del
homomorfismo K% — [per K5 /(K7™

Demostracion. Se tiene que L = K (/D) donde D = (L*)*NK* por la Teorfa
de Kummer, Teorema 2.4.2. Si z € D, entonces K,({/z)/K, es no ramificado
para todo p ¢ S. Por tanto x = upyy con up € Up y yp € K.

Definimos y, = 1 para p € S de tal forma que se define un idele § que se
puede escribir ¥ = & -z con & € Jg 5, z € K*. Ahora bien

r2T "t = upyyz " = upap 2"z = upay € Uy

para toda p ¢ S, de tal forma que zz™" € Jxg N K* = K*, por lo que
zz7" € A= (L*)"NK?. Por tanto D = A(K*)" (pues claramente, A C D),
de donde L = K(V/A).

El campo M := K( VKS ) contiene a L puesto que A C K. Nuevamen-
te, por Teorfa de Kummer, tenemos Gal(M/K) = Hom (K% /(K%)", ((,)).
Puesto que K° tiene rango finito s — 1 (Teorema 6.1.17) y contiene a ((,),
se tiene que K°/(K°)" = (Z/nZ)*. Por tanto Gal(M/K) = (Z/nZ)" y co-
mo % = Gal(L/K) = (Z/nZ)", se tiene que r < sy Gal(M/L) =
(Z/nZ)>~".

Sean {o1,...,05_,} una (Z/nZ)-base de Gal(M /L), M; el campo fijo de o,
M; =M y L =;_] M;. Paracada 1 <4 < s —r, sea f; un primo de M;
totalmente inerte en M /M; y tal que p; := P, |k ¢ S. Ademds, seleccionamos
estos primos p; distintos. Esto se puede hacer por el Corolario 6.5.2.

Puesto que p; ¢ S, se tiene que p; es no ramificado en M/K pues M =
K(Y/KS) y por tanto p; es no ramficado en cada K(/z), z € K°. Sea Z; el
campo de descomposicion del tnico primo q; de M sobre B;, 1 < i < s—r
en M/K. Como B; es totalmente inerte en M /M;, se tiene Z; O M;. Por otro
lado, el grupo de descomposicién D; = Dy i (q:|pi) es ciclico pues p; es no
ramificado. Puesto que D; C Gal(M/K) = (Z/nZ)S, D; tiene exponente n de
donde se sigue que D; es de orden un divisor de n. Por tanto Z; C M;. En
resumen, M; es el campo de descomposicién de q; en M/K.

Sea T := {p1,...,ps—r}. Puesto que L = ():_| M;, se tiene que L/K es
la méxima subextensién de M /K en el cual todos los primos p1,...,ps—, son
totalmente descompuestos. Por tanto, si z € K¥, se tiene
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r€A = K({r)CL < K, ({z)=K,,, i=1,...,s—r
= ve(K,,)", i=1...,s—m,

probando que A es el nicleo del mapeo natural

KS — T[ K;./(K;)" o [[oméd (k)™ 0
i=1

i
i=1

Lema 6.6.6. Sean S y T como en la Proposicion 6.6.5 y sean

Ji(S,T) := H(K;)" X H K} x H Uy,

pes peT pE(SUT)

Cx(S,T) = Jx (S, T)K* | K.
Entonces Ji (S, T) N K* = (K°T)",

Demostracion. Es inmediato de (KSYI)" C Ji(S,T) N K*. Sea y €
Jr (S, T)NK* ysea N = K({/y). Para probar que N = K basta probar que
Ck = Ny/k Cn pues por la primera desigualdad, se tiene [Cx : Ny, Cn] >
[N : K].

Sea @ € Cx = JxsK*/K* y sea & un representante de &. El mapeo
K% — [Iper Up/(Uy)™ es sobre pues A es su nicleo y se tiene |KS/A| =
K5 /(K" n’® s—r n n —vy(n
‘|A//((KS)ZI'\| S TGa/R - Up/(Up)"| = e 0 donde n, = ¢ P =

1, (Proposicién 5.3.1) y por tanto | [per Up/(Up)"| = ns7.

Por tanto existe z € K con a, = zuy con u, € U, para p € T. El idele

E = @z~ ! pertenece a la misma clase @ y veremos que 5 € Ny/k Jy. Para
esto, por el teorema de la norma de ideles, Teorema 6.3.9, necesitamos que
cada componente 3, sea una norma de Ny /K,. Para p € S esto se cumple
puesto que y € (K;)" por lo que Ny = K. Para p € T esto se cumple pues
Bp = uy es una n-potencia.

Para p € SUT, B, es una unidad y Ng/K, es no ramificada, por lo que

Nyy/x, Up = Uy (Teoremas 5.1.11 y 6.1.18). Por tanto Cx = Ny g Cn de
donde se sigue que N = K y por tanto y € (K*)" N Jx(S,T) C (KGSUD)",
De esta forma obtenemos que Jx (S, T) N K* = (K(SUT))H. O

Teorema 6.6.7. Con las notaciones anteriores, se tiene que Ny, Cr 2
CK(S,T) Yy [CK : CK(S,T)] = [L : K]

En particular, [Ck : Np,x CL]|[Ck : Ck(S,T)] = [L : K].

Cuando L/K es ciclica, esto es, v = 1, entonces Np, /i Cp, = Ck (S, T) y
[C[{ : NL/KCL} = [L : K]
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Demostracion. Se tiene la sucesién exacta

Jr,sur N K* . JK, sur N Jr,surK*
Jk (S, T)N K* Jrsry  Jx(S,T)K*

Puesto que Jx surK* = Jk, el orden del dltimo grupo es
[T, surK* : Jg(S,T)K*] = [Jx /K" : Jg (S, T)K*/K*] = [Ck : Ck(S,T))].
El orden del primer grupo es

[Jr.sor N K*: J(S,T) N K*] = [K°T . (KSYT)"] = pstsr = p2s77,

pues {¢,) € K5YT. El orden del grupo intermedio es

2

n
[Tksur : Jre (S, 7)) = [ K5« (55)"] mh
peS Proposicién 5.3.1 PES P
_ n25 H |n|;1 ? TLQS.
pes peS=pn=
Infp=q~ "KM =¢"=1

Se sigue que [Ck : Ck(S,T)] = TLQ% =n"=[L:K].

Ahora veremos que Cg (S,T) € Ny i Cr. Sea d € Jx(S,T). Por el Teo-
rema 6.3.9, @ € N g J < ap € Npy/k, L?j3 para toda p € Pg. Si
p € S, puesto que ap, € (K;)", se tiene que es norma Ky ( T\L/IT;;) por Teoria
de Kummer para campos locales (Proposicién 5.7.5), y por tanto de Ky ( Y A),
A =niic (K% — [T,er K /(K;)™) pues Ky (VA) C Ky (/K.

Para p € T, por el Lema 6.6.6, A C (K;;)" de tal forma que p se descom-
pone totalmente y Ly = K.

Parap ¢ SUT, oy es una unidad y Ly = K, (/A) es no ramificada sobre
KP y NL‘B/KF Uq3 = UP'

Por tanto Jx (S,7) € N,k Jr de donde Ck(S,T) € N,k Cr. Por tanto
[Ck : NL/K CLl <[Ck :Ck(S,T)=n".

Cuando L/K es ciclica, es decir, cuando r = 1, entonces, como consecuen-
cia de la primera desigualdad

n = [L : K] S [CK : NL/KCL] S [CK : CK(S,T)} = [L : K] =n,

de donde se sigue que Ny /x Cp = C(S,T) y [Ck : Npyx Cp]l = [L: K]. O
Esto prueba la segunda desigualdad para campos numéricos.

6.6.2. Segunda desigualdad para campos de funciones

Ahora, sea K un campo global de funciones de caracteristica p > 0.
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Definicion 6.6.8. Sea F cualquier campo. Una derivacion en E es un mapeo
D: E — E, tal que

e D(z +vy) = D(z) + D(y) para cualesquiera =,y € F,
e D(zy) = 2D(y) + yD(x) para cualesquiera z,y € E.

L con o # 0, se obtiene

Con z = y = 1 obtenemos D(1) =0y siy =a~
D(z7Y) = —272D(x).
Sea P, = {z € E | D"(z) = 0}. P, es un subgrupo aditivo de E. Se define,

D =1dg, P, = {0}.

Notacién 6.6.9. El operador aditivo E — E, x — xy se denota ya sea
simplemente por y o por f,: py(z) = xy. De esta forma Dy significa el ope-
rador producto y seguido de D y D(y) significa el efecto que D tiene en el
elemento y.

Definicién 6.6.10. Un elemento = € E es una derivada logaritmica en E si

existe y € F tal que x = % y x es la derivada logaritmica de y.

Lema 6.6.11. Un elemento x € E es la derivada logaritmica de un elemento

y € P, \ Py_1, n > 0, si y solamente si la n-potencia del operador D + x
aplicada a 1 es igual 0 y la (n — 1)-potencia aplicada a 1, es diferente a 0:

(D+2)"(1)=0 y (D+a)""(1) #0,
o0, equivalentemente,

D(y)
y

Demostracion. Sea r = para alguna y € E*. Se tiene

(D + 1)(2) = D(=) + 22 = D(z) + Dz(j’)

=y ' D(2y) =y~ Dpy(2) =y~ Dy(2).
Estoes, D + u, = y_lDuy y por tanto, para n > 0, tenemos
(D+a)" = (D + pa)" =y~ D" iy

Seay € P, \ P,—1. Entonces (D+pu,)"(1) =y~ D", (1) = y~1D"(y) = 0
y de manera analoga, tenemos (D + p,)"~1(1) # 0.

Reciprocamente, supongamos que (D+p,)"(1) = 0y que (D+p )" 1(1) #
0. Definimos y=! := (D + p;)" '(1). Entonces (D + p,)(y~') = 0

—y~2D(y) + xy~ !, por lo que z = —ij’). Ahora bien, D + u, = y Dy =
Yy 'Duy y (D+ pz)" H(1) =y D" *(y) # 0 y similarmente y~'D"(y) = 0.
Por tanto y € P, \ Pp_1. O
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Consideremos un campo FE con la propiedad de que para cada x € E, exista
ng € N con D™= (z) = 0, esto es, E = (J,-, P,. Sea F' C E un subcampo tal
que D(F) C F. Entonces, del Lema 6.6.11 se sigue que para z € F, se tiene
que x es una derivada logaritmica en F' <= =z es un derivada logaritmica en
E. De hecho, si « € F es la derivada logaritmica de un elemento y € P, \ P,_1,
entonces z es la derivada logarftmica de z donde 271 = (D + pg)" " 1(1), el
cual es un elemento de F' pues D(F) C F.

La situacién anterior se presenta en el siguiente caso. Sea K un campo de
caracteristica p > 0y E = K((t)) el campo de las series formales de Laurent
con la derivada usual con respecto a t: D( S ant") =3  na,t" ! =

n n=m

S (n+ 1)an+1t"™. Entonces se tiene que DP = 0.

n=m-—1

Corolario 6.6.12. Sea E = K((t)) las series de Laurent de caracteristica p >
0 y sea F un subcampo de E estable bajo la derivacion D := %, D(F)CF.
Un elemento x € F es la derivada logaritmica en F si y solamente si es una

derivada logaritmica en E. a

Sea K un campo de funciones global de caracteristica p > 0. Sean kg = F,
el campo de constantes de K y F, es el campo primo. Sea K, la completacién
de K con respecto al primo p. Sea K (p) el campo residual de K,, F, C K(p)
por ser Fy perfecto y K, es de manera natural isomorfo a K (p)((t)) donde ¢
es un elemento uniformizador, v,(t) = 1.

Puesto que F,; es perfecto, se puede tomar ¢ € K que sea un elemen-
to separador, esto es K/IF,(t) es separable ([160, Corollary 8.2.11 y Remark
8.4.9]). Sea Tr la traza de K(p) a Fp,. Sea Res(zdy) el residuo de la diferencial
local xzdy calculado con respecto a un parametro uniformizador.El residuo no
depende del pardmetro ([160, Theorem 9.3.9 y Definition 9.3.10]).

Definimos un pareo local de la siguiente forma. Para x,y € K, sea

/:Edy := Tr(Res zdy). (6.6.5)
p

Size Ky yye K}, se define

Se verifica que

op(z + x'y) = ep(z,y) + (pp(x/,y)7
Wp(xayy/) = ‘Pp(xay) + ‘Pp(xvy/)v

por lo que se tiene un pareo de los grupos K, (aditivo) y K (multiplicativo)
con valores en el grupo aditivo F,. Si x es entero en K,, esto es, vp(x) > 0

y y es una unidad en K, es decir, v,(y) = 0, entonces x%y tiene residuo 0.

P
Esto muestra la continuidad del pareo: ¢, '(0) 2 Oy x U.
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Lema 6.6.13. Sea z € O,. Entonces gp(x,y) =0 <= plvp(y) 0 z = p(z)
para algin z € K,, donde p es el operador de Artin-Schreier: p(z) = 2P — z.

Demostracion. Sea x = ag + a1t +---, a; € K(p), y = t"¢, € € U,. Entonces
¢p(z,€) = 0. Por tanto

dt" dt
Pp(,y) = pp(x,t") = /LUT = n/x— = nTr(ap).
p P

Se sigue que tener ¢, (z,y) = 0 es equivalente con p|n o Tr(ag) = 0y
debemos probar que Tr(ag) = 0 es equivalente con la existencia de un z tal
que z = p(z) = 2P — z, z € K,,.

Primero supongamos que x = 2P — z. Si la serie de Laurent para z tiene
polos, estos polos serian dominantes en zP y entonces x no podria ser entero:
Sea b el término constante de z, por lo que ag = b? —b. Sea o el automorfismo
de Frobenius de K(p)/F,: oc = ¢P. De esta forma, ag = (0 — 1)b lo cual
es equivalente Trag = 0 pues H"(Gal(K(p)/F,), K(p)) = 0, en particular,
H'(Gal(K (p)/F,), K(p)) = 0, o simplemente, Trag = Trob — Trb = 0 pues
ob y b son conjugado.

Reciprocamente, si Tr(ag) = 0, entonces por la misma razén anterior,
ag = (0 —1)b = p(b) para algtin b € K(p). Sea z — ag = z1 = art + agt> + - -
y sea z; = —(x1 +af —|—;1:’1’2 +---). La serie converge en la topologia de K, y se
obtiene 21 = 2 —21 = p(z1) y por tanto z = ap+z1 = p(b)+p(21) = p(b+21)
y el resultado se sigue. a

6.6.3. Un pareo global

La traza Tr definida en el pareo local (6.6.5), se puede descomponer como
Tr = Trgpyr, = Trr,/F, © Tri(p)/F,- Sea A el anillo de adeles. Sea p un
primo y sea t un elemento separador para K y v,(t) = 1. Sea

A(E) = D Trp(Res(&pat),
p

con Trp = Trg(py/r, , fehky /\(g) € F,. Si |&]p es suficientemente pequenio
en todos los primos donde t tiene polos y &, es una unidad en los demds

primos, se tiene )\(5) = 0 pues Resp(§,dt) = 0 para toda p. En particular
A es una funcién continua sobre Ag. Por el Teorema de los residuos ([160,
Theorem 9.3.14]), A(z) = 0 para toda « € K, donde z es el adeéle principal.

En otras palabras, A es un diferencial sobre K. Sea
?{gdt = TYFQ/FP(A(E)) = Z/ﬁpdt-
p VP

Lema 6.6.14. Si 56 Ak es tal que § Exdt = Trr, /F, ()\(gx)) = 0 para toda
x € K, entonces Ee K.
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Demostracion. Podemos reemplazar x por ax por cualquier o € F, y obtene-
mos Trg_ /r, (- A(€x)) = 0. Si A(€x) # 0, tendriamos Trg, /r,(Fy) = 0 lo cual
no se cumple pues F,/F, es separable. Por tanto A(gx) = 0 para toda x € K.

Se tiene que, para x € K, si u es una diferencial, zu es una diferencial
donde (zp) (&) := p(dx). Si seleccionamos g # 0, puesto que las diferenciales
es un espacio de dimensién 1 sobre K, toda diferencial es de la forma xpy.
Ahora A # 0 y (zA)(€) = A(€z) = 0, es decir u(€) = 0 para toda diferencial
1. Veamos que necesariamente €€ K, esto es,

m nic p = ﬂ (K +Xg(a™t)) = K.

p diferencial a divisor

Sea a — A(ER). Se verifica que § es una diferencial (A(£z) = 6(z) = 0

para toda x € K). Por tanto existe 5 € K tal que § = 8], es decir, )\(507) =
0(a@) = BA(@) = A(BA). Por tanto /\m(Eo‘Z) = Ap(BQ) para toda P € Px lo
cual implica Ap((&ép — B)asp) = 0 para toda asp. Por tanto &g — 3 = 0 para
toda P € Px, de donde se sigue E: geK. O

Sea t un elemento separador de K/F,, es decir, K/F,(t) es separable, el
cual existe por ser F, perfecto ([160, Corollary 8.2.11]).

Lema 6.6.15. Para cada p € Pk, sea t, un elemento primo de K,. Entonces
dt

ity €8 unidad para casi toda .
Demostracion. Tenemos que el divisor de la diferencial dt en K es (dt)x =
D K /k(t) CONF, (1)) K P2, donde Py es el polo de x en Fy(t). En particular
vp((dt) k) = 0 para casi toda p.

Veamos que si t, es un elemento primo en p, entonces si en K, ddTi =
Y om—n @mty' con a, # 0, se tiene que vy((dt)x) = n. Una vez probado lo
anterior, se seguird que dth,,

Nos referimos a [160, Subsection 9.3] donde se ve la relacién entre las dife-
renciales adf (de Hasse) y las diferenciales w de Weil. Esto es [160, Theorem

9.3.15]: Dada adf, se define w : Xx (= Ax) — F, por

es una unidad para casi toda p.

w(€) = Z R;es(fpadﬂ) y se tiene wP(£) = R;es Epadf.
pEPK

En la demostracién del Theorem 9.3.15 de [160] se obtiene que el exponente
local del divisor (w)k, es precisamente v, (adf). En nuestro caso, dt = Cﬁ—idtp

y vp(dt) = UP(ddTi)' O

. 2 d d -1
Ahorasea @ € Jg. Sea (3 dada por 3, = i% = a%%: (ddTi) . Entonces
1 da

Bp € Ok para casi toda p y por tanto 5 € Ag. Usamos la notacién E =z
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Sea ¢ : K x Jx — I, el pareo dado por

pla, @) =]{$ld£df Z/ lp - Z/ o
= op(,ap) ZTr (Res fdap) (6.6.6)
p

Considerando K y F, con la topologia discreta, se tiene que si oy estd muy

d . .

cerca de 1, entonces —aa" estd muy cerca de 0 y viendo las componentes de
p

los integrandos locales, se sigue la continuidad en Jg. Por tanto el pareo en

(6.6.6) es un pareo continuo.

Lema 6.6.16. El nicleo en Jx del pareo (6.6.6) es J. K* y el nicleo en K
es p(K)={z—2z|z€ K}.

Notemos que cada elemento de K tiene periodo p y que Jx/K*J%, es
compacto y de hecho, isomorfo a Cr /C%.. Més precisamente, se tiene Cg =2
Ckox A, ACRY, C) = ChL , x AP y Ck es compacto, A = Z por lo que
Ck/Ck = Cr0/Clk oy x Z/pZ es compacto.
1da
- = & dt,
§ Exdt = 0 para toda = € K, por lo que £ =y € K pues w(§) = 0 para toda
diferencial de K (Lema 6.6.14).

Tomando la componente p de y (y, = y), que tenga a t € K como uniformi-
1 dap
Xp

Demostracion. Si @ estd en el nicleo en Jg, entonces £ = € A satisface

zador local, entonces y = y por tanto y es una derivada logaritmica en
K. Puesto que K C K,y K es estable bajo diferenciacion puesto que t € K,
y ya que y € K, el Corolario 6.6.12 prueba que y es derivada logaritmica en

K:

1dz
E——— ze K.
zdt’
Obtenemos
g—. 1 da _ 1 dz
adt  zdt
Sea 7 = z~'d. Entonces % - z*2dz a+ zil‘fl‘: = 0. Por tanto ddit" =0

para toda p lo cual implica que cada componente es una p-potencia por lo que
5 € J¥ y por tanto & € J K*.

Por otro lado, tanto J%. como K* claramente pertenecen al ntcleo del
mapeo ¢, K* puesto que A\(§) = >_p Trp(Resp(§pdt)) es una diferencial. Se
sigue que el nicleo de ¢(z,@) en Jx es Jo K*.

Ahora sea x = 2P — z. Sea 5 € Jk. Por el teorema de aproximacion, existe
y € K tal que yg estd muy cercano a 1 en todos los lugares en donde z tiene
un polo. Sea p un polo de z. Entonces

p

yfp
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Sea 7 un primo en p. Se tiene

d(y&p)  dWp) (yp\ !
v yg: -7 7rp ( ) ’
Y& = 1+7"b, d(y&p) = na" 'bdr,

asi que

-1
d(yép) = na" " 2bd, (&> =t 1l—-7"b+ - )=7t—7""tb+

™ s

M(L&v)* R S xw(@)* R

s m m m

d(yép)
y&p

donde z = 2. Por tanto, con n > 2 + m, se tiene Resz= 22 = 0. Se sigue

que pp(z, yf) = 0 para todo lugar p que es polo de z.
Ahora, como y esta en el nicleo de Jg. Entonces

pr 2, y€) = qu z,y&q),

donde q varia sobre los primos donde z no tiene polos y por tanto x es un
entero local. Por el Lema 6.6.13 se tiene que ¢q(x,y€q) = 0 pues = 2P — z.
Se sigue que = esta en el niucleo de K bajo el pareo ¢.
Reciprocamente, supongamos que z estd en el nicleo de K. Entonces,
o(z, f) = 0 para toda f € Jg, en particular para los ideles fp que Unicamente

L S? 9 ?ép’, se tiene @(x,f;,) =
& sig=p
©p (:c, ({;)p) = 0. Por tanto ¢, (x,§,) = 0 para toda &, € K,.

Sea p un primo que no es polo de z. En ese primo, se puede aplicar el
Lema 6.6.13 y se tiene x = zj — 2, con algin z, € K.

Se tiene que p se descompone en K(p_lx)/K pues (K(p_lx))p =
(K(zp)) = K, o, simplemente, Y? —Y —z = [[_ (Y zp —1) se descompone
totalmente médulo p, por lo tanto p se descompone totalmente ([136, Teorema

una componente # 1, esto es, (f_;v)q = {

10.3.16]).

Como esto se cumple para toda p, como consecuencia del Corolario 6.5.3,
se sigue que K(p~'z) = K porloque z = 2P — 2, z € K. |
6.6.4. Grupo de Galois de la maxima p-extensién elemental

abeliana de K

Esta extensién es L = K(p~!(K)). Sea G = Gal(L/K). El grupo asociado
aLes A= p 1 (K). El pareo es (o,0) = (0 — 1)a. A se mapea en K por el
L]

mapeo a — pa. La imagen de A es K. Se puede ver como el pareo K x G
F, donde [z,0] = (¢ — 1)(p~!(x)),z € K, 0 €G.
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—

El ntcleo en K es p(K), el mismo que el del pareo ¢(x,¢). El nticleo en G
es {1}. Con este pareo, se tiene G = (K/p(K)) = Hom(K/p(K),F,) donde
K/p(K) tiene la topologia discreta. Con el pareo ¢(z, €), el grupo Ji I K*

es naturalmente isomorfo al mismo grupo K/p(K).
Se tiene un isomorfismo natural

G J/JRK* = Ci/CE.

Si o € G es la imagen del idele @ bajo este isomorfismo, entonces debemos
tener p(z,d) = [x,0] = (6 — 1)(p~(x)).

Denotamos este elemento o € G por oz. Esto es, el isomorfismo G =
Jr/Jp K* lo describimos por p : Jp, 25 G, (@) := og y donde niicp =
JE K*. La ecuacién anterior describe el efecto de oz en los generadores de L,
una descripcién que determina oz completamente:

og 97 (@) — o7 (@) + p(x, @), (6.6.7)

donde ¢ es el pareo global ¢ : G x L — F,, y si & € Jx se mapea a 05 € G
bajo u, tenemos que (6.6.7) se lee 05(2) = z + ¢(z,d) con ¢(z,d) € F, y
donde 2P — z = .

De esta forma, hemos probado

Teorema 6.6.17. El mapeo dado en (6.6.7) es un isomorfismo bicontinuo
entre Ji/J K* = Ck/Ch y el grupo de Galois de la mdzima extension

abeliana L de K de exponente p. a
6.6.5. Demostracion de la 2nda. desigualdad en caracteristica
p>0

Sea M /K una extension ciclica de grado p de campos globales de funciones.
Como M es subcampo de la maxima p-extension elemental abeliana de K,
L = K(p~'(K)), M esta determinado por un subgrupo abierto H de G =
Gal(L/K) de indice p, H = Gal(L/M), [G : H] = p.

El grupo de normas K*Nj;/x Jy es un subgrupo abierto de Jx (Teore-
ma 6.3.2): todos los ideéles en un vecindad suficientemente pequena de 1 son
normas, y es de indice finito en Jx, pues Jrx/K* Ny Jur = Cx / Naryx Cor
y si A = Cko N Nyyk Cu, entonces A es abierto en Ck . Como Ck g es
compacto, se sigue que [Ck o : A] < co. Puesto que el campo de constantes
de M es Fgv con v € {1,p}, se tiene que A = Ny x Cpy NZ # {0} de donde
se sigue que Z/A es un grupo finito y por tanto [Cr : Ny g Chr] < 00.

Por la primera desigualdad, se tiene que

[Ck : NM/KCM] = [Jk : K*Nyyk Ju) > p=[M:K].

La imagen de este grupo bajo el isomorfismo del Teorema 6.6.17 (el epimor-
fismo p) es cierto subgrupo abierto H' de G. Esquemédticamente, tenemos:
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K*NM/KJ]\/[W,H/, M ~—~>H.

El indice de H’ en G es finito y mayor o igual p. Se tiene que H’ determina
cierto subcampo E/K de L/K el cual es la composicién de campos ciclicos
de grado p y cada uno de estos campos se quedan fijos bajo H', E = ¥,

A cada subcampo ciclico M’ /K de grado p que sea diferente a M, daremos
un elemento de H' que no deja fijo a todos los elementos de M’. Esto probard
que H' = H y probard completamente la segunda desigualdad puesto que el
indice de H en G es p.

Miés precisamente, si [M' : K] = p con M'/K abeliana y M’ # M, se
probarad que M ¢ LM y en consecuencia, como s # K, entonces LM C
M=L"porloque HCH yp=[G:H|=[G:H|H :H]>1[G:H]>p.
Por tanto obtendremos que p=1[G: H] =[G : H'| y H="H .

Por el Teorema 6.5.5, existe un primo (de hecho, una infinidad) p en K que
se descompone en M/K y es inerte en M’'/K. Si K' = K(p~'(x)) se puede
seleccionar p que no sea polo de z. Sea @, € Jx que tiene en la componente
p un elemento primo de K, y las demds componentes son 1.

Se tiene que (&), € K, es norma de de Mgy, B|p, pues p se descompone
en M/K y por tanto My = K,. Las demés componentes son 1 y por tanto
son normas locales. Del Teorema 6.3.9, se tiene que &, es una norma de
algtin elemento de Jys. Se sigue que oz, € H'. Ahora, calculamos o(z,d),) =
ep(@, (ap)p)-

Como p no se descompone en M’, se tiene que = ¢ p(K,). Ahora (&), es
un elemento primo, por tanto de valuacion 1 y en particular no es divisible
por p. Por el Lema 6.6.16, se tiene que ¢(x, &) # 0. Esto significa, de acuerdo
a (6.6.7), que o5, mueve p~*(2):

s, (97 (x) = o7 (@) + pp(x, (@p)p) # 0 (@),
y por tanto no es la identidad en M’.

Teorema 6.6.18 (Segunda desigualdad fundamental). Para cualquier
extension finita de Galois L/K de campos globales, se tiene que

[Ck :Np,k CL]|[L : K]. O
Como consecuencia de la primera y de la segunda desigualdad obtenemos.

Teorema 6.6.19. Si L/K es una extension finita ciclica de grado primo p de
campos globales, H°(G,Cr) = H*(G,Cr) = G = Gal(L/K) y H'(G,CL) =
1.

Demostracion. Se obtuvo de la primera desigualdad que h(G,CL) = p =
[L : K], por tanto |[H°(G,CL)| > p y por la segunda desigualdad que
|H*(G,CL)| = [Ck : Np/xCr] < p. Se sigue que |H°(G,CL)| = p y
(G, Cr)| = 1.

Ahora bien, puesto que H°(G, Cp) tiene orden primo p, es ciclico lo mismo
que G, por lo que H°(G,Cr) = H*(G,CL) = G. O
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Teorema 6.6.20. Si L/K es una extension finita de Galois de campos globa-
les con grupo de Galois G = Gal(L/K), entonces se tiene H*(G,Cy) = {1}.

Demostracion. Si L/K es ciclica, entonces por la primera desigualdad, se
tiene |[H°(G,Cr)| > [L : K] y por la segunda desigualdad |[H°(G,Cr)| < [L :
K], de donde [H(G,C1)| = [L : K] = h(G,C1) = HHECH por 1o que
|H1(G,CL)| = 1. Se sigue que H'(G,CL) = {1}.

Sea G arbitrario de orden n = [L : K]|. Por induccién suponemos que
HY(H,Cp) = {1} para toda extensién L/K de Galois con grupo H y de
orden menor a n.

Si G no es una p-potencia, para todo p-subgrupo de Sylow S, de G, se
tiene H'(S,,Cr) = {1}. Del Corolario 4.8.4 se sigue que H'(G,C) = {1}.

Sea ahora |G| = p™ con p un nimero primo y m > 1. Si m = 1 ya se
tiene el resultado. Sea m > 2. Sea H < G de indice p y sea K C M C L
con H = Gal(L/M). Por hipétesis de induccién tenemos H(H,Cr) = {1} =
HY(G/H,Cy). De la sucesién inflacién-restriccion

1 — HY(G/H,Cy) =5 HY(G,Cp) “ H'(H,Cy),

se sigue que H(G,Cr) = {1}. O

Corolario 6.6.21 (Teorema de la norma de Hasse). Sea L/K una ex-
tension ciclica finita de campos globales. Entonces un elemento x € K* es
norma de un elemento de L* si y solamente st x en un norma local para toda
completacion Ly /Ky, p € Px, Blp.

Demostracion. La sucesion exacta de G-mdédulos
1—L"—J,—C, —1,
da en cohomologia la sucesién exacta
HYG,Cp) = {1} — H(G, L") - H°(G, J1) = @) HO(Gy, Ly),
p
por lo que 0 es inyectivo.

Como HY(G,L*) = K*/Np/g L™y HY(G, Jp) = EBp K;/NL%/KP Ly, se

tiene que el homomorfismo
* 0 * *
K — @KP/NLGS/K\: Ly,
p
z+— Prméd Np, /k, Ly,
P

tiene nicleo K* (ﬂp Ny, L;§3) = N,k L*, de donde se sigue el resulta-
do. a
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Observacion 6.6.22. El teorema de Hasse unicamente es valido para ex-
tensiones ciclicas de campos globales. La demostraciéon del Corolario 6.6.21
es Unicamente vélida para extensiones ciclicas pues estamos usando que
H7YG,CL) = HY(G,CL) = {1} lo cual es falso en general para extensio-
nes no ciclicas.

Teorema 6.6.23. Sea L/K una extension finita de Galois de campos globales
con grupo G = G, . Entonces el orden de H?(G,Cr) esun divisor de [L : K].

Demostracion. Lo probamos por induccién en n = [L : K]. Sin =1 o p, con
p un ndmero primo ya se tiene (Teorema 6.6.19). Sea n un nimero natural
que no es 1 ni primo. Supongamos el resultado para toda extensién de grado
menor a n. Si n no es potencia de un primo, entonces para cada subgrupo de
Sylow S, de G, se tiene |[H?(Sp, C)||n, = |Sp|. Sea H?*(G,CL), el p-subgrupo
de Sylow de H?(G,Cp), entonces la restriccién H?(G,Cr), — H*(S,,CrL)
es inyectiva (Proposicién 4.8.3). Por tanto, |H*(G,CL)|||H?*(Sp,CL)||np ¥
como H?(G,Cp) = @D, H?(S,,CL) se sigue que |[H*(G,Cy)| [, np =n.

Sea G un p-grupo, |G| = p™, m > 2. Sea H < G de indice p. Entonces
|H| = 3 v tomando en cuenta que HYG,Cr) = {1}, tenemos la sucesién
inflacién-restriccién

1 — HX(G/H,cHy ™ g2(G,cp) = H2(H,C}),

la cual es exacta.
Ahora puesto que |G/H| = p se tiene que G/H es ciclico, y se tiene
H?*(G/H,CH) =~ H(G/H,CH) =~ G/H (CE = Cy donde M = LH). Por
2
tanto W\HQ(H, Cr)||%. Se sigue que |[H*(G,CL)||n = [L : K]. i

Observacion 6.6.24. Del Teorema 6.6.23 no se obtiene nuestro objetivo de
probar que H?(G, Cy,) es ciclico de orden [L : K].

Teorema 6.6.25 (Axioma de la teoria de campos de clases globales).
Sea L/K una extensidn ciclica finita de campos globales, entonces

[L: K], i=0méd 2,

HY(Gpk,CL)| =
IH (G, Col {1, i=1méd 2.

Demostracion. El resultado se sigue de que h(Gpx,Cr) =n = [L : K] =

HY(Gpr x,C
Wm y HY (G k,Cr) = {1} por tanto |[H*(Gpx,CL)| = [L: K]. O

Para tener el teorema de reciprocidad, el objetivo serd probar que si L/ K
es una extensién abeliana finita de campos globales, entonces C, satisface las
condiciones del teorema de Tate-Nakayama:

() HYG,CL) = {1},
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(1) H%*(G,Cp) es ciclica de orden |G| = [L : K],
donde G' = Gal(L/K) = G-

Empezaremos por definir el mapeo invariante
1
H*(Gpix,C (—=2) /2.
(G O = g2/

Como de costumbre, para cada p € Pg seleccionaremos unicamente un
primo P € Py, con Plp.
Para cada extensién Ly /Ky, Gal(Ly/K,) = G € G|k donde G es el
grupo de descomposicién D(|p), se tiene el isomorfismo invariante
1 1
i  H2(G L) — (72) 7C (72) z,
WV Loy | K (Gryix,> Ly) (Lo : K] as L: K] /

y cada invy. |k, es la composicién de tres isomorfismos, ver Definicién 5.1.13.
Se tiene H*(G |k, JL) = &b, HQ(GLMKP,L%), el cual es un grupo infinito.

Definicién 6.6.26. Sea ¢ € HQ(GL|K, Jr). Descomponemos ¢ asi: ¢ = Gpcp,
cp € Hz(GLm‘Kp,L;%). Se define

1
[L: K]

invy g : HQ(GL‘K,JL) — (

z)/z,
por

invy| g c:= g vy, Cp,
p

donde ¢, es la componente enp de c € H*(Gpx, Jr) = @D HQ(GL‘B‘KF,LQ‘B).
peEPK

Notemos que ¢, = 1 para casi toda p y por tanto invy, x, ¢, = 0 para
casi toda p.

Proposicion 6.6.27. Si M O L O K son extensiones de Galois de K de
campos globales, entonces

(a) invpy g c=invyge, c€ H2(GL|K,JL) - Hg(GM‘K,JM) bajo el
mapeo de inflacion puesto que Hl(GM|K, Jar) = {1}.

(b) iDVM|L(I‘eSL C) = [L : K] . iHVM|K c, ccg H2(GM‘K, JM)

(c) invpg g (corg ¢) = invpypc, c€ HQ(GM|L,JM).

Para (b) y (c) dnicamente se requiere que M /K sea de Galois.
En otras palabras, los siguientes diagramas son conmutativos:

(minz)/z
resr, T[L:K]

( [I\/IlzK} Z) /2

invarr

(b) H*(Gunip, Iumr)

invas g

H*(G i, Imr)
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invasir

(¢) H*(Gjz: Jaa) (wnz) /2

corg \Lj encaje

( ney Z) /Z

Si J = Jgse» = h’_;nJL y C = Cgser = h’_}nCL = J/(K®P)* donde el
limite se toma sobre todas las extensiones finitas de Galois L/K, entonces

obtenemos un mapeo

invar

H*(G i, )

inv: H*(K,J) — Q/Z,

con H*(K,J) = H*(Gal(K*?/K),J), con la inclusion H*(Gpx,Jr) —
H*(Ganiks ), para K C L C M.

Demostracion. La proposicién se sigue del comportamiento de los invariantes
locales con respecto a los mapeos de inclusién, restriccion y corestriccion.

(a) Sea c € H*(Gpk,Jr), entonces

IIIVM|KC: E anMq|Kp Cp = E 1nVL<;3|Kp CPZIHVL|KC,
p p

donde g es cualquier primo sobre ‘.
(b) Seace€ HQ(GM|K, Jur) ¥ B recorriendo los primos de L. Entonces

invyyz(resy ) = Zinqu‘Lm (resp c)p = ZiDVMq|Lq3 (respy cp)
B B

= Z[ng Ky - invag, |k, Cp

B
= ZZ[L‘B : KP} ’ inVMq|Kp Cp;

PPy

con ql, =Py Plx =p.

Se tiene que invyy, |k, ¢p son independientes del primo q sobre el P
seleccionado, pues si P31 es otro primo de L, el K,-isomorfismo canéni-
ca Ly = Ly, da un isomorfismo canénico HQ(GL(B‘KP,L%) —
HQ(GL% Ky L;31) y el cual preserva el invariante. Por otro lado, te-
nemos » oy, [Las : Kp] = [L : K], por lo que

inv g (resg ) = Z (Z[ng : Kp]) vy, K, Cp

o PBlp

=I[L: K]Zinqu|Kp cp = [L: K]invy g c.
p
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(¢) Para ce HQ(GM“;, Jar), se tiene que

inv g (corg ¢) = Z invyy, |k, (cork ¢)y

p
= Y Y vy (o, )

P Plp

:Zzinqu\Lm cp = invyyp(c). O

P PBlp

Observacion 6.6.28. Se tiene todo para poder aplicar el teorema de Tate-
Nakayama, excepto que invp g : HZ(GL‘K,JL) — ([L—lK]Z)/Z no es un
isomorfismo (el primer grupo es infinito y el segundo finito). Para hacer de
esto un isomorfismo, necesitamos pasar de Jp a J,/L* = Cf.

Definicién 6.6.29. Sea L/K una extensién abeliana finita de campos globa-
les. Para cada p € Pk, fijamos un B € Py, con P|x = p. Sea @ € Jg, entonces
definimos el mapeo

[@,L/K]:= H (ap, L/ Ky) € G k-
pEPK

Aqui, (ap, Lyp/K,) € Gy para toda p € Pg y (o, Lep/K,) = 1 para casi
toda p y consideramos Gy = Gk, € G|k Se tiene que a es una unidad
para casi todo p y el nimero de primos ramificados es finito, por lo que
(ap, Ly /K,) = 1, para casi toda p.

El producto es independiente del orden de los factores pues el grupo G,k
es abeliano. A la extensién Leg/K, la denotamos L, /K, para enfatizar que
para cada p € Px seleccionamos tinicamente un primo P € Py, con JB|p.

Proposicién 6.6.30. Sea L/K una extension abeliana finita de campos glo-
bales, d € Ji y denotamos (@) := dNp/xJp € HO(GL‘K,JL). Sip €
X(Grix) = H (G, Q/Z), entonces

(G, L/K]) = invepe (@) wop) € ( Z)/z,

1
[L: K]
(O_l') S HO(GL|K,JL), 5,U, S H2(GL|K,Z), ((O_Z) @5#) S HQ(GL‘K,JL).

Demostracion. El resultado es consecuencia de la férmula andloga que rela-
ciona el simbolo de la norma residual local (_, Ly /K,) con el invariante local

invLm K-
Sea pyp la restriccion de ppa Gy k, ¥ sea (ap) = oy Nry/K, Ly- Entonces

:“([077 L/K]) = Zﬂp(amLp\Kp) = ZinVqule ((%) y 5/%)-
p p
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Ademés, se tiene que ((ap)Wopuy) € H?(G Ly |k, , L) son las componentes
locales de (@) U §u € H? (Gr|k,JL), inicamente necesitamos notar que oy, -
Spp(o,7) (resp. @- 6pu(0,7)) es un 2-cociclos de la clase ((ap) U dpup) (resp.
((@) Wép)). Por tanto

p([@, L/K]) = invy g ((@) Uop). O

Cuando queramos definir invy, g en Cp, el siguiente resultado es de capital
importancia. De la sucesion exacta

1—L"—J,—C, —1,

obtenemos del hecho de que H'(Gpk,Cr) = {1} que el homomorfismo
HQ(GL‘K7L*) — HQ(GL‘K7 Jr,) es inyectivo. Con esto en mente, usaremos
que H*(Gpx,L*) € H*(Gpik, JL).

Teorema 6.6.31. Sea L/ K una extension finita de Galois de campos globales.
Sice HQ(GL|K,L*), entonces invy g ¢ = 0.

Demostracion. La demostracién estd basada en la descripcion explicita del
simbolo de la norma residual y de la férmula del producto.

Sea L/K una extension finita de Galois de campos globales. Sea Ky = Q
o Ky = K, dependiendo de si K es numérico o de funciones. Sea M una
extension de Galois de Ky que contiene a L. Entonces

c € H*(Gpik, L") C H* (G, M*) € H* (G, Ju),

2 * . . .
corg, ¢ € H*(Garji,, M™) y invy g ¢ = invy g ¢ = invyg g, (corg, c).

Por tanto, para probar que invy g ¢ = 0, es suficiente considerar el caso K =
K.

Por la estructura del grupo de Brauer, existe una extensién Lg/Ky con
Ly ciclica ciclotémica o de constantes, con ¢ € H2(GLO|KO,L(’3). En el caso
numérico podemos suponer que L/Kj es ciclica ciclotémica y que L/Kj es
extensién de constantes en el caso de campos de funciones.

Sea p un generador del grupo ciclico x(Gpk,) = H' (G k,,Q/Z). En-
tonces, d4 es un generaodr de H? (GL‘KO, 7). Por el teorema de Tate, se tiene
que

_Up: HO(GL\KOa L*) — HQ(GL\KOa L)

es una biyeccién. Por tanto todo elemento ¢ € HZ(GL‘KO, L*) tiene la forma
¢ = (a)Udp con (a) = aNp g, L* € H*(Gpk,,L*), a € K. De la Proposicién
6.6.30 se tiene

vy g, ¢ = invy g, ((a) Won) = p(la, L/ Ko)).

Por tanto necesitamos probar [a, L/Ko| = [[,cp, (ap, Ly/(Ko)p) = 1.
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Como L es ciclotémica L C K((,) para alguna n (ambos casos). El au-
tomorfismo [a, L/Ky] es precisamente la restriccién de [a, Ko((,)/Ko] a L
(Teorema 5.3.14).

Por tanto, es suficiente probar que [a, K¢(¢,)/Ko] = 1 paraa € K. Puesto
que Ko(¢,) estd generado por raices de unidad de érdenes una potencia de
un ndmero primo, es suficiente probar que [a, Ko((,)/Ko] = 1 para estos
generadores. Por tanto, podemos suponer que n = I con [ un ntmero primo.

Sea ¢ una raiz {"-primitiva de la unidad. Si | = 2 y Ky = Q, podemos
suponer m > 2. Las completaciones de K¢((,)/Ko son (Ko)p(¢)/(Ko)p la cual
es no ramificada para [ # p = p y totalmente ramificada para [ = p = p caso
Ky =Q y I # p y no ramificada siempre para los campos de funciones. Para
p, el primo infinito real, (Ko)y(¢)/(Ko), significa C/R.

Se debe probar que para a € K,

[a. Ko(¢)/Ko] = [ [ (a, (K0)p(¢)/(Ko)p) = 1.

p

Se tiene que K((¢)/ Ko es no ramificada excepto si Ko = Q, p=10p = Pw
el valor absoluto usual de Q. Para cualquier otro p, por ser la extensién no
ramificada,

(a, (Ko)p(€)/ (Ko)p) = op*,

donde ¢, es el Frobenius y por tanto

(a. (K0)p(0)/ (K0)p) () = 93 (0)-
El campo residual tiene gy-elementos, donde

P si Ky es numérico,
qp = . .
P q®'P si Ky es de funciones.

Por tanto

q;/p (a) '

(@, (Ko)p(C)/(Ko)p)(C) = ¢

Consideremos Ky campo de funciones. Entonces

(a, (Ko)y (C)/(Ko)p)(C) = ¢7™ ="

Se sigue

[T (@ (Ko)p(©)/(Ko)p)(¢) = [T ¢ " = ¢,
p

p

donde
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s= va(a)grp =gra =0.
p

De esta forma

la, Ko(¢) /Kol (¢) = ¢¥ =¢.

Esto prueba que [a, Ko(¢)/Ko] = 1 para Ky un campo de funciones.
Ahora sea Ko = Q. Para p # [, Po, se tiene

v, (a vp(a)
(@, Qp(0)/Qp) = 0"y (a,Qp(Q)/Qp)(¢) = ¢*7
Usando los grupos de Lubin-Tate, Ejemplos 5.8.38 y 5.8.59, se tiene, para
p=1,¢=Cm = (Gm, que

(a,Qp(¢)/Qp)(¢) = (",
1 —

donde r = v~ méd p™ y donde a = up”, u € Up. Entonces r = u= " =
a~pvr(@) méd p™.

Para p = Pu, el automorfismo (a, C/R) es bien la identidad o bien con-
jugacién compleja, dependiendo de si a > 0 o a < 0 respectivamente. Por
tanto

(a, Qp(€)/Qp)(¢) = ¢B.

1 sia>0,

Se sigue que
-1 sia<0. gued

donde sig(a) = {

[0,Q(¢)/Q1(¢) = [ (2, Qu(¢)/Qp) () = (8Tl

p

Ahora

siga - Hp””(“) T =siga- Hp“l’(a) Ae@) gt = 1
p#l p#l H:u laly

Se sigue que [a,Q(¢)/Q](¢) = ¢ lo cual implica que [a,Q(¢)/Q] = 1. |

=1méd ™.

Corolario 6.6.32. Sea L/K una extension abeliana finita de campos globales
y sea 2 = K*°P. Entonces, sia € K* es un idéle principal, se tiene [a, L/ K] =
1yla,2/K]=1. O

Con este resultado tenemos que H? (GL|K, L*) C nicinvy,x donde vy g :
H*(Gpk,JL) — (ﬁZ) /7y donde L/K es una extensiéon abeliana finita
de campos globales. Todavia queda pendiente averiguar exactamente cual es
el nicleo de invy g y si invy g es suprayectiva.

Para el caso ciclico, se tiene
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Proposicién 6.6.33. Si L/K es una extension ciclica finita de campos glo-
bales, entonces

% inf inVL\K ].
1 — H*(Gpk, L") — H*(Gpk, Jp) —— ([L K]

Z) JZ — 0
es una sucesion exacta.

En particular invy i es suprayectiva y nicinvy g = HQ(GL|K, L*).
Demostracion. Para ver la suprayectividad de invy, g, supongamos primero
que [L : K] = [" con I un nimero primo. Se tiene que ﬁ + Z genera

(—[L}K] Z) /Zpor lo que es suficiente hallar ¢ € H*(Gpk, J1) tal que invy, g ¢ =

mr L

Como L/K es una extensién ciclica de orden [”, existe pg € K totalmente
inerte en L. Por tanto, para Py € Py, sobre py, se tiene que [Ly, : Kp,] = [L:
K]. Por el teorema delreciprocidad li)cal, existe ¢y, € H? (GL% 1Ky L%O) con
IV Ly, 1Ky Cro = [Tqeiiyg] T 2= mR] T2

Sea ¢y = 1 para todo p # po. De H*(Grx, Jr) = @, H*(GLyk,, L),
consideremos ¢ = (..., 1,¢p,,1,...) € H*(Gpk, Jr). Entonces

1

iIlVL|KC = ZinvaKp Cp = inVLQS0|Kp0 Cpy = [L ; K] + Z.
. :
Ahora sea [L : K] = n = p]'---p% su descomposicién en primos. Para
cada 1 <i<s, existe K CL; C L, [L; : K] =p;". Sea
1 n n
i rll +o ri .
no P bs’

Existe ¢; € HQ(GLi‘K,JLi) con invy, g ¢; = invy g ¢; = I% + 7.
Seac=cy- -cs € HQ(GL‘K7 Jr). Entonces

S S

. . n; 1
1nVL|K0:ZH1VL\KCi :Zpri +7Z = ﬁ‘i’Z

i=1 =17

Se sigue que invy g es suprayectiva para toda extensién ciclica.

Puesto que HQ(GL|K,L*) C nucinvy g, para probar la igualdad, basta
probar que HQ(GL\Kv JL)/H2(GL‘K7 L*) es de orden menor o igual a ﬁ =

1

Ahora bien, de la sucesién exacta 1 — L* — Jp — C —> 1 y puesto
que HY(G Lk, CL) =1, obtenemos en cohomologfa la sucesion exacta

1 — HQ(GL|K,L*) — H2(GL\Ka JL) — HQ(GLU(,CL).
Por tanto

H*(Gp ik, JL)
H2(Gpk, L")

“HQ(GL‘K,CL)”[L:K]. 0
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Observacién 6.6.34. Seria afortunado que tuviésemos que invy g fuese su-
1
[L:K] Z) /Z

esté en la imagen del mapeo invy g, es necesario agregar a L una extension
ciclica.

prayectiva en general, pero esto es falso. Para que cada elemento de (

Consideramos H*(Gg|x,Jo) = U, H*(GLik,JL), donde L recorre a las
extensiones finitas de Galois de K. Para extensiones de Galois, K C L C M,
se tiene H*(Gpk,Jr) € H*(Gum i, Im)-

int

Ahora, el mapeo invariante inv se puede extender de H2(GL| K,JL) a

H?(G k., Jm) y por ende se obtiene el homomorfismo

invg : H*(Gok, Jo) — Q/Z

y donde invg | = invy gk : H*(Gpk, Jp) — (ﬁl)/z CQ/z.
Para cada m € N, existe L,,/K ciclica de grado m y tal que (%Z) JZ C
im(invg), lo cual implica que Q/Z C im(invg).

Teorema 6.6.35. El homomorfismo invyg : HQ(G_Q‘K,JQ) — Q/Z es su-
prayectivo. a

Ahora bien, el grupo de Brauer de K, Br(K), satisface que Br(K) =
U, H*(Grjk,L*) donde L recorre las extensiones finitas de Galois de K.
Para cada primo p de K, seleccionamos un valor absoluto fijo en 2, entonces
este valor absoluto determina a su vez un primo 3 de cada extensién de Galois
L/K sobre p y se tiene que el grupo de Brauer del campo local K, es tal que

Br(Ky) = JH*(GLy k., Ly)-
L

Se tiene

H*(Gpik,L*) — H*(Gpk, Jo) & @H2(GLQB|KF,L§3)
P

e ([L }K]Z)/Z

y tomando el limite directo, en este caso la unién, obtenemos el homomorfismo
canoénico

Br(K) — H*(Gox, Jo) = @D Br(K,) —%, Q/z,
P

donde invg =}, invg,, invg, : Br(Ky) — Q/Z.

Teorema 6.6.36 (Brauer-Hasse-Noether). Sea K un campo global. Se
tiene
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(1) Sea Br(K) — Br(K,), a — «p, el mapeo candnico para ca-
da lugar p de K. Entonces oy = 0 para casi toda p y en particular
Br(K) — [[Br(K,), a— (op), pertenece a @ Br(K,).

p p

(2) Teorema principal de Hasse en la teoria de algebras
La sucesion 0 — Br(K) — @ Br(K,) N Q/Z — 0 es ezacta,
p

donde £((ap)y) = > op vy ().
Notemos que ?Br([(p) = & (%Z—Z) &b ?9 Q/Z.
proo

p real

Demostracion. Los grupos Br(K), @, Br(K,) = H*(Gq |k, Jo) y Q/Z son las
respectivas uniones de H*(Grx, L*), @, H*(GLyL,, Ly) = H*(GLik, JL)
y (ﬁZ) /Z y donde L/K recorre las extensiones ciclicas finitas de K. Para
cada L/K ciclica finita, se tiene que la sucesién

* invy 1
1 — H2(Gr, L*) — B (G, J1) —H5 (mz)/z — 0

es exacta. El resultado se sigue tomando los limites directos (en nuestro caso
uniones). O

Corolario 6.6.37 (Ley de reciprocidad de Hasse). Sean los homomor-
fismos Br(K) — @ Br(K,) y @ Br(K,) LN Q/Z, entonces p = Eoi =0,

esto es, 1 : Br(K) p—) Q/Z, ’L/J(OS = invg, a=0. O
p

6.7. Ley de reciprocidad

Consideremos la sucesién exacta 1 —» L* — J;, — C, —> 1.

Proposicién 6.7.1. Sea L/K una extension ciclica finita de campos globales.
Entonces 7 : H2(GL|K, Jr) — H2(GL‘K, C1) es suprayectiva.

Demostracion. De la sucesiéon exacta, se obtiene en cohomologia
Hl(GL|K,CL) =1— Hz(GuK,L*) — H2(GL|K,JL) i)
- H*(Gpx,CL) — H*(Gpk, L") =2 H(Gr ik, L") = 1.

Por tanto 7 es suprayectiva. a



6.7 Ley de reciprocidad 263

Nos gustarfa definir en general para ¢ € H*(Grk,CL) y c € H*(Gp ik, JL)

donde ¢ = 7,
1
iI'lVL‘K c= iIlVL|K c e (WZ)/Z

Tenemos que la definicién es independiente de la preimagen ¢ pues 2 pre-
iméagenes cualesquiera difieren inicamente de un elemento en H?(G Lk, L")
pero cualquier elemento de este ultimo grupo tiene invariante 0. Notemos que
en general que se tiene

11— HQ(GL\KvL*) — HQ(GL|K7JL) = HQ(GL\KacL) —
— H3(GL‘K7L*) — HS(GL|K,JL) = {1}

Se sigue que 7 es suprayectiva si y solamente si HS(GL|K,L*) = {1} pero
esto no se cumple en general. De hecho, si L/K es una extensién de Galois
de grado n y m es el minimo comin multiplo de todos los grados locales
np = [Lyg : K], entonces H3(GL|K, L*) es un grupo ciclico de orden n/m ([7,
Chap. 7, Theorem 12]).

Por tanto, no todo elemento ¢ € HQ(GL‘K, C1) proviene de un elemento
ce Hz(GuK, Jr) y no podemos definir invyx ¢ como nos hubiera gustado.

Para poder definir un mapeo invariante para una extension finita de Galois
L/K, se procede de manera parecida para el caso de los grupos HZ(GL‘K7 Jr).
Se tiene que el homomorfismo

H*(Gr k. JL) o H*(Gpix.CL)

conmuta con los homomorfismos inf y res, esto es, si K C L C M son exten-
siones finitas de Galois, entonces se tiene

moinfy; =infp;of  y 7 oresy =resy ol
y en la segunda férmula, inicamente se necesita que M /K sea de Galois.

Notacién 6.7.2. Sea L/K una extensién finita de Galois de campos globales.
Entonces denotamos HY(L|K) = HY (G x,CL). El grupo Cf, jugard el papel
global de L* en el caso local.

Puesto que H'(L|K) = {1}, las extensiones L /K forman una familia como
en el caso local con Cp, en lugar de L*. Como de costumbre, cuando K C L C
M, la inflacién es inyectiva: H?(L|K) nf, H?(M|K) y supondremos que
H?(L|K) C H*(M|K). Si £2 = K*°P tenemos el limite directo

H*(2|K) = lim H(L|K),
L

donde L varia sobre las extensiones finitas de Galois de K y usaremos que
H?(L|K) C H*(2|K) via el mapeo inflacién. De esta forma se tiene
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H*(Q2|K) = H* (LK),
L

ysi K C L C M son extensiones de Galois, entonces H2(L|K) C H?(M|K) C
H?(2|K).
De manera similar como en el caso local, tenemos:

Teorema 6.7.3. Sea L/K una extension finita de Galois de campos globales
de grado n. Sea N/K una extension ciclica de grado n. Entonces

H*(N|K) = H*(L|K) C H*(2|K).

Demostracion. Sea M := NL. Como N/K es ciclica, M/L es ciclica de orden
un divisor de n.
N—M=NL

K———L
Sea ¢ € H?(N|K) C H*(M|K). De la sucesién exacta

n

1 —s HX(L|K) 25 H2(M|K) 2% H2(M, L),

se tiene que un elemento ¢ € H?(M|K) es un elemento de H?(L|K) si
y solamente si res,¢ = 1. Puesto que N/K es ciclica, el homomorfis-

mo HQ(GN“(, Jr) 7, H?(N|K) es suprayectivo. Por tanto, existe ¢ €
H*(G Nk, JL) € H*(Gpk, Jar) con e = ¢ Como & conmuta con inflacién,
la cual es de hecho un inclusién, y también con restriccién, se tiene

resy, ¢ = resy (7c) = 7(resy, c).

Por tanto, res; ¢ = 1 <= resy ¢ € nic7® = H?(G g1, M*). Puesto que M/L
es ciclica, resy, ¢ € H2(GM|L,M*) <= invyp(resg ¢) = 0. Ahora bien,

invpgp(resp ¢) = [L: K] -invpy g e = [N : K] -invy g ¢ = 0.

Se sigue que H2(N|K) C H*(L, K).
Puesto que H'(N|K) = {1} y H*(Gn|x,N*) = H (Gn g, N*) = {1}, se
tiene la sucesién exacta en cohomologia

1 — H*(Gnx,N*) — H*(Gnji, IJN) — H*(N|K) — 1,

y donde |[H?(N|K)| = [N : K] = [L : K] pues N/K es una extensién ciclica
(Teorema 6.6.25). Por otro lado, |H?(L|K)| divide a [L : K] (Teorema 6.6.18).
Por tanto H2(N|K) = H?(L|K). O

Corolario 6.7.4. Se tiene H*(2|K)= |J H?*(L|K).
L/K ciclica
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Demostracion. Es consecuencia de Teorema 6.7.3 y de que para toda n € N,
existe una extension ciclica L/K de grado n. O

Consideremos K C L C M extensiones finitas de Galois. Ahora bien,
al conmutar 7 : H*(Gpk,Jr) — H?*(L|K) con restriccién y con inflacién,
usando esto ultimo, 7 se extiende de manera canénica a 7 : H? (Gmig, Im) —
H?(M|K) y de esta forma obtenemos un homomorfismo

T H2(GQ\K7 Jo) — H*(2|K),

cuya restriccién a los grupos H?(G Lk J1) son los homorfismos 7 originales:
7: H*(Gpk, JL) — H?(L|K). Estos 1iltimos no son suprayectivos en general
pero, se tiene de cualquier forma el siguiente resultado:

Teorema 6.7.5. El homomorfismo
7 H (Gak, Jo) — H*(2|K)
es suprayectivo.

Demostracion. Si ¢ € H?(2|K), entonces existe una extensién L/K ciclica
finita tal que ¢ € H?(L|K). Puesto que para extensiones ciclicas finitas

7 H* (G, Ji) — H*(L|K)

es suprayectiva, ¢ = 7c para alguna c € H2(GL|K, Jr) C HQ(G(HK, Jo). O

Con este resultado, podemos obtener clases invariantes para los elementos
de H*(2,K) = U, H*(L|K) a partir del mapeo invariante de las clases de
cohomologia del grupo de ideéles. De hecho, del homomorfismo

invg : HQ(GmK, Jn) — Q/Z,
el cual es suprayectivo, obtenemos:

Definicién 6.7.6. Si ¢ € H*(2|K) y ¢ = 7ic, ¢ € H*(Ggk, Jo), se define
invg ¢:=invg c € Q/Z.

Veamos que la definicién es independiente de la preimagen ¢ seleccionada.
Si d es otra preimagen de ¢ en H? (GmK, J0), € = 7d, entonces podemos esco-
ger L/K una extensién de Galois con ¢,d € HQ(GL‘K, Jr) C HQ(G_Q‘K7 Jo)y
podemos agrandar L en caso de ser necesario de tal forma que ¢ € H?(L|K).
Ahora bien, ¢ = 7c¢ = 7d por lo que ¢ y d difieren por elemento de
nic#, @ : H*(Gpg,Jr) — H?(LIK) y por tanto de un elemento de
a2 (Grk,L*) = nic 7, pero este elemento tiene invariante 0. Por tanto invg ¢
estd bien definido.

Con esta definicién de inv ¢, obtenemos un epimorfismo
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invy : H*(2|K) — Q/Z.

La restriccién de invg a L, invk |1, donde L/K es una extension finita de
Galois, invg | = invy : H*(L|K) — (ﬁZ)/Z puesto que los érdenes
de los elementos de H2(L|K) dividen a [L : K], y por lo tanto son mapeados
al unico subgrupo ([L—lK]Z) /Z de Q/Z de orden [L : K].

Teorema 6.7.7. Cuando ¢ = 7c, ¢ € H*(L|K), c € H*(Gp k. JL), entonces
iHVL|K Cc = iIlVL|K c.

Para el caso general, tenemos: Sean L/K una extension finita de Galois

de campos globales y 2 = K5°P. Entonces los mapeos invariantes

invg : H*(2|K) — Q/Z,

invy : H2(L|K) — (ﬁz) /Z,

son isomorfismos.

Demostracion. Se tiene que es suficiente verificar que invy, i es biyectiva pues
como H?*(L|K) = H*(N|K) para N/K ciclica con [N : K| = [L : K],
se tiene que si {N,}>2; es una coleccién tal que N, /K es ciclica de gra-
do n, H*(2|K) = U,—; H*(N,|K) y invg (H*(Ny,, K)) = (£2)/Z, Q/Z =
U ()2

Sea L/K dada y N/K ciclica con [N : K| = [L : K]. Por tanto
H*(LIK) = H*(N|K). Si a € (gZ)/Z, existe ¢ € H*(Gyjx,Jn) con
invygc = a. Sea ¢ = 7c € H*(N|K) = H?*(L|K) Entonces invy k¢ =
invy|g ¢ = invy|gc = a. Por tanto invy g es suprayectiva. Ahora bien,
|H*(LIK)||[L : K] = ’(ﬁZ)/Z| Por tanto invy|k es biyectiva. O

Para enunciar el resultado principal de la teoria global de campos de clase,
damos una definicién que pudimos haber dado antes de desarrollar la teoria lo-
cal de campos de clase, pero, en ese punto, por razones de claridad, preferimos
dar directamente los resultados para campos locales.

6.7.1. Formacién de clases

Sea G un grupo profinito, es decir, G es compacto con la topologia de
los subgrupos normales (topologia de Krull), es decir, una base de vecindades
abiertas de la identidad 1 de G consiste de los subgrupos de G que son normales
y de indice finito o, equivalentemente, G es compacto, Hausdorff y totalmente
disconexo.

Sea {Gk | K € X} la familia de todos los subgrupos cerrados de G. Los
subgrupos abiertos son los subgrupos cerrados de indice finito.

Enumeramos cada uno de los subgrupos cerrados Gk con el indice K que
llamaremos campo y formalmente nos referimos a K como el “campo fijo de



6.7 Ley de reciprocidad 267

Gk”. El campo Ko, con Gk, = G se llama el campo base y denotamos por
£2 = K*°P el campo tal que G, = {1}.

Escribimos formalmene K C L o L/K si G, € Gk y al par L/K lo
llamamos extension de campos. La extensién L/K se llama finita si G, es
abierto en Gk (es de indice finito) y ponemos [L : K] := [Gx : Gr] v lo
llamamos el grado de la extension. Si G, es normal en G, la extensién L/K
se llama normal o de Galois . En este caso se define el grupo de Galois de
L/K por Gal(L/K) = G g := Gk /GL.

Si K € L C M son dos extensiones de Galois, se define la restriccion a L
de 0 € Gal(M/K) por

ol =0 méd Gal(M/L) € Gal(L/K).

La extension se llama ciclica, abeliana, nilpotente, soluble, simple, etc. si L/ K
es de Galois y Gal(L/K) es ciclica, abeliana, nilpotente, soluble, simple, etc.
Se define K = (), K; (interseccién) si G es topolégicamente generado
por los subgrupos Gk, y K = [[, K; (composicién) si Gx = (), Gk,. Si
Gr =071G0, 0 € G, escribimos L' = L° = o(L).
De esta forma, de cada grupo profinito G obtenemos una teoria de Galois
formal.

Definicién 6.7.8. Sean G un grupo profinito y A un G-médulo con A dotado
de la topologia discreta y tal que satisface cualquiera de las tres siguientes
condiciones equivalentes:

(a) La accién G x A — A, (0,a) — oa es continua.
(b) Para cada a € A, el estabilizador {o € G | ca = a} es abierto en
G.
c) A= AU donde U recorre todos los subgrupos abiertos de G.
U g

Entonces el par (G, A) se llama una formacidn. A puede tener otra topo-
logfa que no sea la discreta, pero para (a) se considerard A con la topologia
discreta.

Ejemplo 6.7.9. Si G es el grupo de Galois de la extensién de campos E/F,
entonces G actiia en E* y el par (G, E*) es una formacién. Aqui, para F C
N C E, Gy = Gal(E/N) (si G es finito, G tiene la topologia discreta).

Sea (G, A) una formacién, A escrito multiplicativamente. Se define Ax =
A%k ={a € A|oa=a para toda o € Gg}.

Ejemplo 6.7.10. Sean K un campo local y 2 = K;*". Entonces Ax = K*.

Ejemplo 6.7.11. Sean K, un campo global y £2 = K. Entonces Ax = Ck.

Dada una formacién (G, A) consideramos para una extensién de Galois
L/K los grupos de cohomologia del Gz,|x-médulo Ap.
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Definicién 6.7.12. Una formacién (G, A) se llama una formacion de clases
si satisface las siguientes condiciones:

Axioma I: H'(L|K) = H (G k,Ar) = {1} para cada extensién fi-
nita de Galois L/K (formacién de campos).

Axioma II: Para toda extensién finita de Galois L/K, existe un iso-
morfismo

1
[L: K]

invy g H*(L|K) = H*(Gpix, AL) — ( Z)|Z

llamado el mapeo invariante con las siguientes propiedades:
(a) Si K € L C M es una torre de extensiones finitas de Galois,
entonces

iIlVL|K = invM|K |H2(L|K)

(b) Si K C L C M es una torre de extensiones con M/K finita
de Galois, entonces

invpgporesy = [L: K] -invy

H(M|K) (pimz)/z

reSLl i-[L:K]

H2(M|L) (mhnz)/z

inva

invarr
Si (G, A) es una formacién de clases, se tienen

Teorema 6.7.13 (Principal). Sea L/K una extension finita de Galois. En-
tonces el mapeo up g W_: HY(Gpx,Z) — HT?(L|K) con upx € H*(L|K)
la clase fundamental (invp g (up|x) = [L—lK] +7Z¢€ (ﬁZ)/Z CQ/Z) es un
isomorfismo para toda q € Z. a

Teorema 6.7.14 (Ley general de reciprocidad). Sea L/K una extension
finita de Galois, urxV_: H (G k,Z) — H°(L|K) nos da un isomorfismo
candnico (mapeo de Nakayama,):

0L|KG%I|)K—>AK/NL/KAL O

Se obtienen todos los resultados derivados de cohomologia que obtuvi-
. sep
mos para los campos locales pues si Ky es un campo local, 2 = K;°,
G = Gal(2/Ky) y A = 2%, entonces (G, A) es una formacién de clases.
Para obtener estos resultados para cualquier otra formacién de clases, las
demostraciones se obtienen sustituyendo 2* por el otro A y Gal(£2/K) por
el otro G.
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Lo que queremos obtener es que si K es un campo global y 2 = K5P,
G = Gal(2/K), entonces (G,Cp), Cn el grupo de clases de ideles de 2:
Cq = Uy CL, donde L recorre todas las extensiones finitas y separables de
K, es una formacién de clases.

Se tiene que (G, Cy) es una formacién.

Teorema 6.7.15. La formacidn (G,Cp) es una formacidn de clases con res-
pecto al mapeo invariante invy : H*(2|K) — Q/Z definido en la Definicién
6.7.6.

Demostracion. Debemos verificar los Axiomas I y II de la Definicién 6.7.12:

Axioma I: H'(L|K) = H' (G k,CL) = {1} para toda extensién de Galois
finita (Teorema 6.6.20).

Axioma II: Para cada extensién de Galois finita tenemos el isomorfismo
invy g : H?*(L|IK) — (ﬁZ)/Z (Teorema 6.7.7).
(a): Si K C L C M son dos extensiones finitas de Galois de K y ¢ € H?(L|K),
entonces ¢ € H?(M|K) y invpr g € = invy g € pues invyy g y invy g estan
definidas por restriccién de invyg a H2(M,K) y H*(L,K) C H*(M|K), res-
pectivamente.

(b): Sean K C L C M dos extensiones de K con M/K extensién finita de
Galois. Si ¢ € H*(M|K), entonces resy, ¢ € H*(M|L). Para la demostracién
de la férmula

invM‘K(resL 5) = [L : K] iHVM‘L c

usamos la férmula andloga para el grupo de ideles: existe ¢ € H?(G oKk, Je)
con ¢ = ¢ donde podemos suponer que hay una extensién finita de Galois
N/K que contiene a M, K C L C M C N, tal que ¢ € H*(Gy |k, Jn). De la
férmulas de la Proposicién 6.6.27 y usando al mapeo inflacién como inclusién
tenemos

invyy gz (resy ¢) = invy g (resy Te) = invy | (7 resy ¢) = invy g (resy, c)
=[L: K] -invygc=[L: K]-invygc
:[LK}IHVMH(E O

Con este resultado podemos aplicar los resultados obtenidos para campos
locales a los campos globales.

Sea urx € H*(L|K) la clase fundamental de la extensién de Galois L/K
que estd univocamente por la férmula invy g ur x = ﬁ + Z. Obtenemos el

resultado general:
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Teorema 6.7.16. Sea L/ K una extension finita de Galois de campos globales.
El homomorfismo del producto copa con la clase fundamental

ur g U_: HY(Grx,Z) — H"?(L|K)

es biyectiva para toda q € Z. a

De esto obtenemos:

Corolario 6.7.17. Sea L/K una extensidn finita de Galois de campos globa-
les. Entonces H*(L|K) = {1} y H*(L|K) = x(Gpk)- O

Para ¢ = —2, obtenemos

Teorema 6.7.18 (Ley de reciprocidad de Artin). Sea L/K una extension
finita de Galois de campos globales. El mapeo del producto copa con la clase
fundamental

ur kY__

Gtk = H*(Gpk|Z) H°(L|K) = Ck /Ny g Cr,

nos da un isomorfismo candnico, es decir el mapeo de reciprocidad entre la
abelianizacion G%}TK del grupo de Galois G g de L/K y el grupo residual
de las normas Cgk/Np/x Cr del grupo de clases de idéles Cx (mapeo de
Nakayama):

6L|K: G?TK — CK/NL/K CL.

El inverso del mapeo 0,k es el inducido por el homomorfismo
Yo =(,L/K): Cx — G‘iﬁ’K

con nicleo N, i Cr, y recibe el nombre del simbolo de la norma residual (glo-
bal) o mapeo de reciprocidad (global).
La sucesion

(,L/K)

1 — Ny /g Cp — Ok G;‘,’K — 1,

es exacta. (]

Puesto que el mapeo invariante es compatible con el mapeo inflacién (que
es una inclusién) y con el mapeo restriccion, el simbolo de la norma residual,
se comporta como en el caso local:

Teorema 6.7.19. Sean K C L C M dos extensiones finitas de campos globa-
les con M/K de Galois. Entonces, los siguientes diagramas son conmutativos
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(a) Si L/K es de Galois, entonces

LM/K)

ab
Ck —— =Gk 1.Gal(M/K) — Gal(L/K) =
mt | _ Gal(M/K)
= Gal(M/L)’
LK)
Cx —————— G o— ol

Aqui se tiene (&, L/K) = n(a, M/K) € G%‘TK, aeCk.
(b)

CM/K)
Cx ———= Gk

j Jve

(LM/L)
L —=M0

Esto es, (&, M/L) = Ver(a, M/K) € G"}J}IL, a € Ck, donde el mapeo
de transferencia Ver estd inducido por restriccion:
Gk = H (G, Z) —— H (G, Z) = Gy,

y L es el encaje natural.

(c)
(LM/L) .
Cp ———— Gy,

NLKl \LH
(,M/K)
Ck > G?v?m

Es decir, (NL|K(§Z,M/K) = m((&',M/L)) € G“}J}lK para & € Cp, y
donde k es el encaje natural K : G‘}J}lL — G%};lK.

(d)

Es decir, (052, O’M/UK) = 0(52, M/K)071 para @ € Ck, donde para

o o* .
o€ G:=Gqk, los mapeos Cx — Cor y G‘}J}lK — G:";B)\/”UK estdan

inducidas por & — & y T — oo L. ]

Definicién 6.7.20. Sea K un campo global. Un subgrupo H de Ck se llama
grupo de normas si existe una extensién finita de Galois L/K tal que H =

N,k Cr. En este caso denotamos H = Ny = Np/k Cr.
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6.7.2. Ley de reciprocidad via el isomorfismo de Neukirch

Aqui presentamos otra forma de obtener el mapeo de Nakayama, usando
ahora el isomorfismo de Neukirch.

Hicimos el desarrollo para campos locales, sin embargo, el desarrollo vale
para cualquier formacién, junto con una funcién grado y un axioma sobre los
grupos de cohomologia. Veremos que (G, Cy,) satisface esta condicién, donde
K es un campo global, {2 una cerradura separable, 2 = K*® y Cy, = J, C1,
L/K variando en las extensiones finitas de Galois. Entonces (G, Cp) es una
formacion.

Necesitamos un epimorfismo continuo llamado grado: gr: G = G, — A

Empezamos por usar la Definicién 6.6.29. Sea @ € Jy,, L/ K una extensién
finita de Galois de campos globales:

@, L/K] = {a,L/K) = H (ap, Lp/Ky),
peEPK

donde (_, Ly,/K,) son los mapeos de reciprocidad local y donde para cada
p € Pk seleccionamos un tnico P € Py, con Plp y L, = Le.

Teorema 6.7.21. Si L/K y L'/K' son dos extensiones finitas abelianas de
campos globales, tales que K C K’ y L C L', entonces el diagrama

L' /K’
o —= L g -
NKVKl lmm L

es conmutativo.
En otras palabras, si & € Jg-,

Nk k@, L/K]=[a,L'/K"]|L.
Demostracion. Se tiene para & € Jgr,
(aq, Lg/KQ)lL, = (Nky/x, (q), Lp/Kp),

con q € P, qlp, p € Pk.
Ahora (Ng/ /g d), = qup Nk: /K, (aq) por lo que

Nk x @ L/K] = H ((Ngrjk @)y Ly / Ky) = HH (Nkr /K, (@q), Ly /Kp)
p Poalp

= [T(aa, Lo/ KD = (6, L' /K] ¥
q



6.7 Ley de reciprocidad 273
Se tiene el homomorfismo
[ ,L/K]: Jx — Gal(L/K)

para una extensién abeliana arbitraria L/K, la cual podria ser de grado infi-
nito, por medio de las restricciones [_, L/K]|r :=[_,L'/K] donde L’ recorre
las subextensiones finitas de L/K.

En otras palabras, si @ € Jg, consideramos [@, L'/K] € G/ x que forma
parte del limite proyectivo ImGr/x = Gk y (@ L/K] = lim[d, L'/ K] es

este elemento después de identificar G|k con 1(1’LnG |k - La igualdad
Ll

[, L/K] ZH(%aLp/Kp)
P

permanece valida en el sentido de que el producto infinito del lado derecho
converge a [d, L/ K] en el grupo topolégico G'z|x . Mas precisamene, si L'/ K es
finita, el conjunto Sp, = {p | (ap, L,/ Ky) # 1} es finito y se pueden considerar
a los elementos
gL’ = H (O{p, LP/KP) S GL\K
peESL,

Sea [d@, L/ K]-Gr | una vecindad abierta bésica de [@, L/ K], esto es, M/ K
es una subextension finita de L /K. Entonces oy € [, L/K]-G/p para toda
L' D M pues

oplm = H(%vMp/Kp) = [a, M/K| = [d@, L/M]|um,
p

lo cual prueba que [@, L/K] es el tnico punto de acumulacién de {oz-}. Se
sigue que el teorema anterior sigue compliéndose para extensiones infinitas L
y L' de K y K’ respectivamente.

El siguiente resultado esté relacionado con la teoria de Iwasawa.

Teorema 6.7.22. Sea (2 la mdzrima extensiones abeliana de Q, es decir,
(Kronecker-Weber) 2 = U, Q((n) es el campo generado por las raices de
unidad. Sea T el subgrupo de torsidn de Gal(£2/Q), es decir, todos los elemen-
tos de orden finito de Gal(2/Q). Sea Q = 27 el campo fijo de T. Entonces

Gal(Q/Q) = Z.

Demostracion. Se tiene

Gal(2/Q) = Gal (1im Q(¢,)/Q) = 1fm Gal(Q(¢,)/Q) = lim (Z/nZ)" = Z*.

Ahora, se tiene Z & Hp primo Zp ¥ Ly = Ly X Z/(p—1)Z parap # 2y
75 = 7o x Z/2Z. Por tanto
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Gal(2/Q) = 2* =7 xT, donde T=][Z/(p—1)Zx Z/2Z.
pF#2

Por tanto el grupo de torsion T' de Gal(£2/Q) es isomorfo al grupo de
torsién 7. Se tiene que D,Z/(p—-1VZDZ/2Z C T, y que la cerradura T

de T' es isomorfo a T ) } o
Se sigue que Q = QT = Q7, Gal(Q/Q) = Gal(2/Q)/T = 7Z. O

Procediendo como en el caso de campos locales, fijemos un isomorfismo
Gal(Q/Q) = Z. En el caso de campos de funciones, consideremos Ko = F4(T')
y para n € N, sea k, = KoF4» la extension de constantes. Entonces si R :=

U2, kn, se tiene

Gal(R/Ky) = Gal(Ukn/ )g (H_n;kn/Ko)

HZ

lim Gal(k,/Ko) = 1f

Z/nZ = 7.

im
—
n

Para considerar ambos casos, sea Ko € {Q,F,(T)} v Ko € {Q, R}. Tene-
mos un epimorfismo continuo

gr, 1 Galgser — Z = Gal(Ko/Ko),

donde Ggsr = G = Gal(Ky™"/Kp). Para K/K( una extension finita y sepa-
rable, sea fr 1= [K N Ky : Ko] y obtenemos un epimorfismo

1 .
gl = 8y, : Gk — Z,
fx
que determina la Z-extensiéon K = K - Ko de K.

Ko K

Ky K la Z-extensién ciclotémica
/ de K.
K

El elemento de Gal(K/K) que se mapea a 1 € Z bajo el isomorfismo
gry lo denotamos, como en el caso local, por Frg, el “Frobenius’, esto es,
gri(Fri) =1y por Frp g = Fri | en caso de que L/K es una subextensién

Z

Podemos llamar a K/K

finita de K /K. Este elemento Fry, x no debe confundirse con el automorfismo
de Frobenius de primos de L.
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Para el Gg,-médulo A tomamos Cp, = | x Ck donde K recorre las ex-
tensiones finitas y separables de Kq y se tiene Ax = Ck. Definimos el homo-
morfismo

v Jg — Z

como v = grg o[, K/K], Jx LK/, Gal(K/K) 255 7.

Teorema 6.7.23. Para cada idéle principal a € K*, se tiene [a, K /K] = 1.

Demostracion. La prueba estd contenida en la demostracién del Teorema
6.6.31. O

Corolario 6.7.24. El grado vk : Jx —> 7 induce vk : Cg — 7. O

Proposicion 6.7.25. El homomorfismo vk : Cx — Z es suprayectivo en el
caso numérico y vk (Ck) = Z en el caso de campos de funciones y es una
valuacién henseliana con respecto a gry, es decir

(a) vk (C) =Z 2 Z y Z/nZ 2 Z/nZ para toda n € N.
(b) v (N1 Kk, CL) = fLZ para toda extension finita y separable L/ K.

Demostracion. Primero veamos que vk es suprayectivo. Sea L/K una subex-
tensién finita de K /K, entoces el mapeo

[,L/K] :H( Ly /Ky) : Ik — Grix
p

es suprayectivo pues de hecho, debido a que (,L,/Ky) : Ky — Gal(Ly/Ky)
es suprayectivo, [Jx, L/ K] contiene a todos los subgrupos de descomposicién
Gal(L,/K,). Por tanto, todos los primos p de K son totalmente descompues-
tos en el campo fijo M de [Jg, L/K]. Se sigue que M = K (Corolario 6.5.2).
Obtenemos que [Jg, L/K] = Gal(L/K).

Se sigue [Jx, K/K] = [Ck, K/K] es denso en Gal(K /K).

En el caso numérico, Cx = C o x Rt. Si 2 € RT, entonces [z, K/K]|;, =
[z, L/K]. Sea [L : K] = n. Existe y € RT con " = x por lo que

[z, L/K] = [y", L/K] = [y, L/K]" =1,

por tanto [z, K/K] = 1y [RT,K/K] = 1. Se sigue que [Ck,K/K] =
[Ck,0, K /K] es denso y como Ck o es compacto, se tiene que

[Ck,K/K] = [Cko, K/K] = Gal(K/K),

por lo que vg = gry o[ , K /K] es suprayectiva en el caso numérico y denso
en el caso de campos de funciones.
En el caso de campos de funciones, K /K son las extensiones de constantes

por lo que (ap, K,/K,) = Fr;("(‘a;). Por tanto, [Cx, K /K] = (Fri|k,) = 7Z.
plKp



276 6 Campos de clase globales

/ K=0 3
o ", por lo que se satisface (a) (Z =7 o

Ahora v (Ck) = {Z car K = p

7).
Para (b), se tiene que

vk (Np /i Cr) = v (N i Jr) = frix gty [Jr, L/L]
= fuxve(CL) = frxZ. O

Observacién 6.7.26. Los grupos de clases de ideles Ck satisfacen el axioma
de los campos de clase y se tiene que el par

(ng(J :Gr, — Z, VK, : Cry — Z)

satisface todas las condiciones de teorfa de campos de clase. Si K/Kj es una
extension finita y separable, entonces por el Teorema 6.7.21 se tiene que el
homomorfismo vk = gry o] , K/K] : Cx — 7Z satisface

1 ~ 1
VK = —gro[ ,Ko/KO] ONK/KO = 7’[}]{0 ONK/K07
fK s

que es precisamente el mapeo inducido por la valuacién henseliana vg, en el
sentido de la teoria de campos de clase locales.

Por tanto, hemos obtenido el teorema de reciprocidad global de Artin.

Teorema 6.7.27 (Ley global de reciprocidad de Artin). Para toda ex-
tensidn finita de Galois L/K de campos globales, tenemos un isomorfismo
candnico (isomorfismo global de Neukirch):

Ny, : Gal(L/K)™ =5 Cre/ Ny O O
El invesrso de My /x da un epimorfismo
(,L/K): Cx — Gal(L/K)*
con niicleo N /x Cr. El mapeo (,L/K) es el simbolo de la norma residual
global.

6.7.3. Teorema principal de la teoria de campos de clase globales

Regresamos a nuestra exposicién principal. A continuacién enunciamos el
teorema principal de la teoria global de campos de funciones.

Teorema 6.7.28 (Teorema principal de la teoria global de campos de
clase, TCCQG). Sea K un campo global. Entonces



6.7 Ley de reciprocidad 277

(1) Eziste un dnico homomorfismo continuo
pr = (,K): Cx — Gal(K*/K) o
o = (,L): Jx — Gal(K**/K), K* Cnicpg)
tal que para todo lugar p de K el siguiente diagrama es conmutativo:

PKy

K: Gal(K20/Iy)
Gl O irest
Ok ——— = Gal(K* /)

donde
0=mollp: K} -0 Jic 5 Jic/K* = Cie,
zp— (o, L1z, 1,10 ) = (0., 1,1, 2,,1,1, . .) méd K™
y rest es la restriccion o — o|gav.
El mapeo px = (, K) se llama el mapeo de reciprocidad.

(2) Si K CE CL con L/K una extension abeliana finita, se tiene el
stguiente diagrama conmutativo

Cp —2£- Gal(L/E)

e | |+

Cx —— Gal(L/K)
PK

donde p es el encaje natural.
(3) Para cualquier extension abeliana finita L de K, px induce un

isomorfismo

CK/NL/K CL % Gal(L/K)
Y k=(,L/K)

Artin

donde k= (, L/K) es el mapeo de Artin o simbolo de la norma re-
sidual global: ¢y, )k = prc: Jx — Gal(L/K), nicer/x = K*Np /i Jp
y donde Ny, /i : Cr, — Ck es la norma inducida por la norma de los
grupos de idéles:

- Np,
7= (yp)per, € Jo —— (HNLm/Kp ng)pep € Jk.
Bl *

Esto es, si dméd L* € Cp, entonces se define N, /(@ méd L*) =
Ny k(@) méd K* y se tiene Np, /g (Cr) = N/ (Jp)K* /K*.
Ademds Ny i es una funcion abierta.
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(4) H — pi'(H) es una biyeccion entre el conjunto de todos los sub-
grupos abiertos de Gal(K®P/K) y el conjunto de todos los subgrupos
abiertos de indice finito de Ck. En particular px es una funcion den-
sa.

(5) = (4) Teorema de Existencia Para cada subgrupo abierto H de
indice finito en Ck, existe una Unica extension abeliana finita L/ K
tal que Ny i Cp, = H.

(6) Si L/K es una extension abeliana finita y S es el conjunto de
lugares ramificados en L/K mds los primos infinitos, entonces para
7 € Jg, sea ()% = [pes pUr (@) € DY el grupo de los divisores (o
ideales fraccionarios) primos relativos a S, es decir, D3 = Dg /(S),
entonces pr () = wL/K((f)S), donde Yy /i es el mapeo de Artin, pa-
ra € Jy :={§€ Jx | yq =1 paraq € S} (es decir, px evaluado
en ideles con componente 1 en los primos ramificados y en los primos
infinitos, coincide con el mapeo usual de Artin (o simbolo de Artin))
en ideales. Mds precisamente, se tiene

vp (Tp)
PE) = vr (@)% = vryc ([ o) = [] (L/TK> -
pEs peESs

Como corolario, se tiene
Corolario 6.7.29. Sea K un campo global. Entonces existe una correspon-
dencia biyectiva

{extensiones abelianas finitas de K} «+—

{subgrupos abiertos de indice finito de Ck}

donde la correspondencia estd dada por L — Ny, C, C Cg. Si L «— H,
entonces [L: K] = [Ck : H| y si L' +— H', entonces L2 L' <— H C H'.
O

Teorema 6.7.30. Sea K un campo global y sea H un subgrupo de Cx. Si H
contiene a un grupo de normas, entonces H mismo es un grupo de normas.

Demostracion. Sea L/K una extension abeliana finita tal que Nz /x Cr, C H.
Entonces H = (Jgnia ® N/ Cr y como Np,k CL es abierto, H es abierto.
Sea 1,/ el isomorfismo de Artin

Yk Cx/ Nk Cp — Gal(L/K).
Sea r,/x (H/ Ny i Cp) = Gal(L/M). Por tanto

Cx/Np/kCrL . Gal(L/K)

Ur/k : O /H = =~ Gal(M/K).

Por tanto @L/K = Yu/i : Cx/ Nyyg Cur — Gal(M/K) es el isomorfis-
mo de Artin y H = Nz g Cps es un grupo de normas. O
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Definicién 6.7.31. Si H = N /i C, donde L/K es una extensién abeliana
finita de campos globales, se dice que L es el campo de clase asociado a H

Veamos la version global de la correspondencia L <— Ny /i Cf.

Teorema 6.7.32. Sea K un campo global. Para una extension abeliana finita
L/K, denotamos N, = Nk CL.

Sean Ly, Ly dos extensiones abelianas finitas de K. Entonces

(1) L1 C Ly <— NLl QNLZ.

(2) NLle :NLI m~/\/‘L2

(3) NLlﬁLz = NLINLZ :

Demostracion. (1) =) Si Ly C Lo, entonces
N, =Np,kCr, =Np, )k Npyyr, Co, €Nk Cr, = Np,.

(2) Se tiene para i = 1,2, L; C Ly Ly. Por la parte (1), Nz, 1, € Nz, NNL,.

Reciprocamente, si @ € Ny, N N7, se tiene que
Y1, /(@) = (&, Li/K) = resty, opg (@) € Gal(L;/K) = O [N,
Por tanto 9, /kx(d) = 1, i = 1,2. Se tiene el monomorfismo
0: Gal(L1Ly/K) — Gal(L1/K) x Gal(Ly/K), o+ (0|5,,0]|L,)-

Sea

0= (& L1La/K) 25 (014, 011.) = (Wr, /5 (@)s a5 (@) = (1,1)

por lo que leLQ/K((i’) = 1. Se sigue que a € NL,r, lo cual implica que
./\/'L1 ﬁNL2 gNLlLZ y por tanto NL1 ﬁ./\/.[,2 :NLlLZ-
(1) <=) Sea ahora N7, C Np,. Entonces N, NNy, = N, 1, = Ng,. Por
tanto

[L1Ly : K] = |Ck /N1 1o| = |Ck /N1, | = [L2 : K].

Se sigue que L1 Lo = Ly de donde se sigue que Ly C Lo.
(3) Se tiene que Ly N Ly C Ly, @ = 1,2. Por tanto N7, € N1,nL,, 7 = 1,2. Se

sigue que N7, N1, C Ni,AL,-

I — L,

LiNLy ——— Ly

e

K
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Ahora bien, N, C N, N, =: H, i =1,2, donde H es un subgrupo de indice
finito en Cx pues H = g 100 N1, @-

Sea T el campo que corresponde a H. Entonces T'C Ly y T C Lq por lo
que T C Ly N Ly lo cual implica Ny, A, C Np/gCr = H = N1, N, con lo
cual se sigue que Np,nr, = N, N,. O

Teorema 6.7.33 (Hasse). Sea L/K una extensidn abeliana finita de campos
globales. Entonces, para & € Jy,, & € Cp, = Jp/L* se tiene

@, L/K] = (a,L/K) = H(O‘paLp/Kp) Y
p

(@, L/K] = (&, L/K) = ¢1/k(@) = [ [(ap, Ly/Kyp).
p

Demostracion. Puesto que (,L/K) es el simbolo de la norma residual, apli-
camos la Proposicion 5.2.1, que fue demostrada para campos locales, pero
como hicimos notar, vale para cualquier formacién de clase, y se tiene que

siai= &NL/K Cr € H(L|K), entonces para todo caracter p € X(GL|K) —
HY(Gpk,Q/Z), se tiene

p((@ L/K)) = invyk (@) Uop).
Por otro lado, por la Proposicién 6.6.30, se tiene
([, L/K)]) = invy g (@) Udp),

donde (@) := N,k Jp € HY(Gpk, Jr). El homomorfismo
HYGpik,JL) SN HYGpk,CL)

mapea (@) € Hq(CfMK, Jr) ad € HO(GL|K, CL), y por tanto mapea (@)UWou €
H*(Gpik,JL) a @) Udop € H%(GL|K70L) = H*(L|K).

Por tanto 7 ((d) U du) = (d) U dp.

Por el Teorema 6.7.7, obtenemos

w((& LK) = imvy e (@) ©0p) = invppe (@) 0 o) = p(d L/K]),
y puesto que esto es para todo caracter u € x(Grx), se sigue que

(@ L/K) = [a@ L/ K] = [[(ap. L/ Kp). 0
p

El teorema de Hasse provee de varios resultados de gran importancia para
la teoria global de campos de clase.
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Corolario 6.7.34. Sea K un campo global. Para o, € K, sea [ay], =
(...,1,1,ap,1,1,...) el idéle cuya p-componente es o, y las demds compo-
nentes son 1. Entonces ([ap]p, L/K) = (ap, Ly /Ky).

En particular el diagrama

X (\Lp/Kp)
K} > Gal(L,/K,)
My i [
Cx I Gal(L/K)

donde ¢ es el encaje natural, es conmutativo. Pasando al limite, se tiene que

PK
K ————> Gal(K3"/K,)

WOHP\L \[L

CK ﬁ Gal(Kab/K)

es un diagrama conmutativo. Esto es el contenido de (1) del Teorema 6.7.28.

Demostracion. Se tiene

([aplp, L/K) H [ap]p) Lq/Kq):(ap,Lp/Kp). O
q

Corolario 6.7.35. Sea L/K una extension abeliana finita de campos globales.
Parad € Jg, si S es el conjunto es el conjunto de los primos de K ramificados
en L y de los primos infinitos, se tiene que

G R (e

p¢S p¢S

Este es el contenido de (6) del Teorema 6.7.28.

Demostracion. Es inmediato del hecho de que (LITK) = ¢p = (mp, Ly/K,)
donde p es no ramificado ni infinito, ¢, es el Frobenis y 7, es un elemento
primo en p. a

Corolario 6.7.36. Si x € K* es un idele principal de un campo global, en-
tonces (z, L/K) = 1.

Demostracion. Se tiene (x,L/K) = [z,L/K] = 1. O
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Corolario 6.7.37. Sea L/K una extension abeliana finita de campos globales.
FEntonces
Np/k CoN K, =Np, /i, Ly,
donde consideramos K; C Ck bajo el monomorfismo K &) Jx =
Jrk/K* =Ck.
En particular, las extensiones locales derivadas de una extension global,
corresponden a las componentes locales del grupo de normas global.

Demostracién. Sia, € Ny, k., Lj entonces ([ap]y, L/K) = (ap, Ly/Ky) =1
por lo que [ap]y € Np/i CL, esto es, N /i, Ly € N/ Cr, y obviamente
Nr,/r, Ly € K} por lo que Nr,/r, Ly €N/ CL DK;‘.~

Reciprocamente, sea_'& € 1:1L sk Cr N K. Entonces @ estd representado
por un idele & = Ny /i f con 8 € Jr y también por un idele [ay ]y, ap € K.
Por tanto existe x € K* tal que [ay], - @ = Np/x j. Para cualquier q # q,
x es una norma de Lq/K, pues si Q y Q' son primos en L sobre ¢, entonces
NLQ/Kq LB = NLQ//Kq LB/ por 10 que T S Hqu NLQ/Kq LE = NLq/Kq LZ
Puesto que

(2, L/K) = [[ (2, Lo/ Kq) = (2, Ly /Ky) = 1,
q

se sigue que z es una norma de L,/K,. Puesto que [ay], -  es norma de
un idele, por el Teorema 6.3.9, [ay|px es norma local para toda completacion
Ly/K,. Se sigue que [ap|, € N/, Ly, por tanto, @ = [ay|p, € Np, /k, Ly
probando que Ny, Cp N Ky C N/, L. a

Corolario 6.7.38. Sea L/K una extension abeliana finita de campos globales.
Entonces Ny, Cr es cerrado en Ck y por tanto es abierto.

Demostracién. Sea & ¢ N,k Cr. Por tanto existe p € Px tal que o) ¢
Nr,/r, Ly pues Ny e Cp N K7 = Ny, Ly,. Como Nk, Ly es cerrado,
existe U conjunto abierto de K tal que oy € U y UNNp, /f, Ly = 0.

Sea W cualquier abierto de Cx con @ € W de la forma W = U x [Tozp Va-
Entonces Ny, Cx N W = ) pues Np,/r, LyNU = (. Se sigue que Nk Cr
es cerrado en Ck. O

Podemos usar limites y obtener el simbolo universal de la norma residual.

Para un campo global K y una extensién abeliana finita, tenemos el homo-
JL/K . (.
morfismo Cx M Gal(L/K). Se tiene U7, abeliana I = K2 es la maxima
finita de
extensién abeliana de K. Se tiene

Gy = Gal(K*/K) = Gal(lim L/K) = 1im Gal(L/K)
L L

donde L recorre todas las extensiones abelianas finitas de K.
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Para a € C'x, obtenemos

(@,K) :==lim (@, L/K) € G%
L

formado por los elementos compatibles {(&, L/K) € GL|K}L. Por tanto ob-

tenemos

y el nicleo de ( , K) es N Nz /x Cr = Nk = nic(_, K) y la imagen
L/K abeliana
finita

es densa en G%°. De hecho, se tiene que ( ,K) es suprayectivo en el caso

numérico y Mg es la componente conexa de T € Ck. En el caso de campos de
funciones, 9Mx = {1}, es decir ( , K) es inyectiva pero no suprayectiva. Esto
lo veremos maés adelante.

En el caso local tenemos K AL G”}Fp C G2, donde (, K,) es el sfmbolo
universal de la norma residual local y pasando a los limites, obtenemos para

d € Ck, (6,K) =[1,(ap, Kyp).

Teorema 6.7.39. Sea K un campo global. El simbolo universal de la norma
residual pr : Cx — G382 = Gal(K?/K) es un mapeo continuo. Este es el
contenido de (1) del Teorema 6.7.28.

Demostracion. Sea U una vecindad abierta de 1 € G%}’, esto es, U es un
subgrupo abierto de G%° de indice finito. Sea L el campo fijo de U: L =
(K*)Y| L/K es una extensién abeliana finita. Sea @ € Jg. Si p € Pk es
no ramificado en L y «, es una unidad, (o, Ly/K,) = 1. Por tanto, si p es
no ramificado, (U, K) C U. Ahora, si p € Px es ramificado, se sigue de la
teorfa local, Teorema 5.3.16, que existe una vecindad V), de 1 € K tal que
(Vp, Ly/K,) = 1. De esta forma obtenemos que (V,, K) C U.

SeaV =[] pno Upx]I[ » Vp, entonces V' es una vecindad abier-

. ramificado ramificado
tade 1 € Jxg y (V,K) C U. Puesto que Ck tiene la topologia cociente y
(K*,K) = 1, se sigue la continuidad. O

6.8. Teorema de existencia

Hemos obtenido una biyeccién entre las extensiones abelianas finitas de K,
K un campo global, y los grupos de normas de C'k. El teorema de existencia,
nos caracteriza estos grupos.

Recordemos las estructuras topoldgicas que hemos obtenido:

e Jx es un grupo Hausdorff localmente compacto (Proposicién 6.2.10).
e Ok es un grupo Hausdorff localmente compacto (Proposicién 6.2.10).
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K* es discreto y por tanto cerrado en Jx (Proposicién 6.2.15).

Ck, es cerrado en Ck para K global. Si K es de funciones, Ck g
también es abierto en Ck (Proposicién 6.2.13).

Ck o es compacto (Teorema 6.2.27).

El epimorfismo canénico Jx — Ck es continuo y manda conjuntos
abiertos en conjuntos abiertos.

[ ]p: Ky — Ck es un monomorfismo continuo.

Si K es de funciones, Cx y Ck o son totalmente disconexos (Corolario
6.2.11).

Ahora veamos con més detalle los mapeos norma y grado en campos globa-
les. Ver Definicion 6.2.7 para las propiedades fundamentales de estos mapeos.
Sea || || : Jk — RT el mapeo norma

lall = H lop [

pePk

con todos los valores absolutos | |, normalizados. Notemos que la imagen de
| | es RT en el caso numérico y {¢" | n € Z} en el caso de campos de
funciones, donde F, es el campo de constantes de K. Esto se debe al Teorema
de Schmidt, Teorema 6.5.6, que establece la existencia de un divisor de grado
1, como detallamos un poco més adelante.

Ahora bien, {¢" | n € Z} li> 7Z es un isomorfismo de grupos y de espacios
0g,

topoldgicos, ambos con la topologia discreta.
Para K un campo de funciones, la funcién grado gr es simplemente gr :=
log, of| ||, esto es,

gr:Jp —Z, gra=log,(|ld])= Zgrap = Zgrp - vp(ap).
p p

Se tiene que nic || || = nicgr = Jg 0.
Recordemos que tanto || || como gr son funciones continuas. Puesto que
lz]| = 1 para @ € K* (y ademds gra = 0 si K es campo de funciones), se

tienen los mapeos inducidos

| |l: Cx — R*, K un campo global,
gr: Cxg — 7Z, K un campo de funciones,

ynic|| || = ndcgr = Ck . Notemos que, por el Teorema de Schmidt, Teorema
6.5.6, que gr es suprayectiva.
Las sucesiones exactas de homomorfismos continuos

1—>JK70<—1>JKﬁ>A—>1,
1— Jro— Jg 25 A — 1,
1—>CK,0<—J>CK&A—>1,

1— Cxo—— Cx =5 A —> 1,
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Rt si K es numérico,

donde A = y gr estd definido tni-

7Z  si K es campo de funciones,

camente si K es campo de funciones, se escinden. Mdas precisamente, pri-
mero consideremos K campo numérico, A = RT. Sea p un lugar infini-
to de K y consideremos RT C K,. Sea ¢ : RT — Jx o Ck donde
o(z) = (-..,1,1,z,1,1,...) es el idele o la clase de idele, donde la entrada
en p es x y las demads entradas son 1. Entonces ¢ es continuo, donde conside-
ramos a Rt con la topologia inducida por la topologia usual de R y se tiene
Il || oo = Idg+. También, sea ¢ : Jx — Jk,o (0 ¢ : Ck — Ck0), donde
(&) es el idele donde todas las entradas q distintas de p son « y su entrada
en p es H%jl\ Entonces 1) es continua y ¢ o1 = Id s, , (0 Idoy,).

Ahora, si K es un campo de funciones, A = Z. Veamos que debemos
considerar Z con la topologia discreta. Sea § un ideéle fijo de grado 1, el cual
existe por el Teorema de Schmidt. La topologia de Z debe corresponder a la
topologia de {En}nez con la topologia inducida por la topologia usual de Jg.
Esto se sigue del hecho de que U = [] U, es abierto en Jx y de que
BUN{B"}nez = {B}

Sea p : Z — Ji dada por p(n) = 3" Entonces y es continua y grop =
Idz. También tenemos ¢ : Jx — Jx o dada por 6(&) = ,67_ erdg Entonces §
es continua y 6 o 3 = Idj, . Similarmente para Cx.

vEPK

Teorema 6.8.1. Se tienen isomorfismos tanto algebraicos como topologicos
= + . ;.
Ck — CroxR", si K es numérico,

Cx —— Cko X Z, siK esde funciones,
n
donde

(@) = (B(@), &) v (@) =(F =5 G erd),

y donde RT tiene la topologia inducida por la topologia usual de R y donde Z
tiene la topologia discreta. a

Observacion 6.8.2. No existe un subgrupo distinguido de representantes de
Ck en Ck/Ck . En el caso numérico, es un lugar infinito p, y en el caso de
campos de funciones, es una clase de idele de grado 1, /? . Esto lo veremos de
manera mas clara en el caso de campos de funciones.

Los grupos Hpes W, X HWS U, C Jk es un sistema fundamental de
vecindades, donde S es un conjunto finito de lugares y W, pertenece a un
sistema de vecindades de la identidad de K, ;‘.



286 6 Campos de clase globales
6.8.1. Extensiones de constantes

Sea K un campo global de funciones con campo de constantes F,. Sean
p € Pk y K, la completacién de K en p. Sea Fy, el campo residual de K, el
cual es el mismo que el de K en p: Fy, = O,/p. Se tiene que g, = ¢"F.

Teorema 6.8.3. Sea L/K la extension de constantes de grado n, esto es,
L = KFgn. Entonces si escribimos Cx = Cg o X Z, se tiene que Ny i Cp =
CK,O X .

Demostracion. Del Teorema de Schmidt tenemos que gr : Cx — Z es su-
prayectiva. Se tiene que la extensién L/K es no ramificada por lo que L, /K,
es no ramificada. Se sigue que ap, € K se tiene

vp (ap)
(ap, Lp/Ky) = Fr

donde Frp, |k, es el automorfismo de Frobenius correspondiente a L, /K.
Puesto que L/K es ciclica, digamos Gal(L/K) = (Fry|x), donde se tiene
(Fr%;() Gal(L(B)/K(p)). Se sigue que

vp (ap) grp-vp (ap)
Frp, ik, —FrLlK y FrL'“FlK" FrLlK PR

Se sigue que si @ € Jg, entonces

N rp-vp (a >, rpvp(ayp) T
(@ L/K) = [] (aw Lp/Kyp) HFfi\K P(en) =P —FgL\K
peEPK

Por tanto (&, L/K) = 1 <= n|grd, de donde obtenemos Ny, /i Cp =
nic(_, L/K) = Ck x nZ. Ademds, se verifica que Gal(L/K) = ﬁ
CroXZ ~ 7 0
C}(,oXTLZ - nZ:

M4s adelante probaremos (Teorema 6.8.37)

Teorema Sea L/K una extensidn abeliana finita de campos de funciones
globales. Sea F, el campo de constantes de K. Sea

d:=min{n € N | existe & € Ny /i Jp con grd = n}.

Entonces Fya es el campo de constantes de L.

6.8.2. Teorema de existencia en caracteristica 0

Definicién 6.8.4. Sea S un conjunto finito de primos de un campo global K.
Sean Ux s := {d@ € Jp | ap =1 parap € S, ap € Up parap ¢ S} C Jg 5 =
[logs Up X Tlpes Ky v Uks = Uk s K"/ K" C Ck 5.
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Se tiene que UKS no es abierto pero, puesto que Uy, es cerrado en Ky, se
tiene que Uk s es cerrado en Ck. Las vecindades fundamentales [Tpes Up %
[I,es Wy de 1, contienen a Uk s.

Primero probamos un resultado de teoria de grupos que se usa frecuente-
mente en el calculo de diversos de indices en subgrupos de ideles y de subgru-
pos de clases de ideles.

Proposicion 6.8.5. Sea G un grupo abeliano y sean X,Y,Z subgrupos de G
tales que Y C X. Entonces el epimorfismo natural p : X)Y — XZ/YZ

. . XNYZ ~ XNZ
tiene nucleo v = A7

Demostracion. Es inmediato que p es un epimorfismo y que ntc p = %

Consideremos ahora X N Z —— X NY Z — %, pi=mou.

Siae XNZ, pla) =amédY. Sea 8 € X NYZ, es decir, f = yz
con f € X,y €Y, zc Z Entonces z = y '8 € ZN X. Se sigue que
0(z) =2médY =y 18 méd Y = B méd Y, por lo que ¢ es un epimorfismo
ynicp = (XNZ)NY =Y N Z, de donde se obtiene el resultado. O

Corolario 6.8.6. Si G un grupo abeliano y si X,Y,Z son subgrupos de G
tales que Y C X, entonces

[X : Y]

(XZ:YZ] = XNz YAZ

(]

Un resultado fundamental para el teorema de existencia para campos
numéricos, y cierta familia de campos de funciones, es el siguiente teorema
que tiene como base fundamental la teoria de Kummer.

Teorema 6.8.7. Sea K un campo numérico que contiene a las n-raices de la
unidad. Si K es un campo de funciones de caracteristica p > 0, se supone que
ptn. Sea S un conjunto finito de primos de K tal que

e S contiene a todos los primos infinitos y a todos los primos encima
de los primos que dividen a n (esta ultima condicidn es vacia en el
caso de campos de funciones).

o JK = JK,SK*.

Entonces Ci-Ug s es el grupo de normas de la extension de Kummer L =

K(VK9)/K.

Demostracion. Por teoria de Kummer y por el teorema de las unidades de Di-
richlet, tenemos que x(Gpr k) = ((L*)"NK*)/(K*)" = (K%)(K*)"/(K*)" =
K%/(K®)" y que K° es finitamente generado de rango s —1 = |S| — 1y
contiene a las n-raices de unidad, por lo que K°/(K*)" = C5.

Por tanto Gp|x = Cy.

Para a" € CJ, se tiene (0:2", L/K) = (0:2, L/K)" = 1. Por tanto a" €
NL/K CL = Ill/lC(i, L/K)
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Ahora sea @ € Uk s. Para probar que & € Ny i Ji, se debe obtener

que para cada a; es norma local de L,/K,, L, = Kp({l/ﬁ) /K, para toda
p € Pk.

Para p € S, ap, = 1 por lo que o, es norma local. Para p ¢ S, o € U,.
Se seguird que «ay serd norma si p es no ramificado. Ahora bien, todo a € KS
es una unidad para p ¢ S y puesto que n es primo relativo a la caracteristica
car K (p) del campo residual para p ¢ S, la ecuacién ™ — a = 0 es separable
sobre K (p) por lo que K,({/a)/K, es no ramificada, Teorema 6.1.18.

Se sigue que Uk g C Nk Cry CrUks C N,k Cr. Ahora bien, por
la ley de reciprocidad, se obtiene [Cx : Nz, x Cr] = |Gal(L/K)| = [K® :
(K5)") = ne.

Por otro lado, se tiene:

[CK : C?(UKﬁ] = [JK,SK* . J?(,SU}QSK*] =
CorolarTio 6.8.6
(.5 Ji Uk, s] A

_ == 6.8.8
[Jr,s NEK*: J}?,SUK,SQK*] B’ ( )

donde A = [Jk,s : Jg sUk,s] = [l es[Ky @ (K;)"]. La dltima igualdad se
debe a que el mapeo Jr,s — [[,cq Ky /(Kp)", d = [ e p(K;)" es un
epimorfismo y el niicleo consiste de los ideles & € Jk s tales que o € (K;‘)”
para p € S. Estos tltimos son precisamente los ideles Ji ¢Uk s.

Ahora bien, se tiene que [K}; : (K;)"] = ng? ™|, (Kp)| = nlnly pn (Kp)|
con ¢ = |K(p)| (Proposicién 5.3.1). Puesto que |n|, =1 para p ¢ S, se tiene

A=[Jks: Tk sUksl = 1K (&)™ =[] n-Inly* n

peS peS
— H n2 . |n|p_1 _ n2s H |n|p_1 — n2s 1= TZQS.
pes p

Para B = [Jg,s N K* : Jg sUr,s N K*], se tiene que Jx s N K* = K%y
Ji sUk s N K* = (K%)". Para verificar esta dltima desigualdad, notemos en
priiner lugar que se tiene (K°)" C Ji sUk,s N K™ y para la otra contencion,
siz € Jg Uk sNK™, entonces x = a"ucond € Jg gy u € Uk,s. Formamos
el campo K ({/x) y probaremos que K ({/z) = K.

Sife JK.s, /3 es una norma de algun idele de K ({/x): de hecho, sip € S,
entonces f, € K7 es una norma pues Ky({/z) = K(g/af) = K. Sip ¢ 5,
Bp € Up y Ky(/x) = Kp(1/Uy)/ Ky pues p { n, y por tanto p es no ramificado.
Puesto que Jx = Jx,sK*, hemos probado que

N (v k Ck (e = Ok,

lo que implica, por la ley de reciprocidad, que K(/z) = K.
De esta forma {/z =y € K*, x = y" € (K*)" N K% = (K°)". Por tanto
B=[JrsNK*: Jp gUk,s N K*] = [K5: (K%)"] = n.
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Se sigue que

n 77 A n?s s
[CK:CKUK75]2§: e =n :[CKZNL/KCL]
y por tanto NL/KCL:C?(UK,S~ O

Corolario 6.8.8. Sea K, ya sea un campo numérico o un campo global de
funciones con car K = p{n. Sean S y n como antes y no suponemos que K
contenga a las n-raices de unidad. Entonces CUk g es un grupo de normas.

Demostracion. Sea K' = K((,) con (, una n-raiz primitiva de la unidad. Sea
S’ el conjunto de primos de K’ que contienen a todos los primos sobre los de
Sy suficientemente grande tal que Jx = Jg+ ¢ (K')*. Entonces C”,UK/,S/
es el grupo de normas de una extensién de Galois L' de K’. Sea L la minima
extension de Galois de K conteniendo a L’. Se sigue que

Nk Cr = Ngryxk(Np g (Npy(Cr))) € Ngryxk (N (Crr))
=Ng//k(Cg Uk 57) = (Ngr /g Crr)" - Ny g Ugr 50 € CRUk s

Esto es, C}L(UKS contiene a un subgrupo de normas, por lo que C’}}UK,S
también es a su vez. un grupo de normas. a

A continuacién probamos el teorema de existencia, esencialmente en ca-
racteristica 0. Mas adelante daremos otra demostracion.

Teorema 6.8.9 (Teorema de existencia en caracteristica 0). Sea K un
campo numérico. Los grupos de normas de Ci son exactamente los subgrupos
cerrados de indice finito en Ck.

Demostracion. Sea N = N7,k Cr € Ck un grupo de normas de una ex-
tensién finita y normal, es decir, de Galois, L/K. Se tiene, por la ley de
reciprocidad que [Ck : Nz| = |G}}|’K\ < 00.

Ahora bien, la norma Np/x : C;, — Ck es una funcién continua y
Ckx = Ckox Ik, Cp = CrLoxIy con I'n y I', 2 RT. Consideremos el
mapeo de escisién ¢ : RT™ — C'x definido como sigue. Sea p cualquier primo
infinito de K y sea [ |, : Ky — Cf el encaje natural. Se tiene que R* C K
es un subgrupo.

Sipesreal [ |, : RT — Ck es la inyeccién deseada pues ||[z],]] = |z|, =
z € RT. Si p es complejo, entonces ||[z],|| = |z|, = 2 y tomamos el mapeo
z— [Vl

Se tiene que la inyeccién ¢ : R™ — Cf nos da un conjunto completo de
representantes de C'x /C . Por tanto, podemos suponer que I'x = I'y, C Cf,.
Se sigue que

Nk Co=Np g CroXxNp/g I' =N,k Cpro X FI[?K] =Np/k Cro X I'k.
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La imagen del grupo compacto C', o en Ck es compacto, por tanto cerrado y,
puesto que I'x C Ck es también cerrado, Ni/x Cr, = Np, es cerrado en Ck.
Esta misma conclusién estd dada en el Corolario 6.7.38.

Reciprocamente, sea N' C Ck un subgrupo cerrado de indice finito:
[Ck : N] = n. Se sigue que C3z C N. Por otro lado, N es también un
subgrupo abierto y por ende contiene a algin subgrupo de la forma Uy s.
Puesto que CUk,s es un grupo de normas para S suficientemente grande y
como CUk s C N, N es a su vez, un grupo de normas. a

Observacion 6.8.10. La demostracién del teorema de existencia 6.8.9 sigue
cumpliéndose para campos de funciones tales que car K = p{n = [Ck : N].
El caso general de campos de funciones lo daremos mas adelante y requiere
otro tratamiento.

6.8.3. Normas universales

Definicién 6.8.11. Sea K un campo global. Se define el grupo de normas
universales como

Nk =[N/« CrL,
L
donde L recorre todas las extensiones abelianas finitas de K.

Sea pr : Cx — G% = Gal(K?*/K) el stmbolo universal de la norma
residual, esto es, px = (_, K).

Teorema 6.8.12. Se tiene

ntc px = Nx = n N = ﬂ Nk CL.
L/K abeliana L/K abeliana
finita finita

Demostracion. Para & € Ck, se tiene pg (0:2) = %HPK|L(&) = l%n (52, L/K).

Por tanto
@ €nticpy (57, L/K) = 1 para toda extensién L/K abeliana finita
= deEN, = Nz /x Cr para toda extensiéon L/K abeliana finita

— ac m N,k Cr para L/K extensién abeliana finita. O
L

Recordemos que para cualquier extensién abeliana finita E//F de campos
globales (K C F C E C K®), con E/K finita, se tiene que Ng/pCg es
cerrado y abierto en C (Corolario 6.7.38).

Lema 6.8.13. Sea K un campo global, E/K una extension finita con E C
K2, Sea K C F C E. Entonces nicNg/p = N;J}F(l) es un subgrupo com-
pacto de Cg.
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Demostracion. Se tiene Cg = Cg o x A donde

A Rt si E es numérico,
Z si F es de funciones.

Sea [E: F]=n,Ng/p A=nA= Ay por tanto nicNg,p |1 = {1}.
Se tiene el diagrama conmutativo con filas exactas

1 Cpo—Cg A 1
No i O \LN O lNl
1 Cro O I A 1

donde Nog = Ng/p |[cpo, N =Ng/p, N1 = Ng/p|a. Del Lema de la Serpiente,
obtenemos la sucesién exacta

1— nﬁCNo —nicN — 1 — CF,O/NE/FOEQ —

Se sigue que nicN = nicNg y que Cp/Ng/p Cp = Cpo/Ng/p Cpo X
1 si F es numérico
A/nA. Ademds A/nA = . .
Z/nZ si E es de funciones.
Ahora bien, nicN = nicNy < Cgyg el cual es compacto y nicNy es
cerrado, por lo que nic N es compacto. a

Teorema 6.8.14. Sea E/F una extension de campos globales tal que [E :
K] <00 y E C K®. Entonces Mg = Ng/rNe.

Demostracion. Primero veamos que Np/p Mg C Np. Consideremos a €
Ne =, N /e Cr, donde L recorre a las extensiones abelianas finitas de

FE. Para cada tal L, existe EL tal que a= Ni/E BL.
Ahora consideremos M cualquier extensién abeliana finita de F'. Se tiene

Nye/rCve = Nyyr Nye/v Cue € Nyyp Cu.

Por tanto Nysp/p Crvie M Npyyyp Cyr = Nypyp Cup y ME 2 E. Esto es,

Ne= () NypCr= () NprCu.

LDF LDE

Se sigue que para L O F, NE/Fo:Z = NE/FNL/EEL = NL/FBL €
Np/r Cr. Por tanto

Np/pd € ﬂ NppCrL=Mr y Ng/;rpNg CNe.
LDE
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Ahora veamos que My C Ng/rNg. Sea & € Np. Para cada L O F, sea

Te:=NppCLNNg (&) ={f€Cr|FeNLpCLy Np/pf=a}.

Verificaremos que (), 55 T # 0 y en este caso, si 5 e N.->g T, entonces
’:y' €N N/ CL =N yNE/F:?: oziypor tanto @ € Ng/r Mg mostrando
que N C Ng,/p NE.

Tenemos que cada Tz # 0 pues ya que ae Np, se tiene que para cada
L2 F,deNypCr=Ng/p(Ny g Cr). Por otro lado el conjunto {7z} ok
tiene la propiedad de la interseccién finita puesto que ();_, 7z, 2 7. para
L D L;, 1 <i<s. Se sigue que para probar que (.55 7z # 0, es suficiente
probar que cada 7, es compacto. ~ a

Se tiene que Ny, Cp, es cerrado y NE}F(&) es compacto, por lo que 77,

es cerrado en NE}F(&’) y por tanto es compacto. El resultado se sigue. a

Lema 6.8.15. Para todo K C F C K® tal que [F : K] < oo, se tiene que
nac gp;, donde ¢r; : Cp — Cp estd dada por pp,(d) = al, es un conjunto
compacto.

Demostracion. Se tiene que nicypp; = {@ € Cp | & = 1}. Ahora bien, si
@ € niic gy, entonces 1 = ||@|| = ||@]| y ||&] € RT, por lo que ||&] = 1. Se
sigue que ae CFr,o. Puesto que pp; es continua, nic pr; es cerrado en Cpy
y como CF es compacto, se sigue que nic ¢p,; es compacto. O

Teorema 6.8.16. Para cada nimero primo l, se tiene que Ng C C’g para
cada extension abeliana finita E/K con ¢ € E.

Demostracion. Sea & € Ng.

Si | = p = car K: Entonces, como ae Ng, se tiene que (c:i, M/E) =1 donde
M es la maxima extension abeliana de E de exponente p. Del Teorema 6.6.17
se obtiene que @ € C%, (en este caso, (, =1 € E para todo E).

Sea [ # p = car K: Sea E tal que (; € E. Sea S un conjunto finito no vacio
de primos de FE que contiene a todos los divisores de I, p|l, los primos arqui-
mediano y suficientemente grande tal que Jg = Jg sE*.

Sean D = Hpes(E;)l X [lpgsUp v E1 = E((ES)Y"). De la teorfa de
Kummer, obtenemos

[Ey: E]=[ES: (ES)]=1°, donde s=]|9|.

Se tiene
[JE,S . D]

Jg: DE*| = [Jg sE* : DE* — -
/5 I=Ups ] [Je.sNE*: DN E"]

CorolarTio 6.8.6
[Je,s : D] . HpES[E; : (E;)l]
[ES:(B9)1] (B (BY))]
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De la Proposicién 5.3.1, se tiene

12

[y + (By)') = o
1]y
Parap ¢ S, ||, =1 por lo que
H[E*(E*)l]_Hﬁ_ ZQS _ZQS
LUS = W, s —
Por tanto
123
[Jg : DE"] = — =1°*=[E;: E].

De esta forma obtenemos

[JE : DE*] = [El E} = [CE : NEl/ECE1]

Se sigue que DE* = (Ng, /g Jg,)E*, puesto que, por el Teorema 6.6.7, tene-
mos DE* C (Ng, /g Jg, ) E*.

Sea @ € M. En particular @ es norma desde By, @ € (Ng,/p JE, ) E* =
DFE*. Por tanto, @ tiene un representante E € D. Cualesquiera dos represen-
tantes de & difieren por un elemento § € D N E* = (ES)!. Ahora f es una
[-potencia para todos los primos de S. Veremos que también es una [-potencia
para todo p ¢ S.

Para S’ D S, definimos D' = HpES/(E;)l X [[pes: Up v se tiene D'E* =
(Npy /e Je))E*, Ef = E((E*)YY).

Se tiene que @ tiene un representante § € D’. Se puede escribir § = i - 7/
donde ¥’ es una unidad fuera de S’ y 1 en los primos de S’, 77 es 1 fuera de
S’. Sea x € FE tal que 77 = x~§?d0nde 56 Je.s. Entonces il = o 5‘2 y
7=t 5_2 -4'. Se sigue v es una Il-potencia para todos los primos [ en S’. Por
tanto 4 difiere de 5 por una [-potencia y por tanto E es una [-potencia en S’
Puesto que podemos incluir cualquier primo en S’, se sigue que @ € C%. O

Teorema 6.8.17. Para cualquier K C F C K tal que [F : K| < 00, se tiene
que N es (infinitamente) divisible, es decir, para toda m € N, M = Np.

Demostracion. Es suficiente probar que Ml = Np para cualquier nimero
primo .

Se tiene que Mp = Ng,p Ng para cada extensién finita F/F. Tomando E
suficientemente grande para [ en el sentido de que Mg C CY,, se tiene

l
Np =Npg/pNg CNg/pCh = (Ng/pCg). (6.8.9)
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—

Sea @ € Ng. El simbolo (oz)l/l denota al conjunto de elementos de Cpg

cuya l-potencia es a: @'/!:= {f € Cp | B! = a}.
De (6.8.9), se obtiene que los conjuntos

Xp = (NgpCp) N (@)

son no vacios. Por tanto estos conjuntos satisfacen la propiedad de interseccién
finita:

mXEi D Xg#0 para E tal que F; C E paratoda 1 <17 <r.
i=1

Ademéds N/ p Cp es cerrado (Corolario 6.7.38) y /! es compacto (Lema
6.8.15) por lo que Xg es un conjunto compacto. Se sigue que (5 Xg # 0. Si
Be (g XE, entonces Be Nr N (c:i)l/l7 por tanto 3 € Np v AL = d lo que
prueba el teorema. ]

Proposicién 6.8.18. Sea K cualquier campo global y sea H C Ck cualquier
subgrupo divisible. Entonces H C N .

Demostracion. Sea h € H y sea L/K una extensién abeliana finita. Se tiene
que (h,L/K) € Gal(L/K). Sea |Gal(L/K)| = n. Sea hy € H con h} = h. Se
sigue que

prx ()| = (h,L/K) = (b}, L/K) = (h1,L/K)" =1,

lo que implica que h € Ny /g Cr y h € ([, Nk Cp = Nk. O

Corolario 6.8.19. Se tiene que Ny es el mdrimo subgrupo divisible de Ci .
O

Corolario 6.8.20. Si K es un campo numérico, px es suprayectiva y no in-
yectiva.

Demostracion. Se tiene que Cx = Ci o x RT y RT es divisible, por lo que
R+ C 9 = nic pg. Por tanto px no es inyectiva.

Por otro lado, px(Ck) = pr(Ck,0) C G v pr(Ck) es denso en G52 y
p(CK o) es compacto, de donde se sigue que px (Ck) = GaP. O

Lema 6.8.21. Sea A cualquier subgrupo de indice finito en Ck, donde K
es un campo global. Entonces, st H < Ck es un subgrupo divisible, se tiene

HCA.

Demostracion. Sea h € H. Sea [Ck : A] = n < co. Existe h; € H < Ck con
hi =heA. O
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Con todos estos elementos, damos otra demostracién del teorema de exis-
tencia para campos numéricos (Teorema 6.8.9).

Teorema 6.8.22 (Teorema de existencia en caracteristica 0). Sea K un
campo numérico. Sea H un subgrupo abierto de Cx de indice finito. Entonces
H es un grupo de normas.

Demostracion. Se tiene que nic pg = Mg es divisible. Por tanto nic px C H.
Se tiene que H es cerrado en Cx. Sea Hy := HNCk . Entonces Hy es cerrado
en Ck o, por tanto compacto y [Ck o : Ho] = [Ck : H| pues RT C H por ser

divisible. Sea C o LN Ck/H, 5% gméd H, el mapeo natural.

Sea -z € Ck,E€ Ck,, € RT. Entonces w(€) =€méd H = £z méd H.
Por tanto p es suprayectiva y nicp = H N Ck o = Hp.

Sea H = px (Hp) el cual es un subgrupo cerrado de G%? por ser compacto, y
como Ny C H, se tiene que Hy = px' (H)NCk 0. De hecho, se tiene pi* (H) =
px (px(Ho)) 2 Hp, de donde p'(H) N Cko 2 Hy. Reciprocamente, si £e
Pt (H) N Cio, entonces px(€) € H = pr(Hp). Por tanto existe &@ € Hy
tal que 5: 525 con 5 €Enlcpxg C Hy 5 = E&—l € Ckp. Se sigue que
56 HNCgo= Hp.

Como consecuencia de lo anterior, tenemos que [G52 : H] = [Ck 0 : Ho] =
[Ck : H]. Sea L := (K*")*. Entonces, si & € Ny, /i Cf, se tiene pK(o'Z)|L =1,

=

lo cual implica que px (@) € H. Se sigue que Ny /x C, C p (H).

PK
/’—\
Ny K#?b {1}
| ]
-7 Tkl T T~ Se tiene que [Ck : Np/x Cp] =
Np/x C L =H
L/I L T l [L:K]=[G3:H]=[Ck : H|.
Ck K Gab
V
PK
Se sigue que Ny, x C, = H y esto concluye el teorema de existencia. a

Con respecto al nucleo de px para un campo numérico K, Tate probo el
siguiente resultado.

Teorema 6.8.23. Si K es un campo numérico y px : Cx — G es el
mapeo de reciprocidad, nic pg = Nk es la componente conexa de 1 y se tiene

28)s (3) om

ng( Z
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donde s es el numero de lugares complejos de K yt es el rango de las unidades

log
totalmente positivas de K (RT =2 R).

Demostracion. Ver [7, Chapter IX, paginas 65-70], [120, Chapter VI, Section
1, Exercises 1-10, pdginas 367-368]. O

6.8.4. Teorema de existencia en caracteristica p > 0

Ahora estudiemos el caso de campos de funciones. Sean K un campo global
de funciones y pg : Cx — G‘}}) el simbolo de la norma residual.

Se tiene que Gal(KF2*/K) = Gal(F2/F,) = Z y Gal(KF2*/K) = (Frg)
donde Frg es el automorfismo de Frobenius, IFab BLLESN ng, r— x.

Sea o € G y Olpar = FrK Se define v := ord( ) e .

Siac C¥, escribimos @ = al ao con a1 un elemento de Cx de grado 1
fijado de antemano y &y € Ck,. Se tiene gra = n. En término de valores

absolutos, tenemos ||d1 | = ¢, ||@o]| =1y gray =1, grap = 0.
Se tiene que pk (@) = (&, K) = [[,(ap, Lp/Kp).

Teorema 6.8.24. Para & € Cy, pK(é') = (0:2, K), se tiene
ord ((0:2, K)) =gr (52) € Z.

En particular, si & € nic pg, necesariamente & € Ck g, esto es, nic px C
Ckp.

Demostracion. Recordemos que gr(i’ =gra = Zp gr, ayp, donde gr, = grp -
vp(ap).

Ahora bien, |ap|, = gp @) donde q, = |K(p)| es la cardinalidad del
campo residual y [K(p) : Fy] = grp. Por tanto ¢, = |[K(p)| = ¢#" . Esto es,

‘ap|p =dp ~velan) q—grp-vp(ap) :q_grp ap

De esta forma, tenemos:

ol = llaill = [T levply = a= >=n 8@ = g7 &% = g7 &,
p

Qu

y en particular
@] =1 < gra =0.

Sean K, es cualquier completacién y o € G?Fp = Gal(K2*/K,), Kp(p) =
Fg, = Fgerv.
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// Sea O“KUFES S Gal(KpFZE/Kp) =
. Gal(F2b /F,, ).
Kb

p

Ky

Se tiene que si Fry es el Frobenius respectivo a IFZ"? /Fq,, entonces se tie-
ne que (Frp) = Gal(Fgf/qu). Esto es, Fr, : IFZE’ — Fgf estd dada por
Fry(z) = 2% = 29" = Fr%® puesto que Fa> = FaP y (Frp) = Gal(F5 /) C
Gal(FgE/Fq) = (Frg).

Si 0'|KF]Fab = FI'n

ap

p» se define ord, (o) = n. Por tanto, ord,(0) = n implica

ordg (o) =n-grpy asi, ordg(c) = grp - ordy (o) y, en particular,
ordg (ap, Kpy) = gryp - ordp (ap, Kp).

Ahora veamos que ordy(ap, Kp) = vp(ap). Se tiene (ap, Kp)|k, a0 =
p

(ap,KpIFSE/Kp) = Frg‘”(a‘“) puesto que la extensién KPFZE/KP es no rami-
ficada.

Se sigue que ord, (o, Kp) = vp(ay) € Z.

Ahora bien, puesto que (&, K) = HpeZK (ap, Ky), se obtiene

peEPK pePk
= Z gry ap = gr(a) € Z
peEP,
En particular, si a e nic pg, se tiene (o:Z7 K)|K]F3b =Id = Fr?( y
- - - P
ordg (@, K) = gr (@) =0y @ € Ckp. O

Observacién 6.8.25. Si A es un grupo localmente compacto, entonces si Ay
es la componente conexa de la identidad, Ay es un subgrupo abierto y cerrado
de Ay A/Ay es totalmente disconexo.

Proposicién 6.8.26. Se tiene que Ay = (\y H, donde H recorre todos los
subgrupos normales abiertos de A.

Demostracion. Se tiene que para x € A, x~1Agz es conexo y contiene a la
identidad, por lo que 2 ' Agx = Ag y Ag es un subgrupo normal. Ahora, si H

es cualquier subgrupo abierto de A, escribimos A = HUH; con H; = |J zH,

ze€G
z¢H

por lo que H; es abierto. Esta es una disconexién pues 1 € H. Por tanto
Reciprocamente, H := Ay es normal y abierto, por lo que (; H C Ap. O
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Sea H un subgrupo normal cerrado tal que A/H es totalmente disconexo.
Sea m: A — A/H la proyeccién natural, la cual es continua. Los abiertos de
A/H son los conjuntos U/H con U abierto en Ay H C U. Puesto que A/H
es totalmente disconexo, Ag C nucnw = H y por tanto la proyecciéon natural
AJ/Ay — A/H es suprayectiva. En otras palabra, A/Ag es el grupo cociente
maximo totalmente disconexo.

Regresando a Cx y Ck o donde K es un campo global de funciones, recor-
demos que tanto C'x como Ck o son totalmente disconexos (Corolario 6.2.11).

Por tanto {1} = (| H = N H.
H«aC g HaCk o
H abierto H abierto de Ck o

Ahora, si H es cualquier subgrupo, ya sea de Cx o de C o, de indice finito,
digamos [Ck : Hl=n < o0 0 [Ck,: Hl =n < 0o, se tiene nic prx C H. Asi,

nic px C ﬂ HC ﬂ =D = {1},
[Ck,0:H]<o0 HaCk o
H abierto

donde D es la componente conexa de la identidad y D = {1}. Por tanto
ntc px = {1}, esto es, px es inyectiva.

Teorema 6.8.27. Si K es un campo global de funciones y si px : Cx — G
es el simbolo de la norma residual, entonces px es inyectiva y no suprayectiva.

Demostracion. Se tiene que gr ({pK (c:i)|52 € CK}) =7 # Z, por lo que px
no es suprayectiva. a

_ Sea K/F, un campo global de funciones congruente sobre FF,. Se tiene
F, =Ty = ng = U, Fgn una cerradura algebraica de F,. Se tiene que
K ]ng es la maxima extension de constantes de K y ademaés KIFZb C Kab,

Ademas

Gal(KF:"/K) = Gal(F"/F,) = Gal (| F, = Gal (1fimFyn /F,)
n=1 n
= Ifm Gal (Fgn /Fy) 2 lim (Z,/nZ) =

la completacion Z.

Ademss, Cx = Cko X Z 25 Gal(K*/K) *% Gal(KF,n /K), o —
o|KkF,. ¥ se tiene nic (rest OpK) = Ck X nZ (Teorema 6.8.3).

Tenemos el isomorfismo inducido,

= Gal(KFn /K) & Gal(Fyn /F,) = nZZ

Se sigue que
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_ Ck

PK — Gal(KF**/K) = Z.
Ckpo 4

En particular obtenemos nuevamente que px no es suprayectiva y que
Cko = nucpglz. Méas precisamente, si & € Ck, se tiene pg (62)|K]F3b =
(o:Z, K)|KF3\) =1, por lo que (52, K) € Gal(Kab/KIng).

Ahora bien, pg (Cr) es denso en G2 = Gal(K*”/K) y C o es compacto
por lo que pi(Ck ) es denso y compacto en Gal(K**/KF2P), por tanto es
suprayectiva y como pg es inyectiva obtenemos que

pchk,o : CK70 — Gal(Kab/K]sz)

es un isomorfismo algebraico y topoldgico.
Sea 7 : Jx — Cx = Jx/K* el epimorfismo natural. Se tiene el siguiente
diagrama conmutativo con filas exactas

1 Jrc 0C Jrc Z 0
T \L O iw O J{Id
1 Ck oS Cx 17 0

Sea @1 € Ji es de grado 1, entonces para @& € Jg arbitrario, el mapeo
@ — (a; &% -a,af" ) induce isomorfismos

J[{ = JK,O X <O_21> y CK = CK,O X <&1>

Como consecuencia del Teorema 6.8.24, se obtiene que px nos da un iso-
morfismo topoldgico:

Teorema 6.8.28. Sean G = Gal(K**/K) = G52, Ho = Gal(K**/KFa") y
Go = Gal(KF2"/K) = 7. Entonces G/Ho = Go y px es un isomorfismo

p
algebraico y topoldgico de Ck o sobre Hy, es decir, Ck o = Gal(Kab/KIE‘zb) Yy
G es el producto directo de Hg y Go,

G =My x Gy, Gal(K*/K)= Gal(K*/KF") x Gal(KF2"/K).

K2 g
Go
KT KF

Z

El campo de constantes de K= (Kab)go es Fy.
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Demostracion. Sea Fg» el campo de constantes del campo K. Se tiene que
K = KﬂKIFZb O KF N KIng 2 Fgn, por lo que Fyn € K de donde se sigue
que n =1y que F, es el campo de constantes de K.

Se tiene que Hy = Ck o tanto algebraica como topolégicamente. Ahora
bien, puesto que Gy = 7Z, la sucesién

1—Ho—G-5G, — 1

se escinde pues Z = (Fri) es la cerradura de Z en Gy. Més precisamente, si
x € G es tal que w(x) = Frg, entonces ¢(Frg) = x es el mapeo de escisidn,
extendiéndolo de manera continua a todo Z. O

Detallando més el Teorema 6.8.28, el siguiente resultado nos da la infor-
macion relevante acerca de las extensiones de constantes.

Teorema 6.8.29. Ezxisten dos diagramas conmutativos de sucesiones exactas.
En cada diagrama, la flecha vertical de la izquierda es un isomorfismo de
grupos topologicos.

gr

1 Ck.0 : Ck Z 0

> | pr=pKlck .o PK PFq

1 —— Gal(K*"/KF3") —— Gal(K*" /K) —— Gal(KF2"/K) —— 1

I
Gal(F3P /Fq)=Z

1 Iko : Ix & 7 0

T

1 —— Gal(K"™/KF3") — Gal(K"/K) — Gal(KF2*/K) —> 1

Aqui se tiene pg,: Z — Gal(K*®/K) definida por pg,(n) = Fr, donde
Frx denota al automorfismo de Frobenius.

Demostracion. En el primer diagrama, (pr, o or) (&) = pr, (gr 7) = Fré . Por
el otro lado, rest pg (Z) = prcran (T) = Frét e,

El lado izquierdo del diagrama es conmutativo, es decir i o p} = pr oi y
nic(i o p) = niic pf = nlc(pg o i) = 0 pues se tiene que px es inyectiva en
el caso de campos de funciones. Por lo tanto p es una inyeccién y tenemos
que im pj = niicrest = Gal(K*"/KFaP).

Ahora bien, por el Lema de la Serpiente (Teorema 4.1.8), se tiene la suce-
sién exacta
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1 — nic px — nic pg — nic pp, —

— conticleo p — conticleo pyx — conticleo pr, — 1.

Usando que px es inyectiva en el caso de campos de funciones, que
conucleo pg = 2/Z7 que pr, es inyectiva y que conicleo pp, = Z/Z, se si-
gue

1 — ntcpl — 1 — 1 — conticleo pl — Z/7 — L]7 — 0

es exacta por lo nic pf = 1y contcleo pf = 1 de donde se sigue que p’ es
un isomorfismo.
El segundo diagrama, proviene del primero al dividir la primera sucesién

entre U = UK*/K”*, con U = [],cp, Up: Cko/U = Iko, Cx/U = Ik y
usando que pr(U) = Gal(K?®/K™) pues Cx /U = Gal(K™/K) segin el
TCCG. ad

Notemos que, en particular, se tiene que U corresponde a la maxima ex-
tension no ramificada abeliana de K.

Corolario 6.8.30. Se tiene

Cko = Gal(K* /KF2"), Ik = Gal(K™/KF2). K#P
)o
Ko Cr.o
finita >1K,0
ab
KT
K*
En particular K“r/KIF'gb es una extension finita. a
En adicién tenemos Cg = (0:21> x Ck,, con & € Jg tal que |0:21| =q!

o gr =1 vy Ck es isomorfo a Z x Ck ¢ pero no de manera candnica, esto
es, Ck o es Unico no asi la copia de Z que podemos seleccionar dentro de C'x
para obtener el producto directo. Notemos que tenemos una copia de Z en
Ck para cada a7 € C'g con gra; = 1.

Definicién 6.8.31. Se define otra topologia en Ck: las vecindades de 1 son
los subgrupos abiertos de indice finito en la topologia usual de C'i . Esta nueva
topologia se llama la topologia de clase

La topologia de clase es estrictamente menos fina que la topologia usual,
como veremos en el Teorema 6.8.32.
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Teorema 6.8.32. La topologia de clase coincide con la original en Ck o, in-
duce la topologia de ideales sobre Z y la topologia producto sobre Z x Ck o. La
topologia de ideales de Z. consiste de la topologia generada por las vecindades
de 0 por los ideales {nZ},+o. Es decir, V es una vecindad de 0 si contiene a
algin ideal nZ con n # 0. La completacion de Z con respecto a esta topologia
es el anillo de Priifer:
7 = lmZ/nZ.
—

n

Demostracion. Sea B un subgrupo abierto de indice finito en Ck. Sea aeB
con gré’ = min{n € N | existe 56 B con grﬁ: n}. Sea By = BNCkyo y
B = UnEZ o:Z”BO. Ahora bien, By es un conjunto abierto de Cx pues Ck  es
abierto en Cx (Proposicién 6.2.13).

Veremos que By es de indice finito en C'x g. Sea m = Hp p’» con v, > 0
para toda p y v, = 0 para casi toda p. m recibe el nombre de modulus. Un
sistema fundamental de vecindades de 1 en Jg estd dado por los grupos

g2 =TJus < [,

ptm plm

donde Ué’y") son los grupos consistentes de los elementos oy, € K tales que

ap =1 méd p?» para pjm. Se tiene que Ué%) C U, y que si @ € JE, entonces
gra =0.Sea CF := JRK*/K*, los cuales forman un sistema fundamental de
vecindades de 1 € Cx y CR C Ck . Se tiene

[C}QO : C;] = [CK,O . UKK*/K*HUKK*/K* : C;],
donde U = Hp U,. Ahora bien, CK,O/(UKK*/K*) = Ik, el cual es un

grupo finito.
Por otro lado, [Up : Up")] < 00, por lo que

UkK* /K Op] <[] [Up : UT™] < oo
plm
El subgrupo abierto By debe contener a algin subgrupo abierto C'¢ por lo
que [Cko : By] < 00. Por otro lado, BN Z es un subgrupo de indice finito en
Z por lo que BN Z = nZ para algun n € N. Por tanto, la topologia inducida
en Z es la topologia de ideales. O

Definicion 6.8.33. Se define CK = Ck, X (0:21)Z = Cko X Z, es decir,

Crc = Creo x {4,

Observacion 6.8.34. Se tiene que

Cx = L%HCK/B,

donde B recorre los subgrupos abiertos de indice finito de Ck.
Es decir, Ck es la completacién en la topologia de Krull de Ck.
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Observacién 6.8.35. Puesto que tanto Cx o como 7 son compactos, se sigue
que Ck es compacto.

Se tiene que px : O — Gal(K®"/K) es uniformemente continua en la
nueva topologia, de hecho, si U es un abierto de G := Gal(K?*/K), existe un
subgrupo abierto H de G con H C U pues los subgrupos abiertos definen la
topologia de Krull. Entonces H es de ndice finito. Sea L := (K*P)H el campo
fijo bajo H y se tienen Gal(L/K) = G/H. De la ley de reciprocidad, tenemos

prlL =Yk Cx/Np/r(CL) =, G/H.

Ahora bien, Ny /i Cp es abierto en Cx y si c:u'ﬁtl € Np/k Cr, entonces

pr (AF™Y) = pr(d)pk(B)~" € H, de donde obtenemos que pg es unifor-
memente continua.

Por tanto, px se extiende de manera tnica a la completacion, en la nueva
topologia, C’K de Cky Cr = Ck o X Z el cual es compacto. Por tanto pg (CK)

es denso y compacto, de donde se sigue que px (CK) =~ (7. Puesto que pg es

inyectiva, se tiene pg : C’K — @ es un isomorfismo tanto algebraico como
topoldgico.

Con todos estos elementos, se demuestra el Teorema de Existencia pa-
ra campos de funciones. De hecho se hace mas, se da una corresponden-
cia biyectiva entre subgrupos cerrados de Cx y los subgrupos cerrados de
G = Gal(K**/K).

Teorema 6.8.36 (Teorema de Existencia para campo de funciones).
Sea K un campo global de funciones. Sea H un subgrupo abierto de indice
finito en C. Entonces existe una extension abeliana finita L de K tal que
H = Np =Ny g Cp Mds aiin, L es el campo fijo de px(H): L = (Kab)ypr(H)
donde p = (_,K): Cx — Gal(K?®?/K) es el simbolo de la norma residual
u homomorfismo de Artin.

Demostracion. Sea H un subgrupo abierto de indice finito de C'x. Sea Hy =
HNCg . Puesto que

H H EHCK,OCCK ~7
Hy (HNCky) N Cko ~— Cko -

se tiene que H = U,ezh™Hy para algin h € H. Por otro lado, debido a que
tenemos el isomorfismo Cx = C g xZ = C o x(d1) con |@1| = ¢!, podemos
tomar h = a¢ para alguna d. Se tiene que Z/dZ = 7Z/dZ de manera natural

(2—— 7,m8dd Z/dZ , mic = dZ y se prueba que ¢ es un epimorfismo).
\_/7

Sea H := Hyx dZ esto es, Hesla completacién de H en la nueva topologia.
Entonces Cy = Ck o % Z por lo que
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Cxk  CroxZ _Cko_ Z . CroxZ _Cxk

B Hyxdi Hy dZ HyoxdZ H

lo cual implica [Cx : H] = d[Ck.o : Ho) = [Cx : H].
Sea H = pr(H) C Gal(K**/K) = G. Se tiene que H es cerrado en G y
pues que px es un isomorfismo

G:H] = px(Ck): px(H)] = [Ck:H]=[Ck: H],

pPK €s un
isomorfismo

es decir, [Ck : H] =[G : H]. )
Sea L el campo fijo de K* por H = pg(H), es decir, L := (K*")*.
Entonces [L: K] =[G : H] = [Ck : H].

ab
Ademés, Gal(L/K) = GaGt = § = ;e v pr(Ci) € G, por lo

que pg (N x Cr) € H lo cual implica que Ny, C, € H. Finalmente, puesto
que [Ck : Ny g CL]l = [L : K] = [Ck : H], se sigue que N, = Ny ) C, = H.
O

6.8.5. Extensiones geométricas y de constantes de campos de
funciones

Analicemos con maés detalle parte de la discusiéon anterior. Sea K™ la
méxima extensién no ramificada de K contenida en K2, donde K es un cam-
po global de funciones. Se tiene que K F;b C K™. Consideremos el siguiente
diagrama

Kab

donde Hy = Gal(K?P/KFab) = Ck,
Go = G/Ho = Fi%, G = Gal(K*/K).

K KF2P

Go

Sea 0 € G con o|gpn = Fr¥47. En general tenemos o € Go
q q

(Frg) = vk

Sea pg: Cx — G el mapeo de reciprocidad. Se tiene ord px (52) =gr a.

o~

En particular se tiene que ord pg (c:y') € Z y no en 7. Ademds Hg = Ck o bajo
el mapeo pg, G = Ho X Gy, Go = Gal(KIFZb/K) v la sucesién exacta

1—Hoe—G—Gy—1



6.8 Teorema de existencia 305

se escinde con Fr%( 2 Gy — G, Frg +— 0 con ordo = 1, esto es, 0|K]ng =
Frx y cada uno de estos se puede obtener mediante @ € Jx con gra = 1,
PK (&) =o0.

Para cada @ € Jx tal que gr@ = 1 definimos un campo K (&) con K (&) :=
(K2P)9(@) donde Go(d) C G es la escisién 1: Gy — Go(d) C G, Frxg —
PK(@- -

Se tiene que K (&) N KIF;b = K y por tanto el campo de constantes de
f(( ) es [F,. Con el isomorfismo Cx = C’KO x &% con gra =1, pg: Cx —>
G = Gal(K*/K), px(Ck.0) = Ho, pr(@) € G, tenemos los diagramas

N &)27.
K((EZ) Go(&) Kab
- g
G/Go(3)=Cx.0 / Cr.0=Ho
K— K Iﬁ‘gb
Z%Fr%(
K(a) K2b
U=|Cxk U=Ck= | Gal(K?"/K"T)
Kmﬂf((&) —— K™ Ck.o
IK'() Cg’ON IK,O
K K ]ng

donde U = K(d)esU X7y

CK CKOXZ CK’OQI
Uxz Uxz = 0 %

Todas las extensiones de K contenidas en K (@) tienen campo de constantes
F, v la méxima extensién de K no ramificada dentro de K (&) es K™ N K (&)

y
Gal(K™ N K(d)/K) = Gal(K™ /KF") = I .

Notemos que Go(&) = &% = 7, por lo que K™ n K(@) = K(@™ co-
rresponde a Ck x Go(@) = Ck x a%, donde Ck = Gal(K*/K™). Es decir,
K(O_Z) — (Kab)C Kk XGo(d)

Ahora bien, K (& )]Fab = K% Gal(K**/K(@)) = Z y K*/K(d) es una
extension de constantes. Si KTFgq es la extension de constantes de grado d sobre
K, entonces Gal(KF,a/K) = (Fri) donde Fry := Frg méd dZ, es decir
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2
K———— KFpa - KIFZb
2./d22(Fr) dZ.
=, AP @ ab
K(d) (Q)Fga K
CK,() X (@d
Ck.,0
K KT - KIFZb
Fri (Frd)CZ

esto es, la extension de constantes de grado d de K corresponde al grupo
Cko % (@%) C Ck (lo cual ya se habfa obtenido en el Teorema 6.8.3) y la
extensién de constantes de grado d de K (&) corresponde al grupo (@). Es
decir C'g g x (o:Zd> es el grupo de normas de KF 4. Aqui estamos identificando,
bajo el mapeo de reciprocidad pg, @ con Fry y Ck,0 con Hy.

Sea ahora L/K una extensién abeliana finita y geométrica, es decir, el
campo de constantes de L es F,. Entonces L N K ng =K.

Kab
Gal(K?*P/L)
Z ab
L~—*LF
K - KIng
Z

Sea ‘H = Gal(Kab/LIng) y Gal(K?"/L) = H x Z como antes y Z se obtiene
como cualquier escision:

~—
1 —— H —— Gal(K*/L) — Gal(LF" /L) 2 7 —=0
” a FI‘K
Gal(K°P/LF2P) ~_

y gr@ = 1. Por tanto Z = (o'ZZ> y (K**)2 = K (&) de antes. Es decir, L C K(a)
para algun a.
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R ( 52) & Kab

H H

a* ab
L—%— LF2

K ———— KF2P

7
Fri

Es decir, toda extensién abeliana finita geométrica estd contenida en al-
guna de las extensiones K (a).

6.8.6. Sobre los campos de constantes

Teorema 6.8.37. Sea B < Ck un subgrupo abierto de indice finito. Sea d :=

min{n € N | eziste b € B con grb = n}. Entonces si E es el campo asociado
a B, es decir B=Ng/g Cg, el campo de constantes de E es [Fya.

Demostracion. Primero notemos que para cualquier campo F, el campo de
constantes de F es Fyr donde F'N KF2> = KF,r.
Consideremos b € B con grg: d. Sea By := BN Ck . Se tiene
B B ~ BCkp Ck

b ~ C ~7.
BO BN CK,O CK70 CK,O

Veamos que [B : By] = co. Esto es claro de lo anterior, pues de otra
forma, al tener B/By C Z, necesariamente B = By C Ck o pero entonces
[Ck : B] > [Ck : Ck 0] = 0co. En resumen B/By = Z. Este isomorfismo viene
dado por la sucesién exacta de grupos

gr

1 Bo B dz

~_ “
®

=

donde ¢ es el mapeo de escisién dado por ¢(d) = b y B <5> x By.
Kab

Bo

BCx.o Crk,0

ab
EF®

E 5
// @
CK.,0
B
d

K M KF2b
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Sea M el campo correspondiente a BCk o. Se tiene

= = =

BCk = (b)BoCrk,0 = ()Ck,0 = (b) x Ck .

Se sigue que M = EN KIng. Puesto que M C KIFZb, M/K es una extensién
de constantes de grado

[M : K] = [CK : BCK’O} = [Z X CK,O 1 dZ X CK,O] = [Z : dZ} =d.

Por tanto el campo de constantes de £ es IFa. a

6.9. Leyes de descomposicién de primos en campos
globales
Consideremos K un campo global arbitrario.

Teorema 6.9.1. Sea L/ K una extension abeliana finita de campos globales de
grado n y sea p un primo de K no ramificado en L. Sea m € K, un elemento
primo, vp(m) = 1. Sea

[7ly=(..,1,1,m,1,1,...) € Jk.
Sea f el minimo entero positivo tal que [ﬂz € N,k Cr. Entonces el primo

p se factoriza en la extension L en h = n/f primos distintos P, ..., By de
grado relativo f, es decir

cong L p =P Pu, [Op,/Bi:Op/p]=Tf.

Esto es, si conocemos N Cr, podemos determinar la descomposicion de
) L/K
pen L.

Demostracion. Puesto que p es no ramificado, p se escribe como p =Py - - - Py,
con cada P;, 1 < i < h de grado f'. Se tiene que Cx /Ny x Cr = Gal(L/K).

Se tiene f = o(fﬂp) en Ok /Ny, g Cp el cual es el orden de

v (rl,) = ] ((fﬂp)qan/Kq) = (7, Lp/K;) = Fry

qePK

el automorfismo de Frobenius en Ly /K, la cual es una extensién no ramifi-
cada. Ahora bien (Fr,) = Gal(L,/K,) C Gal(L/K). Por tanto f = o(Fr,) =
[Ly : Ky] = f'. Se sigue que f = f' =n/h. O

Corolario 6.9.2. Sea p finito y no ramificado en L. Si m, es un elemento

primo de K, entonces 0(m,) € Cx /H se mapea al automorfismo de Frobenius

<—L{JK> € Gal(L/K) bajo el isomorfismo CK/Hpé{ Gal(L/K).
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Demostracion. Es inmediato de los Teoremas 6.9.1 y 5.2.2. O
Teorema 6.9.3. Sea L/K una extensidn abeliana finita de campos globales.
Sea p un lugar de K. Sea

0 =0l Tp: Kp 112 e 225 Gal(L/K).

FEntonces

(1) Paran >0, 9(Upn)) es el grupo de ramificacion superior G*(L/K)
donde G = Gal(L/K):

o(U™M) = G*(L/K), n>0.
En particular, si n =0,
0(UL”) = 6(U) = GO(L/K) = Go(L/K) = I(Bp)

es el grupo de inercia.
(2) 0(K,) es el grupo de descomposicion D = D(*B|p).

Demostracion. Por el Teorema 6.7.33, se tiene que Yo |, =60 = (_, L,/ K,).
Por tanto, por el Teorema 5.8.75, se tiene

0U) = (US, Ly K,) = G(L/K).

Esto es (1).
Para probar (2), tenemos, del Teorema TCCL, que

(L Lp/Kyp): Ky — Gal(Ly/Ky) = D(B[p)
es suprayectivo. Por tanto
0(Ky) = (Kys Ly/Ky) = D(Blp). O

Corolario 6.9.4. Sea K un campo global, L una extension abeliana finita de
K y H el subgrupo abierto de indice finito de Cx que corresponde a L, es
decir, H =Ny, = NL/K Cr, Cx/H = Gal(L/K).

Para un lugar p de K, consideremos la composicion

pr Ky i> Cx 5 Ck/H.
(1) p se descompone totalmente en L <= p(K;) =1 < K; C H.
(2) Sip es finito, p es no ramificado <= p(U,) =1 <= U, C H.
Equivalentemente, si (_,L/K) denota al simbolo de Artin, entonces

(1) p se descompone totalmente <= (K,L/K) = 1.
(2) Sip es finito, p es no ramificado < (U,,L/K) =1.
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Demostracion. (1) Se tiene que p se descompone totalmente en L <=
D(Blp) = {1} — n(Ky) ={1}.
(2) Sip es finito, p es no ramificado <= I(Plp) = {1} <= w(U,)

{1}. o

El siguiente teorema es la versiéon global del Teorema 5.7.13.

Teorema 6.9.5. Sea E/F una extensidn abeliana finita de campos globales y
sea E el campo de clase de A C Cp, esto es, Ng;p Cp = A. Sea L/F una
extension finita y separable. Entonces LE/L es una extension finita y el grupo
de normas correspondiente es NZ}F (A).

N1 ()
L """ R
F—  F
A

Demostracion. Sea Ypr/r: Cp, — Gal(LE/L) el mapeo de Artin. El grupo
de normas correspondiente a LE/L es nic YrE/L, esto es, Cp/ntc Ve =
Gal(LE/L). Por el Teorema 6.7.21 tenemos el diagrama conmutativo

YrLE/L

Cp ——"" . Gal(LE/L)

NL/Fl \Lrest

Cp ————= Gal(E/F)
E/F

Ademds el rest: Gal(LE/L) — Gal(E/F) es inyectivo y restoyp/, =
wE/F o NL/F Por tanto
J:;"E nﬁCwLE/L < wLE/L(%) =1 <
rest ot/ (%) =1 =vYg/poNp p(¥) <
Ny/p(Z) € nicypp =4 < feNz/lF(A). i

El siguiente resultado es importante para la teoria de campos de géneros.

Teorema 6.9.6. Sea L/K una extension finita y separable de campos globa-
les. Sea H un subgrupo abierto de indice finito en Cp, y sea L(H) su campo de
clase. Sea Ky la mdzima extensidn abeliana de K contenida en L(H). Enton-
ces el grupo de normas de Ko es Ny i (H), es decir, N, /i Cr, = N/ H.

Demostracion. La norma Ny, /i : C, — Ck es un mapeo abierto (Teorema
6.3.2) por lo que Ny g (H) es abierto en Ck. Por otro lado, del hecho de
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que H es de indice finito en Cp, se sigue que Nz /i (H) es de indice finito en
Nz k Cr.

L(H)<=——=H C (Cy,

7

Np/k(H) <— Ko LK'<——- H' C(Cp,

K——1L

Ahora bien, L/K es una extensién finita por lo que Nz, Cp, es de indice
finito en Ck. Por tanto N,k (H) es de indice finito en Cx y se sigue que
N,k (H) es tanto cerrado como abierto en Cf.

Sea K’ el campo asociado a Ny /i (H) y sea A el grupo de normas asociado
a Ky. Por el Teorema 6.9.5 se tiene que LK’/ L corresponde al grupo de normas
NZ}K(NL/K(H)) D H lo cual implica que LK’ C L(H), de donde obtenemos
que K’ C K. Por tanto A € Ny, /i (H). Puesto que LKy C L(H), del Teorema
6.9.5, obtenemos que NZ/IK(A) D H. Se sigue que N,/ (H) C A. Por tanto

A =Ny, i (H) probando el resultado. O

Lo que probamos a continuacién refuerza nuevamente que la teoria que
estamos desarrollando tinicamente es valida para extensiones abelianas. Este
es la razén del porqué la primera desigualdad unicamente es vélida para ex-
tensiones abelianas. La demostracion, tanto para el caso local como para el
global, es consecuencia del teorema de existencia.

Teorema 6.9.7 (Limitacién de normas). Sea L/K una extension finita y
separable, ya sea de campos locales o de campos globales. Sea L'/ K la mdxima
subextension abeliana de L/K. Enconces

L*  si L es local,

N Ar =Ny A donde Ap =
L/K AL L'/K 1L L {CL s1 L esglobal.

Demostracion. Sea H := Ny, Ar. Entonces H es un subgrupo abierto y
de indice finito de Ag. Por el teorema de existencia, existe una extensién
abeliana finita F' de K tal que Np /g Ap = H. Puesto que

H=Np/xk Ar C Ny AL,

se sigue que L' C F. Puesto que L’ es la mdxima subsextensién abeliana de
L/K y F/K es abeliana, F C L’ y por tanto F = L'. O
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Grupos de congruencias

Con el objetivo de hacer més transparente el Teorema de Existencia, vamos
a estudiar los llamados grupos de congruencias para un campo global K,
particularmente los campos numéricos. Para el caso de campos de funciones,
debemos posponer un poco la discusién pues necesitaremos una condicién
extra que autométicamente se cumple para campos numéricos.

Definicién 7.0.1. Un mddulus m es un producto formal m = Hpe]P’K p™» don-
de n, > 0 para todo p € Px, n, = 0 para casi todo p, n, = 0 si p es complejo
ynp=001sipesreal

Extendemos la definicién de unidades a todos los lugares.

Definicién 7.0.2. Dado un campo global K y p un lugar arbitrario de K se
define el grupo de las n, unidades de K, donde n, > 0 por

14 p™ sipfooyn, >1,
Uéo):Up sipfooyn,=0,
Uén") ={RTCK; sipesrealymn, =1, (7.0.1)
R*=K; sipesrealyny, =0,
C*=K; sip es complejo.

De esta forma tenemos que si p es real, entonces Uél) =Rty Ky Uyl =
[R*: RT] = 2.

Definicién 7.0.3. Para un lugar p y un elemento oy, se define
ap =1méd p™* <= a, € Uén‘“).

En particular si p es complejo o es real y n, = 0 la congruencia no impone
ninguna restriccién sobre ap. Si p esreal y np = 1, ap = 1 méd p"r <=
ay € U™ =R < a, > 0.
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Definicién 7.0.4. Seam = [, p, p"* un médulus en un campo global. Para
un idele & = (ayp)pep, € Ji definimos

d=1médm < ap, =1méd p™ VpePxr < o eUé"”)VpeIP’K.
Se define el grupo de los idéles congruentes a 1 mddulo m por

Jp={deJg|d=1madm}= [] ui™
peEPK

Definicién 7.0.5. Para un campo global K, los elementos totalmente positi-
vos a € K son los elementos tales que m involucra a todos los lugares reales
y todos estos lugares tienen exponente 1, esto es, a = 1 méd Uél) para todo
p real.

Equivalentemente a@ € K es totalmente positivo si ca > 0 para todo o
lugar real (es decir para todo encaje o: K — C tal que o(K) C R).

De esta forma si m es un médulus tal que para todo lugar real p, el expo-
nente en m de p es 1, entonces los elementos que satisfacen o = 1 méd m son
elementos totalmente positivos.

Observacién 7.0.6. El elemento 1+ /2 es positivo pero no totalmente posi-
tivo pues p: Q(v/2) — R, V2 — —/2, satisface que p(1++v2) =1—+/2 < 0.

También notemos que el ser totalmente positivo depende del campo am-
biente. Por ejemplo, —1 es totalmente positivo en Q(4) pero no en Q.

Definicién 7.0.7. El grupo CR := JRK*/K* C Ck se llama el subgrupo de
congruencias modulo m de Cg. El cociente Cr /C% se llama el grupo de clases
de rayos modulo m.

Ejemplo 7.0.8. Si m = 1, esto es, n, = 0 para toda p. Tenemos

Jp=Jk =[x x]v: = I] U = Uk,

ploo ptoo PEPK
J)JEK* 2 Ck/Cl =2 Cx JUKK* = [ = Dy Pk.

(ver después de la Definicién 6.2.9).
Con esta nueva terminologia, se tiene que

* O ~ ~Y
Itk = @ Ky /U= @ 2% Dr.
pePk ppg]P’}E
nito

Por lo tanto
Cx/CL = conticleo(K* — Jx /Jk) = Dk /(K*) = Dy | Px = I.

También obtenemos que C}{ C Ck,o v que CK’O/C}( = Ik en el caso de
campos de funciones.
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Volvemos a enunciar lo anterior con esta nueva terminologia para referencia
futura.

Teorema 7.0.9. Sea K un campo global. Entonces

Ck/Ck =1x K cualquier campo global,

CK,O/C}( =JIko K un campo de funciones. O

7.1. Campos numéricos

Observacién 7.1.1. Cuando K es un campo numérico, se probaréd que [C :
CP] < o0, pero si K es un campo de funciones, entonces [Ck : C] = co. De
hecho, en este caso, C /Ck = I y [Ck : Ck] = |Ix| = co. Este problema lo
solucionaremos mas adelante. En cualquier caso, esto es, K un campo global
arbitrario, C'} es un subgrupo abierto de Ck.

Debido a lo anterior, en esta subseccién tinicamente consideraremos K un
campo numeérico.

Teorema 7.1.2. Sea K un campo numérico. Los grupos de normas de Cg,
es decir los grupos Ny i Cr donde L/K es una extension abeliana finita,
son precisamente los subgrupos de Ck que contienen a algun subgrupo de
congruencias Cj.

Demostracion. Se tiene que, por definicién, JE = HpeIPK Uén”), donde m =
HpepK p™r | es un subgrupo abierto de J. Puesto que C'i tiene la topologia
cociente, C' es un subgrupo abierto de Ck el cual tiene indice

[Cx : CR] = [Ck : C][Ck : O] = Uk|[Ck : CR] = hi [T K™ : JRK"]

< hglTk IR =hie ] 10 U] < o0
peEPK

pues n, = 0 para casi toda p € Pg.

De esta forma obtenemos que C es un subgrupo abierto (y por tanto ce-
rrado) de indice finito en Cf, por lo que C es un grupo de normas (Teorema
TCCG). Sea ahora cualquier H subgrupo de Cx con H D C} para algin
médulus m. Puesto que [Ck : CR] < oo, se tiene [H : CR] < oco. Por tanto
H = Ugpita ®CR de donde se sigue que H es un subgrupo abierto de Cx y
por tanto es un grupo de normas.

Reciprocamente, sea H un grupo de normas de Ck, es decir, H es un sub-
grupo abierto y cerrado de indice finito en Ck. Sean Jx 5 Ok la proyeccion
natural y H := 6~(H). Entonces H es un subgrupo abierto de Jx, por lo que
H contiene a un subconjunto de la forma

w =T W, = [] Vs,

pes p¢sS
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donde S es un conjunto finito y cada W), es una vecindad abierta de 1 € K.
Sip € S es finito, podemos tomar W, = Ué”p) para algin n, > 0 debido

a que los subgrupos {Uénp)}n eNU{0} forman una base de vecindades de 1 en
p

K. Sip € S es infinito, W, genera ya sea a R* o a todo K} € {R*,C*}. De

esta forma, el subgrupo generado por W es de la forma Jg para el médulus

m = [[,cp, p"*. Se sigue que H = 0~'(H) contiene a J% y por ende H

contiene a C}. O

Observacion 7.1.3. El Teorema 7.1.2 no es aplicable a campos de funciones
pues para todo médulus m, C% C C} de donde obtenemos

[OK : C;n;] Z [CK : Cil(] = |IK| = OQ.

Lo que si se tiene es que Cko = Gal(K*"/KF*) y C C Ck, para
cualquier médulus m. Més atin, si H C Ck o es un subgrupo abierto y de
indice finito en Ck o, entonces H 2 CE para algin m y H es cerrado en
Ck . Por teorfa de Galois (Teorema 2.3.2), si (K*P) = Ly (K*P)“k = K™
entonces L C K™ exactamente como en el caso numérico y podriamos hacer
una discusién totalmente andloga que lo discutido en esta secciéon para campos
numéricos a esta situaciéon de campos de funciones. La diferencia es que para
campos de funciones L y K™ no corresponden con grupos de normas. Para
un remedio a esta situacién, ver Secciéon 7.2.

Volvemos a nuestra situacién en que K es un campo numérico.

Definicién 7.1.4. El campo de clase K™ /K correspondiente al grupo de con-
gruencias CF, es decir, Ngm /g Cxm = CR, se llama el campo de clases de
rayos modulo m.

Se tiene que, para campos numéricos, ‘ Gal(K™/K) = Ck/C} ‘

Observacion 7.1.5. El Teorema 7.1.2 prueba que toda extensiéon abeliana
finita L/K de campos numéricos estd contenida en algiin campo de clases de
rayos K™. Esto es, si L/K es una extensién abeliana finita, existe K™ tal que
L C K™, Esto se sigue del Corolario 6.7.29 pues si L corresponde a H, y K™
corresponde a Cg entonces H 2 C <= L C K™

También tenemos que si m|n entonces C} C CR y por consiguiente K™ C
K"

Definicién 7.1.6. Sean K un campo numérico y L/K una extensién abeliana
finita, y sea N = Ny x Cr C Ck. Se define el conductor f = f./x = f(L/K)
de L/K (o de N) como el méximo comun divisor de todos los moduli m tales
que L C K™, esto es, C¢ C N.

En otras palabras, K/ /K es el minimo campo de clases de rayos que con-
tiene a L/K y si L C K™, entonces f|m.
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Se tiene que dado un campo numérico K y m un médulus, se tiene

Teorema 7.1.7.

(1) Eziste una dnica extension K™ de K que tiene la siguiente propie-
dad: sip es un ideal primo no cero de Ok que no divide a m entonces
p es no ramificado y se tiene

p es totalmente descompuesto en K™ <—
existe un elemento totalmente positivo o € O tal que

p=(a), a=1médm.

(ver la Observacion 7.1.5).

(2) K™ /K es una extension abeliana finita de K y toda extension abe-
liana finita de K estd contenida en algin K™.

(3) Sin Cm entonces K™ C K".

(4) Si L/K es una extension abeliana finita entonces existe un ideal no
cero f de Og mdzximo tal que L C K™. Ademds para todo ideal primo
p no cero de Ok, p es ramificado en L < plf.

El ideal § dado en (4) es el conductor (ver Definicidn 7.1.6).
Los campos K™ son los campos de clases de rayos (Definicion 7.1.4). O

Ejemplos 7.1.8. (1) Sea K = Q, m = (n). Para cada primo p de Z,

se tiene que p es totalmente positivo pero —p no lo es. Sea p generado
por +p. Asi que decir “existe un entero totalmente positivo « tal
que p = (@) con @ = 1 méd n” no es equivalente a tnicamente decir
“p = (p) con un ndmero primo positivo tal que p = 1 mdéd n”. Esto es,
Q(¢y) tiene la propiedad K™, més precisamente, Q(¢,) = Q™. Por
la unicidad podemos concluir que Q(¢,) = Q™). Se tiene f = m = (n).
(2) Para K = Q((3), f = (6), KT = Q((3, V/2) = K(¥/2) (ver [84, table
5.7, pagina 10]).

(3) K = Q(v/=5), K9% = Q(v/=5,v—1) = K(v/—1) (campo de clase
de Hilbert, ver Definicién 7.1.18).

(4) K = Q(vV=0), KO = Q(v=0,Cs) = K(Gs) = K(v=3) (campo
de clase de Hilbert).

Es ficil ver que Q(v=5,v/~1)/Q(v=5) y que Q(v~6,(3)/Q(v~6) son

extensiones no ramificadas. Ver [136, Subseccién 6.4.1].

A continuacién presentamos la relaciéon entre K™ y K" para dos mdéduli

m, n de un campo numérico.

Se tiene que K™ es el campo de clase de C y K" es el campo de clase de

Ck:

K" +— Cg, K"+ Ck.

Por el Teorema 6.7.32, se tiene
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K" CK" < (O COR <= CJF" COE™ = fgmlfrn.

Escribimos Cf = Ngm y O = Ngn. Entonces Ngmagn = NgmNgn =
CRCY.

Sean ¢ = mecd(m,n) y @ = mem(m,n). Entonces ¢jm y ¢[n por lo que
K¢ C K™ N K". Similarmente K™K" C K?°.

Ahora, veamos que Cp C CRCk. Sean m = [[ p™ y n = [[ p".

Entonces ¢ = Hp pmin{'rnp,np} — Hp Py 0 = Hp prnéx{7rzp,7zp} _ Hp pdp .
Sea & = 1 méd ¢. Entonces o, € Uéc"). Definimos ideles 5 y 4 dados por

3, = 1 simp < my _Jap sing <my
p = . > , Y = 1 . > .
ap  sing >my si ny > my

Se sigue que EE 1méd ny que ¥ = 1 méd m. Por tanto @ = ﬁi € CLCRE lo
cual implica Cj C CRCR.

Ahora, tenemos C C C, y Ci C Cf por lo que CRCRL C Cj. Se siguen
las igualdades

C;( _ C?(C]n;- _ C;cd(n,m) y K¢ — chd(n,m) = K"NK™.

Por otro lado n[d y m[d. Por tanto C% C C% N CR. Reciprocamente,
consideremos @ € Cf N CE. Entonces oy € Uénp) N Uém") = Uémax{np’m”}) =
U,gd‘“). Se sigue que @ € C% y que C N CR C C%. Hemos obtenido las
igualdades

CrnNop=0C% y K°=K"K™
Resumimos nuestra discusiéon anterior en la siguiente proposicién.

Proposicién 7.1.9. Sin ym son dos moduli, ¢ = mcd(n, m) y 9 = mcm(n, m),
entonces

K'=K'NK™ y K°=K"K™. O

Observacién 7.1.10. En general no se cumple que m sea el conductor § de
K™ /K aunque por supuesto f|m. Esto se debe a que se puede tener C;( =Cg
con flm y f # m. Mds adelante (Consecuencia 7.1.13) veremos un ejemplo de
este fenémeno. El lector puede pensar que lo esencial radica en que para n
impar tenemos Q((2,) = Q(¢,) y el conductor de Q((2,,) es f = n- 00 y no
2-n-o00.

Ejemplo 7.1.11. Ver [119, Theorem 7.7, pdgina 100] y [117, Theorems 7.10
y 7.11, pagina 165]. Consideremos K = Q. Los lugares de Q son co y p = (p)
con p un numero primo.
Se tiene Jg = {7 € (R* X [[, im0 @) | 2p € Zj, = Ug, para casi toda p}.
Sea m un médulus, m = mg - 0o, donde mg = [[_, pi', ; > 0,1 <i<r
y € € {0,1} con cada p; un primo finito. Por abuso del lenguaje, si p; = (p;)

. . o . r
con p; un primo racional positivo, pondremos mg = m =[[;_, p;".
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Se tiene
Jge=Jg =R x [ ufm =r*x[JUi) = ] 7
p finito i=1 pE{p1,..,pr}
H 1+ Zp,) I z
PE{P1seespr}

Jgooo — Rt x H(l +p?ini) X H Z;;.
i=1 pE{p1,...,pr}

Sea (mg) = mp, es decir, mg es el generador de my en Q. Por supuesto,
T (73
mo = [[;— p;" € N.
Ahora veamos que UIS”P) consiste de normas provenientes de Q,(¢m)/Q,p

(=(Q(Gn))yp/Qyp, donde P es un primo de Q((yy,,) sobre p = (p)). Lo anterior
se obtiene de la siguiente forma. Escribiendo m = np” con mcd(n,p) = 1

se tiene Qp((m) = Qp(Gr)Qp(&pr) v Qp(¢r)/Qp es no ramificada pues p 1 n.
Por el Teorema 5.1.11, se tiene Ng, (¢,)/0, Up = U, donde B es el primo de

Qp(¢n), lo cual se sigue de que H°(G,Uy) = {1}.

Por otro lado Q,({,r)/Q, es una extensién totalmente remificada y se
tiene que Ng, (¢,.)/0, (@p(Gr)*) = (p) X U,ST) (Teorema 5.8.58). Del Teorema
5.7.14, si ponemos L1 = Q,((y) ¥ L2 = Qp(¢pr), entonces L = Q,((n) =
LyLs y se sigue, con r = n,, que U,gn”) C N =Npo, =N, "N, =
Ng, (¢u)/2p (Qp(Gm))"

Ahora se tiene que un idele & € Jx es la norma de un idele E eJpsiy
solamente si cada componente oy, € K es la norma de un elemento Sy € Lgn
para ‘Blp (ver Teorema 6.3.9). Por tanto se sigue C°™ C Noc,,)/0(Co(c,n))-

Consideremos m = mgoo. Se tiene que

(Ca: CF) = [Ca: CAIICH : CF) = hol Q" : J3Q
[J(ll) : J&]
((EnQY): (Ig Nl
donde hemos utilizado el Corolario 6.8.6.
Ahora bien se tiene que Jj = R* x [[, U, y que J§ = R* x ][, U™, por
lo que JjNQ* = {1,-1} y J§ NQ* = {1}. Por tanto obtenemos

m 1 n * n, uz
(Co: ) = 5 [0, : U IR &¥) = [0, : 03] = [[9" 0= 1)
p

» plm
= p(m) = [Q(¢m) : Q] = [Co : No¢,)/0(Cagen))]

y ya que tenemos C C Na(c,.)/0(Carc,,)) entonces cg = Nao(¢,)/0(Caen))-
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En particular obtenemos que Q™ = Q({)-

Si consideramos ahora m = mg, entonces se tiene que C’(&‘O C (g, por
lo que Q™° C Q™. Por otro lado [J(E; : Jg”] = 2 de donde [Q™ : Q™| = 2.
Finalmente puesto que las normas de Q™° no est4n contenidas en RT, el campo
Q™ necesariamente es real. Se sigue que Q™ = Q((n) T = Q(Gm + ¢0)-

Corolario 7.1.12 (Teorema de Kronecker—Weber). Toda extension abe-
liana finita L/Q estd contenida en algin campo ciclotémico.

Mas ain, si L/Q es una extension abeliana finita con L C R, entonces
existe m € N tal que L C Q((m) ™.

Se tiene que si m = myoo = moo es un modulus arbitrario de Q, entonces

Q™ = Q(¢m) ¥y Q™ = Q(Cm)*-

Demostracion. Los campos de clases de rayos de Q son los campos Q((pn) y
Qm)™ C Q(¢n) y toda extensién abeliana finita estd contenida en algin
campo de clases de rayos. Ademés mp|mgoo = m por lo que K™ C K™ =

Qm = @(Cm,) O

Consecuencia 7.1.13. El conductor de K™ puede ser f # m, f|m. Por ejem-
plo, si m € N es impar y m = 2moo se tiene Q™ = Q((2m) = Q(¢(m) = QF
donde f = moo # m.

Observacion 7.1.14. Los campos de clases de rayos deben ser considerados
como los andlogos a los campos ciclotémicos pues Q™ = Q((,,) donde m =
m - ooy si mg = m, entonces Q™ = Q((n)T = QG + 1.

Observacién 7.1.15. Si consideramos a C/R como una extensién de campos

locales, entonces N¢ /g C* = (R*)2 =Rt = Uﬂél). Por tanto el conductor en
este caso es f = p donde p es el primo real.

Teorema 7.1.16. Si f es el conductor de una extensién abeliana finita L/ K
de campos numéricos y si si f, es conductor local de Ly,/K, para p € Pk,

entonces
f=tc= ][]
pEPK

Demostracion. Sean N'= Ny x Cp y n:=[[,cp, fp = [l ep, P Por de-
finicién se tiene que para un médulus m = H’;EPK pr tal que C C N =

Nz /k Cr, entonces C C C% CN <= fmy C;( CN.QueC{ CN
se prueba con el argumento al final de la demostracién. Por tanto debemos
probar que

Cg CN < njm < n, <m, paratodap < f,|p™.

Se tiene:
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CRCN < (d=1médm=decN) parad € Jg
= (&E Ilmédm= [op|p=(..,1,1,ap,1,1,...)
e NNK; =N, L; para toda p) (Teorema 6.3.9)
— (ap € U,gm‘“) = ap € Ny L, para toda p)
= Uém") C Ny L, para toda p <= fp[p""* para toda p.
Esto mismo prueba que Cj C Ny por tanto n = §. O
Corolario 7.1.17. Sea L/K una extension abeliana finita de campos numé-

ricos. Un primo p de K es ramificado en L <= pl|f donde § es el conductor
de L/K.

Demostracion. p es ramificado en L <= p es ramificado en Ly /K, <=
plfp (Teorema 5.7.11). O

Definicién 7.1.18. Sea K un campo numérico. El campo de clase de Hilbert
Ky es la mdxima extensién abeliana no ramificada de K.

Corolario 7.1.19. El campo de clase de Hilbert Ky es el campo de clases de
rayos médulo 1, es decir, Ky = K* (1 el médulus trivial) y

Gal(Kp/K) = Gal(K'/K) = Ck /C) = Ik. O

En otras palabras, el campo de clase de Hilbert Kz de K corresponde a
1 1 1 * * * *
I =TI, Uy 0 CF = I K /K* = (T], Up) K"/ K*.

Definicién 7.1.20. El campo de clase de Hilbert extendido K g+ de un campo
numérico K es la maxima extensién abeliana de K no ramificada en los primos
finitos.

El campo Kp+ es el campo de clases de rayos médulo 1, donde 1, es el
moédulus 14 := Hp a1 P (esto permite la ramificacién de los primos reales).
Los subgrupo de idéles correspondientes a los grupos de congruencias médulo
14 y médulo 1, y los grupos de congruencias mismos son:

I =T R x JI o x[[te Cx =J¢K /K",

p real p complejo ptoo
1 _ * * 1 _ 71 * *
Je=JI®x JI < x[[t Ck=JiK" /K",
p real p complejo ptoo

respectivamente. Se sigue que

T B @D (@) B (B2 e

p real p real
Cr /Oyt = conticleo (K* — Jg [J1+) = Ji [Tt K*

donde r es el numero de lugares reales en K y C,, denota el grupo ciclico de
n elementos.
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Ejemplo 7.1.21. Por el teorema del discriminante de Minkowski, esto es, en
toda extensién propia de Q hay primos finitos ramificados, entonces

Qu =Qu+=0Q
y r = 1 en este caso. Notemos que J(él/g](lg+ =~ (Cy pero C@/Cg{r =1

Para K un campo numérico, se tiene

Jx K; Jk
Keo@tep,e y Ky
Tic gz Us o

Adema3s

ab 1 1 * * 1 *
Gal(Kyys /[ Kr) = Gal(K*/Kp) ., Ck _ JRK*/K* | JKK

Gal(K**/Ky+) — C)F JK* T K*
y
Ji r JiK*
=~ O —» ~ Gal(Kpy+/Kp),
J;{ 2 Jil(+ . (Kp+/Kn)

de donde Gal(Kg+/Kg) = C5 con s < r = ntmero de lugares reales de K.

7.2. Campos de clases de rayos en campos de funciones

Ahora consideramos K un campo global de funciones. La méxima ex-
tension abeliana no ramificada K™ de K es el campo de clase correspon-
diente al grupo Ux = HpePK Uy, el cual es abierto y cerrado en Jx puesto
que Uy es abierto y cerrado en K para toda p, por lo que, por un lado
es abierto por definiciéon de la topologia de Jgx y por otro lado es com-
pacto pues U, es compacto (ver Proposiciones 3.2.1 y 3.2.2) y Uk tiene la
topologia producto. Més precisamente K™ es el campo correspondiente de
Ch = K'Ug/K*=Ck CCko CCkylCk:Ckl=o00=|Gal(K"/K)|
(ver Observacién 7.1.3). K™ no es un campo de clase en el sentido de normas.
Ademas K ng C K™,

Se tiene Ux N K* = {r € K* | vy(xr) = 0 para toda p € P} = F;.
Ademids Ux C Jk,0y Jr,0/Uk = Dk o, €l grupo de divisores de grado 0. Por
el isomorfismo pg : Cx —» G2, se sigue que Cf = Gal(Kab/KIng). Se
tiene

Cko Cko b
0 o : ~ Gal(K™ /KTF?
Cl ~ (UxK*/K") al(K™/KE)
A:Jgo — Dio, Ad)=az= [ p*), ntcd=UxK* y
peEPK

A ™
JK,O—»DK70—»DK70/PK%JIK70, nﬁC(WOA):UKK*.
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Esto es,

Jko o Jro/K* _ Ckpo
UxK*  UxK*JK*  CL

0) JLK*  UrK*
(i =[[u” HUp Uk, Ci="="22).
p

Ik = = Gal(K™/KF2")

Teorema 7.2.1. Bajo el mapeo de reciprocidad, se tiene el isomorfismo

Iro = Gal(Knr/K]FZb> ~ CC"I;O' -
Jab
)
o s
)
K—M H_:ab

Ahora consideremos los grupos de clases de rayos. Sea m = Hp epp PP =
[T, p5 un médulus. Sea

g =T vi™ =T Us x HUgj“).

pePk ptm

Sea C = JRK*/K*. Se tiene C C Ck pues si & € Jg, vp(zp) =0
para toda p € Px. Ademds
[Cro: CRl = [Cro: Ckl[Ck : CR],
[Cko: Ckl =|Gal(K™ /KF")| = |Igo| = hx <o y
[Ch : O] = (KT /K™ K TR /K] < [Tk + T2

T

=V (m) = H[Um : Unga)]

i=1

_ Hq(al_l)grp grp: ) < 00.

Por lo tanto,

Proposicién 7.2.2. Tenemos [Ck o : CR] < hgW(m) < oo, donde ¥(m) =
HpeSop(m)(qgrp — 1)g™»—Derp sop(m) denota al soporte de m, es decir

sop(m) = {p € P | p|m}.
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Demostracion. Para m un moédulus arbitrario tenemos

np—1
n n % 1+1
vm)= [[ 0, : 0" =0, : 0" = [ 08 : 0§+
pEPK i=0
np—1 np—1
1 i i+1 "
= 0y U T 108 U8 = Byl T e
i=1 =1
= (¢*F — 1)q(np—1)grp. O
7.2.1. Otro tipo de clases de rayos en campos de funciones

Sea B un subgrupo abierto de C'x de indice finito. Sea b € B tal que
gr(b) := min{gr(d@) | @ € B, gr(d@) > 0}. )
Sea By := BN Ck . Entonces B = U;’LO:IE"BO pues

B/By=B/(BNCk,) = BCk,0/Cko < Ck/Cko=Z,

y tenemos que By es abierto en Ck ¢ pues B es abierto y puesto que Ck o
también es abierto, se tiene que By es abierto.

Ahora bien, se tiene que los conjuntos C'%} forman un sistema fundamental
de vecindades de 1 € Cx debido a que los J forman un sistema fundamental
de vecindades de 1 € Jg. Como By es abierto, entonces By debe contener a
algun Cg C By y

hKW(m) = [CK70 : C}?] = [OK,O : BO} [BO : Cln;] < 00,

se sigue que [Ck o : Bo] < oo. Sea Lp el campo de clase de B, Cx/B =
CK/NLB/K CLB = Gal(LB/K) con B = NLB/K CLB-

Kab
Lp,=Lgp
Lg KT
Ck/Nrg/Kk CV
K KIng

De esta forma, By corresponde al campo Lp, = EB = LBIF;‘b (no podemos
decir que Cx /Ny /e Cp = Gal(Lg/K) pues Lp/K es infinita y no tenemos
definida la norma).
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Las clases de rayos que hemos definido, tienen el inconveniente de no ser de
indice finito en C'i. Definimos otros grupos de clases de rayos de tal manera
que seran abiertos y de indice finito en Ck. Se puede hacer el estudio para
K un campo global arbitrario. Solo haremos el desarrollo para campos de
funciones en donde S # (). Para el caso numérico, se puede tomar S = ().

Sea K un campo de funciones y sea S un conjunto de lugares de K, el
cual, eventualmente, pediremos que sea finito y no vacio.

Definicién 7.2.3. Un S-mddulus es un médulus m = HpelP’K p™» tal que si
np > 0 entonces p ¢ S, es decir, el soporte de m es disjunto de S, esto es, si
m=T[[_, p{", entonces SN {p1,...,p.} = 0.

Definicién 7.2.4. Sea m = HpelP’K p™ un S—modulus. Se definen los subgru-
pos de S—congruencias modulo m por

Tesi=(I1& < II )N

pes peEPK\S
:(HK*XHU(%) H Up)mJK y
peES pgSu
{p1ssbr}
m *
CRs:= 7JK;>kK

de Ji y de Ck respectivamente, y donde m = HpelP’K pre

Observacién 7.2.5. La interseccién con Jy tnicamente tiene significado
j— 3 M *
cuando |S| = co. Cuando S es un conjunto finito, tenemos que (Hpes Ky %

(ny)
HpEIP’K\S Up ' ) € Jk-
Proposicion 7.2.6. Sea S CPg ym = HpeIPK p"r un S-modulus.

(a) Si T C S ymin donde n es un T-mddulus, entonces
JF(,T - Jing,s ) C?(,T - Cing,s-
(b) Si T C Pk yn es un T-mddulus,

Jln(lcd(m,n) )

m n _
I, s Kk = ,SUT

(¢) Los subgrupos de congruencias Jgo = JR vy C’[“;)@ = Cg conm
recorriendo todos los modulus, forman una base de vecindades abiertas
de 1 en Jx y Ck respectivamente.
d) JR s y CR g son abiertos.

) Jhes T = Ty (o) Uy™) v ks : TR s = W(m).

) [Ck : Oyl = [Ck : CR] = oo para toda m.
g) K* Jg = Jk para toda m.

(
(e
(f
(

Ni% \sop(m) -
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(h) JE 5 es topoldgicamente generado por [Kyl,, p € Sy [Ué"")]p,
p € Px\S, donde [ ],: Ky — Jk estd definido por [z], =
(.., L,1,21,1,..).
T
p
Demostracion. [10, 11].
(f) Sea p € Pk \ sop(m), K TT» JK/K*J;@ tiene nticleo Uy y K, /Uy, = Z.
p

(g) Se sigue del Teorema de Aproximacién de Artin. O

Ahora bien, puesto que [Cx : Cg y] = [Ck : OF] = oo, se pedird en lo
futuro que S # . En este caso veremos que [Ck : CF g] < 00, el cual es un
dominio Dedekind.

Sea S un conjunto no vacfo de lugares, S # () y sea Og = NygsOp = {x €
K |vy(z) >0V p¢ S}

Definicién 7.2.7. Sea m cualquier S—mddulus con S # ). Definimos el S-
grupo de clases mddulo m, CI(Og) como el cociente de los ideales fraccio-
narios de Og primos relativos a m mddulo los ideales principales zOg con
2 € K NIR pevsopm) G =1 TR pvsop(m) = Tpicrs = I

En particular Cl}(Og) = Clk(Os) es el grupo de S—clases usuales, es
decir, el grupo de clases del dominio Dedekind Og. En este caso sabemos que
hs = |C1(Og)| < co. De hecho se tiene la sucesién exacta

Dgo(S) Dxk

0— —
Pk (S) Pk

= o — Cl(Og) 25 2/dZ — 0,

donde D (.S) son los divisores con soporte en S, Dg o(S) = D (S)NDkoy
d=gr(D3) =med{grp | p € S} y Pr(S) = Px N Dg(9).

Teorema 7.2.8. Sea S C P, S # 0 y sea m un S-mddulus. Entonces
(a) Clg(Os) = Ck /CE -

(b) La sucesion

05 — Jics — Jie — Tk
S * *
JRs  KRs Kk

— 1

es exacta,
(c) [Ck : CR 5] es finito.

Demostracion. (a) La funcién 0: J32

KopePrc\sop(m) ClR(Og) dado por

0@ =[] (rn0Os)”) méd PE g
pGIP’K\S’

es suprayectiva y nict = Jpg ¢ (K*n JI"%PK\SOp(m)) =K"JR s VIR pr\sop(m):
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Por tanto
om (OS) o J;,]P’K\sop(m) o K*JE,IP’K\sop(m)
K = 0 = -
K JEMS N JE,PK\sop(m) K JE,S
JK Ck

o~

K Jgs  CRs
(b) Se deja al cuidado del lector.

(c) Se sigue de (b) pues tanto Jj g/Jg ¢ como Jx/K*Ji ¢ = Cl(Og) son
grupos finitos. O

Repetimos la demostracién de lo fundamental del Teorema 7.2.8 con una
notacién més simple. Sea S un conjunto finito, O = (N,zsOp = {z €
K | vy(z) > O para toda p ¢ S} el cual es un dominio Dedekind y defini-

mos Ix s = =% donde Df( = %g es el grupo de divisores de K con soporte

en el complemento de S. Se tiene D = (p | p € Px\S), y Py son los divisores
principales de Og.

Por el teorema de F.K. Schmidt, hs = |Ixs| < oo ([136, Corolario
10.2.14]). Sean

A: Jg —» Dy, A(&):Hp”"(o‘p) y m:D¥ — Ikg
pEs

la proyeccién natural. Sea

Yv=Aom:Jx — Ixg, (@) = H p?r (@) méd Py
pgS

Sea @ € nidc. Entonces (m o A)(@) = 1, por lo que A(&) € Pg. Por
tanto existe z € K* con Hpgs pur(ar) = [Tpes pv» @) donde se sigue que
vp(apr™t) = 0 para toda p ¢ S. De esta forma obtenemos @z ~! € J g. Por
tanto & € Jg sK*. El reciproco también se cumple. Se sigue que nicy =
JK’SK*.

Por tanto

JK JK/K* Cxk Ck
I ~ ~ = tant I = .
8T JiesKr T TsK KT T Ces VPO ST G

Ahora Ck 5 = Ck g, por lo que [Ck : Ck g] < co. Ademés

[Ck : CIn;,S] =[Ck : Cll(,S][Cll(,S : Clng,s] = |IK,SHCII<,S : Cln;,S}'
Adems3s
[J}(,s tJR.sl = H[Up : Uémp)] H[Um : U(m)] <o vy

pgsS i=1
[Cks:CRsl <[k sK*/K*: JR sK*/K*] < [Ji g : TRt ] < 0.
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Se sigue que [Ck : C’I“%S] < 0.
Esto es, nuevamente hemos obtenido

Teorema 7.2.9. Sean K un campo de funciones, S un conjunto finito no
vacio de primos de K ym = []._, pi* un mdduls tal que SO {p1,....p.} =0.
Sea CR ¢ = Jg ¢ K*/K*, donde

Jes =18 < I GexJTUs™.
pes pgSU i=1
{p1,sbr}

Entonces [Ck : Cf 5] < oc. O

Definicién 7.2.10. Por el teorema de existencia, se define K§ como campo
de clase asociado al grupo de congruencia Cg gy se llama el campo de clases
de S—-rayos modulo m. Se tiene

Gal(K§/K) = Jx/K*Jg s = Ck /CR s = Clg(Os).

Teorema 7.2.11. En K§g, p1,...,p, son los primos ramificados y si p € S,
entonces p se descompone totalmente en K§ /K.

Demostracion. Se sigue de que Jg g = Hpes Ky xIT pgsu Upx I, Ué?i).

{p1,pr}
O

Observacién 7.2.12. K} es el campo de clase de Hilbert de Og en el sentido
de Rosen, con la pequena generalizacion que aqui, de momento, S puede ser
infinito. Es decir, K}/K es la méxima extensién abeliana no ramificada de K
tal que todos los primos de S se descomponen totalmente. Este es el tercer
andlogo al campo de clase de Hilbert en campos de funciones.

Cuando S = {po.} consiste de un solo primo, K§g se puede construir en
término de mddulos de Drinfeld de rango 1 (ver Hayes [61] y [136, Capitulo
15]).

Proposicién 7.2.13. Si S y T son dos subconjuntos no vacios de Pg, m es

un S—-modulos y n es un T—mddulus, entonces

(a) Si S DT ymn, entonces K§ C K¥.
(b) K& N K3 = Kgog ™"
O .
(¢) SiT C S ymin yn también es un S-mddulus, entonces

K : K] < (K3 K.
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Demostracion. (a) Se tiene que Ck r C CR g por lo que K§ C KF.
(b) O 5O 7 = CRsS:™ por lo tanto KF N K3 = Kg”‘j;“" ™,
(c) Los mapeos de Artin (_,K§/K) y (_,K}/K) inducen isomorfismos
K*JR s/ K" Tk s = Gal(Kg/Kg) y K*Jg p/K*Jg p = Gal(Kp/K7) y el
mapeo

KR o/ K T — K'JR s/ K" Tk s

es suprayectivo. a

Debido al Teorema 7.1.16, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 7.2.14. Sea L/K una extensién abeliana finita de campos de fun-
ciones globales. Entonces definimos el conductor de la extensién L/K como

f=fr/xk =f(L/K) = H fos

pePK
donde f, denota al conductor de la extensién de campos locales L, /K.

Teorema 7.2.15 (Teorema del Conductor). Sea L/K una extension abe-
liana finita de campos de funciones y sea S un subconjunto no vacio de

Spl(L/K) = {p € Px | p se descompone totalmente en L/K}.
Entonces el conductor f = f(L/K) es el S—mddulus minimo m tal que L C K.

Demostracion. Seam = [],cp, p™* un S-médulus. Por definicién de conduc-
tor local ,(L/K)[p™ <= G™(L/K) =1 <= U™ CNp i, Li <

(U™, € (N Jo)K
Ademas p € S implica que p se descompone totalmente o, equivalentemen-
e, [Kylp € (Np/x Jr)K*. Puesto que (N, x Jr)K* es un subgrupo abierto
de 1nd1ce finito en Jx y por lo tanto cerrado, y puesto que Jp ¢ es topologica-

mente generado por sus subgrupos {[K, ], | p € S}y {fU("")lp | p ¢ S}, se
sigue que f(L/K)m <= Jg o C (NL/KJL)K — CRsCNyr(CL &
LCKg. a

Teorema 7.2.16. Sean S un conjunto finito no vacio de lugares de K y m
un S-mddulus. Entonces K& es la mdzima extension abeliana L/K tal que
todos los primos de S son totalmente descompuestos y f(L/K)|m.

Ademds, si d = grS := mcd{grp | p € S}, Fya es el campo de constantes
de K¢.

Demostracion. Sea L/K una extensién abeliana. Si todos los primo de S se
descomponen en L/K y f(L/K)|m, entonces, como consecuencia del Teorema
7.2.15, L C K®.
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Reciprocamente, si L C K, entonces f(L/K)|m y por definicién de JF g,
todos los primos de S se descomponen totalmente en K§. Ahora, sip € S
se descompone la extensién de constantes de grado r, entonces r | grp. Por
lo tanto todos los primos de S se descomponen totalmente en KF, <=
rlmed{grp | p € S}. Se sigue que F a es el campo de constantes de K§. O

Corolario 7.2.17. (Ver [136, Teorema 14..3.1]). Sea K un campo global de
funciones con campo de constantes Fy y sea S C Px no vacio. Sea d = gr S =
med{grp | p € S}. Entonces el campo de constantes del campo de clase de
Hilbert K} es Foa.

En particular, si K =Fy(T), entonces K§ =F,a(T) = KFa.

Demostracion. La tltima parte se sigue de que Ir, (7)o = {1}, lo cual implica
que Fo(T)™ = Fy(T)F2> y puesto que Fy(T)§/Fy(T) es no ramificado, se
sigue que Fg(T)y C Fy(T)F2P, es decir Fo(T)§/Fq(T) es una extension de
constantes. a

Observacién 7.2.18. El campo K es lo que cominmente se llama el campo
de clase de Hilbert con respecto a S.

7.2.2. Anailogos al campo de clase de Hilbert para campos de
funciones

Como hemos mencionado anteriormente, si K™ es la mdxima exten-
sién abeliana no ramificada de K, se tiene que KIng C K™. Sea T =
Gal(K®P/K™), K™ = (K*)T O (K*P)"o = KF2P, es decir, Ho 2 T, donde
Ho = Gal(K*"/KFaP). Se tienen los diagramas conmutativos (ver Teorema
6.8.29):

gr

Z 0

1 Cxk 0C Ck
= | pPK PK PFq

1 —— Gal(K*/KF5") —— Gal(K*"/K) — Gal(KF3"/K) — 1

IR IR IR
Ho G=G% Gal(F2P /F,)
gr
1 Ik o€ % Z 0

IR
=

PFq

1 ——= Gal(K™ /KF3?)—= Gal(K"™ /K) — Gal(KF3"/K) — 1

1% IR
G/T Qal(F2P /F,)
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ab ab
pues K*gf(,}]l(* = Ik = (z;;ig(ab//fgi)) y UKIC(’f/K* >~ Ik
Gal(K™/K).

Ahora, si p(a) =1, (rest p)(«) = Prav (gra) =1 por lo que grae =0 y por
tanto o € I o. Se sigue que p es inyectiva.

En particular K“r/KIFZb es una extension finita y Gal(K“r/KIFZb) = Iko.

Se tiene

~ Gal(K*®/K) A~

Gal(K*b/Kor) —

KI’II‘
T’R:Gal(K”/K]FZ" )2I g 0

K — KIFZb
Gal(KF2/K)=
Gal(F3P /Fq)=Z=(Frr)
Se sigue que la sucesién
1— Ty 5 R = Gal(K™/K) L‘t>z—>o

es exacta.

7.2.3. Primer analogo al campo de clase de Hilbert
Se tiene que

1 — Gal(K™/KF2") — Gal(K™/K) — Gal(KF2"/K) — 1

es exacta, que Gal(K“r/K]FZb) = Ik, es un grupo finito y ademas I LN
Gal(K™/K) es un inyeccién. Ahora bien, g no es un isomorfismo pues Ix
es discreto y no finito y Gal(K™"/K) es profinito, compacto. De hecho Ik =
I X Z. Se tiene I = I x 7.2 Gal(K™ /K).

Podemos considerar a K™ como el primer analogo al campo de clase de
Hilbert.

7.2.4. Segundo andlogo al campo de clase de Hilbert

Consideremos extensiones abelianas no ramificadas de K que tienen como
campo de constantes al mismo campo Fj,.

Sean Ux = [[,cp, Up ¥ Jll(,@ (m =1, 8 =10), el grupo de rayos médulus
1 con respecto S = ) y sea

Cko=Ck =UxK*/K* C Ckp.

Se tiene que K" corresponde a Ux 0 a Uxg K*/K* (ver después del Teore-
ma 6.8.29), esto es Ck = Gal(K?P/K"). Ademés Cx = G = Gal(K*/K).

Sea b € Ck tal que gr(b) = 1. Entonces el subgrupo B := Ci x (b) es

=

abierto en Ck y puesto que Cx = Ck o X (b), entonces
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= = = IK,O

y se sigue que [Ck : B] = [Cko: Ck] = hx = |Ik 0| es el nimero de clase de
K.

o — - — ——— - K&b
[ / .
\ Cx
I
Kp~——— K™
(b)
IK,O IK,O
K———— KF

El campo de clase Kp de B es el segundo andlogo al campo de clase
de Hilbert. Puesto que B contiene una copia de Z (+— (Frg) = (b)) y
tales copias de Z estdn indexadas por Ck o puesto que Cx = Cgo X Z y
Cl +— Hp e, Up €s la extension no ramificada K™ de K, se sigue que este
campo Kp, denotado por K S), es una extensién abeliana finita no ramificada
de K que tiene como campo de constantes a F, (ver Teorema 6.8.37).

Veamos que Kg) es maximal en el sentido de ser no ramificada con campo
de constantes F,. Sea Kg) CK (algin K= K(O_Z), ver principio de esta sub-
seccién) y se tiene que H = NK<1)/K OK“) C Ck. Ahora bien, las extensiones

H H

no ramificadas deben satisfacer que sus grupos de normas estan contenidas
en U para que su conductor local sea 1 para todo lugar p € Px y entonces su
conductor global sea 1.

Por otro lado se tiene el diagrama

(§1> Kab

nr

> IK.’O

ab
— KF®

N

Por la correspondencia de Galois, K™ corresponde a E& C K con E = KNK™
y [E:K]=[K"™: KF"] = h = |Ig |
Ahora bien, E tiene como campo de constantes F, lo mismo que Kg)

)

pues K'}) corresponde a B, esto es, K\ «— B = CL x (b) con CL =

Gal(K®b/K™) y como K es fijado por by y por tanto por (51>2, se tiene que
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XY
K = (Kab)<b1> , de donde, Kl(ql) = FE y por lo tanto Kg) es maximal con
respecto a ser no ramificada sobre K y tener a F, como campo de constantes.

) )

De hecho deberfamos haber escrito Kg;l — IA(;; pues tanto Kg como K
1

estan determinados por b;.

Mas precisamente, se tie-
ne Kyy) N KF> = K y
(1) b _ e(Wpab _
Ky KFP = Kp'FP =
K.
Veamos que Kg) es ma-
ximal con respecto a estas
propiedades.

ab
K KF?

Sea L/K una extensién abeliana, donde el campo de constantes de L es F,
y tal que Ky’ C L. Entonces L N KF2® = K y LKF2> D Ky KF2> = K™.
Como L/K es no ramificada, LKIF;b = K" y por tanto LKIFZb = KS)KIE‘Z'D

y de la teoria de Galois se sigue que L = Kg).

Pongamos Kg) = Kg’l). Veamos que hay exactamente h = hx = |Ix
de estos campos: extensiones abelianas no ramificados de K con campo de
constantes IF; maximales, y todos ellos tienen a su grupo de Galois isomorfo

a

Ck/B = CK70/C11( = Ik,0-

Por el Observacién 2.3.3, tenemos que si L/K es una extensién de g}alois,
finita o infinita, con grupo de Galois G, se tiene que si H < G y si H es la
cerradura de H, se tiene L = L.

Sean z:il, .. .,1:£h, h representantes de C o/C) = Ik y sean I_); = 1_75'1,
1 <i < h. Los grupos B; := Ck x (b;) son todos distintos y [Ck : B;] = h.
Los grupos B; dan lugar a h campos que son maximales en el sentido de ser

extensiones abelianas no ramificadas de K y tener como campo de constantes
)

F, (son maximales puesto que si Ké, es el campo asociado a B;, entonces

KQFb = ),
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K-

Kab

Crk,0

Knr

ab
KF;

Sea @ € Ck con grc:i = 1. Por tanto gr(czz’g_l) = 0 por lo que a pertenece a

alguna clase gﬁz méd Cj.. Asi, el grupo A = C) x ((:1’> da lugar a un campo
de clase de Hilbert como los anteriores y se tiene

%_CK:OX<>_CKOX<b> _CK

A Ckx (@ oLxpay B

Por tanto A = B;.
Los h campos asociados a By,..., B, son todos los campos con campo
de constantes IFy, que son extensiones abelianas no ramificadas maximales de

K. Sean Kg), . ,Kgl) estos h campos. El campo de clase correspondiente a

Crk,o X (b} es la extensién de constantes de grado h de K (ver el principio de
esta subseccién). Esto es, L := KF . es el campo correspondiente a Ck o X

(5.

Kab
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Afirmamos que

En efecto, puesto que B = (l;ﬁ';l)h = Efﬁ;h = gzh méd Cj, entonces
(Cro x <gh>) N (Ck x (Iz)) = Ck % <l:JZ‘> y l:;f”,l:)’;’ estan en la misma clase
méd C.

Se sigue que (Creo x (5)) N (Ck x (5:)) = (Creo x (B7)) N (Ck x (b))
para todo 1 <i,5 < h.

Se tiene que LKI(;) = LKg) y por tanto

LKY KD kW kD KPS kW - kD Kk g
| | | S |

=LK KD kW k@ kW= = Lk,
| I

Ahora bien, puesto que LN K% = K para toda ¢ por ser L/K extension
de constantes y Kg) /K geométrica, se tiene

K i LK{) = LK)
> N
N N h
\
\
h \ h
()
IS
h h AN
AN
\
K L=KF,
h q

(LK - KWW K] = h2. Se tiene

Gal(LK'} - KM /K) = Gal(L/K) x Gal(K'}) /K) = C), x Ix.

Este es el segundo andlogo al campo de clase de Hilbert.
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Teorema 7.2.19. Sea h = hix = |Ixo| el nimero de clase de K. Entonces

hay exactamente h campos Kg), 1 <@ < h con campo de constantes Fy y

tales que Kg)/K son extensiones abelianas no ramificadas de K mazimales
con respecto a estas propiedades. Se tiene que

Gal(K\W/K) = I, 1<i<h.
Finalmente, si L es la extension de constantes de K de grado h, se tiene
Gal(LK\W/K) = Gal(LKY /K) = Gal(LK '} .- K\ / K)
> Gal(L/K) x Gal(K} /K) = Cy @ I,

para todas 1 < i,5 < h. a

Ejemplo 7.2.20. La tnica extension abeliana geométrica no ramificada de
Fy(T) es Fg(T) misma.

7.2.5. Tercer analogo al campo de clase de Hilbert

Para un andlisis previo a lo que discutimos aqui, ver [136, Capitulo 14],
en donde se estudian los campos de géneros de campos de funciones. Ahi se
estudia el caso particular de que el conjunto de primos eran los primos sobre
el divisor de polos de T. En la siguiente subseccién, discutiremos con més
detalle este tercer analogo al campo de clase de Hilbert.

En el caso de un campo numérico K, Ky es la maxima extension abeliana
de K no ramificada y Ky es el campo de clase del grupo Jx s K*/K*, donde
S es el conjunto de primos infinitos. En general se define

Jrs = [ U x ] ;-

pésS pes

Es decir, al ser K /K no ramificada en S, los primos infinitos se descom-
ponen totalmente en Ky /K. Esto se puede copiar en el caso de campos de
funciones tomando como S cualquier conjunto no vacio finito de lugares de K
y definiendo como Ky a la médxima extensién abeliana no ramificada de K,
tal que todos los lugares de S se descomponen totalmente en Ky /K. Resulta
ser que Ky = Ké el campo de clases de rayos del médulus 1 con respecto a
S. Esto es, K corresponde a Jj ¢ K*/K* = Cj g.

Veremos que K /K es una extensién finita y que Gal(Kgy/K) = Cl(Og),
el grupo de clases del anillo Dedekind

Og ={z € K | vy(x) > 0 para toda p ¢ S} = m@m

p¢sS
donde para todo S # (), Cl(Og) = g;:’ss = (h"isore?g:)ig“‘;serf(lf?vos as y donde

para o € K*, se define (a)s = [[,¢5 pur (@) (Teorema 7.2.8).
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Més precisamente, el grupo de ideales fraccionarios de Og es Dk s =
Dk __

o= ﬂslj:;ig& =(pePx|p¢S)y se tiene el epimorfismo

A:Jx — Dg/Dg=(p ePx |p¢5), A(&):Hp”p(ap)
pES

Dk /Ds

P Y el epimorfismo inducido

con nicleo Jg s, Cl(Og) =
A:Jg — Cl(Op)

satisface que ntic A = Jg s K*. Por tanto

JK JK/K* CK CK 1
~ = = = Gal(Kg/K) = Cl(Og).
JK7SK* JK,S/K* CK7S 0]1(7‘5 ( S/ ) ( S)

En resumen, si S es un conjunto finito no vacio de lugares y sea

JK,S = HUp X HK;,

p¢s pes

entonces la maxima extensién abeliana de K no ramificada tal que los primos
de S se descomponen totalmente corresponde a Jg g 0, equivalentemente, a
JKﬁsK*/K* = CK,S~

Este sera el tercer andlogo al campo de clase de Hilbert Ky de K, el cual
es igual a K % y es la maxima extensién abeliana no ramificada de K tal que
todos los primos de S se descomponen totalmente en K é /K y se tiene

Gal(K§/K) = Ck [Ck g = Cl(Og).

En la siguiente subseccién retomamos este andlogo y es el que consideraremos
como el campo de clase de Hilbert para campos de funciones.

7.3. Campo de clase de Hilbert en campos de
funciones globales

Como mencionamos antes, el estudio de esta subsecciéon puede ser consul-
tado en [131] y en [4].

Sea K un campo global de funciones con campo de constantes F,. Sea S
un conjunto finito no vacio de lugares de K.

Definicién 7.3.1. El campo de clase de Hilbert relativo a S, Kg g, se define
como la maxima extensién abeliana de K no ramificada y tal que los primos
en S se descomponen totalmente en Kg g.
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De [136, Teorema 14.3.1] tenemos que el campo de constantes de Kp g
es F o donde d = med(gry | p € S), que Ky s/K es una extensién abeliana
finita y que

Gal(Ky.s/K) = Clg
con Clg = Cl(Og) donde Og = {z € K | vq(x) > 0 para todo q ¢ S}.
El isomorfismo Gal(Ky,s/K) = Clg estd dado por el mapeo de reciproci-

K K
dad de Artin: (7, KH“S'/K) = (H’—S/) : Cls — Gal(K]-Ls/K).

Para cualquier campo K y cualquier conjunto .S finito no vacio de lugares
de K, denotemos por hg al nimero de clases de ideales |Clg|. Sea L/K una
extensién finita y separable. Sea T := {P € Pr | P|x € S} y sea Or la
cerradura entera de Og en L.

Proposicién 7.3.2. Se tiene Ky sL C Ly .
Demostracion. Se sigue del hecho de que L = KL C Ky gLy de que Ky s/ K

es abeliana, no ramificada y los primos de S se descomponen totalmente. O

Observacién 7.3.3. Si Ky g N L = K, entonces hglhr. En efecto, se tie-
ne Gal(KH,SL/L) = Gal(KHﬁ/K) por lo que hs = |Ga1(KH75/K)| =
| Gal(KHysL/L)HhT

Ly T
Kys——KpgsL |hr
Gal(Lg r/L)
Gal(Kp.s/K) [ | hs hs GalTL /K s =Cal(Km sL/L)
EG&](KHs/K)
KpysNL=K——L

Proposicién 7.3.4. Si algin primo p € Px es totalmente ramificado en Op
o0 si algin primo p € S es totalmente inerte en L, entonces la norma N :=
Nryr/kyst Clr — Cls es suprayectiva. En particular se tiene que hs|hr.

Demostracion. Se tiene que, en cualquiera de los dos casos mencionados,
KpsnNL = K, por lo que el mapeo de restriccién rest: Gal(Lyr/L) —
Gal(Kpy s/K) es suprayectivo y hg|hr.

De [136, Teorema 16.7.4], se tiene el siguiente diagrama conmutativo

(,Luar/L)

ClT =~ Gal(LH)T/L)

Nl ircst ‘KH,S
Kus/K

Cls LI Gal(Ks/K)

Puesto que rest |k, o, ( ,Lur/L) y ( ,Ku,s/K) son suprayectivas, se sigue
que N: Clp — Clg es suprayectiva. a
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Aqui recordamos la relacién que existe entre el nimero de clases de divi-
sores hx de un campo de funciones global K y el nimero de clases de ideales,
dada por la férmual de Schmidt ([136, Corolario 10.2.15)):

th: ’7h5‘7

donde v = |[}f;((”?)0| yd=mcd(grp|p€S9).

Observacién 7.3.5. Si la extensién L/K es una extensién finita de Galois,
entonces Ly p/K también es Galois. La demostracién es la misma que la de
en la Observacién 7.5.4.

A continuacién definimos el campo de clase de Hilbert extendido de un
campo de funciones global.

En el caso de campos numéricos, el campo de clase de Hilbert extendido
corresponde al grupo de ideles J;j, esto es, a elementos totalmente positivos.
Debemos desarrollar un concepto de “totalmente positivo” en un campo de
funciones global. Este concepto que usamos aqui fue propuesto por Angles y
Jaulent en [4].

Sean K =F(T), poo €l primo infinito, es decir, el polo de (T)k, y Koo =
Fq((%)) la completacién de K en po. Sea x € K% . Entonces x se escribe de
manera Unica como

1\ e
x:(f> A€z, Nz €7, )\IEIF; y EIEUI(QO)C.

Ponemos 7o, = 1/T.

Definicién 7.3.6. Se define la funcidn signo de K3, como ¢oo: K3, — Fy
la cual esta dada por ¢oo(z) = A, para x € KX . El valor ¢oo(x) se llama el
signo de x. También ponemos sgn(z) = ¢oo(x).

Se tiene que ¢, €s un epimorfismo y nic oo = (Mg ) X U}? .
Observacién 7.3.7. Sea M € Ry = F,[T], M # 0, digamos que M es de
grado d y estd dado por M(T) = agT¢+aq 1T -+ ay T +ag = ade(l +
aaL (L) 4 ... 4 ﬂ(%)d*1 + @(%)d) = ad(%)*du con p € Ugjo Se sigue

aq aq ad

que el signo de M es el coeficiente lider de M: sgn(M) = agq.

Definicién 7.3.8. Sea L una extensién finita y separable de K. Se define
el signo de L* por el morfismo ¢, = ¢poo oNp /i : L* — F7.

Proposicion 7.3.9. Sea una torre de campos Koo C E C L. Entonces se
tiene

(1) ¢ = ¢ o N /E,
(2) Np/p(ntc¢r) C nicp.
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Demostracion. (1): Se tiene ¢ = ¢oo 0 Ny /g = dpoo © (Ng/x_ 0Ny /p) =
(¢E o NL/E) Por tanto ¢L = gf)E o NL/E-

(2): Si z € nicér, entonces 1 = ¢r(z) = ¢p(Ny,g(x)). Por lo tanto
Ny g(z) € nicdp. O

Observacion 7.3.10. La completacién de Q en oo, el lugar arquimediano de
Q, es Qo = R y la funcién signo ¢oo: R* = Q% — {£1} es doo(x) = 1 si
>0, do(z) = —18i 2 <0ynicps, =RT.

Ahora si L, = C, entonces para toda z € Ly, Ny /g, 2 = Ng/r2z =22 =
|2]2 > 0 y por tanto ¢, (z) = 1 para toda z € L,.

También notemos que la definicién de signo concuerda con la Definicién
7.0.5.

Teorema 7.3.11. Sean E/K ., una extension finita y separable y E™ /K,
la mdzima subextension abeliana moderadamente ramificada mdzima tal que
K. C E™d C E. Sean f el grado de inercia y e el indice de ramificacion de
EmOd/Koo. Entonces Fg = s es el campo residual de Emed Y

(1) existe £ € F% tal que E™°4 = IFE(( Y %5)) y ademds

¢u(E") = ((F)%, Nig /r, (£)),

(2) si ademds tenemos que 7 € N o /g (E™°4)*), entonces E™°9 =

Fo(({/5)) v on(E) = (F))

Demostracion. Sea K., C E*® C E la méxima extensién abeliana de Ko
contenida en E. Entonces por el Teorema 6.9.7 obtenemos que Ng, i (E*) =
NEab/Koo((Eab)*). Puesto que ¢ = ¢oo © Ng k. se sigue que ¢pp(E*) =
G ((B°)7).

Sea E™ =Fpg (( )) la maxima extensién no ramificada de K, contenida
en E. Se tiene vger (1) = e(E™|Koo)vx () =1-1=1, [Fg : F] = f =
[E™ : K] y E™°d/E" es totalmente ramificada, digamos de grado e, con
mcd(p,e) = 1, esto es p { e. Sea p un elemento uniformizador de E™°d.
Entonces vpgmoa (%) = (E”“’d|Em)vEnr (£)=e-1=e.

Se tiene vgmod (p (T) ) = 0, esto es, ,oe(l)_1 € Ugmoa = F*EUgrzod.
Podemos escribir p (i) =&ucon cFpyuc U,(Elrlod. Por tanto p° =
§u( ) Puesto que p 1 e se tiene que (Ugn)md)e = Ugﬂ),od y por tanto existe
ve U ,,)md con v¢ = u. De esta forma tenemos p¢ = &v° ( ) ¥ vgmoa (v) = 0.
Se sigue que (;) = f(f) y vEmod( ) = 1. De esta forma, podemos suponer,
tomando £ en lugar de p, que p® = f(%)

Por lo tanto tenemos Npgmod /. (p) = Npnr /i © Npmod gnr (p). Se tiene
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nr 1
(X B =x—e(z) = [ @0l
o-eGal(Emod/Enr)
X gy o (1) Nt ().
Se sigue que —&(7) = (—1)°Npmoa/pur(p) y por tanto Npmea,pur(p) =
(=1)¢7'¢(F) lo cual implica que

_ 1
Ngmod i (p) = Npne /g ((*1)6 15(f))
_ 1\f
= (_1)(6 l)f(NE"r/KaQ(f)) (f) :
Se sigue ¢pmoa(p) = Poo © NEmod/KOC (p) = ¢oo((—1)(e_1)f(N1FE/IFq (5))%)
(—1)e=Df Nr,/r, (§)-
Ademsés, puesto que E™°4/E™ es totalmente ramificada de grado e y la
norma en campos finitos es suprayectiva, se tiene

Ppmod (Fig) = dppnr (Npmoa por (Fi)) = dpnr (F)°) = boo (N /i, (F)))
= Goo(Npm /Ko (Fnr))) = oo ((Fg)) = (Fg)*.

Ahora bien (E™°d)* = (p) x F§, x U(n)wd y

Prmod (U oa) = Poo(Npmed e (Ubhoa)) = {1}

pues Ngmod /¢ (Ugmod) culd.
Se sigue que
oo (™)) = (B0 () boo (F3)) = ((—1) ™D Ni i, (€), (Fp)°)
= ((-1)* (1)) Ng, /x,(€), (F2)°)
= ((=1)* Ng,/r, (=€), (F5)°).

Se tiene (—1)¢/ = £1. Si (-=1)%/ = —1, entonces en caso de que p = 2,
—1 =1y en caso de que p > 2, ef es impar por lo que tanto e como f son
impares. Por tanto (—1)° = —1 € (F;)*. En resumen, tenemos, en cualquier
caso,

Poo(E™N)*) = (Negr, (=€), (F5)°).

Ahora bien, puesto que E*P/E™°d es de grado una potencia de p y
$oo(E*) C Iy con med(p, g — 1) = 1, se sigue que

Do (E) = 6o (E™)") = doo (E™)*) = ((F3)°, Niy s, (=€)).

Por otro lado E™°4 /K, es de grado ef y E™ = IFE(<l)> =Fy ((%)) y

Emed = Er(p) pues e = grlrr(p, X, E™) y p¢ = fT por lo que p

I
I
Sl

I
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o (5 -2 () () - 2(5),

Esto termina la demostracién de (1).

Para (2), tenemos que si 7 € Ngmoa g ((E™)*), entonces existe p €
1 1

E™d con Npmea/c_ (1) = 4 de donde —g(f) = —¢Npuwea/ () =
(—1)° Npmoa  gur (p) y por tanto —&(—1)¢ € Ngmoa/ e ((E™4)*).

Ademaés, como % es norma, se tiene que f = 1. De hecho se tiene que
+ es uniformizador de E™ y 1 = vk %) = Vi, (Npmea g (1) = f =
PO Ko (1) = 1, esto es, f = [(E™|Kuc) = 1y vgma(s) = 1.
Por otro lado (—1)° = Npumea, g (—1) = (—1)IF"" K] Se sigue que —¢ €
1\IEmod/I(oc ((EmOd)*).

Sea —& = Npmoa k. (0). Como p es un elemento uniformizador de Emod,
tenemos

/

(E™°N* = (p) X Flgmoa X U = (p) x Fi x UL .

Ahora bien v (Npgmoa,__(p°)) = es el cual es 0 si y solamente si s = 0 lo

cual equivale a que p° = 1. Ademds Npgmoa (U](;rz.od) - UI({IO)o Por tanto
—& = Npgmoa g () con 6 € F; por lo que —§ = 6¢ € (Fy)°. Se sigue que

() (D) - ()

- -(sif3) = ()

lo cual demuestra (2). O

Para el siguiente corolario ver [136, Proposiciones 9.3.19 y 9.3.20].

Corolario 7.3.12. La extension abeliana de K, asociada a nic ¢, €s el cam-
po K& := Koo | "/ —1/T| =Fo(( */=1/T)) la cual es la mdzima extension
abeliana moderadamente ramificada de K, tal que 1/T es una norma. En par-
ticular, si & es una extension separable de K., la extension abeliana de J&
asociada a nic ¢ por la teoria local de campos de clase, es la composicion

HO = HKS = [ Y =1]T) = A/ ~7a).

Demostracion. Sea F/K la extension asociada a nic ¢, dada por la teorfa
local de campos de clase, la cual, por construccién, verifica la identidad nérmi-

ca: Ng g (E*) = nlcos, = Ul((l)

oo

zZ
(%) (ver Proposicién 5.6.7 y Teore-
mas 5.8.64 y 5.8.75). De hecho, como % es norma, f = 1y Fy corrspon-

de a la ramificacién moderada y U I(go)o a la ramificacién salvaje, de donde
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1 . . .
F;UI(() = Uk, corresponde a la ramificacién. Por tanto a primera afirma-
oo

cién se sigue inmediatamente del Teorema 7.3.11 pues ™9 = F, (( Y —%))

y la e maxima es e = ¢ — 1, esto es, la maxima extensiéon corresponde a
(Do)

Ahora (ver Teoremas 5.7.13 y 6.9.5), tenemos que ¢y = ¢oo © Ny /i
lo cual implica nlicg¢_» = N;/Km (nic ¢ ). Por tanto, si Hy es el grupo
de normas de % /K, esto es, Ny /i #* = Hg. De esta forma tenemos
que nic ¢y = Hx N Hybie g, = Hx NHyo = H o . Por tanto nic ¢y =
Hyo = H, e vy en consecuencia, £ = HK$ = [ */=1/T] (ver
Teorema 5.7.14). O

Consideremos L/K una extension finita y separable. Sea Py := {p € P, |
plpoo}- Sea L, la completacion de L en v € Po. Se tiene que ¢, (x) estd bien
definido para x € L*.

Definicién 7.3.13. El elemento x € L* se llama totalmente positivo si
¢r,(z) =1 para toda v € Pu.
Se define LT = {z € L | x es totalmente positivo}.

Definicién 7.3.14. El grupo de signos de un campo global L se define por
Sigy := L*/L*T.

Si R es un subgrupo de L*, la imagen de R bajo Sig; se denota por sig; (R).
En particular, Sig; = sig; (L*).

Proposicién 7.3.15. Se tiene Sigy, = sigy,(L*) = [[,cp_ ¢1,(L3)-

Demostracion. Consideremos el mapeo 0: L* — [[,cp_ ¢1,(Ly) definido
por 0(z) = (¢Lv1 (),...,6L,, (x)). Entonces 6 es un homomorfismo de grupos
y & € nicld < f(z) = (qﬁLvl (x),.. S PL,, (x)) =(1,...,1) <= ¢, (2)=
I paratodav € P <= x € L*y0: L*/LY — [[,cp_ ¢r,(L;) es un
monomorfismo. R

Veamos la suprayectividad de 0. Sea (a1, ..., as) € [[,ep_ ¢1,(Ly). Sean
yi € Ly tal que ¢r,(y;) = ;. Digamos que y; = > 72 Bin?, m € Z,
Bm # 0. Entonces y; = B, 7™ con £ € Uélv) Y ¢r,, = ¢oo(NL, /K. (¥:)) =
¢<><>(NL,,7L/Koo (ﬂm))

Sea x € L* con v, (z —y;) > m. Ahora bien, vr, (y;) = m por lo que
vr, () = my ¢r, (yi) = ¢r, (v). De esta forma, usando el Teorema de
Aproximacién de Artin, tomamos z € L* tal que vg,, (x — y;) > m; donde
UL, (y) = miy (¢Lv1 (?/1)’--~~7 ¢Lvs (ys)) = (¢Lv1 ($)7~-~7¢Lv5 (55)) = 0(z).

Por tanto 0 es suprayectiva y 6 es un isomorfismo. O
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Observacién 7.3.16. Sea L un campo numérico. Entonces L, € {R,C} para
v|oo. Entonces Ny /g L} € {RT,R*} y ¢r, L} C {£1}. Entonces L*/L+ = Cj
donde ¢ es e nimero de lugares reales de L tales que Ny, g R* = R* pues en
este caso ¢, (R*) = {£1}.

Definicién 7.3.17. Sea Op, = {z € L | vy(z) > 0 paratodo p ¢ P }. En
otras palabras, O, = Og donde S = Pu. Sean P = {20 | x € L}
el grupo de ideales principales de O que son generados por un elemento
totalmente positivo y definimos el grupo de clases de ideales extendidos

Cl5 = Clf = I/ P} = 03" = C4,

donde I}, es el grupo de ideales fraccionarios de Op. Recordemos que Clj, =
I,/ P, donde P, = {(z) = 20 | z € L*}.

Se tiene |Clr| < oo ([136, Corolario 10.2.14]).

Definicién 7.3.18. Definimos los siguientes subgrupos del grupo de ideles Jp,
de L

Ur=[] L;x [ Ue..

VEPoo v€Poo
UZ’: H nuc ¢, x H Ur,.
VEPoo V¢ Poo

Se tiene que Uy, y UZF son subgrupos abiertos del grupo de ideles de L, Jp,
(ver la Observacién 6.2.16 y usar el Proposicién 3.2.1). Los grupos Ur, y U}f

. 1 .
son los correspondientes a J; y J; ' respectivamente en el caso de campos
numéricos.

Proposicion 7.3.19. Los grupos de clases de ideales en el sentido ordinario
y en el sentido extendido (o restringido) estdn dados por los isomorfismos
canonicos

(1) Cly, = JL/ULL*,
(2) Clf =CI$t = J, /U L*.

Demostracion. Es consecuencia del isomorfimso I, = J, /Uj,. O

Corolario 7.3.20. Las clases en el sentido ordinario y en el sentido extendido
estdn ligadas por la sucesion exacta

1 — sig; (EL) — Sig;, — CI§" — Cl, — 1,

donde E1, son las unidades de Oy,.
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Demostracion. Sea 0: CI$* —s Cl;, dada por @ méd Uj L* %, &méd
Ur,L*. Entonces 6 es un epimorfismo con nicleo nicf = ULL*/UZ'L*. Por
tanto se tiene la siguiente sucesién exacta

1 — U, L*)USL* — CI§" — Cly, — 1.
Sea v: Ur, /U — UrL*/U; L* dada por ¢(d méd U;) = @ méd Uj L*.

Entonces es un epimorfismo bien definido. Ahora, se tiene

U o [T =22 = [T én.(L5) = Sig, .

- .
UL VEPoso nuc (va VEPoo
Por tanto se tiene la sucesién exacta
UfL*nuU U UpL*
1—>n1’1cw=L7+L—>7€r§SigL_> i L.
Uy U; UL~
Se sigue que la sucesién
UfL*nuU
1 LU7+L — Sig; — CIS* — Clg —> 1
L
es exacta. .
Ahora sea p: L*NU, — U/ L*NU, — YL DU qada por w(§) =

Uy
& méd UL+. Verificamos que u es epimorfismo. Sea £ € UZFL* NUL, & =abe Up
yac U, be L* Estoes, £ =bméd U y & € Up, b € L*. Por tanto pu(b) = &
y b € L*. Entonces se tiene b = a1 € ULUT = Uy. Por tanto b € U, N L*.
De esta forma p es suprayectiva.

P
Por otro lado, nticu = (L* NUL) NU; = L* NU; por lo que % =
L*NUL v
LNU} "

Puesto que Uy, = HUE7300 L} x Hvépoo Up,, L"NU,=ELy LN Uz' =
L*nN UZ NU, =FEr,N U;‘ = Ez Por tanto
UL nuUy , Ey , ELL”
uvr Ef L*

= sig(EL),
como consecuencia de la Proposicién 7.3.15. a

Sea Ly la extensién abeliana de L correspondiente al subgrupo de ideles
L*Uyp. Entonces Ly es la maxima extensién abeliana de L no ramificada y
donde los elementos de P, se descomponen totalmente. En otras palabras,
Ly es el correspondiente al tercer andlogo al campo de clase de Hilbert con
Ly =Ly, y donde S = Po,. Ademés

Gal(LH/L) = CZ(OL) = ClL = JL/ULL*

Estamos en condiciones de definir el andlogo al campo de clase de Hilbert
extendido en el caso de campos de funciones globales.
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Definicién 7.3.21. Sea Ly+ = L$* la extensién abeliana de L correspon-
diente al subgrupo de ideles L*U;" donde U;" = [l,ep, nicor, x[[,ep UL,

El campo Lg+ recibe el nombre de el campo de clase de Hilbert extendido
correspondiente a Of,.

Se tiene que L+ /L es una extensién no ramificada en ningtin primo finito,
Ly CLy+y

Gal(Ly+ /L) = J,/L*U} = I/ Pf = Cl} = CI§*.
Por otro lado, se tiene

Ug LZ L*
— - = L .
o = M e = I o=

1%

Observacién 7.3.22. Como consecuencia del Corolario 7.3.20 se tiene que
(L : Lyl Sigr, | = [Tyes [or, (L3)I(g — DI

Por tanto, Lg+ /L es no ramificada en los primos finitos y moderadamente
ramificada en los primos infinitos.

Ademas
Gal(Ly+/L) . UpL* _| Sig,
Gal(Ly/L) ~ UfL* )

T
UL

IR

Gal(Lg+ /L)

Todo esto es aplicable a campos numéricos sustituyendo ¢ — 1 por 2.
Ejemplos 7.3.23.

(1) Para L = K =Fy(T), sig(L) = sig(F;) = F;. Esto es, Sig;, =F; =
EpL*/L*, sig(EL) = F;. Por tanto, Ly = Ly+ = L

(2) Sea M € Ry = F,[T] un polinomio ménico de grado mayor o igual
al.Sea L = K(Ap).

Tenemos que para toda v € Py, L, = Koo( q‘%/fl/T), PL, = (oo ©
Ny, k... Por el Teorema 5.8.62, N, /i L% = (mo0) x US) por lo que
niuc ¢r, = L¥ y Sigg = {1}. Se sigue que Ly = Ly+.

Observacién 7.3.24. Sea L/E una extensién finita y separable de campos
globales. Entonces Ep+ C Ly+. Si L/E es una extensién de Galois, entonces
Ly+/E también es de Galois.

De hecho se tiene

Eyg+

LEy-

Ey+NL— L

~

E
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Ahora bien Ex+/Eg+ N L es una extensién abeliana no ramificada en los
primos finitos lo cual implica que LEf+ /L también lo es.

Consideremos la norma Ny p: Cp = Jp/L* — Cg = Jg/E* de gru-
pos de ideles y puesto que N, /p, (nic¢r,) C nicép,, Ny, p(US) C UL y
Nz, e(L*) C E*, se sigue que NL/E(UEL*) C U E*. Ahora bien U E* co-
rresponde a Ep+. Por el Teorema 6.9.5 obtenemos que Ey+ C Eg+L C Ly+.

Ahora si L/E es una extensién de Galois, consideremos o: L+ — L+
un monomorfismo tal que o|g = Idg. Puesto que L/FE es Galois, o|p: L — L
con o|g = Idg, obtenemos que o(L) = L. Por otro lado como o(ntc ¢y, ) =
nic ¢y, se tiene que o(Uf) = U} y o(L*) = L* lo cual implica que
o(Uf L*) = Uf L*. Por tanto o(Lg+) = L+, esto es, 0 € Autp(Lg+) por lo
que L+ /FE es Galois.

Observacién 7.3.25. De hecho, para x € {ge, ger, H, HT} y para una exten-
sién finita y separable L/E de campos globales, se tiene que F, C L.

Para finalizar esta subseccién, veamos cuales son los campos de constantes
de Ly para un campo de funciones global L con campo de constantes [F,. Ha-
cemos notar que se calcula el campo de constantes de Ly en [136, Proposicién
14.8.3]. Ver también [136, Teorema 14.3.1] y el Corolario 7.2.17 més adelante.
Aqui daremos una demostracién diferente.

Sea pues L/K una extensién finita y separable donde K = F,(T). Re-
cordemos que si tenemos una extension abeliana finita E/F tal que el cam-
po de constantes de F' es IFy y tal que E corresponde al grupo A de ideles
de Jp, esto es, Gal(E/F) = Jg/AF*, entonces si d = min{n € N |
existe & € A con grd = n}, se tiene que el campo de constantes de E es Fa
(Teorema 6.8.37).

En [136, Teorema 14.3.1] se da el campo de constantes del campo de cla-
ses de Hilbert. A continuacién volvemos a obtener este resultado por otros
métodos.

Sea cong/pPoe = P{' Py y sean t; = grp;, 1 < i < r, tyg =
med(ty, ..., t).

Teorema 7.3.26. Con las notaciones anteriores, el campo de constantes de
Ly es ]tho

Demostracion. Sean aq,...,a, € Z tales que tg = 22:1 a;t;. Sea @ € Jr, el
idele dado por componentes como oy, = mp!, 1 <i <7y ap =1 para p { po.
Entonces @ € U y

gra—Zalgrap —Zalgrplvpz 7Tp Zat = {p.
i=1 i=1

Ahora sea ﬂ € Ur. Entonces las componentes de B son de la forma ﬁpl
fmp ,1<i<rcon& eUy, ybi€Zy By €Uy para p { poo. Entonces grﬁ—
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iy bit; y puesto que tolt;, 1 < i <7, tg grﬁ. Se sigue que tgp = min{n €
N | existe & € Uy, tal que gr&@ = n}. Por el Teorema 6.8.37 obtenemos que el
campo de constantes de Ly es Fyr. O

Teorema 7.3.27. Sea K/k una extensidn finita y separable con k = F(T).
Sea Ok la cerradura entera de Fy[T] en K. Entonces un ideal fraccionario p
de Ok se descompone totalmente en

(1) Ky /K si y solamente si p es principal;
(2) K+ /K siy solamente sip es principal generado por un elemento
totalmente positivo de K, es decir un elemento de KT = {z € K |

bk, (x) =1 para toda plpoc}-

Demostracion. Del Corolario 6.9.4 se tiene que p se descompone totalmente
en Kp/K (resp. en K+ /K) siy solamente si 0[Ky ]y := {(...,1,2,1,...) |
r € Ky} C K*Ug (resp. C K*Uj) si y solamente si para toda z € Ky
existen 8, € K* y @, € Uk (resp. d, € U;) tal que Ofz], = [,d,. Por
tanto d, = (...,B8;%,...,B8; % B, B, ..., B, ...). Esto es equivalente

1
p

a vg(Be) = 0 para toda g # py a1 b v (B:1),,. € [lgp. Ky (vesp.

(ﬁa:_l)thm € Hq\poo ntic ¢Kq).

Sea x € K. El ideal principal en Ok generado por 3, satisface (Bz) =
p" = B, Ok . En particular para x € K, con vp(8;) = 1 tenemos (3;) = p,
B. € K*. Por tanto p es un ideal principal p = (B;) (resp. p es un ideal
principal p = (B;) y 8. € nic ¢x, para toda qlps). O

7.4. Teoria global de campos de clase via ideales o
divisores

En la formulacion via ideles de la ley de reciprocidad, las extensiones abe-
lianas finitas corresponden unfvocamente con los grupos de normas Ny, /i Cr.
En la formulacién via ideales (campos numéricos), hay una correspondencia
(no biyectiva) similar, pero més complicada. Aqui también las extensiones
abelianas finitas corresponden a ciertos grupos de normas (més de uno) en
el grupo de ideales fraccionarios D de K. El simbolo de la norma residual
(_,L/K): Cx — Gal(L/K) es reemplazado por el simbolo de Artin, pero este
iltimo no esta definido en los primos ramificados.

Para un médulus m = Hpe]P’K p™r, DR denotard al grupo de ideales frac-
cionarios (divisores) primos relativos a la parte finita de m, P es el grupo
de ideales (divisores) principales (a) € Px con a = 1 méd m. Esto tltimo
significa que si p|m es finito, entonces a = 1 méd m significa ¢ = 1 méd p™ en
el sentido usual. Si p es real y ny, = 1, a = 1 mdéd m significa a > 0 en el lugar
p. Siny, = 0 o p es complejo @ = 1 méd m no establece ninguna restriccion
para a.
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Definicién 7.4.1. El grupo Py se llama el rayo médulo m y todo grupo Hp
tal que PR C H C D% se llama el grupo ideal (divisor) mddulo m'y D% /PR
se llama el grupo de rayos mddulo m.

Sim=1, D% = Dg y PR = Pk, es decir, D}, /P, = Dy /Px = I es el
grupo de rayos médulus 1.

Por ejemplo, si denotamos oo un lugar real de K (caso numérico) y m = oo,
se tiene D = D = D = Dk y P = {(a) € Pk | a > 0en oo} C Pg C

Dk /PE ~ .
Dk y P}f//PIé:o &~ Dy /Pxg, es decir,

— e — Dy — Dk —1

P Py Py
es exacta. Se puede pensar que Dk /Pk corresponde al campo de clase de
Hilbert y que Dk /P? corresponde al campo de clase de Hilbert extendido, de
hecho, con mas precision, el campo de clase de Hilbert extendido, corresponde
al médulus m:=[[, .. py Pg = {(a) € Pk | a > 0 para todo p real}.

Definicién 7.4.2. Sea K un campo numérico. Si L/K es una extensién abe-
liana finita y m es un médulus, m se llama mddulus de definicion o modulus
admisible para L/ K si L estd contenido en el campo de clases de rayos médulus
m, es decir si Cg € Ny, g Cp o, equivalentemente, L C K™.

Si m|m’ y si m es un médulus de definicién para L, también lo es m’ pues
cn com.

El conductor f = fr/x = f(L/K) es el médximo comtin divisor de los moduli
de definicién de L/K (Definicién 7.4.2).

Definicién 7.4.3. Sea K un campo numérico. Si L/K es una extensién
abeliana finita y m es un médulus de definicién de L/K, entonces HE :=
(Ni,x DR)Pg se llama el grupo ideal definido mddulus m asociado a L/K.

L/K L/K
Sea (/T> el simbolo de Artin, esto es </T> = Fr, € Gal(L/K) el
automorfismo de Frobenius para p € Pg finito y no ramificado en L.

Teorema 7.4.4. Sea K un campo global. Sea A: Jx — Dk dado por

A@) =ag = [] o).
peEPK
pfoo

Entonces si m = HpelP’K p"r es cualquier modulus, A induce un isomorfismo

Am: O /O™ —s D™ /P,
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Demostracion. Se tiene Ci /CR = Jx/JRK*, donde J = {d € Jx | & =
I1médm}. Sean S = {p € Px | pim} y J™ = JS = {d € Jg | op =
1 para todo p|m}. Notemos que si S = {p | p|m}, entonces Jé(m =Jz.

Primero probemos que Jx = Jl((m> JRK*. Sea d € Ji. Por el Teorema de
Aproximacién de Artin, existe @ € K* tal que aya = 1 mdéd p™» para p|m.
Escribimos aya = 3,7y, con

Bp =1 para pm y [, =apa para pfm,
Yo =apa para plm y =1 para ptm.

Entonces § = (Bp)p € J;;n) vy = (mw)p € JB. Ademas, se tiene, & =
Bya~t € JS m K. N
ien O o~ _Jrk i
Ahora bien o = i TR S Jmrens ™
que A: Jg¢ — Dy induce un epimorfismo

I IRK

De esta forma se tiene

J S prypr GV u(@) = A(@) méd PR = ag méd PR
y nicp = JRK* N Jé(m puesto que de la expresién A(&) = proo purlar) =
(a) = Hp)[oo pUr(@) € PM se sigue que aya~! = 1 méd p™ para toda p y por
lo tanto tenemos el isomorfismo buscado. O

Sea ahora K un campo numérico. Sea m un moédulus de K tal que L estéa
contenido en el campo de clases médulus m, L € K™ esto es, C'g C Np, =
Np/k Cr.

Se tiene que si p f m entonces p es no ramificado y por tanto se obtiene un
homomorfismo

(L/—K> . D™ — Gal(L/K)

ap
dado por <L/TK) = 1] <L/TK> donde a = Hp pry (L/TK> es el simbolo

ptm
ptoc
de Artin en p.

Se tiene que si p es un ideal primo y 7, es un elemento primo de K,,
L/K

entonces <T> = ([mp1p, L/K) = ¢1 i ([mp]p) puesto que ambos son el

automorfismo de Frobenius correspondiente a p.

Teorema 7.4.5 (Reciprocidad via ideales). Sea L/K una extension abe-
liana finita de campos numéricos y se m un mddulus de de definicion de L/ K,
esto es, L C K™. Entonces el simbolo de Artin induce un epimorfismo

(L/_K) L DR /PR — Gal(L/K)
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el cual tiene micleo Hy /P donde Hfp = (Np,x DT)PR donde D} son
los ideales fraccionarios de Dy primos relativos a m. Por tanto D% /HR =
Gal(L/K).

Mas ain, se tiene un diagrama conmutativo cuyas filas son exactas

Il —— Ny Cp —— Ok REZL0N Gal(L/K) —— 1

lAm lAm lld
(%)
1 —— H»/P® — 5 D/P®» 2% Gal(L/K) —— 1

donde Ay, es el mapeo inducido por A en el Teorema 7.4.4.

Demostracion. El isomorfismo Ay, : Cx/CR — D% /PR da lugar a un dia-

grama conmutativo

oxjor S, AL/ k)

i | = [1a

donde f es el homomorfismo que hace conmutativo el diagrama, es decir f =
(_,L/K)o AL

Veremos que f estd dado por el simbolo de Artin.

Como se vio anteriormente, cada clase Cx /CR estd representado por un
idele en JI<{m> = {d@ € Jk | ap = 1 para p/m}. En particular el grupo Cx /CR
estd generado por las clases de los ideles [m, ], donde p es un primo finito que
no divide a m y 7, es un elemento primo de K.

Sea ¢ € Ck/Cp la clase de [mp|,. Entonces An(c) = pméd PR y

f(Am(c)) = (¢, L/K) = ([mp]p, L/K) = <L/TK> Por lo tanto f es indu-
L/K

cido por el simbolo de Artiny | —— | : D% — Gal(L/K) es un epimorfismo.

Queda por probar que la imagen de Ny, Cp, bajo An: Cx — DR /PR es

L/K
el grupo H® /PR pues esta imagen corresponde a nic f = nic ( / > Mas
precisamente,

1 —— NpgCp ——  Ck RSLZAN Gal(L/K) —— 1

Al“ J{ lAl“ J{Id

1—— B Y5 pu/pn %, Gal(L/K) — 1

por lo que niicp = B =im® = im A,,.
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Definimos J£m> = {ad € Jp | ap = 1 paraP|m} y se tiene que J, =
J£m>JE‘L*. Por lo tanto, ya que Ny, g JT' C Jg y que Ny, x L* C K*, se
tiene

Nk Co  Npjg(Jo)K* (Npg (™) TR K

cm JmK JOK*
El isomorfismo
Cx L JNIRKT ~ DR

Ap: o = K —K
"om JRK* pp

asigna a la clase & € JI<?1> la clase del ideal A(d) = ag = [, pUr(aw) € pm.

L/k CL

N
Los elementos de —5w—— son las clases representadas por la norma de
K

ideles Ny /i J £m> en J I<<m>. Por tanto son mapeados precisamente sobre las
clases de normas de ideales N, DT en D% por lo que

O

Am(NL/K CL) _ Nk DE)PR _ HR
CR Pg PR

L/K
Corolario 7.4.6. El simbolo de Artin </T> , a € DR depende inicamente

de la clase a méd PR} y da lugar a un isomorfismo en campos numéricos

(L/_K) : Z[% =5 Gal(L/K). O

Observacion 7.4.7. El Teorema 7.4.5 pone en evidencia que, a diferencia con
el grupo de clases de idéles, en donde para cada extensién abeliana finita L/ K
correspondfa un tnico subgrupo de Ck, a saber, Ny, x Cr, cuando usamos
ideales, para cada médulus m tal que L C K™, nos corresponde un grupo H
y por tanto no tenemos unicidad.

Definicién 7.4.8. El grupo H = Ny (D})- P se llama el grupo de ideales
declarado médulo m correspondiente a L/K.

Como consecuencia del Teorema de existencia del TCCG (L «— N, =
N,k CL), se sigue que el mapeo L — Hp da lugar a una correspondencia
biyectiva entre los campos de clases de rayos mddulo m y los subgrupos de
D% que contienen a Pg: P C HR C DR en campos numeéricos.

El siguiente teorema establece que la descomposiciéon de un primo p no
ramificado en L, se puede leer directamente del grupo de ideales HE que
determinan a L.

Teorema 7.4.9 (Ley de descomposicién de primos). Sea L/K una ex-
tension abeliana de grado n de campos numéricos y sea p € Py un ideal primo
no ramificado en L. Sea m un modulus de definicion de L, esto es, L C K™, el
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cual no es divisible por p (por ejemplo, se puede tomar como m al conductor)
y sea HE el grupo de ideales correspondiente a L.

Si f es el orden de p méd H en DR /HRE, esto es, f es el minimo ndmero
natural tal que pf € HE, entonces p se descompone en un producto

p=P1--Pn

de h = n/f primos distintos P1,..., By de grado [ sobre p, donde se tiene
f=10L/Bi: Ok /p].

Demostracion. Sea p = Py --- P, la descomposicién de p en L. Puesto que
p es no ramificada, los B; son distintos y de grado igual a f’, donde [’ es el

orden del automorfismo de Frobenius Fr, = 5 ) Puesto que D} /HR =

Gal(L/K), f" es el orden de p méd H en DR /HR.

Corolario 7.4.10. Sip es no ramificado en L/K, entonces p se descompone
totalmente en L/K <= p € HR (es decir, <= f=1). O

Corolario 7.4.11. Sea L/K es una extension abeliana finita de campos
numéricos. Entonces hay una infinidad de lugares de K totalmente descom-
puestos en L. a

Proposicion 7.4.12. Sea K un campo numérico. Sea Ky el campo de clase
de Hilbert. Entonces Ky = K' es el campo de clases de rayos mddulo 1.
Entonces p se descompone totalmente en Ky /K <= p es principal.

Demostracion. En este caso tenemos C /Ck = Ix = D} /Py = DR/HR,
)

m=1
por lo que H' = Pk, es decir D = D} y Px = P. Por tanto p se descom-
pone totalmente <= p € Px <= p es principal. a

Finalmente tenemos el siguiente resultado, conjeturado por Hilbert y cuya
demostracién es complicada. Se reduce a probar que el mapeo de transferencia
Ver: G/G' — G'/G" es el mapeo trivial.

Teorema 7.4.13 (Teorema del ideal principal). Todo ideal a de K se
hace principal en el campo de clase de Hilbert.

Demostracion. [79)]. O

Definicién 7.4.14 (Definicién 7.1.20). Sea K un campo numérico. El cam-
po de clase de Hilbert extendido K g+ es la maxima extensién abeliana de K
no ramificada en ningin primo finito.



354 7 Grupos de congruencias

Se tiene que Kpy+ es el campo de clase de rayos de m = [} es reat . En
peEPK
particular my = 1, mo, = 00 = Hp real P-

Ahora, D% = Dk = Dg y PR = {(a) € Pk | « es totalmente positivo} =
P = Pt Asi Pj: C P C Di y

Cal(Ky+ /K) = Dg /Pt — Gal(Kp/K) = Dy /Pr = Ik.

y la siguiente sucesién es exacta

Pr Dx Dk

1 & =K —1 Ky+
PY Pt Pk
PK
B+ | 2 grupo elemental
K
Dk
Pt Ky
Dk
Pk
K

Notemos que si r es el nimero de lugares reales en K, entonces Pg/ P; es
un subgrupo del 2-grupo elemental C3 y, por supuesto, la contencién puede
ser propia.

Proposicion 7.4.15. Para K un campo numérico, sea K g+ el campo de clase
de Hilbert extendido. Entonces p € Pk, p finito, se descompone totalmente en
K+ si y solamente si p es principal generado por un elemento totalmente
positivo.

Demostracion. El campo K+ corresponde a C};, donde 1T = Hp real P Y SE
tiene Cx /CL = Dg /P;t. Esto implica que H'" = PL~ = P;f. Por tanto p
se descompone totalmente <= p € P;g <= p es principal generado por un
elemento totalmente positivo. a

Observacién 7.4.16. Notemos que K+ /K es una extensién finita a pesar
de que permitimos a los primos infinitos ramificarse. Esto no se cumple para
los primos finitos. Por ejemplo, se tiene que

U Q)" =Q(Gm)*

es una extensién abeliana infinita de QQ en la cual solamente el primo p se
ramifica.

7.5. Sobre la extension Ky+/Kgy

En esta subseccién profundizamos més sobre la extensién Kp+/Kpy.
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Observacién 7.5.1. Existen campos numéricos K tales que [Kg+ : Ky] =
2% con s > 1. Dos trabajos en donde se discuten problemas de densidad
relacionados con este fenémeno son [34, 66].

Ejemplos 7.5.2. Con respecto a la Observacién 7.5.1, usamos el programa
Sage para hacer los cdlculos de los ejemplos proporcionados en [34, 66].

(1) Sea K = Q(«a), donde Irr(x,, Q) = a® — 22* — 3223 + 4122 +
220z — 289. El discriminante de K es §x = 405,673,292,473. El grupo
de clases extendido de K es I;g >~ Oy x Cy x Uy x Cs y por tanto
Gal(Kg+/K) =2 Cy x Cy X Oy x Co. El grupo de clase de K es I &
Cy x Cy y en particular Gal(Kpy/K) = Cy x Cy. Se sigue que

Gal(Kg+ /Kp) = Cy x Oy x Cy x Cy = Cy.

(2) Sea K = Q(B) donde Irr(x, 3, Q) = x®—2*—2123—T722+682+60. El
discriminante de K es §x = 52,315, 684. El grupo de clase extendido
de K es I}E >~ Oy x Cy x Cy y el grupo de clase de K es Ix =2 Cs.
Entonces
Gal(KH+/K)%C4><C2><C2; Gal(KH/K)’ECQ,
Gal(KH+/KH) = CQ X 02 X CQ = CS
(3) Sea K = Q(v) donde Irr(z,v,Q) = 2% — 22* — 623 + 822 + 8x + 1.
Entonces
0 =638,597; Gal(Kpy+/K)=Cy x(Cy; Gal(Ky/K)={1};
Gal(KH+/KH) = 02 X 02 = 022

Los siguientes dos ejemplos, satisfacen, en ambos casos, que K es una
extensién cubica abeliana de Q (por supuesto con grupo de Galois,
Gal(K/Q) = C3).

(4) Sea f(z) = x® — 237z + 316 € Z[z]. Entonces, si K es el cam-
po de descomposicién de f(x) sobre Q, entonces K/Q es abeliana y
Gal(K/Q) = (5. Se tiene

Gal(KH/K) 202@06

Gal(KH+/K) = C4 D Clg.
En particular,

Gal(KH+/KH) = Oy d Cs.
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(5) Sea g(x) = 2 — 2? — 234x + 729 € Z[z]. Entonces, si K es el
campo de descomposicién de g(z) sobre Q, entonces K/Q es abeliana

y Gal(K/Q) = C5. Se tiene
Gal(KH/K) = C2 @CG

Gal(KH+ /K) ~ Cy ® Ca.
En particular,
Gal(KH+/KH) = Oy ® Cs.

Sea K un campo numérico y sea J la conjugaciéon compleja. Si K/Q es
una extensién de Galois, se tiene que J € Gal(K/Q) puesto que J|g = Id. Se
tiene que o(J|x) = 1 6 2. Més aun, se tiene se tiene J|x =Id < K CR.

Si o(J|k) = 2, {1,J} no necesariamente es normal en G = Gal(K/Q).
Por ejemplo, si K = Q(\S/i, Cg), entonces K/Q es una extensién de Galois,
Gal(K/Q) = (o,7) = S5 donde se tiene que o (v/2) = V2 'y o((3) = (5 = (%
7(V2) = (3V2 y 7((3) = (3. Entonces K9 = KNR = Q(V2) y donde
tenemos o = J|x. Ademés tenemos K () = Q((3) y por tanto (1)<G, (o) 4 G,
o(t) =3y o(o) = 2.

Q(V2) ——Q(V2,6)

Q——Q(¢)

En general, dado K, consideremos L := KJ(K). Entonces J actia en L
pues J(L) = J(K)J?*(K) = J(K)K = L. Si K C R entonces L = K. Més
generalmente, L = K <= J actia en K, es decir si J(K) = K.

De esta forma, si K/Q es Galois, J € Gal(K/Q) y [K : K/] =1 6 2,
Gal(K/K”) = (J|k) y K/ = K NR pero K’ no necesariamente es normal
sobre Q.

En el caso en que K/Q no sea Galois, tenemos que K/ = KNRy [K : K]
es en general arbitrario. Por ejemplo, si K = Q(Cn {L/Q), n € N arbitrario,
entonces K’ = KNR=Qy [K:K/|=[K:Q] =n.

Como lo establecimos anteriormente, el campo de clase de Hilbert Kz de
un campo numérico, corresponde al grupo de ideles

T

Ji =]V Ck=JkE*/K* y Gal(Ky/K)=Cx/Cl = Jx/J}K"
P

y el campo de clase de Hilbert extendido K g+ corresponde al grupo de ideles

Ie=Tl o= [ U Cg=JgK/K* y

p real p no real

Gal(Kpy+ /K) = Cx /O = Jg )T K*.
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Se sigue que
Gal(Ky+ /Knr) = (T3 K*) /(T K7).
Se tiene la siguiente sucesién exacta

1 — Gal(KH+/KH) — Gal(KH+/K) — Gal(KH/K) — 1.
e 1% Il

(JLE*) /(I K*) JK )T K Jr /I K*
Ky+
> Gal(Ky+ /Kn)

Cal(K 4 /K) | Ky
>Ga1(KH/K)
K

En resumen, tenemos

Te=[[e= ] R x [[ < x]]0.
b

p real p complejo ptoo
Je=Tluv"= [ o=l R x [I < ][0
p real p no real p real p complejo ptoo
Jie s [ 2 agy,
J11{+ p real R*

donde r es el nimero de lugares reales de K.
Sea 1 J]l(/JIl(+ — (J}(K*)/(JIIQK*) > Gal(Kg+/Kp), el mapeo natu-

ral definido por x méd Jll;’ 2y 2z méd J};f K*. Entonces 1 es un epimorfismo
yntcy = (JL N J11(+ K*)/Jll;“. Por tanto tenemos la siguiente sucesién exacta

1— (JL NI KT — (Jh)/ (i) = Cy — Gal(Kp+ /Ky) — 1.

Se sigue que Gal(Kp+/Kpg) es un 2-grupo elemental abeliano de rango
menor o igual al nimero de lugares reales r de K.

Ejemplo 7.5.3. Primero notemos que Qg+ = Qp = Q debido al Teorema
de Minkowski el cual establece que en cualquier extensién propia K/Q hay
un primo finito ramificdindose (ver Ejemplo 7.1.21).

Ahorca consideremos cualquier campo ciclotémico K, = Q((,), n € Ny
sea K;7 = Q(¢,)" el subcampo real. Sean h, y k' los nimeros de clase de
K, y K, respectivamente. Entonces h;t|h,, (ver [136, Teorema 16.7.33]).

Si hy, = 1 entonces h;7 = 1. En este caso se tiene que el campo de clase
de Hilbert de K,, es K,, y el de K, es K. Consideremos cualquier n tal que
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h, =1y que n tenga dos factores primos distintos (en ese caso K, /K, es no
ramificada en todos los primos finitos ([136, Teorema 5.3.2])).

Ahora bien, si (K,)g+ vy (K;F)g+ son los campos de clase de Hilbert
extendidos de K, y K respectivamente, entonces, puesto que (K;7)y+ /K,
es abeliana y no ramificada en los primos finitos, se tiene que (K )g+ C
(Kn)p+ = (Kn)g = K, pues h, =1y todos los lugares de K,, son complejos.
Se sigue que (Kf)y+ = Ky En este caso, 7 = ¢(n)/2 y Pyt /PF, = Cy que
es un subgrupo propio C§ para r > 1. !

Hay 30 campos K, con h,, =1 ([136, Ejemplo 5.2.10]). Por ejemplo pode-
mos tomar n = 45 y en este caso r = 12.

Observacién 7.5.4. Sea K/Q una extensiéon de Galois. Se tiene que tanto
Ky como Kpg+ son extensiones de Galois sobre Q. En efecto, consideremos
o un monomorfismo de Ky en una de sus cerraduras algebraicas, 0: Ky —
Kpg. Se tiene que ol : K — K y puesto que K/Q es una extensién normal,
se tiene que o(K) = K. Ahora bien, 0(Kg)/o(K) = K es una extensién
no ramificada en ningin primo y es una extensién abeliana, se sigue que
Kpo(Kg)/K es una extensién abeliana no ramificada, lo cual implica que
o(Kp)Kpg C Ky, es decir, 0(Kg) = Ky v Ki/Q es una extensién normal.
Un argumento totalmente andlogo se aplica a Ky+/Q.

Observacién 7.5.5. En un campo real K/Q, po, = oo puede ser ramificado
en el caso de que K no sea totalmente real.

Ejemplo 7.5.6. Sea K = Q(+v/2) C R. Se tiene que K tiene 2 encajes com-
plejos:

o1: V2 — V2, o09: \3/5—>C3\?/§; o3: \75—)(%\3/5
Los encajes oo y o3 son complejos y o1 es real y poo = ’POOJPEOQ donde P 2
corresponde a la pareja de encajes {09, 03}, 3 = 03.

Observacién 7.5.7. Atn en el caso de que la extensiéon K/Q sea de Galois,
no necesariamente se tiene que Ky = K }]Fr'

Ejemplo 7.5.8 (Ver [136, Ejemplo 5.2.10]). Sea K = Q(v/—23). Se tie-
ne que hxg = 3 y los campos de clase de Hilbert y de Hilbert extendi-
do coinciden pues K ¢ R. Se tiene Ky = Ky+ = Q(v/-23,a) donde
a = {/(25 +3v/69)/2 + {/(25 —3v69)/2. Sea L = Q(a) C R. Se sigue que
L=Kj. #Kpy.

KH = KH+ = Q(\/@J))
/ \
V=23)
\ /
Q

Q( Q(a)
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Campos de géneros via campos de clase

8.1. Campos de géneros

Los campos de géneros son tratados en [136, Subseccién 6.4.1 y Capitulo
14].

Sea K un campo global y sea J# /K una extensién finita y separable. Sea
A el campo de clase de Hilbert de . (en alguna de sus versiones en el caso
de campos de funciones).

El campo de géneros g, de J /K es la méxima extension % C g, C
Hu tal que Ky, es la composicion K, con K, /K abeliana. Se tiene que
g depende de la definicién de g y de K. Se tiene que K es la maxima
extensién abeliana de K contenida en J#7.

Equivalentemente, 5, = JZ K donde K es la méxima extensién abelia-
na de K tal que £ K1 /K es no ramificada y satisface las condiciones que se
hayan considerado para Jy (por ejemplo, que los primos de un subconjunto
no vacio S C Pk, se descompongan totalmente en & K, /K).

En particular, si #/Q = K es una extensién abeliana finita, entonces
Ky = Ky v Ky es la maxima extensién abeliana de Q tal que J#g. /% es no
ramificada.

Si K = Fy(T), /K es una extensién abeliana finita y £ se define
como la maxima extensién abeliana no ramificada de £ y tal que los primos
de S (') se descomponen totalmente, donde Soo () := {p € Py | pN
Fq(T) = poc, Pso €l polo de T}, entonces Hg, es la maxima extension abeliana
de K = F(T) tal que 5./ # es no ramificada y Soo (%) se descompone
totalmente en J#g..

Teorema 8.1.1. Sean & un campo global y L/ % wuna extension abeliana
finita. Sea Ly el campo de clase con grupo de normas N & ™* | *, donde,
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N = H Ly x l_IUsz1 si A es numérico y
p real ptoo

N = JE’S = H Ly x H Uy =Ly si X eses de funciones.
pes pés

Entonces Lg. es la extension abeliana de 2 con grupo de normas igual a

Ny (N ).

Demostracion. Puesto que L/J# es abeliana, Ly es la méxima extension
abeliana de J# contenida en Lpy. El resultado es el contenido del Teorema
6.9.6. O

Mas adelante, daremos una generalizaciéon del Teorema 8.1.1.

Durante este seccién usaremos las siguientes definiciones y notaciones. Usa-
remos K para denotar el campo de funciones racionales K = F4(T') o el campo
de los nuimeros racionales Q. El énfasis serd en campos de funciones. El cam-
po de clase de Hilbert Ly de una extensién L/K finita y separable, serd la
maxima extension abeliana de L no ramificada y tal que los primos infinitos
se descomponen totalmente. Entendemos por los primos infinitos los primos
arquimedianos en el caso numérico y los lugares sobre p, el polo de T, en
el caso de campos de funciones. En el caso numérico la tdltima condicién se
satisface autométicamente al pedir que la extensién sea no ramificada.

Usaremos las notaciones de la Subseccion 7.3.

Definicién 8.1.2. Sea L/ # una extensién finita y separable de campos glo-
bales. Se define el campo de géneros Lge v de L con respecto a £ como la
maxima extensién de L contenida en Ly tal que es de la forma L.#; don-
de J# /X es una extensién abeliana. Al méximo campo J# que satisface
Lge. v = LI lo denotaremos por ;. En otras palabras, %7 es la maxima
extensién abeliana de JZ° tal que Lge » = L.

Definicién 8.1.3. Sea L/ # una extension finita y separable de campos glo-
bales. El campo de géneros extendido Lger, ¢ de L con respecto a J se define
como la maxima extensién de L contenida en L+ (ver Definicién 7.3.21) que
es de la forma L7 4 donde J# /% es una extensién abeliana. Al méximo
campo £ + que satisface Lger, v = L + lo denotamos por .77, 4. De esta
forma, J#7, + es la maxima extensién abeliana de 2" tal que Lgep, v = LKL 4.

L—— LA, =Lyew —— Ly L ——LXp 4 = Lgegy —— L+

H —————— A, H —————— KL+
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Observacién 8.1.4. Cuando L/ es una extensién abeliana, Ly, » es la
méxima extensién abeliana de JZ° contenida en Ly y Lger, v es la méxima
extension abeliana de £ contenida en L+ .

Observacién 8.1.5. Se tiene que A7, = (H#L)ge ¥ HL,+ = (HL.+)ger-

Observacién 8.1.6. Cuando # = K = Qo ¥ = K =F,(T) y L/K es
una extensién finita y separable, usaremos la notacién Lge = Lge k' Y Lger =
Lger k-

El campo Ly, se estudia extensivamente en [136, Capitulo 14] para el caso
de campos de funciones y es introducido en [136, Subseccién 6.4.1] en el caso
de campos numéricos.

Teorema 8.1.7. Sea L/ % una extension finita y separable de campos globa-
les.

(1) El subgrupo de clases de idéles de & que corresponde a la extension
Ky, de X es la imagen Ny, (UL L*/L*) del subgrupo de clases de
ideéles U, L*/L* asociado a L.

(2) El subgrupo de clases de idéles de L que corresponde a la exten-
sion abeliana Lge » de L es el subgrupo NZ}%(NL/%/(ULL*/L*)) 2
UpL*/L* del subgrupo Up, L*/L* asociado a L.

(3) El subgrupo de clases de idéles de # que corresponde a la extension
A4 de A es la imagen Ny (U L* /L*) del subgrupo de clases de
ideles Ui L* /L* asociado a L+ .

(4) El subgrupo de clases de idéles de L que corresponde a la exten-
sion abeliana Lgex, » de L es el subgrupo NZ}X(NL/%/(U;L*/L*)) 2
U L*/L* del subgrupo U; L*/L* asociado a L+ .

Demostracion. (1) y (3).

L——Lgevr ——Lu L ——Lgp,.vr —— Ly+

H——— A y —

Se tiene que U L*/L* es el subgrupo de clases de idéles que correspon-
de a Ly/Ly UfL*/L* a Ly+/L. Entonces %7, es la mixima extensién de
¢ contenida en Ly y %7, 4 la respectiva en Ly+. Por la Teorema 6.9.6 se
sigue que el grupo de normas de #7, es N/ (ULL*/L*) y el de 7 4 es
Ny, (UfL*/L*). Este es el contenido de (1) y (3) a nivel de subgrupos de
ideles.

(2) vy (4). Se tiene
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L—— LA, =Lgew L——LX 4= Loy

H R —

Por el Teorema 6.7.21 se tiene que los diagramas

YrLge/L YLger/L

Cy Gal(Lge/L) Cr, —" > Gal(Lge /L)

\LNL/X lrest lNL/x lrest

Ck Gal(#y, ) H) Cr Gal(AL 4 | H)

Ky | H Hp 4K

son conmutativos. Entonces

rest |y, oYL,/ = Yoy ) ONpyw v 1est|y, ovr ..y =Vu jwoNLx -

Como Gal(Lg./L) = Gal(#r/#r N L) C Gal(H#/ X ) y Gal(Lge /L) =
Gal(Ap 4 /K1, + N L) C Gal(HL 4 /), se tiene que rest |, v rest |, , son
mapeos inyectivos. Se sigue que

d entcyy, ;< Y, (@) =1 <
rest |, 0 Up,. /(@) =1 =1 0 o Npjx (@) <
Ny (@) €ntctyy, v <= &€ N, (0t /x)

esto es,
, —1 7
nuc¢Lm/L = NL/%’(nqu-)gL/X)'

Similarmente nticyr, . /1 = NE}% (nicY oy, /)

De esta forma obtenemos que el subgrupo de clases de ideles correspondien-
te a Lge/L es nictyr, s = Np i (e, j) = N7 (Npys (UL L* /L))
Similarmente para Lge/L. O

Se tiene la generalizacién de [136, Corolario 14..3.4]..
Corolario 8.1.8. Sea L/ ¢ wuna extension ciclica de campos globales con
Gal(L/#) = G = (o). Sean Cly, = Gal(Ly/L), Clf = Gal(Ly+/L). Sean

los cocientes G,/ = Gal(Lg./L) y gj/l, = Gal(Lge;/L) los grupos de
géneros y de géneros extendidos respectivamente. Entonces

Gr = ClL/CLT™Y y GF,, = Ol [(ClE) 7Y,
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Demostracion. Sea a € Jp tal que Np,» & € Np,,p U ™. Pongamos
Np/w (@) = Npjw(@) -2z con @ € U, y * € H*. Se sigue que x =
Ny w(d/u) € Z* N Np/x(Jr). Puesto que L/# es una extension ciclica,
por el principio local-global de Hasse, se sigue que x es una norma de L*: x =
Nz, (y). Entonces & = Ny /0 (§) = Np ¢ (d/1), esto es, Ny, (d/7i) = 1.
Por el Teorema 90 de Hilbert aplicado a ideles (Teorema 6.3.5), existe ﬁ eJp

— —

tal que 3(°~1 = @/jji, es decir, @ = f° Vi € Jéa_”L*UL. Se sigue que
GL/%/ ~ _ JL/L* ~ 7JL
N (Noyw (ULL) /L) g7V LUy
~ Jr/(ULL*) ~ Jr/ULL* o Cly,
VUL ULy (JL/ULL) e gl
Similarmente se tiene G, = CIf /(CL)¢=Y. 0

Si E C K(Ap) para algin M € Ry en el caso de campos de funciones, o
E/Q una extensién abeliana en el caso numérico, se tiene que Ey, corresponde
a LT E donde, si X es el grupo de caracteres de Dirichlet asociado al campo F,
L es el campo asociadoa Y = HPeRJTf Xpy LT = LNK(Ap)T y similarmente
en el caso de campos numéricos ([136, Capitulo 14]).

La pregunta natural es, jcual es campo Fg..7. Veremos que Eg; = L, es
decir, Ey; es el campo asociado a Y.

Para resolver este problema, primero determinaremos cual es el subgrupo
de ideles de Jx que corresponde al campo de funciones ciclotémico K (Ayy)
con M € Ryp. Sea X el subgrupo de ideles que corresponde a K (Apr). Sea
Ry, =Rp\{P,....P}, n=1/T =7oe y Usc = U,__.

Definimos

Xy = [JUs < [[ Up x [(m) x UD) (8.1.1)
i=1 PERY,

donde M = P --- P® € Ry.

Observacién 8.1.9. Se tiene que Xy K*/K* = Xy.

En efecto, si x € Xy N K*, entonces € Up para toda P € Ry por lo que
vp(z) = 0 para toda P € Rp. Puesto que gr(z)x = 0, se sigue que voo(z) =0
lo cual implica que x € F}. Puesto que = € () x U = niic ¢, T = 1. Por

tanto, XJIV(K o XN’%NK* ~ Xy.

D. Hayes probé (ver [160, Section 12.8.4, Theorem 12.8.5]) que si Up =
{d € Jx | ap,, = 1y ap € Up para todaPeRJTr}, entonces Ur & Gr =
Gal(K7/K) donde Kt = Uy;cpr, K(Am).

Proposicién 8.1.10. Sea U’ := [[pep, Up X [(7) X Uéé)]. Entonces existe un
epimorfismo Ypr: U — Gal(K(Ap)/K) := Gy con nidcypy = Xar y por
tanto, U' /Xy =2 Gy
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Demostracion. Sea € € U’. Entonces £p, € Up, = {Z?io a;P! | a; €
Rr/(P;),a0 # 0}, 1 < i < r.Puesto que K C Kp, es denso, existe Q; € Ry
con Q; = &p, méd P;**. Por el Teorema Chino del Residuo existe C' € Ry tal
que C =Q; méd P, 1 <4 <ryportanto C =Ep, méd P, 1 <i<r.

Ahora bien, si C1 € Ry satisface C; = {p, méd P, 1 < i < r, entonces
P |C—Cy paral < i < r. Sesigue que M|C'—C4 y por tanto C' € Ry es tnico
médulo M. Por otro lado, vp,({p,) = 0, entonces P; 1 {p, de donde se tiene
med(C, M) = 1. De esta forma tenemos que C' méd M define un elemento de
G-

Dado o € Gy, existe C € Ry tal que oAy = )\% donde Ap; es un

generador de Ay;. Sea Ee U conép =C,1<i<ryép=1=¢, para
toda P € R/.. Por tanto 5+—> C méd M y 1y es suprayectiva. Finalmente,
nicyy = {EE U'|ép, =1méd P71 < i <r} = Xy de donde se sigue el
resultado. O

Probaremos que U’ /Xy = Jg /Xp K*. Tenemos la composicién

U——s Jx —> Jx /X K*,
\//
m

con imp=U'Xy K* /Xy K* ynticpy =U' NXyK*
_ Ahora bien, Xy C U’ por lo que Xy C U’ N Xy K*. Reciprocamente, si
£ e U NXy K*, entonces las componentes de £ estan dadas por

¢p=a-Bp, PERp, f€Xu, acK",
foo =0 Boo, Poo € (m)x UL,

Puesto que p, Bp € Up se tiene vp(£p) = vp(Bp) = 0 para toda P € Ry.
Se sigue que vp(a) = 0 para toda P € Ry. Ademds, como gra = 0 entonces
Uoo(a) = 0y por tanto a € F.

Ahora £u, B € (1) x UL = miicgo, por 1o que 1 = ¢o(éne) =
Doo (@)oo (Boo) = doo(a) de donde a = 1. Se sigue que € € X,;. Por tanto

ntc u = Xy y obtenemos una inyeccién U’/ Xy ri> Jr /X K.

Falta verificar la suprayectividad de 6, debemos probar Jyx = U' Xy K* =
U'K*. Se tiene que U’ corresponde a la mdxima extensién no ramificada en
ningin primo finito. Sea L/ K esta extensién. Como U(%) corresponde al primer
grupo de ramificacién y por tanto corresponde a la ramificacién salvaje de poo,
se sigue que en L/ K hay a lo més un primo ramificado, este es moderadamente
ramificado y es de grado 1 (po). Por [136, Proposicién 10.4.1], L/K es una
extensién de constantes.

Finalmente, puesto que d = min{n € N | gr@ = n,& € U’}, entonces el
campo de constantes de L es Fy y por tanto L = K. Se sigue que Cx = U’,
esto es, Jx /K* =2 U’ de donde obtenemos Jx = K*U’.

Hemos probado
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Proposicién 8.1.11. Sea M = P --- P% € Ryp. Entonces el subgrupo de
idéles de Ji que corresponde al campo de funciones ciclotémico K(Apr) es el
subgrupo Xy K*, donde

Xy = [JUs < [[ Up x [(m) x U
i=1

PeR7,

y por tanto el subgrupo de clases de ideéles de Ci que corresponde a K(Apr)
es Xy K*JK* = Xy, O

Corolario 8.1.12. El subgrupo de idéles correspondiente al campo K(Apr)™
es X); K* donde

X =[Jus < I vex K.
i=1 PERY,

Demostracion. Si Ly el campo asociado a X]\‘Z, el campo de constantes de Ly
es [P, por el argumento anterior y se tiene

~ ~ *

I VNN SN
Xu  (7) x UL -

lo que implica que [L : L;] < ¢—1. Ademds po, se descompone totalmente en
L; y tiene indice de ramificacién ¢ — 1 en L. Se sigue que [L: L1] =¢—1y
L1 = f((/l]w)Jr O

Proposicién 8.1.13. Sea E C K(Ayr). Sip es un primo infinito en E, en-
tonces 1/T es una norm de E,, esto es, existe v € E, tal que Ng, ko, @ = 1/T.

Demostracion. Puesto que E C K(Ays) se tiene que E C Ko q*m)
([136, Proposicién 9.3.20]). Por tanto E, = koo(</—1/T) con e|g — 1. Se sigue
el resultado (Teorema 7.3.11).

Regresamos a nuestra discusién sobre Eg., para £ C K(Aar). Sea A C Jg
el subgrupo de ideles de E que corresponde a Ep+, esto es, NEH+ /E CEH+ =
E*A/E*. Entonces, por definicién, podemos tomar A = UE. Por el Teorema
8.1.7, el subgrupo de clases de ideles de Cx que corresponde Kg = Eqei /K
(esto es, como E/K es abeliana, Kg _ corresponde a FEg..) es precisamente

Nk (Uf)K*/K* 2 N U (pues N (U) C [Tper, x () x UL) v
" 1

K0 (Tpeg, x((7) x L)) = {1}).

Se tiene U, = leoo nic ¢p, x proo Uy, donde denotamos 0o = po.

Se tiene que si p no es ramificado, por loquepf ooy pt P;, 1 < i <r,donde
M = P{ ... P entonces se tiene N . (Uy) = Up, donde pnK = P € R},
(Teorema 3.4.9). Si p|P; para algin 1 <1 <7, se tiene [Up, : NEF/KP«; U] =
ep,/Kkp, (P|P) = B(P) = ¢~ D% (g — 1) donde d; = gr P
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Ahora bien, puesto que E C K(Ay) obtenemos que Ege C K(Ap) y el
grupo de Jg correspondiente a Eg4. es E*Ug y por tanto el grupo de Cx que
corresponde a Eg. es Ng/x(Ug)K*/K*. Se tiene

N/ Us = [ Ngyxe By < [T TINg, /50 U
plPoo PeRr p|P

También se tiene

NejxUg = [[ Np,/x(icor,) x [ TINE, xn Us-
PlPoo PERT p|P

Si ponemos R := Ry \ {P1,..., P.}, entonces

(I e~ ﬁUI()‘j’i))K* < (T TINw, me U)K (8.1.2)

PER!, PERr p|P

Sea p un primo infinito en E. Como E, /K es totalmente ramificado, se
tiene Np, k. By 2 (Too) X Ul(pno) para algin ng € NU {0} (Teorema 5.8.62).
Notemos que, como estd contenido en un campo de funciones ciclotéomico,
E, C Koo( "%/—1/T) y por tanto 1/T es una norma de E, (Corolario 7.3.12).

Se tiene B} = (rg,) x F: x UV y ¢p = é5, = ¢ 0 Np k... Si
x € niic ¢, entonces ¢ (Np, k. () = dp(z) = 1 por lo que Ng, /k_(z) €
nic ¢ lo que a su vez implica que x € N;J: /Ko (nlic ¢o ). Reciprocamen-
te, si x € N;J;/Koo (niic o) entonces Ng /g (7) € nicdoo. Se sigue que
$o(NE, /K., ¥) =1 = ¢p(z) de donde se obtiene que = € nic ¢,. En resumen,

, _ , _ 1
tenemos nuc ¢, = NE:/KOQ (nic ooo) = NE;/KOO (moo) x Uéo)).

Puesto que k C E C K(Ap), se sigue que Koo € E, € K(An)p =
Ko (7/—1/T) donde B es un primo en K (A,s) tal que Plooy p = PNE. El
campo asociado a nic o, €s Koo ( v/ —1/T) y el campo asociado a nic ¢, =
N;Ji/Koo (nic poo) s Ey( "/ —1/T) = koo (*+/—1/T) (Corolario 7.3.12). Se

sigue que N, /k__ (ntic ¢) = niic ¢o. Por tanto

NepUp = [T TINe ke U x T] Noy i (it o)

PeRr p|P ploo
= I TINg, ke Us x (niic éc).
PeRT p|P

De (8.1.2) obtenemos que

( II ve x ﬁUf;j““ x ({Ts0) X UQ)K*
i=1

PcRY,

- ( H HNEp/kP U, x HNEp/km(nﬁccbp))K*.

PERT p|P ploo
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Por tanto X, K* C NE/K(U;)K* de donde se sigue que Eger € K(Ap).

Ahora bien, Ey./E es no ramificada en los primos finitos y como L es el
campo asociado a Y = HPeRT Xp, L es la maxima extensiéon abeliana de F
contenida en K (Aps) no ramificada en los primos finitos, de donde se sigue
que Eg; € L.

Para probar que L C FEgy, basta probar que L C Egy+ pues L/E es
abeliana y Eg.; € Fy+ es la méxima extensién abeliana de E contenida en
EH+ .

Ahora bien, para probar que L C Eg+, hay que probar que Ny, Cp 2
Ng,. /eCg,, = U E*/E*, donde U, = [ 1,00 mic @p X [T o0 Us-

Sea Np/p Cr, = AE*/E* donde A = N /g Jr. Basta probar que U C A
Puesto que L/E es no ramificada en todos los primos finitos, si p es un primo
finito de £/ y *B es un primo de L sobre p, Ny, /g, Up = Uy, donde denotamos
Up = ULy y Uy = Ug, (Teorema 3.4.9). En particular Npy/e, Ly 2 Up y
NL/E JL ) Hp’(oo Up.

Por otro lado, L/FEy. es totalmente ramificada en los primos infinitos y
los primos infinitos de E son totalmente descompuestos en Eg., por lo que
(Ege)p = Ep para p|oo y elemento uniformizador de p en E lo es para p en
Eqe.

Por el Teorema 5.8.62, g o := 7p, es norma de Ly con PBlp. Si
(_, Ly /E,) representa el mapeo local de Artin, entonces (U ,(Elp),Lm /Ey) =

G'(Ly/Ey), el primer grupo de ramificacién de Lg/E,. Puesto que los
primos infinitos son moderadamente ramificados en Ly /E,, se sigue que

1 *
G'(Ly/Ey) = {1} y UR) € Nypy /s, L.

El campo de constantes de £ y de K es F, y todo primo infinito tiene
grado 1 en E, por lo que si p es un primo infinito de F, E; = (TE.00) X
Fy x U](;p). Notemos que [Ey : K] = ef = e = [K}, : Ng, k. Fy] donde e
denota al indice de ramificacién de E, /K. Ademas como E,/K es total
y moderadamente ramificada, (7o) X U](;b) C Ng,/k..(Ey) y N,k Ty =
(F2)°. Se sigue que (o) x (F2)*xUL) € Np, /i B De K% : Ng /i Ej] =
e obtenemos la igualdad

N, /Ko By = (7o) x (F)¢ x UL,

* * * 1 *

Por tanto ¢y (E5) = ¢oe(Ng, /i By) = oo (o) % (F2)° x US)) = (F2)°.
Se sigue que nic ¢, = (Tp,0) X R X U}(Elp) donde R = {A € F; | \* = 1} =
(Fz)(a=D/e. Aqui e es el indice de ramificacién de po en E/K.

Notemos que si 3 es un primo infinito de L, Ny, /g, Fy = (F;)e/ donde
€ 1= ex(L/Eg4) = eso(L/E). Entonces €'e = e, (L/K) y en particular e’e|g—
ly e’|%. Sea Fy = (8) con o(B) = ¢—1. Sea A € R, \° = 1. Se tiene A = f3°
para algin s. Por tanto A® = 8°° = 1y ¢ — 1|es. Puesto que €’e|q — 1 se sigue
que €'e|se y €'[s. De esta forma se obtiene que A = 3* = (3%/¢)¢ € (F;)® C
Nry/B, L%'
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Se sigue que nic ¢, € Ny, /g, Ly y que Uf = leoo nic ¢y, X proo U, C
N,k Jr de donde se obtiene L C E+ y por tanto L = Ejgey.
Hemos probado

Teorema 8.1.14. Sea E C K(Ap). Entonces el campo de géneros extendido
Egyer de E relativo a K es el campo asociado al grupo de caracteres de Dirichlet
Y = HPERT Xp, donde X es el grupo de caracteres de Dirichlet asociado al
campo E. a

8.2. Extensiones abelianas finitas

Usamos las notaciones de [136, Capitulo 14]. Consideremos ¢ /K = F,(T')
una extensién abeliana finita. Sean n € NU {0}, m € Ny N € Ry tales que
H C o K(AN)m. Sea E := M N K(Ay), donde M = L, K,,. Tenemos
que E¥ /X es una extension de constantes, en particular una extensién no
ramificada (ver [136, Teorema 14.5.1]). Sea H el grupo de descomposicién
de los pirmos infinitos de .# en EJ¢ /% . Se tiene que H es canénicamente
isomorfo con el grupo de descomposicién de los primos infinitos de Eqe ¢ /% .
Tenemos que |H| es igual al grado de inercia de los primos infinitos de % en
cualquiera de B/ o de Ege.t /. También se tiene que g = EfLA .

Teorema 8.2.1. Con las notaciones anteriores, tenemos que Hgey = DX
con (Efl)ger € D C Eger. En particular, cuando H = {1}, tenemos Hgey =
Eger X .

Demostracion. Sabemos que Eg M = Jg.M (ver la demostracién de [136,
Teorema 14.5.1]). Sea C := Hge M N K(An) D HgeM N K(An) = EgeM N
K(Ay) 2 Ege N K(Ay) = Eg..

K(An)
C— CM=JgM
Eye ——m—— E; M = %eM

Notemos que Hge M/ H#g. M es no ramificada en los primos finitos pues
esto mismo se cumple en f%/gep/%/ge. También se tiene que EgeM/Ege €s no
ramificada en los primos finitos. En particular C'/Ey. es no ramificada en los
primos finitos y C' C K(Ay). Puesto que Ey;/K es la méxima extensién
abeliana con Eg./E no ramificada en los primos finitos y contenida en un
campo de funciones ciclotémico, se sigue que C' C Egq;.
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EgM — CM  EgeM
Porlotanto Ege CC C Egeey || € || <€ || .Enparticular

HgeM  Hgee M Egee M
HgeeM C Eger M.

K(An)
EQ?F Egesz
C HgexM
/
D Hyee = DK
Eg. EgeM = JgeM
e _—
T Hoe = EHLI

Sea D := L%/ge; N K(AN) = ng%/ N K(AN) ) E; n K(AN) = Eé{ Por
tanto EgHe CDy Hyy =D

Se tiene que la extensiéon EM/E es no ramificada en los primos finitos.
Por lo tanto DEM = D M/EM = J# M es no ramificada en los primos
finitos puesto que 5./ satisface esto mismo. Se sigue que DE/E es no
ramificada en los primos finitos por lo que D C Eg;. De esta forma, obtenemos
que Hgey = DA C Egep .

En el caso particular de que H = {1} se tiene que E C J#g, C g, de tal
forma que Egep C Hger ¥ Hger = Eger X .

En el caso general, Eg CDCFEyy Ege;/Eg es totalmente ramificada
en los primos infinitos. Puesto que Eg C Hye, se sigue que (Eg)ger C Hger-
Por tanto (Eg)gep CD. O

Ejemplo 8.2.2. Sean ¥ := K({/yD) donde I es un nimero primo tal que
llg—1, D € Rp, D ménico con I {grD, y v # (=1)"P méd (F;)'. Entonces
E=Mx*NK(Ap)= K(W) donde M = K; y D* = (—1)#* P D. Entonces
H =0, Eyee = Ege = E, B2 = ¥ = K, Hge = X .

Sean:=grD, D=T"4+a, T ' +---+a;T+ag,n=Im—rcon0<
r < I. El primo infinito p., se ramifica in £ /K, por lo que solamente hay un
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unico primo infinito Po, en # . Por tanto, tenemos que U = JF X Hp)(oo U,
y U} = nic ¢, X Hp,(oo U, donde 7o, = Jp_ . Ahora

Hoo = Koo(v/1D) = Koo (v//T™u) = Koo (/7T (T™) 1),

donde u=1+a,—1(1/T)+ - +a1(1/T)" 1 +ao(1/T)" € U(ZI,ZO Puesto que
p #£ 1, existe v € U;L tal que u = v'. Se sigue que #o, = Koo(V/A/T™") =
Ko (/6/T) para algin 6 € F};, § # (—1) méd (F;)".

Un elemento primo en 5, es 7* = 7y, = /0/T, (7*)! = §/T = 07 e0o-
De aqui que para un elemento arbitrario x € J, digamos x = (7)™ ¢w,
meZ,§eF,, we U%L’ tenemos que Ny /r.(x) = (=) omae )™M,
con w' € UL, de tal forma que ¢ (z) = ((—1)"15)m¢l. Se sigue que si
T € nic ¢ 4, entonces I|m. También se tiene que 51 (7*)! € ntic g .

Por tanto min{m € N | existe @ € U;; con grd = m} = [. Se sigue que el
campo de constantes de H} y de Hgep es Fyi.

Puesto que el campo de constantes de J;. es Iy, se obtiene que g, =
Hge = Eger K.

Ejemplo 8.2.3. Sean [ un nimero primo tal que 12| — 1y # = K( /D)
donde y € F;, D = P{*---P® € Ry, Py,....P, € R}, 1 < a; < 1> -1,
1 <4 <r r>1 Suponemos que grD = Id con [ t d, que [ t gr P;, que
med(a;,l) = 1,1 < i < s, s> 1y quella, s+1 < j < r. Entonces
ep,(H/K) = 1> paral < i < s, ep(H/K)=1lparas+1<j<ry
eoo(H /K) = I. Puesto que ep, (£ /K) = [?, el campo de constantes de %
es Fy. Suponemos que (—1)8" Py ¢ (F;)!. Por lo tanto Fy( \/2) = F 2 donde
e=(-1) Dy

Sean M = F »(T) = Kz y E = J#M N K(Ap). Entonces E =
K(%/(=1)&PD) = K(D*) C K(Ap). Se tiene

EX = E(%E) = #(%3) = Ep = Ko

De esta forma obtenemos que foo (A /K) = [Fy(V/e) : Fy] = I y por tanto
2 X -~
{;l(E?//%) = % = lT = [. Se sigue que H = (] y por tanto
También se tiene que Ege; = K( V/Py, ..., Y/Pf, /P |, .../Pr). Pues-
toquel f gr P, sesigue que e (K ( §/Pf)/K) = 12 y por tanto e (Ege; /K) =
I2. Puesto que gr D = Id con | 1 d, tenemos que e (Eqy./K) = [. Ahora

grD=Ild= ZaigrPi =a;er Py —|—ZaigrPi + Z ajer Pj,
i=1 =2 j=s+1

y puesto que [ Z;:S“ ajgrP; y med(a;,l) =1 para 1 < i < s, se sigue que
existe 2 < i < s con [ 1 gr P;. Digamos que [ 1 gr Ps.
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Sean a,b € Z tales que agr P; + bl?> = 1 (en particular, mcd(a,l) = 1).
Por tanto, para i > 2 tenemos que gr P; — (agr P;)gr P, = b(gr P;)I?. Sea
Qi = PP con z; :== —agr P, para 2 <i <r. Sea

L::K(\I/Pil*a li/@a"'a li/@a \/l Qs—‘rla"'a\l/@)'

Entonces ex(L/K) =1, ep,(L/K) =1?> para 2 < i < sy ep,(L/K) = | para
s+1 < j <r.Parael primo P; tenemos que, puesto que [ { gr Pa, que Qs =

8/ PP P v que med(l, —agr P2) = 1, entonces ep, (K( VQ2)/K) = I12.
De esta forma obtenemos que ep, (L/K) = [*. Por tanto E C Ly [Ege, : L] = L.
Se sigue que

L= Ege = K(\l/ Pl*a l2\/ QQ?' ) l2\/ QS) \l/ Q8+1a BRI \/l QT)7
Egex = Eger = K(V/Py, ..., N/Pr,{/Pr .. /P,
[Eger : Ege] =1 = €oo(Eger/Ege)-

Ahora, EJZ = )2, de tal forma que H = Do (EX | %) = Gal(H2 /. A)),
donde D, denota el grupo de descomposiciéon de los primos infinitos.

EX = A
Foo (BH [ 1) =1
A

Joo (1) A )=1

X

Tenemos
E" = K(VD*)=K(WD) y
ER =K(%/Qa ..., VQs,V/Qst1,- . V/Qy).

También se obtiene que (Ell)ge; = Egep debido a que [(El)ge : K] =
[T ep, (BiL/K) = [Egex : K| y B}l C Eger. Se sigue que

:Ege;(l%)-

Observacion 8.2.4. (1) Cuando H = {1} se tiene g, = H ' =
Eger X .
(2) En general tenemos foo (Hger|-H#ge) > 1.
(3) El campo de constantes 3+ puede ser diferente al de #y (Ejem-
plos 8.2.2 y 8.2.3). En el Ejemplo 8.2.3 se tiene que F, es el campo
de constantes de #y y ]Fq,z es el campo de constantes £+ .
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(4) En general la extension g/ #5. puede contener subextensiones
no ramificadas. En el Ejemplo 8.2.3 se tiene que g, = Hge( Kz/ﬁl)
Y Hge ;Ct (ji/ge)l2 = f%/ge(\l/ﬁl) 7C¢ Hgep- Tenemos que eoo(f%/ge;u{ge) =
fm(%eﬂ%e) =1.

Para ver una descripcién de J#g., para una extensién finita y separable
/K, en la mayoria de los casos, ver [124].

Terminamos enunciando dos teoremas clasicos de campos de géneros
numéricos desde el punto de vista de campos de clase globales.

Desde el punto de vista de campos de clase, los campos de géneros tienen
las siguientes propiedades. En la construccién de Furtwéngler del campo de
clase de Hilbert, el siguiente teorema es muy importante. Ver [136, Teorema
14.3.3].

Teorema 8.2.5 (Furtwingler, 1907). Sea L/K una extension ciclica no
ramificada de campos numéricos y sea o un generador de G = Gal(L/K). Sea
N: I;, — Ik la norma (relativa) de clases de ideales, esto es, Na =b € I
donde a € Iy, y cong;r b = [[yega’ (la norma de a). Entonces nicN =

14,

Demostracion. Se tiene que I, = Gal(Ly/L) y como L/K es abeliana, el
campo de géneros Lg. de L sobre K, es la mixima extensién abeliana K
contenida en L.

I 7 I Sea G = Gal(Ly/K) (Ly/K es Ga-
¢ " lois por la maximalidad de Lg).
Entonces, como Lg. es la méxima
extension abeliana de K contenida
en Ly, Gal(Ly/Lg) = G el sub-
grupo conmutador de G.

Veamos que G’ = 1177

Se tiene que la sucesiéon 1 — I, — G — G — 1 es exactta por lo que
G=GIp={ra|Te€G,ac i}y G actiia en I, por conjugacién
Para a € I, 2 Gal(Ly /L) y para T € G, se tiene
a'""=(1-rja=ao (r'oa) =aor lodored,
———
a:CClOn‘,
conjugacién

esto es, Ig_o) cg.
Ahora, G/I, = G = (o) es abeliano, por lo que G’ C Ir..
Sean z,y € G, digamos = = 7a, y = b, entonces

-1 -1 -1 _

— _—— — — ] —— -1 — — 1y —
T —alr 1 1 1 T 1 v 1b v

rlra = 771G y oy =
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Por tanto
1

1_ (77676)(771’771&77_17_1[_r“/_ )

xyafly*
Notemos que sic € I, y § € G, 8 = 56~ 1¢d = §¢°. Se sigue que

1 —1 —1— 1

=y IyTla T b7

=@ 0T Y e o, = 177

1 — —1—-_-1 -1
!L‘yl'lyl Y BT Y a T Y

Por lo tanto G’ C I‘L’_l vyG = Iz_l.

Por otro lado, Lg. corresponde a Ny, /k Ir, lo que implica que Gal(Lg./K) =
I/ Ny I =G/G = G/T1 7.

En nuestro caso tenemos que, como L/K es no ramificada y abeliana,
entonces L C Ky C Ly y Ky /K es maximal, abeliana no ramificada, y por
tanto Ky = Ly, y se tiene el diagrama

o

ntc N nicrest = Gal(Lg/Lge)

L

IL Gal(LH/L)

Ix ——— > Gal(Ky /K) = Gal(Lge /K)

Se sigue que nicN = Gal(Ly/Lg.) 2 G' & Iélfo'). .

Observacion 8.2.6. De la demostracion del Teorema 8.2.5, se sigue que el
resultado sigue siendo vélido para G = Gal(L/K) un grupo abelinao y no
unicamente ciclico (ver [136, Teoremas 14.3.2 y 14.3.3 y Corolario 14.3.4]),

cambiando Ig_o) por IgI;, donde I = (1 —1| 7€ G).

En [56], Hasse prueba que si la norma satisface que Nz /i : I, — I;(, en

donde L/K es una extensién ciclica de grado primo I, y I;( es un grupo de
clases de ideales de rayos moédulo el conductor f, se tiene la sucesién exacta

i

H
N L/K

11— Ige — I 5 Pf/ —1 (PR CH], CI),
K

donde I, es el género principal:

Ky

> I4. género principal
Ik Kg ¢
K*
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Maés precisamente, Ix = Gal(Ky/K) e I;e = Gal(Ky/Kg.). En particular
Ipe =107,
Hasse también probé el Teorema del género principal general:

Proposicién 8.2.7 (Hasse, 1927). Sea L/K una extension ciclica de grado
primo de campos numéricos con generador o y sea m un modulus en K.
Entonces existe un modulus n de L tal que

(1) n|mOy,.
(1) n? = n.
(111) Para 8 € L primo relativo a n, se tiene

NpgkB=1lmédm < B=ca'"7 médn

para algin o € L. O

Con este resultado, Hasse define el género principal H; méd m en L como
el grupo de clase de rayos médulo n cuyas normas relativas caen en el grupo
de clases de rayos médulo m en K.

Teorema 8.2.8 (Hasse). Sean L/K, m, n como antes. Entonces el género
principal Hy coincide con el grupo de potencias 1 — o de las clases de rayos
modulo n en L. O

Teorema 8.2.9 (Teorema cldsico del género principal). Sea L/K un
extension ciclica de campos numéricos y sea o un generador de Gal(L/K).
Entonces [a] € Ige <= Np/ga = (a) con a € K* un residuo nérmico en
todos los primos ramificados de L/ K, esto es,

@

. ) =1 para todo p ramificado en L/ K,

equivalentemente,

(R 25 <1y i), :
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A={z c K |vp(2) > 0,p # pooc}
Ak es el anillo de adéles o reparticiones de K, 210.
ag = HpeJP’K pv» (@) € Dy para @ € J, 212

(25) = (L/K,p) = (- L/K,p) = (-, L/K) = tr/x(p) denota el simbolo
de Artin, 9

Br(E) denota al grupo de Brauer del campo F, 110

Cs = C, completaciéon de la cerradura algebraica de J#5,

car K denota a la caracteristica de K

car(p) denota la caracteristica de un médulo de Drinfeld

¢i(p, a) denotan a los coeficientes de p,

Cly = C4 grupo de clases de ideales de un dominio Dedekind

Clg = Cg grupo de S—clases ideales

coc D el campo de cocientes de un dominio entero D

Ck = Ji /K™ grupo de clases de ideles del campo global K, 211

Ck,0 = Jk,0/K* grupo de clases de ideles de grado 0, 212

CR = JRK*/K* C Ck para un médulus m, 314

CRs=K"Jg /K" para un S—mdédulus m, 325

ClR(Og) es el cociente de los ideales fraccionarios (divisores) primos re-
lativos a m médulo los ideales principales zOg con z € K* N JI"("PK\SOP(m)
para un un médulus arbitrario m, @ # S C Pk, 326

C’lzr = CI$* grupo de clases extendidos de un campo global, 344

D 4 ideales fraccionarios de un dominio Dedekind A

Dy grupo de ideales fraccionarios (si K es un campo numérico) o grupo
de divisores (si K es un campo global de funciones), 207

D o grupo de divisores de grado 0, K un campo global de funciones, 207
D% es el grupo de ideales fraccionales (divisores) primos relativos a la
parte finita de un médulus m, 348

Df( es el grupo de divisores con soporte en el complemento de S, donde
S es un conjunto de divisores primos, 278

Df{,o = D3 N Dx., 326
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Dk /(S) es el grupo de divisores con soporte en S, donde S es un conjunto
de divisores primos

Dk o(S) grupo de divisores de grado 0 con soporte en S

Dif el espacio de diferenciales del campo de funciones K

erk = er/k(PBlp) = e(L|K) = e(Plp) denota al indice de ramificacién
de PB|p en la extensién L/K

E cerradura algebraica de un campo E

er/k = er/k(Plp) = e(L|K) = e(Plp) denota el indice de ramificacién
de PBlp en la extension L/K

fo =fr/xk =p* = p;g, es el conductor local, 155

Fre={f€Ok|T]) | f =7T méd gr2, f = T9mdd 7}, Ok el anillo de
enteros de un anillo local, 166

L/K

[T] denota al automorfismo de Frobenius, 7

F(r) polinomios torcidos
Gal(L/K) = G,k denota el grupo de Galois de la extensién L/K

grpap = [K(p) : Folup(ap) = [Op/p: Fy] = vplap) = frvplay) =
grpuy (o) para @ € Jg, 212

gr(a) = ZPGPK gr, ap = gry para (o) € Jk, 212

H?(|K) = H?*(K*P|K) = H*(Gal(K*°?/K), %), K un campo local, 108
HY(L/K) = H%Gal(L/K), %), K un campo local, 108

H™ = (Np,x D} )P para un médulus m, 18

ha = |Pic(A)| es el ntimero de clase de ideales de A

hxi es el niimero de clase de un campo global K

Ix = D/ Pk grupo de clases de ideales (divisores) del campo global K,
207

Ik,0 grupo de clases de divisores de grado 0 del campo global K de fun-
ciones, 207

Iy = Dy /Py

J denota la conjugacién compleja

Ji es el grupo de ideles del campo global K, 20, 210

Jro={d € Jx [gra =3 gryap, =0} ={d € Ji | [[; loplpy = 1} 2
K* grupo de ideles de grado 0, 212

Jg ={a€Jx|a=1médm} =[], cp, U,En‘“) donde m es un médulus
Jg ={a € Jx | ap = 1 paratodap € S} donde S es un conjunto de
lugares de K

Jrs = lpgs Up X pes Ky (Jr,s # J7), donde S es un conjunto finito
de lugares

JR s = (Hpes Ky x Il¢s Ué"”) N Jx para m un S—médulus
Appn={A€ 2]v(A) >0, f"(\) =0}, 166

K, 2 un campo global de funciones sobre I,

K campo de clase de Hilbert de un campo global K

K+ campo de clase de Hilbert de un campo global K
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K7 conjunto de elementos totalmente positivos en un campo global K,
343

K(p) = K = O,/p = F, el campo residual de K un campo local, 25

K, es la completacién de un campo global K en p € Px

Hoo = K

Koo =Fo(T)p..

K* = (m) x Fy x Uél), K campo local, 27

K una cerradura algebraica de un campo K

K?b la maxima extensién abeliana del campo K, 126

K™ es la méxima extensién no ramificada de K contenida en K?P

K™ campo de clase de C}, 316

K§ es el campo de clase de Cg ¢

K* < Jg de manera diagonal:  — (..., z,z,z....), K campo global

K =Fy(T)

K una cerradura algebraica de K

[L : K], denota el grado de separabilidad de la extensién L/K

Lt = {x € L =| x es totalmente positivo}, 343

Ly, campo de géneros de L

Lger campo de géneros extendido de L

Lg. ,, campo de géneros de L con respecto a £~

Lygey ,, campo de géneros extendido de L con respecto a £~

Ly, denota uno de los campos { Ly }qu|p, para p € Pg, cualquiera pero sélo
uno. Es decir, L, /K, denota Ly /K, con Ly seleccionado arbitrariamente
Un médulus es m = HpePK p™» donde ny, > 0 para todo p € Px, ny =0
para casi todo p, n, = 0 si p es complejo y p € {0,1} si p es real

ULk € H?(L/K) la clase fundamental, invy g(pr/x) = ﬁ +7Z e
() /2, 109

N,k = N denota la norma de L a K, 4

N(p) denota la norma absoluta, 7

Os = NMpgsOp = {z € K* | vp(x) > 0 para toda p ¢ S} para () # S C
Pk

Op =0k ={z€K|v(x) >0}={zeK ||z, <1} = B(0,1), K un
campo local, 25

P, ideales principales de un dominio Dedekind A

Py grupo de ideales fraccionarios (divisores) principales de un campo
global K

PP ={(a) € Px | a =1mdéd m} para un médulus m

PI‘;m ={(a/B) | @, 8 € Ok con med(af,m) =1, =S médmy a/f es
totalmente positivo}, 17

Pln(l,S =K"nN J;,]P’K\sop(m)

Pic(A4) = %‘: el grupo de Picard de un dominio Dedekind

Prx = {p | p es un lugar de K} es el conjunto de lugares de K, K un
campo global
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p={re K|uvy(x) >0} ={xeK||z], <1} =B(0,1), K es un campo

local, 25

Poo un lugar fijo de un campo de funciones global K de grado d.

oo = 1/T elemento uniformizador del primo infinito po en K = F,(T),

339

7y = 7 un elemento primo de K, v, =1, m € p \ p?, 28

Yr/km: I — Gal(L/K) es el mapeo de Artin, 20

Yo K*/Np g L* ﬁ Gal(L/K), ¥ Kk (a) = (a,L/K) mapeo local
L/K

de Artin o simbolo de la norma residual o simbolo residual nérmico, L/K
una extension abeliana finita de campos locales, 149
(m) =[]pep, [Up: Ué””)} = [lpepy (¢% P —1)(g"»~V&"P), para un médu-
lus m, 324
¥(2A) = |A/2| donde A es un ideal no cero de A
Qp denota al campo de los niimeros p-adicos
p: A — F(7) un A-médulo de Drinfeld sobre F'
pr: F — Gal(ab K/K) es el mapeo de reciprocidad o el mapeo local de
Artiny ¢ /i F' — Gal(L/K) es /i = rest opg, rest: Gal(ab K/K) —
Gal(L/K), o0 — o|r, para un campo K local o global, F = Jg si K es
global y F = K*, si K es local
Sig; := L*/L*, grupo de signos de un campo global L, 343
El soporte de m es {p € Px | np, > 0}, donde m es un médulus. Si S es un
conjunto de divisores primos, el soporte de S es S mismo
SpI(L/K) = {p € Pk | p se descompone totalmente en L}, 16
T denota la maxima extension no ramificada de un campo local K, T =
K™ 180
TCCG = teorema principal de la teoria de campos de clase globales, 276
TCCL = Teorema de la Teoria de Campos de Clase Locales, 127
Trp i = Tr denota la traza de L a K, 4
7 el automorfismo de Frobenius sobre Fy: 7u = u?
Un S-médulus m es tal que S Nsop(m) = @, donde S C Py
U, = Uk = Uéo) = UI(?) = {z € K | vp(z) = 0} = O} el grupo de
unidades de Oy, K campo local, 27
UM =UM =14pr={zeK|o@-1)>n}={zecK|lz—1], <
g~ "}, K campo local, 27
Para n € N, W,, denota el grupo de las n-raices de 1
Voo = Upoo
vk denota a la valuacién de un campo local K
lz], = g (@) xp en un campo local con campo residual de F, elementos
25
[zpy] = (..., 1,1,2p,1,1,...) € Jk, para x, € K, K campo global

T

P
Zy, es el anillo de los enteros p—4dicos
0O = terminacion de una demostracion
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@ () denota al conjunto vacio






Referencias

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Albert, A. A., Cyclic fields of degree p" over F of characteristic p, Bulletin

A.M.S. 40, 625-631, (1934).

. Albu, Toma, Cogalois theory, Pure and Applied Mathematics a Dekker Series

of Monographs and Textbooks, Inc, New York, 2003.

. Angles, Bruno, On the class group problem for function fields, Journal of

Number Theory 70, 146-159, (1998).

. Angles, Bruno; Jaulent, Jean-Francois, Genus Theory of global fields (Théorie

des Genres des Corps Globauz), Manuscr. Math. 101, No. 4, 513-532, (2000).

. Artin, Emil, Algebraic numbers and algebraic functions, Providence, RI: AMS

Chelsea Publishing, 2006.

. Artin, Emil; Schreier, Otto, Fine Kennzeichnung der reell abgeschlossenen

Korper, Hamburg Abhandlungen 5, 225-231, (1926-1927).

. Artin, Emil; Tate, John Class field theory, de las notas originales de Harvard

University Press en 1961, Providence, RI: AMS Chelsea Publishing 2009.

. Atiyah, Michael Francis; Macdonald, Ian G., Introduction to commutative

algebra, Addison-Wesley Publishing Co., Reading, Mass.-London-Don Mills,
Ont., 1969.

. Aubry, Yves, Class number in totally imaginary extensions of totally real

function fields, Finite fields and applications (Glasgow, 1995), 23-29, London
Math. Soc. Lecture Note Ser., 233, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1996
Auer, Roland, Ray class fields of global function fields with many rational
places, Tesis Doctoral, Oldenburg: Carl von Ossietzky Universitdat Oldenburg,
Fachbereich Mathematik, 1999.

Auer, Roland , Ray class fields of global function fields with many rational
places, Acta Arith. 95, No.2, 97-122 (2000).

Bae, Sunghan; Koo, Ja Kyung, Genus theory for function fields, J. Austral.
Math. Soc. Ser. A 60, no. 3, 301-310, (1996).

Barrera—Mora, Fernando; Rzedowski—Calderén; Villa—Salvador, Gabriel, On
cogalois extensions, J. Pure Appl. Algebra 76, 1-11, (1991).

Barrera—Mora Fernando; Yslas-Velez, William, Some results on radical exten-
stons, J. Algebra 162, 295-301, (1993).

Barreto—Castaneda, Jonny Fernando; Jarquin—Zarate, Fausto; Rzedowski—
Calderén, Martha; Villa—Salvador, Gabriel, Abelian p—extensions and additive
polynomials, International Journal of Mathematics 28, no. 14, 1-32, (2017).



382

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Referencias

Barreto—Castaneda, Jonny Fernando; Montelongo—Viazquez, Carlos; Reyes—
Morales, Carlos Daniel; Rzedowski—Calderén, Martha; Villa—Salvador, Ga-
briel, Genus fields of abelian extensions of congruence rational function fields
11, Rocky Mountains Journal of Mathematics 48, no. 7, 2099-2133, (2018).
Bautista—Ancona, Victor; Rzedowski—-Calderén, Martha; Villa—Salvador, Ga-
briel, Genus Fields of Cyclic l-extensions of rational function fields, Interna-
tional Journal of Number Theory 9, no. 5, 1249-1262, (2013).

Brauer, Richard Dagobert; Hasse, Helmut; Noether, Emmy, Beweis eines
Hauptsatzes in der Theorie der Algebren, J. Reine Angew. Math. 167, 399—
404 (1932).

Carlitz, Leonard, On the representation of a polynomial in a Galois field as
the sum of an even number of squares, Trans. Amer. Math. Soc. 35, 397410,
(1933).

Carlitz, Leonard, On certain functions connected with polynomials in a Galois
field, Duke Math. J. 1, 137-168, (1935).

Carlitz, Leonard, A class of polynomials, Trans. Amer. Math. Soc. 43, 167—
182, (1938).

Cassels, John William Scott; Frolich, Albrecht, editors, Algebraic number
theory, Proceedings of an instructional conference organized by the London
Mathematical Society (a NATO Advanced Study Institute) with the support
of the International Mathematical Union (held at the University of Sussex,
Brighton, September 1-17, 1965), Academic Press, London, 1967.
Chapman, Robin J., Carlitz modules and normal integral bases, J. Lond.
Math. Soc., II. Ser. 44, No. 2, 250-260, (1991).

Chevalley, Claude, Introduction to the theory of algebraic functions of one
variable, Mathematical Surveys No. 6, New York, American Mathematical
Society XI, 1951.

Chevalley, Claude, Class Field Theory, Universitat Nagoya, 1954.

Chi, Wen—Chen; Li, Anly Kummer theory of division points over Drinfeld
modules of rank one, J. Pure Appl. Algebra 156, no. 2-3, 171-185, (2001).
Claborn, Luther, Every abelian group is a class group, Pacific J. Math. 18,
219-222, (1966).

Clark, David A., A quadratic field which is Euclidean but not norm-Euclidean,
Manuscr. Math. 83, No. 3-4, 327-330, (1994).

Clement, Rosario, The genus field of an algebraic function field, J. Number
Theory 40, no. 3, 359-375, (1992).

Conrad, Keith, History of class field theory, http://www.math.uconn.edu/
~kconrad/blurbs/gradnumthy/cfthistory.pdf

Deuring, Max, Lectures on the theory of algebraic functions of one variable,
Lecture Notes in Mathematics 314, Berlin—Heidelberg—New York, Springer—
Verlag, 1973.

Drinfel’d, Vladimir G., Elliptic modules, Math. USSR, Sb. 23, 561-592 (1974);
translation from Mat. Sb., n. Ser. 94(136), 594-627 (1974).

Drinfel’d, Vladimir G., Elliptic modules. II, Math. USSR, Sb. 31, 159-170
(1977).

Dummit, David S.; Voight, John; Foote, Richard, The 2—-Selmer group of a
number field and heuristics for narrow class groups and signature ranks of
units, Proc. London Math. Soc. (3) 00, 1-45, (2018).

Fine B.; Rosenberg G., Number Theory. An introduction via the distribution
of primes, Birkhauser, 2007.



36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.
43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.
50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

Referencias 383

Frohlich, Albrecht, The genus field and genus group in finite number fields,
Mathematika 6, 40-46, (1959).

Frohlich, Albrecht, The genus field and genus group in finite number fields,
II, Mathematika 6, 142-146, (1959).

Frohlich, Albrecht, Central extensions, Galois groups and ideal class groups
of number fields, Contemporary Mathematics, 24, American Mathematical
Society, Providence, RI, 1983.

Furuta, Yoshiomi, The genus field and genus number in algebraic number
fields, Nagoya Math. J. 29, 281-285, (1967).

Galovich, Steven; Rosen, Michael, The class number of cyclotomic function
fields, J. Number Theory 13, 363-375, (1981).

Galovich, Steven; Rosen, Michael, Units and class groups in cyclotomic fun-
ction fields, J. Number Theory 14, 156-184, (1982).

Gauss, Carl Friedrich, Disquisitiones arithmeticae, 1801.

Garcia, Arnaldo; Stichtenoth, Henning, Elementary abelian p—extensions of
algebraic function fields, manuscripta math. 72, 67-79 (1991).

Gekeler, Ernst—Ulrich, Drinfeld modular curves, Lecture Notes in Mathema-
tics, 1231, Springer-Verlag, (1986).

Gold, Robert, Genera in Abelian extensions, Proc. Am. Math. Soc. 47, 25-28
(1975).

Goss, David, Basic Structures of Function Fields Arithmetic, Springer-Verlag,
Berlin, (1996).

Gras, Georges, Class field theory. From theory to practice, Springer Mono-
graphs in Mathematics. Berlin: Springer, 2003.

Greither, Cornelius; Harrison David Kent, A Galois correspondence for radical
extensions of fields, J. Pure Appl. Algebra 43, 257-270, (1986).

Hall, Marshal Jr., Teoria de los grupos, Editorial F. Trillas, México, 1969.
Harari, David, Galois Cohomology and Class Field Theory, Springer-Verlag,
Switzerland, 2020.

Hasse, Helmut, Theorie der relativ—zyklischen algebraischen Funktionen-
korper, insbesondere bei endlichen Konstantenkéorper, J. Reine Angew. Math.
172, 37-54, (1934).

Hasse, Helmut, Vorlesungen tiber Zahlentheorie, Die Grundlehren der mathe-
matischen Wissenschaften, Band 59, Berlin—Gottingen—Heidelberg, Springer—
Verlag, 1950.

Hasse, Helmut, Zur Geschlechtertheorie in quadratischen Zahlkérpern, J.
Math. Soc. Japan 3, 45-51, (1951).

Hasse, Helmut, Uber den Klassenkérper zum quadratischen Zahlkérper mit
Discriminant —47, Acta Arithmetica IX, 419-434, (1964).

Hasse, Helmut, Bericht uber neuere Untersuchungen und Probleme aus der
Theorie der algebraischen Zahlkorper. Teil I: Klassenkdrpertheorie. Teil Ia:
Beweis zu Teil 1. Teil II: Reziprozititsgesetz, Wiirzburg-Wien: Physica—
Verlag 135, (1965).

Hasse, Helmut, Vorlesungen tber Klassenkorpertheorie, Thesaurus Mathema-
ticae, Band 6, Physica—Verlag, Wiirzburg, 1967.

Hasse, Helmut, History of Class Field Theory, in Algebraic Number Theory,
J. W. S. Cassels and A. Frohlich (ed.), Academic Press, New York, 266-279,
(1967).

Hasse, Helmut, Fine Folgerung aus H.—W. Leopoldts Theorie der Geschlechter
abelscher Zahlkérper, Math. Nachr. 42, 261-262, (1969).



384

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

7.

78.

79.

Referencias

Hasse, Helmut, A supplement to Leopoldt’s theory of genera in abelian number
fields, J. Number Theory 1, 4-7, (1969).

Hayes, David R., Explicit class field theory for rational function fields, Trans.
Amer. Math. Soc. 189, 77-91, (1974).

Hayes, David R., Explicit class field theory in global function fields, Studies in
algebra and number theory, Adv. in Math. Suppl. Stud., 6, Academic Press,
New York-London, 173-217, (1979).

Hayes, David R., Stickelberger elements in function fields, Compositio Math.
55, 204-239, (1985).

Hayes, David R., A brief introduction to Drinfel’d modules, The arithmetic
of function fields (Columbus, OH, 1991), Ohio State Univ. Math. Res. Inst.
Publ., 2, de Gruyter, Berlin, 1-32, (1992).

Hilbert, David, Ein neuer Beweis des Kronecker’schen Fundamentalsatzes
iber Abel’sche Zahlkorper, Nachr. Ges. Wiss. zu Gottingen 1, 29-39 (1896/97).
Hilbert, David, The theory of algebraic number fields (Theorie der algebrais-
chen Zahlkorper, Zahlbericht), Springer—Verlag, 1998.

Hill, Jason, On finding totally real quintic number fields of minimal signature
group rank, MS Thesis, University of Vermont, Burlington, VT, 2006.
Hilton, Peter; Wu, Yel Chiang, Curso de dlgebra moderna, Editorial Reverté,
Barcelona, 1982.

Hsu, Chih-Nung, On Artin conjecture for the Carlitz module, Compositio
Mathematica 106, 247-266, (1997).

Hu, Su; Li, Yan, The genus fields of Artin—Schreier extensions, Finite Fields
Appl. 16, no. 4, 255-264, (2010).

Ishida, Makoto, The genus fields of algebraic number fields, Lecture Notes in
Mathematics, Vol. 555, Springer-Verlag, Berlin-New York, 1976.

Ishkhanov, V.V.; Lur e, B.B.; Faddeev, Dmitrii Konstantinovic, The embed-
ding problem in Galois theory. Transl. from the Russian by N. B. Lebedinska-
ya, Translations of Mathematical Monographs 165, Providence, RI: American
Mathematical Society (AMS) xi, 1997.

Iwasawa, Kenkichi, On I'-eztensions of algebraic number fields, Bull. Amer.
Math. Soc. 65, 183-226, (1959).

Iwasawa, Kenkichi, On the pu—invariants of cyclotomic fields, Acta Arith. 21,
99-101, (1972).

Iwasawa, Kenkichi, On Z;-extensions of algebraic number fields, Ann. of Math.
(2) 98, 246-326, (1973).

Iwasawa, Kenkichi, Riemann—Hurwitz formula and p-adic Galois representa-
tions for number fields, Téhoku Math. J. (2) 33, no. 2, 263-288, (1981).
Iwasawa, Kenkichi, Algebraic functions, Translated from the 1973 Japane-
se edition by Goro Kato. Translations of Mathematical Monographs, 118,
American Mathematical Society, Providence, RI, 1993.

Iwasawa, Kenkichi, Local class field theory, Oxford Mathematical Mono-
graphs. New York: Oxford University Press; Oxford: Clarendon Press, 1986.
Iwasawa, Kenkichi, Collected papers. Vol. I, I1I, Edited and with a preface by
Ichiro Satake, Genjiro Fujisaki, Kazuya Kato, Masato Kurihara and Shoichi
Nakajima. With an appreciation of Iwasawa’s work in algebraic number theory
by John Coates, Springer—Verlag, Tokyo, 2001.

Iyanaga, Shokichi, Zum Beweis des Hauptidealsatze, Hamb. Abh. 10, 349-357,
(1934).



80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

Referencias 385

Iyanaga, Shokichi, The theory of numbers, North-Holland Mathematical Li-
brary. Vol. 8. Amsterdam - Oxford: North- Holland Publishing Company;
New York: American Elsevier Publishing Company, 1975.

Janusz, Gerald J., Algebraic number fields, Academic Press, New York, San
Francisco, London, 1973.

Janusz, Gerald J., Algebraic number fields. 2nd ed., Providence, RI: American
Mathematical Society (AMS), 1996.

Johnsen, Karsten, Lineare Abhdngigkeiten von FEinheitswurzeln, Elemente der
Mathematik 40, 57-59, (1985).

Kato, Kazuya; Kurokawa, Nobushige; Saito, Takeshi, Number theory 2. Intro-
duction to class field theory, Translations of Mathematical Monographs 240;
Iwanami Series in Modern Mathematics. Providence, RI: American Mathe-
matical Society (AMS), 2011.

Kim, Sungjin, Nomal Basis Theorem, http://www.math.ucla.edu/ 1707107
/NBT . pdf.

Kosters, Michiel, Projective modules over Dedekind Domains, http://wuw.
math.leidenuniv.nl/~edix/tag 2009/michiel _3.pdf, (2010).

Kronecker, Leopold, Uber die algebraisch auflobaren Gleichungen (1. Abhand-
lung)., Ber. K. Akad. Wiss. Berlin, 365-374 (Werke 4, 1-11), (1853).
Lam—Estrada Pablo; Villa—Salvador, Gabriel, Some remarks on the theory of
cyclotomic function fields, Rocky Mountain Journal of Mathematics 31, no.
2, 483-502, (2001).

Landau, Edmund Georg Hermann, Handbuch der Lehre von der Verteilung
der Primzahlen, Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner. X (1909). Reimpresién AMS
Chelsea Publishing, 2000.

Lang, Serge, Algebraic number theory, Graduate Texts in Mathematics 110,
Springer—Verlag, New York, Berlin, Heidelberg, London, Paris, Tokyo, 1986.
Lang, Serge, Cyclotomic fields I and II, Combined second edition, With an ap-
pendiz by Karl Rubin, Graduate Texts in Mathematics, 121, Springer-Verlag,
New York, 1990.

Lang, Serge, Algebra 3rd ed., Addison—Wesley Co, Reading, Mass, 1993.
Lang, Serge, Algebraic Number Theory, 2nd ed., Springer—Verlag, New York,
1994.

Lang, Serge; Tate, John, On Chevalley’s proof of Luroths’ theomer, Procee-
dings of the AMS 3, no. 4, 621-624, (1952).

Lachaud, Gilles; Martin—Deschamps Mireille, Nombre de points des jaco-
biennes sur un cops fini, Acta Arith. LVI, 329-340, (1990).

Lemmermeyer, Franz, The Fuclidean algorithm in algebraic number fields,
Expo. Math. 13, No. 5, 385-416 (1995).

Lemmermeyer, Franz, The development of the principal genus theorem, The
shaping of arithmetic after C. F. Gauss’s Disquisitiones arithmeticae, 529—
561, Springer, Berlin, (2007).

Lenstra, Hendrik W. Jr., Fuclid?s algorithm in cyclotomic fields, J. Lond.
Math. Soc., II. Ser. 10, 457-465 (1975).

Lenstra, Hendrik W. Jr., Fuclidean number fields. I. II. III, Math. Intell. 2,
6-15, 73-83, 99-103, (1979).

Leopoldt, Heinrich—Wolfgang, Zur Geschlechtertheorie in abelschen Zahl-
korpern, Math. Nachr. 9, 351-362, (1953).

Leopoldt, Heinrich-Wolfgang, Zur Arithmetik in abelschen Zahlkérpern, J.
Reine Angew. Math. 209, 54-71, (1962).



386

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

Referencias

Lubin, Jonathan, Tate, John, Formal Complex Multiplication in Local Fields,
Ann. Math. 81, 380-387, (1965).

Madan, Manohar L., Class Number and Ramification in Fields of Algebraic
Functions, Arch. Math. XIX, 121-124, (1968).

Madan, Manohar L., Class number relations in fields of algebraic, J. Reine
Angew. Math. 238, 89-92 (1969).

Madan, Manohar L., On Class Numbers in Fields of Algebraic Functions,
Arch. Math. XXI, 167-171, (1970).

Madan, Manohar L.; Queen, Clifford S., Algebraic function fields of class
number one, Acta Arith. XX, 423-432, (1972).

Maldonado—Ramirez, Myriam; Rzedowski—Calderén, Martha; Villa—Salvador,
Gabriel, Genus fields of abelian extensions of congruence rational function
fields, Finite Fiels Appl. 20, 40-54 (2013).

Maldonado—Ramirez, Myriam; Rzedowski—Calderén, Martha; Villa—Salvador,
G., Corrigendum to Genus fields of abelian extensions of rational congruence
function fields [Finite Fields Appl. 20 (2018) 40-54], Finite Fields Appl. 33,
283-285 (2015).

Maldonado—Ramirez, Myriam; Rzedowski—Calderén, Martha; Villa—Salvador,
G., Genus fields of congruence function fields, Finite Fields Appl. 44, 56-75,
(2017).

May, J. Peter, Notes on Dedekind rings, http://www.math.uchicago.edu/
~may/MISC/Dedekind.pdf.

McKenzie, R. G., The ring of cyclotomic integers of modulus thirteen is norm-
euclidean, Ph. D. thesis, Michigan State University, 1988.

Milne, James Stuart, Class Filed Theory, Version 4.02, March 23, 2013,
https://www.jmilne.org/math/CourseNotes/CFT.pdf

Motzkin, Theodore Samuel, The Fuclidean algorithm, Bull. Am. Math. Soc.
55, 1142-1146, (1949).

Murty, M. Ram; Esmonde, Jody, Problems in algebraic number theory, Second
Edition, Graduate Texts in Mathematics 190, Springer—Verlag, 2005.
Narkiewics, Wladyslaw, Elementary and Analytic Theory of Algebraic Num-
bers, Second Edition, Springer—Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, London,
Paris, Tokyo, Hong Kong, 1990.

Narkiewicz, Wladyslaw, Elementary and analytic theory of algebraic numbers.
Third edition, Springer Monographs in Mathematics. Springer—Verlag, Berlin,
2004.

Neukirch, Jiirgen, Class field theory. The Bonn lectures. Traduccion de “Klas-
senkorpertheorie”, Bonn. Math. Schr. 26, 1967, Berlin: Springer, 2013.
Nurkirch, Jirgen, Neubegrindung der Klassen korpertheorie, Math. Z. 186,
557-574 (1984).

Neukirch, Jiirgen, Class field theory, Grundlehren der Mathematischen Wis-
senschaften, 280, Springer—Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, Tokyo,
1986.

Neukirch, Jiirgen, Algebraic number theory, Grundlehren der Mathematischen
Wissenschaften. 322, Springer—Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, Barce-
lona, Hong Kong, London, Milan, Paris, Singapore, Tokyo 1999.

Neumann, Olaf, Two proofs of the Kronecker—Weber theorem “according to
Kronecker, and Weber”, J. Reine Angew. Math. 323, 105-126 (1981).

Peng, Guohua, The genus fields of Kummer function fields, J. Number Theory
98 | no. 2, 221-227, (2003).



123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

Referencias 387

Poonen, Bjorn, A brief summary of the statements of class field theory,
http://www-math.mit.edu/ %7Epoonen/papers/cft.pdf, (2012).
Ramirez—Ramirez, Elizabeth; Rzedowski—Calderén, Martha; Villa—Salvador,
Gabriel, Genus Fields of Global Fields, Palestine Journal of Mathematics, 9,
no. 2, 999-1019.

Reyes—Morales, Carlos Daniel; Villa—Salvador, Gabriel, Genus Fields of Kum-
mer £"-Cyclic Extensions, https://arxiv.org/abs/2006.11870.

Ribes, Luis; Zalesskii Pavel, Profinite groups, Springer—Verlag, Ergebnisse der
Mathematik und ihrer Ganzgebiete Folge 3, 40, 2000.

Roquette, Peter, Class field theory in characteristic p, its origin and develop-
ment, Miyake, Katsuya (ed.), Class field theory — its centenary and prospect.
Proceedings of the 7th MSJ International Research Institute of the Mathema-
tical Society of Japan, Tokyo, Japan, June 3-12, 1998. Tokyo: Mathematical
Society of Japan. Adv. Stud. Pure Math. 30, 549-631, (2001).

Roquette, Peter, The Brauer—Hasse—Noether theorem in historical perspective.
Schriften der Mathematisch—Naturwissenschaftlichen Klasse der Heidelberger
Akademie der Wissenschaften 15. Berlin, Springer, (2005).

Roquette, Peter, Contributions to the history of number theory in the 20th
century. Heritage of European Mathematics. Ziirich: European Mathematical
Society, 2013.

Rosen, Michael, S—units and S—class groups in algebraic function fields, J.
Algebra 26, 98-108, (1973).

Rosen, Michael, The Hilbert class field in function fields, Exposition. Math.
5, no. 4, 365-378, (1987).

Rosen, Michael, Number theory in function fields, Graduate Texts in Mathe-
matics, 210, Springer-Verlag, New York, 2002.

Rzedowski—Calderén, Martha; Villa—Salvador, Gabriel, Conductor—discrimi-
nant formula for global function fields, International Journal of Algebra, 5,
no. 32, 1557-1565, (2011).

Rzedowski—Calderén, Martha; Villa—Salvador, Gabriel, Genus fields of Kum-
mer Extensions of Rational Function Fields, in preparation.
Rzedowski—Calderén, Martha; Villa—Salvador, Gabriel Daniel, Extended Ge-
nus Fields of Global Function Fields, en preparacién.

Rzedowski—Calderén, Martha; Villa—Salvador, Gabriel Daniel, Campos Ci-
clotomicos, tercera version, https://arxiv.org/pdf/1407.3238.pdf, 14 de
diciembre de 2022.

Salas Torres, Julio Cesar; Rzedowski—Calderén, Martha, Caracteres de Diri-
chlet en campos de funciones, Soc. Mat. Mexicana, Aportaciones Mat. Co-
mun., 36, 127-144, (2006).

Salas Torres, Julio Cesar; Rzedowski—Calderén, Martha; Villa Salvador, Ga-
briel, Tamely ramified extensions and cyclotomic fields in characteristic p,
Palestine Journal of Mathematics 2 (1), 1-5, (2013).

Salas Torres, Julio Cesar; Rzedowski—Calderén, Martha; Villa Salvador, Ga-
briel, Artin—Schreier and Cyclotomic Extensions, JP Journal of Algebra,
Number Theory and Applications 30, No. 2, 173-190, (2013).

Salas Torres, Julio Cesar; Rzedowski—Calderén, Martha; Villa Salvador, Ga-
briel, A combinatorial proof of the Kronecker—Weber Theorem in positive cha-
racteristic, Finite Fields Appl. 26, 144-161, (2014).



388

141.

142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.
153.

154.

155.

156.

157.

158.

159.

160.

161.

Referencias

Sanchez—Mirafuentes, Marco; Villa—Salvador, Gabriel, Kummer Type Exten-
stons in Function Fields, International Journal of Algebra 7, no. 4, 157-166,
(2013).

Sanchez—Mirafuentes, Marco; Villa—Salvador, Gabriel, Radical Extensions for
the Carlitz Module, J. Algebra 398. 284-302, (2014).

Sénchez Mirafuentes, Marco; Salas—Torres, Julio Cesar; Villa—Salvador, Ga-
briel, Cogalois Theory and Drinfeld Modules, Journal of Algebra and Its Ap-
plications 19, no. 1, 2050001 (18 pages), (2020).

Schmid, Hermann Ludwig, Zyklische algebraische Funktionenkéorper vom Gra-
de p" uber endlichem Konstantenkorper der Characteristik p, J. Reine Angew.
Math. 175, 108-123, (1936).

Schmid, Hermann Ludwig, Zur Arithmetik der zyklischen p-Korper, J. Reine
Angew. Math. 176, 161-167 (1937).

Schultheis, Fred, Carlitz—Kummer function fields, J. Number Theory 36, 133—
144, (1990).

Sémirat, Stéphan, Class number one problem for imaginary function fields:
the cyclic prime power case, J. Number Theory 84, 166-183, (2000).
Sémirat, Stéphan, Cyclotomic function fields with ideal class number one, J.
Algebra 236, 376-395, (2001).

Serre, Jean—Pierre, Cohomologie Galoisienne, Lecture Notes in Mathematics
5. Springer, Berlin—Heidelberg—New York, 1964.

Serre, Jean—Pierre, Local class field theory, Algebraic Number Theory (Proc.
Instructional Conf., Brighton, 1965) pp. 128-161 Thompson, Washington,
D.C., (1967).

Serre, Jean—Pierre Local fields, Graduate Texts in Mathematics 67, New
York—Hedelberg—Berlin, Springer—Verlag, 1979.

Serre, Jean—Pierre, Algebraic Groups and Class Fields, Springer—Verlag, 1988.
Stark, Harold M., On the gap in a theorem of Heegner, J. Number Theory 1,
16-27, (1969).

Stichtenoth, Henning, Algebraic function fields and codes. Second edition,
Springer—Verlag, Graduate Texts in Mathematics 254, Berlin-Heidelberg—
New York, 2009.

Takagi, Teiji, Uber eine Theorie des relativ Abelschen Zahlkérpers, Journ.
Coll. of Science Tokyo 41, 1-33, (1920).

Takagi, Teiji, Uber das Reziprozitditsgesetz in einem beliebigen algebraischen
Zahlkérper, Journ. Coll. of Science Tokyo 44, 1-50, (1922).

Tate, John Torrence, Global class field theory, Algebraic Number Theory
(Proc. Instructional Conf., Brighton, 1965) pp. 162-203 Thompson, Washing-
ton, D.C., (1967).

Thakur, Dinesh S., Function Field Arithmetic, World Scientific, (2004).
Villa—Salvador, Gabriel, Introduccion a la teoria de las funciones algebraicas,
Fondo de Cultura Econémica, México, 2003.

Villa—Salvador, Gabriel, Topics in the theory of algebraic function fields,
Mathematics: Theory & Applications, Birkhduser Boston, Inc., Boston, MA,
2006.

Villa—Salvador, Gabriel, An elementary proof of the conductor-discriminant
formula, International Journal of Number Theory, Vol. 6, No. 5, 1191-1197,
(2010).



162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

Referencias 389

Villa-Salvador, Gabriel, Analog of the Kronecker—Weber theorem in positi-
ve characteristic, in Algebraic Curves and Finite Fields. Cryptography and
Other Applications, Radon Series on Computational and Applied Mathema-
tics 16, Harald Niederreiter, Alina Ostafe, Daniel Panario, Arne Winterhof
(Eds.), 213-237, De Gruyter 2014.

Washington, Lawrence C, Class numbers and Z,—eztensions, Math. Ann. 214,
177-193, (1975).

Washington, Lawrence C, The non p—parts of the class numbers in a cycloto-
mic Zp—extensions, Inventiones Math. 49, 87-97, (1978).

Washington, Lawrence C, Introduction to cyclotomic fields, Second edition,
Graduate Texts in Mathematics, 83, Springer-Verlag, New York, 1997.
Weber, Heinrich Martin, Theorie der Abelschen Zahlkérper, Acta Math. 8,
193-263, (1886).

Weil, André, Basic number theory, Classics in Mathematics. Berlin: Springer—
Verlag, 1995.

Weiss, Edwin, A Deflation Map, Journal of Mathematics and Mechanics 8,
No. 2, 309-329, (1959).

Weiss, Edwin, Cohomology of Groups, Academic Press, New York and Lon-
don, 1969.

Witt, Ernst, Konstruktion von galoisschen Kérpern der Charakteristik p zu
vorgegebener Gruppe der Ordnung p*, J. Reine Angew. Math. 174, 237-245,
(1936).

Witt, Ernst, Zyklische Kérper und Algebren der Charakteristik p vom Grad
p". Struktur diskret bewerter perfekter Korper mit vollkommenem Restklas-
senkorper der Characteristik p, J. Reine Angew. Math. 176, 126-140, (1936).
Wittmann, Christian, [-class groups of cyclic function fields of degree I, Finite
Fields Appl. 13, 327-347, (2007).

Wu, Qingquan; Scheidler, Renate, The ramification groups and different of
a compositum of Artin—Schreier extensions, International Journal of Number
Theory 6, no. 7, 1541-1564, (2010).

Yamamura, Ken. he determination of the imaginary abelian number fields
with class number one, Math. Comput. 62, No. 206, 899-921, (1994).
Zhang, Xianke, A simple construction of genus fields of abelian number fields,
Proc. Amer. Math. Soc. 94, no. 3, 393-395, (1985).

Zaldivar—Cruz, Felipe, Campos locales, Universidad Auténoma Metropolita-
na, Unidad Iztapalapa, 2001.

Zaldivar—Cruz, Felipe, Cohomologia de Galois de campos locales, Aportacio-
nes Matematicas, Texto Nivel Avanzado 17, Sociedad Matemética Mexicana,
2001.

Zywina, David, Ezplicit class field theory for global function fields, J. Number
Theory 133, No. 3, 1062-1078, (2013).






Indice alfabético

G-médulo, 49

adeles, 210
adees principales, 211
anillo de Priifer, 13
anillo de series formales, 166
anillo de valuacién, 25
anillo grupo, 49
aproximacion fuerte
teorema de ~, 219
Artin
automorfismo de ~, 20

independencia de caracteres de ~, 3

ley de reciprocidad de ~, 21, 270,
276
mapeo local de ~, 21, 149
simbolo de ~, 7
aumentacion
ideal, 49
automorfismo de Artin, 20
automorfismo de Frobenius, 7, 110
automorfismo de Frobenius universal,
118

axioma de la teoria de campos de clase,

103, 253
axioma de la teoria de campos de clase
locales, 111

Brauer
grupo de ~, 232
grupo de ~, 108, 118

g-cadenas, 72
cambio de dimension, 76

campo de clase, 16-18

campo de clase asociado, 279

campo de clase asociado a grupos de
congruencias, 328

campo de clase de Hilbert, 321, 337

campo de clase de Hilbert extendido,
321, 346, 353

campo de clases de S-rayos, 328

campo de clases de rayos, 316

campo de géneros, 359, 360

campo de géneros extendido, 360

campo de inercia, 113

campo global, 7, 197

campo local, 26

campo residual, 25

campos de clases de rayos, 317

campos de funciones, 197

campos de funciones congruentes, 7

campos de Lubin-Tate, 167

campos de rayos en campos de
funciones, 322

campos globales, 16

campos locales, 16

campos numéricos, 197

celdas, 71

clase fundamental, 109, 122, 268, 269

clases de ideles, 211

coaumentacién, 50, 71

cociente de Herbrand, 61, 100

g-cocilos, 72

g-cofronteras, 72

cohomologia de Galois, 58

cohomolégicamente trivial, 64



392 Indice alfabético

compatible
homomorfismos, 77
complejo, 70
composicién de campos, 198
composiciones equivalentes, 198
conductor, 317, 349
teorema del ~, 329
conductor global, 316
conductor local, 154, 155
conjunto de factores, 57
corestriccién, 85

derivacién, 244
derivada logaritmica, 244
descomposiciéon de primos, 352
descomposiciéon en campos globales, 308
Dirichlet

teorema de las unidades de ~, 207,

225

discreta

valuacién, 25

elemento
totalmente positivo, 343
elemento invertible en las series
XR[[X]], 169
elemento primo, 26
elemento totalmente positivo, 314, 343
elemento uniformizante, 26
endomorfismo de grupos formales, 171
endomorfismo multiplicacién por m de
grupos formales, 171
extensién de Kummer, 5, 14
extensiones
Artin—Schreier, 3, 5
Kummer, 3

formacién, 267

formacién de clases, 268

férmula del producto, 206

Frobenius
automorfismo de ~, 7, 110
automorfismo de ~ universal, 118
levantamiento de ~, 132

funcién de Herbrand, 162

funcién signo, 339

género principal, 373, 374
teorema clasico del ~, 374

Galois
correspondencia de ~, 11

grado de los S-ideles, 222

grupo de n—unidades, 313

grupo de Brauer, 108, 118, 232

grupo de caracteres, 77

grupo de clases de divisores, 105

grupo de clases de ideles, 211

grupo de clases de ideles de grado 0, 212

grupo de clases de rayos, 314

grupo de clases se ideales, 105

grupo de cohomologia, 53

grupo de cohomologia, 72

grupo de divisores primos relativos a un
conjunto S, 278

grupo de endomorfismos de grupos
formales, 172

grupo de homologia, 54

grupo de homomorfismos de grupos
formales, 172

grupo de ideles, 22, 105, 211

grupo de ideles de grado 0, 212

grupo de ideales con médulus m, 17, 18

grupo de ideales extendidos, 344

grupo de ideales generalizado, 17

grupo de las n-raices de unidad, 14

grupo de las S-unidades, 207

grupo de normas, 271

grupo de Priifer, 13

grupo de rayos, 349

grupo de signos de un campo de
funciones global, 343

grupo declarado por un médulus, 352

grupo divisor, 349

grupo formal, 170

grupo formal aditivo, 170

grupo formal multiplicativo, 170

grupo ideal, 349

grupo ideal definido un médulus, 349

grupo norma, 50

grupo profinito, 107

grupo topoldgico, 11

grupos de cohomologia, 54

grupos de cohomologia de Galois, 58

grupos de cohomologia de Tate, 59

grupos de congruencia, 20

grupos de congruencias, 313

grupos de homologia, 54

grupos de Lubin—Tate, 165



grupos de normas, 158

grupos de ramificacién, 159

grupos de ramificacién superior, 158
grupos equivalentes, 57

grupos formales, 169

Haar
medida de ~, 217
Hasse
invariante de ~, 115, 122
ley de reciprocidad de ~, 262
teorema de la norma de Hasse, 252
Hasse—Arf
teorema de ~, 194
Hensel
Lema de ~, 27
valuacién de ~, 134
Herbrand
cociente de ~, 61, 100
Hilbert
campo de clase de ~, 321
campo de clase de ~ extendido, 346
campo de clase extendido de ~, 321,
353
teorema 90 de ~, 58
homomorfismo de conexién, 52

ideles, 2022, 210
ideles congruentes a 1, 314
ideles principales, 22
ideal aumentacién, 49
ideal maximo, 25
ideal principal
teorema del ~, 353
ideales principales totalmente positivos,
344
ideles
grupo de clases de ~, 211
ideles principales, 211
inducido
médulo relativamente ~, 88
Inflacién, 83
inflacién, 83
invariante, 122
mapeo, 268
morfismo ~, 115
invariante de Hasse, 115, 122
inversa formal, 171
isomorfismo de grupos formales, 171

Indice alfabético 393

isomorfismo de Nakayama, 123
isomorfismo de Neukirch, 144
isomorfismo de reciprocidad, 116
isomorfismo global de Neukirch, 276

Kronecker—Weber
teorema de ~, 320
teorema de ~, 16
teorema local de ~, 192
Kummer
extensién de ~, 14
teoria de ~, 13, 14

Lema de Hensel, 27
lema de la serpiente, 52
lema de Shapiro, 90
levantamiento de Frobenius, 132
ley de descomposiciéon de primos, 352
ley de reciprocidad, 20, 105
ley de reciprocidad de Artin, 21, 270
ley de reciprocidad de Hasse, 262
ley general de reciprocidad, 268
ley global de reciprocidad de Artin, 276
limitaci

’on de normas, 311
Lubin-Tate

grupos de ~, 165

médulo de Carlitz, 165
moédulo formal, 175

médulo inducido, 90

modulos de Drinfeld, 24, 165
modulos elipticos, 24

modulos formales, 169
modulus, 18, 313

modulus admisible, 18, 349
moédulus de definicién, 18, 349
mapeo de Artin, 20, 277
mapeo de Nakayama, 270
mapeo de Nakyama, 116
mapeo de Neukirch, 135
mapeo de reciprocidad, 277
mapeo de reciprocidad global, 270
mapeo de transferencia, 92
mapeo invariante, 109, 113, 268
mapeo local de Artin, 21, 149
mapeos de conexién, 55
medida de Haar, 217

médulo coinducido, 62



394 Indice alfabético

modulo fijo, 50

modulo inducido, 62

moédulo proyectivo, 51

médulos co-inducidos, 62
modulos inducidos, 62

modulus, 302

morfismo de grupos formales, 171
morfismo invariante, 115

n—unidades locales, 27
n—unidades principales, 28
Nakayama
isomorfismo de ~, 123
mapeo de ~, 116, 270
Neukirch
isomorfismo de ~, 144
isomorfismo global de ~, 276
mapeo de ~, 135
mapeo de ~, 135
norma, 4, 29, 50
norma absoluta, 7, 197
norma de grupo de clases de ideles, 277
norma de ideles, 227, 277
normas de normas, 152
normas universales, 290
nimeros de ramificacién superiores, 162

primera desigualdad, 18
primera desigualdad fundamental, 233
producto copa, 92, 93
producto directo restringido, 210
proyectivo

moédulo ~, 51
puntos de divisién, 165

rayo médulo un médulus, 349
reciprocidad
ley general de ~, 268
mapeo de ~, 270
red, 224
resolucion candnica, 54
resoluciéon completa, 69
resolucién proyectiva, 53
Restriccion, 82
restriccion, 82

S—congruencias médulo un médulus
subgrupos de ~, 325

S—grupo de clases médulo un médulus,
326

S-médulus, 325
salto superior, 165
segunda desigualdad, 19
Segunda desigualdad fundamental, 251
segunda desigualdad fundamental, 238
Shapiro
lema de ~, 90
signo, 339
signo de un campo local, 339
simbolo de Artin, 7, 9
simbolo de la norma residual, 116, 149
simbolo de la norma residual global, 270
simbolo de la norma residual local
simbolo de la norma residual local,
124
simbolo de la norma residual universal
simbolo de la norma residual
universal, 126
simbolo residual de la norma, 21
simbolo residual nérmico, 149
simbolo universal de la norma residual,
282
Spl, 16
subgrupo de congruencias de un grupo
de clases de ideles, 314
subgrupo de normas, 18
subgrupos de S—congruencias médulo
un moédulus, 325
subgrupos equivalentes, 19
sueno de juventud de Kronecker, 24

Tate
teorema de ~, 101
Tate-Nakayama
teorema de ~, 104
teorema
de aproximacion fuerte, 219
Lema de Hensel, 27
teorema 90 de Hilbert, 58
teorema clésico del género principal,
374
teorema de Brauer-Hasse-Noether, 261
teorema de existencia, 23, 128, 192
teorema de existencia en caracteristica
0, 289, 295
teorema de existencia para campos de
funciones, 303
teorema de Furtwéangler, 372
teorema de Hasse—Arf, 194



Indice alfabético 395

teorema de Herbrand, 163 ideales principales ~, 344
teorema de Kronecker—-Weber, 16, 320 traza, 4, 50
teorema de Kronecker—Weber local, 192

teorema de la norma de Hasse, 252 Unicamente divisible, 76
teorema de las unidades de Dirichlet, unidades locales, 27
207, 225
teorema de Takagi, 18 valor absoluto, 25
teorema de Tate, 101 valor absoluto candnico, 203
teorema de Tate-Nakayama, 104 valor absoluto de idéles, 211
teorema del conductor, 329 valor absoluto trivial, 202
teorema del género principal, 374 valores absolutos equivalentes, 202
teorema del ideal principal, 353 valuacién, 25
teorema principal de teoria global de valuacién discreta, 25
campo de clase, 276 valuacién normalizada, 25
teoria de Kummer, 13, 14 valuacion de Hensel
topologfa de clase., 301 valuacién de Hensel, 134
topologia de ideales, 302 valuacién henselian, 275
topologia de Krull, 11 Verlagerung, 92

totalmente positivos
conjunto de elementos ~, 343 Zp—extension ciclotémica, 13



