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4.9.1. Cohomoloǵıa trivial y Teorema de Tate . . . . . . . . . . . . . . 102

5. Campos de clase locales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
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6.3.1. Norma de idéles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227

6.4. Grupo de Brauer para campos globales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232
6.5. Primera desigualdad fundamental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233
6.6. Segunda desigualdad fundamental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238

6.6.1. Segunda desigualdad para extensiones de Kummer . . . . 241
6.6.2. Segunda desigualdad para campos de funciones . . . . . . . 243
6.6.3. Un pareo global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246
6.6.4. Grupo de Galois de la máxima p-extensión elemental
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1

Introducción

La teoŕıa de campos de clase es esencialmente el estudio de las extensio-
nes abelianas, en general finitas, aunque también se estudian las extensiones
infinitas, de cuatro clases de campos: campos globales (campos numéricos y
campos de funciones) y campos locales (de igual caracteŕıstica y de carac-
teŕıstica distinta). En primera instancia, no es aśı como se definen los campos
de clase, sino más bien de otras formas (campos en donde un cierto conjunto
de primos se descomponen totalmente o subgrupos de ciertos grupos que son
normas, etc.), lo cual lleva, al final del d́ıa, a que es lo mismo que extensiones
abelianas finitas.

Hay otros objetos los cuales pueden ser estudiados con la teoŕıa de campos
de clase que no están comprendidas en las cuatro anteriores: ciertos campos
de funciones no congruentes. También hay una teoŕıa de campos de clase no
abeliana: el programa de Langlands. No haremos más historia de la teoŕıa de
campos de clase pues nos reservamos esto para la Subsección 2.5.

El objetivo de este caṕıtulo es presentar los resultados fundamentales de
la teoŕıa de campos de clase con la profundidad necesaria para poder aplicarla
a la teoŕıa de números algebraica, principalmente para campos de funciones.
Una opción pudiera haber sido presentar la teoŕıa de campos de clase para
campos numéricos desde el punto de vista de ideales. Un magńıfico libro con
este enfoque es el libro de Janusz [82]. Sin embargo esta aproximación no nos
diŕıa cuáles son las diferencias con respecto a los campos de funciones que son
nuestro interés primario.

Para los lectores interesados en las demostraciones y desarrollos completos
de la teoŕıa de clase, hay muchos textos excelentes, tanto para campos globales
como para locales y algunos de ellos para ambos. El texto fundamental es el
trabajo de Artin–Tate [7]. Para campos locales podemos indicar los libros de
Iwasawa y de Serre [77, 151] aśı como el art́ıculo de Serre [150] comprendido
en el libro cuyos editores son Cassels y Frölich [22]. Para campos globales
podemos mencionar el art́ıculo de Tate [157] el cual también se encuentra en
el libro de Cassels y Frölich. Para el estudio de ambos casos, el local y el
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global, debemos mencionar los libros de Neukirch [117, 119, 120] y el libro de
Chevalley [25]. Tratados más clásicos son los trabajos de Hasse [52, 55, 56].

En la Sección 2 presentamos algunos preliminares aislados que ayudan a
comprender el trabajo subsiguiente. Estos preliminares constan fundamental-
mente de la teoŕıa de Kummer, el automorfismo de Frobenius y el śımbolo
de Artin. La Subsección 2.5 tiene como objeto presentar una panorámica ge-
neral de la historia de la teoŕıa de campos de clase. Esta subsección es muy
útil para el lector cuando esté leyendo los caṕıtulos posteriores, pues puede
consultar en que contexto los resultados fueron apareciendo y su razón de ser.
Hay muchas referencias para esta parte pero nos basamos fundamentalmente
en el magńıfico art́ıculo de Conrad [30]. Otras referencias estupendas son el
art́ıculo de Hasse [57] en el libro de Cassels y Frölich y los art́ıculos y libros
de Roquette [127, 128, 129].

La Sección 3 da un rápido repaso a la teoŕıa de campos locales. En la
Sección 4 estudiamos la cohomoloǵıa de grupos que es el enfoque que damos
para la teoŕıa de campos de clase. La Sección 5 estudia la teoŕıa local de
campos de clase con énfasis en los grupos de Lubin–Tate. Decidimos presentar
en la Subsección 5.4 la teoŕıa de Neukirch [119] sobre el isomorfismo que lleva
su nombre y el cual obtiene, con otro enfoque distinto a la de cohomoloǵıa de
grupos, el teorema de reciprocidad. Este mismo isomorfismo se puede aplicar
a campos globales. Este subsección puede omitirse sin pérdida de continuidad.

La Sección 6 es la teoŕıa global de campos de clase. El teorema de existencia
es el tema de la Sección 6.8. La Sección 7 estudia los grupos de congruencias
que transparentan un poco la correspondencia dada por el teorema de reci-
procidad de Artin. En la Subección 7.1 estudiamos la teoŕıa de campos de
clase en campos numéricos, primero con del enfoque de idèles y posteriormen-
te en la Subsección 7.4 con el enfoque de ideales y divisores. La Subsección
7.3 comprende de manera central el estudio de los campos de clase de Hilbert
y de Hilbert extendido en campos de funciones. Finalizamos con un estudio
de los campos de géneros desde el punto de vista de campos de clase en la
Sección 8.
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Preliminares y antecedentes

En esta primera parte, presentamos varios temas que ya sea son necesarios
para el desarrollo de estas notas, o bien porque son partes de las demostra-
ciones, posiblemente no presentadas aqúı, de los teoremas fundamentales de
la teoŕıa.

2.1. Extensiones de Kummer y de Artin–Schreier

En esta sección estudiaremos las llamadas extensiones de Kummer y las
extensiones de Artin–Schreier. Estas últimas pueden ser consideradas las ex-
tensiones de Kummer aditivas. Las extensiones de Kummer juegan un papel
preponderante para los teoremas de existencia de campos de clase para las
extensiones ćıclicas de orden primo relativo a la caracteŕıstica y las extensio-
nes de Artin–Schreier son usadas con el mismo fin en el caso de campos de
funciones para extensiones ćıclicas de grado igual a la caracteŕıstica. Noso-
tros no presentaremos todos los detalles de la demostración de los teoremas
de existencia desde este punto de vista, pero si el lector quiere profundizar
más en los detalles de las demostraciones de los teoremas de existencia, es
necesario aplicar este tipo de extensiones.

Teorema 2.1.1 (Teorema de independencia de Artin). Sean G un gru-
po multiplicativo, F un campo y σ1, σ2, . . . , σn, n homomorfismos de grupos
distintos de G en F ∗. Entonces σ1, σ2, . . . , σn son independientes, es decir, si
a1, . . . , an ∈ F son tales que

a1σ1(x) + a2σ2(x) + · · ·+ anσn(x) = 0

para todo x ∈ G, entonces a1 = a2 = . . . = an = 0.

Demostración. [92, Ch. IV, Section 4,Theorem 4.1]. ut
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Una aplicación del Teorema 2.1.1 es para el caso en que L es un campo
arbitrario y σ1, . . . , σn son distintos automorfismos de L. Entonces σ1, . . . , σn
son independientes. En este caso se toma G = L∗.

Teorema 2.1.2. Sea L/K una extensión ćıclica de grado n y sea G =
Gal(L/K) = 〈σ〉. Sea α ∈ L. Entonces

(a) TrL/K α = 0 ⇐⇒ existe β ∈ L tal que α = β − σβ, donde
TrL/K = Tr denota la traza de L a K.

(b) NL/K α = 1 ⇐⇒ existe β ∈ L tal que α = β/σβ, donde NL/K = N
denota la norma de L a K.

Demostración. (a) ⇐) Si α = β − σβ, entonces

TrL/K α = TrL/K β − TrL/K(σβ) = TrL/K β − TrL/K β = 0.

⇒) Puesto que L/K es separable, por el Teorema 2.1.1 se tiene que existe
γ ∈ L tal que TrL/K γ = a 6= 0 con a ∈ K (de hecho, L/K es separable
⇐⇒ Tr 6= 0). Por tanto TrL/K(a−1γ) = a−1 TrL/K γ = 1.

Sea α ∈ L tal que TrL/K α = 0. Entonces σ0α = α = −
∑n−1
j=1 σ

jα. Sea

β =
∑n−2
i=0

(∑i
j=0 σ

jα
)
σiγ1 con TrL/K γ1 = 1. Entonces β − σβ = α.

(b) ⇐) Si α = β/σβ, Nα = Nβ/N(σβ) = Nβ/Nβ = 1.
⇒) Sea ahora NL/K α = 1. Consideremos

ξ : = c+ ασ(c) + ασ(α)σ2(c) + · · ·+ ασ(α) · · ·σn−2(α)σn−1(c)

= c+

n−1∑
j=1

( j−1∏
i=0

σi(α)
)
σj(c)

con c ∈ L. Entonces

ασ(ξ) = ασ(c) +

n−1∑
j=1

( j−1∏
i=0

ασi+1(α)
)
σj+1(c)

= ασ(c)

↑
j=1

+

n−1∑
j=2

( j−1∏
i=0

σi(α)
)
σj(c) +

( n−1∏
i=0

σi(α)
)

=

1

σn(c)

=

c

= c+

n−1∑
j=1

( j−1∏
i=0

σi(α)
)
σj(c) = ξ.

Esto es, ασ(ξ) = ξ. Por el Teorema 2.1.1, existe c tal que ξ = β 6= 0 y se
tiene ασ(β) = β por lo que α = β/σ(β). ut
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Teorema 2.1.3 (Extensiones de Artin–Schreier). Sea K un campo de
caracteŕıstica p > 0, carK = p. Entonces L/K es una extensión ćıclica de
grado p ⇐⇒ existe z ∈ L tal que L = K(z) e Irr(z, T,K) = T p−T−a ∈ K[T ]
y, en particular, zp − z = a.

Demostración. ⇒) Sea G := Gal(L/K) = 〈σ〉, o(σ) = p. Se tiene TrL/K 1 =
p = 0. Por tanto existe z ∈ L tal que σz−z = 1, esto es, σz = z+1. Se sigue que
σiz = z + i y σiz = z ⇐⇒ p|i. Por lo tanto Irr(z, T,K) =

∏p−1
i=0 (T − (z + i))

es de grado p.
Se tiene σ(zp − z) = (σz)p − (σz) = (z + 1)p − (z + 1) = zp − z de donde

obtenemos que zp − z = a ∈ K y zp − z − a = 0. Por lo tanto Irr(z, T,K) =

T p − T − a =
∏p−1
i=0 (T − (z + i)).

⇐)Si L = K(z) e Irr(z, T,K) = T p − T − a, entonces para toda i ∈ Z setiene
ip ≡ i mód p y (z + i)p − (z + i) = zp + ip − z − i = zp − z = a. Se sigue que
z, z+1, . . . , z+(p−1) son los ráıces de Irr(z, T,K). En particular z y z+1 son
conjugados sobre K y L = K(z) es de Galois sobre K. Sean G = Gal(L/K)
y σ ∈ G tal que σz = z + 1, de donde σiz = z + i y o(σ) = p por lo que se
tiene G = 〈σ〉 es un grupo ćıclico de orden p. ut

Teorema 2.1.4 (Extensiones de Kummer). Sea K un campo de carac-
teŕıstica p ≥ 0 y sea n ∈ N tal que p - n (en el caso p = 0, n es arbitrario).
Supongamos que ζn ∈ K donde ζn es una ráız n–ésima primitiva de la unidad.
Entonces L/K es una extensión ćıclica de grado n ⇐⇒ existe z ∈ L tal que
L = K(z) e Irr(z, T,K) = Tn − a ∈ K[T ], esto es, L = K( n

√
a).

Demostración. ⇒) Sea G = Gal(L/K) = 〈σ〉, o(σ) = n. Se tiene N ζn =
ζnn = 1. Por lo tanto existe z ∈ L tal que σz = ζnz y σiz = ζinz, por lo que
σiz = z ⇐⇒ n|i. Por lo tanto z, ζnz, . . . , ζ

n−1
n z son los distintos conjugados

de z. Se sigue que Irr(z, T,K) =
∏n−1
i=0 (T − ζinz).

Por otro lado σzn = (σz)n = (ζnz)
n = ζnnz

n = zn, esto es, zn = a ∈ K
y z, ζnz, . . . , ζ

n−1
n z son ráıces de Tn − a ∈ K[T ]. Por lo tanto Irr(z, T,K) =

Tn − a y zn = a.
⇐) Para a 6= 0, Tn − a es un polinomio separable debido a que p|n y tiene
distintas ráıces z, ζnz, . . . , ζ

n−1
n z donde z ∈ K̄ es tal que zn = a, donde K̄

es una cerradura algebraica de K. Se sigue que L = K(z) es una extensión
de Galois. Puesto que se supone que Tn − a es irreducible y z y ζnz son
conjugados. Por lo tanto existe σ ∈ G = Gal(L/K) tal que σz = ζnz. Por
tanto o(σ) = n = o(G) = [L : K] de donde se sigue que L/K es una extensión
ćıclica de grado n. ut

Teorema 2.1.5. Sea K tal que carK = p > 0 y sean Li = K(zi)/K, i = 1, 2
dos extensiones ćıclicas de grado p dadas por zpi − zi = ai ∈ K, i = 1, 2. Lo
siguiente es equivalente

(1) L1 = L2.
(2) z1 = jz2 + b para 1 ≤ j ≤ p− 1 y b ∈ K.
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(3) a1 = ja2 + (bp − b) = ja2 + ℘(b) para 1 ≤ j ≤ p − 1 y b ∈ K.
Aqúı usamos la notación ℘(b) = bp − b.

Demostración. (1) ⇔ (2). Si z1 = jz2 + b, entonces z2 = iz1 − ib con ij ≡
1 mód p, por lo que L1 = L2. Rećıprocamente, si L1 = L2, entonces si G =
Gal(L1/K) = Gal(L2/K) = 〈σ〉 donde seleccionamos σ tal que σz1 = z1 + 1.
Ahora bien, puesto que σz2 es conjugado de z2 sobre K, entonces existe 1 ≤
i ≤ p − 1 tal que σz2 = z2 + i. Sea 1 ≤ j ≤ p − 1 tal que ij ≡ 1 mód p.
Entonces

σ(jz2) = jσ(z2) = jz2 + ji = jz2 + 1.

Por tanto σ(z1 − jz2) = z1 − jz2, por lo que z1 − jz2 = b ∈ K.
(2)⇒ (3) : Ahora si z1 = jz2 +b se tiene zp1−z1 = a1 = (jz2 +b)p−(jz2 +b) =

j(zp2 − z2) + ℘(b) = ja2 + ℘(b).
(3)⇒ (2) : Rećıprocamente, si a1 = ja2 +℘(b), zp1−z1 = (jz2 +b)p−(jz2 +b),
es decir, (z1 − (jz2 + b))p − (z − (jz2 + b)) = 0, por lo tanto ω = z1 − jz2 − b
es una ráız de ωp − ω = 0 por lo que ω ∈ Fp. Se sigue que z1 = jz2 + b+ ω y
℘(b+ ω) = ℘(b), por lo que a1 = ja2 + ℘(b+ ω). ut

Similarmente se puede probar

Teorema 2.1.6. Sea K un campo de caracteŕıstica p ≥ 0 tal que ζn ∈ K con
p - n y ζn una ráız n–ésima primitiva de la unidad. Sean Li = K(zi), i = 1, 2,
dos extensiones ćıclicas de K de grado n dadas por zni = ai ∈ K. Entonces lo
siguiente es equivalente:

(1) L1 = L2.
(2) z1 = zj2c para algún 1 ≤ j ≤ n− 1 con mcd(j, n) = 1 y c ∈ K.

(3) a1 = aj2c
n para algún 1 ≤ j ≤ n− 1 tal que mcd(j, n) = 1 y c ∈ K.

ut

Con respecto a la ramificación en las extensiones de Kummer y de Artin–
Schreier, los siguientes dos resultados se deben a Hasse. En este caso se tiene
K/k un campo de funciones y supondremos k perfecto (en general considera-
remos el caso k = Fq, el cual es perfecto). Se tiene:

Teorema 2.1.7 (H. Hasse). Sea k un campo perfecto de caracteŕıstica p > 0
y sea p un lugar fijo de K. Si L/k es una extensión ćıclica de grado p, entonces
existe y ∈ L tal que L = K(y) con yp − y = a tal que, o bien vp(a) ≥ 0, o
bien vp(a) = −λ < 0 y p - λ.

Si vp(a) ≥ 0, entonces p es no ramificado. Si vp(a) = −λ < 0 y p - λ,
entonces p es ramificado y el diferente local está dado por DP = P(λ+1)(p−1)

donde P es el lugar de L encima de p, es decir, p = Pp.

Demostración. Ver cite[Theorems 5.8.10 y 5.8.11]Vil2006. ut
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Teorema 2.1.8 (H. Hasse). Sea k un campo de caracteŕıstica p ≥ 0. Sea
L/K una extensión ćıclica de grado n con p - n y tal que ζn ∈ k donde ζn es
una ráız n–ésima primitiva de la unidad. Sea p un lugar fijo de K. Entonces
L = K(y) tal que yn = a con 0 ≤ vp(a) ≤ n − 1. Se tiene que p es no
ramificado en L/K ⇐⇒ vp(a) = 0.

Si vp(a) = m > 0 y P es un divisor de L encima de p, tenemos e(P|p) =
n

mcd(n,m) y vP(DP) = n
mcd(n.m) − 1, donde DP denota al diferente local.

Demostración. [160, Theorem 5.8.12]. ut

2.2. Automorfismo de Frobenius y śımbolo de Artin

Dada una extensión finita de campos finitos Fqd/Fq, se tiene que el grupo
de Galois G = Gal(Fqd/Fq) es un grupo ćıclico de orden d. El generador
τ : Fqd → Fqd dado por τ(x) = xq se le llama el automorfismo de Frobenius.
Se tiene que τ(x) = x ⇐⇒ xq = x ⇐⇒ x ∈ Fq.

Definición 2.2.1. Un campo global es, o bien una extensión finita de Q, o
bien un campo de funciones con campo de constantes un campo finito.

Los campos globales de funciones, reciben también el nombre de campos
de funciones congruentes.

Ahora bien, dada una extensión de Galois de campos globales L/K, sea
p un primo de K y sea P un primo de L sobre p. Sea L(P)/K(p) la exten-
sión de campos residuales. Si D = D(P|p) es el grupo de descomposición de

P/p, el mapeo D
ϕ
↪−→ Gal(L(P)/K(p)), σ 7→ σ̄ = clase de σ módulo p, es un

epimorfismo de grupos con núcleo I = I(P|p) el grupo de inercia de P/p. Es
decir, tenemos D/I ∼= G. Si P/p es no ramificado, entonces I = {1} y por

tanto D ∼= G. En particular, existe un único σp ∈ D tal que σp
ϕ−→ τ es el

automorfismo de Frobenius. El automorfismo σp se llama el automorfismo de
Frobenius de P/p.

Definición 2.2.2. Se define la norma absoluta del campo residual L(P) de
un campo ya sea local o global como N(P) := |L(P)|.

Sean N(P) = |L(P)| y N(p) = |K(p)|, digamos N(p) = qf con f = [K(p) :
Fq] en el caso de campos de funciones, entonces σP(P) = P, σP|p = Id y
σP(OP) = OP. Es decir, σP está caracterizados por

σP(x) ≡ xN(p) mód P para toda x ∈ OP.

Escribimos σP =

[
L/K

P

]
y

[
L/K

P

]
(x) ≡ xN(p) mód P para toda x ∈ OP.
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2.2.1. Propiedades del automorfismo de Frobenius

Aqúı se supone que L/K es una extensión de Galois finita de campos
globales.

Proposición 2.2.3. Si σ ∈ G = Gal(L/K), se tiene[
L/K

σP

]
= σ

[
L/K

P

]
σ−1.

Demostración. Sea y ∈ OL y sea x ∈ OL tal que y = σ−1x. Entonces[
L/K

P

]
y =

[
L/K

P

]
σ−1x ≡ (σ−1x)q mód P.

Aplicando σ a esta igualdad, obtenemos σ

[
L/K

P

]
σ−1x ≡ xq mód σP. Por la

unicidad del automorfismo de Frobenius se sigue que σ

[
L/K

P

]
σ−1 =

[
L/K

σP

]
.

ut

Proposición 2.2.4. Sea una torre K ⊆ E ⊆ L. Sea q = P ∩ E. Entonces[
L/K

P

]f(q|p)

=

[
L/E

P

]
,

donde f(q|p) es el grado de inercia de q sobre p, esto es, f(q|p) = [OL/q :
OK/p].

Demostración. Se tiene Fq ⊆ Fqf0 ⊆ Fqf donde f0 = f(q|p) y f = f(P|p).
El automorfismo de Frobenius generando Gal(Fqf /Fqf0 ) corresponde al

mapeo y
τ−→ yq

f0
. Si σ es el automorfismo de Frobenius de Gal(Fqf /Fq), en-

tonces τ = σf0 . Ahora bien τ =

[
L/E

P

]
y σ =

[
L/K

P

]
. ut

Proposición 2.2.5. Sea K ⊆ E ⊆ L donde E/K es también una extensión
de Galois. Sea q = P ∩ E. Entonces se tiene que la restricción satisface[

E/K

q

]
= restE

[
L/K

P

]
=

[
L/K

P

]∣∣
E
.

Esto es, restE

[
L/K

P

]
=

[
E/K

P ∩ E

]
.

Demostración. Se tiene restE : Gal(L/K) −→ Gal(E/K) está dada por σ 7−→
σ|E y se tiene que núc restE = H = Gal(L/E).

Sea σ =

[
L/K

P

]
. Entonces σx ≡ xq mód P para x ∈ OL. Por tanto,

si x ∈ OE , se tiene σx − xq ∈ OE y σx ≡ xq mód P. Se sigue que σx ≡

xq mód (P ∩ OE) = xq mód q. Aśı, σ|E =

[
E/K

q

]
. ut
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Corolario 2.2.6. Sean K ⊆ E,F ⊆ L tales que E/K y F/K son extensiones
de Galois. Sean q = P ∩E y t = P ∩ F . Supongamos que L = EF . Entonces
el mapeo σ −→ (σ|E , σ|F ) de Gal(L/K) en Gal(E/K)×Gal(F/K), el cual es
inyectivo, da lugar a [

L/K

P

]
−→

[
E/K

q

]
×
[
F/K

t

]

= = =[
EF/K

P

]
−→

[
E/K

P ∩ E

]
×
[
F/K

P ∩ F

]
.

Demostración. Se sigue inmediatamente de la Proposición 2.2.5. ut

Proposición 2.2.7. Se tiene p in OK se descompone totalmente en L/K si

y sólo si

[
L/K

P

]
= 1.

Demostración. Puesto que P|p es no ramificada, p se descompone totalmente
si y sólo si f(P|p) = 1 si y sólo si

OL/P = OK/p ⇐⇒ Gal((OL/P)/(OK/p)) = {1} ⇐⇒
[
L/K

P

]
= 1. ut

Corolario 2.2.8. Sean E/K y F/K extensiones de Galois y L = EF . Enton-
ces p en OK se descompone totalmente en L/K si y sólo si p se descompone
totalmente tanto en E/K como en F/K.

Demostración. De la Proposición 2.2.7 se tiene que p se descompone total-

mente en L/K ⇐⇒
[
L/K

P

]
= 1 si y sólo si bajo el mapeo

[
L/K

P

]
↪−−−→[

E/K

P ∩ E

]
×
[
F/K

P ∩ F

]
, se tiene

[
E/K

P ∩ E

]
=

[
F/K

P ∩ F

]
= 1 ⇐⇒ p se descompone

totalmente tanto en E/K como en F/K. ut

Sea L/K una extensión abeliana finita de campos globales. En este caso,

para σ ∈ Gal(L/K),

[
L/K

P

]
= σ

[
L/K

P

]
σ−1 =

[
L/K

σP

]
. Esto es, si L/K

es abeliana,

[
L/K

P

]
no depende de P sino únicamente de p. En este caso

escribimos[
L/K

P

]
=

(
L/K

p

)
= (L/K, p) = ( , L/K, p) = ( , L/K) = ψL/K(p),

el cual se llama el śımbolo de Artin.
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Observación 2.2.9. Se tiene que (L/K, p) = 1 ⇐⇒ (P|p es no ramificada
y L(P) = K(p)) ⇐⇒ (p es totalmente descompuesto en L).

En general se tiene que o((L/K, p)) = dL/K(P|p) = [L(P) : K(p)] el cual
es el orden del automorfismo de Frobenius.

Teorema 2.2.10. Sea L/K una extensión abeliana finita de campos globales.
Sea E una extensión finita de K y sea F/E una extensión abeliana finita tal
que L ⊆ F (por tanto LE ⊆ F ). Sea NE/K : E −→ K la norma de E en
K. Sea θ = rest : Gal(F/E) = G −→ Gal(L/K) = G la restricción. Sea q
un primo en E no ramificado en F y sea p = NE/F q un primo en K no
ramificado en L. Sea t un primo en F sobre q y P un primo en L sobre p.

Entonces

(
L/K

NE/K q

)
= restL

(
F/E

q

)
=

(
F/E

q

)∣∣∣
L

.

En otras palabras, si S es un conjunto finito de primos en K que contienen
a todos los primos infinitos y a todos los primos ramificados y si S′ es el
conjunto de primos de E que están sobre S, entonces el diagrama

D
S′0
E

ψF/E //

NF/K

��

G

restL

��
DS0

K ψL/K

// G

es conmutativo, donde D
S′0
E es el grupo libre generado por los divisores primos

de E que no están en S′ y análogamente DS0

K . Aqúı ψF/E y ψL/K denotan los
mapeos de Artin.

Demostración. Sea f = f(q|p) = f(E|F ) = [Ẽ : K̃] = [OE/q : OK/p].
Entonces NE/K = pf .

Sea σ = ψF/E(q) =

(
F/E

q

)
=

[
F/E

Q

]
donde Q es un primo en F sobre q

y sea τ = ψL/K(p) =

(
L/K

p

)
=

[
L/K

P

]
con P un primo en L sobre p.

F

GL

G

LE

L ∩ E E

K
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Entonces ψL/K(NE/K q) = ψL/K(pf ) = ψL/K(p)f = τf y restL ψF/E(q) =(
F/E

q

)∣∣∣
L

= σ|L.

Debemos probar que σ = τf . Ahora bien, OL/P ⊆ OF /Q. Para x ∈ OL/P
se tiene σx = xN(Q). Puesto que N(Q) = |OE/Q| y [OE/Q : OK/p] = f , se
sigue que |OE/Q| = |OK/p|f , esto es, N(Q) = N(p)f .

Por tanto σx = xN(Q) = xN(p)f = τfx puesto que τx = xN(p) por lo que

τfx = xN(p)f . De esta forma obtenemos que σ = τf . ut

Siempre que usamos el śımbolo de Artin o el automorfismo de Frobenius,
estaremos suponiendo que P|p es no ramificado.

Recordemos que si K = Fq(T ) y KM = K(ΛM ) es una extensión de
campos de funciones ciclotómicas con M ∈ RT = Fq[T ], entonces si λM
es un generador del RT –módulo ΛM y si P ∈ RT es un polinomio móni-
co e irreducible, con P - M , entonces el śımbolo de Artin está dado por
(KM/k, P ) = (λM 7→ λPM ) ([136, Teorema 9.3.3]).

2.3. Extensiones de Galois infinitas

Sea Ω/k una extensión de Galois y sea G = Gal(Ω/k). A G se le da la
topoloǵıa de Krull la cual se define como sigue. Para σ ∈ G, tomamos las
clases σGal(Ω/K) como una base de vecindades de σ donde K/k recorre el
conjunto de todas las extensiones finitas de Galois con k ⊆ K ⊆ Ω. Se tiene
que las operaciones de grupo:

G×G→ G y G→ G
(σ, ϕ) 7→ σϕ σ 7→ σ−1

son funciones continuas en la topoloǵıa de Krull. De esta forma G se hace
un grupo topológico. Cuando G es finito, la topoloǵıa de Krull es la topoloǵıa
discreta, es decir todos los subconjuntos son abiertos y todos son cerrados.

Proposición 2.3.1. Si Ω/k es una extensión de Galois, finita o infinita, G =
Gal(Ω/k) es Hausdorff y compacto.

Demostración. [160, Theorem 11.4.5, página 402]. ut

Teorema 2.3.2 (Correspondencia de Galois). Sea Ω/k una extensión de
Galois, finita o infinita. Entonces K → Gal(Ω/K) da lugar a una correspon-
dencia biyectiva entre todas las subextensiones K/k con k ⊆ K ⊆ Ω y todos
los subgrupos cerrados de G = Gal(Ω/k).

Los subgrupos abiertos de G corresponden a las subextensiones finitas k/k
de Ω/k, es decir [K : k] <∞.

Demostración. [136, Teorema 2.2.7]. ut
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Observación 2.3.3. Dado cualquier subgrupo H < G, el campo fijo de H,
ΩH es efectivamente un campo. De hecho, ΩH = ΩH̄ donde H̄ es la cerradura
de H.

En efecto, el verificar que ΩH es un campo es rutinario pues en esta parte
no importan las caracteŕısticas topológicas de H. Ahora bien, puesto que
H ⊆ H̄ se tiene ΩH̄ ⊆ ΩH . Por otro lado, si x ∈ ΩH , entonces σx = x
para toda σ ∈ H. Dado ψ ∈ H̄, entonces, puesto que estamos considerando la
topoloǵıa de Krull, si N < G es de ı́ndice finito, ψN ∩H 6= ∅. Se tiene [K(x) :

K] < ∞ y si K̃(x) es la cerradura de Galois de K(x)/K, [K̃(x) : K] < ∞.

Sea N = Gal(Ω/K̃(x)) � G y [G : N ] = [K̃(x) : K] < ∞. Por tanto existe
n ∈ N , h ∈ H tal que ψn = h. Por tanto

(ψn)x =
↑

nx=x

ψ(x) = h(x) = x,

por lo que x ∈ ΩH̄ y por tanto ΩH = ΩH̄ .

En el caso de un grupo profinito G, el conjunto de ı́ndices lo tomamos como
I := {N | N � G,N es abierto en G}. Definimos N ≤ N1 ⇐⇒ N1 ⊆ N y
GN := G/N . Entonces, para N ≤ N1, φN1,N : G/N1 → G/N , gN1 7→ gN y se
tiene que G ∼= ĺım←

N

G/N .

Para calcular el grupo de Galois de una extensión L/K de campos, don-
de L/K es una extensión algebraica, normal y separable, procedemos de la

siguiente forma. Para α ∈ L se tiene [K(α) : K] <∞ y si K̃(α)/K es la cerra-

dura normal de K(α)/K, entonces K̃(α)/K es una extensión de Galois finita.

Definimos Lα := K̃(α). Seleccionamos los β ∈ L tales que Lβ = K(β) y si I =
{α ∈ L | K(α)/K es una extensión de Galois (necesariamente es finita)}, en-
tonces L = ∪β∈ILβ = ĺım→

β

Lβ donde definimos β ≤ β1 ⇐⇒ Lβ ⊆ Lβ1
y

donde ψβ,β1
: Lβ −→ Lβ1

es el encaje.

Teorema 2.3.4. Con las notaciones anteriores, se tiene que

Gal(L/K) = Gal
(

ĺım→
β∈I

Lβ/K
) ∼= ĺım←

β∈I
Gal(Lβ/K)

Demostración. Ver [136, Teorema 2.2.6]. ut

Observación 2.3.5. Notemos que si Lβ ⊆ Lβ1
, entonces Gal(Lβ/K) ∼=

Gal(Lβ1
/K)

Gal(Lβ1
/Lβ) .

Definimos Gβ := Gal(Lβ/K) y Gβ ≤ Gβ1 ⇐⇒ Gβ es un grupo cociente
de Gβ1 bajo el mapeo de restricción y definimos

ψβ1,β : Gal(Lβ1
/K) −→ Gal(Lβ/K)

σ 7−→ σ|Lβ .



2.4 Teoŕıa de Kummer 13

El isomorfismo anunciado en el Teorema 2.3.4 está dado por

Gal(L/K) −→ ĺım←
β∈I

Gal(Lβ/K)

σ 7−→ {σ|Lβ}β∈I .

Ejemplo 2.3.6 ([136, Ejemplos 2.1.17]). Sean p un número primo, m,n ∈
N, m ≥ n y

φm,n : Z/pmZ −→ Z/pnZ

dada por φm,n(x mód pm) = x mód pn. Se define Zp =
{∑∞

n=0 anp
n | an ∈

{0, 1, . . . , p− 1}
}

y sea ϕm : Zp → Z/pmZ, dada por

ϕm
( ∞∑
n=0

anp
n
)

=

m−1∑
n=0

anp
n mód pm.

De la discusión anterior se puede probar que Zp ∼= ĺım←
m

Z/pmZ.

Sea Qn la subextensión de grado pn de Q(ζpn+1)/Q cuando p es impar y
si p = 2, Qn es la subextensión ćıclica de grado 2n de Q(ζ2n+2)/Q contenida
en R. Sea Q∞ = ∪∞n=1Qn, entonces Q∞/Q es de Galois y

Gal(Q∞/Q) = Gal
(
∪∞n=1 Qn/Q) ∼= Gal(ĺım→

n

Qn/Q
)

∼= ĺım←
n

Gal(Qn/Q) ∼= ĺım←
n

Z/pnZ ∼= Zp.

Q∞/Q recibe el nombre de la Zp–extensión ciclotómica de Q (ver [136,
Caṕıtulo 16]).

Ejemplo 2.3.7. Sea Fq el campo finito de q elementos, q = pr. Si K/Fq
es una extensión de grado d, K ∼= Fqd y Gal(K/Fq) ∼= Z/dZ. Por tanto

Fq = Fab
q = ∪∞n=1Fqn y

Gal(Fq/Fq) = Gal
(
∪∞n=1 Fqn

/
Fq
) ∼= Gal(ĺım→

n

Fqn/Fq)

∼= ĺım←
n

Gal(Fqn/Fq) ∼= ĺım←
n

Z/nZ ∼= Ẑ ∼=
∏
p

Zp

donde Ẑ es el anillo o grupo de Prüfer y de hecho es la completación de Z.
(ver comentario después del Teorema 6.8.32 y [8, Ch. X]).

2.4. Teoŕıa de Kummer

La Teoŕıa de Kummer juega un papel relevante en el Teorema de Existencia
en la teoŕıa de campos de clase global (ver Subsección 5.7 y Teorema 6.8.9).
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Sea K un campo de caracteŕıstica p ≥ 0 y n ∈ N tal que p - n. Sea Wn

el grupo de las n–ráıces de unidad. Se supone que Wn ⊆ K. Una extensión
de Kummer de K de la forma K( n

√
∆) := K({ n

√
α | α ∈ ∆}) donde ∆ es un

subgrupo de K∗ tal que (K∗)n ⊆ ∆ ⊆ K∗.
Si L/K es una extensión de Kummer, L/K es una extensión abeliana de

exponente n, es decir, σn = IdK para toda σ ∈ Gal(L/K), aunque L/K no
es necesariamente finita.

Proposición 2.4.1. Si L/K es una extensión abeliana no necesariamente fi-
nita de exponente n, entonces L = K( n

√
∆) con ∆ = (L∗)n ∩ K∗, es decir,

n
√
∆ = L∗ ∩ n

√
K∗.

Demostración. Por definición se tiene que K( n
√
∆) ⊆ L. Ahora bien, L es

la composición de sus subextensiones ćıclicas. Sea M/K una subextensión
ćıclica de L/K, por lo tanto Gal(M/K) tiene orden un divisor de n, por lo
que M = K( n

√
a) con a ∈ (L∗)n ∩K∗ (Teorema 2.1.4), es decir, con a ∈ K

tal que n
√
a ∈ L. Se sigue que M ⊆ K( n

√
∆) y por tanto L ⊆ K( n

√
∆). ut

Teorema 2.4.2 (Teoŕıa de Kummer). Las extensiones de Kummer de ex-
ponente n están en correspondencia biyectiva con los subgrupos ∆ de K∗ que
contienen a (K∗)n. Si L = K( n

√
∆), entonces ∆ = (L∗)n ∩K∗ y se tiene el

isomorfismo

̂Gal(L/K) = Hom(Gal(L/K),Wn) ∼= ∆/(K∗)n.

El isomorfismo proviene de que dado a mód (K∗)n ∈ ∆/(K∗)n, se le asocia

el caracter χa : Gal(L/K)→Wn dado por χa(σ) = σ( n
√
a)

n
√
a

.

Más expĺıcitamente, la correspondencia de Kummer está dada por

L∗ 7−→ ∆ = (L∗)n ∩K∗,
∆ 7−→ L = K

(
n
√
∆
)

= K∆.

Además se tiene

∆1∆2 ←→ K∆1
K∆2

;

∆1 ∩∆2 ←→ K∆1
∩K∆2

.

Observación 2.4.3. Si L/K es una extensión de Kummer de exponente n
infinita, entonces Gal(L/K) tiene la topoloǵıa de Krull y Hom(Gal(L/K),Wn)
es el grupo de todos los homomorfismos continuos χ : Gal(L/K) −→ Wn y
donde Wn tiene la topoloǵıa discreta.

Si Gal(L/K) es finito, Gal(L/K) tiene la topoloǵıa discreta y todo homo-
morfismo χ : Gal(L/K) −→Wn es automáticamente continuo.

Demostración. (Teorema 2.4.2). Sea L/K una extensión de Kummer de ex-
ponente n. Entonces L = K( n

√
∆) con ∆ = (L∗)n ∩K∗ (Proposición 2.4.1).

Se define el homomorfismo
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∆
θ−−→ Hom(Gal(L/K),Wn), a 7→ χa

definido por χa(σ) = σ( n
√
a)

n
√
a

con σ ∈ Gal(L/K). Ahora bien se tiene

a ∈ núc θ ⇐⇒ χa(σ) =
σ( n
√
a)

n
√
a

= 1 para toda σ ∈ Gal(L/K)

⇐⇒ n
√
a ∈ K∗ ⇐⇒ a ∈ (K∗)n.

Esto es, núc θ = (K∗)n. El homomorfismo θ̃ inducido por θ

∆/(K∗)n
θ̃−−→ Hom(Gal(L/K),Wn)

es inyectivo.
Para demostrar que θ̃ es suprayectivo, primero consideremos el caso en

que L/K es una extensión finita. Sea χ ∈ Hom(Gal(L/K),Wn). Entonces
χ : Gal(L/K) −→ L∗ es en particular un homomorfismo cruzado. Por el Teore-
ma 4.3.1 se tiene que existe y ∈ L∗ tal que χ(σ) = σy

y para toda σ ∈ Gal(L/K).

Ahora bien, σ(yn) = (σy)n = χ(σ)nyn = yn para toda σ ∈ Gal(L/K) lo
cual implica que yn ∈ K∗. Por tanto yn = x ∈ (L∗)n ∩K∗ = ∆ y

χx(σ) =
σ( n
√
x)

n
√
x

=
σ(y)

y
= χ(σ) para toda σ ∈ Gal(L/K),

de donde se sigue que χ = χx = θ̃(x).
Ahora consideremos una extensión infinita L/K. Sea {∆α/(K

∗)n}α∈A el
conjunto de los subgrupos finitos de ∆/(K∗)n. Sea Kα := K( n

√
∆α), α ∈ A.

Se tiene
∆/(K∗)n =

⋃
α∈A

∆α/(K
∗)n y L =

⋃
α∈A

Kα.

Se sigue que {Gal(L/Kα)}α∈A forman una base de vecindades de Id ∈
Gal(L/K).

Dado χ : Gal(L/K) −→ Wn continuo, núcχ = χ−1({1}) es cerrado y de
ı́ndice finito en Gal(L/K) y por tanto es abierto. Se sigue que existe α ∈ A
tal que Gal(L/Kα) ⊆ núcχ.

Ahora bien, χ induce un homomorfismo χ̄ : Gal(Kα/K) −→ Wn de tal
forma que χ(σ) = χ̄(σ|Kα). Puesto que Gal(Kα/K) es finito, por lo anterior,
existe a ∈ Kα tal que χ̄ = χa : Gal(Kα/K) −→Wn. Por tanto

χ(σ) = χ̄(σ|Kα) =
σ( n
√
a)

n
√
a

= χa(σ),

por lo que χ = χa y θ̃ es suprayectiva.
Sea ahora (K∗)n ⊆ ∆ ⊆ K∗ y L = K( n

√
∆). Entonces veamos que ∆ =

(L∗)n ∩ K∗. Sea ∆1 = (L∗)n ∩ K∗. Entonces ∆ ⊆ ∆1. Ahora bien, por lo
anteriormente probado, se tiene
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∆1/K
∗ ∼= Hom(Gal(L/K),Wn).

Al subgrupo ∆/(K∗)n ⊆ ∆1/(K
∗)n le corresponde el subgrupo

Hom(Gal(L/K)/H,Wn) de Hom(Gal(L/K),Wn) donde

H = {σ ∈ Gal(L/K) | χa(σ) = 1 para toda a ∈ ∆}.

Puesto que σ( n
√
a) = χa(σ) n

√
a, obtenemos que el subgrupo H fija a los

elementos de n
√
∆. Ya que L = K( n

√
∆), se tiene que H fija a L y por tanto

H = {1}. Se sigue que Hom(Gal(L/K)/H,Wn) = Hom(Gal(L/K),Wn) por
lo que ∆/(K∗)n = ∆1/(K

∗)n, de donde se sigue que ∆ = ∆1.
De esta forma, el mapeo ∆ −→ L = K( n

√
∆) es la correspondencia dada

en el enunciado del teorema. ut

La composición de dos extensiones de Kummer de exponente n es nue-
vamente una extensión de Kummer de exponente n y por lo tanto todas las
extensiones de Kummer de exponente n están contenidos en la extensión de
Kummer de exponente n máxima: K̃ = K( n

√
K∗) y se tiene

Hom(Gal(K̃/K),Wn) ∼=
K∗

(K∗)n
.

2.5. Historia de la teoŕıa de campos de clase

En esta subsección pretendemos dar un panorama más o menos general de
lo que trata la teoŕıa de campos de clase.

Lo tratado en esta pequeña subsección es un extracto de [30].

2.5.1. ¿Que es la teoŕıa de campos de clase?

La teoŕıa de campos de clase es la descripción de las extensiones abelianas
de campos globales (extensiones finitas de Q y campos de funciones con campo
de constantes un campo finito Fq) y de campos locales (extensiones finitas del
campo de los racionales números p–ádicos Qp y las series de Laurent F((x))
donde F es un campo finito). La razón de llamar a uno de estos campos un
campo de clase se refiere a que estos campos están relacionados a grupos de
clases de ideales. Uno de los teoremas principales es que los campos de clase
son los mismos que las extensiones abelianas.

Para una extensión de campos L/K ponemos

Spl(L/K) = {p lugar de K | p se descompone totalmente en L}.

Podemos pensar que la teoŕıa de campos de clase se origina con el traba-
jo de Kronecker y más espećıficamente con el Teorema de Kronecker–Weber
(1853): toda extensión abeliana finita de Q está contenida en algún campo
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ciclotómico. La primera demostración y completa y correcta del Teorema de
Kronecker–Weber la dio Hilbert en 1896 (sin él saber que las anteriores teńıan
alguna laguna, ver [136, Caṕıtulo 4]).

Se tiene que si L/K es una extensión de Galois de campos numéricos,
Spl(L/K) tiene densidad 1/[L : K] (Kronecker). Como consecuencia se tiene
(Bauer): sean L1, L2 dos extensiones de Galois de K entonces L1 ⊆ L2 ⇐⇒
Spl(L2/K) ⊆ Spl(L1/K) (salvo un número finito de primos) y en particular
L1 = L2 ⇐⇒ Spl(L1/K) = Spl(L2/K) con la igualdad salvo un número
finito de primos.

El término campo de clase fue introducido en 1891 por Weber. En 1897
Weber extendió el concepto de grupo de clases de ideales: para un campo
numérico K y un ideal no cero m de OK , sea Dm

K el grupo de ideales frac-
cionarios en K primos relativos a m y sea P+

K,m el grupo de ideales fraccio-

narios
(
α/β

)
con α, β ∈ OK tales que (α) y (β) son primos relativos a m,

α ≡ β mód m, en el sentido de que α/β − 1 ∈ m y α/β es totalmente posi-
tivo, es decir, si ϕ : K → R es un encaje real de K, ϕ

(
α/β

)
∈ R+, es decir,

ϕ
(
α/β

)
> 0.

Se tiene que [Dm
K : P+

K,m] <∞ y todo grupo intermedio P+
K,m ⊆ H ⊆ Dm

K

se llama un grupo de ideales con módulus m y el cociente Dm
K/H se llama

grupo de ideales generalizado.
Si m = (1) y PK es el grupo de los ideales principales, se tiene P+

K,(1) ⊆
PK ⊆ D(1)

K y IK := D
(1)
K /PK es el grupo de clases de ideales usuales.

Teorema 2.5.1 (Weber). Para cualquier ideal no cero de m de OK y para
un grupo de ideales H con módulus m, supongamos que hay una extensión
de Galois L/K tal que Spl(L/K) ⊆ H con un número finito de excepciones.
Entonces [Dm

K : H] ≤ [L : K].
Si Spl(L/K) = H con un número finito de excepciones, entonces [Dm

K :
H] = [L : K] y hay una infinidad de primos en cada clase de Dm

K/H. ut

Definición 2.5.2 (Weber). Para un ideal no cero m de OK y para un grupo
de ideales H con módulus m, el campo de clase sobre K para H es una ex-
tensión de Galois L/K tal que para los primos p - m en K, p se descompone
totalmente en L ⇐⇒ p ∈ H (si tal L existe, entonces L es único).

David Hilbert propuso una ley cuadrática de reciprocidad:
∏
v(a, b)v = 1

para cualesquiera a, b ∈ K∗ y v recorre los lugares de K. La prueba de Hilbert
de esta fórmula no funciona para extensiones no ramificadas. La prueba de
Hilbert del Teorema de Kronecker–Weber funcionó en parte debido a que Q
no tiene extensiones propias no ramificadas. Debido a lo anterior, Hilbert se
interesó en las extensiones abelianas no ramificadas como un obstáculo en las
demostraciones.

Conjetura 2.5.3 (Hilbert 1898). Para cualquier campo numérico K hay
una única extensión KH/K tal que:
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(i) KH/K es Galois y Gal(KH/K) ∼= IK .
(ii) KH/K es no ramificada y toda extensión abeliana con esta pro-
piedad está contenida en KH .

(iii) Para cualquier primo p de K, el grado fp de los campos residuales
es el orden de p en IK .

(iv) Todo ideal K se hace principal en KH .

Aśı KH es un campo de clase en el sentido de Weber: el campo de clase
para el grupo de los ideales principales fraccionarios de K.

Takagi empezó, aproximadamente en 1914, con una nueva definición de
campos de clase, usando normas de ideales (NL/K P = pf(P|p), p = P ∩ K,
f(P|p) el grado de inercia) en lugar de leyes de descomposición y también
incorporó los primos infinitos dentro de la definición de los módulus .

La liga entre los puntos de vista de Weber y de Takagi es que cuando L/K
es Galois y p es no ramificada en L, p se descompone totalmente en L ⇐⇒ p
es la norma de algún ideal de L.

Aśı, de ahora en adelante, un módulus es m = mfm∞, mf la parte finita
de m (es el de antes) y m∞ es un producto formal de encajes reales de K. Un
ideal fraccionario se dice primo relativo a m si lo es a mf . Sea Dm

K el grupo
de los ideales fraccionarios primos relativos a m y sea P+

K,m el grupo de los

ideales fraccionarios principales
(
α/β

)
con α, β ∈ OK \ {0} tales que:

(i) (α) y (β) son primos relativos a m,
(ii) α ≡ β mód mf , en el sentido α/β − 1 ∈ m,
(iii) v

(
α/β

)
> 0 para toda v|m∞.

Un subgrupo intermedio P+
K,m ⊆ H ⊆ Dm

K se llama un grupo de ideales
con módulus m. Para una extensión finita L/K, sea Nm(L/K) = {a en K |
a = NL/K(c) para c en L y a y c primos relativos a m}. Sea Hm(L/K) =

P+
K,m Nm(L/K) el cual se llama subgrupo de normas.

Resulta ser que todo subgrupo de Dm
K/P

+
K,m es el grupo de normas de

alguna extensión abeliana finita de K. Se tiene que P+
K,m(Weber) = P+

K,m∞
donde ∞ denota el producto de todos los lugares reales de K.

Se tiene que los primos que no dividen a m y se descomponen totalmente
en L, están en Nm(L/K) ⊆ Hm(L/K), es decir, Spl(L/K) ⊆ Hm(L/K) con
excepción de los primos que dividen a m.

Aśı, como antes, [Dm
K : Hm(L/K)] ≤ [L : K] (primera desigualdad).

Definición 2.5.4 (Takagi). Una extensión de Galois de campos numéricos
L/K se llama campo de clase si [Dm

K : Hm(L/K)] = [L : K] para algún
módulus m (un tal módulus m se llama un módulus admisible o módulus de
definición para L/K).

Teorema 2.5.5 (Takagi 1920). Sea K un campo numérico.

(i) Existencia:
Para cada grupo de ideales H hay un campo de clase
sobre K.
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(ii) Isomorfismo:
Si H es un grupo de ideales con módulus m y tie-
ne campo de clase L/K, entonces Gal(L/K) ∼=
Dm
K/H. En particular L/K es abeliana.

(iii) Completitud:
Toda extensión abeliana finita de K es un campo
de clase. En particular, campo de clase de K y
extensión abeliana finita de K, es lo mismo.

(iv) Comparación:
Si H1 y H2 son grupos de ideales con módulus
común m y ellos tiene campos de clase L1 y L2,
entonces, L1 ⊆ L2 ⇐⇒ H2 ⊆ H1.

(v) Conductor:
Para toda extensión abeliana L/K, los lugares de K
que aparecen en el soporte del conductor fL/K son los
primos ramificados en L/K.

(vi) Descomposición:

Si H es un grupo de ideales con módulus m y
campo de clase L/K, entonces cualquier pri-
mo p - m es no ramificado en L y el grado de
inercia fp es igual al orden de p en Dm

K/H. ut

En su demostración, Takagi probó la segunda desigualdad para una ex-
tensión abeliana: [Dm

K : Hm(L/K)] ≥ [L : K] para alguna m. La primera
desigualdad vale para toda extensión de Galois y la segunda desigualdad es
válida únicamente para extensiones abelianas, es decir, si L/K es una exten-
sión de Galois no abeliana, entonces

[Dm
K : Hm(L/K)] < [L : K] para todo módulus m,

ver Teorema 6.9.7.
¿Como funciona la teoŕıa de campos de clase? Si queremos una corres-

pondencia tipo Galois, se tiene que si tomamos todos los campos de clase de
golpe, tenemos el siguiente problema de comparación: los moduli admisibles
para dos campos de clase pueden no ser el mismo por lo que tenemos que
pasar a un módulus común para poder compararlos.

Para poder tener una biyección tipo Galois necesitamos identificar todos
los grupos de ideales que tienen el mismo campo de clase. ¿Como hacerlo?

Si H y H ′ son grupos de ideales para K definidos moduli m y m′, es decir,
P+
K,m ⊆ H ⊆ Dm

K y P+
K,m′ ⊆ H ′ ⊆ Dm′

K , llamamos a H y H ′ equivalentes si
existe un módulus m′′ divisible tanto por m como por m′ tal que los homomor-
fismos naturales Dm′′

K 7→ Dm
K/H y Dm′′

K 7→ Dm′

K /H ′ tienen el mismo núcleo,

es decir H ∩Dm′′

K = H ′ ∩Dm′′

K .
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Los grupos de ideales equivalentes, tienen el mismo campo de clase y enton-
ces la correspondencia entre campos de clase sobre K y los grupos de ideales
en K, hasta equivalencia, es biyectiva. Esto hace las cosas complicadas.

Cuando pasamos al lenguaje de idèles, todos los grupos de ideales equi-
valentes se fusionan en un único subgrupo de idèles, haciendo la teoŕıa de
campos de clase un poco más simple, o mejor dicho, menos complicada.

Ahora bien, el teorema de descomposición de Takagi muestra que para un
primo p - m, p se descompone totalmente ⇐⇒ p ∈ H aśı que las nociones de
campos de clase de Weber y de Takagi coinciden.

Por otro lado, las condiciones sobre los primos para que se descompongan
totalmente se da por condiciones de congruencia. Por ejemplo, los primos
que se descomponen totalmente en Q(i)/Q son los primos p ≡ 1 mód 4, y
2 es el único primo ramificado. Los primos que se descomponen totalmente
en Q(

√
6)/Q son los primos p tales que p ≡ 1, 5, 19, 23 mód 24. Finalmente,

los primos que se descomponen totalmente en Q(ζn)/Q, donde Q(ζn) es el
n–ésimo campo ciclotómico, son los primos p tales que p ≡ 1 mód n.

En general los primos de que no dividen a m y que están en Spl(L/K) son
aquellos en el subgrupo Hm/P

+
K,m de Dm

K/P
+
K,m y que pertenecen a un sub-

grupo que puede ser pensado como condiciones generalizadas de congruencias
(por esto, los grupos Hm se llaman grupos de congruencia).

Ahora bien, puesto que los campos de clase y extensiones abelianas son lo
mismo, la descomposición total en una extensión abeliana está descrita por
congruencias. Resulta ser que el rećıproco también se cumple.

Teorema 2.5.6. Sea L/K una extensión finita de campos numéricos y su-
pongamos que existe un módulus m y un conjunto finito S de primos que
contienen a todos los que dividen a m, de tal forma que la condición de que
un primo p /∈ S es o no totalmente descompuesto en L está determinado por
la clase de p en Dm

K/P
+
K,m. Entonces L/K es una extensión abeliana. ut

Corolario 2.5.7. Para un campo numérico L/Q y m ∈ N las siguientes con-
diciones son equivalentes:

(i) Para cualquier primo positivo p - m, la descomposición de p está
determinada por una condición de congruencia en p mód m.

(ii) L ⊆ Q(ζm). ut

Takagi probó que hay un isomorfismo Dm
K/Hm

∼= Gal(L/K) para todos los
moduli m que son K–admisibles. Sin embargo no dio ningún isomorfismo; el
isomorfismo fue obtenido de manera indirecta. Hoy sabemos que sus argumen-
tos pertenecen a la cohomoloǵıa de grupos. Artin describió este isomorfismo
por medio de la Ley de Reciprocidad.

Definición 2.5.8. Para una extensión abeliana L/K y un K–módulus di-
visible por todos los primos que se ramifican en L, el mapeo de Artin

ψL/K,m : Dm
K → Gal(L/K) está dado por ψL/K,m(p) = (p, L/K) =

(
L/K

p

)
.
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Teorema 2.5.9 (Ley de Reciprocidad de Artin, Artin 1927).
El mapeo de Artin ψL/K,m es suprayectivo y su núcleo contiene a Nm(L/K).

Cuando m es admisible, el núcleo de ψL/K,m es P+
K,m Nm(L/K) = Hm(L/K),

esto es, Dm
K/Hm(L/K) ∼= Gal(L/K) mediante el mapeo de Artin. ut

La parte más dif́ıcil en la ley de reciprocidad es probar que el núcleo de
ψL/K,m, con m admisible, contiene a P+

K,m. Es decir, probar que si (α) ∈ P+
K,m,

entonces ψL/K,m((α)) = 1.

2.5.2. Campos de clase v́ıa idèles (C. Chevalley)

La teoŕıa de campos de clase locales (o teoŕıa local de campos de clase) fue
establecida por sus propios méritos y no como reducción de la teoŕıa global
principalmente por H. Hasse.

Teorema 2.5.10 (H. Hasse, F.K. Schmidt, 1930). Para una extensión
abeliana de campos locales E/F (de caracteŕıstica 0), el mapeo local de Artin
o śımbolo residual de la norma , ψE/F : F ∗ � Gal(E/F ) es un epimorfismo
con núcleo NE/F E

∗ por lo que F ∗/NE/F E
∗ ∼= Gal(E/F ). ut

De esta forma, asociando a E el grupo NE/F (E∗) obtenemos una corres-
pondencia biyectiva que voltea el orden entre las extensiones abelianas finitas
de F y los subgrupos abiertos de ı́ndice finito en F ∗.

La imagen de las unidades de F , UF := O∗F bajo el mapeo local de Artin
es el grupo de inercia I(E/F ), es decir, ψE/F (UF ) = I(E/F ), aśı que

e(E|F ) = [UF NE/F (E∗) : NE/F (E∗)] = [UF : NE/F UE ]

(ver Corolario 3.4.7). En consecuencia,

f(E|F ) =
[E : F ]

e(E|F )
= [F ∗ : UF NE/F (E∗)]

es el orden de π en F ∗/UF NE/F (E∗) para cualquier elemento primo π de F .
Cuando la extensión E/F es no abeliana, se tiene

[F ∗ : NE/F (E∗)] < [E : F ].

Una vez que la teoŕıa local de campos de clase fue establecida, el siguiente
paso fue obtener los teoremas de la teoŕıa global de campos de clase por
medio de aquéllos de la teoŕıa local. El concepto que permite hacer esto son
los idèles, los cuales también permiten teoŕıa de campos de clase globales para
extensiones abelianas infinitas.
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Definición 2.5.11 (Chevalley, 1936). El grupo de idèles JK de un campo
numérico K es el conjunto de sucesiones ~x = (xv)v indexadas por el conjunto
de lugares v de K, tales que xv ∈ K∗v para toda v y además xv ∈ O∗v = UKv =
Uv para casi todos los lugares v (es decir, para todos, salvo un número finito)
y donde Ov denota al anillo de enteros de Kv, el campo completado de K en
v, y UKv = O∗v es el grupo de unidades de Ov.

Un elemento de JK se llama idèle. Este fue el nombre sugerido por Hasse
a Chevalley, el cual los hab́ıa llamado originalmente como elemento ideal. JK
es un grupo bajo la multiplicación entrada por entrada. Se tiene el encaje
diagonal K∗ ↪→ JK y la imagen se llama el grupo de los idèles principales.
Similarmente se tiene el encaje d ev : K∗v ↪→ JK tal que xv ∈ K∗v se mapea a
xv en la entrada v y con 1 en las demás componentes.

Para ~x ∈ JK se tiene el ideal fraccionario (recordemos que estamos en
campos numéricos),

ı(~x) = a~x =
∏
v-∞

pv(xv)
v

lo cual permite pasar de idèles a ideales.
Usando este paso de idèles a ideales se tiene que cualquier grupo de clase

generalizado de K se puede realizar como un grupo cociente de JK como sigue:
sea m un K–módulus. Sean ~x ∈ JK , α0 ∈ K∗ tal que para todo p en el soporte
de m, se cumple vp(xp/α0 − 1) ≥ vp(m) cuando p|mf (la parte finita de m)
y xp/vp(α0) > 0 cuando p|m∞ (la parte infinita de m). Lo anterior se puede
lograr gracias al Teorema de Aproximación de Artin, Teorema 2.1.1.

El idèle ~x
α0

=
(
. . . ,

xq

α0
, . . .

)
q

tiene ideal correspondiente ı
(
~x
α0

)
∈ Dm

K y

además ı
(
~x
α0

)
∈ Dm

K/P
+
K,m está bien definido. El núcleo del mapeo JK →

Dm
K/P

+
D,m contiene a los ideales principales, por lo que Dm

K/P
+
K,m
∼= JK/K

∗Sm

para algún Sm ⊆ JK .
Resulta que dos grupos de ideales H y H ′ son equivalentes (es decir H ∩

Dm′′

K = H ′ ∩Dm′′

K para algún múltiplo m′′ de m y m′) corresponden al mismo
grupo de idèles.

El mapeo de Artin es el siguiente:

ψL/K : JK −→ Dm
K/P

+
K,m

ψL/K,m−−−−−→ Gal(L/K),

y se tiene que ψL/K es suprayectiva e independiente de la elección del módulus
admisible m. Además ψL/K(K∗) = 1.

Si L/K es una extensión de Galois, se define la norma de JL a JK como
NL/K : JK → JK definida por NL/K(~y) = ~x donde xp =

∏
P|p NLP/Kp

(yP).

Entonces núcψL/K = K∗NL/K(JL) en el caso de que L/K sea una exten-
sión abeliana.

Para que la correspondencia entre extensiones abelianas de K y subgrupos
de idèles sea biyectiva, se necesita hacer de JK un espacio topológico. La
topoloǵıa dada es la topoloǵıa del producto restringido: una base de vecindades
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abiertas de ~1 ∈ JK está formado por los conjuntos
∏

p Vp donde Vp es una
vecindad abierta de 1 ∈ K∗p para toda p y Vp = Up = O∗p para casi todo
p. Entonces JK es un grupo topológico localmente compacto (la topoloǵıa
producto no es localmente compacta).

Teorema 2.5.12. Para una extensión abeliana finita de campos numéricos
L/K, el mapeo de Artin ψL/K es un epimorfismo de JK sobre Gal(L/K) con
núcleo K∗NL/K(JL) por lo que JK/K

∗NL/K(JL) ∼= Gal(L/K). La corres-
pondencia que asocia a cada extensión abeliana finita L de K con el subgrupo
K∗NL/K(JL) es biyectiva entre las extensiones abelianas finitas de K y los
subgrupos abiertos de ı́ndice finito de JK y que contienen a K∗. La correspon-
dencia voltea contenciones. ut

Para un lugar p de K, la composición

L∗P
NLP/Kp−−−−−−→ K∗p

d ep−−−→ JK
ψL/K−−−→ Gal(L/K)

tiene como imagen el grupo de descomposición D(P|p) y la imagen de O∗P =

UP es el grupo de inercia I(P|p). Además Gal(Kab/K) es el máximo grupo
cociente de JK/K

∗ totalmente disconexo.
Más aún, para ~x ∈ JK , ψL/K(~x) =

∏
p(xp, LP/Kp) donde (xp, LP/Kp) es

mapeo local de Artin, (xp, LP/Kp) ∈ Gal(LP/Kp) ∼= D(P|p) y para cada p
seleccionamos un único P|p, cualquiera pero únicamente uno y en general se
denota Lp en lugar de LP.

2.5.3. Campos de funciones

Hasse probó que los teoremas de teoŕıa local de campos de clase son los
mismos en caracteŕıstica 0 que en caracteŕıstica p > 0, excepto que necesita-
mos ser expĺıcitos acerca de usar subgrupos abiertos de ı́ndice finito.

En 1935 Witt probó el Teorema de Existencia para extensiones abelia-
nas con grado divisible por p lo cual completó el trabajo de Schmidt para
extensiones abelianas de grado no divisible por p.

El punto de vista de Chevalley por medio de idèles funciona en ambos
casos, campos numéricos y campos de funciones, sin embargo tenemos una
diferencia entre los dos casos para extensiones abelianas infinitas. Para un
campo de funcionesK, como en el caso numérico, el mapeo de Artin JK/K

∗ →
Gal(Kab/K) tiene imagen densa, pero ahora el mapeo es inyectivo en lugar
de suprayectivo (la demostración de la suprayectividad en el caso de campos
de números falla en el caso de campos de funciones pues no existen lugares
arquimedianos en estos últimos).

La imagen del mapeo de Artin en el caso de campos de funciones está
caracterizado como el conjunto de elementos de Gal(Kab/K) los cuales, en la
cerradura algebraica del campo de constantes de K, son potencias enteras del
automorfismo de Frobenius.
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Más precisamente, se tiene F̄q = Fab
q y el siguiente diagrama

Kab

G
H

K
G

KF̄q

Fq
G F̄q

Sean G = Gal(Kab/K), H = Gal(Kab/KF̄q) y G = Gal(KF̄q/K) ∼=
Gal(F̄q/Fq) ∼= Ẑ la completación de Z. Entonces G ∼= G/H.

El mapeo ψ : JK/K
∗ −→ G = Gal(Kab/K) satisface que imψ = {σ ∈ G |

σ|KF̄q ∈ Z} donde σ|KF̄q ∈ Z significa que si τ es el Frobenius de K, esto es,
τx = xq, entonces σ|KF̄q = τm para alguna m ∈ Z.

Para finalizar, la teoŕıa de campos de clase no provee campos de clase de
manera expĺıcita. En el caso de campos de números, únicamente tenemos los
campos de clase expĺıcitos para Q (Teorema de Kronecker–Weber, campos
ciclotómicos) y para los campos cuadráticos imaginarios. De hecho, en 1880
Kronecker en una carta a Dedekind describió su “sueño de juventud” (“Ju-
gendtraum” en alemán), como poder describir las extensiones abelianas de
un campo numérico por medio de extensiones generadas por ráıces de algu-
nas funciones transcendentes. El sueño de Kronecker no se ha materializado
todav́ıa.

Para campos de funciones, D. Hayes en 1974, basado en el trabajo de su
asesor, L. Carlitz, construyó una teoŕıa de campos de clase expĺıcita sobre el
campo de funciones racionales Fq(T ). Ver [136, Caṕıtulo 9].

Drinfeld en el mismo año (1974), usando “módulos eĺıpticos”, ahora cono-
cidos como “módulos de Drinfeld”, hizo expĺıcita la obtención de los campos
de clase sobre cualquier campo de funciones congruente.

Lo que hace diferente lo expĺıcito entre los campos numéricos y los campos
de funciones es que, en caracteŕıstica p > 0, hay muchas funciones aditivas
(ver el [136, Caṕıtulo 15] sobre los módulos de Drinfeld).
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Campos locales

3.1. Generalidades

En esta sección presentamos los resultados fundamentales de los campos
locales. Hacemos notar que varios de los resultados para campos locales siguen
siendo válidos para campos completos con respecto a una valuación.

Definición 3.1.1. Dados un campo K y v = vK : K∗ → R una valuación,
es decir, v satisface v(xy) = v(x) + v(y) y v(x + y) ≥ mı́n{v(x), v(y)} para
cualesquiera x, y ∈ K∗, donde escribimos v(0) =∞, se define el valor absoluto
por |x|v = |x| = cv(x) con 0 < c < 1 fijo arbitrario. La topoloǵıa dada a K

por | |v es independiente del c seleccionado.

Definición 3.1.2. Una valuación se llama discreta si v(K∗) ∼= Z. Una valua-
ción discreta v se llama normalizada si v(K∗) = Z.

En este caṕıtulo únicamente se estudiarán valuaciones discretas.
Consideraremos campos completos con respecto a | |v. Sea OK = {x ∈ K |

v(x) ≥ 0} el anillo de valuación. Entonces OK es un anillo local (de hecho,
es un anillo de valuación) con ideal máximo pK = p = {x ∈ K | v(x) > 0}.
Se tiene que OK = B̄| |v (0, 1) = {x ∈ K | |x|v ≤ 1} es la bola cerrada,

p = B| |v (0, 1) = {x ∈ K | |x|v < 1} es la bola abierta y K̃ = K(p) = OK/p
es el campo residual.

Definición 3.1.3. Las unidades de K se definen por UK := O∗K = OK \ p =
{a ∈ K∗ | v(x) = 0} = {x ∈ K | |x|v = 1}, es decir, UK es la frontera de la
bola unitaria con centro en 0.

Si vK es discreta, entonces vK(K∗) = βZ para algún β ∈ R+. Sea π ∈ K
con vK(π) = β. Sea ξ ∈ p, digamos vK(ξ) = βn para algún n ≥ 1. De esta
forma tenemos que vK(ξπ−n) = 0, esto es, ξπ−n = u ∈ UK es una unidad y
ξ = uπn ∈ p. Se sigue que p = 〈π〉 es principal. Rećıprocamente, si p = 〈π〉 es
principal, sea vK(π) = α ∈ R+. Para ξ ∈ K∗, ξ = a

b , a, b ∈ OK , con b 6= 0, se
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tiene vK(ξ) = vK(a) − vK(b). Para a ∈ OK , si a ∈ UK , vK(a) = 0 = 0 · α; si
a ∈ pK , a = a1π con a1 ∈ OK . Repitiendo el proceso para a1 concluimos que
existe n ∈ N y an ∈ UK con a = anπ

n. Se sigue que vK(a) = nα. Por tanto
vK(K∗) = αZ y vK es discreta. En resumen, hemos probado que

Proposición 3.1.4. Una valuación vK es discreta si y sólo si pK es un ideal
principal. ut

Si car K̃ = 0 entonces carK = 0. Si car K̃ = p > 0, entonces puede ser
carK = p o carK = 0.

Definición 3.1.5. Un campo K completo con respecto a una valuación se
llama local si K̃ es un campo finito.

Por razones técnicas para la teoŕıa de campos globales, a veces se conside-
ran tanto a R como a C como campos locales.

En el caso de un campo local, se seleccionará al número 0 < c < 1 que
define el valor absoluto como c = q−1 donde el campo residual de K es Fq.

Definición 3.1.6. Sea v normalizada. Un elemento primo o elemento unifor-
mizante πK = π de K es cualquier elemento de valuación 1: v(π) = 1.

Sea L/K una extensión de campos, w una valuación de L y sea v := w|K .
Entonces OK = K ∩ OL, pK = K ∩ pL, K̃ = OK/pK = OK/(OK ∩ pL) ∼=
(pL + OK)/pL ⊆ OL/pL = L̃. Se tiene que v(K∗) ⊆ w(L∗) ⊆ R+. Además
UK = {x ∈ OK | v(x) = 0} y K∗/UK ∼= v(K∗).

Definición 3.1.7. El ı́ndice de ramificación e, y el grado de inercia f , se
definen por:

e = e(pL|pK) = e(w|v) = e(L|K) = [w(L∗) : v(K∗)],

f = f(pL|pK) = f(w|v) = f(L|K) = [L̃ : K̃].

Dado cualquier campo K con valuación v, sea K̄ la completación de K con
respecto a la topoloǵıa dada por v. Entonces dado x ∈ K̄, existe {xn}∞n=0 ⊆ K
con ĺımn→∞ xn = x. Entonces v se extiende a K̄ como v̄(x) = ĺımn→∞ v(xn) =
ĺımn→∞ v̄(xn). Es claro que v̄ no depende la sucesión {xn}∞n=0 y que v̄ es
única. Sea w := v̄. Como w no depende de la sucesión, si x = 0 podemos
tomar xn = 0 para toda n y w(0) =∞ = v(xn).

Sea x 6= 0, xn 6= 0 y v(xn) −−−−→
n→∞

w(x) 6= 0. Por otro lado x− xn −−−−→
n→∞

0,

por lo que v(x− xn) −−−−→
n→∞

∞. Por tanto

w(x) = w(x− xn + xn) = mı́n{w(x− xn), w(xn)} = w(xn) = v(xn),

para toda n suficientemente grande. Por tanto w(K̄∗) = v(K∗) de donde se

sigue que e = e(K̄|K) = 1. También, tenemos el isomorfismo ˜̄K = K̃ de donde
se obtiene que f = f(K̄|K) = 1.

Un resultado para campos completos con respecto a una valuación es el
Lema de Hensel. La versión que es útil para nuestros fines es la siguiente.
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Teorema 3.1.8 (Lema de Hensel). Sea K un campo completo con respecto
a una valuación v y anillo de enteros A = {x | v(x) ≥ 0} un anillo de
valuación discreta. Sean f(x) ∈ A[x] un polinomio y f̄ := f mód p donde p es
el ideal máximo de A. Entonces cualquier ráız simple λ de f̄ en A/p se levanta
de manera única a una ráız de f en A, es decir, existe un único α ∈ A tal
que f(α) = 0 y donde ᾱ = λ.

Demostración. Sea β ∈ A una tal ráız de f , es decir, β̄ = λ. Entonces f(x) =
(x − β)g(x) con ḡ(λ) 6= 0. Si γ es otra ráız de f con γ̄ = λ, entonces f(γ) =
(γ−β)g(γ) = 0. Ahora bien g(γ) mód p = ḡ(λ) 6= 0, por lo que g(γ) ∈ A\p, es
decir, g(γ) es invertible en A. Por tanto γ = β, de donde se sigue la unicidad
del levantamiento de la ráız.

Para la existencia, sea β1 ∈ A tal que β̄1 = λ. Entonces f(β1) ≡ 0 mód p.
Supongamos que hemos hallado βn ∈ A tal que β̄n = λ y f(βn) ≡ 0 mód pn.
Hallaremos βn+1 ∈ A tal que βn+1 = βn mód pn y f(βn+1) ≡ 0 mód pn+1.

Sea h ∈ pn por determinarse y sea βn+1 = βn + h. Desarrollando en serie
de Taylor se tiene f(βn+1) = f(βn) + hf ′(βn) + h2y para algún y ∈ A. Se
tiene que h2y ∈ p2n. Necesitamos que f(βn) + hf ′(βn) ≡ 0 mód pn+1. Puesto
que λ es ráız simple de f̄ , se tiene que f̄ ′(λ) = f̄ ′(β̄n) 6= 0. Se sigue que
f ′(βn) ∈ A \ p, esto es, f ′(βn) es invertible y la ecuación

h =
ξ − f(βn)

f ′(βn)
∈ pn,

con ξ ∈ pn+1 arbitrario (ξ − f(βn) ∈ pn) tiene solución y f(βn) + hf ′(βn) ≡
ξ ≡ 0 mód pn+1.

Sea β := ĺımn→∞ βn el cual existe, β ∈ A y f(β) = 0. ut

En el caso de un campo de funciones congruente, K /Fq, si p es un lugar
de K y Kp es la completación con respecto a la valuación vp, Kp

∼= Fqd((π))

donde [K̃ : Fq] = d, esto es, K̃ = Fqd y π ∈ K es un elemento tal que
vp(π) = 1.

Se tiene que los campos residuales de Kp y de K en p son isomorfos, es
decir, Op̃/p̃ ∼= Op/p. El isomorfismo se sigue del mapeo ξ : Op ↪→ Op̃ � Op̃/p̃
donde el primer mapeo es la inyección natural y el segundo es la proyección
natural; ξ es suprayectiva y núc ξ = p (ver [160, Proposition 2.3.10]). Ponemos
p = pK .

Proposición 3.1.9. Si K es un campo local, entonces como grupo multipli-
cativo se tiene

K∗ = 〈π〉 × UK = 〈π〉 × F∗q × U
(1)
K

donde Fq es el campo residual K̃ de K,

U
(n)
K = 1 + pnK = {a ∈ K | a ≡ 1 mód πn}, n ≥ 1,

UK = U
(0)
K = {a ∈ K | vK(a) = 0} = {a ∈ K | |a|v = 1},
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esto es, UK = O∗K es la circunferencia unitaria y q = |K̃|. Notemos que

U
(0)
K 6= 1 + p0 = OK .

Al grupo U
(n)
K se le llama el grupo de las n–unidades principales, n ≥ 1

y se define |x|v = q−v(x), es decir, seleccionamos c = q−1 en la Definición
3.1.1. Además F∗q ∼= Wq−1, donde Wt denota al grupo de las t–ráıces de uno,
p = πOK , 〈π〉 = {πm | m ∈ Z} ∼= Z.

Finalmente tenemos

UK/U
(1)
K
∼= K̃∗ = F∗q (multiplicativo) y

U
(n)
K /U

(n+1)
K

∼= pnK/p
n+1
K
∼= K̃ ∼= Fq, n ≥ 1 (aditivo).

Demostración. Sea a ∈ K∗ con vK(a) = n ∈ Z. Entonces vK(aπ−n) = 0, es
decir, aπ−n = u ∈ UK y a = πnu. Por tanto la descomposición a = πvK(a)u
es única.

Veamos que la representación es única. Digamos que a = πmu1 = πnu,
por lo que vK(a) = m = n y u1 = u. Se sigue que la función K∗ → 〈π〉 ×UK ,
a 7→ (πvK(a), aπ−vK(a)) es un isomorfismo de grupos.

Ahora UK
ϕ−→
(
OK/pK

)∗
, u 7→ u mód pK es un homomorfismo de grupos

y núcϕ = {u ∈ UK | u ≡ 1 mód pK} = U
(1)
K . Se tiene que ϕ es un epimorfismo

pues si ξ mód p ∈
(
OK/pK

)∗
se tiene vK(ξ) = 0, por lo que ξ ∈ UK .

La ecuación Xq−1 − 1 se descompone totalmente en OK por el Lema de
Hensel, Teorema 3.1.8. Las ráıces de Xq−1 − 1 son los elementos de F∗q y por
tanto la sucesión

1 −→ U
(1)
K −→ UK −→

(
OK/pK

)∗ ∼= F∗q −→ 1,

se escinde y UK ∼= F∗q × U
(1)
K como grupos.

Para n ≥ 1 se tiene que U
(n)
K

θ−→ OK/pK dada por 1 + xπn −→ x mód

pK es un epimorfismo y núc θ = {1 + xπn | x ∈ pK} = U
(n+1)
K . Por tanto

U
(n)
K /U

(n+1)
K

∼= OK/pK ∼= Fq.
Finalmente, se verifica directamente que el mapeo

U
(n)
K /U

(n+1)
K

g−→ pnK/p
n+1
K , (1 + aπn) mód U

(n+1)
K 7→ aπn mód pn+1

K

es un isomorfismo de grupos. ut

Notemos que, puesto que UK ⊇ U
(1)
K ⊇ · · · ⊇ U

(n)
K , se obtiene el siguiente

corolario.

Corolario 3.1.10. Para n ≥ 1,∣∣UK/U (n)
K

∣∣ =

n−1∏
i=0

∣∣U (i)
K /U

(i+1)
K

∣∣ =
∣∣UK/U (1)

K

∣∣ · ∣∣ n−1∏
i=1

∣∣U (i)
K /U

(i+1)
K

∣∣
=
∣∣F∗q∣∣ · ∣∣ n−1∏

i=1

pi/pi+1
∣∣ =

∣∣F∗q∣∣ · ∣∣ n−1∏
i=1

OK/p
∣∣ = (q − 1)qn−1.
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Además, tenemos

OK/pK
∼=−→ pnK/p

n+1
K , x 7−→ xπnK

y

∣∣OK/pK∣∣ =
∣∣∣ n∏
m=1

pm−1
K /pmK

∣∣∣ = qn. ut

Ejemplo 3.1.11. . Consideremos K = Qp el campo de los números p–ádicos.
El anillo de enteros de K es el anillo de los enteros p–ádicos: OK = Zp. Ahora
bien UK = O∗K ∼= Z∗p. Se tiene Z∗p =

{
ξ
(
1 + p

∑∞
n=0 anp

n
)
| ξ ∈ F∗p, an ∈

Fp
} ∼= F∗p × (1 + pZp) = F∗p × U

(1)
K . Esto es U

(1)
K
∼= 1 + pZp. Notemos que si

p = 2, UK = U
(1)
K
∼= 1 + 2Z2. De esta forma tenemos que Z∗p ∼= F∗p× (1 + pZp)

y

1 + pZp =

{
Zp, p ≥ 3,

C2 × (1 + 4Z2), p = 2.

Más en general, para n ∈ N, se tiene U
(n)
K = 1 + pnZp.

Definición 3.1.12. Sea K un campo cualquiera con un valor absoluto | |K .
Sea V un espacio vectorial de dimensión n, entonces una norma N de V es
función N : V −→ R+ ∪ {0} tal que

(1) N (v) ≥ 0 para toda v ∈ V y N (v) = 0 ⇐⇒ v = 0.
(2) N (v1 + v2) ≤ N (v1) +N (v2) para cualesquiera v1, v2 ∈ V .
(3) N (αv) = |α|KN (v) para toda α ∈ K y toda v ∈ V .

Teorema 3.1.13. Sean K un campo valuado completo y V un K-espacio vec-
torial de dimensión finita n. Entonces cualesquiera dos normas N1,N2 de V
definen la misma topoloǵıa de V y V es un espacio completo con la métrica
inducida.

Demostración. Por inducción en n. Para n = 1, si {w1} es base de V/K
(V ∼= K), entonces si N es una norma en V , entonces para v = α1w1 ∈ V ,
N (v) = |α1|KN (w1) = λ|α1|K con λ = N (w1) > 0. Por tanto N = λ| |K y el
resultado se sigue.

Sea n > 1 y suponemos cierto el resultado para cualquier K-espacio vec-
torial de dimensión m ≤ n− 1. Sea {w1, . . . , wn} una base de V/K. Sea N∞
la norma infinita de V , es decir,

N∞(α1w1 + · · ·+ αnwn) = máx
1≤j≤n

{|αj |K}.

Se tiene que N∞ es una norma de V y V es completo con respecto a N∞.
Sea N una norma arbitraria de V . Sea v = α1w1 + · · · + αnwn, entonces

N (v) = N (α1w1 + · · · + αnwn) ≤
∑n
j=1N (αjwj) =

∑n
j=1 |αj |KN (wj) ≤
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cN∞(v) donde c =
∑n
j=1N (wj) > 0. Por tanto N (v) ≤ cN∞(v) para toda

v ∈ V .
Lo anterior prueba que la topoloǵıa definida por N∞ es más fina que

la definida de N . Para probar que la topoloǵıa de N es más fina que la
definida por N∞, basta probar que dado r > 0, existe δ = δ(r) > 0 tal que si
v =

∑n
j=1 αjwj es tal que N (v) < δ, entonces N∞(v) < r.

Supongamos que no se cumple la condición anterior, es decir, existe r > 0
tal que dado δ > 0, existe vδ ∈ V con N (vδ) < δ pero N∞(vδ) ≥ r. Para δm =
1
m > 0, existe vδm =: vm con N (vm) < 1

m pero N∞(vm) ≥ r. Consideremos

{vm}∞m=1, N∞(vm) = |α(m)
j |K ≥ r donde vm = α

(m)
1 w1 + · · · + α

(m)
n wn.

Puesto que {vm}∞m=1 es infinito, existe un ı́ndice j0 y una subsucesión {vmt}∞t=1

con N∞(vmt) = |α(mt)
j0
|K ≥ r. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer

j0 = n y {vmt}∞t=1 = {vm}∞m=1, es decir N (vm) < 1
m pero |α(m)

n |K ≥ r > 0.

Sea um := vm
α

(m)
n

= ξ
(m)
1 w1 + · · · + ξ

(m)
n−1wn−1 + wn donde ξ

(m)
j =

α
(m)
j

α
(m)
n

.

Entonces N (um) < 1
mr , r ≤ |α(m)

n |K , 1

|α(m)
n |K

≤ 1
r .

Además um−ut =
∑n−1
j=1 (ξ

(m)
j −ξ(t)

j )wj y N (um−ut) ≤ N (um)+N (ut) <
1
mr + 1

tr .
Por hipótesis de inducción, N|V ′ induce la misma topoloǵıa a la de N∞|V ′

donde V ′ es el subespacio de V generado por {w1, . . . , wn−1}. Ahora, dado
ε > 0, existe t ∈ N tal que para toda m ≥ t, se tiene um−ut ∈ BN (0, ε). Como
N∞ induce la misma topoloǵıa, existe δ > 0 tal que um − ut ∈ BN∞(0, δ) ⊆
BN (0, ε) y N∞(um−ut) = máx1≤j≤n−1 |ξ(m)

j −ξ(t)
j |K para toda j con 1 ≤ j ≤

n−1. Por tanto {ξ(m)
j }∞m=1 es una sucesión de Cauchy y como K es completo,

la sucesión es convergente.

Sea ξ
(0)
j = ĺım

m→∞
| |K

ξ
(m)
j y sea u0 := ξ

(0)
1 w1 + · · ·+ ξ

(0)
n−1wn−1 +wn. Entonces

N (u0−um) = N
(∑n−1

j=1 (ξ
(0)
j − ξ

(m)
j )wj

)
≤
∑n−1
j=1 |ξ

(0)
j − ξ

(m)
j |KN (wj) −−−−→

m→∞

0. Por tanto N∞(u0 − um) −−−−→
m→∞

0. Se sigue que um
N∞−−−−→
m→∞

u0.

En particular, tenemos

N (u0) = N (u0 − um + um) ≤ N (uo − um) +N (um) −−−−→
m→∞

0,

puesto que N (um) < 1
mr . Se sigue que u0 = 0 = ξ

(0)
1 w1 + · · ·+ ξ

(0)
n−1wn−1 +wn

lo cual contradice que {w1, . . . , wn} es un conjunto linealmente independiente.
ut

Teorema 3.1.14. Sea K un campo valuado completo y sea L/K una exten-
sión finita de grado n. Entonces existe una única extensión | |L a L del valor
absoluto | |K de K el cual está dado por

|y|L = |NL/K(y)|1/nK ,
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para y ∈ L y NL/K : L→ K es la norma. Más aún, L es un campo completo
con el valor absoluto | |L.

Finalmente, la valuación normalizada vL está dada por

vL(y) :=
e

n
vK(NL/K(y)).

Demostración. La existencia de vL está garantizada por el Lema de Chevalley
[160, Corollary 2.4.5].

Ahora bien, si α ∈ L∗, sea β = αn

N(α) , donde N = NL/K . Entonces

N(β) =
N(αn)

(N(α))n
=

(N(α))n

(N(α))n
= 1.

Veamos que |γ|L < 1 implica |N(γ)|K < 1. Sea γt = x
(t)
1 w1 + · · ·+ x

(t)
n wn

donde {w1, . . . , wn} es una base L/K y donde x
(t)
j ∈ K.

Puesto que |γ|L < 1, se tiene γt −−−→
t→∞

0. Puesto que | |L y N∞ definen

la misma topoloǵıa, se tiene que N∞(γt) = máx1≤j≤n |x(t)
j | −−−→t→∞

0. Se sigue

que x
(t)
j −−−→t→∞

0 para toda 1 ≤ j ≤ n. Por tanto |N(γ)|K < 1.

Ahora si |γ|L > 1, entonces |1/γ|L < 1 por lo que |N(1/γ)|K < 1 y por
tanto |N(γ)|K < 1.

En resumen, si N(γ) = 1, necesariamente |γ|L = 1. Puesto que N(β) = 1,
se tiene

1 = |β|L =
|α|nL
|N(α)|K

.

Por tanto |α|L = n
√
|N(α)|K .

Finalmente vL(β) = 0 = vL
(
αn

N(α)

)
= nvL(α) − vL(N(α)) = nvL(α) −

evK(N(α)) por lo que vL(α) = e
nvK(N(α)). ut

Corolario 3.1.15. En el caso de un campo local, n = ef (Teorema 3.3.5) por
lo que vL(α) = 1

f vK(N(α)). ut

Corolario 3.1.16. Si K es un campo valuado completo y L/K es una exten-
sión finita, entonces

(1) Si a, b ∈ L son conjugados, entonces |a|L = |b|L y vL(a) = vL(b).
(2) Si L/K is Galois con grupo G, entonces para toda σ ∈ G se tiene
vL ◦ σ = vL.

Demostración. (1) Si F es la cerradura normal de L/K y si b = σa,

|b|L = |NL/K(σa)|1/nK = |NL/K(a)|1/nK = |a|L.
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(2) Se tiene

(vL ◦ σ)(α) = vL(σα) =
e

n
vK(NL/K(σα))

=
e

n
vK(NL/K(NL/K(α)) = vL(α)

de donde se sigue que vL ◦ σ = vL. ut

3.2. Propiedades de las unidades de un campo local

Sea K un campo local con campo residual K̃ ∼= Fq.
Notemos que U

(n)
K = 1 + pnK , n ≥ 0, es un subgrupo abierto de OK pues

U
(n)
K = {x ∈ K∗ | vK(x− 1) > n− 1}

= {x ∈ K∗ | |x− 1| < q−(n−1)} = B(1, q−(n−1)),

y claramente
⋂∞
n=0 U

(n)
K = {1} por lo que

{
U

(n)
K

}
n≥0

forman un sistema

fundamental de vecindades abiertas de 1 ∈ K∗.
Por otro lado U

(n)
K , n ≥ 0, es un subgrupo de K∗. Sea R un conjunto de

representantes de K∗/U
(n)
K con 1 ∈ R, U

(n)
K = K∗ \

(⋃
r∈R,r 6=1 rU

(n)
K

)
. Se

sigue que U
(n)
K es cerrado. Resumimos lo anterior en

Proposición 3.2.1. Los conjuntos U
(n)
K , n ≥ 0, son a la vez abiertos y cerra-

dos en K∗. ut

Proposición 3.2.2. El conjunto U
(n)
K , n ≥ 0, es compacto.

Demostración. Sea I una colección de subconjuntos abiertos de K∗ que re-

cubren a U
(n)
K . Si U

(n)
K no pudiesen ser cubiertas por un número finito de

conjuntos de I y puesto que U
(n+1)
K es de ı́ndice finito en U

(n)
K , alguna clase

uU
(n+1)
K ⊆ U

(n)
K no seŕıa cubierta por un número finito de elementos de I.

Continuando con este proceso, tenemos que existe una sucesión

u1U
(n+1)
K ⊇ u2U

(n+2)
K ⊇ . . . ,

tal que ningún ujU
(n+j)
K puede ser cubierto por un número finito de elementos

de I.
Puesto que U

(n)
K es un subconjunto cerrado de K∗ y K∗ es completo,

se tiene que U
(n)
K es completo, de donde se sigue que

⋂∞
j=1 ujU

(n+j)
K 6= ∅.

Sea u0 ∈
⋂∞
j=1 ujU

(n+j)
K . Entonces u0U

(n+j)
K = ujU

(n+j)
K para todo j ≥ 1. Los

conjuntos de I son conjuntos abiertos y u0U
(n+j)
K es una vecindad fundamental
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de u0, por lo que existe T ∈ I con u0U
(n+j)
K ⊆ T . Esto último contradice que

ujU
(n+j)
K = u0U

(n+j)
K no puede ser cubierto por un número finito de elementos

de I. Por tanto, U
(n)
K es un conjunto compacto. ut

Con respecto a los ideales pnK tenemos:

Proposición 3.2.3. Los ideales pnK , n ≥ 0 son a la vez conjuntos abiertos y
cerrados de K∗.

Demostración. Se sigue inmediatamente de que U
(n)
K = 1 + pnK y de la Pro-

posición 3.2.1. Una demostración directa es la siguiente. Se tiene que para
n ≥ 0, pnK = {x ∈ K | vK(x) ≥ n} = {x ∈ K | vK(x) > n − 1}, es decir,
pnK = v−1

K

(
(n − 1,∞]

)
= v−1

K

(
[n,∞]

)
, vK : K → R ∪ {0} = (−∞,∞] es cla-

ramente una función continua (si xn −−−−→
n→∞

x, vK(xn) −−−−→
n→∞

vK(x)). Puesto

que (n− 1,∞] es abierto y [n,∞] es cerrado en R ∪ {0} se sigue lo afirmado.
ut

Corolario 3.2.4. Sea K un campo local. Entonces K es un campo totalmen-
te disconexo y no discreto. El grupo multiplicativo K∗ de K, es localmente
compacto, no compacto y totalmente disconexo.

Demostración. Puesto que U
(n)
K , n ≥ 0 es un sistema fundamental de vecinda-

des de 1 ∈ K∗, y puesto que U
(n)
K es compacto, se sigue que K∗ es localmente

compacto. Ahora bien K∗ no es compacto pues si π = πK , K∗ =
⋃∞
n=0 π

nUK
donde cada conjunto πnUK es abierto y la unión es una unión disjunta a pares.
El hecho de que K∗ es totalmente disconexo se prueba de manera análoga a
que K es totalmente disconexo y cuya prueba damos enseguida.

Para ver que K es totalmente disconexo, consideremos x 6= 0. Entonces
vK(x) = n ∈ Z. Entonces x /∈ pmK con m ≥ máx{1, n + 1}, esto es 0 ∈ pmK ,
x ∈ K \ pmK siendo pmK y K \ pmK conjuntos abiertos disjuntos. Finalmente K
no es discreto pues pnK , n ≥ 0 es un sistema fundamental de vecindades de
{0} y pnK 6= {0}, esto es, {0} no es un conjunto abierto. ut

El isomorfismo K̃ ∼= pnK/p
n+1
K se sigue del hecho de que p = πOK , por

lo que la multiplicación por πn induce el isomorfismo. Más precisamente, sea
ϕ : OK −→ OK dada por ϕ(x) = πnx. Entonces ϕ es un homomorfismo de
grupos aditivos. Además, imϕ = πnOK = pnK y ϕ−1(pn+1

K ) = πOK = pK , de
donde se sigue que OK/pK ∼= pnK/p

n+1
K .

Además el mapeo ψ : OK −→ OK dado por ψ(u) = u − 1 da lugar al

homomorfismo de grupos U
(n)
K −→ pnK/p

n+1
K con U

(n)
K un grupo multiplicativo

y pnK/p
n+1
K un grupo aditivo, el cual es suprayectivo por definición y núcψ =

1 + pn+1
K . De hecho, lo anterior se debe a que

ψ(uv) = uv − 1 = (u− 1)(v − 1) + (u− 1) + (v − 1)

por lo que uv − 1 ≡ (u− 1) + (v − 1) mód p2n
K y 2n ≥ n+ 1.

Como consecuencia se tiene:
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Proposición 3.2.5. Sea p la caracteŕıstica del campo residual del campo local
K.

(1) Para todo n ≥ 1, (U
(n)
K )p ⊆ U (n+1)

K .
(2) Para m ∈ N con mcd(m, p) = 1, se tiene que para cada n ≥ 1, el

mapeo u −→ um es un automorfismo de U
(n)
K , en particular

(
U

(n)
K

)m
=

U
(n)
K para toda n ≥ 1 y toda m con p - m.

Demostración. (1) Se tiene U
(n)
K /U

(n+1)
K

θ∼= Fq. Por tanto, si x ∈ U (n)
K , se tiene

θ(x̄p) = pθ(x̄) = 0, de lo cual obtenemos que xp ∈ U (n+1)
K .

(2) Sea f : U
(n)
K −→ U

(n)
K dado por f(u) = um, con n ≥ 1 arbitrario.

Entonces f es un endomorfismo. Sea x ∈ U (n)
K con xm = 1. Se tiene x = 1+uπn

con u ∈ OK . Si u 6= 0, u = πsKu0 para algunos u0 ∈ UK y s ≥ 0. Por tanto

x = 1 + u0π
n+s
K y xm = 1 +mu0π

n+s
K + términos con valuación mayor.

Puesto que vK(m) = 0, mu0 6= 0 lo cual es absurdo. Por tanto u = 0 y x = 1.
Por tanto f es inyectiva.

Ahora sea x ∈ U (n)
K . Para toda r ∈ N, existen ar, br ∈ Z tales que arm +

brp
r = 1, x = x1 = xarm+brp

r

= (xar )m · (xbr )pr = ξrµr. Sea xbr = 1 + cr con
cr ∈ pK . Entonces µr = (xbr )p

r ≡ 1 + prcr mód pr+1pK y vK(µr − 1) ≥ r + 1
y ĺımr→∞ µr = 1. Se sigue que y := ĺımr→∞ xar existe y x = ym, por lo que
f es suprayectiva. ut

Proposición 3.2.6. Sean v = vK la valuación de K y m ∈ N tal que la
caracteŕıstica de K no divida a m. Entonces para n > vK(m), el mapeo g,

x 7→ xm da lugar a un isomorfismo U
(n)
K −→ U

(n+vK(m))
K . En particular, si

carK = p > 0, vK(m) = 0 y U
(n)
K =

(
U

(n)
K

)m
para toda n ≥ 1 y para p - m.

Demostración. Sea π un elemento primo de K, esto es, vK(π) = 1. Sea x =

1 + aπn ∈ U (n)
K , a ∈ OK . Entonces

xm = 1 +maπn +

(
m

2

)
a2π2n + · · · ≡ 1 mód p

n+vK(m)
K .

Por tanto xm ∈ U (n+vK(m))
K para toda n.

Para probar que el mapeo es suprayectivo, debemos probar que para a ∈
OK arbitrario, existe x ∈ OK tal que

1 + aπn+vK(m) = (1 + xπn)m,

lo cual equivale a que 1 + aπn+vK(m) = 1 + mπnx + π2nf(x) donde f(x) ∈
OK [x]. Si K es de caracteŕıstica prima relativa a m, m = uπvK(m) con u ∈ UK .
Si carK = p > 0 y p|m, m = 0 en K. Aśı
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1 + aπn+vK(m) =

{
1 + uπn+vK(m)x+ π2nf(x) si p - m,
1 + π2nf(x) si p | m.

Por lo tanto necesitamos resolver

0 =

{
−a+ ux+ πn−vK(m)f(x) si p - m,
−a+ πn−vK(m)f(x) si p | m.

La primera ecuación tiene solución por el Lema de Hensel, pero la se-
gunda ecuación no tiene solución. Más precisamente, la primera ecuación
es equivalente a resolver la ecuación −a + ux + πn−vK(m)f(x) = 0. Pues-
to que n > vK(m), módulo pK se tiene ā + ūx̄ = 0 con ū 6= 0. Por tanto

h(x) = −a+ ux+ πn−vK(m)f(x) = 0 tiene una ráız simple y por el Lema de
Hensel, Teorema 3.1.8, la ráız x̄ = ā

ū se levanta a OK a una ráız de h(x) y por

tanto g : U
(n)
K −→ U

(n+vK(m))
K , x 7→ xm, es suprayectiva.

Ahora, núc g = Wm = {ξ ∈ U (n)
K | ξm = 1}. Sea ξ ∈ núc g, ξ = 1 + uπn

con u ∈ OK . Entonces ξ ≡ 1 mód pnK , por lo tanto ξr ≡ 1 mód pnK para toda
r ≥ 1. Se tiene

0 = (ξm − 1) = (ξ − 1)(ξm−1 + · · ·+ ξ + 1).

Puesto que n > vK(m) y ξm−1 + · · ·+ ξ + 1 ≡ m mód pnK = uπvK(m) mód pnK
con u ∈ UK , se sigue que ξm−1 + · · ·+ ξ+ 1 /∈ pnK y en particular ξm−1 + · · ·+
ξ + 1 6= 0. Por tanto ξ = 1 y g es inyectiva. ut

Corolario 3.2.7. Para m ∈ N tal que carK - m, se tiene que
(
K∗
)m

es un
subgrupo abierto de K∗.

Además, si carK = 0, se tiene que
⋂∞
m=1

(
K∗
)m

= {1}.

Demostración. Para x ∈ K∗, xm ∈
(
K∗
)m

, y para n > vK(m) con p - m,

p = carK, xmU
(n+vK(m))
K =

(
xU

(n)
K

)m ⊆ (K∗)m, la cual es una vecindad

abierta de xm. Se sigue que
(
K∗
)m

es abierto en K∗.

Sea ahora carK = 0 y sea a ∈
⋂∞
m=1

(
K∗
)m ⊆ ⋂∞m=1

p-m

(
K∗
)m

. Si vK(a) 6=

0, para cada m ∈ N con p - m, existe ym ∈ K∗ con a = ymm , por lo tanto
vK(a) = mvK(ym) con vK(ym) 6= 0. Por tanto, m|vK(a) para toda m con
p - m, lo cual es absurdo. Se sigue que vK(a) = 0 y a ∈ UK . Por tanto
a ∈

⋂∞
m=1

(
UK)m, esto es, a = umm con um ∈ UK para toda m.

Sea n ∈ N y sea [UK : U
(n)
K ] = m. Entonces umm ∈ U

(n)
K de donde obtenemos

que a ∈
⋂∞
m=1 U

(n)
K y vK(a−1) ≥ n para toda n ∈ N. Por tanto vK(a−1) =∞

y a = 1. ut

Observación 3.2.8. Si K es un campo local de caracteŕıstica p > 0, entonces(
K∗
)p

no es abierto en K∗ pues si este fuese el caso, existiŕıa m tal que
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U
(m)
K ⊆

(
K∗
)p

. En particular 1 +πmK = xp para algún x ∈ K∗. De esta forma,
tendŕıamos que xp − 1 = (x − 1)p = πmK lo cual no es posible puesto que
de lo contrario tendŕıamos que m = pvK(x − 1) y entonces p|m. Puesto que

U
(n)
K ⊆ U (m)

K esto diŕıa que p|n para toda n ≥ m lo cual es absurdo.
Por otro lado,

(
K∗
)p

si es cerrado pues K∗ ∼= 〈πK〉 × UK como grupos

y
(
K∗
)p

= 〈πpK〉U
p
K y como UK es compacto, UpK es compacto y por tanto

cerrado.
Cuando carK = 0, un resultado que probaremos usando el cociente de

Herbrand en cohomoloǵıa es que para m ∈ N,
(
K∗
)m

es de ı́ndice finito en

K∗ y de hecho [K∗ :
(
K∗
)m

] = mqvK(m)|µm(K)| = m · |m|−1
pK · |µm(K)|, donde

|K̃| = q y µm(K) = {ξ ∈ K∗ | ξm = 1}.

3.3. Representación, normas, valores absolutos y
extensiones de campos locales

Empezamos con un resultado fundamental sobre extensiones finitas de
campos locales.

Proposición 3.3.1. Sea L/K una extensión finita de campos locales con ani-
llos de valuación OL y OK respectivamente. Sean pK = 〈πK〉 y pL = 〈πL〉 con
πK y πL elementos primos de K y de L respectivamente. Sean f = f(L|K) =
[OL/pL : OK/pK ] = [L̃ : K̃] y e = e(L|K) el ı́ndice de ramificación. Sea
{ω1, . . . , ωf} una base de L̃/K̃. Sean αi ∈ OL tales que ᾱi = ωi, 1 ≤ i ≤ f .

Sea ηij = αiπ
j
L, 1 ≤ i ≤ f , 0 ≤ j ≤ e − 1. Entonces {ηij}i,j es un sistema

linealmente independiente sobre K∗ y en particular [L : K] ≥ ef . Más aún se
tiene que:

(1) Si y =
∑f
i=1Aiαi con Ai ∈ K, entonces se tiene que vL(y) =

mı́n1≤i≤f{evK(Ai)}.
(2) Si z =

∑f
i=1

∑e−1
j=0 cijηij con cij ∈ K, entonces

vL(z) = mı́n
1≤i≤f

0≤j≤e−1

{evK(cij) + j}.

Demostración. (1) Sea y =
∑f
i=1Aiαi con Ai ∈ K. Si A1 = · · ·Af =

0, el resultado se sigue inmediatamente. Por tanto, rearreglando, po-
demos suponer que vK(A1) = · · · = vK(As) < vK(Ai), s+ 1 ≤ i ≤ f .
Sea Bi := Ai

A1
, 1 ≤ i ≤ f . Entonces B1 = 1 y Bi ∈ OK para toda

i. Además se tiene que y
A1

=
∑f
i=1Biαi ∈ OL. Si y/A1 ∈ pK enton-

ces se tendŕıa que ȳ
Ā1

= 0 = ᾱ1 +
∑f
i=1 B̄iᾱi lo que contradice que

{ω1, . . . , ωf} es un conjunto linealmente independiente sobre K̃. Se
sigue que y/A1 /∈ pL por lo que vL

(
y/A1

)
= 0 y vL(y) = vL(A1) =

evK(A1) = emı́n1≤i≤f{vK(Ai)} = mı́n1≤i≤f{evK(Ai)}.
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(2) Sea z =
∑
ij cijηij con cij ∈ K. Sea yj =

∑f
i=1 cijαi, 0 ≤ j ≤ e− 1

y por tanto z =
∑e−1
j=0 yjπ

j
L. Si yj 6= 0, vL(yj) es múltiplo de e y

vL(yjπ
j
L) ≡ j mód e. Por tanto los valores {vL(yj) | yj 6= 0}e−1

j=0 son
todos distintos y por tanto

vL(z) = mı́n
0≤j≤e−1

{vL(yjπ
j
L)} = mı́n

0≤j≤e−1
{vL(yj) + j}

= mı́n
0≤j≤e−1

{ mı́n
1≤i≤f

{evK(cij) + j}} = mı́n
0≤j≤e−1

1≤i≤f

{evK(cij) + j}.

Ahora sea
∑
ij xijηij = 0 para algunos xij ∈ K. Por tanto ∞ = vL(0) =

mı́nij{evK(xij)+j}. Por tanto vK(xij) =∞ para todo i, j y por tanto xij = 0
para todo i, j, probando que {ηij}ij es un conjunto linealmente independiente
de L. ut

Ahora probaremos que {ηij}ij es de hecho una base de L/K. Esto lo
haremos viendo que los campos locales, de hecho los campos completos bajo
una valuación discreta, se pueden representar por medio de series de Laurent.

Sea K un campo completo con respecto a una valuación discreta vK nor-
malizada, esto es, vK(K∗) = Z y sea OK/pK = K̃ el campo residual. Sea R
un sistema completo de representantes de K̃, R ⊆ OK y tal que 0 ∈ R, 0
es el representante de 0 + pK = pK en R. Para cada n ∈ Z, sea πn ∈ K tal
que vK(πn) = n. Consideremos cualquier suma

∑∞
n=m rnπn donde m ∈ Z y

rn ∈ R. Se tiene que vK(rnπn) = vK(rn) + vK(πn) ≥ n (= n si rn 6= 0 y ∞ si
rn = 0). Por tanto vK(rnπn) −−−−→

n→∞
∞ y por tanto

∑∞
n=m rnπn converge en

K.
Entenderemos

∑∞
n=m rnπn =

∑∞
−∞ rnπn con rn = 0 para toda n < m.

Teorema 3.3.2. (1) Cada x ∈ K se expresa de manera única como
x =

∑∞
n=m rnπn, rn ∈ R. Si x 6= 0 y rm 6= 0, entonces vK(x) = m.

(2) Sean x =
∑∞
n=m rnπn, y =

∑∞
n=m snπn con rn, sn ∈ R. Entonces

para i ∈ Z, se tiene que vK(x− y) ≥ i ⇐⇒ rn = sn para toda n < i.

Demostración. (1) La unicidad se sigue de (2): Si x =
∑
rnπn =∑

r′nπn fuesen dos expresiones de x y si rm 6= r′m para algún m ∈ Z,
podemos seleccionar el mı́nimo tal m y vK(0) = vK(x − x) = m lo
cual es absurdo.
La valuación de x también se sigue de (2). Se tiene que 0 =

∑
0πn y

x =
∑
rnπn, x 6= 0, si m ∈ Z es mı́nimo m ∈ Z con rm 6= 0, Entonces

vK(x− 0) = vK(x) = m.
Para la representación de x ∈ K, x 6= 0 y vK(x) = m < ∞, se
tiene, para n ∈ Z, pnK = {x ∈ K | vK(x) ≥ n} = OK · πn. De que
OK = R+ pK , se sigue que

pnK = Rπn + pn+1
K = Rπn +Rπn+1 + · · ·+Rπt + pt+1

K
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para toda t ≥ n. Puesto que x ∈ pmK , existen rm, rm+1, rm+2, . . .

tales que x ≡
∑t
n=m rnπn mód pt+1

K para t ≥ m, de donde, x =
ĺımt→∞

∑∞
n=m rnπn.

Aśı pues, toda la demostración se seguirá de probar (2).
(2) Si rn = sn para toda n, entonces x = y y vK(x − y) = ∞. Su-
pongamos ahora que existe m ∈ Z con rm 6= sm y rn = sn para toda
n < m. Aśı, x − y =

∑∞
n=m(rn − sn)πn. Puesto que rm, sm ∈ R,

rm 6≡ sm mód p por lo que vK(rm−sm) = 0 y vK((rm−sm)πm) = m.
Para n > m, vK((rn−sn)πn) ≥ vK(πn) = n > m = vK((rm−sm)πm).
Puesto que m = vK((rm − sm)πm) < vK

(∑∞
n=m+1(rn − sn)πn

)
(≥

m+ 1), se sigue que vK(x− y) = vK((rm− sm)πm) = m. Esto prueba
(2). ut

Corolario 3.3.3. Sea R∞ =
∏∞
i=0R = {(ri)∞i=0 | ri ∈ R} =

∏∞
n=0Rn con

Rn = R para toda n. Consideremos R∞ con la topoloǵıa producto y cada Rn
tiene la topoloǵıa discreta. Entonces

R∞
µ−−→ OK , (rn)∞n=0 7−→

∞∑
n=0

rnπn,

es un homeomorfismo de R∞ en OK . En particular OK es un conjunto com-
pacto. Además, OK ∼= pnK para toda n ≥ 0 y pnK es compacto.

Demostración. La parte (1) del Teorema 3.3.2 prueba que µ es biyectiva y la
parte (2) prueba que es un homeomorfismo. La compacidad de OK se sigue
del Teorema de Tychonoff.

El mapeo x 7−→ xπnK es un homeomorfismo de OK en pnK . ut

Notemos que OK =
⋃∞
n=0 π

n
KUK y cada πnKUK es abierto, por tanto OK

es abierto. Por otro lado
⋂∞
n=0 p

n
K = {0} pues si x ∈

⋂∞
n=0 p

n
K , vK(x) ≥ n

para toda n de donde se sigue que vK(x) =∞ y x = 0.
Tomando los mapeos canónicos OK/pmK −→ OK/pnK para m ≥ n, se sigue

que

OK ∼= ĺım←
n

OK/pnK .

Similarmente

U
(1)
K
∼= ĺım←

n

U
(1)
K /U

(n)
K

con respecto a los mapeos canónicos U
(1)
K /U

(m)
K −→ U

(1)
K /U

(n)
K con m ≥ n.

Teorema 3.3.4. Sea K un campo local.

(1) Si carK = 0, [K : Qp] = ef = d, U
(1)
K
∼= WK ⊕Zdp con WK = {ξ ∈

K | ξpm = 1 para algún m} ∼= Z/paZ para algún a ≥ 0.
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(2) Si carK = p > 0, U
(1)
K
∼=
∏∞
i=1 Zp.

Demostración. [77, Propositions 2.6, 2.7, 2.8]. ut

Teorema 3.3.5. Con las notaciones de la Proposición 3.3.1, se tiene que
{ηij} 1≤i≤f

0≤j≤e−1
es una base de L/K y [L : K] = ef .

Más aún, {ηij} 1≤i≤f
0≤j≤e−1

es una base OL sobre OK , esto es, OL es un OK-

módulo libre de rango ef.

Demostración. Sea R un conjunto de representantes de OK/pK en OK con

0 ∈ R y sea R′ = {
∑f
i=1 riαi | r1, . . . , rf ∈ R}. Entonces R′ es un conjunto

de representantes de OL/pL en OL y 0 ∈ R′. Sean πK y πL elementos primos
de K y L respectivamente.

Para m ∈ Z, escribamos m = te + j, t ∈ Z y 0 ≤ j ≤ e − 1 y definimos
πL,m := πtKπ

j
L. Ahora como vL|K = evK , se tiene vL(πL,m) = et+ j = m.

Dado y ∈ L, y se escribe de manera única en la forma

y =

∞∑
m=−∞

r′mπL,m,

con r′m ∈ R′. Sea r′m =
∑f
i=1 ri,mαi con ri,m ∈ R. Se sigue que

y =
∑
m

f∑
i=1

ri,mαiπL,m =

f∑
i=1

e−1∑
j=0

βijαiπ
j
L,

donde βij =
∑∞
i=−∞ ri,te+jπ

i
K ∈ K. Por tanto {ηij}ij genera L/K y por la

Proposición 3.3.1, este conjunto es linealmente independiente, por lo tanto es
base y [L : K] = ef .

Ahora bien {ηij}ij ⊆ OL. Sea x ∈ OL, x =
∑
ij cijηij . Entonces, por

la Proposición 3.3.1, tenemos que vK(x) = mı́nij{evK(cij) + j} ≥ 0 por lo
que evK(cij) ≥ −j para todas i, j. Si se tuviese vK(cij) ≤ −1, entonces
evK(cij) = −le ≥ −j, l ≥ 1 lo que implicaŕıa que j ≥ e lo cual es absurdo.
Por tanto vK(cij) ≥ 0 para todas i, j. Es decir cij ∈ OK y el resultado se
sigue. ut

Teorema 3.3.6. Sea K un campo local y sea L/K una extensión finita de K.
Sean N = NL/K y T := TrL/K la norma y la traza de L en K respectivamente:
N, T : L −→ K. Entonces N y T son funciones continuas. Además N(OL) ⊆
OK y T (OL) ⊆ OK .

Demostración. Sea {ηij}ij la base de L/K dada por la Proposición 3.3.5. Sean

y ∈ L y yηij =
∑f
s=1

∑e−1
t=0 xijstηst para toda i, j con xijst ∈ K. Se tiene
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vL(y) + j = vL(y) + vL(ηij) = vL(yηij) = mı́n
s,t
{evK(xijst) + t}

≤ evK(xijst) + t.

Por tanto

vK(xijst) ≥
1

e
(vL(y) + j − t) para todas i, j, s, t.

Se sigue que y −→ 0 ⇐⇒ vL(y) −→∞ =⇒ vK(xijst) −→∞ ⇐⇒ xijst −→
0 para todas 1 ≤ i, s ≤ f y para todas 0 ≤ j, t ≤ e− 1.

Se sigue que las xijst’s dependen continuamente de y ∈ L. Puesto que T y
N son la traza y el determinante de la n × n matriz (xijst) respectivamente,
tenemos que T y N son funciones continuas.

Finalmente, si y ∈ OL, vL(y) ≥ 0 lo que implica que vK(xijst) ≥ 0 de
donde obtenemos que T (OL) ⊆ OK y N(OL) ⊆ OK . ut

Un resultado de especial relevancia para nosotros para la teoŕıa local de
campos de clase es que si L/K es una extensión finita de campos locales,
entonces NL/K(L∗) es un conjunto cerrado en K∗.

Teorema 3.3.7. Sea L/K una extensión finita de campos locales y se N la
norma de L en K. Entonces N(UL) es un subgrupo compacto y por tanto
cerrado en K∗ y N(L∗) es un subgrupo cerrado de K∗.

Demostración. Puesto que la norma N es continua (Teorema 3.3.6) y UL es
compacto (Proposición 3.2.2) por lo que N(UL) es compacto en K∗ y N(UL) ⊆
UK . Puesto que K∗ es Hausdorff, N(UL) es cerrado en K∗.

Ahora bien, N(UL) = N(L∗) ∩ UK ⊆ UK . Como UK es abierto, N(UL) es
abierto en N(L∗) y también es cerrado en N(L∗). Se sigue que N(L∗)/N(UL)
es un espacio discreto: si ξ ∈ N(L∗), ξN(UL) es abierto en N(L∗) y ξN(UL) =
π−1(ξ̄), π : N(L∗) −→ N(L∗)/N(UL) la proyección natural de donde se sigue
que ξ̄ es abierto en N(L∗)/N(UL). Por tanto N(L∗)/N(UL) es un subgru-
po discreto de K∗/N(UL). Ahora bien, por ser N(UL) cerrado, se sigue que
K∗/N(UL) es Hausdorff (se tiene en general que si G es un grupo topológico
Hausdorff y H es un subgrupo cerrado de G, entonces G/H es Hausdorff).
Por el Lema 3.3.8 abajo, se sigue que N(L∗) es un subgrupo cerrado de K∗. ut

Lema 3.3.8. Sean G un grupo topológico Hausdorff y H < G un subgrupo
discreto de G. Entonces H es cerrado.

Demostración. Paso 1: Sea U una vecindad abierta tal que U ∩ H = {e},
entonces existe una vecindad abierta V ⊆ U tal que V V −1 ⊆ U y e ∈ V .

En efecto, sea σ : U ×U −→ G, σ(y1, y2) = y1y
−1
1 . Por continuidad, existe

una vecindad N ⊆ U × U de (e, e) tal que σ(N) = U y N contiene una
vecindad abierta de la forma V1 × V2 con V1, V2 ⊆ U y e ∈ V1 ∩ V2. Entonces
V := V1 ∩ V2 es la vecindad buscada.
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Paso 2: Sea x ∈ G \H. Sea U una vecindad abierta de e con U ∩H = {e}.
El mapeo Lx : G → G, Lx(y) = xy con x ∈ G es un homeomorfismo con
inverso Lx−1 . Sea V ⊆ U una vecindad de e tal que e ∈ V y V V −1 ⊆ U . Sea
W = Lx(V ). Se tiene que W tiene a lo más un elemento de H. Si W ∩H = ∅,
W es la vecindad buscada, Si W ∩ H = xV ∩ H = {h}, existen abiertos Ux
y Uh de G con x ∈ Ux y h ∈ Uh y Ux ∩ Uh = ∅. Finalmente xV ∩ Ux es una
vecindad abierta de x disjunta de H.

Por tanto H es cerrado en G. ut

3.4. Clasificación de campos locales. Extensiones no
ramificadas

A continuación caracterizamos los campos locales.

Proposición 3.4.1. Sea K un campo local de caracteŕıstica 0, esto es, Q ⊆
K. Sea e := vK(p) donde p = car(OK/pK) = car K̃. Entonces K es una
extensión finita de Qp, los números p-ádicos y [K : Qp] = ef donde f =
[OK/pK : Fp]. Finalmente, OK es un Zp-módulo libre de rango ef : OK ∼= Zefp
como Zp-módulo.

Demostración. Sean v la valuación deK y w := v|Q. Se tiene que p = p·1K 6= 0
y ) < w(p) = v(p) = e < ∞. Se tiene que w es equivalente a la valuación p-
ádica vp de Q. Sea L la cerradura de Q en K. Puesto que K es completo, L
es completo con v|L y es una completación de Q.

Puesto que w es equivalente a vp, se sigue que L ∼= Qp. Ahora v(p) =
e(K|Qp)vp(p) = e(K|Qp) = e. Se tiene que OK/pK = Fpf con f = [OK/pK :
Zp/pZp] = [OK/pK : Fp]. Se sigue del Teorema 3.3.5 que [K : Qp] = ef y que
OK es un Zp-módulo libre de rango ef . ut

Lema 3.4.2. Sea K un campo local con K̃ ∼= Fq, q una potencia de p.

(1) Para cada x ∈ OK , el ĺımite

ω(x) := ĺım
n→∞

xq
n

existe en OK y el mapeo ω satisface

ω(x) ≡ x mód pK , ω(x)q = ω(x), ω(xy) = ω(x)ω(y).

(2) Sea A = {x ∈ K | xq−1 = 1}, R = A ∪ {0} = {x ∈ K | xq = x}.
Entonces R es un conjunto completo de representantes de OK/pK en
OK , conteniendo a 0. A es el conjunto de todas las (q − 1)-ráıces de
la unidad en K y el homomorfismo canónico OK → K̃ induce un
isomorfismo de grupos multiplicativos: A ∼= F∗q .
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Demostración. (1) Por inducción probaremos las congruencias xq
n ≡

xq
n−1

mód pnK para n ≥ 1. Para n = 1, xq ≡ x mód pK se sigue del
hecho de que K̃ es el campo finito de q elementos. Supongamos que la
congruencia se cumple para n ≥ 1 de tal manera que xq

n

= xq
n−1

+ y
con y ∈ pnK . El caso de carK = p se sigue inmediatamente tomando
la q potencia de esta igualdad. Aqúı presentamos el caso general. Se
tiene

xq
n+1

=

q∑
i=0

(
q

i

)
xiq

n−1

yq−i.

Para 0 < i < q, el entero
(
q
i

)
= q

i

(
q−1
i−1

)
es divisible por p por lo que(

q
i

)
yq−i ∈ pn+1

K . Para i = 0 lo anterior también se cumple, por lo cual

obtenemos lo deseado: xq
n+1 ≡ xqn mód pn+1

K .
Por tanto {xqn}∞n=1 es una sucesión de Cauchy por lo que es conver-
gente a un elemento ω(x) en OK pues OK es cerrado y K es completo.
De las congruencias, obtenemos que xq

n ≡ x mód pK y por tanto que
ω(x) ≡ x mód pK . También obtenemos que

ω(x)q = ĺım
n→∞

xq
n+1

= ω(x), ω(xy) = ĺım
n→∞

(xq
n

yq
n

) = ω(x)ω(y).

(2) Sea V = {ω(x) | x ∈ OK}. Puesto que ω(x) ≡ x mód pK , cada
clase residual de OK mód pK contiene al menos un elemento de V .
Por otro lado, puesto que ω(x)q = ω(x), V es un subconjunto de R.
Ahora bien, el número de elementos x en K que satisfacen xq −x = 0
es a lo más q mientras que el número de elementos de K̃ es q. Se sigue
que V = R y R es un sistema completo de representantes de OK/pK
en OK . Se tiene 0 = ω(0) ∈ R. Puesto que ω(xy) = ω(x)ω(y), las
propiedades enunciadas para A se siguen inmediatamente. ut

Proposición 3.4.3. Sea K un campo local de caracteŕıstica p > 0, es decir,
Fp ⊆ K. Entonces (K, vK) ∼= (Fq((T )), vT ) donde vT

(∑∞
n=m anT

n) = m si
am 6= 0 para algún q = pf , f ≥ 1. De hecho, Fq ∼= OK/pK es el campo
residual.

Demostración. Puesto que K es un campo de caracteŕıstica p, el conjunto R =
{x ∈ K | xq = x} en el Lema 3.4.2 es un subcampo de K de q elementos. Por
tanto Fq = R ⊆ K. Sea π = πK un elemento primo y representamos a K como
en el Teorema 3.3.2 con πn = πn, n ∈ Z. Entonces el mapeo

∑
n anπ

n 7−→∑
n anT

n, an ∈ Fq, define un Fq-isomorfismo (K, vK) ∼= (Fq((T )), vT ). ut

Resumimos en el siguiente resultado la caracterización de los campos lo-
cales.

Teorema 3.4.4. Sea K un campo local. Entonces
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(1) Si carK = 0, K/Qp es una extensión finita de grado ef , e =
vK(p) = e(K|Qp) y f = [OK/pK : Fp] = f(K|Qp).

(2) Si carK = p > 0 y K̃ = OK/pK ∼= Fq, entonces (K, vK) ∼=
(Fq((T )), vT ). ut

A continuación veremos que las extensiones no ramificadas de campos
locales están en correspondencia con las extensiones de los campos finitos.

Teorema 3.4.5. Sea K un campo local con campo residual K̃ = OK/pK ∼=
Fq. Para cada n ∈ N, existe una extensión L/K no ramificada de grado n,
L es único, es el campo de descomposición del polinomio xq

n − x sobre K
y L/K es una extensión ćıclica de grado n. Cada elemento σ ∈ Gal(L/K)
induce un automorfismo σ′ de L̃/K̃ y el mapeo σ → σ′ induce un isomorfismo
Gal(L/K) ∼= Gal(L̃/K̃).

Más aún, L = K(A) donde A = {x ∈ K̄ | xqn = x}.

Demostración. El campo finito K̃ ∼= Fq tiene una extensión de grado n, la
cual es única y es ćıclica. Por tanto existe un polinomio mónico irreducible
g(x) ∈ K̃[x] de grado n. Sea f(x) ∈ OK [x] mónico tal que f(x) = g(x) =
f(x) mód pK . Sea ω una ráız de f(x), f(ω) = 0. Sea L := K(ω).

Sea f(x) = xn +
∑n−1
i=0 aix

i ∈ OK [x]. Entonces ωn = −
∑n−1
i=0 aiω

i con
ai ∈ OK . Por tanto

vL(ωn) = nvL(ω) = vL
(
−
n−1∑
i=0

aiω
i
)
≥ mı́n

0≤i≤n−1
{vL(ai) + ivL(ω)}

≥ mı́n
0≤i≤n−1

{ivL(ω)} = i0vL(ω),

para algún 0 ≤ i0 ≤ n− 1. Por tanto (n− i0)vL(ω) ≥ 0 de donde se sigue que
vL(ω) ≥ 0 y ω ∈ OL. Sea α = ω̄ ∈ OL/pL. Por tanto g(α) = 0 = f(ω). Como
g(x) es irreducible, se sigue que [K̃(α) : K̃] = gr g(x) = n.

Por otro lado, f(ω) = 0 implica [L : K] = [K(ω) : K] ≤ gr f(x) = n. Se
sigue que

n = [K̃(α) : K̃] ≤ [L̃ : K̃] = f(L|K) ≤ [L : K] ≤ n,

de donde se obtiene [L : K] = f(L|K) = n. Se sigue que L/K es una extensión
no ramificada de grado n.

Sea E/K cualquier extensión no ramificada de grado n. Entonces n = [E :
K] = f(E|K) = [Ẽ : K̃] por lo que Ẽ ∼= Fqn . Se tiene que A = {x ∈ OE |
xq

n

= x} es un conjunto completo de representantes de Ẽ en OE y A tiene
qn elementos, es decir, A es el conjunto de ráıces de xq

n −x ∈ OE [x]. Se sigue
que K(A) es el campo de descomposición de xq

n − x sobre K y como este
polinomio es separable, la extensión F = K(A)/K es separable y por tanto
K(A)/K es Galois.
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Se tiene que K̃ ⊆ F̃ ⊆ Ẽ y puesto que A ⊆ F , Ẽ = F̃ ∼= Fqn . Además

F̃ /K̃ es una extensión ćıclica de grado n. Cada σ ∈ Gal(F/K) induce un
automorfismo σ′ ∈ Gal(F̃ /K̃) y el mapeo σ 7→ σ′ define un homomorfismo

Gal(F/K)
ϕ−→ Gal(F̃ /K̃).

Si σ′ = 1, esto es, σ → 1, σ(A) = A pues A es el conjunto de ráıces de
xq

n−x y puesto que A es un conjunto completo de representantes de F̃ , σ′ = 1
implica que σ fija a cada elemento de A y, puesto que F = K(A), σ = 1. Por
lo tanto ϕ es inyectiva y

[F : K] = |Gal(F/K)| ≤ |Gal(F̃ /K̃)| = [F̃ : K̃] = f(F |K) ≤ [F : K],

de donde se sigue que [F : K] = f(F |K) = [F̃ : K̃] = n y F/K es una
extensión no ramificada de grado n. Por tanto F = E. Se sigue que E = K(A)
y por tanto E es único y Gal(E/K) ∼= Cn. ut

Para finalizar esta sección, presentamos algunos resultados sobre la imagen
de la norma de unidades y n-unidades indicando algunas referencias para su
demostración más adelante.

Sea L/K una extensión finita y separable de campos locales con valua-
ciones vK y vL respectivamente. Se tiene la sucesión exacta 1 −→ UK −→
K∗

vK−−→ Z −→ 0 y el diagrama conmutativo

1 // UK //

i

��

K∗
vK //

i

��

Z //

Id

��

0

1 // UL // L∗
vL // Z // 0

donde las filas son exactas e i denota al encaje.

Proposición 3.4.6. Sea NL/K : L∗ −→ K∗ la norma. Entonces se tiene el
siguiente diagrama conmutativo, donde las filas son exactas:

1 // UL
� � ι //

NL/Kφ

��

L∗
vL //

NL/Kψ

��

Z //

f

��

0

1 // UK
� � ι // K∗

vK // Z // 0

es decir, fvL(x) = vK(NL/K x) donde NL/K pL = pfK , pL denota al ideal
máximo de OL y donde f = [OL/pL : OK/pK ].

En particular tenemos vK(NL/K y) = fvL(y) para y ∈ L∗.

Demostración. Se tiene que NL/K UL ⊆ UK y ι ◦ ϕ = ψ ◦ ι pues esto es
simplemente ι◦NL/K = NL/K ◦ι. La igualdad vK◦NL/K = fvL es el contenido
del Teorema 3.1.14 y del Corolario 3.1.15. ut
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Corolario 3.4.7. Si L/K es una extensión abeliana finita de campos locales,
se tiene que e = [UK : NL/K UL].

Demostración. En general, para una extensión finita y separable de campos
locales, tenemos, aplicando el Lema de la Serpiente (ver Teorema 4.1.8 más
adelante), al diagrama de la Proposición 3.4.6, la sucesión exacta

· · · −→ núc f = {0} −→ conúcleoφ −→ conúcleoψ −→ conúcleo f −→ 0,

donde el mapeo f es multiplicación por f . Por tanto

0 −→ UK
NL/K UL

−→ K∗

NL/K L∗
−→ Z

fZ
−→ 0.

Se sigue que [K∗ : NL/K L
∗] = [UK : NL/K UL]f .

En el caso particular en que la extensión L/K sea abeliana, como veremos
más adelante (Teorema 5.3.17), se tiene [K∗ : NL/K L

∗] = [L : K] = ef y por
tanto e = [UK : NL/K UL]. ut

Proposición 3.4.8. Sea L/K una extensión finita no ramificada de campos

locales (y por tanto Galois). Entonces N := NL/K : U
(n)
L −→ U

(n)
K para toda

n, esto es, N(U
(n)
L ) ⊆ U (n)

K .

Demostración. Sea x = 1 + y ∈ U (n)
L con y ∈ pnL. Para σ ∈ G = Gal(L/K) se

tiene σx = 1 + σy y por tanto

Nx =
∏
σ∈G

σx =
∏
σ∈G

(1 + σy) ≡
(

1 +
∑
σ∈G

σy
)

mód p2n
L .

Ahora bien, como L/K es una extensión no ramificada, pnL ∩ UK = pnK y∑
σ∈G σy ∈ pnL ∩ UK = pnK lo cual implica que Nx ≡ 1 mód pnK . ut

Pasando a los cocientes en la Proposición 3.4.8, tenemos

N: U
(n)
L /U

(n+1)
L −→ U

(n)
K /U

(n+1)
K .

Para n = 0, U
(0)
L /U

(1)
L = UL/U

(1)
L
∼= L̃∗ y U

(0)
K /U

(1)
K = UK/U

(1)
K
∼= K̃∗.

Aśı, N0 : L̃∗ −→ K̃∗ es la norma de campos residuales. Para n ≥ 1,

U
(n)
L /U

(n+1)
L

∼= pnL/p
n+1
L es un espacio vectorial de dimensión 1 sobre L̃, esto

es, pnL/p
n+1
L
∼= L̃.

Teorema 3.4.9. Sea L/K una extensión no ramificada de campos locales (de
Galois). Entonces

(1) N(U
(n)
L ) = U

(n)
K para toda n ≥ 1.

(2) UK/NUL ∼= K̃∗/N L̃∗.
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(3) K∗/NL∗ ∼= Z/fZ × K̃∗/N L̃∗ donde f = [L : K] = [L̃ : K̃] (pues
L/K es no ramificada).

En nuestro caso, K̃ y L̃ son campos finitos, por lo que K̃∗/N L̃∗ = {1} y
K∗/NL∗ ∼= Z/fZ.

Demostración. (1) Ver Teorema 5.1.11. Recordemos en general que si DL/K

denota al diferente de la extensión L/K, entonces

D−1
L/K = {x ∈ L | Tr(xOL) ⊆ OK}.

Puesto que L/K es no ramificada, D−1
L/K = (1) = OL. Se sigue que TrOL =

OK .
De esta forma si π ∈ OK con vK(π) = 1, se tiene que vL(π) = 1 al ser

L/K no ramificada. Si u ∈ U (n)
L , u = 1 + πn con x ∈ OL,

Nu =
∏
σ∈G

(σu) =
∏
σ∈G

σ(1 + πnx) =
∏
σ∈G

(1 + πnσx) = 1 + πn Trx+ πn+1ξ

con ξ ∈ OK pues Nu ∈ OK .

Veamos que (NU
(n)
L )U

(n+1)
K = U

(n)
K . Se tiene (NU

(n)
L )U

(n+1)
K ⊆ U

(n)
K . Sea

a ∈ U (n)
K arbitrario. Escribamos a = 1 + πnz con z ∈ OK . Sea x ∈ OL tal que

Trx = z. Se tiene

N(1 + πnx) = 1 + πn Trx+ πn+1ξ = 1 + πnz + πn+1ξ

con ξ ∈ OK puesto que N(1 + πnx) ∈ OK .
Queremos hallar y ∈ OK tal que (N(1 + πnx))(1 + πn+1y) = 1 + πnz = a.

Se tiene

N(1 + πnx)(1 + πn+1y) = 1 + πnz + πn+1ξ + πn+1y + π2n+1zy + π2n+2yξ

= a+ πn+1(ξ + y(1 + πnz + πn+1ξ)).

Esto es, necesitamos resolver ξ+y(1+πnz+πn+1ξ) = 0, es decir, yw = −ξ
donde w = 1 + πnz + πn+1ξ ∈ U (n)

K ⊆ UK . En este caso, y = −ξw−1 satisface
lo deseado.

Aśı, dado a ∈ U (n)
K , existen x1 ∈ U (n)

L y z1 ∈ U (n+1)
K tales que a = (Nx1)z1.

Ahora, puesto que z1 ∈ U (n+1)
K , entonces existen x2 ∈ U (n+1)

L y z2 ∈ U (n+2)
K

tales que z1 = (Nx2)z2 por lo cual a = N(x1x2)z2.
Continuando el proceso, tenemos que para toda t ∈ N, existen x1, . . . , xt ∈

OL y zt ∈ U (n+t)
K tales que a = N(x1 · · ·xt) · zt. Ahora zt −−−→

t→1
1 por lo que

ĺımt→∞N(x1 · · ·xt)zt = N
(

ĺımt→∞(x1 · · ·xt)
)

= a.
Aśı, x1 · · ·xt converge por ser L un campo completo y puesto que xi ∈

U
(n+i)
L ⊆ U

(n)
L , el ĺımite es un elemento de U

(n)
L . De esta forma, si x0 =

ĺımt→∞(x1 · · ·xt), a = Nx0 con x0 ∈ U (n)
L . Se sigue que
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NU
(n)
L = U

(n)
K .

(2) Se tiene el siguiente diagrama conmutativo

1 // U (1)
L

//

NL/K
��

UL //

NL/K

��

L̃∗ //

NL/K

��

0

1 // U (1)
K

//

��

UK //

��

K̃∗ //

��

0

0 UK/NUL K̃∗/N L̃∗

Por el Lema de la Serpiente (ver Teorema 4.1.8 más adelante) se obtiene (2).
(3) Sea π ∈ OK , vK(π) = vL(π) = 1. Se tiene K∗ ∼= (π) × UK , L∗ ∼=

(π)× UL. Por tanto NL∗ = (πf )×NUL. Se sigue

K∗

NL∗
∼=

(π)

(πf )
× UK

NUL
∼=

Z
fZ
× K̃∗

N L̃∗
. ut

Corolario 3.4.10. Sea L/K una extensión finita no ramificada de campos
locales. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

(1) [K∗ : NL∗] = f = [L̃ : K̃].
(2) UK = NUL.
(3) K̃∗ = N L̃∗. ut

Observación 3.4.11. Si L/K es una extensión no ramificada no necesaria-
mente Galois, la Proposición 3.4.8 y el Teorema 3.4.9 siguen siendo válidos.

Esto es aplicable para cuando L/K es una extensión de campos completos
con respecto a valores absolutos no arquimedianos con campos residuales no
necesariamente finitos. Cuando L y K son campos locales, si la extensión
es finita no ramificada, necesariamente L/K es una extensión ćıclica (ver el
Teorema 3.4.5).





4

Cohomoloǵıa de grupos finitos

4.1. Generalidades

En esta primera parte damos una serie de propiedades generales de módu-
los que detallaremos más adelante. Los resultados básicos de cohomoloǵıa se
pueden consultar en [149, 151, 160].

Definición 4.1.1. Sea G un grupo finito con identidad 1 y sea A un grupo
abeliano. Entonces A se llama G-módulo (izquierdo) si G actúa en A (G ×
A −→ A, (σ, a) 7−→ σa) tal que para todos σ, τ ∈ G y para todos a, b ∈ A, se
tiene

(1) 1 · a = a
(2) σ(a+ b) = σa+ σb
(3) (στ)(a) = σ(τa)

Sea Z[G] = {
∑
σ∈G nσσ | nσ ∈ Z}. Entonces Z[G] es un grupo abeliano

libre en |G| generadores. La multiplicacion definida por(∑
σ∈G

nσσ
)(∑

σ∈G
mσσ

)
=
∑
τ∈G

( ∑
εδ=τ

nεmδ

)
τ,

hace de Z[G] un anillo y Z[G] se llama el anillo grupo Z[G]. Notemos que los
conceptos de G-módulo y Z[G]-módulo coinciden:(∑

σ∈G
nσσ

)
a =

∑
σ∈G

nσ(σa), a ∈ A.

Se tiene que Z[G], como grupo aditivo, es un G-módulo.
Sea NG =

∑
σ∈G σ, es decir, nσ = 1 para toda σ ∈ G. Entonces ZNG =

{
∑
σ∈G nσ | n ∈ Z} es un ideal de Z[G] y IG := {

∑
σ∈G nσσ |

∑
σ∈G nσ = 0}

es también un ideal llamado el ideal aumentación.
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Se tiene que IG = núcϕ, donde ϕ : Z[G] −→ Z, ϕ
(∑

σ∈G nσσ
)

=
∑
σ∈G nσ

y la sucesión 0 −→ IG −→ Z[G]
ϕ−→ Z (∼= ZNG) −→ 0 es exacta. NG se llama

norma o traza de Z[G].
El mapeo µ : Z −→ Z[G], µ(n) := nNG se llama coaumentación. Sea

JG := Z[G]/ZNG. Entonces se tienen las sucesiones exactas de G-módulos

0 −→ IG −→ Z[G]
ϕ−→ Z −→ 0,

0 −→ Z µ−→ Z[G] −→ JG −→ 0.

Definición 4.1.2. Sea A un G-módulo. Se tienen los siguientes submódulos:

(1) AG = {a ∈ A | σa para toda a ∈ A} el módulo fijo de A.
(2) NGA = {NG a | a ∈ A} = {

∑
σ∈G σa | a ∈ A} el grupo norma de

A.
(3) GA = NGA = {a ∈ A | NG a =

∑
σ∈G σa = 0} el núcleo de la

norma.
(4) IGA = {

∑
σ∈G nσ(σaσ − aσ) | aσ ∈ A} = 〈(σ − 1)A | σ ∈ G〉.

Se verifica directamente que NGA ⊆ AG y IGA ⊆ GA. Formamos los
cocientes AG/NGA y GA/IGA los cuales son los grupos de cohomoloǵıa (de
Tate) de A en dimensiones 0 y −1 respectivamente.

Sea A un G-módulo y H un subgrupo de G. Entonces A es un H-módulo.
Si además H / G, AH es un G/H-módulo.

Definición 4.1.3. Sean A y B dos G-módulos. Entendemos por un G-
homomorfismo f : A −→ B a un homomorfismo de grupos abelianos tal que
f(σa) = σf(a) para todas a ∈ A y σ ∈ G.

Dados dos G-módulos A y B, Hom(A,B) denota el grupo de los Z-
homomorfismos (es decir, homomorfismos de grupos abelianos) de A en B.
El grupo Hom(A,B) se puede hacer un G-módulo aśı: Si f ∈ Hom(A,B) y
σ ∈ G, se define la acción de σ en f por:

σ ◦ f = σf = σ ◦ f ◦ σ−1,

es decir,

(σf)(a) = σf(σ−1a),

para a ∈ A. Se tiene que el grupo de G-homomorfismos HomG(A,B) de A en
B es un G-submódulo de Hom(A,B) y de hecho se tiene

(Hom(A,B))G = HomG(A,B) (Proposición 4.5.6).

Para dos grupos abelianos A y B, el producto tensorial de A y B sobre Z
se denota simplemente A⊗B. Esto es, A⊗B = A⊗Z B. Se tiene que

Z⊗A ∼= A, (x⊗ a) 7→ xa,

A⊗B ∼= B ⊗A.

Las siguientes propiedades son de verificación directa.
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Proposición 4.1.4. Sea {Xi | i ∈ I} una familia de G-módulos y sea Y otro
G-módulo. Entonces se tienen los siguientes isomorfismos

(1) Y ⊗
(⊕

i∈I Xi

)
∼=
⊕

i∈I(Y ⊗Xi).

(2) Hom
(⊕

i∈I Xi, Y
) ∼= ∏i∈I HomG(Xi, Y ).

(3) HomG

(
Y,
∏
i∈I Xi

) ∼= ∏i∈I HomG(Y,Xi).
Si además Y es finitamente generado como grupo abeliano, se tiene

(4) Y ⊗
(∏

i∈I Xi

) ∼= ∏i∈I(Y ⊗Xi).

(5) HomG

(
Y,
⊕

i∈I Xi

) ∼= ⊕i∈I HomG(Y,Xi). ut

Sean A,B,C,D cuatro G-módulos y h : A→ C un G-homomorfismo. En-
tonces se tiene homomorfismos

h∗ : Hom(C,B) −→ Hom(A,B), f 7−→ h∗(f) = f ◦ h

y

h′ : A⊗B −→ C ⊗B, a⊗ b 7−→ h(a)⊗ b.

Sea g : B −→ D un G-homomorfismo, se tienen los homomorfismos

g? : Hom(A,B) −→ Hom(A,D), f 7−→ g?(f) = g ◦ f

y

g′ : A⊗B −→ A⊗D, a⊗ b 7−→ a⊗ g(b).

También se tiene

h⊗ g : A⊗B −→ C ⊗D, (h⊗ g)(a⊗ b) = h(a)⊗ g(b).

Finalmente, si H : C −→ A y G : B −→ D son G-homomorfismos, se tiene

(H,G) : Hom(A,B) −→ Hom(C,D), f 7−→ G ◦ f ◦H.

Definición 4.1.5. Un G-módulo X se llama proyectivo si satisface cualquiera
de las siguientes condiciones equivalentes

(1) Todo diagrama X
ϕ

  
B

µ
// C // 0

de G-modulos con µ suprayec-

tiva, se puede extender ψ : X −→ B tal que X
ϕ

  
ψ

��
B

µ
// C // 0

es

conmutativo, esto es, µ ◦ ψ = ϕ.
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(2) X es sumando directo de un G-módulo libre.
(3) Cualquier sucesión exacta 0 −→ A −→ B −→ X −→ 0 se escinde
y B ∼= A⊕X.

Proposición 4.1.6. Si X es un G-módulo y 0 −→ A
h−→ B

g−→ C −→ 0 es
una sucesión exacta de G-módulos, entonces la sucesión inducida

0 −→ HomG(X,A)
h∗−→ HomG(X,B)

g∗−→ HomG(X,C)

es exacta. Si X es proyectivo, entonces g∗ es suprayectiva.

Demostración. Se deja al cuidado del lector. ut

Proposición 4.1.7. (1) Si · · · −→ Xq+1
dq+1−→ Xq

dq−→ Xq−1 −→ · · · es
una sucesión exacta de Z-módulos libres y si D es cualquier Z módulo,
entonces la sucesión

· · · −→ Hom(Xq−1, D)
d∗q−→ Hom(Xq, D)

d∗q+1−−−→ Hom(Xq+1, D) −→ · · ·

es exacta.
(2) Si 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 es una sucesión exacta de Z-
módulos libres y si X es cualquier Z-módulo, entonces la siguiente
sucesión es exacta:

0 −→ A⊗X −→ B ⊗X −→ C ⊗X −→ 0.

(3) Si 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 es una sucesión exacta de Z-
módulos y si X es un Z-módulo libre, entonces la siguiente sucesión
es exacta:

0 −→ A⊗X −→ B ⊗X −→ C ⊗X −→ 0.

Demostración. Se deja al cuidado del lector. ut

Uno de los resultados centrales en cohomoloǵıa de grupos es

Teorema 4.1.8 (Lema de la serpiente). Sea

A
f−−−−→ B

g−−−−→ C −−−−→ 0yα yβ yγ
0 −−−−→ A′

f ′−−−−→ B′
g′−−−−→ C ′

un diagrama conmutativo de G–módulos, en donde las filas son exactas. En-
tonces existe un homomorfismo de conexión δ : núc γ −→ conúcleoα tal que
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núcα
f̃−→ núcβ

g̃−→ núc γ
δ−→ conúcleoα

f̃ ′−→ conúcleoβ
g̃′−→ conúcleo γ

es una sucesión exacta, donde f̃ ′ y g̃′ son los homomorfismos inducidos de f ′

y g′ respectivamente y f̃ y g̃ son las restricción de f y g respectivamente.
Además, si f es inyectiva, entonces f̃ es inyectiva y si g′ es suprayectiva,

g̃′ es suprayectiva.
Formalmente, tenemos δ = (f ′)−1 ◦ β ◦ g−1.

Demostración. Los detalles pueden ser consultados en [160, Theorem A.1.16].
El mapeo de conexión δ está dado de la siguiente forma. Sea z ∈ núc γ,
entonces z = g(y) para algń y ∈ B. Por tanto 0 = γ(z) = (γ ◦ g)(y) =
(g′ ◦ β)(y). Por tanto β(y) ∈ núc g′ = im f ′. Sea β(y) = f ′(a) para algún
a ∈ A′. Sea δ(z) := a+ imα. El mapeo de conexión se puede representar por
δ := (f ′)−1 ◦ β ◦ g−1.

B

β

��

oo
g−1

C
δ

		
A′ oo

(f ′)−1

B′

Se verifica que δ está bien definida y que la sucesión es exacta. ut

Definición 4.1.9. Una resolución proyectiva P de Z es una sucesión exacta
de G-módulos de la forma

P : · · · −→ Pn
∂n−→ Pn−1

∂n−1−−−→ · · · −→ P1
∂1−→ P0

∂0−→ Z −→ 0,

donde Z se considera el G-módulo trivial: g ◦ x = x para todas g ∈ G y
x ∈ Z y los módulos Pn son proyectivos para toda n ∈ N∪ {0}. En particular
∂n ◦ ∂n+1 = 0 para toda n ≥ 0.

Dada una resolución proyectiva de Z y dado un G-módulo A se tienen las
sucesiones

0 −→ HomG(P0, A)
∂∗1−→ HomG(P1, A)

∂∗2−→ · · · −→

−→ HomG(Pn−1, A)
∂∗n−→ HomG(Pn, A) −→ · · ·

y

· · · −→ Pn ⊗G A
∂+
n−−→ Pn−1 ⊗G A −→ · · · −→ P1 ⊗G A

∂+
1−−→ P0 ⊗G A −→ 0,

donde ∂∗n(ϕ) = ϕ ◦ ∂n, ∂+
n (x⊗ a) = ∂nx⊗ a y donde ∂∗0 = 0, ∂+

0 = 0.

Definición 4.1.10. Para n = 0, 1, . . . , el n-ésimo grupo de cohomoloǵıa del
G-módulo A con respecto a la resolución proyectiva P : se define como el
grupo:



54 4 Cohomoloǵıa de grupos finitos

Hn(P,A) := núc ∂∗n+1/ im ∂∗n

y el n-ésimo grupo de homoloǵıa como

Hn(P,A) := núc ∂+
n / im ∂+

n+1

Uno de los resultados centrales para la cohomoloǵıa de grupos es que los
grupos de cohomoloǵıa y de homoloǵıa no dependen de la resolución dada.

Teorema 4.1.11. Si P y P ′ son dos resoluciones proyectivas de Z, se tiene
Hn(P,A) ∼= Hn(P ′, A) Hn(P,A) ∼= Hn(P ′, A) para toda n = 0, 1, . . . y para
todo G-módulo A.

Demostración. Ver [160, Theorem A.1.19]. ut

Definición 4.1.12. Para un G-módulo arbitrario A y para n = 0, 1, . . . se
definen los grupos de cohomoloǵıa Hn(G,A) como Hn(P,A) y los grupos de
homoloǵıa Hn(G,A) como Hn(P,A) donde P es cualquier resolución proyec-
tiva de Z.

Gracias al Teorema 4.1.11, para tener los grupos de homoloǵıa y de coho-
moloǵıa, basta hallar una resolución proyectiva de Z. Sea Gn+1 = G× · · · ×G︸ ︷︷ ︸

n+1

,

Pn := Z[Gn+1] el anillo grupo. G actúa en Pn aśı: x ◦ (g0, . . . , gn) =
(xg0, . . . , xgn), x ∈ G, (g0, . . . , gn) ∈ Gn+1. Entonces Pn es un Z-módulo
libre con base {(g0, . . . , gn) | gi ∈ G}. Además Pn es un Z[G]-módulo libre
con base {(1, x1, . . . , xn) | xi ∈ G}.

Sea ∂n : Pn −→ Pn−1 dada por

∂n(g0, g1, . . . , gn) :=

n∑
i=0

(−1)i(g0, g1, . . . , ĝi, . . . , gn),

donde ĝi significa que el elemento gi ha sido removido. Ahora ∂0 : P0 =
Z[G] −→ Z es la aumentación ∂0(g) = 1 para toda g ∈ G. Se tiene que
la sucesión

· · · −→ Pn
∂n−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

∂1−→ P0
∂0−→ Z −→ 0

es G-exacta y se llama la resolución canónica.
Esto prueba la existencia tanto de los grupos de homoloǵıa como los de

cohomoloǵıa para cualquier G-módulo A.
Sean A y B dos G-módulos y sea f : A → B un G-homomorfismo. Se

definen Hn(f) : Hn(G,A)→ Hn(G,B) y Hn(f) : Hn(G,A)→ Hn(G,B), n ≥
0, de la siguiente forma: Sea

P : · · · −→ Pn
∂n−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

∂1−→ P0
∂0−→ Z −→ 0
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cualquier resolución proyectiva. Denotemos Pi ⊗G A = Pi ⊗Z[G] A y sea

fn : Pn ⊗G A −→ Pn ⊗G B, fn(x⊗G a) = x⊗G fn(a) = (1Pn ⊗ f)(x⊗G a).

Entonces f induce naturalmente el mapeo Hn(f) : Hn(G,A) −→ Hn(G,B).
Ahora consideremos la sucesión

0 −→ HomG(P0, A)
∂∗1−→ HomG(P1, A)

∂∗2−→ · · · −→

−→ HomG(Pn−1, A)
∂∗n−→ HomG(Pn, A) −→ · · ·

Sea f∗n : HomG(Pn, A) −→ HomG(Pn, B) dado por f∗n(ϕ) = fn ◦ ϕ. Se tiene
que f∗n induce naturalmente Hn(f) : Hn(G,A) −→ Hn(G,B), n = 0, 1, 2, . . ..

Como consecuencia del lema de la serpiente, se puede demostrar

Teorema 4.1.13. Si 0 → A
f−→ B

g−→ C → 0 es una sucesión exacta de
G–módulos, entonces existen homomorfismos de grupos εn : Hn+1(G,C) −→
Hn(G,A) y δn : Hn(G,C) −→ Hn+1(G,A), n = 0, 1, . . . llamados de cone-
xión, tales que las siguientes sucesiones infinitas de homoloǵıa y de cohomo-
loǵıa

· · · −→ Hn+1(G,B)
Hn+1(g)−−−−−→ Hn+1(G,C)

εn−→ Hn(G,A)
Hn(f)−−−−→ Hn(G,B) −→

· · · ε0−→ H0(G,A)
H0(f)−−−−→ H0(G,B)

H0(g)−−−−→ H0(G,C) −→ 0

y

0 −→ H0(G,A)
H0(f)−−−−→ H0(G,B)

H0(g)−−−−→ H0(G,C)
δ0−→ H1(G,A) −→ · · ·

δn−1−−−→ Hn(G,A)
Hn(f)−−−−→ Hn(G,B)

Hn(g)−−−−→ Hn(G,C)
δn−→ Hn+1(G,A) −→ · · ·

son sucesioes exactas de grupos.
Los mapeos de conexión están dados por el Lema de la Serpiente, a saber:

si {Pn}n es una resolución proyectiva, ∂n : Pn −→ Pn−1, Xn = Pn ⊗G X,
Xn = HomG(Pn, X), X ∈ {A,B,C}, fn : An −→ Bn, fn(x ⊗ a) = x ⊗ f(a),
gn : Bn −→ Cn, gn(y ⊗ b) = y ⊗ g(b); fn : An −→ Bn, fn(µ) = f ◦ µ,
gn : Bn −→ Cn, gn(ψ) = g◦ψ; ∂+

n,X : Xn −→ Xn−1, ∂+
n,X(α⊗x) = ∂n,X(α)⊗x

y ∂∗n,X : Xn−1 −→ Xn, ∂∗n,X(µ) = µ◦∂n,X , entonces, formalmente se definen:

εn = f−1
n ◦ ∂+

n+1,B ◦ g
−1
n+1 y δn = (fn+1)−1 ◦ ∂∗n+1,B ◦ (gn)−1.

Demostración. [160, Theorem A.3.6]. ut

4.2. Homoloǵıa y cohomoloǵıa en bajas dimensiones

Sea A un G-módulo y P la resolución proyectiva canónica. Se tiene que
P0 ⊗A ∼= A. Por tanto
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H0(G,A) = (P0 ⊗A)/ im(∂1 ⊗ 1).

Ahora (∂1⊗ 1)((g1, g2)⊗ a) = g1a− g2a por lo que im(∂1 ⊗ 1) = 〈a− ga | g ∈
G, a ∈ A〉 = DA ⊆ A. Por tanto

H0(G,A) = AG = A/DA.

Sea IG =
{∑

σ∈G aσσ |
∑
σ∈G aσ = 0

}
el ideal aumentación de Z[G]. Se

tiene Z[G]/IG ∼= Z. Si
∑
σ∈G aσσ ∈ IG, a1 = −

∑
σ 6=1 aσ. Por tanto∑

σ∈G
aσσ = a1 · 1 +

∑
σ 6=1

aσσ =
(
−
∑
σ 6=1

aσ
)
· 1 +

∑
σ 6=1

aσσ

=
∑
σ∈G

aσ(σ − 1) ∈ 〈σ − 1 | σ ∈ G〉.

Rećıprocamente, σ − 1 ∈ IG para toda σ ∈ G. Por tanto DA = 〈a − σa |
σ ∈ G, a ∈ A〉 = IGA y

H0(G,A) = A/IGA.

Sea ahora P la resolución canónica de A. Se tiene que la sucesión

0 −→ HomG(Z, A)
∂∗0−→ HomG(P0, A)

∂∗1−→ HomG(P1.A)

es exacta tanto en HomG(Z, A) como en HomG(P0, A) de donde obtenemos
que

H0(G,A) = núc ∂∗1 = im ∂∗0 = HomG(Z, A) ∼= (Hom(Z, A))G ∼= AG.

Para calcular H1(G,A) consideremos P la resolución canónica

· · · −→ Pn
∂n−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

∂1−→ P0
∂0−→ Z −→ 0,

donde Pn = Z[Gn+1]. Sea Kn := HomG(Pn, A). Se tiene

0 −→ K0
∂∗0−→ K1 −→ · · ·

∂∗n−→ Kn

∂∗n+1−−−→ · · ·

Entonces

Hn(G,A) = núc ∂∗n+1/ im ∂∗n = Zn(G,A)/Bn(G,A)

= n-cociclos/n-cofronteras.

En particular se tiene H1(G,A) = núc ∂∗2/ im ∂∗1 = Z1(G,A)/B1(G,A) donde

Z1(G,A) = {f : G −→ A | f(gh) = gf(h) + f(g), g, h ∈ G}
= grupo de los homomorfismos cruzados de G en A = 1-cociclos

y



4.2 Homoloǵıa y cohomoloǵıa en bajas dimensiones 57

B1(G,A) = {f : G −→ A | existe a ∈ A con f(g) = ga− a para toda g ∈ G}
= 1-cofronteras.

En otras palabras

H1(G,A) =
{f(gh) = gf(h) + f(g)}
{f(g) = ga− a}

.

Por ejemlo, si G actúa de manera trivial en A, entonces Z1(G,A) =
Hom(G,A) y B1(G,A) = 0, por lo que H1(G,A) = Hom(G,A). En parti-
cular, si G es un grupo finito y Z tiene acción G-trivial, entonces H1(G,Z) =
Hom(G,Z) = {0}.

Un ejemplo importante es el grupo H2(G,A) el cual está en corresponden-
cia biyectiva con las clases de equivalencia de extensiones de G por A. Más
precisamente, un elemento f ∈ Z2(G,A) (llamado conjunto de factores) de-
termina un único grupo E tal que A�E y E/A ∼= G, es decir, E está definido
por medio de la sucesión exacta

0→ A ↪→ E
π−→ G→ 1

donde G actúa en el grupo abeliano A por:

si g = π(e) ∈ G, entonces g ◦ a := eae−1.

Dos tales campos E,E′, se llaman equivalentes si existe un isomorfismo
ϕ : E → E′ tal que el diagrama

E

  
ϕ

��

0 // A

>>

  

G // 0

E′

>>

es conmutativo.

Observación 4.2.1. Si E es equivalente a E′, entonces E y E′ son isomorfos
pero puede ser que E y E′ sean isomorfos pero no equivalentes.

Aśı, si A es un grupo abeliano y G es otro grupo que actúa sobre A,
g ◦ a: G × A → A, entonces hay exactamente |H2(G,A)| grupos G, salvo
equivalencia, tales que 1→ A→ G → G→ 1 es exacta con la acción de G en
A dada.

Por ejemplo, se tiene que H2(Z/pZ,Z/pZ) ∼= Z/pZ donde G = Z/pZ actúa
en A = Z/pZ de manera trivial. Por tanto hay p clases de equivalencia de
grupos de orden p2, los cuales son necesariamente abelianos, pero únicamente
hay dos grupos abelianos de orden p2 no isomorfos entre śı, a saber Z/p2Z y
Z/pZ⊕Z/pZ. De hecho el elemento identidad de H2(Z/pZ,Z/pZ) corresponde
a Z/pZ ⊕ Z/pZ y los otros p − 1 elementos corresponden a diversos grupos
Z/p2Z (isomorfos pero inequivalentes).
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4.3. Cohomoloǵıa de Galois y grupos de cohomoloǵıa
de Tate

Sea G un grupo de Galois de alguna extensión de campos L/K y sea A un
G-módulo asociado de alguna manera a la extensión L/K. Entonces los G-
grupos de cohomoloǵıa y de homoloǵıa de A si llaman grupos de cohomoloǵıa
de Galois.

Uno de los resultados centrales de cohomoloǵıa de Galois es

Teorema 4.3.1 (Teorema 90 de Hilbert). Si L/K es una extensión finita
de Galois con grupo G = Gal(L/K) entonces H1(G,L∗) = {1}.

Demostración. Sea f ∈ Z1(G,L∗), f : G → L∗, f(θσ) = f(θ) · θf(σ) para
cualesquiera θ, σ ∈ G.

Del Teorema 2.1.1 seleccionamos x ∈ L∗ tal que y =
∑
σ∈G f(σ)σ(x) ∈

L∗, es decir,
∑
σ∈G f(σ)σ 6= 0. Entonces θ(y) = f(θ)−1y para toda θ ∈ G

y por tanto f(θ) = θ(y−1)y = θ(y)−1y = y
θ(y) ∈ B1(G,L∗). Se sigue que

H1(G,L∗) = {1}. ut

Observación 4.3.2. En realidad, el Teorema 4.3.1 es una generalización del
Teorema 90 de Hilbert, el cual es este mismo resultado pero únicamente para
G un grupo ćıclico finito. El Teorema 4.3.1 se debe a E. Noether y por tanto
este teorema es de Hilbert–Noether.

Observación 4.3.3. El Teorema 2.1.2 (b) (extensiones de Kummer) es una
aplicación del Teorema 90 de Hilbert con G = 〈σ〉 un grupo ćıclico y usando
que en este caso H1(G,L∗) ∼= H−1(G,L∗).

Para las extensiones de Artin–Schreier (Teorema 2.1.2 (a)), se usa que
H1(G,L) = 0 lo cual se cumple para cualquier grupo G = Gal(L/K) y cual-
quier campo. Ver la Observación 4.3.4.

Observación 4.3.4. Si L/K es una extensión finita de Galois, entonces el
Teorema de la Base Normal (ver [136, Teorema T1.4.3]) establece que existe
z ∈ L tal que {σz}σ∈G, con G = Gal(L/K), es una base de L/K. Esto nos
dice que, como G–módulos, se tiene

L ∼= K[G] =
{∑
σ∈G

ασσ | ασ ∈ K
}
∼= K ⊗Z Z[G]

de donde se sigue que Hn(G,L) = 0 para toda n ∈ Z. Ver Corolario 4.4.9.

A continuación presentamos los llamados grupos de cohomoloǵıa de Tate,
que son una amalgama entre la homoloǵıa y la cohomoloǵıa, modificando
ligeramente los grupos H0(G,A) y H0(G,A) y re-indexando adecuadamente.
El proceso también se puede obtener por medio de la resolución completa, ver
Subsección 4.5.
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Sean N =
∑
σ∈G σ ∈ Z[G] y IG el ideal aumentación. Se tiene N((σ−1)a) =

0 para cualquier σ ∈ G y por tanto IG ⊆ núc N. Por otro lado Nσa = σN a =
N a, de donde obtenemos que im N ⊆ AG. Recordemos que H0(G,A) = AG =
A/IGA y que H0(G,A) = AG. Por tanto, pasando a cocientes, N∗ define

un homomorfismo N∗ : H0(G,A) −→ H0(G,A). Sea Ĥ0(G,A) = núc N∗ =

núc N /IGA y Ĥ0(G,A) = conúcleo N∗ = AG/NA.
Se tienen las sucesión exactas

0 −→ Ĥ0(G,A) −→ H0(G,A)
N∗A−−→ H0(G,A) −→ Ĥ0(G,A) −→ 0.

Teorema 4.3.5. Sea G un grupo finito y sea 0 −→ A
f−→ B

g−→ C −→ 0
una sucesión exacta de G-módulos. Entonces el diagrama

H1(G,C)
ε0 //

��

H0(G,A)
H0(f) //

N∗A
��

H0(G,B)
H0(g) //

N∗B
��

H0(G,C)

N∗C
��

// 0

��
0 // H0(G,A)

H0(f)

// H0(G,B)
H0(g)

// H0(G,C)
δ0

// H1(G,A)

es conmutativo y las filas son exactas, donde ε0 y δ0 son los homomorfismos
de conexión. ut

Por el Lema de la Serpiente (Teorema 4.1.8), se obtiene:

Corolario 4.3.6. Existe un homomorfismo canónico (núc N∗C = Ĥ0(G,C) y
conúcleo N∗A = Ĥ0(G,A))

δ : Ĥ0(G,C) −→ Ĥ0(G,A)

que hace que la sucesión de grupos

Ĥ0(G,C) −→ Ĥ0(G,B) −→ Ĥ0(G,C)
δ−→

δ−→ Ĥ0(G,A) −→ Ĥ0(G,B) −→ Ĥ0(G,C)

sea exacta. Formalmente δ = f−1 ◦N∗B ◦g−1.
Además δ nos da una sucesión exacta

· · · −→ H1(G,C)
ε0−→ Ĥ0(G,C) −→ Ĥ0(G,B) −→ Ĥ0(G,C)

δ−→
δ−→ Ĥ0(G,A) −→ Ĥ0(G,B) −→ Ĥ0(G,C)

δ0−→ H1(G,A) −→ · · · ut

Definición 4.3.7. SeaG un grupo finito. Se definen los grupos de cohomoloǵıa
de Tate de A, con exponentes en Z, se definen por:

Ĥn(G,A) = Hn(G,A) para n ≥ 1.

Ĥ0(G,A) = AG/NA.

Ĥ−1(G,A) = núc NA /IGA.

Ĥ−n(G,A) = Hn−1(G,A) para n ≥ 2.
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Como consecuencia del Corolario 4.3.6 y del Teorema 4.1.13, se obtiene

Teorema 4.3.8. Si 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 es una sucesión exacta de
G-módulos, entonces

· · · −→ Ĥn−1(G,C) −→ Ĥn(G,A) −→ Ĥn(G,B) −→

−→ Ĥn(G,C) −→ Ĥn+1(G,A) −→ · · ·

es una sucesión exacta para toda n ∈ Z. Los mapeos de conexión están dados
como en el Teorema 4.1.13. ut

Notación 4.3.9. Sean G un grupo finito y A un G-módulo. Los grupos de
cohomoloǵıa de Tate de G con coeficientes en A serán indistintamente de-
notados por Ĥn(G,A) y por Hn(G,A). En adelante, a menos que se diga lo
contrario, los grupos de cohomoloǵıa serán los grupos de cohomoloǵıa de Tate.

4.3.1. Grupos ćıclicos

Sea G = 〈σ〉 un grupo finito de orden n. Sea N =
∑n−1
i=0 σ

i y D = σ − 1.
Se tiene que ND = DN = σn − 1 = 0. Consideremos el ideal aumentación
IG = 〈g − 1 | g ∈ G〉 = 〈σ − 1〉 = DZ[G].

Proposición 4.3.10. Se tiene núc N = IG = imD y núcD = Z[G]G = im N.
ut

Sean Ti := Z[G], i = 0, 1, . . . y ∂i : Ti −→ Ti−1 dada por

∂i =

{
D si i es impar,

N si i es par,
, i ≥ 1.

Sea ε : Z[G] −→ Z el homomorfismo aumentación: ε
(∑n−1

i=0 aiσ
i
)

=
∑n−1
i=0 ai.

Se tiene que la sucesión

· · · −→ Ti
∂i−→ Ti−1 −→ · · · −→ T1

∂1−→ T0
ε−→ Z −→ 0,

de G-módulos es exacta.
Esta es una resolución libre de Z y por tanto, para n = 1, 2, . . ., se tiene

Ĥ2n−1(G,A) = H2n−1(G,A) =
núc N∗

imD∗
=

núc NA

DA
= Ĥ−1(G,A),

Ĥ2n(G,A) = H2n(G,A) =
núcD∗

im N∗
=
AG

NA
= Ĥ0(G,A).

Similarmente, para homoloǵıa, obtenemos para n = 1, 2, . . .,

Ĥ−2n(G,A) = H2n−1(G,A) =
núcD∗
im N∗

=
AG

NA
= Ĥ0(G,A),

Ĥ−(2n+1)(G,A) = H2n(G,A) =
núc N∗
imD∗

=
núc NA

DA
= Ĥ−1(G,A) = Ĥ1(G,A).
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Teorema 4.3.11. Sea G un grupo ćıclico finito. Entonces, para cualquier G-
módulo A, tenemos

Ĥ2n(G,A) = Ĥ0(G,A) =
AG

NA
,

Ĥ2n+1(G,A) = Ĥ−1(G,A) =
núc NA

DA
,

para n ∈ Z. ut

Definición 4.3.12. Sea G es un grupo ćıclico finito y sea A un G–módulo tal
que H0(G,A) y H1(G,A) son finitos de órdenes h0(A) y h1(A) respectiva-

mente. Se define el cociente de Herbrand de A por h(A) := h0(A)
h1(A) .

Se tiene

Teorema 4.3.13. Sea G un grupo ćıclico finito y sea 0→ A
f−→ B

g−→ C → 0
una sucesión exacta de G–módulos. Se tiene que el siguiente hexágono es
exacto:

H0(G,A)
f0 // H0(G,B)

g0

&&
H1(G,C)

δ1

88

H0(G,C)

δ0xx
H1(G,B)

g1

ff

H1(G,A)
f1

oo

y si dos de h(A), h(B) y h(C) están definidos, el tercero también está definido
y se tiene h(B) = h(A)h(C).

Demostración. Se sigue inmediatamente de la sucesión larga de cohomoloǵıa
(Teorema 4.1.13) y del hecho de que H0(G,X) ∼= H2(G,X) (Teorema 4.3.11).
ut

Proposición 4.3.14. Si G es un grupo ćıclico finito y A es un G–módulo
finito, entonces h(A) = 1, esto es, |Hi(G,A)| es constante para toda i ∈ Z.

Demostración. [160, Proposition A.4.6]. ut

Corolario 4.3.15. Sea f : A −→ B un G-homomorfismo tal que núc f y
conúcleo f son finitos. Entonces h(A) está definido ⇐⇒ h(B) lo está y
en este caso h(A) = h(B).

En particular, si A < B es de ı́ndice finito, entonces h(A) = h(B). ut
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Como consecuencia de la Proposición 4.1.4, se tiene la aditividad de la
cohomoloǵıa. Ver también [117, Propositions (3.7) y (3.8), Part I].

Proposición 4.3.16. Sean G un grupo finito y {Ai}i∈I una familia de G–
módulos. Entonces

(1) Hn(G,
⊕

iAi)
∼=
⊕

iH
n(G,Ai),

(2) Hn(G,
∏
iAi)

∼=
∏
iH

n(G,Ai),

para toda n ∈ Z. ut

4.4. Módulos inducidos y co-inducidos

Definición 4.4.1. SeaX un grupo abeliano y seaG actuando enX de manera
trivial g ◦ x = x para toda g ∈ G y para toda x ∈ X. El G-módulo A :=
Hom(Z[G], X) se llama G-módulo coinducido por X.

Se tiene para ϕ ∈ A, g, g′ ∈ G, (g ◦ ϕ)(g′) = gϕ(g−1g′) = ϕ(g−1g′).

Definición 4.4.2. Un G-módulo A se llama inducido si tiene la forma A =
Z[G]⊗D donde D es un grupo abeliano (considerado como G-módulo trivial).

Proposición 4.4.3. Sea G un grupo finito y sea D un grupo abeliano con
G-acción trivial. Entonces

Z[G]⊗D ∼= Hom(Z[G], D) ∼=
⊕
σ∈G

σD.

Esto es, cuando G es finito, inducido y co-inducido es lo mismo.

Demostración. Sea A = Z[G] ⊗ D. Para a ∈ A, a =
(∑

σ∈G ασσ
)
⊗ d =∑

σ∈G σ(ασ⊗d) =
∑
σ∈G σ(aσd) ∈

∑
σ∈G σD y claramente la suma es directa.

De aqui obtenemos que Z[G]⊗D ∼=
⊕

σ∈G σD.
Por otro lado, Sea Λ : Hom(Z[G], D) −→

⊕
σ∈G σD, f 7−→

∑
σ∈G σf(σ) =(

f(σ)
)
σ∈G. Entonces Λ es un isomorfismo. ut

Teorema 4.4.4. Sea A un G-módulo co-inducido, entonces Hq(G,A) = 0
para toda q ≥ 1.

Demostración. Sea B cualquier G-módulo y sea A un G-módulo co-inducido,
A =

∑
σ∈G σD con D un grupo abeliano, G-módulo trivial.

Veamos que HomG(B,A) = Hom(B,D).

Sea f ∈ HomG(B,A) =
(

Hom(B,A)
)G

. Entonces f(b) =
∑
σ∈G σfb,σ con

fb,σ ∈ D. Se tiene que τf(b) =
∑
σ∈G τσfb,σ =

∑
θ θfb,τ−1θ = f(b). Por tanto

fb,µ = fb constante para toda µ ∈ G.
Por tanto f(b) =

∑
σ∈G σfb =

(∑
σ∈G σ

)
fb, fb ∈ D. Definimos



4.4 Módulos inducidos y co-inducidos 63

Λ : HomG(B,A) −→ Hom(B,D) dada por Λ(f) = f̃ , f̃(b) = fb ∈ D.

Entonces Λ es un isomorfismo.
Sea

(P ) · · · −→ Pi −→ Pi−1 −→ · · · −→ P1 −→ P0 −→ Z −→ 0

una resolución y sea Ki = HomG(Pi, A) = Hom(Pi, D). Puesto que Pi es
Z-libre, la sucesión

0 −→ Hom(Z, D)
d0−→ Hom(P0, D)

d1−→ Hom(P1, D)
d2−→ · · ·

−→ Hom(Pi−1, D)
di−→ Hom(Pi, D) −→ · · ·

es exacta (Proposición 4.1.7) y Hq(G,A) =
núc dq+1

im dq
= 0 para q ≥ 1. ut

Teorema 4.4.5. Si A es un G-módulo inducido, entonces Hq(G,A) = 0 para
toda q ≥ 1.

Demostración. Sea B cualquier G-módulo. Se tiene

B ⊗G A ∼= B ⊗G
(
Z[G]⊗Z D

) ∼= (B ⊗G Z[G]
)
⊗Z D ∼= B ⊗Z D.

Esto es

B ⊗G A ∼= B ⊗Z D.

Consideremos la resolución

(P ) · · · −→ Pi −→ Pi−1 −→ · · · −→ P1 −→ P0 −→ Z −→ 0.

Obtenemos que

0 −→ Z⊗G A −→ P0 ⊗G A −→ P1 ⊗G A −→ · · ·
−→ Pi−1 ⊗D −→ Pi ⊗D −→ · · ·

y por tanto

0 −→ Z⊗D −→ P0 ⊗D −→ P1 ⊗D −→ · · ·
−→ Pi−1 ⊗D −→ Pi ⊗D −→ · · ·

Puesto que los módulos Pi son Z-libres, la última sucesión es exacta (Propo-
sición 4.1.7) de donde se sigue que Hq(G,A) = 0 para toda q ≥ 1. ut

Observación 4.4.6. Para la cohomoloǵıa usual, es decir, no la cohomoloǵıa
de Tate, H0(G,A) y H0(G,A) no tiene por que ser 0 si A es inducido y/o co-
inducido. Por ejemplo H0(G,A) = AG ∼= D. Veremos que para la cohomoloǵıa
de Tate, estos dos grupos son 0.



64 4 Cohomoloǵıa de grupos finitos

Teorema 4.4.7. Si G es un grupo finito y A es un G-módulo inducido o
co-inducido, Ĥ0(G,A) = Ĥ0(G,A) = 0.

Demostración. Veamos que Ĥ0(G,A) = 0 con A un G-módulo inducido. Sea
A =

⊕
σ∈D σD. Sea a ∈ A, a =

(
σaσ

)
σ∈G =

∑
σ∈G aσσ. Si a ∈ AG,

τa =
∑
σ∈G

τσaσ =
∑
θ∈G

θaτ−1θ =
∑
σ∈G

σaτ−1σ =
∑
σ∈G

aσσ = a

para toda τ ∈ G. Por tanto aσ = a0 ∈ D constante. Se sigue que
a =

(∑
σ∈G σ

)
a0 = NG a0 de donde se sigue que AG ⊆ NGA y por tanto

Ĥ0(G,A) = AG

NG A
= {0}.

Ahora veamos que Ĥ0(G,A) = núc NG
IGA

= {0}. Sea a ∈ A como antes.
Entonces

NG a =
∑
τ∈G

τ
∑
σ∈G

σaσ =
∑
τ∈G

∑
σ∈G

τσaσ

=
∑
θ∈G

θ
(∑
τ∈G

aτ−1θ

)
=
(∑
θ∈G

θ
)(∑

σ∈G
aσ
)
.

Por tanto NG a = 0 ⇐⇒
∑
σ∈G aσ = 0, esto es,

∑
σ∈G σaσ ∈ IGA y por

tanto Ĥ0(G,A) = {0}. ut

Definición 4.4.8. Un G-módulo A se llama cohomológicamente trivial si
Ĥq(H,A) = {0} para toda q ∈ Z y para todo subgrupo H de G.

Corolario 4.4.9. Si G es un grupo finito y A es un G-módulo inducido o
co-inducido, entonces A es cohomológicamente trivial.

Demostración. Se sigue de los Teoremas 4.4.4, 4.4.5 y 4.4.7 y del hecho de que
si A es G-inducido o G-co-inducido, entonces A es H-inducido o H-co-inducido
para todo subgrupo H de G. ut

Sea L/K una extensión finita de Galois con grupo G. Entonces tanto L
como L∗ son G-módulos. Además, L/K tiene una base normal, esto es, existe
α ∈ L tal que {σα}σ∈G es una base de la extensión L/K ([136, Teorema
1.4.3]). Como G-módulo se tiene que L =

⊕
σ∈GK(σα) ∼= K ⊗Z Z[G]. En

particular L es G-inducido y por el Corolario 4.4.9 L es cohomológicamente
trivial.

El mapeo f : G −→ IG/I
2
G dado por f(σ) = (σ − 1) + I2

G induce un
isomorfismo

G/G′ ∼= IG/I
2
G,

donde G′ es el subgrupo conmutador de G. El isomorfismo inverso está dado
por h((σ − 1) + I2

G) = σG′.
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4.5. Resolución completa

El estudio de la homoloǵıa y la cohomoloǵıa hecha hasta aqúı, se rompe
en dos partes, una para cada una de ellas. John Tate desarrolló un complejo
en el cual la homoloǵıa y la cohomoloǵıa se funden en un solo grupo a partir
de una resolución completa, la cual presentamos aqúı por conveniencia y para
futura referencia.

Sea C un Z-módulo. Definimos Ĉ := Hom(C,Z). Entonces Ĉ es un Z-
módulo. Sea A cualquier Z-módulo. Definimos

Φ : C ⊗A −→ Hom(Ĉ, A)

el homomorfismo de Z-módulos dado por

Φ(c⊗ a)(ξ) = ξ(c) · a, c ∈ C, a ∈ A, ξ ∈ ĉ, ξ(c) ∈ Z. (4.5.1)

Si C es un Z-módulo libre finitamente generado, esto es, C ∼= Zm para
algún m ∈ N, entonces Ĉ ∼= C ∼= Zm. El isomorfismo está dado de la siguiente
forma. Si {ei}mi=1 es una base de C como Z-módulo, se define e∗i ∈ Ĉ por
e∗i (ej) = 〈e∗i , ej〉 = δij, la delta de Kronecker. Entonces {e∗i }mi=1 es una Z-base

de Ĉ. Se tiene un isomorfismo natural
̂̂
C ∼= C identificando e∗∗i con ei.

Proposición 4.5.1 (homotoṕıa de contracción). Dada una sucesión exac-
ta de Z-módulos libres

· · · −→ Xn+1

dn+1−−−→ Xn
dn−→ Xn−1 −→ · · · ,

existe un Z-homomorfismo sn : Xn −→ Xn+1 tal que

dn+1sn + sn−1dn = IdXn .

Demostración. Sea Un = núc dn = im dn+1. Como Un < Xn y Xn es un
Z-módulo libre, Un es un Z-módulo libre. Se tiene la sucesión exacta

0 −→ Un
in
↪−→ Xn

dn−→ Un−1 −→ 0. (4.5.2)

Como Un−1 es un Z-módulo libre, la sucesión (4.5.2) se escinde.
Sean ψn : Un−1 −→ Xn, ϕ : Xn −→ Un los mapeos de escisión. Entonces

dn ◦ in = 0, ϕn ◦ ψn = 0, dn ◦ ψn = IdUn−1
y ϕn ◦ in = IdUn . Sea sn :=

ψn+1 ◦ϕn : Xn −→ Xn+1. Escribiendo Xn = in(Un)⊕ψn(Un−1), se verifica el
resultado. ut

Corolario 4.5.2. Dada una sucesión exacta de Z-módulos libres

(X) · · · −→ Xn+1

dn+1−−−→ Xn
dn−→ Xn−1 −→ · · · ,

entonces la sucesión

(X̂) · · · −→ X̂n−1
d̂n+1−−−→ X̂n

d̂n−→ X̂n+1 −→ · · · ,

es exacta, donde d̂n : X̂n −→ X̂n+1 está dada por d̂n(f) = f ◦ dn+1.
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Demostración. Sea ŝn−1 : X̂n−1 −→ X̂n, definido por ŝn−1(f) = f ◦ sn−1

Xn
f //

OO
sn−1

Z

Xn−1

f◦sn−1

== . Entonces d̂n ◦ ŝn + ŝn+1 ◦ d̂n = IdX̂n . De aqúı, se verifica

directamente que la sucesión (X̂) es exacta. ut

Ahora consideremos Z[G]-módulos, G un grupo finito. Sea C un G-módulo

izquierdo y Ĉ = Hom(C,Z) es un G-módulo izquierdo con la acción usual:

(σf)(c) = σ(f(σ−1c)) = f(σ−1c),

pues G actúa trivialmente en Z.
Consideremos Φ dado en (4.5.1). Directamente se verifica que σ(Φ(c⊗a)) =

Φ(σ(c⊗ a)) y por tanto Φ es un G-homomorfismo.
Si C es un Z-módulo libre de rango finito, Φ es biyectiva. De hecho, sea

{ei}ni=1 una base de C como Z-módulo. Si Φ(c ⊗ a) = 0, entonces si c =∑n
i=1 αiei, evaluando en ξ = e∗j obtenemos ξ(c) · a = αja = 0 para toda j.

Por tanto c ⊗ a =
∑n
i=1 αiei ⊗ a =

∑n
i=1 ei ⊗ αia = 0 de donde se sigue que

Φ es inyectiva.
Ahora, sea f ∈ Hom(Ĉ, A). Sea f(e∗j ) = aj para 1 ≤ j ≤ n. Entonces

Φ
(∑n

i=1 ei ⊗ ai
)

= f y Φ es suprayectiva.
Con lo anterior, hemos probado

Teorema 4.5.3. Sea C un Z[G]-módulo libre con base finita. Entonces

C ⊗A ∼= Hom(Ĉ, A)

como G-módulos izquierdos y donde el isomorfismo esta dado por Φ definido

en (4.5.1). También tenemos que
̂̂
C ∼= C como G-módulos. ut

Proposición 4.5.4. Si C es un Z[G]-módulo libre con una base finita, enton-

ces Ĉ también lo es y Ĉ ∼= C como Z[G]-módulos.

Demostración. Primero supongamos C ∼= Z[G]. Si probamos que Ĉ ∼= Z[G],

entonces para C =
⊕n

i=1 Z[G]fi, se seguirá que Ĉ ∼=
⊕n

i=1 Ẑ[G]fi ∼=⊕n
i=1 Z[G]f∗i . Por tanto basta probar el caso C ∼= Z[G], esto es, debemos

probar que Hom(Z[G],Z) ∼= Z[G].
Sea {ei}ni=1 una base de C = Z[G] como Z-módulo (por ejemplo, {ei}ni=1 =

G). Sea {e∗i }ni=1 ⊆ Ĉ la base dual, esto es, e∗j (ei) = δij para 1 ≤ i, j ≤ n. Sea

ϕ el Z-isomorfismo ϕ : C −→ Ĉ dado por ϕ(ei) = e∗i , 1 ≤ i ≤ n. Es inmediato
que ϕ es Z[G]-isomorfismo. ut

Hemos probado
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Proposición 4.5.5. Dada una sucesión exacta de Z[G]-módulos izquierdos y
Z[G]-homomorfismos

(X) · · · −→ Xn+1

dn+1−−−→ Xn
dn−→ Xn−1 −→ · · · ,

tales que cada Xn es un Z[G]-módulo libre con base finita, entonces la sucesión

(X̂) · · · −→ X̂n−1
d̂n+1−−−→ X̂n

d̂n−→ X̂n+1 −→ · · · ,

es exacta, donde cada X̂n es un Z[G]-módulo libre con base finita. ut

Ahora consideremos dos G-módulos izquierdos C y A. En el producto
tensorial, C se considera como un G-módulo derecho definiendo

cσ := σ−1c, c ∈ C, σ ∈ G.

Se sigue que, considerando C⊗A como un G-módulo izquierdo con: σ(c⊗a) =
(σa)⊗ (σa), c ∈ C, a ∈ A y σ ∈ G, se tiene

Proposición 4.5.6. C ⊗G A ∼= (C ⊗ A)G = C⊗A
IG(C⊗A) y HomG(C,A) =

Hom(C,A)G.

Demostración. Por definición C ⊗G A, donde C es un G-módulo derecho y
A es un G-módulo izquierdo, es F/RG donde F es el grupo abeliano libre
generado por los elementos (c, a) de C × A: F =

⊕
c∈C
a∈A

Z(c, a) y RG es el

subgrupo generado por

(c+ c1, a)− (c, a)− (c1, a); (c, a+ a1)− (c, a)− (c, a1);

(cσ, a)− (c, σa), σ ∈ G.

Ahora bien, si consideramos C ⊗ A = C ⊗Z A, F es el mismo y RZ es el
subgrupo generado por

(c+ c1, a)− (c, a)− (c1, a); (c, a+ a1)− (c, a)− (c, a1).

Se tiene la sucesión exacta

0 −→ RG/RZ −→ F/RZ −→ F/RG −→ 0.

El grupo RG/RZ visto en F/RZ = C⊗A es el grupo generado por 〈(cσ⊗a)−
(c⊗ σa) | c ∈ C, a ∈ A, σ ∈ G〉.

Vemos a C como G-módulo izquierdo: cσ := σ−1c. De esta forma tenemos
que C ⊗G A = (C ⊗A)/R donde R = 〈(σc, a)− (c, σa)〉. Se tiene que

(cσ, a)− (c, σa) = (σ−1c, a)− (c, σa) = (σ−1 − 1)(c, σa) ∈ IG(C ⊗A),

de donde se sigue que C ⊗G A = C⊗A
IG(C⊗A) .
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Sea f ∈ HomG(C,A). En particular f ∈ Hom(C,A). Ahora G actúa en
Hom(C,A) por (σ ◦ f)(c) = σf(σ−1c). Ahora si f ∈ HomG(C,A), f(σ−1c) =
σ−1f(c), entonces

(σ ◦ f)(c) = σf(σ−1c) = σσ−1f(c) = f(c),

esto es, (σ ◦ f) = f de donde se sigue que f ∈ Hom(C,A)G.
Rećıprocamente, si f ∈ Hom(C,A)G, (σ ◦ f) = f , por lo tanto, f(σc) =

(σ ◦ f)(σc) = (σf)(σ−1(σc)) = (σf)(c), por lo que f ∈ HomG(C,A). ut

Sea C un Z[G]-módulo libre de rango finito. Por el Teorema 4.5.3 se sigue

que Ĉ ⊗A ∼= Hom(C.A).

Proposición 4.5.7. Sea C un Z[G]-módulo libre de rango finito y sea A un

grupo abeliano. Entonces la norma N: (Ĉ ⊗ A) −→ (Ĉ ⊗ A) induce un iso-
morfismo

N∗ : (Ĉ ⊗A)G −→ (Ĉ ⊗A)G.

Demostración. Notemos que Z[G]⊗A ∼= (
⊕

σ∈G σZ)⊗A ∼=
⊕

σ∈G σ(Z⊗A) ∼=⊕
σ∈G σA. Se sigue que X := Ĉ ⊗A =

⊕
σ∈G σA.

Sea a ∈ X, a = (σaσ)σ∈G =
∑
σ∈G σaσ. Si a ∈ XG, entonces

τa =
∑
σ∈G

τσaσ =
∑
θ∈G

θaτ−1θ =
∑
σ∈G

σaτ−1σ =
∑
σ∈G

σaσ = a,

para toda τ ∈ G. Se sigue que aσ = aσ′ para cualesquiera σ, σ′ ∈ G. Por tanto
a0 = aσ es constante para toda σ ∈ G. Se sigue que a =

(∑
σ∈G σ

)
a0 = NG a0.

Por tanto XG ⊆ NGX, lo cual implica que N∗ es suprayectiva.
Ahora sea a ∈ X, a =

∑
σ∈G σaσ con aσ ∈ D. Entonces

NG a =
∑
τ∈G

∑
σ∈G

σaσ =
(∑
θ∈G

θ
)(∑

σ∈G
aσ
)
.

Por tanto NG a = 0 ⇐⇒
∑
σ∈G aσ = 0 y en este caso se tiene

∑
σ∈G σaσ =∑

σ∈G σaσ −
∑
σ∈G 1aσ =

∑
σ∈G(σ − 1)aσ ∈ IGX. Por tanto N∗ es inyectiva

y es un isomorfismo. ut

Como consecuencia, tenemos

Teorema 4.5.8. Sean C y A dos G-módulos izquierdos con C un Z[G]-módu-

lo libre de rango finito. Entonces existe un isomorfismo τ : Ĉ ⊗G A −→
HomG(C,A) dado por

[τ(f ⊗G a)](c) =
∑
σ∈G

f(σ−1c)σa,

con f ∈ Ĉ, c ∈ C y a ∈ A.
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Demostración. Se hab́ıa probado que Ĉ ⊗ A ∼= Hom(C,A) (Teorema 4.5.3)

con isomorfismo Φ dado por Φ : Ĉ ⊗A −→ Hom(
̂̂
C,A) ∼= Hom(C,A),

Φ(f ⊗ a)(ξ) = ξ̂(f)a = f(ξ)a.

Por otro lado N∗ : (Ĉ⊗A)G
∼=−→ Hom(C,A)G = HomG(C,A) es un isomor-

fismo. Se tiene

(Ĉ ⊗A)G
N∗

∼=
//

τ
))

(Ĉ ⊗A)G

Φ

��
Hom(C,A)G = HomG(C,A)

Entonces τ = Φ ◦N∗ es el isomorfismo. Se tiene

τ(f ⊗ a)(c) =
∑
σ∈G

Φ(σf ⊗ σa)(c) =
∑
σ∈G

ĉ(σf)σa =
∑
σ∈G

(σf)(c)σa

=
∑
σ∈G

σf(σ−1c)σa =
∑
σ∈G

f(σ−1c)σa. ut

Definición 4.5.9. Una resolución completa P para un grupo finito G es una
sucesión exacta

(P ) · · · −→ Pn
dn−→ Pn−1 −→ · · · −→ P0

d0−→ P−1 −→ · · · −→ P−n
d−n−−→ · · ·

de módulos Pn que son Z[G]-libres finitamente generados junto con un ele-
mento e ∈ (P−1)G, e 6= 0, tal que la imagen de d0 está generada por e.

Puesto que σe = e para toda σ ∈ G, se sigue de que im d0 es un Z-módulo
generado por e. Además como P−1 es Z-libre, se tiene ne 6= 0 para toda
n ∈ Z, n 6= 0. Por tanto d0 admite una factorización d0 = µ ◦ ε, donde ε es un
G-epimorfismo y µ es un G-monomorfismo dado por µ(1) = e.

P0
d0 //

ε

��

〈e〉

λ

e
↓
1

��

P0
d0 //

ε
��

P−1

Z
µ

>>

!!
Z 0

>>

0

Consideremos las sucesiones exactas

(Pi) · · · −→ Pn
dn−→ Pn−1

dn−1−−−→ · · · −→ P0
ε−→ Z −→ 0
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(Pd) 0 −→ Z µ−→ P−1

d−1−−→ · · ·
d−n+2−−−−→ P−n+1

d−n+1−−−−→ P−n −→ · · ·

La sucesión (Pi) da una resolución proyectiva de Z con Z[G]-módu-
los libres finitamente generados. Por el Corolario 4.5.2 y el dual de (Pd):

P̂−n = Hom(P−n,Z), se tiene que

(P̂d) · · · −→ P̂−n
d̂−n+1−−−−→ P̂−n+1

d̂−n+2−−−−→ · · · d̂−1−−→ P̂−1
µ̂−→ Z −→ 0

también da una resolución proyectiva por medio de Z[G]-módulos libres fini-
tamente generados. Rećıprocamente, dadas dos resoluciones (Pi) y (P ′i ) de Z
por Z[G]-módulos finitamente generados, podemos construir una resolución

completa empalmando (Pi) y (P̂ ′i ) reenumerados adecuadamente.
Dada una resolución completa (P ) y un G-módulo izquierdo A, podemos

considerar el complejo

HomG(P,A) =
{

HomG(Pn, A)
}∞
n=−∞.

Para n ≥ 0, dejamos el grupo HomG(Pn, A) como está. Para n < 0 reem-

plazamos HomG(Pn, A) por el grupo isomorfo P̂n⊗GA usando el isomorfismo
τ dado en el Teorema 4.5.8.

Veamos el mapeo P̂−1⊗GA
α−−−→ HomG(P0, A), inducido por d0 : P0 −→

P−1. Se tiene d0 = µ ◦ ε y por tanto obtenemos el diagrama conmutativo

P̂−1 ⊗G A

α

((
Φ
∼=
//

µ̂⊗G1

��

HomG(P−1, A)
d̂0 //

µ̂

��

HomG(P0, A)

Z⊗G A
Φ
// HomG(Z, A)

ε̂

66

Esto es, α se factoriza:

P̂−1 ⊗G A
α //

��

HomG(P0, A)

H0(G,A)
N∗ // H0(G,A)

OO

De esto obtenemos finalmente.

Teorema 4.5.10. Para cualquier G-módulo izquierdo A, los grupos de coho-
moloǵıa de Tate Ĥn(G,A), n ∈ Z se obtiene como Hn

(
HomG(P,A)

)
donde

P es cualquier resolución completa de G. Si f : A −→ B es un homomorfismo
de G-módulos, entonces los Hn(f) puede ser calculados de HomG(P,A) −→
HomG(P,B). Si 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 es una sucesión exacta de
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G-módulos izquierdos, los mapeos de conexión Ĥn(G,C)
δ−−−→ Ĥn+1(G,A)

pueden ser calculados de la sucesión exacta de resoluciones

0 −→ HomG(P,A) −→ HomG(P,B) −→ HomG(P,C) −→ 0,

como en el Teorema 4.1.13. ut

4.6. Resolución canónica

Para q ≥ 1 consideremos las q-tuplas (σ1, . . . , σq) con los σi recorriendo el
grupo G. Una q-tupla de estas se llama una q-celdas con vértices σ1, . . . , σq.
Las q-celdas dan generadores libres de nuestros G-módulos

Pq = P−q−1 =
⊕

(σ1,...,σq)∈
G×···×G︸ ︷︷ ︸

q

Z[G](σ1, . . . , σq) ∼= Z[

q+1︷ ︸︸ ︷
G× · · · ×G].

Para q = 0, P0 = P−1 = Z[G] con el 1 ∈ Z[G] como el generador de la celda
nula o vaćıa (·). Sea ε : P0 −→ Z, ε

(∑
σ∈G aσσ

)
=
∑
σ∈G aσ y µ : Z −→ P−1,

µ(n) = nNG =
∑
σ∈G nσ (llamado coaumentación).

Los mapeos dq, están dados por:

d0(1) = NG, (4.6.3)

d1(σ) = σ − 1, (4.6.4)

dq(σ1, . . . , σq) = σ1(σ2, . . . , σq)

+

q−1∑
i=1

(−1)i(σ1, . . . , σi−1, σiσi+1, σi+2, . . . , σq)

+ (−1)q(σ1, . . . , σq−1) para q > 1, (4.6.5)

d−1(1) =
∑
σ∈G

(σ−1(σ)− (σ)) para q = −1, (4.6.6)

d−q−1(σ1, . . . , σq) =
∑
σ∈G

σ−1(σ, σ1, . . . , σq)

+
∑
σ∈G

q∑
i=1

(−1)i(σ1, . . . , σi−1, σiσ, σ
−1, σi+1, . . . , σq)

+
∑
σ∈G

(−1)q+1(σ1, . . . , σq, σ) para q > 0. (4.6.7)

Se puede verificar directamente que los mapeos dq, q ∈ Z definidos en
(4.6.3, 4.6.4, 4.6.5, 4.6.6, 4.6.7) hacen de la resolución completa una sucesión
exacta. Sin embargo, más adelante indicaremos como obtenerlos.
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Se tiene que P−q−1
∼= Hom(Pq,Z) = P̂q, q ≥ 0. Ahora, si A es un G-

módulo izquierdo, sea Aq = HomG(Pq, A). Los elementos Aq, es decir, los
G-homomorfismos f : Pq −→ A se llaman las q-cadenas y f está determinado
por los valores {f(σ1, . . . , σq)}, σ1, . . . , σq ∈ G.

De la sucesión exacta

· · ·
d−2←−− P−2

d−1←−− P−1
d0←− P0

d1←− P1
d2←− P2

d3←− · · ·

se obtiene la sucesión

· · ·
∂−2−−→ A−2

∂−1−−→ A−1
∂0−→ A0

∂1−→ A1
∂2−→ A2

∂3−→ · · ·

donde ∂q(f) = f ◦ dq, ∂q : Aq−1 −→ Aq. Se tiene ∂q+1 ◦ ∂q = 0, por lo que
im ∂q ⊆ núc ∂q+1. Se definen los q-cociclos Zq y los q-cofronteras Bq por

Zq := núc ∂q+1, Bq := im ∂q, q ∈ Z.

Definición 4.6.1. Se define el q-ésimo grupo de cohomoloǵıa (de Tate) por

Hq(G,A) = Zq/Bq.

Hq(G,A) es el grupo de cohomoloǵıa de dimensión q ∈ Z del G-módulo A o
el q-ésimo grupo de cohomoloǵıa de G con coeficientes en A.

Se tiene que todo elemento de Hq(G,A) es representado por un mapeo
f : G× · · · ×G︸ ︷︷ ︸

q

−→ A. Además A0 = A−1 = HomG(Z[G], A) ∼= A.

De (4.6.3, 4.6.4, 4.6.5, 4.6.6, 4.6.7) obtenemos

∂0(f) = NG f, f ∈ A−1 = A,

(∂1f)(σ) = σ(f)− f, f ∈ A0 = A,

(∂qf)(σ1, . . . , σq) = σ1f(σ2, . . . , σq)

+

q−1∑
i=1

(−1)if(σ1, . . . , σi−1, σiσi+1, σi+2, . . . , σq)

+ (−1)qf(σ1, . . . , σq−1) para f ∈ Aq−1, q ≥ 1,

(∂−1f) =
∑
σ∈G

(σ−1f(σ)− f(σ)) para f ∈ A−2

(∂−q−1f)(σ1, . . . , σq) =
∑
σ∈G

σ−1f(σ, σ1, . . . , σq)

+
∑
σ∈G

q∑
i=1

(−1)if(σ1, . . . , σi−1, σiσ, σ
−1, σi+1, . . . , σq)

+
∑
σ∈G

(−1)q+1f(σ1, . . . , σq, σ) para q ≥ 0.
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Aśı los q-cociclos son los mapeos f : G × · · · × G −→ A con ∂q+1f = 0 y
las q-cofronteras son los mapeos para los cuales existe g ∈ Aq−1 con f = ∂qg.

Ahora verificaremos las fórmulas (4.6.3, 4.6.4, 4.6.5, 4.6.6, 4.6.7), particu-
larmente el caso de dm con m ≤ 0. Consideremos

P−q−1 =
⊕

(σ1,...,σq)∈
G×···×G

Z[G](σ1, . . . , σq).

Enumeremos el sistema de Z[G]-generadores de Pq consistente de las q-celdas
como {Λi}. Esto es, {Λi} = {(σ1, . . . , σq) | σj ∈ G, 1 ≤ j ≤ q}. Definimos
{Λ∗i } la base dual de {Λi} por

Λ∗i (σΛj) =

{
1 si σ = 1 y i = j

0 de otra forma.

Se tiene Λ∗i ∈ Hom(Pq,Z). Se tiene que {Λ∗i } es un sistema de generadores
de Hom(Pq,Z). Esto hace que los G-módulos Hom(Pq,Z) y Pq sean canóni-
camente isomorfos. Ahora bien

P−q−1 = Pq ∼=
↑

Λi↔Λ∗i

Hom(Pq,Z),

q ≥ 0 y Z ∼= Hom(Z,Z).
Se tiene

0 // Z
µ //

��

P−1

d−1 //

��

P−2

d−2 //

��

P−3

d−3 //

��

· · ·
∼= ∼=

ψ0

∼= ∼=

0 // Hom(Z,Z) //

��

Hom(P0,Z) //

��

Hom(P1,Z) //

��

Hom(P2,Z) //

��

· · ·

∼= ∼=

ϕ0

∼= ∼=

0 oo Z oo ε
P0
oo d1

P1
oo d2

P2
oo d3 · · ·

La situación es como sigue para q ≥ 1:
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Pq
dq //

∗ ∼=
��

Pq−1

∼= ∗
��

P̂q ∼= Hom(Pq,Z) oo
d∗q

""

Hom(Pq−1,Z) ∼= P̂q−1

||

∼=

x∗i ↔ xi

∼=

y∗i ↔ yi

Pq = P−q−1
oo d−q

P−q = Pq−1

Por tanto dq = d∗q y d∗q(f) = f ◦ dq ∈ Hom(Pq,Z) para f ∈ Hom(Pq−1,Z).
Sea {xi} el sistema de generadores libres de Pq como el Z[G]-módulo dado

por las q-celdas: {xi}i∈I = {(σ1, . . . , σq) | σi ∈ G}. Entonces el correspondien-
te sistema de generadores de Pq como Z-módulo es {σxi}σ∈G

i∈I
. Se tiene que

{σxi}σ∈G
i∈I

= {σ(σ1, . . . , σq) | σ, σi ∈ G}.
Sean {yj}i∈J y {σyj}σ∈G

j∈J
las bases correspondientes de Pq−1.

Sean

dqxt =
∑
σ∈G,s

at,σ,sσys con at,σ,s ∈ Z,

d∗qy
∗
l =

∑
τ∈G,u

bl,τ,uτx
∗
u con bl,τ,u ∈ Z.

Se tiene

(d∗qy
∗
l )(θxm) =

∑
τ,u

bl,τ,u(τx∗u)(θxm) =
∑
τ,u

bl,τ,uτ(x∗(τ−1θ(xm))) = bl,θ,m.

Por otro lado

(d∗qy
∗
l )(θxm) = y∗l dq(θxm) = y∗l (θ(dq(xm))) = y∗l (θ

(∑
σ,s

am,σ,sσys
)
)

= y∗l
(∑
σ,s

am,σ,s(θσ)(ys)
)

=
∑
σ,s

am,σ,sy
∗
l ((θσ)(ys)) = am,θ−1,l.

Por tanto se tiene

(d∗qy
∗
l )(θxm) = bl,θ,m = am,θ−1,l.

Poniendo l“ = ”(σ1, . . . .σq−1) y m“ = ”(σ′1, . . . , σ
′
q), se tiene

b(σ1,...,σq−1),θ,(σ′1,...,σ
′
q)

= a(σ′1,...,σ
′
q),θ
−1,(σ1,...,σq−1).
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Ahora bien, de acuerdo a la ecuación (4.6.5), los coeficientes no cero para
las (q + 1)-celdas son

a(µ1,...,µq+1),µ1,(µ2,...,µq+1) = 1, (4.6.8)

a(µ1,...,µq+1),1,(µ1,...,µi−1,µiµi+1,µi+2,...,µq+1) = (−1)i, 1 ≤ i ≤ q, (4.6.9)

a(µ1,...,µq+1),1,(µ1,...,µq) = (−1)q+1. (4.6.10)

Para (4.6.8), poniendo (σ1, . . . , σq) = (µ2, . . . , µq+1) y µ1 = τ−1, se tie-
ne que los b′s correspondientes son

{
b(σ1,...,σq),τ−1,(τ,σ1,...,σq), τ ∈ G

}
. Para

(4.6.9) ponemos θ = 1 y (σ1, . . . , σq) = (µ1, . . . , µi−1, µiµi+1, µi+2, . . . , µq+1),
se obtiene que los b′s son{

b(σ1,...,σq),1,(σ1,...,σi−1,σiτ,τ−1,σi+1,...,σq), τ ∈ G
}
.

Para (4.6.10) se obtiene que los b′s correspondientes son{
b(σ1,...,σq),1,(σ1,...,σq,τ), τ ∈ G

}
.

De esto, se obtiene (4.6.7). Las otras fórmulas se obtienen de manera similar.

4.6.1. Cambio de dimensión

Sean IG el ideal aumentación y JG = Z[G]/ZNG. Se tienen las sucesiones
exactas

0 −→ IG −→ Z[G]
ε−→ Z −→ 0,

0 −→ Z Λ−→ Z[G] −→ JG −→ 0.

Puesto que Z,Z[G], IG y JG son todos Z-módulos libres, para un G-módulo
A, se tienen las siguientes sucesiones G-exactas (Proposición 4.1.7):

0 −→ IG ⊗A −→ Z[G]⊗A −→ A −→ 0,
0 −→ A −→ Z[G]⊗A −→ JG ⊗A −→ 0,

(4.6.11)

puesto que A ∼= Z⊗A.
Como Z[G] es un G-módulo inducido, Z[G] es cohomológicamente trivial

y por el Teorema 4.3.8 se tienen isomorfismos

µ : Hq−1(H,JG ⊗A)
∼=−→ Hq(H,A),

µ−1 : Hq+1(H, IG ⊗A)
∼=−→ Hq(H,A),

para todo q ∈ Z y para todo subgrupo H < G, donde µ y µ−1 son los mapeos
de conexión.

Continuamos el proceso, y para cualquier m ∈ Z definimos
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Am :=

m︷ ︸︸ ︷
JG ⊗ · · · ⊗ JG⊗A para m ≥ 0,

Am := IG ⊗ · · · ⊗ IG︸ ︷︷ ︸
−m

⊗A para m ≤ 0.

Se tienen isomorfismos

Hq−m(H,Am)
∼=−−−−→

µ,µ−1
Hq−(m−1)(H,A)m−1 ∼=−−−−→

µ,µ−1
· · ·

∼=−−−−→
µ,µ−1

Hq(H,A),

esto es,

µm : Hq−m(H,Am)
∼=−→ Hq(H,A), m ∈ Z. (4.6.12)

Se usa el isomorfismo (4.6.12) para deducir propiedades de grupos de coho-
moloǵıa de dimensión q a propiedades análogas para cohomoloǵıa en dimen-
siones superiores o inferiores. En particular, esta técnica nos permitirá reducir
muchas definiciones y demostraciones al caso 0-dimensional que es más fácil
de trabajar. Este método se llama cambio de dimensión. Se tiene que

Hq(G,A) ∼= H0(G,Aq) = (Aq)G/NGA
q.

El siguiente resultado, es un ejemplo de como usar el cambio de dimensión.

Teorema 4.6.2. Sea G un grupo finito de n elementos. Sea A un G-módulo.
Entonces nHq(H,A) = 0 para toda q ∈ Z.

Demostración. Si q = 0, H0(G,A) = AG/NGA, y si a ∈ AG, na =∑
σ∈G σa ∈ NGA. Por tanto nH0(G,A) = 0. Se sigue que nHq(G,A) =

nH0(G,Aq) = 0 para toda q ∈ Z. ut

Definición 4.6.3. Si X es un grupo abeliano, X se llama uńıvocamente o
únicamente divisible si para toda n ∈ N y para toda a ∈ X, la ecuación
nx = a tiene una única solución x ∈ X (formalmente x = a

n ). Se tiene que X
es uńıvocamente divisible si para toda n ∈ N el mapeo X −→ X, x 7−→ nx es
un isomorfismo de grupos,

Ejemplo 4.6.4. El campo de los números racionales Q es uńıvocamente divi-
sible. Más generalmente, cualquier campo de caracteŕıstica 0 es uńıvocamente
divisible.

Corolario 4.6.5. Si A es un G-módulo que es uńıvocamente divisible, enton-
ces A es cohomológicamente trivial.

Demostración. Se tiene que n Id : A −→ A, a 7−→ na es una biyección para
toda n ∈ Z. Por tanto, si n = |H|, Hq(H,A) = nHq(H,A) = 0 para todo
q ∈ Z y para todo subgrupo H < G. ut
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Aplicando el Corolario 4.6.5 a Q y a la suceción exacta de G-módulos
triviales 0 −→ Z −→ Q −→ Q/Z −→ 0, obtenemos que Hq(G,Q/Z) ∼=
Hq+1(G,Z) para toda q ∈ Z.

En particular, H2(G,Z) ∼= H1(G,Q/Z) ∼= Hom(G,Q/Z) ∼= Ĝ ∼= G/G′ =

Gab, donde χ(G) = Ĝ = Hom(G,Q/Z) es el grupo de caracteres de G.
Por otro lado de la sucesión 0 −→ IG −→ Z[G] −→ Z −→ 0, obtenemos

H−2(G,Z) ∼= H−1(G, IG) ∼= IG/I
2
G
∼= G/G′ = Gab. Este último isomorfismo

está dado por:
(σ − 1) + I2

G −→ σG′ para σ ∈ G.

En particular H−2(G,Z) ∼= Gab ∼= H2(G,Z).
Como hicimos notar antes H1(G,Z) = Hom(G,Z) = 0 y H−1(G,Z) =

núc NG
IGZ = 0. Finalmente H0(G,Z) = Z/nZ = Cn, donde |G| = n.

De hecho tenemos

H−q(G,Z) ∼= χ
(
Hq(G,Z)

)
= Hom(Hq(G,Z),Q/Z), para q > 0,

ver [169, Corollary 4-4-7].

4.7. Cambio de grupo

Sea ϕ : G′ −→ G un homomorfismo de grupos finitos (aqúı G′ denota a
un grupo finito arbitrario y no al conmutador de G). Si A es un G-módulo,
A puede hacerse un G′-módulo de la siguiente forma. Para τ ′ ∈ G′ y para
a ∈ A, se define τ ′ ◦ a := ϕ(τ ′) ◦ a. En caso de ser necesario, el G′-módulo A
se denotará por ϕ∗A.

Si A y B son dos G-módulos y f : A −→ B es un G-homomorfismo, en-
tonces f también es un G′-homomorfismo f : ϕ∗A −→ ϕ∗B,

f(τ ′a) = f(ϕ(τ ′)a) = ϕ(τ ′)f(a) = τ ′f(a).

Más generalmente, si ϕ : G′ −→ G es un homomorfismo de grupos, si A′

es un G′-módulo y si g : A −→ A′ es un mapeo aditivo, esto es, g es un
homomorfismo de grupos abelianos o g es un Z-homomorfismo, entonces ϕ y
g se llaman compatibles si

g(ϕ(τ ′)a) = τ ′g(a) para toda τ ′ ∈ G′.

En otras palabras, si g es un G′-homomorfismo entre ϕ∗A y A′.
Consideremos cualesquiera dos complejos P ′ y P , esto es, resoluciones

completas para G′ y para G. Podemos suponer que tanto P ′ como P son
las resoluciones canónicas. Entonces P ′ y P son resoluciones proyectivas, de
hecho libres.
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P ′ : · · ·
∂′3 // P ′2

∂′2 //

Λ2

��

P ′1

∆1

��

Λ1

��

∂′1 // P ′0
∂′0 //

ε′

��
Λ0

��

∆0

��

P ′−1

∂′−1 //

Λ−1

��

P ′−2

∆−2

��

∂′−2 //

Λ−2

��

· · ·

Z

µ′
>>

µ
  

P : · · · ∂3 // P2
∂2

// P1
∂1

// P0
∂0

//
ε

??

P−1
∂−1

// P−2
∂−2

// · · ·

Se tiene que ∂′, ε′, µ′ son G′-homomorfismos; ∂, ε, µ son G-homomorfismos
y por tanto, cuando los módulos Pn son vistos como G′-módulos, ∂, ε, µ son
también G′-homomorfismos.

Teorema 4.7.1. Para cualquier homomorfismo ϕ : G′ −→ G existen G′-
homomorfismos Λn : P ′n −→ Pn, para n ≥ 0 tales que ε ◦ Λ0 = ε′ y
∂n+1 ◦ Λn+1 = Λn ◦ ∂′n+1.

Demostración. Se tiene que P ′0 es G′-libre y ε es suprayectiva, por lo que
existe un G′-homomorfismo Λ0 : P ′0 −→ P0 tal que ε ◦ Λ0 = ε′, de hecho, si
{ξi} es G′-base de X ′0 y ε′(ξi) = ni ∈ Z, como ε es sobre, existe δi ∈ P0 con
ε(δi) = ni. Se define Λ0(ξi) := δi.

Se tiene ∂0Λ0∂
′
1 = µεΛ0∂

′
1 = µε′∂′1 = 0.

Supongamos que Λn ha sido definido para n ≥ 0 y que ∂nΛn∂
′
n+1 = 0.

Puesto que P ′n+1 es G′-libre, Pn+1 es G′-inducido. Sea Pn+1 =
∑
σ∈G′ σX y

sea π : P ′n+1 −→ X la proyección, esto es, si a ∈ P ′n+1, a =
∑
σ′∈G′ σ

′bσ′ con
bσ′ ∈ X, entonces π(a) = b1. Para τ ∈ G′, se tiene

(τ ′ ◦ π)(a) = τ ′π((τ ′)−1a) = τ ′π
( ∑
σ′∈G′

(τ ′)−1σ′bσ′
)

= τ ′π
( ∑
θ′∈G′

θ′bτ ′θ′
)

= τ ′bτ ′ .

Esto es, τ ′ ◦ π es la proyección de P ′n+1 en τ ′X. Por tanto

(σ′ ◦ π) ◦ (θ′ ◦ π)(a) = (σ′ ◦ π)(θ′bθ′) =

{
0 si σ′ 6= θ′

θ′bθ′ si σ′ = θ′
= δσ′,θ′(θ

′ ◦ π)(a).

Se sigue que

(σ′ ◦ π) ◦ (θ′ ◦ π) = δσ′,θ′(θ
′ ◦ π).

Por otro lado, se tiene que IdP ′n+1
(a) = a =

∑
σ′∈G σ

′bσ′ =
∑
σ′∈G′(σ

′ ◦
π)(a). Por tanto

IdP ′n+1
=
∑
σ′∈G′

σ′ ◦ π.
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De esta forma, existe π′n+1(= π) ∈ Hom(P ′n+1, P
′
n+1) con IdP ′n+1

=
∑
σ′∈G′ σ

′◦
π′n+1. Sea Λn+1 :=

∑
σ′∈G′ σ

′(DnΛn∂
′
n+1π

′
n+1) donde Dn : Pn −→ Pn+1 sa-

tisface Dn−1 ◦ ∂n + ∂n+1 ◦Dn = IdPn (Proposición 4.5.1).

P ′n+1

π′n+1 //

Λn+1 ##

P ′n+1

∂′n+1 // P ′n

Λn

��
Pn+1

oo
Dn

Pn

Entonces Λn+1 es un G′-homomorfismo y se tiene

∂n+1Λn+1 =
∑
σ′∈G′

∂n+1(σ′(DnΛn∂
′
n+1π

′
n+1))

=
∑
σ′∈G′

(σ′(∂n+1DnΛn∂
′
n+1π

′
n+1))

=
↑

∂n+1Dn=
1−Dn−1∂n

∑
σ′∈G′

σ′(Λn∂
′
n+1π

′
n+1)−

∑
σ′∈G′

σ′(Dn−1 ∂nΛn∂
′
n+1︸ ︷︷ ︸

0

π′n+1)

= Λn∂
′
n+1

∑
σ′∈G′

σ′π′n+1 − 0 = Λn∂
′
n+1 IdP ′n+1

= Λn∂
′
n+1.

Esto es, ∂n+1Λn+1 = Λn∂
′
n+1. Finalmente

∂n+1Λn+1∂
′
n+2 = Λn∂

′
n+1∂

′
n+2 = 0. ut

Observación 4.7.2. El proceso del Teorema 4.7.1 no puede ser continuado
como está en general para n < 0. Sin embargo, cuando ϕ : G′ −→ G es un
monomorfismo, el proceso puede ser continuado para n < 0.

Teorema 4.7.3. Si ϕ : G′ −→ G es un monomorfismo de grupos, entonces
existen G′ homomorfismos Λn : P ′n −→ Pn tales que ε◦Λ0 = ε′ y ∂n+1◦Λn+1 =
Λn ◦ ∂′n+1 para toda n ∈ Z.

Demostración. Se tiene Λ0 tal que ε ◦ Λ0 = ε′ y ∂0Λ0∂
′
1 = 0. Supongamos

inductivamente que para n ≤ 0 se tiene Λn con ∂nΛn∂
′
n+1 = 0. Ahora G′

se puede considerar como un subgrupo de G, por lo que Pn es G′-libre y en
particular es G′-inducido. Por el argumento del Teorema 4.7.1, existe πn ∈
Hom(Pn, Pn) tal que S′(πn) :=

∑
σ∈G σπn = IdPn .

Sea Λn−1 := S′(πn−1∂nΛnD
′
n−1) =

∑
σ∈G σ(πn−1∂nΛnD

′
n−1), donde

D′n+1 : P ′n −→ P ′n+1 satisface D′n−1 ◦ ∂′n + ∂′n+1 ◦ D′n = IdP ′n . Entonces
∂n ◦ Λn = Λn−1 ◦ ∂′n y ∂n−1Λn−1∂

′
n = 0. Además µ = Λ−1 ◦ µ′. ut

Teorema 4.7.4. Sea ϕ : G′ −→ G un homomorfismo de grupos finitos. Sean
A y A′, un G-módulo y un G′-módulo respectivamente, y sea g : A −→ A′
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compatible con ϕ, es decir, g(ϕ(τ ′)a) = τ ′g(a) para toda τ ′ ∈ G′ y para toda
a ∈ A.

Existe una única familia de homomorfismos de grupos

(ϕ, g)n : Hn(G,A) −→ Hn(G′, A′),

para n ≥ 0 (y para n ∈ Z si ϕ es inyectiva) que satisface:

(1) (1, 1)n = Idn para n.
(2) Si ϕ′ : G′′ −→ G′ es un homomorfismo de grupos finitos, A′′

es un G′′-módulo y si g′ : A′ −→ A′′ es compatible con ϕ′, esto
es, g′(ϕ′(τ ′′)a′) = τ ′′g′(a′) para toda τ ′′ ∈ G′′, a′ ∈ A′, entonces
(ϕ ◦ ϕ′, g′ ◦ g)n = (ϕ′, g′)n ◦ (ϕ, f)n para toda n ≥ 0 (a veces n ∈ Z).

(3) Si g1 : A −→ A′ es compatible con ϕ, entonces (ϕ, g + g1)n =
(ϕ, g)n + (ϕ, g1)n.

Demostración. Sea Λ : P ′ −→ P un G′-homomorfismo conmutando con fron-
teras:

P ′n+1

∂′n+1 //

Λn+1

��

P ′n

Λn

��
Pn+1

∂n+1

// Pn

∂n+1 ◦ Λn+1 = Λn ◦ ∂′n+1

HomG(P ′n, A
′)

(∂′n+1)∗

//

(ϕ,g)n µn

��

HomG(P ′n+1, A
′)

µn+1

��
HomG(Pn, A)

∂∗n+1

// HomG(Pn+1, A)

Si ψ ∈ HomG(P ′n, A
′),

P ′n
ψ //

OO
∂′n+1

A′==

∂∗n+1(ψ)=ψ◦∂′n+1

Pn+1

P ′n
(ϕ,g)n(ξ) //

Λn

��

A′OO

g

Pn
ξ

// A

Sea ξ ∈ HomG(Pn, A), (ϕ, g)n(ξ) = g ◦ ξ ◦ Λn, ∂∗n+1(ξ) = ξ ◦ ∂n+1.
Se tiene ξ ∈ núc ∂∗n+1 por lo que ξ ◦ ∂n+1 = 0. Se sigue que

(∂′n+1)∗((ϕ, g)n(ξ)) = (ϕ, g)n(ξ) ◦ ∂′n+1 = g ◦ ξ ◦ Λn ◦ ∂′n+1

= g ◦ ξ ◦ ∂n+1︸ ︷︷ ︸

=

0

◦Λn+1 = 0
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Por tanto (ϕ, g)n(ξ) ∈ núc ∂∗n+1.
Ahora si ξ ∈ im ∂∗n, ξ = ∂∗n(ν) con ν ∈ HomG(Pn−1, A) y

(ϕ, g)n(ξ) = g ◦ ξ ◦ Λn = g ◦ (∂∗n(ν)) ◦ Λn = g ◦ ν ◦ ∂n ◦ Λn
= g ◦ ν ◦ Λn−1 ◦ ∂′n = (∂′n)∗(g ◦ ν ◦ Λn−1) ∈ im(∂′n)∗.

Para la unicidad, sean Λ,Λ′ : P ′ −→ P dos G′-homomorfismos que con-
mutan con fronteras. Sea Φ := Λ − Λ′. Se construirán G′-homomorfismos
Λn : P ′n −→ Pn+1 tales que

Φn = ∂n+1∆n +∆n−1∂
′
n. (4.7.13)

Sean, en cualquier caso, n ≥ 0 o n ∈ Z

Λ0 = S′(D0Φ0π
′
0) =

∑
τ ′∈G′

τ ′D0Φ0π
′
0 y Λ−1 = 0.

Entonces

∂1Λ0 = S′( ∂1D0︸ ︷︷ ︸

=

1−D−1∂0

Φ0π
′
0) = S′(Φ0π

′
0)− S′(D−1∂0Φ0π

′
0)

= Φ0 S
′(π′0)︸ ︷︷ ︸

=

1

−S′(D−1µ εΦ0︸︷︷︸
=

0

π′0) = Φ0,

por lo que (4.7.13) es válido para n = 0.
Para n > 0, procedemos por inducción. Supongamos (4.7.13) cierta n y

sea

∆n+1 := S′(Dn+1(Φn+1 −∆n∂
′
n+1)π′n+1), n > 0.

Ahora

∂n+1(Φn+1 −∆n∂
′
n+1) = ∂n+1Φn+1 − ∂n+1∆n∂

′
n+1

= Φn∂
′
n+1 − ∂n+1∆n∂

′
n+1 =

↑
(4.7.13) para n

= ∂n+1∆n∂
′
n+1 +∆n−1 ∂

′
n∂
′
n+1︸ ︷︷ ︸
0

−∂n+1∆n∂
′
n+1 = 0.

Se sigue que



82 4 Cohomoloǵıa de grupos finitos

∂n+2∆n+1 = S′(∂n+2Dn+1(Φn+1 −∆n∂
′
n+1)π′n+1)

=
↑

∂n+2Dn+1=
1−Dn∂n+1

S′((Φn+1 −∆n∂
′
n+1)π′n+1)

− S′(Dn ∂n+1(Φn+1 −∆n∂
′
n+1︸ ︷︷ ︸

=

0

)π′n+1)

= S′(Φn+1π
′
n+1)− S′((∆n∂

′
n+1)π′n)

= Φn+1S
′(π′n+1)−∆n∂

′
n+1S

′(π′n)

= Φn+1 · 1−∆n∂
′
n+1 · 1 = Φn+1 −∆n∂

′
n+1.

Se sigue que (4.7.13) se cumple para n+ 1.
Por tanto, si ξ ∈ núc ∂′n, entonces se tiene Λn(ξ) − Λ′n(ξ) = Φn(ξ) =

∂n+1∆n(ξ) + ∆n−1∂
′
n(ξ) = ∂n+1∆n(ξ) ∈ im ∂n+1, de donde, Λn(ξ) ≡

Λn(ξ) mód (im ∂n+1) y por lo tanto (ϕ, g)n no depende de Λ.
(1), (2) y (3) se verifican directamente. ut

Observación 4.7.5. Todo el desarrollo anterior, es con respecto a la cohomo-
loǵıa de Tate. Ahora, para H0 no de Tate, esto es, H0(G,A) = AG, también
se satisface

(ϕ, g)0 : H0(G,A) = AG −→ H0(G′, A′) = (A′)G
′

:

Se tiene para τ ′ ∈ G′, a ∈ A, τ ′g(a) = g(ϕ(τ ′)) = g(a), por lo tanto
(ϕ, g)0(AG) ⊆ (A′)G

′
.

Ejemplo 4.7.6 (Restricción). Sean G un grupo finito y H < G un subgru-
po. Entonces, si ϕ = i : H −→ G es la inyección natural, para A un G-módulo,
A es un H-módulo con la misma acción. Entonces

(i, IdA)n := resn : Hn(G,A) −→ Hn(H,A),

se llama restricción y como i es inyectiva, el mapeo resn es válido para toda
n ∈ Z.

A nivel de cadenas PH : PH,n = Z[Hn+1], n ≥ 0 y PG : PG,n = Z[Gn+1],
dada una q-cadena de G: (q ≥ 0),

x : G×G× · · · ×G︸ ︷︷ ︸
q

−→ A,

resx = y : H ×H × · · · ×H︸ ︷︷ ︸
q

−→ A, y = x|H×···×H .

También se tiene:
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Proposición 4.7.7. Sean A y B dos G-módulos y H < G un subgrupo de
G, G un grupo finito. Sea f : A −→ B un G-homomorfismo. Entonces el
diagrama

Hq(G,A)
Hq(f) //

resq

��

Hq(G,B)

resq

��
Hq(H,A)

Hq(f)
// Hq(H,B)

es conmutativo. Notemos que un G-homomorfismo f : A −→ B, es también
un H-homomorfismo f : A −→ B. ut

En bajas dimensión, tenemos para q = 0, no de Tate, res0 : H → G,
h 7→ h, H0(G,A)

res−→ H0(H,A), res : AG −→ AH , a 7→ a pues a ∈ AG

implica a ∈ AH .
Ahora, para q = 1, res : H1(G,A) −→ H1(H,A) está dada de la siguiente

forma. Si f ∈ Z1(G,A), f : G −→ A, f(στ) = σf(τ) + f(σ) para todas
σ, τ ∈ G. La restricción f |H satisface la misma relación pero para σ, τ ∈ H.
Si f ∈ B1(G,A), existe a ∈ A tal que f(σ) = σa − a para toda σ ∈ G, en
particular, para toda σ ∈ H.

Ejemplo 4.7.8 (Inflación). Sea ϕ = π : G −→ G/H donde H / G (aqúı G
corresponde a G′ de la definición general y G/H corresponde a G). Si A es
un G-módulo, AH es un G/H-módulo. Sea i : AH −→ A la inyección natural.
A las funciones

(π, i)n : Hn(G/H,AH) −→ Hn(G,A), n ≥ 0,

se les llama inflación. Ahora bien, como π no es monomorfismo, inflación sólo
está definida para n ≥ 0.

A nivel de q-cadenas, inflación se define de la siguiente forma. Sean q ≥ 1
y H / G un subgrupo normal de G. Sea σ : G/H × · · · ×G/H︸ ︷︷ ︸

q

−→ AH una

q-cadena. Se define τ : G× · · · ×G︸ ︷︷ ︸
q

−→ A por

τ(g1, . . . , gq) = σ(g1H, . . . , gqH).

El mapeo τ es la inflación de σ: τ = inf σ. Se tiene ∂q+1 ◦ inf = inf ◦∂q+1 y
por tanto se obtiene el mapeo en cohomoloǵıa inflación.

Para ver la inflación en bajas dimensiones, procedemos aśı. Sea π : G −→
G/H la proyección natural. Ahora (AH)G/H ⊆ AG. Por tanto

H0(G/H,AH)
inf−→ H0(G,A) = AG

es la inyección natural, en el caso de q = 0, tanto de Tate como no de Tate.
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Para q = 1, si f ∈ H1(G/H,AH), tomando un representante f ∈
Z1(G/H,AH), f : G/H −→ AH satisface f(σ̄τ̄) = σ̄f(τ̄) + f(σ̄) para to-
das σ̄, τ̄ ∈ G/H. Entonces inf f = f̃ satisface f̃ : G −→ A, f̃(g) := f(gH) =
f(ḡ) ∈ AH ⊆ A. Se tiene f̃(gk) = f(gkH) = f(gHkH) = gH ·f(kH)+f(gH)
el cual está bien definido pues f(kH) ∈ AH .

Independientemente del criterio general, se puede ver que restricción se
podŕıa definir por cambio de dimensión usando si 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0
es una sucesión exacta de G-módulos, entonces con el mapeo de conexión δ,
tenemos el diagrama conmutativo

Hq(G,C)
δ //

resq

��

Hq+1(G,A)

resq+1

��
Hq(H,C)

δ
// Hq+1(H,A)

para toda q ∈ Z. Sea µq : H0(G,Aq)
∼=−→ Hq(G,A), se tiene el diagrama

conmutativo

H0(G,Aq)
µq //

res0

��

Hq(G,A)

resq

��
H0(H,Aq)

µq
// Hq(H,A)

El caso de inflación es diferente, pues la sucesión exacta respectiva, debeŕıa
ser: 0 −→ AH −→ BH −→ CG −→ 0 pero esta sucesión no es exacta en
general. De hecho, la sucesión que es exacta es 0 −→ AH −→ BH −→ CH −→
H1(H,A) −→ · · · .

Ahora bien, resulta ser que E. Weiss [168] define un mapeo inflación para
ı́ndices negativos y se llama deflación.

Similarmente al caso de restricción, tenemos:

Proposición 4.7.9. Sean A y B dos G-módulos y H /G un subgrupo normal
de G, G un grupo finito. Sea f : A −→ B un G-homomorfismo. Entonces el
diagrama

Hq(G/H,AH)
Hq(f) //

infq

��

Hq(G/H,BH)

infq

��
Hq(G,A)

Hq(f)
// Hq(G,B)

es conmutativo para toda q ≥ 0. Notemos que un G-homomorfismo f : A −→
B, induce un G/H-homomorfismo f : AH −→ BH . ut
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Ejemplo 4.7.10 (Corestricción). Sea G un grupo y sea H < G, digamos
[G : H] = m. Sea G = ·∪mi=1σiH la descomposición de G en clases izquier-
das de H. Se define TrH→G : AH −→ AG, TrH→G(a) =

∑m
i=1 σia. Esto es,

TrH→G(a) = NG/H(a), aunque entendiendo que H no necesariamente es nor-
mal en G.

Si {σ′i}mi=1 es otro conjunto de representantes, esto es, σ′i = σihi par algunos
hi ∈ H, entonces σ′ia = σihia =

↑
a∈AH

σa. Por tanto, TrH→G(a) no depende de

los representantes {σi}mi=1.
Si θ ∈ G, θσiH = σθ(i)H, esto es, θσi = σθ(i)hi para alguna hi ∈ H.

Además {σθ(i)}mi=1 ⊆ {σi}mi=1. Si σθ(i) = σθ(j), entonces σθ(i) = θσih
−1
i =

θσjh
−1
j = σθ(j). Por tanto σih

−1
i = σjh

−1
j por lo que σi ∈ σjH de donde se

sigue que σi = σj . Entonces θ̃ : {σi} −→ {σθ(i)} es una biyección y por tanto

θ
( m∑
i=1

σia
)

=

m∑
i=1

θσia =

m∑
i=1

σθ(i)a =

m∑
i=1

σia,

de donde se obtiene que TrH→G a ∈ AG.
Se sigue que

(1) TrH→G : HomH(A,B) −→ HomG(A,B) es un homomorfismo.
(2) Si f ∈ HomG(A,B), entonces TrH→G(f) = [G : H]f .

Sea P una resolución de Z[G]-módulos libres de Z. Entonces P también es
una resolución de Z[H]-módulos. Sea f ∈ HomH(Pn, A), entonces

∂∗
(

TrH→G(f)
)

= TrH→G(f) ◦ ∂ = TrH→G(f ◦ ∂) = TrH→G
(
∂∗(f)

)
.

Es decir, ∂∗ ◦ TrH→G = TrH→G ◦∂∗.

HomH(Pn, A)
∂∗n+1 //

TrH→G

��

HomH(Pn+1, A)

TrH→G

��
HomG(Pn, A)

∂∗n+1

// HomG(Pn+1, A)

Si f ∈ núc ∂∗n+1, entonces
(
∂∗n+1 ◦ TrH→G

)
(f) =

(
TrH→G ◦∂∗n+1

)
(f) = 0,

es decir, TrH→G f ∈ núc ∂∗n+1 y por tanto tenemos homomorfismos

Hn(H,A)
TrH→G−−−−−→ Hn(G,A)

para n ∈ Z.
Este grupo de mapeos se llama corestricción. Expĺıcitamente, se tiene para
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cor0 : H0(H,A) −→ H0(G,A)

a+ NH A −→ NG/H a+ NGA,

cor−1 : H−1(H,A) −→ H−1(G,A)

a+ IHA −→ a+ IGA para a ∈ NHA ⊆∈ NGA.

Sea 0 −→ A
i−→ A

j−→ C −→ 0 una sucesión exacta de G-módulos.
Entonces el siguiente diagrama es conmutativo

H−1(H,C)
δ //

cor−1

��

H0(H,A)

cor0

��
H−1(G,C)

δ // H0(G,A)

De aqúı tenemos que la corestricción es la única familia de homomorfismos
corq : Hq(H,A) −→ Hq(G,A), q ∈ Z, tal que:

(1) Si q = 0, cor0 : H0(H,A) −→ H0(G,A), a+ NH A −→ TrH→G a+
NGA = NG/H a+ NGA, a ∈ AH .

(2) Para cada sucesión G-exacta 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0, el
siguiente diagrama es conmutativo

Hq(H,C)
δ //

corq

��

Hq+1(H,A)

corq+1

��
Hq(G,C)

δ // Hq+1(G,A)

Formalmente, corq+1 = δ ◦ corq ◦δ−1.
El mapeo corq está determinado por el diagrama conmutativo

H0(H,Aq)
µq //

cor0

��

Hq(H,A)

corq

��
H0(G,C)

µq // Hq(G,A)

corq = µq ◦ cor0 ◦(µq)−1.

Ejemplo 4.7.11 (Conjugación). Sea ϕ = ϕσ : G(= G′) −→ G dado por
ϕσ(g) = σgσ−1. Sean A un G-módulo y ϕ∗σA(= A) es también un G-módulo
con acción gA = ϕσ(g)a = σgσ−1a.

Sea fσ : A −→ A dada por fσ(a) = σ−1a. Entonces

fσ(ϕσ(g)a) = fσ(σgσ−1a) = σ−1(σgσ−1a) = gσ−1a = gfσ(a) = gσ−1a,
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esto es, fσ(ϕσ(g)a) = gfσ(a). Por tanto (ϕσ, fσ) es compatible y puesto que
ϕσ es inyectiva, se tienen homomorfismos (ϕσ, fσ)n : Hn(G,A) −→ Hn(G,A)
para toda n ∈ Z.

Para n = 0, (ϕσ, fσ)0 : IdH0(G,A) : AG/NGA −→ AG/NG a y fσ(a) =
σ−1a = a para toda a ∈ AG. El diagrama

H0(G,Aq)
µq //

(ϕσ,fσ)0

��

Hq(G,A)

(ϕσ,fσ)q

��
H0(G,Aq)

µq // Hq(G,A)

es conmutativo y (ϕσ, fσ)0 = Id implica que (ϕσ, fσ)q = Id para toda q ∈ Z.

4.8. Lema de Shapiro, la sucesión inflación-restricción,
mapeo de transferencia

Empezamos analizando la composición corestricción-restricción: cor ◦ res.

Teorema 4.8.1. Sea G un grupo finito y sea H un subgrupo, Entonces la
composición

Hq(G,A)
res−−→ Hq(H,A)

cor−−→ Hq(G,A)

es el endomorfismo cor ◦ res = n(= n · Id) donde n = [G : H].

Demostración. Si a ∈ AG, cor0 ◦ res0(ā) = cor0(a + NH A) =
∑
σ∈G/H σa +

NGA = na+ NGA = nā.
Para q general, tenemos

H0(G,Aq)
cor0 ◦ res0=n //

∼= µq

��

H0(G,Aq)

µq∼=
��

Hq(G,A)
corq ◦ resq // Hq(G,A)

por lo que corq ◦ resq = n para toda n ∈ Z. ut

Observación 4.8.2. El Teorema 4.8.1 implica que si tomamos H = {1},
entonces n = |G| y en particular nHq(G,A) = 0 para toda q ∈ Z.

Sea f : A −→ B es un G-homomorfismo y si H < G, los siguientes diagra-
mas son conmutativos

H0(G,A)
H0(f) //

res

��

H0(G,B)

res

��
Hq(H,A)

cor

OO

Hq(f) // Hq(H,B)

cor

OO



88 4 Cohomoloǵıa de grupos finitos

Es decir, tanto restricción como restricción conmutan con los homomorfis-
mos en cohomoloǵıa inducidos de un homomomorfismo de G-módulos.

Ahora bien, los grupos Hq(G,A) son grupos abelianos de torsión pues
nHq(G,A) = 0 donde n = |G|. Por tanto Hq(G,A) es suma directa de sus
p-subgrupos de Sylow:

Hq(G,A) =
⊕
p

Hq(G,A)p,

donde Hq(G,A)p es el p-subgrupo de Sylow de Hq(G,A).

Proposición 4.8.3. La restricción res : Hq(G,A)p −→ Hq(Gp, A) es inyecti-
va y la corestricción cor : Hq(Gp, A) −→ Hq(G,A)p es biyectiva donde Gp es
un p-subgrupo de Sylow de G.

Demostración. Se tiene cor ◦ res = [G : Gp] Id y mcd(p, [G : Gp]) = 1, en-

tonces el mapeo Hq(G,A)p
cor ◦ res−−−−−→ Hq(G,A)p es biyectiva. Por tanto, si

x ∈ Hq(G,A)p es tal que resx = 0, cor ◦ resx = 0, por tanto res es inyectiva.
Ahora si |Gp| = pm, pmHq(Gp, A) = 0 por lo que cor

(
Hq(Gp, A)

)
⊆

Hq(G,A)p:

Hq(G,A)p
res //

biyectiva

22Hq(Gp, A)
cor // Hq(G,A)p.

Por tanto, cor
(
Hq(Gp, A)

)
= Hq(G,A)p. ut

Corolario 4.8.4. Si para cada primo p se tiene que Hq(Gp, A) = 0 para algún
p-subgrupo de Sylow Gp de G, entonces Hq(G,A) = 0.

Demostración. Se tiene res : Hq(G,A)p −→ Hq(Gp, A) es inyectiva, por lo
tanto Hq(G,A)p = 0 para toda p. Se sigue que Hq(G,A) = 0. ut

Definición 4.8.5. Sea G un grupo finito y sea H < G un subgrupo de G.
Un G-módulo A se llama G/H-inducido si A =

⊕
σ∈G/H σB donde B es

un H-submódulo de A y σ vaŕıa en un conjunto de representantes de clases
izquierdas de H en G. Cuando H = {1}, G/H = G y G/H-inducido significa
G-inducido.

Sea ϕ = i : H −→ G la inclusión y sea g = π : A −→ B donde π(a) = b1
donde a =

∑
σG/H

σbσ. Si h ∈ H,

g(ϕ(h)a) = π(i(h)a) = π(ha) = π
( ∑
σ∈G/H

hσ(hbσ)
)

= π
(
h · 1(h(b1)) +

∑
σ∈G/H
σ 6=1

hσ(hbσ)
)

= h(b1),
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y

h ◦ g(a) = hπ(a) = h(b1),

por lo que ϕ y g son compatibles y tenemos homomorfismos:

Hn(G,A)
(ϕ,g)n−−−−→ Hn(H,B), n ∈ Z.

Proposición 4.8.6. Sea C un G-módulo. Entonces

HomG(C,A)∼=
ψ

HomH(C,B),

donde ψ(f) = π ◦ f , π : A −→ B con π(a) = b1 donde a =
∑
σ∈G/H σbσ. El

inverso de ψ es ψ−1(g) = Sg =
∑
σ∈G/H σgσ

−1.

Demostración. Sea f ∈ HomG(C,A). Entonces π ◦ f : C −→ B es un H-
homomorfismo. Si π ◦ f = 0, entonces π ◦ f(c) para toda c ∈ C. Si f 6= 0,
existiŕıa f(c) = a 6= 0. Sea a =

∑
σ∈G/H σbσ y sea bθ 6= 0. Entonces

θ−1f(c) = f(θ−1c) = θ−1a =
∑

σ∈G/H

θ−1σbσ = θ−1θbθ +
∑

θ∈G/H
σ 6=θ

θ−1σbσ

= bθ +
∑

σ∈G/H
σ 6=θ

θ−1σbσ.

Por lo tanto

(π ◦ f)(θ−1c) = π(f(θ−1c)) = π
(
bθ +

∑
σ∈G/H
σ 6=θ

θ−1σbσ
)

= bθ 6= 0.

Por tanto ψ es inyectiva.
Sea g ∈ HomH(C,B) y sea Sg ∈ HomG(C,A) dada por

Sg(c) =
∑

σ∈G/H

σg(σ−1c).

Si σ′ = σh, esto es, σ′H = σH es la misma clase izquierda, entonces

σ′g((σ′)−1(c)) = σhg(h−1σ−1c) = σhh−1g(σ−1c) = σg(σ−1c),

por lo que Sg(c) está bien definido. Se verifica directamente que Sg(θc) =
θSg(c) para toda θ ∈ G y toda c ∈ C. Por tanto Sg ∈ HomG(C,A) y (π ◦
Sg)(c) = Sg(c)1 = g(1−1c) = g(c) y por tanto π ◦ Sg = g y ψ es suprayectiva.
ut
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Como corolario, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.8.7 (Lema de Shapiro). Sean G un grupo finito y H un sub-
grupo de G. Sea A un G–módulo que es G/H–inducido, esto es, existe B ⊆ A
es un H–módulo tal que

A ∼=
⊕

σ∈G/H

σB,

donde σ corre sobre un conjunto de representantes izquierdos de H en G.
Entonces

Hn(G,A) ∼= Hn(H,B) para toda n ∈ Z

bajo el isomorfismo inducido por

Hn(G,A)
res−−→ Hn(H,A)

π̄−−→ Hn(H,B),

donde π̄ es inducido por la proyección natural π : A −→ B y res es el mapeo
de restricción.

Demostración. Aplicar lo anterior con C = Pn, donde P es una G-resolución
completa. ut

Teorema 4.8.8 (inflación-restricción). Sean G un grupo finito, A un G-
módulo y H / G un subgrupo normal de G. Entonces

0 −→ H1(G/H,AH)
inf−→ H1(G,A)

res−→ H1(H,A),

es exacta.

Demostración. Para ver la inyectividad de inf, sea f : G/H −→ AH un 1-
cocliclo tal que inf f es una 1-cofrontera del G-módulo A. Entonces

inf f(σ) = f(σH) = σa− a para alguna a ∈ A y para toda σ ∈ G.

Para τ ∈ H, se tiene στa − a = σa − a, por tanto τa = a para toda τ ∈ H.
Se sigue que a ∈ AH . Por lo tanto f(σH) = σHa− a es una 1-cofrontera. Se
sigue que inf es inyectiva.

Ahora veamos la exactitud en H1(G,A). Sea f : G/H −→ AH un 1-cociclo
de AH . Para σ ∈ H, se tiene que

res ◦ inf f(σ) = inf f(σ) = f(σH) = f(H) = f(1̄).

Ahora f(1̄) = f(1̄ · 1̄) = f(1̄) +f(1̄) de donde obtenemos f(1̄) = 0 y por tanto
res ◦ inf = 0. En particular im inf ⊆ núc res.

Rećıprocamente, sea f : G −→ A un 1-cociclo del G-módulo A cuya res-
tricción a H es una 1-cofrontera del H-módulo A:
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f(τ) = τa− a, a ∈ A para toda τ ∈ H.

Sea g : G −→ A, g(σ) = σa − a para todo σ ∈ G, g es una 1-cofrontera.
Entonces f − g es un 1-cociclo h(σ) = f(σ)− g(σ) y h y f están en la misma
clase de cohomoloǵıa y además h(τ) = 0 para τ ∈ H. Entonces

h(στ) = h(σ) + σh(τ) = h(σ) para toda τ ∈ H

y además

h(τσ) = h(τ) + τh(σ) = τh(σ) para toda τ ∈ H.

Por tanto τh(σ) = h(σ) para toda τ ∈ H y para toda σ ∈ G.
Sea F : G/H −→ A dado por F (σH) = h(σ). Entonces f(σH) ∈ AH y F

es un cociclo con inf F = h, lo cual prueba que núc res ⊆ im inf. El resultado
se sigue. ut

Para q ≥ 2 se tiene el análogo siempre y cuando se cumpla que Hi(H,A) =
0 para i = 1, . . . , q − 1. Esto es,

Teorema 4.8.9. Sea A un G-módulo y sea H /G un subgrupo normal de G.
Si Hi(H,A) = 0 para i = 1, · · · , q − 1 y q ≥ 1, entonces la sucesión

0 −→ Hq(G/H,AH)
inf−→ Hq(G,A)

res−→ Hq(H,A)

es exacta.

Demostración. Se probará por inducción en q. El caso q = 1 es el Teorema
4.8.8. De la sucesión exacta 0 −→ Z −→ Z[G] −→ JG = Z[G]/Z −→ 0, se
obtiene la sucesión exacta

0 −→ A∼=

A⊗Z

−→ Z[G]⊗A −→ JG ⊗A −→ 0.

Puesto que H1(H,A) = 0, se sigue que la sucesión

0 −→ AH −→
(
Z[G]⊗A

)H −→ (
JG ⊗A

)H −→ 0

es exacta. Por tanto tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo.

0 // Hq−1(G/H, (JG ⊗ A)H)
inf //

δ=µ

��

Hq−1(G, (JG ⊗ A))
res //

δ=µ

��

Hq−1(H, (JG ⊗ A))

δ=µ

��
0 // Hq(G/H,AH)

inf // Hq(G,A)
res // Hq(H,A)

Puesto que Z[G]⊗A es tantoG-módulo inducido comoH-módulo inducido,
los mapeos de conexión δ = µ son isomorfismos. Por tanto Hi(H, (JG⊗A)) ∼=
Hi+1(H,A) = 0 para i = 1, · · · , q−2. Entonces por inducción, la fila superior
en el diagrama anterior es exacta, por tanto lo es la fila inferior, probando el
resultado. ut
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El caso que se nos presenta en teoŕıa de campos de clase es que si K ⊆
L ⊆M es una torre de campos con q = 2, M/K y L/K extensiones de Galois,
entonces si G = Gal(M/K), H = Gal(M/L) y G/H ∼= Gal(L/K) entonces
H1(H,M∗) = {1} y por tanto

0 −→ H2(Gal(L/K), L∗)
inf−→ H2(Gal(M/K),M∗)

res−→ H2(Gal(M/L),M∗)

es exacta, y en particular se tiene que podemos considerar la contención
H2(Gal(L/K), L∗) ⊆ H2(Gal(M/K),M∗).

Ahora veremos un mapeo importante en teoŕıa de campos de clase, el
llamado mapeo de transferencia. En alemán, el mapeo de transferencia se
llama Verlagerung. Primero recrdemos que

H−2(G,Z) ∼= G/G′ = Gab.

Si H < G tenemos que el mapeo de transferencia, Ver, es el mapeo restricción
en dimensión −2: Ver := res−2 : H−2(G,Z)→ H−2(H,Z), Ver : Gab → Hab.

Sea g ∈ G. Sea {xi}i un conjunto de representantes de las clases derechas
módulo H : G = Hx1 ·∪ . . . ·∪Hxn. Ahora, para cada ı́ndice i, existe un ı́ndice
σ(i) y un elemento ξ ∈ H tal que xig = ξxσ(i), Sea ξ :=

∏n
i=1. Entonces

Ver(gG′) = ξH ′, esto es, Ver(gG′) =
( n∏
i=1

xigx
−1
σ(i)

)
H ′.

4.9. Producto copa

Uno de los resultados fundamentales en teoŕıa de campos de clase, es el
teorema de reciprocidad. El metodo cohomológico para obtener el teorema
de reciprocidad es el Teorema de Tate-Nakayama que es un resultado del
producto copa.

Para definir el producto copa de manera directa, se hace por medio del
producto tensorial a nivel de los valores de cadenas homogéneas. Más precisa-
mente, sean G un grupo finito, A y B dos G-módulos y consideramos A⊗B
como G-módulo: σ(a ⊗ b) = σa ⊗ σb, a ∈ A, b ∈ B y σ ∈ G. Consideremos
una resolución P de G y

HomG(Pp, A)×HomG(Pq, B)
d−−→ HomG(Pp+q, A⊗B)

para p, q ≥ 0, dado por la fórmula

(a d b)(g0, . . . , gp+q) = a(g0, . . . , gp)⊗ b(gp, . . . , gp+q).

Para p = q = 0, (a d b)(g0) = a(g0)⊗ b(g0) = (a⊗ b)(g0).
Desarrollamos el producto copa en todas las dimensiones p, q ∈ Z.



4.9 Producto copa 93

Dados los dos G-módulos A y B, el mapeo A × B −→ A ⊗ B, induce un
mapeo bilineal canónico

AG ×BG −→ (A⊗B)G,

que mapea NGA×NGB a NG(A⊗B). Por tanto, se induce un mapeo bilineal

H0(G,A)×H0(G,B) −→ H0(G,A⊗B),

(ā, b̄) 7−→ (a⊗ b), ā = a+ NGA.

Definición 4.9.1. El elemento a⊗ b ∈ H0(G,A ⊗ B) se llama el producto
copa, ā ∈ H0(G,A) y b̄ ∈ H0(G,B) y se denotará ā d b̄ = a⊗ b.

Teorema 4.9.2 (Producto copa). Existe una única familia de mapeos bi-
lineales d, llamada el producto copa tal que para cualesquiera p, q ∈ Z se
tiene

d : Hp(G,A)×Hq(G,B) −→ Hp+q(G,A⊗B)

que satisface:

(1) Si p = q = 0, el producto copa está dado por el producto tensorial:
(ā, b̄) 7→ ā d b̄ = a⊗ b, ā ∈ H0(G,A) = AG/NA, b̄ ∈ H0(G,B) =
BG/NB.

(2) Si 0 → A → B → C → 0 y 0 → A ⊗D → B ⊗D → C ⊗D → 0
son sucesiones G-exactas, entonces el siguiente diagrama conmuta:

Hp(G,C) ×Hq(G,D)
d−−−−→ Hp+q(G,C ⊗D)

δ

y y1

yδ
Hp+1(G,A)×Hq(G,D)

d−−−−→ Hp+q+1(G,A⊗D)

es decir, δ(c d d) = δ(c) d d, c ∈ Hp(G,C), d ∈ Hq(G,D) con δ los
mapeos de conexión.

(3) Si 0 → A → B → C → 0 y 0 → D ⊗ A → D ⊗ B → D ⊗ C → 0
son G-exactas, entonces el siguiente diagrama conmuta:

Hp(G,D)× Hq(G,C)
d−−−−→ Hp+q(G,D ⊗ C)

1

y yδ y(−1)pδ

Hp(G,D)×Hq+1(G,A)
d−−−−→ Hp+q+1(G,D ⊗A)

es decir, δ(d d c) = (−1)p
(
d d δc

)
, d ∈ Hp(G,D), c ∈ Hq(G,C).

Observación 4.9.3. El factor (−1)p se debe a la anticonmutatividad del ma-
peo de conexión δ.
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Observación 4.9.4. Lo que se está haciendo es definir un producto copa

Hp(G,A) ×Hq(G,B)
d−→ Hp+q(G,A ⊗ B) por medio del diagrama (4.9.14)

más adelante y ver que satisface las condiciones (1)–(3) del Teorema 4.9.2.
Las condiciones (1)–(3) hace única la posible definición de d por los isomor-
fismos H0(G,Ap)∼=

µp
Hp(G,A) y de H0(G,Bq)∼=

µq
Hq(G,B). Si cambiamos el

isomorfismo (−1)pqµq por otro, obtendŕıamos otro producto copa con otras
condiciones (1)–(3) del Teorema 4.9.2.

Demostración. (Teorema 4.9.2) Como en el caso de los mapeos de restricción,
se obtiene el producto copa en general del caso particular p = 0, q = 0 usando
el cambio de dimensión.

Se tiene:

Ap ⊗B = JG ⊗ · · · ⊗ JG ⊗A⊗B = (A⊗B)p

y

A⊗Bq = A⊗ JG ⊗ · · · ⊗ JG ⊗B = (JG ⊗ · · · ⊗ JG)⊗A⊗B = (A⊗B)q,

para A y B dos G-módulos y para p, q ≥ 0. Similarmente para p, q ≤ 0 con
IG en lugar de JG.

Usando el isomorfismo µm : Hq−m(G,Am)
∼=−→ Hq(H,A), m ∈ Z, empe-

zando con el caso p = 0, q = 0 y obtenemos el producto copa del diagrama

H0(G,Ap)×H0(G,Bq)
d

(x̄,ȳ)→(x⊗y)

//

∼= µp

��
∼= 1

��

H0(G, (A⊗Bq)p) = H0(G,Ap ⊗Bq)

µp

��
Hp(G,A)×H0(G,Bq)

d
ϕ

//

∼= 1

��
∼= µq

��

Hp(G, (A⊗B)q) = Hp(G,A⊗Bq)

(−1)pqµq

��
Hp(G,A)×Hq(G,B)

d

ψ
// Hp+q(G,A⊗B)

(4.9.14)

Los isomorfismos

Hp(G, (A⊗B)q)
(−1)pqµq−−−−−−→ Hp+q(G,A⊗B)

y

H0(G, (A⊗Bq)p) µp−→ Hp(G, (A⊗B)q)

determinan el producto copa. Si cambiamos los isomorfismos µp y (−1)pqµq

por algunos otros isomorfismos, el primero dependiendo de p y el segundo de p
y de q, obtendŕıamos otro producto copa. No sabemos de algún otro producto
copa que sea útil desde nuestro punto de vista: El Teorema de Reciprocidad
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en teoŕıa de campos de clase y la definición de estos isomorfismos como (−1)pq

y µp de debe a que a nivel de cocadenas queremos el producto tensorial

(a d b)(g0, . . . , gp+q) = a(g0, . . . , gp)⊗ b(gp, . . . , gp+q)

y por lo tanto

∂(a d b) = (∂a d b) + (−1)p(a d ∂b).

Regresando al diagrama (4.9.14), se tiene que el mapeo ϕ se obtiene del
diagrama superior pues µp y µp × 1 son isomorfismos. El mapeo ψ se obtiene
del diagrama inferior. Veremos que ψ = d es el producto que satisface (2) y
(3) del teorema. Además si ψ satisface las condiciones del teorema, este mapeo
es únici como consecuencia de (1), (2) y (3).

Antes de probar las condiciones para ψ, veamos ψ = d expĺıcitamente
en términos de cociclos en los casos (0, q) y (p, 0) y que corresponden a la
definición directa en m-cadenas dadas al inicio de la subsección.

Proposición 4.9.5. Sean ap y bq un p-cociclo de A y un q-cociclo de B y āp,
b̄q sus clases de cohomoloǵıa, entonces

ā0 d b̄q = a0 ⊗ bq y āp d b̄0 = ap ⊗ b0.

Notemos que si bq(σ1, . . . , σq) ∈ B es un q-cociclo, entonces

a0 ⊗ bq(σ1, . . . , σq) ∈ A⊗B

con a0 ∈ AG, es también un q-cociclo.

Demostración. Se puede verificar directamente que ā0 d b̄q y āp d b̄0 definidos
en la proposición satisfacen las condiciones (1), (2) y (3) del teorema para
(0, q) y (p, 0) respectivamente, viendo el comportamiento de los cociclos bajo
los respectivos mapeos. Finalmente la parte inferior del diagrama (4.9.14)
para p = 0 y la parte superior para q = 0, se sigue que el producto dado por
(4.9.14) coincide con lo dado en la proposición. ut

Sean 0 −→ B −→ C −→ 0 y 0 −→ A ⊗D −→ B ⊗D −→ C ⊗D −→ 0
sucesiones G-exactas y similarmente 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 y 0 −→
D ⊗ A −→ D ⊗ B −→ D ⊗ C −→ 0. Se tienen las siguientes sucesiones
G-exactas:

0 −→ Aq −→ Bq −→ Cq −→ 0 y

0 −→ (A⊗D)q −→ (B ⊗D)q −→ (C ⊗D)q −→ 0

y también

0 −→ Ap −→ Bp −→ Cp −→ 0 y

0 −→ (D ⊗A)p −→ (D ⊗B)p −→ (D ⊗ C)p −→ 0.
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Se tienen diagramas:

Hp(G,C) ×H0(G,Dq)
d //

(1,µq)

��

(δ,1)

**

Hp(G, (C ⊗D)q)

δ

(((−1)pqµq

��

Hp+1(G,A) ×H0(G,Dq)
d

//

(1,µq)

��

Hp+1(G, (A ⊗D)q)

(−1)(p+1)qµq

��

Hp(G,C) ×Hq(G,D)
d

//

(δ,1) **

Hp+q(G,C ⊗D)

δ

((
Hp+1(G,A) ×Hq(G,D)

d // Hp+q+1(G,A ⊗D)

H0(G,Dp) ×Hq(G,C)
d //

(µp,1)

��

(1,δ)

**

Hq(G, (D ⊗ C)p)

δ

((µp

��

H0(G,Dp) ×Hq+1(G,A)
d

//

(µp,1)

��

Hq+1(G, (D ⊗ A)p)

µq

��

Hp(G,D) ×Hq(G,C)
d

//

(1,δ) **

Hp+q(G,D ⊗ C)

(−1)pδ

((
Hp(G,D) ×Hq+1(G,A)

d // Hp+q+1(G,D ⊗ A)

Las partes (2) y (3) del teorema, son las partes inferiores de los diagramas
anteriores.

Es inmediato que los lados izquierdos conmutan. Ahora, los lados derechos
se componen de q (resp. p) cuadrados de cohomoloǵıa de cambio de dimensión
por lo que son conmutativos. Las partes frontales y traseras de los diagramas
conmutan por la definición del producto copa dado en el diagrama (4.9.14)
y finalmente, los cuadrados superiores conmutan por la Proposición 4.9.5.
Puesto que los mapeos verticales son biyectivos, la conmutatividad de los
cuadros superiores implican la conmutatividad de los cuadros inferiores, lo
cual prueba (2) y (3) del teorema. Esto finaliza la prueba. ut

Proposición 4.9.6. Sean f : A −→ A′ y g : B −→ B′ dos G-homomorfismos
y sea f ⊗ g : A ⊗ A −→ A′ ⊗ B′ el homomorfismo inducido por f y g. Si
ā ∈ Hp(G,A) y b̄ ∈ Hq(G,B), entonces

f̄(ā) d ḡ(b̄) = (f ⊗ g)(ā d b̄) ∈ Hp+q(G,A′ ⊗B′).

Demostración. La afirmación es equivalente a que el diagrama



4.9 Producto copa 97

Hp(G,A)×Hq(G,B)

(f̄ ,ḡ)

��

d // Hp+q(G,A⊗B)

f⊗g
��

Hp(G,A′)×Hq(G,B′)
d

// Hp+q(G,A′ ⊗B′)

es conmutativo para todas p, q ∈ Z.
Para p = q = 0, la igualdad se sigue de lo siguiente:

d(f̄ , ḡ)(ā, b̄) = f̄(ā) d ḡ(b̄) = f(a)⊗ g(b),

(f ⊗ g)(ā d b̄) = (f ⊗ g)(a⊗ b) = f(a)⊗ g(b).

Para el caso general, consideremos el diagrama

H0(G,Ap) ×H0(G,Bq)
d //

(f̄,ḡ)

��

(µp,µq)

**

H0(G,Ap ⊗ Bq)

µp+q

))f⊗g

��

Hp(G,A) ×Hq(G,B)
d

//

(f̄,ḡ)

��

Hp+q(G,A ⊗ B)

f⊗g

��

H0(G, (A′)p) ×H0(G, (B′)q)
d

//

(µp,µq) **

H0(G, (A′)p ⊗ (B′)q)

µp+q

))
Hp(G,A′) ×Hq(G,B′)

d
Hp+q(G,A′ ⊗ B′)

el cual es conmutativo. Los isomorfismos se siguen del hecho de que Ap⊗Bq ∼=
(A⊗Bq)p, etc. ut

Proposición 4.9.7. Sean A, B dos G-módulos y sea H < G un subgrupo de
G. Si ā ∈ Hp(G,A) y b̄ ∈ Hq(G,B), entonces

res(ā d b̄) = res(ā) d res(b̄) ∈ Hp+q(H,A⊗B)

y

cor(res(ā) d b̄) = ā d cor(b̄) ∈ Hp+q(G,A⊗B).

Demostración. Para p = q = 0, la primera fórmula es inmediata. Para la
segunda, sean a ∈ AG, b ∈ BH , 0-cociclos representando ā y b̄. Se tiene

cor(res(ā) d b̄) = cor(a⊗ b+ NH(A⊗B)) =
∑

σ∈G/H

σ(a⊗ b) + NG(A⊗B)

=
∑

σ∈G/H

(a⊗ σ(b)) + NG(A⊗B) (a es G-invariante)

= a⊗
( ∑
σ∈G/H

σ(b)
)

+ NG(A⊗B) = ā d cor(b̄).

El caso general se sigue por cambio de dimensión. ut
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Similarmente, el siguiente resultado es inmediato para p = q = 0 y el caso
general se sigue por cambio de dimensión.

Teorema 4.9.8. Sean ā ∈ Hp(G,A), b̄ ∈ Hq(G,B), c̄ ∈ Hr(G,C). Entonces

ā d b̄ = (−1)pq(b̄ d ā) ∈ Hp+q(G,A⊗B),

y

(ā d b̄) d c = ā d (b̄ d c̄) ∈ Hp+q+r(G,A⊗ (B ⊗ C)). ut

Sean ap y bq un p-cociclo de A y un q-cociclo de B respectivamente y sean
āp, b̄q sus clases de cohomoloǵıa en Hp(G,A) y Hq(G,B) respectivamente.

Lema 4.9.9. Si x̄0 = ā1 d b̄−1 ∈ H0(G,A⊗B), entonces

x0 =
∑
σ∈G

a1(σ)⊗ σ(b−1), b̄−1 ∈ H−1(G,B) =
núc NB

IGB
.

Demostración. Sean A′ := Z[G]⊗A el G-módulo inducido, A′′ = JG⊗A y las
sucesiones exactas (A ∼= Z⊗A y si un G-módulo es Z-libre, preserva exactitud
como Z-módulos y por tanto como G-módulos)

0 −→ A −→ A′ −→ A′′ −→ 0,

0 −→ A⊗B −→ A′ ⊗B −→ A′′ ⊗B −→ 0.

Ahora bien H1(G,A′) = 0 = Z1(G,A′)
B1(G,A′) y A ⊆ A′, aśı que existe una

0-cadena a′0 ∈ A′ con a1 = ∂a′0 y a1(σ) = σa′0 − a′0 para toda σ ∈ G.
Sea a′′0 ∈ (A′′)G la imagen de a′0 en A′′. El mapeo de conexión δ satisface
ā1 = δ(a′′0) y obtenemos por el Teorema 4.9.2 y por (4.6.3)

ā1 d b̄−1 = δ(a′′0) d b̄−1 = δ(a′′0 d b̄−1) = δ(a′′0 ⊗ b−1) = ∂(a′0 ⊗ b−1)

= NG(a′0 ⊗ b−1) =
∑
σ∈G

σ(a′0)⊗ σ(b−1) =
↑

a1(σ)=σ(a′0)−a′0

=
∑
σ∈G

(a1(σ) + a′0)⊗ σ(b−1) =
∑
σ∈G

(a1(σ)⊗ σ(b−1) + a′0 ⊗NG b−1

=
∑
σ∈G

(a1(σ)⊗ σ(b−1),

puesto que NG b−1 = 0. ut

Tomemos ahora B = Z e identificamos A ⊗ Z
∼=−→ A, a ⊗ n 7−→ na.

Recordemos que H−2(G,Z) ∼= G/G′ ∼= Gab. Si σ ∈ G, sea σ̄ el elemento de
H−2(G,Z) que corresponde a σG′ ∈ Gab.
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Lema 4.9.10. ā1 d σ̄ = a1(σ) ∈ H−1(G,A).

Demostración. De la sucesión exacta 0 −→ A⊗ IG −→ A⊗Z[G] −→ A −→ 0

y de que A⊗Z[G] es cohomológicamente trivial, se sigue que H−1(G,A)
δ−−→∼=

H0(G,A⊗ IG). Por tanto basta probar que δ(ā1 d σ̄) = δ(a1(σ)).
Usando la definición de δ (ver Corolario 4.3.6), se tiene δ(a1(σ)) = x̄0 con

x0 =
∑
θ∈G θa1(σ)⊗ θ.

Por otro lado, bajo el isomorfismo H−2(G,Z)
δ−→ H−1(G, IG), el elemento

σ̄ va a δ(σ̄) = σ − 1, por lo que

δ(ā1 d σ̄) = −(ā1 d δ(σ̄) = −ā1 d (σ − 1) = ȳ0.

Por el Lema 4.9.9, se tiene

y0 = −
∑
θ∈G

a1(θ)⊗ θ(σ − 1) =
∑
θ∈G

a1(θ)⊗ θ −
∑
θ∈G

a1(θ)⊗ θσ.

El 1-cociclo a1(θ) satisface a1(θ) = a1(θσ) − θa1(σ), por lo que y0 =∑
θ∈G θa1(σ)⊗ θσ.
Por tanto y0 − x0 =

∑
θ∈G θa1(σ)⊗ θ(σ − 1) = NG(a1(σ)⊗ (σ − 1)), esto

es, x̄0 = ȳ0 y el resultado se sigue. ut

Sea ā2 ∈ H2(G,A). Se obtiene un homomorfismo

ϕ = ā2 d : H−2(G,Z) −→ H0(G,A)(= H2−2=0(G,A⊗ Z)),

dada por ϕ(σ̄) = ā2 d σ̄ ∈ H0(G,A),

ϕ : G/G′ ∼= Gab −→ AG/NGA.

Por teoŕıa de campos de clase, se seleccionarán módulos A tales que ϕ es
un isomorfismo de grupos. Esto es, el teorema principal de teoŕıa de campos
de clase es Gab ∼= AG/NGA.

Proposición 4.9.11. Se tiene ā2 d σ̄ =
∑
σ∈G a2(θ, σ) ∈ H0(G,A), donde

σ̄ ∈ G/G′.

Demostración. Sea B = Z[G]⊗A y C = JG⊗A. Entonces se tiene la sucesión
G-exacta 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0. Ahora bien, por ser B un G-módulo
inducido y como a ∈ A ⊆ B, existe una 1-cocadena b ∈ B con a2 = ∂b, es
decir, se tiene

a2(θ, σ) = θb(σ)− b(θσ) + b(θ). (4.9.15)

La imagen c de b es un 1-cociclo de C tal que ā2 = δ(c). Por tanto
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ā2 d σ̄ ∼=
↑

definición de
producto copa

δ(c̄) d σ̄ = δ
(
c̄ d σ̄

) ∼=
↑

Lema 4.9.10

δ
(
c(σ)

)
= a2(σ) = ∂(b(σ))

∼=
↑

(4.6.4)

∑
θ∈G

θb(σ) ∼=
↑

(4.9.15)

∑
θ∈G

a2(θ, σ) +
∑
θ∈G

b(θσ)−
∑
θ∈G

b(θ)

=
∑
θ∈G

a2(θ, σ). ut

Definimos el cociente de Herbrand para la cohomoloǵıa de grupos ćıclicos
finitos. Esta definición se puede extender a endomorfismos.

Definición 4.9.12. Sea A un grupo abeliano y sean f y g dos endomorfismos
de A tales que f ◦g = g◦f = 0, esto es, im g ⊆ núc f y im f ⊆ núc g. Entonces
se define el cociente de Herbarand

qf,g(A) =
[núc f : im g]

[núc g : im f ]

si ambos ı́ndices son finitos.

Se tiene que qf,g(A) = qg,f (A)−1. Esta definición generaliza la definición
anterior de cociente de Herbrand pues si G es ćıclico de orden n, generado por
σ y si f = σ − 1 = D y g = 1 + σ + · · · + · · · + σn−1 = N, N ◦D = D ◦N =
σn − 1 = 0 y núc f = AG, im g = NGA, núc g = NGA y imD = IGA, por lo
que

h(A) = qD,N (A) =
|H0(G,A)|
|H−1(G,A)|

=
|H2(G,A)|
|H1(G,A)|

.

También se tiene que siG es un grupo ćıclico de orden n yG actúa trivialmente
en el grupos abeliano A, entonces

h(A) = q0.n(A).

Si A es finito, se tiene qf,g(A) = 1.

Lema 4.9.13. Si f , g son dos endomorfismos de un grupo abeliano A con
f ◦ g = g ◦ f = 0, entonces q0,fg(A) = q0,f (A)q0,g(A), donde fg denota
multiplicación.

Demostración. El diagrama

0 // g(A) ∩ núc f
i //

i

��

g(A)
f //

i

��

(fg)(A) //

i

��

0

0 // núc f
i // A

f // f(A) // 0

es conmutativo con filas exactas. Por el Lema de la Serpiente, la sucesión
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0 −→ núc f

g(A) ∩ núc f
−→ A

g(A)
−→ f(A)

(fg)(A)
−→ 0

es exacta y por tanto

[A : (fg)(A)]

[A : f(A)]
=

[A : g(A)]|g(A) ∩ núc f |
|núc f |

.

Ahora,

núc fg

núc g
=
g−1(g(A) ∩ núc f)

g−1(0)
∼= g(A) ∩ núc f

por lo que

[A : (gf)(A)]

|núc gf |
=

[A : g(A)]

|núc g|
· [A : f(A)]

|núc f |
. ut

Teorema 4.9.14 (Tate). Sea G un grupo ćıclico de orden p, p un número
primo y sea A un G-módulo. Si q0,p(A) está definido, entonces q0,p(A

G) y
h(A) están también definidos y

h(A)p−1 =
q0,p(A

G)p

q0,p(A)
.

Demostración. Sean σ un generador de G y D = σ − 1. Consideremos la

sucesión exacta 0 −→ AG −→ A
D−→ IGA −→ 0.

Puesto que IGA es un subgrupo y también un grupo cociente de A, se
sigue que si q0,p(A) está definido, entonces q0,p(IGA) también está definido.

Por tanto q0,p(A
G) =

q0,p(A)
q0,p(IGA) está definido.

Ahora bien, G actúa trivialmente en AG por lo que q0,p(A
G) = h(AG).

Se tiene ZNG = Z
(∑p−1

i=0 σ
i
)

anula a IGA y por tanto IGA es un /geZNG-
módulo. Como anillos tenemos el isomorfismo

Z[G]/ZNG
∼=
↑

σ↔x

Z[x]/〈1 + x+ · · ·+ xp−1〉 ∼= Z[ζp],

el anillo de enteros de Q(ζp), ζp = e2πi/p. El isomorfismo está inducido por el
mapeo σ 7→ ζp. Se tiene que en Z[ζp], p = (ζp − 1)p−1u con u una unidad de
Z[ζp]. Por tanto p = (σ − 1)p−1v, donde v es una unidad de Z[G]/ZNG.

Ahora v : IGA −→ IGA, x 7−→ vx es un automorfismo, por lo que
q0,v(IGA) = 1. Por tanto

q0,p(IGA) = q0,Dp−1(IGA)q0,v(IGA) = q0,D(IGA)p−1 =
1

qD,0(IGA)p−1
.

Ahora, se tiene NG(IGA) = 0, por lo que
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q0,p(IGA) =
1

qD,0(IGA)p−1
=

1

qD,N(IGA)p−1
=

1

h(IGA)p−1
.

Como q0,p(A) = q0,p(A
G)q0,p(IGA), se sigue que

q0.p(A
G) = h(AG), q0,p(IGA) =

1

h(IGA)p−1
, q0,p(A) =

q0,p(A
G)

h(IGA)p−1

y también

h(A)p−1 = h(AG)p−1h(IGA)p−1,

por lo que

h(A)p−1 =
q0,p(A

G)p−1q0,p(A
G)

q0,p(A)
=
q0,p(A

G)p

q0,p(A)
. ut

4.9.1. Cohomoloǵıa trivial y Teorema de Tate

Recordemos que A es cohomológicamente trivial si Hq(H,A) = 0 para
todo q ∈ Z y para todo subgrupo H de G.

Teorema 4.9.15. Sean G un grupo finito y A un G–módulo. Si existen dos
enteros consecutivos q0, q0 + 1 tales que Hq0(H,A) = Hq0+1(H,A) = 0 para
todo subgrupo H de G, entonces A es cohomológicamente trivial.

Demostración. Primero veamos que Hq0−1(H,A) = Hq0+2(H,A) = {0} para
todo subgrupo de G. Una vez probado esto, el resultado es inmediato.

Para la demostración de lo anterior, aplicamos el cambio de dimensión, es
decir, si tenemos lo anterior para q0 = 1, esto es, H0(H,A) = H3(H,A) = 0
para todo subgrupo H de G, veamos que se cumple para q0 arbitrario.

Por cambio de dimensión tenemos que H1(H,Aq0−1) ∼= Hq0(H,A) = 0
y H2(H,Aq0−1) ∼= Hq0+1(H,A) = 0, por lo que Hq0−(q0−1)(H,Aq0−1) ∼=
Hq0(H,A) = 0 para toda q0 ∈ Z.

Aśı, supongamos que H1(H,A) = H2(H,A) = 0 para todo subgrupo H
de G y queremos probar que

H0(H,A) = H3(H,A) = 0 para todo H < G. (4.9.16)

Probaremos (4.9.16) por inducción en |G|, siendo el caso G = 1 trivial.
Supongamos probado (4.9.16) para todo subgrupo H de G tal que H 6= G.
Por tanto, basta probar que H0(G,A) = H3(G,A) = 0. Si G no es un p-grupo,
todos los subgrupos de Sylow de G son propios y satisfacen (4.9.16), por lo
que (4.9.16) se sigue para H = G (Corolario 4.8.4).

Supongamos entonces queG es un p-grupo. SeaH/G tal queG/H es ćıclico
de orden p. Por hipótesis de inducción, se tiene H0(H,A) = H3(H,A) = 0 y
H1(H,A) = H2(H,A) = 0.
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Para q = 1, 2, 3, inf : Hq(G/H,AH) −→ Hq(G,A) es un isomorfismo pues

0 −→ H1(G/H,AH)
inf−→ H1(G,A)

res−→ H1(H,A) = 0 es exacta y como

Hi(H,A) = 0 para i = 1, . . . , q − 1, 0 −→ Hq(G/H,AH)
inf−→ Hq(G,A)

res−→
Hq(H,A) = 0.

De esta forma, obtenemos que H1(G,A) = 0 implica H1(G/H,AH) = 0 y
H3(G/H,AH) = 0 por ser G/H un grupo ćıclico. Ahora bien, H2(G,A) = 0
implica H2(G/H,AH) = 0, por lo que

H0(G/H,AH) = 0 =
(AH)G/H

NG/H AH
=

AG

NG/H AH
,

esto es, AG = NG/H A
H ∼=

↑
H0(H,A)=0

AH=NH A

NG/H(NH A) = NGA. De esta forma se

obtiene que H0(G,A) = 0 y el resultado se sigue. ut

Observación 4.9.16. Pueden existir grupos de cohomoloǵıa Hq0(G,A) =
Hq0+1(G,A) = 0 pero A no ser cohomológicamente trivial.

Ejemplo 4.9.17. Sean G = Z/6Z y A = Z/3Z con acción g ◦ a = 2ga donde
consideramos a a y a g ∈ Z (en particular 3a = 0, etc. y 00 = 1).

Entonces, H−1(G,A) = H0(G,A) = 0 pero H0(H,A) = A 6= 0, donde
H = {0, 2, 4}.

Teorema 4.9.18. Si G es un p–grupo finito, donde p es un número primo, y
A es un G–módulo sin p–torsión, entonces lo siguiente es equivalente:

(1) Hi(G,A) = Hi+1(G,A) = 0 para dos enteros consecutivos i, i+ 1.
(2) A es cohomológicamente trivial.
(3) El Fp[G]–módulo A/pA es libre.

Demostración. [117, Theorem 7.1, Part I], [151, Theorem 6, Ch. IX]. ut

Consideremos el producto copa Hp(G,A)×Hq(G,B)
d−→ Hp+q(G,A⊗B)

para dos G-módulos, A y B y, como siempre, A ⊗ B = A ⊗Z B. Fijemos
un elemento a ∈ Hp(G,A) y consideremos el mapeo a d : Hq(G,B) −→
Hp+q(G,A⊗B), b 7−→ a d b donde b ∈ Hq(G,B).

Teorema 4.9.19 (axioma de la teoŕıa de campos de clase). Sea G un
grupo finito y sea A un G–módulo tal que para todo subgrupo H < G se tiene

(1) H−1(H,A) = 0,
(2) H0(H,A) es un grupo ćıclico de orden |H|.

Entonces, si a genera H0(H,A), el producto copa

a d : Hq(G,Z) −→ Hq(G,A)

es un isomorfismo para toda q ∈ Z (A ∼= Z⊗A).
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Demostración. Sea B = A ⊕ Z[G]. Puesto que Z[G] es cohomológicamente
trivial, se tiene que Hq(H,B) = Hq(H,A) para todo subgrupo H < G y para
todo q ∈ Z.

Puesto que H0(G,A) = AG/NGA ∼= C|H|, seleccionamos a0 ∈ AG tal
que a = a0 + NGA es un generador de H0(G,A). El mapeo f : Z −→ B
dado por m 7−→ (ma0,NG ·m) es inyectivo pues el segundo término satisface
NG ·m = 0 ⇐⇒ m = 0.

Sea f̃ : Hq(H,Z) −→ Hq(G,B) el homomorfismo inducido por f . Sea
ı : A −→ B el encaje ı(a) = (a, 0). Entonces, por ser Z[G] cohomológicamente
trivial, ı induce el isomorfismo ı̄ : Hq(H,A) −→ Hq(G,B). Recordemos que
para xp, yq un p-cociclo y un q-cociclo respespectivamente, x̄0 d ȳq = x0 ⊗ yq
y x̄p d ȳ0 = xp ⊗ y0, por lo que el diagrama

Hq(G,Z)
ad //

f̄ ))

Hq(G,A)

ı̄

��
Hq(G,B)

es conmutativo. Aśı, es suficiente probar que f̄ es biyectivo.
Se tiene que f : Z −→ B es inyectivo, lo cual da lugar a una sucesión

exacta

0 −→ Z f−−→ B
ϕ−−→ C −→ 0. (4.9.17)

Se tiene H−1(H,B) = H−1(H,A) = 0 y H1(H,Z) = 0 para todo subgrupo
H < G. Usando el Teorema 4.1.13 y la sucesión exacta (4.9.17) obtenemos

H−1(H,B) = 0 −→ H−1(H,C) −→ H0(H,Z)
f̄−−→ H0(H,B)

ϕ̄−−→ H0(H,C) −→ H1(H,Z) = 0.

Para q = 0, H0(H,Z)
f̄−→ H0(H,B) está dado por

f̄ : ZH/NH Z ∼= Z/|H|Z −→ H0(H,A)

m 7−→ ma0

por lo que f̄ es un isomorfismo para q = 0. Se sigue que núc f̄ = H−1(H,C) =
0 e im f̄ = H0(H,B) = núcϕ, por lo que ϕ = 0

Por tanto, H−1(H,C) = H0(H,C) = {0} para todo subgrupo H < G.
Por el Teorema 4.9.15, se sigue que C es cohomológicamente trivial. Se sigue
de (4.9.17) que f̄ : Hq(G,Z) −→ Hq(G,B) es biyectivo para toda q ∈ Z de
donde se sigue el resultado. ut

Teorema 4.9.20 (Teorema de Tate-Nakayama). Sea G un grupo finito y
A un G–módulo tal que para todo subgrupo H < G se tiene
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(1) H1(H,A) = 0 y
(2) H2(H,A) es ćıclico de orden |H|.

Entonces si a es un generador de H2(G,A), el mapeo

a d : Hq(G,Z) −→ Hq+2(G,A)

es un isomorfismo donde Z es un G–módulo con acción trivial.
Además res a ∈ H2(H,A) genera al grupo H2(H,A) por lo que tenemos el

isomorfismo res a d : Hq(H,Z) −→ Hq+2(H,A).

Demostración. Consideremos el isomorfismo µ2 : Hq(H,A2) −→ Hq+2(H,A).
Se tiene H−1(H,A2) = H1(H,A) = 0 y H0(H,A2) es ćıclico de orden |H|.
Además, el generador a ∈ H2(G,A) es la imagen del generador µ−2a ∈
H0(G,A2).

Por el Teorema 4.9.2 se tiene el diagrama conmutativo

Hq(G,Z)
µ−2ad //

Id

��

Hq(G,A2)

µ2

��
Hq(G,Z)

ad // Hq+2(G,A).

Puesto que µ−2a d es una biyección, se sigue del Teorema 4.9.19 que
a d es un isomorfismo.

Ahora bien, puesto que (cor ◦ res)a = [G : H]a, el orden del elmento res a ∈
H2(H,A) es divisible por |H|, por lo que res a genera H2(H,A) por (2). ut

Observación 4.9.21. Para la teoŕıa de campos de clase, el caso q = −2 en
el Teorema de Tate-Nakayama es particularmente importante.

Aplicamos el Teorema de Tate-Nakaya para q = −2 y obtenemos en es-
te caso que H−2(G,Z) ∼= G/G′ = Gab de G y el grupo residual nórmico
H0(G,A) = AG/NA y un isomorfismo

Gab ∼=−−−→ AG/NA.

Este isomorfismo es la formulación abstracta del teorema principal en la
teoŕıa de campos de clase y se llama la Ley de Reciprocidad. El resultado se
aplica a los siguientes casos: L/K es una extensión finita de Galois y G =
Gal(L/K)

(1) A = L∗ donde L/K es una extensión finita de campos locales.
(2) A = JL/L

∗ donde JL/L
∗ es el grupo de clases idèles de un campo

global L.
(3) A = IL donde IL es el grupo de clases de ideales o de divisores de
un campo de números o de un campo de funciones congruente.
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Campos de clase locales

5.1. Cohomoloǵıa de grupos profinitos

Recordemos, [136, Definición 2.11], que un grupo topológico G se llama
profinito si G es Hausdorff compacto y tiene una base de vecindades abiertas
de la identidad 1 ∈ G consistente de subgrupos normales.

Sean x ∈ G y V un conjunto abierto con x ∈ V , entonces existe H /
G, H abierto en G, tal que xH ⊆ V . Ahora si {ξi}i∈I es un conjunto de
representantes de G/H, G = ·∪i∈IξiH y ξiH es un conjunto abierto con ξH ∩
ξjH = ∅, para i 6= j y G compacto, por lo que [G : H] <∞ y H = G\ ·∪i∈I

i 6=1
ξiH

es cerrado.
Ahora si x 6= 1, existen conjuntos abiertos U y V tales que 1 ∈ U , x ∈ V

y U ∩ V = ∅. Sea N / G, N ⊆ U , donde N es un conjunto abierto. Entonces
1 ∈ N y G =

(⋃
g 6=N gN

)
·∪N . Por tanto x ∈W =

⋃
g 6=N gN y W ∩N = ∅. Se

sigue que W y N es una disconexión de G y por tanto la componente conexa
de 1 es {1} y por tanto G es totalmente disconexo. El rećıproco también se
cumple.

En resumen, se tiene G es profinito ⇐⇒ G es compacto, Hausdorff y
totalmente disconexo. Además,

G = ĺım←−
N/G

N abierto

G/N ([136, Teorema 2.1.13])

tanto topológica como algebraicamente. Notemos que G/N es finito y que N
es abierto.

Si L/K es una extensión de Galois de campos no necesariamente finita,
L =

⋃
αK(α), donde K(α)/K es normal. De hecho, L =

⋃
α∈LK(α), α ∈ L

por lo que α es algebraico y K(α)/K es una extensión finita. Si K̃(α) es

la cerradura normal de K(α)/K, K̃(α) = K(α̃) es una extensión finita y
L =

⋃
α̃K(α̃).
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Ahora K(α)/K normal, K(α) = LH con H / Gal(L/K). Damos a G la
topoloǵıa de Krull: una base de vecindades abiertos de g ∈ G es {gH} H/G

[G:H]<∞
.

Entonces G es compacto y Hausdorff por lo que G es profinito.
En particular, los grupos de Galois son grupos profinitos:

G = Gal(L/K) = ĺım←−
N/G

N abierto

G/N = ĺım←−
K(α)/K
normal

Gal(K(α)/K)

y L =
⋃
αK(α) = ĺım−→

α

K(α).

En otras palabras Gal
(

ĺım−→
α

K(α)/K
)

= ĺım←−
α

Gal(K(α)/K).

Ahora bien, los subgrupos abiertos H de G son de ı́ndice finito y por tanto
son cerrados y rećıprocamente, los subgrupos cerrados de ı́ndice finito son
abiertos. Se tiene que existen conjuntos subgrupos cerrados que no son de
ı́ndice finito y por tanto no son abiertos.

Si G es un grupo pro-finito y A es un G-módulo discreto, esto es, A tiene la
topoloǵıa discreta, A es un G-módulo si la acción de G-módulo usual G×A −→
A es continua. Esto es equivalente a que A =

⋃
N A

N donde N recorre los
subgrupos abiertos de G.

Definición 5.1.1. Sea q ≥ 0 y sean N1, N2 /G subgrupos normales y abiertos
de G con N1 ⊆ N2 y G/N1 −→ G/N2 el mapeo natural, G ∼= ĺım←−

N

G/N , A =

ĺım−→
N

AN . Sea infN1

N2
: Hq(G/N2, A

N2) −→ Hq(G/N1, A
N1) el mapeo inflación.

Entonces se define el q-ésimos grupo de cohomoloǵıa de G en A por

Hq(G,A) := ĺım−→
N

Hq(G/N,AN ),

con respecto a los mapeos inflación.

Usaremos la siguiente notación. Si L/K es una extensión finita de Galois y
GL|K = Gal(L/K), Hq(GL|K , L

∗) = Hq(Gal(L/K), L∗) =: Hq(L|K). Como
H1(L|K) = {1}, se tiene la sucesión exacta:

1 −→ H2(L|K)
infM−−−→ H2(M |K)

resL−−−→ H2(M |L), (Teorema 4.8.9),

con K ⊆ L ⊆ M . Puesto que infM es inyectiva, siempre consideraremos
H2(L|K) ⊆ H2(M |K). Si L recorre todas las extensiones normales y se-
parables de K,

⋃
L L = Ksep es una cerradura separable de K y ponemos

GK := Gal(Ksep/K), entonces

H2(GK , (K
sep)∗) =: H2( |K) = ĺım−→

L

H2(L|K) =
⋃
L

H2(L|K).

Definición 5.1.2. El grupo de Brauer Br(K) de un campo K es Br(K) =
H2( |K) =

⋃
L/K

finita Galois

H2(L|K).
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Sea K ′/K una extensión finita de Galois. Sea L/K una extensión finita

de Galois y K ′ ⊆ L. La restricción H2( |K)
resK′−−−→ H2( |K ′) se define aśı:

resK′(c) ∈ H2(L|K ′) ⊆ H2( |K ′).

Puesto que la restricción conmuta con inflación, la cual es una inyección,
se sigue que resK c no depende de la elección del campo L.

Proposición 5.1.3. La sucesión

1 −→ H2(K ′|K)
i

↪−→ H2( |K)
resK′−−−→ H2( |K ′)

es exacta. ut

El isomorfismo de Tate-Nakayama: Gab
L|K
∼= AG/NL/K A es en cierta forma

arbitrario pues depende del generador a de H2(G,A) seleccionado. Para hacer
el mapeo homogéneo con respecto a varias extensiones, la segunda condición
del Teorema de Tate-Nakayama, esto es, H2(H,A) es ćıclico de orden |H|,
se especializa a que hay un isomorfismo entre H2(L|K) y el grupo ćıclico(

1
[L:K]Z

)
/Z el llamado “mapeo invariante” invL|K que determina un único

elemento uL|K ∈ H2(L|K) con imagen 1
[L:K] + Z, esto es

invL|K : H2(L|K) −→
( 1

[L : K]
Z
)
/Z, uL|K 7−→

1

[L : K]
+ Z.

El elemento uL|K se llama la clase fundamental de L/K.
Antes de continuar, veamos algunos ejemplos del grupo de Brauer.

Ejemplo 5.1.4. Si K = Fq es un campo finito, entonces toda extensión L/K
es ćıclica, G = Gal(L/K). Además H1(G|L∗) = {1} y como L∗ es finito, el
cociente de Herbrand h(L∗) = 1, por lo que H2(G,L∗) ∼= H0(G,L∗) = {1}, en
particular NL/K L

∗ = K∗. Por tanto Br(Fq) =
⋃
LH

2(L|K) =
⋃
L{0} = {0}.

De esta forma obtenemos Br(Fq) = {0}.

Ejemplo 5.1.5. Si K = R, K únicamente tiene dos extensiones algebraicas,
R y C. Por tanto

Br(R) = H2(C|R) = H2(GL/K ,C∗) ∼=
↑

Jconjugación
compleja

H2({1, J},C∗) =
(C∗){1,J}

{zz̄ | z ∈ C}

=
R∗

R+
∼= Z/2Z ∼=

1
2Z
Z
⊆ Q/Z.

Ejemplo 5.1.6. El campo de los números complejos no tienen extensiones de
Galois propias, por lo tanto Br(C) = {0}. Esto mismo se aplica a cualquier
campo algebraicamente cerrado.
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Ejemplo 5.1.7. Veremos más adelante que si K es un campo local, entonces
Br(K) = Q/Z (Corolario 5.3.5).

Observación 5.1.8. Usaremos el grupo de Brauer de un campo local para
hallar un mapeo invL|K : H2(L|K) −→

(
1

[L:K]Z
)
/Z y el elemento uL|K con

invL|K(uL|K) = 1
[L:K] + Z ∈ Q/Z. Este elemento nos dará el mapeo de reci-

procidad v́ıa el Teorema de Tate-Nakayam:

uL|K d : Hq(GL|K ,Z)
∼=−→ Hq+2(L|K).

Originalmente, el grupo de Brauer fue definido para codificar anillos de
división sobre campos, es decir, objetivos no conmutativos, y sirve para hallar
la función que nos da la ley de reciprocidad. Este enfoque fue desarrollado por
Brauer, Hasse y Noether. De hecho, el grupo de Brauer también describe la
correspondencia de los campos de clase para campos globales. El estudio sis-
temático puede ser consultado en los libros de Serre [151] y de Kato, Kurokawa
y Saito [84].

Antes de usar la teoŕıa de cohomoloǵıa, la teoŕıa de álgebras fue usada para
describir la teoŕıa de campos de clase, tanto local como global. Con el uso de
la cohomoloǵıa de grupos, tenemos los mismos resultados de manera mucho
más simple. En esta parte describimos la teoŕıa de los grupos de Brauer, pero
la descripción del śımbolo residual de la norma lo haremos por medio del uso
de cohomoloǵıa. La obtención del śımbolo residual de la norma lo haremos en
el Teorema 5.3.11.

No daremos detalles de la siguiente discusión. Consideremos E un campo
cualquiera. Se define el grupo de Brauer Br(E) de E como el conjunto de
clases de E–isomorfismos de anillos de división finito dimensionales sobre E
y tales que E es el centro del anillo de división.

En general Br(E) tiene una estructura de grupo abeliano definido por
medio del producto tensorial de álgebras sobre E y es precisamente con esta
estructura que se llama grupo de Brauer.

Regresamos a nuestro estudio. Consideremos una extensión L/K no ra-
mificada de campos locales. Se tiene f = [L : K] = [L̄ : K̄], e = 1 y
Gal(L/K) ∼= Gal(L̄/K̄). Se tiene un generador de Gal(L̄/K̄) es el auto-

morfismo de Frobenius ϕL|K ∈ Gal(L/K) con Gal(L/K)
∼=−→ Gal(L̄/K̄),

ϕL|K 7−→ (x→ x|K̄| =: xqK ), K̄ = FqK (ver Subsección 2.2).
Se tiene que ϕL|Kx ≡ xqK mód pL para toda x ∈ OL y se verifica que

ϕL|K = ϕM |K |L = ϕM |KGM |L ∈ GL|K con K ⊆ L ⊆M y ϕM |L = ϕ
[L:K]
M |K .

Proposición 5.1.9. Sea L/K una extensión finita de Galois de campos lo-

cales con grupo de Galois G. Entonces existe un G-submódulo V de U
(1)
L de

ı́ndice finito (por tanto V también es de ı́ndice finito en UL) tal que V es
cohomológicamente trivial.



5.1 Cohomoloǵıa de grupos profinitos 111

Demostración. Sea α ∈ L tal que {σα}σ∈G es una base normal de L/K. Sea
a ∈ K∗ tal que aσα ∈ OL para toda σ ∈ G, esto es, seleccionamos a ∈ K∗
tal que vK(a) ≥ −vL(σα) para toda σ ∈ G. Sea M :=

⊕
σ∈G(aσα)OK .

Entonces M ∼= OK [G] ∼= Ok ⊗ Z[G] es un G-módulo inducido y por tanto
cohomológicamente trivial.

Se tiene que M = {(aσαξσ)σ∈G | ξσ ∈ OK} = {(mσ)σ∈G | vL(mσ) ≥
−vL(aσα)} = {(mσ)σ∈G | vL(mσ) > −vL(aσα) − 1} = {(mσ)σ∈G | |mσ|L <
qvL(aσα)+1}. Se sigue que M es abierto en OL. Puesto que OL es compacto,
se sigue que [OL : M ] <∞ y puesto que

⋂∞
n=1 π

n
KOL = {0}, existe m ∈ N tal

que πmKOL ⊆M .

Sea Vi := 1 + πm+i
K M el cual es un submódulo de U

(1)
L pues M ⊆ OL.

El mapeo Vi 3 vi
µ−→ π−m−iK (vi − 1) mód πKM define un mapeo biyectivo

Vi/Vi+1 −→ M/πKM pues núcµ = Vi+1. Además Vi/Vi+1
∼= M/πKM ∼=(

OK/πK
)
[G] ∼= (OK/πK) ⊗ Z[G], por lo que tanto Vi/Vi+1 como M/πKM

son finitos y cohomológicamente triviales.
Se tienen sucesiones exactas

0 −→ Vi−1/Vi −→ Vi−2/Vi −→ Vi−2/Vi−1 −→ 0,

donde Vi−1/Vi y Vi−2/Vi−1 son finitos y cohomológicamente triviales. Se sigue
que Vi−2/Vi es finito y cohomológicamente trivial. Por inducción obtenemos
que V1/Vi es finito y cohomológicamente trivial.

Se tiene que V1 = ĺım←
i

V1/Vi. Por tanto Hq(H,V1) = Hq(H, ĺım←
i

V1/Vi) =

ĺım←
i

Hq(H,V1/Vi) = 0 para toda q ∈ Z y todo subgrupo H de G. De esta froma

obtenemos que V1 es cohomológicamente trivial, V1 = 1+πm+1
K M . Finalmente

[U
(1)
L : V1] ≤ [pL : p

e(m+1)
L ][OL : M ] < ∞, esto es, V1 es de ı́ndice finito en

U
(1)
L , y por tanto también en UL, y V = V1 es cohomológicamente trivial. ut

Como corolario, obtenemos el llamado “axioma de la teoŕıa de campos de
clase locales.

Teorema 5.1.10 (axioma de la teoŕıa de campos de clase locales).
Sea L/K una extensión ćıclica finita de campos locales con grupo de Galois
G. Entonces H1(G,L∗) = {1} y H0(G,L∗) tiene cardinalidad [L : K] = |G|.

Demostración. Por el Teorema 90 de Hilbert se tiene H1(G,L∗) = {1} para

G arbitrario, no necesariamente ćıclico. Sea V = V1 el submódulo de U
(1)
L

obtenido en la Proposición 5.1.9. Entonces, por ser V cohmológicamente tri-

vial, h(V ) = 1. Puesto que U
(1)
L /V es finito, h(U

(1)
L /V ) = 1 y puesto que

1 −→ V −→ U
(1)
L −→ U

(1)
L /V −→ 1 es exacta, se sigue que h(U

(1)
L ) = 1.

Puesto que [UL : U
(n)
L ] <∞ para toda n ∈ N, se sigue que h(UL/U

(n)
L ) = 1.

Ahora de la exactitud de la sucesión 1 −→ U
(n)
L −→ UL −→ UL/U

(n)
L −→

1, se obtiene que h(UL) = h(U
(n)
L ) = 1 para toda n ∈ N.
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Por otro lado, 1 −→ UL −→ L∗
vL−→ Z −→ 0 es exacta y por tanto h(L∗) =

h(Z) = |H0(G,Z)|
|H1(G,Z)| = |Z/|G|Z|

|{0}| = |G| = [L : K]. Puesto que H1(G,L∗) = 1, se

sigue que |H0(G,L∗)| = |G| = [L : K] y H0(G,L∗) = (L∗)G

NL/K L∗ = K∗

NL/K L∗ . El

resultado se sigue. Además,
∣∣H0(G,L∗)

∣∣ = [K∗ : NL/K L
∗] = |G| = [L : K]. ut

Un corolario importante, es el siguiente.

Teorema 5.1.11. Sea L/K una extensión finita no ramificada de campos lo-

cales. Entonces Hq(GL|K , U
(n)
L ) = {1} para toda q ∈ Z y para toda n ∈ N∪{0}.

En particular, NL/K U
(n)
L = U

(n)
K para toda n ∈ N ∪ {0}.

Demostración. Puesto que L/K es no ramificada, se tiene para un elemento
primo πK de K, que

vL(πK) = e(L|K)vK(πK) = 1 · 1 = 1.

Por tanto πK es un elemento primo de L.
Se tiene la sucesión exacta

1 −→ UL −→ L∗
vL−→ Z −→ 0.

Por otro lado tenemos H−1(G,Z) = H1(G,Z) = {0} donde G = Gal(L/K).
Por tanto se obtiene la sucesión en cohomoloǵıa

H−1(G,Z) = {0} −→ H0(G,UL) −→ H0(G,L∗)
v̄L−→ H0(G,Z) −→ · · · ,

con v̄L : H0(G,L∗) = K∗/NL/K L
∗ −→ Z/|G|Z = H0(G,Z), y v̄L(π̄K) = 1̄.

Por tanto v̄L es suprayectiva.
Ahora bien, como L/K es ćıclica, por el Teorema 5.1.10, obtenemos que

|H0(G,L∗)| = [L : K] = |H0(G,Z)|, de donde se sigue que v̄L es un isomor-
fismo. En particular núc v̄L = H0(G,UL) = {1}. Puesto que h(UL) = 1, se
sigue que Hq(G,UL) = {1} para toda q ∈ Z.

Se tiene la sucesión exacta 1 −→ U
(1)
L −→ UL −→ L̃∗ −→ 1. Puesto

que H−1(G, L̃∗) = {1} y h(L̃∗) = 1 por L̃∗ finito, se sigue que L̃∗ es coho-

mológicamente trivial y por tanto Hq(G,U
(1)
L ) ∼= Hq(G,UL) = {1} para toda

q ∈ Z.
En general, para cualquier n ∈ N, se tiene la sucesión exacta 1 −→

U
(n+1)
L −→ U

(n)
L −→ L̃ −→ 0 y L̃ es cohomológicamente trivial, por lo que

Hq(G,U
(n+1)
L ) ∼= Hq(G,U

(n)
L ) = {1} para toda q ∈ Z y para toda n ≥ 1. ut

Observación 5.1.12. En general probaremos que [UK : NL/K UL] = e(L|K)
donde L/K es una extensión abeliana finita de campos locales (ver Corolario
3.4.7).
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Consideremos una extensión finita no ramificada de campos locales. Se
tiene la sucesión exacta

1 −→ UL −→ L∗
vL−→ Z −→ 0,

y puesto que Hq(GL/K , UL) = {1}, Hq(GL/K , L
∗) ∼= Hq(GL/K ,Z). Sea

v̄ : H2(GL/K , L
∗) −→ H2(GL/K ,Z) el isomorfismo inducido por la valuación.

Ahora, 0 −→ Z −→ Q −→ Q/Z −→ 0 es exacta y Q es cohomológicamente
trivial, de donde obtenemos que el mapeo de conexión δ : Hq(GL/K ,Q/Z) −→
Hq+1(GL/K ,Z) es un isomorfismo. Sea

δ−1 : H2(GL/K ,Z) −→ H1(GL/K ,Q/Z) = Hom(GL/K ,Q/Z) = χ(GL/K),

el dual de GL/K , es decir, el grupo de caracteres de GL/K .
Si ξ ∈ χ(GL/K), se tiene que si ϕL/K denota al automorfismo de Frobenius

de L/K, entonces ξ(ϕL/K) ∈
(

1
[L:K]Z

)
/Z ⊆ Q/Z. Como ϕL/K genera al

grupo GL|K , el cual es de orden [L : K], χ(GL|K)∼=
ϕ

(
1

[L:K]Z
)
/Z. Esto es,

H1(GL|K ,Q/Z) = χ(GL|K)
ϕ−→
(

1
[L:K]Z

)
/Z. Entonces se define ϕ para ξ ∈

χ(GL|K), por ϕ(ξ) := ξ(ϕL|K).
La composición de estos tres isomorfismos nos da el isomorfismo

H2(GL|K , L
∗)

v̄L−→ H2(GL|K ,Z)
δ−1

−→ H1(GL|K ,Q/Z)
ϕ−→
( 1

[L : K]
Z
)
/Z.

Definición 5.1.13. Se define el mapeo invariante para una extensión no ra-
mificada de campos locales L/K

invL|K : H2(GL|K , L
∗) −→

( 1

[L : K]
Z
)
/Z,

por invL|K = ϕ ◦ δ−1 ◦ v̄L.

Sea K0 un campo local y sea Knr
0 la máxima extensión no ramificada de

K0, es decir, Knr
0 =

⋃
L L, L/K0 no ramificada.

Definición 5.1.14. El campo Knr
0 se llama el campo de inercia sobre K0.

Teorema 5.1.15. Sean K0 ⊆ K ⊆ L ⊆M ⊆ Knr
0 . Entonces

(1) invL|K = invM |K |H2(L|K).
(2) invM |L ◦ resL = [L : K] invM |K .

Demostración. Para (1), debemos probar que el diagrama

H2(L|K)
invL|K //

� _

i

��

(
1

[L:K]Z
)
/Z ⊆ Q/Z

i

��

H2(M |K)
invM|K //

(
1

[M :K]Z
)
/Z ⊆ Q/Z
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es conmutativo. Para ello, se probará que el diagrama

H2(L|K)
v̄L //

� _

i

��

H2(GL|K ,Z)
δ−1
//

inf

��

H1(GL|K ,Q/Z)
ϕ //

inf

��

(
1

[L:K]Z
)
/Z

i

��

H2(M |K)
v̄M // H2(GM |K ,Z)

δ−1
// H1(GM |K ,Q/Z)

ϕ //
(

1
[M :K]Z

)
/Z

es conmutativo.
Se verifica que el cuadrado de la izquierda es conmutativo usando la de-

finición de las valuaciones vL, vM y del mapeo de inflación inf en los 2-
cociclos. Que el cuadro de enmedio es conmutativo se sigue de que infla-
ción y los mapeos de conexión conmutan. Para el cuadro de la derecha,
tenemos inf : H1(GL|K ,Q/Z) −→ H1(GM |K ,Q/Z) se define en 1-cociclos
Z1(GL|K ,Q/Z) = Hom(GL|K ,Q/Z) (por actuar GL|K en Q/Z de manera
trivial) aśı: inf(χ) = χ̃ donde

GM|K
GM|L

= GL|K
OO

π

χ // Q/Z
::

χ̃

GM |K

χ̃(g) = χ(gGM |L) = χ(ḡ).

Por tanto

(ϕ ◦ inf)(χ) = ϕ(χ̃) = χ̃(ϕM |K),

(i ◦ ϕ)(χ) = i(ϕ(ϕL|K)) = i(χ(ϕL|K)) = χ(ϕM |K |L) = χ̃(ϕM |K).

de donde se sigue la conmutatividad del diagrama de la derecha probando (1).
La afirmación en (2) es equivalente a la conmutatividad del diagrama

H2(M |K)
invM|K //

resL

��

(
1

[M :K]Z
)
/Z ⊆ Q/Z

[L:K]

��

H2(M |L)
invM|L //

(
1

[M :L]Z
)
/Z ⊆ Q/Z

Para esta conmutatividad basta probar la conmutatividad del siguiente dia-
grama

H2(M |K)
v̄M //

resL

��

H2(GM |K ,Z)
δ−1
//

res

��

H1(GL|K ,Q/Z)
ϕ //

res

��

(
1

[M :K]Z
)
/Z

[L:K]

��

H2(M |L)
v̄M // H2(GM |L,Z)

δ−1
// H1(GM |L,Q/Z)

ϕ //
(

1
[M :L]Z

)
/Z
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La conmutatividad del cuadro izquierdo se sigue de la definición de v̄M
y resL en los 2-cociclos. La conmutatividad del cuadro de enmedio se sigue
que res conmuta con los mapeos de conexión. Para el cuadro de la derecha,
tenemos

res : H1(GM |K ,Q/Z) −−−→ H1(GM |L,Q)/Z

χ
res−−−→ χ|GM|L

(χ : GM |K −→ Q/Z) −−−→ (χ|GM|L : GM |L −→ Q/Z)

(ϕ ◦ res)(χ) = ϕ
(
χ|GM|L

)
=
(
χ|GM|L

)
(ϕM |L) = χ(ϕM |L),

[L : K]ϕ(χ) = [L : K]χ(ϕM |K) = χ
(
ϕ

[L:K]
M |K

)
= χ(ϕM |L),

de donde se sigue (2). ut

Puesto que Knr
0 es ma máxima extensión no ramificada de K0, Knr

0 es la
máxima extensión no ramificada de cualquier extensión K/K0 no ramificada,
Knr = Knr

0 .
Ahora inf : H2(L|K) −→ H2(M |K) es inyectiva para K0 ⊆ K ⊆ L ⊆

M ⊆ Knr
0 , por lo que podemos definir

H2(Knr|K) = ĺım−→
L

H2(L|K) =
⋃
L

H2(L|K).

Por el Teorema 5.1.15, se obtiene un mapeo inyectivo:

invK : H2(Knr|K) −→ Q/Z

llamado el morfismo invariante o invariante de Hasse. Además, invK es bi-
yectivo pues Q/Z =

⋃∞
n=1

(
1
nZ
)
/Z y puesto que para cada n ∈ N, existe una

única extensión no ramificada Kn/K de K de grado n y

H2(Kn|K)
invKn|K−−−−−−→∼=

( 1

n
Z
)
/Z.

Se sigue:

Teorema 5.1.16. H2(Knr|K) ∼= Q/Z. ut

5.2. Śımbolo de la norma residual local

Sea L/K una extensión no ramificada finita, por lo que H1(GL|K , L
∗) =

{1} y H2(GL|K , L
∗) ∼=

invL|K

(
1

[L:K]Z
)
/Z ∼= Z/([L : K]Z) es ćıclica de orden [L :
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K] = |GL|K |, por lo que del Teorema de Tate-Nakayama, si uL|K es la clase
fundamental de L/K, se obtiene el isomorfismo

θL|K := uL|K d : H−2(GL|K ,Z) −→ H0(GM |K , L
∗)

Gab
L|K −→ K∗/NL/K L

∗,

llamado el mapeo de Nakayama o isomorfismo de Nakayama.
El isomorfismo inverso de θL|K , θ−1

L|K : K∗/NL/K L
∗ −→ Gab

L|K = GL|K se

llama el isomorfismo de reciprocidad. Como consecuencia, tenemos un epimor-
fismo ( , L/K) : K∗ −→ GL|K con núcleo NL/K L

∗ el cual se llama el śımbolo
de la norma residual y se tiene que la sucesión

1 −→ NL/K L
∗ ↪−→ K∗

( ,L/K)−−−−−→ GL|K −→ 1

es exacta. Notemos que (a, L/K) = 1 ⇐⇒ a es una norma de L∗.
El siguiente resultado será usado para hallar (a, L/K) expĺıcitamente en

el caso no ramificado.

Proposición 5.2.1. Sean L/K una extensión finita no ramificada de cam-
pos locales, a ∈ K∗, ā = aNL/K L

∗ ∈ H0(GL|K , L
∗) = H0(L|K). Si

µ ∈ χ(GL|K) = H1(GL|K ,Q/Z) es un caracter de GL|K , entonces, si δ deno-
ta al mapeo de conexión δ : H1(GL|K ,Q/Z) −→ H2(GL|K ,Z) obtenido de la
sucesión exacta 0 −→ Z −→ Q −→ Q/Z −→ 0, se tiene

µ
(
(a, L/K)

)
= invL|K

(
ā d δµ

)
∈
( 1

[L : K]
Z
)
/Z ⊆ Q/Z.

Demostración. Sea σa := (a, L/K) ∈ GL|K ∼= H−2(GL|K ,Z) y sea σ̄a ∈
H−2(GL|K ,Z) el elemento que corresponde a σa. Se tiene ā = uL|K d σ̄a ∈
H0(GL|K , L

∗). Ahora bien, el producto copa es asociativo y conmuta con δ,
cualquier mapeo de conexión, por lo que obtenemos

ā d δµ =
(
uL|K d σ̄a

)
d δµ = uL|K d

(
σ̄a d δµ

)
= uL|K d δ

(
σ̄a d µ

)
.

Puesto que para ā1 ∈ H1(GL|K ,Q/Z) y para σ̄ ∈ H−2(GL|K ,Z) se tiene

que ā1 d σ̄ = a1(σ) ∈ H−1(GL|K ,Q/Z), se sigue que

σ̄a d µ = µ(σa) =
r

n
+ Z ∈

( 1

n
Z
)
/Z = H−1(GL|K ,Q/Z), n = [L : K],

para algún r. Ahora, para δ : H−1(GL|K ,Q/Z) −→ H0(GL|K ,Z) se obtiene

δ(µ(σa)) = n
( r
n

+ Z
)

= r + nZ ∈ H0(GL|K ,Z) = Z/nZ,

pues δ es el mapeo de conexión que manda núc Nn :
(
Q/Z −→ Q/Z

)
=
{
r
n +

Z | 0 ≤ r ≤ n− 1
}

a H0(GL|K ,Z) definido por r
n + Z δ−→ r + nZ.
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Ahora como el producto copa está dado por el producto tensorial, tenemos
que ā d δµ = uL|K d (r + nZ) = urL|K . Finalmente,

invL|K
(
ā d δµ) = r · invL|K(uL|K) =

r

n
+ Z = µ(σa). ut

El siguiente resultado es la expresión expĺıcita para el śımbolo de la norma
residual en el caso no ramificado.

Teorema 5.2.2. Sean L/K una extensión finita no ramificada de campos lo-

cales y a ∈ K∗. Entonces (a, L/K) = ϕ
vK(a)
L|K , donde ϕL|K es el automorfis-

mo de Frobenius de L/K. En particular, si πK es un elemento primo de K,
(πK , L/K) = ϕL|K .

Demostración. Si µ ∈ χ(GL|K), δµ ∈ H2(GL|K ,Z) ∼= Gab
L|K = GL|K , ā =

aNL/K L
∗ ∈ H0(L|K). Entonces, por la Proposición 5.2.1, se tiene

µ
(
(a, L/K)

)
= invL|K

(
ā d δµ

)
= (ϕ ◦ δ−1 ◦ v̄K)

(
ā d δµ

)
=
↑

vL=vK
por ser no ramificada

= (ϕ ◦ δ−1)
(
vK(a⊗ δµ)

)
.

Se tiene que los mapeos de la sucesión exacta 0 −→ Z ι−→ Q π−→ Q/Z −→
0 son los naturales, y por el Lema de la Serpiente, para µ ∈ H1(G,Q/Z) =
Hom(G,Q/Z), se tiene δµ = (ι−1 ◦ ∂∗2 ◦ π−1)(µ) = ∂∗2(µ) = µ ◦ ∂2. Si a ∈ K∗,
ā = aNL/K L

∗, ādδµ = a⊗ δµ está representado por el 2-cociclo f : G×G −→
L∗, f(σ, τ) = aδµ(σ,τ). Por tanto vK

(
a⊗ δµ

)
= vK(aδµ) = vK(a)δµ.

Por tanto

µ
(
(a, L/K)

)
= ϕ ◦ δ−1(vK(a)δµ) = ϕ(vK(a)µ)

= vK(a)µ(ϕL|K) = µ
(
ϕ
vK(a)
L|K

)
.

Por tanto, para toda µ ∈ χ(GL|K), se tiene que µ
(
(a, L/K)

)
= µ

(
ϕ
vK(a)
L|K

)
,

de donde se sigue (a, L/K) = ϕ
vK(a)
L|K . ut

Teorema 5.2.3. Sean K un campo local, π un elemento primo de K y L/K
la extensión no ramificada de grado f . Entonces NL/K L

∗ = 〈πf 〉 × UK .

Demostración. Se tiene que 〈ϕL|K〉 = GL|K , f = [L̃ : K̃] = [L : K] y
o(ϕL|K) = f . Se tiene que a ∈ K∗ pertenece a NL/K L

∗ ⇐⇒ (a, L/K) =

ϕ
vK(a)
L|K = 1 ⇐⇒ f |vK(a) ⇐⇒ a = uπlf para alguna u ∈ UK y alguna

l ∈ Z ⇐⇒ a ∈ 〈πf 〉 × UK . ut
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Se tiene GKnr|K = ĺım←−
L

GL|K donde L recorre las extensiones finitas no

ramificadas de K. Para a ∈ K∗ obtendremos (a,Knr/K) := ĺım←−
L

(a, L/K) y

obtendremos un homomorfismo K∗
( ,Knr/K)−−−−−−−→ GKnr|K .

Para ver esto, consideremos ΛL : GKnr|K −→ GL|K la proyección canónica,
esto es, el mapeo de restricción σ 7−→ σ|L. Entonces obtenemos

ΛL(a,Knr/K) = (a,Knr/K)|L = (a, L/K) = ϕ
vK(a)
L|K ∈ GL|K .

Puesto que ϕL|K = ϕM |K |L para K0 ⊆ K ⊆ L ⊆ M ⊆ Knr
0 , el sistema{

ϕL|K
}
L

forma un sistema coherente (sistema compatible) en el sistema pro-
yectivo y obtenemos

ϕK := ĺım←−
L

ϕL|K ∈ GKnr|K .

El homomorfismo ϕK se llama el automorfismo de Frobenius universal de K
y se tiene

ϕK |L = ϕL|K .

Teorema 5.2.4. Si a ∈ K∗, entonces (a,Knr/K) = ϕ
vK(a)
K y el núcleo del

homomorfismo K∗
( ,Knr/K)−−−−−−−→ GKnr|K es el grupo de unidades UK de K.

Demostración. Para un extensión finita no ramificada L/K, se tiene

ΛL(a,Knr/K) = (a, L/K) = ϕ
vK(a)
L|K = ΛL(ϕ

vK(a)
K ).

Por tanto (a,Knr/K) = ϕ
vK(a)
K y se tiene (a,Knr/K) = ϕ

vK(a)
K = 1 ⇐⇒

vK(a) = 0 pues ϕK es de orden infinito. Finalmente, vK(a) = 0 ⇐⇒ a ∈ UK .
ut

Observación 5.2.5. El mapeo ( ,Knr/K) : K∗ −→ GKnr|K no es suprayecti-

vo puesto que GKnr|K es un grupo profinito y im
(
( ,Knr/K)

) ∼= K∗/UK ∼= Z
el cual no es profinito por no ser compacto. Por otro lado, 〈ϕK〉 es denso en

GKnr|K y la completación 〈̂ϕK〉 ∼= Ẑ ∼= GKnr|K .

5.3. Ley de reciprocidad local en general

Sea K0 un campo local y sea Ω := K̄0 una cerradura separable de K0.
Para cada extensión normal L/K con K0 ⊆ K ⊆ L ⊆ Ω, y L/K finita, nueva-
mente usamos la notación Hq(L|K) := Hq(GL|K , L

∗) y Br(K) = H2( |K) =⋃
L/K H

2(L|K) donde L recorre las extensions normales, separables y finitas

de K. El grupo Br(K) es el grupo de Brauer de K. Sea GK0
:= Gal(Ω/K0).

Se tiene que H1(L|K) = {1}. Veamos que se satisface lo análogo al caso no
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ramificado, esto es, para cada extensión normal finita L/K, L ⊆ Ω, existe un

isomorfismo invL|K : H2(L|K) −→
(

1
[L:K]Z

)
/Z ⊆ Q/Z con las propiedades de

que si K0 ⊆ K ⊆ L ⊆ M ⊆ Ω es una torre de extensiones normales, M/K0,
entonces:

(1) invL|K = invM |K |H2(L|K).
(2) Si M/K es normal, entonces invM |L ◦ resL = [L : K] invM |K .

El mecanismo para hacer lo anterior es extender el mapeo invariante para
extensiones no ramificadas a extensiones ramificadas.

Primero, probamos un resultado general de campos locales (ver Corolario
3.2.7). Sea K un campo local y sea m ∈ N. Se define µm(K) := {ξ ∈ K |
ξm = 1} las m-ráıces de la unidad contenidas en K.

Proposición 5.3.1. Sea m tal que carK - m (si carK = 0, m es ar-
bitrario). El subgrupo abierto (K∗)m de K∗ tiene ı́ndice finito en K∗ y
[K∗ : (K∗)m] = mqvK(m)|µm(K)| = m|m|−1

p |µm(K)| donde el campo resi-

dual de K, K̃, satisface K̃ ∼= Fq. Además [UK : (UK)m] = qvK(m)|µm(K)|.

Demostración. Se tiene el cociente de Herbrand q0,m(K∗) = [K∗:(K∗)m]
[µm(K):1] . Pues-

to que q0,m es multiplicativo, obtenemos

q0.m(K∗) = q0,m

(
K∗/UK

)
q0,m

(
UK/U

(n)
K

)
q0,m(U

(n)
K ).

Ahora bien, q0,m

(
K∗/UK

)
= q0.m(Z) = m; q0,m

(
UK/U

(n)
K

)
= 1 por ser

UK/U
(n)
K finito; y, para n > vK(m),

q0,m(U
(n)
K

)
=

[
U

(n)
K :

(
U

(n)
K

)m]
[{1} : {1}]

=
[
U

(n)
K : U

(n+vK(m))
K

]
= qvK(m),

pues [U
(n)
K : U

(n+1)
K ] = q (si carK = p > 0, vK(m) = 0 y n ≥ 1).

Se sigue que
[
K∗ : (K∗)m

]
= qo,m(K∗)|µm(K)| = m · 1 · qvK(m) · |µm(K)|.

Además, puesto que µm(UK) = µm(K), y tomando n > vK(m),

q0,m(UK) =

[
UK : (UK)m

]
[µm(UK) : {1}]

=
[
UK : (UK)m

]
|µm(K)|−1

= q0,m(UK/U
(n)
K )q0,m(U

(n)
K ) = 1 · qvK(m). ut

Para ver que se satisface la segunda condición del Teorema de Tate-
Nakayama para tener un isomorfismo en el producto copa, primero vemos
una desigualdad.

Proposición 5.3.2 (Segunda desigualdad fundamental). Sea L/K una
extensión normal, separable y finita. Entonces |H2(L|K)||[L : K].
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Demostración. Primero supongamos que la extensión L/K es ćıclica de grado
primo p = [L : K]. Sabemos que el cociente de Herbrand de L∗ es p y como
H1(L|K) = {1} se sigue que |H2(L|K)| = p = [L : K].

Ahora sea L/K normal, separable y finita. Puesto que L/K es una exten-
sión de campos locales, tenemos que GL|K es soluble (Corolario 5.8.7). Por
tanto, existe una extensión K ⊆ K ′ ⊆ L, [K ′ : K] es de orden primo y K ′/K
es normal. Puesto que H1(L|K ′) = {1}, la sucesión

1 −→ H2(K ′|K)
inf−→ H2(L|K)

res−→ H2(L|K ′),

es exacta. En particular |H2(L|K)|
∣∣|H2(L|K)| · |H2(K ′|K)| y por el primer

paso, |H2(K ′|K)| = [K ′ : K]. Por inducción, suponemos que |H2(L|K)|
∣∣[L :

K ′], de donde obtenemos que |H2(L|K)|
∣∣[L : K ′][K ′ : K] = [L : K]. ut

Teorema 5.3.3. Si L/K es una extensión normal, separable y finita de cam-
pos locales, y si L′/K es la extensión no ramificada de grado [L : K] = [L′ :
K], entonces H2(L|K) = H2(L′|K) ⊆ H2( |K).

Demostración. Puesto que |H2(L′|K)| = [L′ : K] = [L : K] y |H2(L|K)|
∣∣[L :

K], basta probar que H2(L′|K) ⊆ H2(L|K).
Sea M := LL′. Entonces M/K es una extensión de Galois y M/L es no

ramificada.
L′

no ramificada

M = LL′

no ramificada

K L

Sea c ∈ H2(L′|K) ⊆ H2(M |K) pues H1(M |L′) = {1} y por tanto 1 −→
H2(L′|K)

inf−→ H2(M |K)
resL′−−−→ H2(M |L′) es exacta.

De la sucesión exacta 1 −→ H2(L|K)
inf−→ H2(M |K)

resL−−−→ H2(M |L),
se sigue que c ∈ H2(L|K) ⇐⇒ resL(c) = 0. Ahora bien, se tiene que
resL(c) = 1 ⇐⇒ invM |L(resL(c)) = 1 por ser invM |L por ser un isomorfismo.
El resultado se sigue de

invM |L(resL(c)) = [L : K] invL′|K(c), (5.3.1)

pues como invL′|K(c) ∈
(

1
[L′:K]Z

)
/Z =

(
1

[L:K]Z
)
/Z, se sigue el resultado. La

prueba de (5.3.1) se da manera más general en el Lema 5.3.4. ut

Lema 5.3.4. Sea N |K una extensión finita de Galois conteniendo a las dos
extensiones L/K y L′/K, con L′/K una extensión no ramificada. Enton-
ces M = LL′/L es no ramificada. Si c ∈ H2(L′|K) ⊆ H2(N |K), entonces
resL(c) ∈ H2(M |L) ⊆ H2(N |L) y

invM |L(resL(c)) = [L : K] invL′|K(c).
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Demostración. Se tiene que los 2-cociclos de la clase resL(c) toman valores

en M∗ pues 1 −→ H2(L′|K)
inf−−→ H2(M |K)

resL−−−→ H2(M |L) es exacta y
c 7→ inf c = c 7→ resL(c) ∈ H2(M |L) = H2(GM |L,M

∗).

Por tanto resL(c) ∈ H2(M |L). Sean f el grado de inercia y e el ı́ndice de
ramificación de la extensión L/K, la cual no necesariamente es normal. Se
extienden las valuaciones vK y vL a N . Se tiene vL = evK . El mapeo inv es la
composición de 3 isomorfismos v̄K , δ−1 y ϕ. La fórmula se seguirá si probamos
que el siguiente diagrama es conmutativo:

H2(L′|K)
v̄K //

� _

i

��

H2(GL′|K ,Z)
δ−1 //

inf

��

H1(GL′|K ,Q/Z)
ϕ //

inf

��

(
1

[L′:K]
Z
)
/Z ⊆ Q/Z
� _

i

��
H2(N |K)

resL

��

H2(GN|K ,Z)

e resL

��

H1(GN|K ,Q/Z)

e resL

��

(
1

[N:K]
Z
)
/Z ⊆ Q/Z

[L:K]

��
H2(M |L)

v̄L // H2(GM|L,Z)
δ−1 // H1(GM|L,Q/Z)

ϕ //
(

1
[M:L]

Z
)
/Z ⊆ Q/Z

donde los mapeos verticales inferiores simplemente mandan las imágenes de
los mapeos verticales superiores a los grupos de cohomoloǵıa inferiores.

El cuadrado de la izquierda es conmutativo simplemente por el compor-
tamiento de los ciclos bajo los mapeos en cuestión. El de enmedio se sigue de
que la inflación y la restricción conmutan con los homomorfismos de conexión
δ. Finalmente para el cuadrado de la derecha, se tiene ϕM |L|L′ = ϕfL′/K ,

donde f = f(L|K) pues si a ∈ L′, entonces ϕM |L(a) ≡ a|L̄| mód pM =

a|K̄|
f

mód pM = a|K̄|
f

mód pL′ = ϕfL′|K(a).

Sea µ ∈ H1(GL′|K ,Q/Z), entonces

[L : K]ϕ(µ) = [L : K]µ
(
ϕL′|K

)
= efµ

(
ϕL′|K

)
= eµ

(
ϕfL′|K

)
= e
(
ϕM |K |L′

)
= e inf µ

(
ϕM |L

)
= e(res ◦ inf)µ

(
ϕM |L

)
= e(res ◦ inf)ϕ(µ).

Por tanto [L : K]ϕ(µ) = e(res ◦ inf)ϕ(µ) lo cual prueba el lema y el Teorema
5.3.3. ut

Corolario 5.3.5. Sea K un campo local. Entonces el grupo de Brauer satis-
face Br(K) ∼= Q/Z.

Demostración. De la Teorema 5.3.3 se sigue que

Br(K) = H2( |K) = H2(Knr|K) =
⋃
L/K

no ramificas

H2(L|K) ∼= Q/Z. ut

Definición 5.3.6. Sea L/K una extensión de Galois de campos locales y sea
L′/K la extensión no ramificada del mismo grado [L : K] = [L′ : K], de
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tal forma que H2(L|K) = H2(L′|K). Se define el invariante o invariante de
Hasse como

invL|K : H2(L|K) −→
( 1

[L : K]
Z/Z

)
⊆ Q/Z

por el isomorfismo invL|K(c) := invL′|K(c), c ∈ H2(L|K) = H2(L′|K).

Teorema 5.3.7. El invariante de Hasse satisface:

(1) Si K ⊆ L ⊆M es una torre de extensiones de Galois, entonces

invL|K = invM |K |H2(L|K).

(2) Si K ⊆ L ⊆ M es una torre de extensiones con M/K de Galois,
entonces

invM |L ◦ resL = [L : K] invM |K .

Demostración. (1) Sean M ′/K y L′/K las extensiones no ramificadas
de grados [M ′ : K] = [M : K] y [L′ : K] = [L : K] respectivamente.
Por la unicidad de las extensiones no ramificadas, tenemos K ⊆ L′ ⊆
M ′. Para c ∈ H2(L|K) = H2(L′|K), se tiene

invM |K(c) = invM ′|K(c) = invL′|K(c) = invL|K(c).

(2) Consideremos L/K una extensión finita (K0 ⊆ K ⊆ L). Sea
resL : H2( |K) −→ H2( |L). Si c ∈ H2( |K), se puede suponer que
c ∈ H2(L′|K) donde L′/ es no ramificada. Aśı, M = LL′/L es no
ramificada y resL(c) ∈ H2(M |L) ⊆ H2( |L). Por el Lema 5.3.4,
invL(resL(c)) = [L : K] invK(c) lo cual prueba (2). ut

Definición 5.3.8. Si L/K es una extensión de Galois, se define la clase fun-
damental uL|K ∈ H2(L|K) por

invL|K(uL|K) =
1

[L : K]
+ Z ∈

( 1

[L : K]
Z
)
/Z ⊆ Q/Z.

La parte más importante del teorema principal de la teoŕıa de campos de
clase, es:

Teorema 5.3.9 (Teorema general de reciprocidad). Sea L/K es una
extensión finita de Galois de campos locales con grupo de Galois G. Entonces,
el homomorfismo

uL|K d : Hq(GL|K ,Z) −→ Hq+2(L|K),

es biyectivo para todo q ∈ Z.
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Demostración. Para que se cumpla el Teorema de Tate-Nakayama, se debe te-
ner que H1(G,L∗) = H1(L|K) = {1} y H1(H,L∗) = {1} para todo subgrupo
H < G de G, lo cual es simplemente el Teorema 90 de Hilbert.

Veamos la segunda condición. Sea H < G = Gal(L/K) y sea E := LH .
Entonces [L : E] = |H|. Sea F ′/E la extensión no ramificada de grado |H|.
Del Teorema 5.3.3 se tiene que H2(L|E) = H2(F ′|E) el cual es ćıclico de
orden |H|. ut

Aplicando el Teorema 5.3.9 para q = 1, 2, se obtiene:

Corolario 5.3.10. Sea L/K una extensión finita de Galois de campos locales.
Entonces H3(L|K) = {1} y H4(L|K) = χ(GL|K) = Hom(GL|K ,Q/Z).

Demostración. Se tiene H3(L|K) ∼= H1(GL|K ,Z) = Hom(GL|K ,Q/Z) =
{0} por ser GL|K un grupo finito. Por otro lado, tenemos H4(L|K) ∼=
H2(GL|K ,Z) ∼= Gab

L|K
∼= H1(GL|K ,Q/Z) ∼= Hom(GL|K ,Q/Z) = χ(GL|K).

ut

Para q = −2, se obtiene

Teorema 5.3.11 (Ley local de reciprocidad de Artin). Para una ex-
tensión finita de Galois L/K de campos locales, se tiene el isomorfismo de
Nakayama

Gab
L|K
∼= H−2(GL|K ,Z)

uL|Kd //

θL|K mapeo de Nakayama

((
H0(L|K) = K∗/NL|K L

∗. ut

Como consecuencia del Teorema 5.3.11, se tiene una demostración del
Corolario 3.4.7.

Proposición 5.3.12. Si L/K es una extensión abeliana finita de campos lo-
cales, se tiene que e = [UK : NL/K UL].

Demostración. Por el Teorema 5.3.11 y el mismo Corolario 3.4.7, se tiene que
ef = [L : K] = [K∗ : NL/K L

∗] = [UK : NL/K UL]f , de donde se sigue el
resultado. ut

Corolario 5.3.13. Sea L/K una extensión finita de Galois de campos locales.
Entonces L/K es no ramificada si y sólo si UK ⊆ NL/K L

∗.

Demostración. Si L/K es no ramificada, UK = NL/K UL ⊆ NL/K L
∗.

Rećıprocamente, supongamos UK ⊆ NL/K L
∗. Para x ∈ L∗, NL/K x ∈ UK

implica x ∈ UL. Por tanto NL/K UL = UK y e = [UK : NL/K UL] = 1. ut
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El isomorfismo inverso induce la sucesión exacta:

1 −→ NL/K L
∗ ↪−→ K∗

( ,L/K)−−−−−→ Gab
L|K −→ 1,

donde ( , L/K) se llama el śımbolo de la norma residual local. Se tiene

Teorema 5.3.14. Sea K0 ⊆ K ⊆ L ⊆ M una torra de campos locales de tal
forma que M/K es finita y de Galois. Los siguientes diagramas son conmu-
tativos

(a) Si L/K es normal

K∗
( ,M/K) // Gab

M |K

π

��
K∗

( ,L/K)
// Gab

L|K

es decir, ( ,M/K)|L = ( ,M/L) y donde π es la proyección natural

Gal(M/K)ab π−→ Gal(L/K)ab, equivalentemente, π es mapeo restric-

ción Gal(M/K)ab rest |L−−−−→ Gal(L/K)ab, σ 7−→ σ|L.
(b)

K∗
( ,M/K) //� _

��

Gab
M |K

Ver

��
L∗

( ,M/L)
// Gab

M |L

donde Ver es el mapeo de transferencia Ver: G/G′

=

Gab

−→

−→

H/H ′
=

Hab

que es

res−2 : H−2(G,Z) −→ H−2(H,Z).
(c)

L∗
( ,M/L) //

NL/K

��

Gab
M |L

κ

��
K∗

( ,M/K)
// Gab

M |K

donde

Gal(M/L)
� � i //

π

��

Gal(M/K)

π

��
Gal(M/L)ab

κ
// Gal(M/K)ab

κ inducido por cor−2.
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(d) Si σ ∈ Gal(Ksep
0 /K0) = GK0

,

K∗
( ,M/K) //

σ

��

Gab
M |K

σ∗

��
σK∗

( ,σM/σK)
// Gab

σM |σK

,

es decir, (σa, σM/σK) = σ(a,M/K)σ−1 para a ∈ K∗ y donde σ ∈
GK0

, los mapeos K∗
σ−→ σK∗ y Gab

M |K
σ∗−→ Gab

σM |σK son a 7→ σa y

τ 7→ στσ−1.

Demostración.

(a) Sea µ ∈ χ(GL|K) = H1(GL|K ,Q/Z), inf µ ∈ H1(GM |K ,Q/Z). En-
tonces

µ(π(a,M/K)) = inf µ
(
(a,M/K)

)
= invM |K

(
ā d δ(inf µ)

)
= invM |K

(
ā d inf(δµ)

)
= invM |K

(
inf(ā d (δµ))

)
= invL|K(ā d δµ) = µ((a, L/K)).

Puesto que esto se cumple para toda µ ∈ χ(GL|K), se sigue que
π(a,M/K) = (a, L/K).

(b) y (c) Se seguirán de la conmutatividad de los diagramas

K∗ //� _

i

��

H0(M |K) oo
uM|Kd

∼=

res0

��

H−2(GM |K ,Z)
∼=
γ
//

res−2

��

Gab
M |K

Ver

��
L∗ // H0(M |L) oo

uM|Ld

∼=
H−2(GM |L,Z)

∼=
γ
// Gab

M |L

L∗ //

NL/K

��

H0(M |L) oo
uM|Ld

∼=

cor0

��

H−2(GM |L,Z)
∼=
γ
//

cor−2

��

Gab
M |L

κ

��
K∗ // H0(M |L) oo

uM|Kd

∼=
H−2(GM |K ,Z)

∼=
γ
// Gab

M |K

La conmutatividad de los cuadros de la izquierda es de inmediata veri-
ficación siendo todos los mapeos naturales. La conmutatividad de los
cuadros de la derecha es simplemente la definición de Ver y de κ como
los mapeos correspondientes a res−2 y cor−2 bajo los isomorfismos γ.
Para los cuadros intermedios, se tiene que si z ∈ H−2(GM |K ,Z) (resp.
z′ ∈ H−2(GM |L,Z)) por los comportamientos de cor y res con respecto
al producto copa, de que
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res0(uM |K d z) = res0(uM |K) d (res−2 z) = uM |L d (res−2 z)

y respectivamente

cor0(uM |L d z
′) = cor0(res0(uM |L) d z′) = uM |K d (cor−2 z

′).

(d) Se quiere ver la conmutatividad del diagrama

K∗ //

σ

��

H0(M |K) oo
uM|Kd

σ∗

��

H−2(GM|K ,Z)
∼= //

σ∗

��

Gab
M|K

σ∗

��
σK∗ // H0(σM |σK) oo

uσM|σKd

H−2(GσM|σK ,Z)
∼= // Gab

σM|σK

Se tiene que GσM |σK = σGM |Kσ
−1, por lo que GM |K

σ∗−→ GσM |σK ,
τ 7−→ στσ−1 es un isomorfismo y por tanto los q-cociclos del grupo
Hq(GσM |σK , σ

∗A), σ∗A = A, para cualquier G-módulo son de la for-
ma σ∗aq = σaqσ

−1 donde aq son los q-cociclos de Hq(GM |K , A). De
esto se sigue la conmutatividad del diagrama. ut

Proposición 5.3.15. Sean L/K na extensión de Galois finita de campos lo-
cales, a ∈ K∗ y ā = aNL/K L

∗ ∈ H0(L|K). Si µ ∈ χ
(
Gab
L|K
)

= χ
(
GL|K

)
=

H1(GL|K ,Q/Z), se tiene µ(a, L/K) = invL|K
(
ād δµ

)
∈
(

1
[L:K]Z

)
/Z ⊆ Q/Z.

Demostración. Se sigue del caso no ramificado. ut

Consideremos el śımbolo residual de la norma (Teorema de Reciprocidad)
en general. Para cada extensión abeliana finita L de K, se tiene el śımbolo

residual de la norma K∗
( ,L/K)−−−−−→ GL|K . Tomando el ĺımite proyectivo sobre

todas las extensiones abelianas finitas L/K, Gab
K := ĺım←−

L/K

GL|K , se obtiene,

para cada a ∈ K∗ el elemento (a,K) := ĺım←−
L/K

(a, L/K) ∈ Gab
K el cual es el

grupo de Galois de la máxima extensión abeliana de K.
La demostración del siguiente resultado es pospuesto hasta que estudiemos

los grupos de Lubin-Tate. De momento presentamos una demostración parcial
para el caso carK = 0.

Teorema 5.3.16. El śımbolo de la norma residual universal define un mono-

morfismo continuo K∗
ρK=( ,K)
↪−−−−−−→ Gab

K .

Demostración. Se tiene ρK = ( ,K) : K∗ −→ Gab
K = Gal(Ksep/K)ab, ρK(a) =

(a,K) := ĺım←−
L/K

abeliana finita

(a, L/K).
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Se tiene que ρK(a) = 1 ⇐⇒ (a, L/K) = 1 para toda extensión L/K
abeliana finita ⇐⇒ a ∈ DK :=

⋂
L/K NL/K L

∗. En general se probará más

adelante que DK = {1}. Para K de caracteŕıstica 0, se verá que para cada
m ∈ N, (K∗)m es un grupo de normas, esto es, existe una extensión abeliana
finita Lm/K tal que NLm/K(L∗m) = (K∗)m. Se tiene que [K∗ : (K∗)m] < ∞
(Proposición 5.3.1). Se sigue que DK ⊆

⋂∞
m=1(K∗)m = {1} (Corolario 3.2.7).

Si H es un subgrupo abierto de Gab
K , H es ı́ndice finito, por lo que H es

cerrado y H corresponde a una extensión abeliana finita de L/K: L = (Kab)H

y ρ−1
K (H) = NL/K L

∗ el cual es cerrado de ı́ndice finito en K∗, por lo que es
abierto de K∗. Por tanto ρK es continua. ut

Consideremos en general a ∈ K∗. Se tiene que la restricción de (a,K) ∈
Gab
K al campo de inercia Knr/K, Knr la máxima extensión no ramificada de

Knr, nos da

(a,K)|Knr = (a,Knr/K) = ϕ
vK(a)
K ∈ GKnr|K

donde ϕK es el automorfismo de Frobenius universal. En particular, ρK =
( ,K) no es suprayectiva pues 〈ϕK〉 es isomorfo a Z el cual no es profinito
pues no es compacto y de hecho, la completación de Z es el anillo de Prüfer
Ẑ ∼=

∏
p Zp y Ẑ ⊆ Gab

K .
Antes de enunciar el resultado principal de la teoŕıa de campos de clase lo-

cal, notamos que cuando estudiamos la teoŕıa de campos de clase global, nece-
sitamos “una ley de reciprocidad para R”. Resulta ser R tiene dos extensiones
algebraicas {R,C}. Se tiene H2(GC|R,C∗) = H0(GC|R,C∗) = R∗/NC/R C∗ =
R∗/R+ ∼= C2.

Se tiene que a ∈ R∗ es norma ⇐⇒ a > 0 y el mapeo invariante

invC|R : H2(GC|R,C∗) −→
(1

2
Z
)
/Z

aR+ −→

{
1 + Z, a > 0,
1
2 + Z, a < 0,

y (a,C/R)(
√
−1) = (

√
−1)sgn a, (a,C/R)(i) =

{
i si a > 0,

i−1 = i3 = −i si a < 0.

El resultado principal de la Teoŕıa de Campos de Clase locales es:

Teorema 5.3.17 (TCCL). Sea K un campo local o K ∈ {R,C}. Sea Kab

la máxima extensión abeliana de K. Entonces

(1) Existe un único homomorfismo continuo

ρK : K∗ → Gal(Kab/K)

tal que
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(i) Si L/K es una extensión abeliana finita, ρK induce un iso-
morfismo

K∗/NL/K L
∗ ∼=−−−−−−−−−−→
ψL/K= ˜( ,L/K)

Gal(L/K),

es decir, ρ̃K = ψL/K . Se denota ψL/K(a) = (a, L/K) por
abuso del lenguaje.

(ii) (Relación con los campos finitos). Si el campo residual de K
es Fq, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

K∗
ρK−−−−→ Gal(Kab/K)

valuación

yvK=vp

yµ
Z −−−−→

ρFq
Gal(Fab

q /Fq)

donde ρFq es el mapeo n→ τn donde τ es el automorfismo de
Frobenius y µ es la composición

Gal(Kab/K)
rest−−→ Gal(Knr/K) ∼= Gal(Fab

q /Fq)
σ 7−→ σ|Knr

donde Knr es la máxima extensión no ramificada de K (la cual
necesariamente tiene que ser abeliana por el Teorema 3.4.5).

(2) Teorema de Existencia La correspondencia U 7−→ ρ−1
K (U) es una

biyección entre el conjunto de subgrupos abiertos de Gal(Kab/K) y el
conjunto de subgrupos abiertos de ı́ndice finito de K∗.
En particular, si H ⊆ K∗ es un subgrupo abierto de ı́ndice finito, existe
una única extensión abeliana finita L/K tal que H = NL/K K

∗. ut

Falta probar el Teorema de Existencia, el cual se hará cuando estudiemos
los grupos formales de Lubin-Tate. La ley de reciprocidad ya la hemos obtenido
Teorema 5.3.11. Como complemento a la ley de reciprocidad presentamos una
forma alternativa de obtenerla, sin usar cohomoloǵıa de grupos. Esta forma
alternativa se debe a Jürgen Neukirch [119].

5.4. Isomorfismo de Neukirch

Hay una forma alternativa de obtener el mapeo de Nakayama,

θL/K : Gal(L/K)ab −→ K∗/NL/K L
∗

esto es, el inverso del mapeo de reciprocidad. Esta forma alternativa se debe
a Jürgen Neukirch [118, 119].
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Uno de los problemas en el corazón de la teoŕıa de campos de clase, es
la Ley de Reciprocidad y en ella, una de las ideas centrales, es la estrecha
relación entre los elementos primos de los campos locales y los automorfismos
de Frobenius para extensiones finitas no ramificadas. Más precisamente, si
L/K es una extensión finita no ramificada y π es un elemento primo de K,
entonces la ley de reciprocidad Artin establece que (π, L/K) = FrL|K donde,
en esta parte, denotará el automorfismo de Frobenius de la extensión L/K.

La idea del automorfismo de Neukirch es que dada una extensión finita
de Galois L/K, se debe identificar σ ∈ Gal(L/K) con extensión de un au-
tomorfismo de Frobenius, lo que Neukirch define como “levantamientos de
Frobenius”, y definir un mapeo NL/K entre Gal(L/K) y K∗/NL/K L

∗ iden-
tificando σ con la norma NE/K πE de un elemento primo πE de cierto campo
E.

Esta ńıtida idea funciona a la perfección. El problema es técnico. La idea
es relativamente simple y la definición de NL/K también. Sin embargo la ve-
rificación, aunque relativamente elemental, es técnicamente dif́ıcil. Hay que
verificar que el mapeo está bien definido y que es un homomorfismo. Una vez
superado el problema técnico, se obtiene una serie de propiedades funtoria-
les de este mapeo, importante de por śı para toda la teoŕıa de campos de
clase, además que permiten extender el hecho de que NL/K es en realidad
un isomorfismo para extensiones finitas no ramificadas, al caso general de un
extensión finita de Galois L/K:

NL/K : Gal(L/K)ab ∼=−→ K∗/NL/K L
∗.

En otras palabras, si la equivalencia funciona bien para extensiones no rami-
ficadas, la equivalencia se extiende de manera única a extensiones finitas de
Galois arbitrarias.

Neukirch desarrolla la teoŕıa de campos de clase a partir de este isomorfis-
mo ([118, 119]) evitando la cohomoloǵıa, como fue su trabajo de 1969 ([117]).
Aqúı hacemos notar que ambos puntos de vista tienen como base las exten-
siones no ramificadas y en ambos casos se extiende a extensiones finitas de
Galois.

El desarrollo del isomorfismo de Neukirch, lo presentamos directamente
para campos locales, en lugar de hacerlo para “formación de clases” lo cual
es más general.

El desarrollo abstracto del isomorfismo de Neukirch (y de hecho para toda
la teoŕıa de campos de clase usando de cohomoloǵıa de grupos), es como sigue:

Sea G un grupo profinito y A un G-módulo. Los subgrupos cerrados de G
se denotan por GK y los ı́ndices se les consideran campos (G se piensa como
G = Gal(ksep/k) con k un campo local fijo). De esta forma K juega el papel
del campo fijo de GK : K := AGK y en particular Gksep = {1} y Gk = G y k
juega el papel del campo base. Definimos K ⊆ L ⇐⇒ GL ⊆ GK y el grado
de la “extensión” L/K, como [L : K] = [GK : GL]. Si GL /GK , L/K se llama
extensión o de Galois, etc.
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Sea K un campo local y sea Ksep una cerradura separable fija de K.
Sea Knr la máxima extensión no ramificada de K contenida en Ksep. Re-
cordemos que para cada n ∈ N, existe una única extensión Kn no ra-
mificada de K de grado n y Gal(Kn/K) ∼= Z/nZ. Por tanto Knr =⋃∞
n=1Kn y Gal(Knr/K) = Gal

((⋃∞
n=1Kn

)
/K
)

= Gal
((

ĺım
−→n

Kn

)
/K
)

=

ĺım
←−n

Gal(Kn/K) = ĺım
←−n

(
Z/nZ

) ∼= Ẑ, el anillo de Prüfer.

Se tiene el mapeo de restricción restK : Gal(Ksep/K) −→ Gal(Knr/K).
Cada grupo Gal(Kn/K) está generado por el automorfismo de Frobenius.
De esta forma, Gal(Kn/K) = 〈FrKn|K〉 donde, si el campo residual de K
es Fq, el campo residual de Kn es Fqn y el automorfismo de Frobenius es
FrKn|K(α) = αq. Entonces Gal(Knr/K) está generado topológicamente por

FrK : Fq −→ Fq, α −→ αq y FrK |Kn = FrKn|K , Gal(Knr/K) = 〈FrK〉 ∼= Ẑ.

Proposición 5.4.1. Sea L/K una extensión algebraica. Entonces Lnr =
LKnr.

Demostración. Se tiene que L y Knr ⊆ Lnr, por tanto LKnr ⊆ Lnr. Recorde-
mos que cada extensión finita no ramificada M/E de un campo local E está
uńıvocamente determinada por la extensión de campos residuales, es decir, si
M̃ = Ẽ(β̃), existe β ∈ β̃ con M = E(β) y Irr(x, β,E) = Irr(x̄, β̃, Ẽ) y donde
β̃ ∈ OM/pM , β̃ = β + pM . Por tanto, si probamos que L̃nr = K̃nrL̃, entonces,
dada F/L no ramificada, para cada α ∈ F , L(α)/L es una extensión finita no

ramificada, L̃(α) = L̃(α̃) y tenemos L̃(α) = L̃K̃(β) pues L̃(α) ⊆ L̃nr = K̃nrL̃.
Se sigue K(β) ⊆ Knr. Se sigue L(α) = K(β)L ⊆ KnrL. Por tanto F ⊆ KnrL.

K(β) K̃(β) L̃(α) L(α)

H̃ = K̃sep ∩ L̃ L̃ L

K K̃

Ahora, L̃Knr ⊇ L̃K̃nr = L̃K̃sep = L̃L̃sep puesto que L̃/K̃ es separable. Se

sigue que K̃nr = K̃sep = L̃sep = L̃nr. Por tanto L̃Knr ⊇ L̃L̃sep = L̃sep = L̃nr

de donde obtenemos que L̃Knr = L̃nr y finalmente LKnr = Lnr. ut

Introducimos alguna notación. Sea k un campo local fijo y sea ksep una ce-
rradura separable fija de k. Todos los campos considerados estarán contenidas
en ksep y usualmente serán extensiones finitas de k y por supuesto separables.
Sea G := Gal(ksep/k). Si K es una extensión de k, sea GK := Gal(ksep/K).
Entonces GK es un subgrupo cerrado de G. Si L/K es una extensión, en-
tonces [L : K] = [GK : GL] en caso de ser finita. Se tiene K = (ksep)GK y
L = (ksep)GL .
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ksep

G

GL

GKL

K

k

Consideremos Gal(Knr/K) = 〈FrK〉. Si σ ∈ G, σ|knr ∈ Gal(knr/k)∼=
µ
Ẑ.

Se tiene que σ|knr = FrασK con ασ ∈ Ẑ. Sea gr : G −→ Ẑ, definido por
gr(σ) := ασ el cual es un epimorfismo continuo. De esta forma, si H es un

subgrupo cerrado de Ẑ, µ−1(H) es cerrado en Gal(knr/k) y corresponde a un
campo T con k ⊆ T ⊆ knr. Entonces Gal(ksep/T ) = gr−1(H) = GT y gr−1(H)
es un subgrupo cerrado.

Se tiene que núc gr = Gal(ksep/knr). Se define grK := 1
fK

gr : GK −→ Ẑ y

grK : Gal(Knr/K)
∼=−→ Ẑ, donde fK = f(K|k) es el grado de inercia.

ksep

gr−1(H) knr

µ−1(H)

T

K

ksep Ksep

knr

Ẑ

Knr = knrK

Ẑ

knr ∩K totalmente

ramificada

fK

K

k

El automorfismo de Frobenius sobre K, FrK , el generador topológico de
Gal(Knr/K) satisface grK(FrK) = 1. Si L/K es una extensión finita, se tiene

Knr KnrL = Lnr

L0 = Knr ∩ L

f(L|K)=
fL
fK

:=fL|K

L

K

Si M/N es una extensión no ramificada, FrM |N denota al automorfismo de
Frobenius de la extensión M/N . De esta forma FrL0|K = FrK |L0 . Se tiene el
diagrama conmutativo
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GL
grL //

� _

i

��

Ẑ

fL|K
��

GK grK
// Ẑ

Knr Lnr

L0 = Knr ∩ L L

K

fL|K ◦grL = fL
fK

1
fL

gr = 1
fK

gr = grK = grK ◦i. En particular FrL |K = Fr
fL|K
K .

Se tiene

L KnrL = Lnr

K L0

=

Knr∩L

Knr

GK

rest |Lnr

��

grK

$$
Gal(Lnr/K) //

rest |Knr

��

Ẑ

Gal(Knr/K)

grK suprayectiva

::

Entonces grK : Gal(Lnr/K) −→ Ẑ es suprayectiva.
El diagrama

GL� _

��

grL // Ẑ

fL|K=f(L|K)=
fL
fK��

GK
grK // Ẑ

se puede reinterpretar como el diagrama conmutativo

Gal(Lsep/L)� _

��

γL=rest |Lnr // Gal(Lnr/L) ∼= Ẑ

fL|K
��

Gal(Ksep/K)
γK=rest |Knr // Gal(Knr/K) ∼= Ẑ

Se define Λ(Lnr/L) = {σ̃ ∈ Gal(Lnr/K) | grK(σ̃) ∈ N}. Hacemos notar
que se pide que el grado grK sea estrictamente positivo. Se tiene que si σ̃ ∈
Λ(Lnr/K) y si n = grK(σ̃), entonces σ̃|Knr = FrnK .

La idea central del isomorfismo de Neukirch es, en cierta forma, convertir
cualquier elemento en un Frobenius. El resultado siguiente es el que indica el
camino a seguir.

Proposición 5.4.2. El mapeo restricción Λ(Lnr/K) −→ Gal(L/K), σ̃ 7−→
σ̃|L, es suprayectivo. Si σ = σ̃|L, σ̃ se llama un levantamiento de Frobenius
de σ.
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Demostración. Sea σ ∈ Gal(L/K), entonces σ|L0
= (FrL0|K)n para alguna

n ≥ 0. Notemos que Gal(L0/K) = 〈FrL0|K〉 = {FrL0|K ,Fr2
L0|K , . . . ,Fr

[L0:K]
L0|K },

por lo que n ≥ 1. Sea µ̃ una extensión de FrK a Lnr. Se tiene Gal(Lnr/K)
π
�

Gal(Knr/K), núcπ = H = Gal(Lnr/Knr) y π(µ̃) = FrK . Knr H
Lnr

K
Entonces µ̃|Knr = FrK , µ̃|L0

= FrK |L0
= FrL0|K . Por tanto σµ̃−n|L0

= 1,
es decir, σµ̃−n|L ∈ Gal(L/L0) ∼= Gal(Lnr/Knr). En particular, σµ̃−n|L = τ |L
para algún τ ∈ Gal(Lnr/Knr).

Sea σ̃ = τ · µ̃n ∈ Gal(Lnr/K), σ̃|L = τ |L · µ̃n|L = σ y σ̃|Knr =
τ |Knr

=

Id

·µ̃n|Knr = FrnK . Por tanto grK(σ̃) = n ∈ N y σ̃ es un levantamiento

de Frobenius de σ. ut

El punto medular de los levantamientos de Frobenius está en el hecho de
que resulta que todo elemento σ ∈ Gal(L/K) puede considerarse “casi” un
Frobenius.

Proposición 5.4.3. Sea σ̃ ∈ Λ(Lnr/K) y sea E el campo fijo de σ̃. Entonces

(1) [E : K] <∞.
(2) fE|K = f(E|K) = grK(σ̃).
(3) Enr = Lnr.
(4) σ̃ = FrE.

Demostración.

Enr = Lnr

σ̃

E

K

Knr Lnr

σ̃

E0 E

K

(2) Sea E0 = E∩Knr. Entonces E0 es el campo fijo de σ̃|Knr = Fr
grK(σ̃)
K .

Por tanto fE|K = f(E|K) = [E0 : K] = grK(σ̃).
(1) [E : E0] = [KnrE : Knr] ≤ [Lnr : Knr] <∞. Puesto que

Knr KnrE

E0 E

[E0 : K] = fE0|K = fE|K <∞,

se sigue que [E : K] <∞.
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(3) Gal(Lnr/E) está generado topológicamente por σ̃. En particular
Gal(Lnr/E) es proćıclico, esto es, generado topológicamente por un
elemento. Puesto E ⊆ Lnr, Enr ⊆ Lnr, obtenemos el epimorfismo

canónico Gal(Lnr/E)
ρ
� Gal(Enr/E) dado por restricción y se tiene

núc ρ = Gal(Lnr/Enr).
Por ser Gal(Lnr/E) proćıclico, Gal(Lnr/E)/Gal(Lnr/E)n es un gru-

po ćıclico de orden n: Gal(Lnr/E)
Gal(Lnr/E)n = 〈σ̃〉

〈σ̃n〉
∼= 〈σ̃〉
〈σ̃n〉 . De hecho sea

Z
nZ

εn−→ Gal(Lnr/E)
Gal(Lnr/E)n dado por εn(1 mód n) = σ̃ mód Gal(Lnr/E)n es

un epimorfismo. Tomando la composición inducida por ρ:

Z
nZ

εn−→ Gal(Lnr/E)

Gal(Lnr/E)n
ρ̃−→ Gal(Enr/E)

Gal(Enr/E)n
(ε′n)−1

−−−−→ Z
nZ

es un isomorfismo y ρ es un isomorfismo (al tomar ĺımites inversos).
Por tanto Gal(Lnr/Enr) = núc ρ = {1} y Lnr = Enr.

(4) Se tiene fE|K grE(σ̃) = grK(σ̃) =
↑

(2)

fE|K . Por tanto grK(σ̃) = 1 y

σ̃ = FrE . ut

Consideremos ahora L/K una extensión finita, L = (ksep)GL , K(ksep)GK ,
[L : K] = [GK : GL]. Entonces NL/K : L −→ K dado por N a =

∏
σ∈GK/GL a

σ,

donde {σ} recorre un conjunto de representantes de las clases derechas de
GK/GL (pues estamos usando la acción por la derecha: aσ en lugar de la ac-
ción por la izquierda: σa). Se tiene que si K ⊆ L ⊆M , NM/K = NL/K ◦NM/L

y si L/K es Galois, K = LGal(L/K).

Definición 5.4.4. Una valuación de Hensel con respecto a gr, es un homo-
morfismo v : k∗ −→ Ẑ tal que

(a) v(k) = Z ⊇ Z y Z/nZ ∼= Z/nZ para toda n ∈ N.
(b) v

(
NK/kK

∗) = fKZ para todo campo K, k ⊆ K ⊆ ksep.

Se tiene que una valuación de Hensel, es simplemente una valuación usual
de ksep. Dada una valuación de Hensel, v : k∗ −→ Ẑ, obtenemos el homomor-
fismo vK = 1

fK

(
v ◦NK/k

)
: K∗ −→ Ẑ con im vK = Z.

Proposición 5.4.5. (1) vK = vKσ ◦ σ para σ ∈ G = Gal(ksep/k) =
Gk.

(2) Para cada extensión finita de L/K, se tiene el siguiente diagrama

conmutativo L∗
vL

NL/K

Ẑ

fL|K

K∗
vK

Ẑ
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Demostración. (1) Se tiene que si {τ} es un conjunto completo de
representantes de las clases derechas de Gk/GK , entonces {σ−1τσ}
es un conjunto completo de representatnes de las clases derechas de
Gk/σ

−1GKσ = Gk/GKσ . Por tanto, si a ∈ K∗, se tiene

vKσ (aσ) =
1

fKσ

v
(∏
τ

aσσ
−1τσ

)
=

1

fK
v
((∏

τ

aτ︸ ︷︷ ︸
∈k

)σ)

=
1

fK
v
(

NK/k(a)
)

= vK(a).

(2) Si a ∈ L∗, entonces

fL|KvL(a) = fL|K ·
1

fL
v
(

NL/k(a)
)

=
1

fK
v
(

NK/k

(
NL/K(a)

))
= vK

(
NL/K(a)

)
. ut

Observación 5.4.6. Si fL|K = [L : K], es decir, L0 = L = Knr ∩ L, esto es,
L ⊆ Knr, entonces por (2), vL|K∗ = vK pues si a ∈ K∗, fL|KvL(a) = [L :

K]vL(a) = vK
(

NL/K(a)
)

= vK
(
a[L:K]

)
= [L : K]vK(a).

En particular, un elemento primo de K∗ es un elemento primo de L∗ (esto
ya nos era conocido y, en este contexto, un elemento primo πK de K es un
elemento con vK(πK) = 1). Por otro lado, si fL|K = 1, esto es, L0 = K, si πL
es un elemnto primo de AL, entonces πK = NL/K(πL) es un elemento primo
de AK .

5.5. El isomorfismo de Neukirch es el mapeo de
Nakayama

Teorema 5.5.1. Sea L/K una extensión finita no ramificada. Entonces

H0(Gal(L/K), L∗) ∼= Z/[L : K]Z,
|H0(Gal(L/K), L∗)| = [L : K] y

H−1(Gal(L/K), L∗) = {1}.

Demostración. Se tiene que H−1(Gal(L/K), L∗) = {1} por el Teorema 90

de Hilbert. Por otro lado, la sucesión 1 −→ UL −→ L∗
vL−→ Z −→ 0 es

una sucesión exacta y Hn(Gal(L/K), UL) = {1} para toda n ∈ Z, por tan-
to Hn(Gal(L/K), L∗) ∼= Hn(Gal(L/K),Z) para toda n ∈ Z. En particular,
H0(Gal(L/K), L∗) = H0(Gal(L/K),Z) = Z/[L : K]Z. ut

Definición 5.5.2 (Mapeo de Neukirch). Sea L/K una extensió finita de
Galois. El mapeo de Neukirch
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NL/K : Gal(L/K) −→ K∗/NL/K L
∗

está dado por

NL/K(σ) := NE/K(πE) mód NL/K L
∗,

donde E es el campo fijo de un levantamiento de Frobenius σ̃ ∈ Λ(Lnr/K) de
σ ∈ Gal(L/K) y πE es un elemento primo de E∗, vE(πE) = 1.

Observación 5.5.3. Se tiene que probar que la definición de NL/K(σ) es
independiente de la selección del levantamiento σ̃ y del elemento πE .

Para probar lo anterior, sea L0 = Knr ∩ L. Sea N := NL0/L.

Knr Lnr = KnrL

Knr ∩ L = L0 L

K F

Sea K ⊆ F ⊆ L tal que FL0 = L, por ejemplo, F = L. Entonces F0 =
Knr ∩ F = Knr ∩ L ∩ F = L0 ∩ F y N |F = NF/F0

. Fijemos una extensión

ϕ ∈ Λ(L̃/K) de FrK a Lnr y se tiene NF/K = N ◦NF , donde el homomorfismo
NF : F −→ L está definido por

NF (a) =

f−1∏
η=0

aϕ
η

, f = [F0 : K].

De hecho, Gal(F0/K) es un grupo ćıclico de orden f y generado por
FrF0|K = FrK |F0

, por lo que si a ∈ F , se tiene

N
(
NF (a)

)
=

f−1∏
η=0

NF/F0
(a)ϕ

η

= NF0/K

(
NF/F0

(a)
)

= NF/K(a).

La independencia buscada es consecuencia del siguiente resultado.

Lema 5.5.4. Sean σ̃1, σ̃2, σ̃3 ∈ Λ(Lnr/K) tales que σ̃3 = σ̃1σ̃2. Si Ei :=
(Lnr)〈σ̃i〉 es el campo fijo de σ̃i, 1 ≤ i ≤ 3, y si πi ∈ Ei es un elemento
primo de Ei, entonces

NE3/K(π3) ≡ NE1/K(π1) NE2/K(π2) mód NL/K L
∗.

Demostración. Sea F el campo fijo de ϕ, el levantamiento de FrK a Lnr.
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Knr

FrK

Lnr

ϕ

K F

Knr

FrK

Lnr

ϕ

F0

=

Knr∩F

F

K

Knr Lnr

ϕ

F0 = K F

Puesto que ϕ|Knr = FrK , F0 = Knr ∩ F = K. Podemos suponer que F
y que Ei, 1 ≤ i ≤ 3, están contenidos en L, pues si no fuese aśı, podemos
considerar una extensión finita de Galois L′/K contenida en Lnr y conteniendo
tanto a L como a F,E1, E2, E3 (por ejemplo, la cerradura de Galois L′ de
F ′ := LFE1E2E3/K). Debido a que L ⊆ L′ ⊆ Lnr, se tiene que (L′)nr = Lnr

y σ̃1, σ̃2, σ̃3 ∈ Λ((L′)nr/K) = Λ(Lnr/K) y si probamos que

NE3/K(π3) ≡ NE1/K(π1) NE2/K(π2) mód NL′/K(L′)∗,

entonces

NE3/K(π3) ≡ NE1/K(π1) NE2/K(π2) mód NL/K L
∗,

pues NL′/K(L′)∗ ⊆ NL/K(L∗).
En resumen, podemos suponer que F,Ei ⊆ L, 1 ≤ i ≤ 3. Sea n = [L : K]

y sea M/L la subextensión de Lnr/L de grado n, esto es, [M : L] = n.

M

n

Lnr

E L M0L

Ei M0 = M ∩Knr

K

n

(Ei)0 L0 M0

Ahora bien, M0 ∩ L = M ∩ Knr ∩ L =
↑

L⊆M

L ∩ Knr = L0 y [M : M0] =

e(M |K) = e(M |L)e(L|K) = e(L|K) = [L : L0], por tanto [LM0 : M0] = [L :
L0] = [M : M0], por lo que M = LM0. Además [Lnr : Knr] = [M : M0].

L LM0

L ∩M0 = L0 M0

Knr Lnr = MKnr

M0 = M ∩Knr M
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Por tanto N = NL/L0
se extiende a NM/M0

. Sean ni = grK(σ̃i). Puesto que
σ̃3 = σ̃1σ̃2, n3 = n1 +n2. Sea σ̃4 = ϕ−n2 σ̃1ϕ

n2 el conjugado de σ̃1 (veremos en
un momento para que se hace esta definición), grK(σ̃4) = n4 = n1 = grK(σ̃1).

El campo fijo Lσ̃4 = E4 de σ̃4 es el conjugado E4 = Eϕ
n2

1 y π4 := πϕ
n2

1 es
un elemento primo de E4. Se tiene que NE1/K(π1) = NE4/K(π4) y por tanto
debemos probar la congruencia

NE3/K(π3) ≡ NE4/K(π4) NE2/K(π2) mód NL/K L
∗.

Sea τi := σ̃−1
i ϕni ∈ Gal(Lnr/Knr) ∼= Gal(M/M0), se tiene

τ3 = σ̃−1
3 ϕn3 =

(
ϕ−n3 σ̃3

)−1
=
↑

n3=n1+n2

(
ϕ−n1−n2 σ̃1σ̃2

)−1

= σ̃−1
2 σ̃−1

1 ϕn1+n2 = σ̃−1
2 ϕn2 ϕ−n2 σ̃−1

1 ϕn2︸ ︷︷ ︸
σ̃−1

4

ϕn1 =
↑

n1=n4

τ2σ̃
−1
4 ϕn4

= τ2τ4,

por tanto, τ3 = τ2τ4 y

NEi(πi)
ϕ−1 =

( [(Ei)0:K]−1∏
γ=0

πϕ
γ

i

)ϕ−1

= π
(ϕ−1)(1+ϕ+···+ϕ[(Ei)0:K]−1)
i

= π

(
ϕ[(Ei)0:K]−1

)
i = πϕ

ni−1 =
↑

πi∈Ei
=(Lnr)〈σ̃i〉

π
σ̃−1
i ϕni−1
i = πτi−1

i ,

es decir N(πi)
ϕ−1 = πτi−1

i .
Sea A := NE3

(π3)NE2
(π2)−1NE4

(π4)−1 ∈ UL, unidad de L pues

vL
(
NEi(πi)

)
= vL

( ni−1∏
γ=0

πϕ
γ

i

)
=

ni−1∑
γ=0

1 = ni

y vL(A) = n3 − n2 − n4 = n3 − n2 − n1 = 0, esto es, A ∈ UL.
Además Aϕ−1 = πτ3−1

3 π1−τ2
2 π1−τ4

4 . Ahora bien, por la Proposición 5.4.3 se
tiene Lnr = Enr

i y Ei ⊆ L ⊆ Lnr = Enr
i , esto es, L/Ei es no ramificada, en

particular πi es un elemento primo de L. Se sigue que existen ε2, ε3 ∈ UL con
π2 = ε−1

2 π4 y π3 = ε3π4. Sea ε4 = πτ2−1
4 ∈ UL. Se obtiene

(τ3 − 1) + (1− τ2) + (1− τ4) =
↑

τ3=τ2τ4

(τ2 − 1)(τ4 − 1)

y por tanto

Aϕ−1 = πτ3−1
3 π1−τ2

2 π1−τ4
4 = ετ3−1

3 πτ3−1
4 ετ2−1

2 π1−τ2
4 π1−τ4

4

= ετ3−1
3 ετ2−1

2 π
(τ3−1)+(1−τ2)+(1−τ4)
4

= ετ3−1
3 ετ2−1

2 π
(τ2−1)(τ4−1)
4 = ετ3−1

3 ετ2−1
2 ετ4−1

4 .
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Es decir, Aϕ−1 =
∏4
i=2 ε

τi−1
i .

Ahora bien, puesto que F ⊆ L, se sigue de la Proposición 5.4.3 que F nr =
Lnr. Por tanto F ⊆ L ⊆ Lnr = F nr y L/F es no ramificada. Por tanto f = [L :
F ] = fL|F y ϕf = FrL (recordemos que ϕ ∈ Λ(Lnr/K) es una extensión de FrK

a Lnr y Knr Lnr

FrL
ϕ

K F
f

L

, Gal(Lnr/F ) = 〈ϕ〉, Gal(Lnr/L) = 〈FrL〉).

Ahora M/L es no ramificada por construcción y Hi(Gal(M/L), UM ) = 0
para toda i ∈ Z y como A, εi ∈ UL y NM/L UM = UL pues se tiene

H0(Gal(M/L), UM ) = 0, por lo que existen Ãi, ε̃i ∈ UM con NM/L Ã = A

y NM/L ε̃i = εi. Por tanto NM/L

(
Ãϕ−1

)
= NM/L

(∏4
i=2 ε̃

τi−1
i

)
, por lo

que existe x ∈ UM , NM/L x = 1 y Ãϕ−1 = x
∏4
i=2 ε̃

τi−1
i . Por otro lado

H−1(Gal(M/K), UM ) = 1 por lo que núc NM/L = IGal(M/K)UM , es decir,

x = ũFrL−1 con ũ ∈ UM y FrL−1 = ϕf − 1 = (ϕ − 1)(ϕf−1 + · · · + ϕ + 1).
Por tanto

Ãϕ−1 = ũFrL−1 ·
4∏
i=2

ε̃τi−1
i =

( f−1∏
γ=0

ũϕ
γ
)ϕ−1

·
4∏
i=2

ε̃τi−1
i .

Ahora, τi ∈ Gal(M/M0) (τi = σ̃iϕ
ni ∈ Gal(M/M0)). Por tanto, con-

siderando que N = NL/L0
se extiende a NM/M0

, M0 ⊆ Knr y por tanto
ϕ− 1|M0

= FrK −1, se sigue que

N(Ãϕ−1) = N(Ã)ϕ−1 = N(Ã)FrK −1 =
↑

N(Ã)∈M0

= N
( f−1∏
γ=0

ũϕ
γ
)FrK −1

·
4∏
i=2

N(ε̃i)

=︷ ︸︸ ︷
N(ε̃τii ) N(ε̃i)

−1

︸ ︷︷ ︸

=

1

= N
( f−1∏
γ=0

ũϕ
γ
)FrK −1

,

es decir, N(Ãϕ−1) = N
(∏f−1

γ=0 ũ
ϕγ
)FrK −1

.

Se sigue que N(Ã) = N
(∏f−1

γ=0 ũ
ϕγ
)
· y con y ∈ UM0 y yFrK −1 = 1, esto

es, y ∈ UK .
Sea u := NM/L(ũ) y recordando que

L oo
NM/L

N

��

M

N

��ww
L0
oo

NM0/L0

M0

NM0/L0
◦N = N ◦NM/L y que

NF/K = N ◦NF , se obtiene que
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N(A) = N
(
NE3

(π3)NE2
(π2)−1NE4

(π4)−1
)

= NE3/K(π3) NE2/K(π2)−1 NE4/K(π4)−1 =
↑

N=NL/L0

N
(

NM/L(Ã)
)

=
↑

N=NM/M0

NM/M0

(
NM/L(Ã)

)
= NM0/L0

(N(Ã))

= NM0/L0

(
N
( f−1∏
γ=0

ũϕ
γ)
· y
)

=
↑

NM0/L0
◦N

=N ◦NM/L

N
(

NM/L

( f−1∏
γ=0

ũϕ
γ))

NM0/L0
y︸ ︷︷ ︸

=

y[M0:L0]

=
↑

n=[M0:L0]

N
( f−1∏
γ=0

NM/L

(
µ̃
)ϕγ) · yn =

↑
u=NL/K(ũ)

f−1∏
γ=0

N(u)ϕ
γ

· yn

=

f−1∏
γ=0

(
N ◦NM/L

)
(ũ)ϕ

γ

yn = N
( f−1∏
γ=0

uϕ
γ
)
· yn = N ◦NL(u) · yn

= NL/K(u) NL/K(y) ∈ NL/K L
∗,

lo cual prueba el resultado. ut

Corolario 5.5.5. El mapeo de Neukirch,

NL|K : Gal(L/K) −→ K∗/NL/K L
∗, NL|K(σ) := NF/K(πF ) mód NL/K L

∗,

está bien definido y es un homomorfismo.

Demostración. Sean σ̃, σ̃′ dos levantamientos de Frobenius de σ. Sean F y
F ′ los campos fijos de σ̃ y σ̃′ respectivamente y sean π ∈ F ∗, π′ ∈ (F ′)∗

elementos primos. Ordenamos σ̃, σ̃′ tales que m = grK(σ̃′) − grK(σ̃) ≥ 0. Si
m = 0, σ̃′|Knr = σ̃|Knr y σ̃′|L = σ̃|L de donde obtenemos que σ̃′ = σ̃ y π′ = πu
con u ∈ UF . Sean M una extensión finita de Galois M/K, M ⊆ Lnr y tal
que L,F ⊆ M . Puesto que H0(Gal(M/F ), UM ) = {0}, existe ũ ∈ UM con
NM/F (ũ) = u. Por tanto

NF ′/K(π′) = NF/K(π) NM/K(ũ) ≡ NF/K(π) mód NL/K L
∗

puesto que NM/K(ũ) ∈ NM/KM
∗ ⊆ NL/K L

∗.
Supongamos ahora que m > 0. Entonces τ̃ = σ̃−1σ̃ ∈ Gal(Lnr/K) es

un levantamiento de Frobenius de 1 ∈ Gal(L/K) con grK(τ̃) = grK(σ̃′) −
grK(σ̃) = m > 0. Sea M el campo fijo de τ̃ (τ̃ |L = 1, por lo que L ⊆ M) y
sea πM ∈M∗ un elemento primo. Se sigue del Lema 5.5.4

NF ′/K(π′) ≡
↑

σ̃′=σ̃τ̃

NF/K(π) NM/K(πM ) ≡ NF/K(π) mód NL/K L
∗.
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Esto prueba la independencia de NL/K(π)(σ) de la selección del levanta-
miento σ̃ ∈ Λ(Lnr/K) y del elemento primo πF ∈ F ∗. Que NL/K es un ho-
momorfismo se sigue del Lema 5.5.4 puesto que si σ̃1, σ̃2 son levantamientos
de Frobenius de σ1, σ2 ∈ Gal(L/K), entonces σ̃3 := σ̃1σ̃2 es un levantamiento
de Frobenius de σ3 = σ1σ2. ut

El Teorema de Reciprocidad, el cual asocia a automorfismos de Frobenius
elementos primos, es el siguiente resultado.

Teorema 5.5.6. Si L/K es una subsextensión finita de Knr/K, entonces el
inverso del mapeo de reciprocidad

NL|K : Gal(L/K) −→ K∗/NL/K L
∗

está dado por NL|K(FrL|K) = πK mód NL/K L
∗ y es un isomorfismo.

Demostración. Se tiene que FrK ∈ Λ(Knr/K) = Λ(Lnr/K) es un levanta-
miento de Frobenius de FrL|K ∈ Gal(L/K) y el campo fijo de FrK es K. Por
tanto NL|K(FrL|K) =

↑
F=K

πK mód NL/K L
∗.

Ahora bien, H0(Gal(L/K), L∗) = K∗

NL/K L∗ tiene orden n = [L : K] el

cual también es el orden de Gal(L/K) y πK mód NL/K L
∗ es un genera-

dor de K∗/NL/K L
∗ pues πmK = NL/K(a) ∈ NL/K L

∗ implica que m =

vK
(

NL/K(a)
)

= nvL(a) ≡ 0 mód n. Por tanto NL|K es un isomorfismo. ut

Observación 5.5.7. Más adelante veremos que NL|K es un isomorfismo para
cualquier extensión abeliana finita L/K, no necesariamente L ⊆ Knr, para lo
cual debemos pedir el axioma de campos de clase, es decir lo del Teorema
5.5.1 para cualquier extensión L/K es ćıclica.

Una de las propiedades fundamentales de NL|K es que es funtorial.

Teorema 5.5.8. Sean L/K y L′/K ′ dos extensiones finitas de Galois de cam-
pos locales tales que K ⊆ K ′ y L ⊆ L′. Entonces el diagrama

Gal(L′/K ′)
NL′|K′ //

rest |L
��

(K ′)∗/NL′/K′(L
′)∗

NK′/K

��
Gal(L/K)

NL|K // K∗/NL/K L
∗

es conmutativo.

Demostración.
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L′

L LK ′

L ∩K ′ K ′

K

Sean σ′ ∈ Gal(L′/K ′) y σ = σ′|L. Si σ̃′ ∈ Λ((L′)nr/K ′) es un levantamiento
de Frobenius de σ′, entonces σ̃ = σ̃′|L ∈ Gal(Lnr/K) es un levantamiento de
Frobenius de σ puesto que grK(σ̃) = fK′|K grK(σ̃′) ∈ N.

Sea F ′ el campo fijo de σ̃′. Entonces, F = F ′∩Lnr = F ′∩F nr es el campo
fijo de σ̃ y puesto que F ′/F es totalmente ramificada, fK′|K = 1. Por tanto,
si πF ′ es un elemento primo de F ′ y πF := NF ′/F (πF ′) es un elemento primo
de F . El teorema se sigue de

NL|K(rest |Lσ′) = NL|K
(
σ′|L

)
= NF/K(πF ) = NF/K

(
NF ′/F (π′F )

)
= NF ′/K(π′F ) = NK′/K

(
NF ′/K′(π

′
F )
)

= NK′/K

(
NF ′|K′(σ′)

)
. ut

Proposición 5.5.9. Si L/K es una extensión finita de Galois y σ ∈ G, en-
tonces el diagrama

Gal(L/K)
NL|K //

σ∗

��

K∗/NL/K L
∗

σ

��
Gal(Lσ/Kσ)

NLσ|Kσ // (Kσ)∗/NLσ/Kσ (Lσ)∗

es conmutativa y la flecha izquierda está inducida por conjugación τ 7−→
σ∗(τ) = σ−1τσ.

Demostración. Sea τ̃ ∈ Λ(Lnr/K) un levantamiento de Frobenius de τ ∈
Gal(L/K). Sea τ̂ ∈ Gal(ksep/K) una extensión de τ̃ a ksep. Entonces σ−1τ̂σ es
un levantamiento de Frobenius de σ∗(τ) puesto que grKσ (σ−1τ̂σ) = grK(τ̂) =
grK(τ̃) ∈ N.

Sea F el campo fijo de τ̃ . Entonces Fσ es el campo fijo de σ−1τ̂σ|(Lσ)nr y
si πF es un elemento primo de F , entonces πσF es un elemento primo de Fσ

pues debido a la Proposición 5.4.5 se tiene que vK = vKσ ◦ σ. Finalmente

NFσ|Kσ (σ∗(τ)) = NFσ/Kσ (πσ) = NF/K(π)σ = σ ◦ NL|K(τ),

es decir, NFσ|Kσ ◦ σ∗ = σ ◦ NL|K . ut
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Otra propiedad funtorial deNL|K está relacionada con el mapeo de transfe-
rencia Ver que es res−2. Recordemos como se define el mapeo de transferencia
Ver : G/G′ −→ H/H ′ donde H < G es un subgrupo de ı́ndice finito. Sea R
un conjunto de representantes de las clases izquierdas de H en G, G = R ·H,
1 ∈ R. Si σ ∈ G, para cada ρ ∈ R, se tiene σρ = ρ′σρ con σρ ∈ H, ρ′ ∈ R.
Entonces Ver(σ mód G′) =

∏
ρ∈R σρ mód H ′.

Otra descripción de Ver, está dada de la siguiente forma. Sea σ ∈ G y
sea S := 〈σ〉 el subgrupo generado por σ. Sea τ recorriendo un sistema de
representantes de las clases dobles SxH, esto es, G = ·∪τSτH. Sea Sτ :=
τ−1Sτ ∩ H y sea nτ el mı́nimo número natural tal que στ = τ−1σnτ ∈ H.
Entonces στ genera Sτ y

Ver(σ mód G′) =
∏
τ

στ mód H ′.

Esta última fórmula se obtiene de la anterior tomando como R al conjunto
{σiτ | i = 1, . . . , nτ para toda nτ}.

Proposición 5.5.10. Sea L/K una extensión finita de Galois y sea K ⊆
K ′ ⊆ L. Se tiene un diagrama conmutativo

Gal(L/K ′)ab
NL|K′ //

OO

Ver

(K ′)∗/NL/K′(L
∗)

OO

i

Gal(L/K)ab
NL|K // K∗/NL/K(L∗)

donde i es inducido por la contención K∗ ⊆ (K ′)∗.

Demostración. Sean G := Gal(Lnr/K) y H := Gal(Lnr/K ′) ⊆ G. Sea σ̃ un
levantamiento de Frobenius de σ ∈ Gal(L/K), F el campo fijo de σ̃ y S =
Gal(Lnr/F ). Consideremos la descomposición de las clases dobles G = ·∪τSτH.
Sean Sτ = τ−1Sτ ∩H y σ̃τ = τ−1σ̃nτ τ ∈ H como antes.

Sean G := Gal(L/K), H := Gal(L/K ′) < G, S̄ = 〈σ〉, τ̄ = τ |L y στ =
σ̃τ |L. Entonces G = ·∪τ S̄τ̄H y por tanto Ver(σ mód G′) =

∏
τ στ (módH ′).

Para cada τ , sea ωτ un conjunto completo de representantes de las clases
derechas de H/Sτ . Entonces H = ·∪τSτωτ y G = ·∪τ,wτSτωτ . Sea Fτ el campo
fijo de σ̃τ , esto es, el campo fijo de Sτ . Se tiene que F τ = τ(F ) es el campo
fijo de τ−1σ̃τ de tal forma que Fτ/F

τ es la subextensión de Lnr/F τ de grado
nτ . Sea πF un elemento primo de F . Por tanto πF τ := πτF es un elemento
primo de F τ y en consecuencia de Fτ por ser Fτ/F

τ no ramificada. Con la
descomposición de clases dobles obtenemos

NF/K(πF ) =
∏
τ,ωτ

πτωτF =
∏
τ

(∏
ωτ

(πτF )ωτ
)

=
∏
τ

NFτ/K′(π
τ
F ).

Puesto que σ̃τ ∈ Λ(Lnr/K ′) es un levantamiento de Frobenius de στ ∈ H =
Gal(L/K ′) se sigue que
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(i ◦ NL|K)(σ) = NL|K(σ) =
∏
τ

NL|K′(στ ) ≡ NL|K′
(∏
τ

στ
)

≡ NL|K′(Ver(σ mód G′)) = (NL|K ◦Ver)(σ mód G′). ut

Recordemos que si L/K es una extensión ćıclica de campos locales. Enton-
ces H0(Gal(L/K), L∗) ∼= Z/[L : K]Z y H−1(Gal(L/K), L∗) = {1} (Teorema
5.1.10, Teorema 5.5.1).

Teorema 5.5.11 (Isomorfismo de Neukirch). Sea L/K una extensión fi-
nita de Galois de campos locales. Entonces

NL|K : Gal(L/K)ab −→ K∗/NL|K L
∗

es un isomorfismo.

Demostración. Si M/K es una subextensión de Galois de L/K, entonces por
el Teorema 5.5.8, se tiene el diagrama conmutativo

1 // Gal(L/M) �
� //

NL|M
��

Gal(L/K) // //

NL|K
��

Gal(M/K)

NM|K
��

// 1

M∗/NL/M L∗
NM/K

// K∗/NL/K L
∗ // K∗/NM/KM

∗ // 1

(5.5.2)

Este diagrama lo usamos para los tres pasos siguientes para la demostra-
ción del resultado.

Paso 1: Podemos suponer que Gal(L/K) es abeliano. Si probamos el resultado
para este caso, y si M := Lab es la máxima subextensión abeliana de L/K,
entonces Gal(L/K)ab = Gal(M/K) y el subgrupo conmutador Gal(L/M)
de Gal(L/K) es precisamente el núcleo de NL|K , esto es, Gal(L/K)ab −→
K∗/NL/K L

∗ es inyectivo.

L

G

G′=Gal(L/M)

M = Lab

G/G′=Gal(M/K)

K

Para ver la suprayectividad, veamos que esta se sigue para extensiones solubles
por inducción en el grado del campo. Esto es, en el caso soluble, ya sea M = L
o [L : M ] < [L : K] y si NM |K y NL|M son suprayectivas, entonces por el
Lema de la Serpiente aplicada al diagrama (5.5.2), también lo es NL|K . Para
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el caso general, sea M el campo fijo de un p-subgrupo de Sylow de Gal(L/K).
En general M/K no es Galois, pero usando la parte izquierda del diagrama
(5.5.2), en el cual NL|K es suprayectiva. Por tanto es suficiente probar que
la imagen de NM/K es el p-subgrupo de Sylow Sp de K∗/NL/K L

∗, puesto
que entonces la imagen de NL|K contendŕıa los p-subgrupos de Sylow Sp para
toda p y por tanto NL|K será suprayectiva.

Ahora bien, se tiene que el encaje K∗ ⊆M∗ induce el homomorfismo na-
tural i : K∗/NL/K L

∗ −→ M∗/NL/M L∗ para el cual NM/K ◦i = [M : K]

(NM/K ◦i(x) = NM/K x = x[M : K]). Puesto que mcd
(
[M : K], p

)
= 1,

Sp
[M :K]−−−−→ Sp es suprayectiva, por lo que Sp está en la imagen de NM/K .

Paso 2: Veamos que podemos suponer que L/K es ćıclica. A saber, si
M/K recorre las subextensiones ćıclicas de L/K, entonces (5.5.2) muestra

que el núcleo de NL|K está contenido en el núcleo del mapeo Gal(L/K)
ψ−→∏

M Gal(M/K). Ahora bien, como L/K es abeliana, se tiene que ψ es inyec-
tiva y por tanto NL|K es inyectiva.

Para ver la suprayectividad, seleccionamos una subextensión ćıclica propia
M/K de L/K, y la suprayectividad será obtenida por inducción sobre el grado
del campo de la misma manera que lo fue en el Paso 1 en el caso soluble.

Paso 3: Sea L/K ćıclica. Veamos que podemos suponer que L/K es total-
mente ramificada, esto es, fL|K = 1. Para ver esta reducción, sea M = L0 =
Knr ∩ L y L/M es totalmente ramificada. Ahora, M/K es no ramificada,
por lo que NM |K es un isomorfismo, Por el Lema de la Serpiente aplicado al
diagrama (5.5.2), NM/K es inyectivo (también esto puede ser deducido por
el Teorema 5.1.10, o el Teorema 5.5.1), los grupos de abajo tienen órdenes
[L : M ], [L : K] y [M : K].

Por tanto, si NL|K es un isomorfismo, NL|K lo es. Sea pues L/K ćıclica
totalmente ramificada, fL|K = 1. Sea σ un generador de Gal(L/K). Puesto

que Gal(Lnr/Knr) ∼= Gal(L/K). Knr Lnr

K = L ∩Knr L

Consideremos σ

como elemento de Gal(Lnr/Knr). Por tanto σ̃ := σ FrL ∈ Λ(Lnr/K) es un
levantamiento de Frobenius de σ con grK(σ̃) = 1. El campo fijo F/K satisface
que F ∩Knr = K y por tanto fF |K = 1. Sea M ⊆ Lnr una extensión finita
de Galois de K que contiene a F y a L. Sea N = NM/M0

. Puesto que fF |K =
fL|K = 1.



146 5 Campos de clase locales

F L M

N

L ∩M0 = L ∩M ∩Knr = L ∩Knr = L0 = K,

K

=

L∩M0

=
F∩M0

M0 F ∩M0 = F ∩M ∩Knr = F ∩Knr = F0 = K.

Por tanto N |F = NF/K , N |L = NL/K .

Para la inyectividad de NL|K debemos probar que si NL|K(σk) = 1, 0 ≤
k < n = [L : K], entonces k = 0. Para este fin consideremos πF ∈ F , πL ∈
L elementos primos. Puesto que F,L ⊆ M ⊆ Lnr, tanto πF como πL son
elementos primos de M . Sean πkF = uπkL con u ∈ UM . Tenemos

NL|K(σk) ≡ N
(
πkF
)
≡ N(u) N

(
πkL) ≡ N(u) ≡ 1 mód NL/K L

∗.

Por tanto N(u) = N(v) con v ∈ UL. Por tanto N(u−1v) = 1 y por el Teorema

90 de Hilbert existe a ∈M con u−1v = aσ−1. En M , obtenemos
(
πkLv

)σ−1
=(

πkFu
−1v

)σ̃−1
=
↑

σ̃(πF )=πF

(
aσ−1

)σ̃−1
=
(
aσ̃−1

)σ−1
.

Se obtiene que si x := πkLva
1−σ̃, xσ−1 = 1 y x ∈ Knr. Por tanto x ∈ Knr ∩

M = M0. Ahora bien, vM0
(x) ∈ Ẑ y nvM0

(x) =
↑

M/M0

totalmente ramificada

vM (x) = k,

se sigue que k = 0. De esta forma hemos obtenido que NL|K es un mapeo
inyectivo.

Finalmente, se tiene que |H0(Gal(L/K), L∗)| = |K∗/NL/K L
∗| = [L : K] =

|Gal(L/K)|, por el axioma de la teoŕıa de campos de clase. Por tanto NL|K
es suprayectiva y es un isomorfismo. ut

Tenemos que NL|K es el inverso del mapeo de reciprocidad

( , L/K) : K∗ −→ Gal(L/K)ab

con núcleo NL/K L
∗, el cual es también llamado el śımbolo de la norma resi-

dual. En particular NL|K coincide con el mapeo de Nakayama: si uL|K es la
clase fundamental de L/K:

θL|K = uL|K d : H−2(Gal(L/K),Z) −→ H0(Gal(L/K), L∗).

Los diagramas conmutativos del Teoremas 5.5.8 y de las Proposiciones
5.5.9 y 5.5.10, se traducen en general de manera inmediata por el hecho de que
NL|K es un isomorfismo y de que ( , L/K)/NL/K L

∗ = N−1
L|K , de la siguiente

forma.
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Teorema 5.5.12. Sean L/K y L′/K ′ extensiones finitas de Galois tales que
K ⊆ K ′ y L ⊆ L′ y sea σ ∈ Gal(ksep/k). Se tienen los diagramas conmutativos

(K ′)∗
( ,L′/K′) //

NK′/K

��

Gal(L′/K ′)ab

rest |L
��

K∗
( ,L/K) // Gal(L/K)ab

K∗
( ,L/K) //

σ

��

Gal(L/K)ab

σ∗

��
(Kσ)∗

( ,Lσ/Kσ) // Gal(Lσ/Kσ)ab

donde σ∗(τ) = σ−1τσ. Finalmente, si K ′ ⊆ L, entonces

(K ′)∗
( ,L/K′) //

OO

� ?

Gal(L/K ′)ab

OO

Ver

K∗
( ,L/K) // Gal(L/K)ab

ut

Pasando al ĺımite proyectivo, el śımbolo de la norma residual se extien-
de a todas las extensiones de Galois L/K, no necesariamente finitas. Más
precisamente, si {Li/K} recorre todas las subextensiones finitas de Galo-
is de L/K, entonces Gal(L/K)ab = ĺım

←−i
Gal(Li/K)ab y entonces el śımbo-

lo de la norma residual (a, Li/K), con a ∈ K∗, determina un elemento
(a, L/K) ∈ Gal(L/K) con (a, L/K)|Li = (a, Li/K) puesto que tenemos que
(a, Lj/K)|Li = (a, Li/K) para Li ⊆ Lj (Teorema 5.5.12). En particular, para
la extensión Knr/K, el siguiente resultado describe a (a,Knr/K).

Teorema 5.5.13. Se tiene que gr ◦( ,Knr/K) = vK , es decir, en particular

(a,Knr/K) = Fr
vK(a)
K .

Demostración. Se tiene que (πK ,K
nr/K) = FrK pues (πK ,K

nr/K)|L =
(πK , L/K) = FrL|K = FrK |L para toda subextensión finita L/K de Knr/K
y (u,Knr/K) = 1 para u ∈ UK . Por tanto, si a = πmKu con u ∈ UK , se tiene

grK(a,Knr/K) = grK(FrmK) = m = vK(a). ut

El Teorema 5.5.13 muestra que la valuación v y, por tanto vK , es equi-
valente con la prescripción del śımbolo de la norma residual ( ,Knr/K). Por
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tanto, la teoŕıa desarrollada por Neukirch se puede interpretar de la siguien-
te forma. Si una teoŕıa de campos de clase se desarrolla para Ẑ-extensiones
Knr/K, entonces, con el axioma de teoŕıa de campos de clase, la teoŕıa se ex-
tiende automáticamente, y de manera única, a todas las extensiones abelianas
L/K.

5.6. Aplicaciones del TCCL

Regresamos al TCCL. Tenemos las siguientes correspondencias biyectivas:

{extensiones abelianas finitas de K} ←→
{subgrupos abiertos de Gal(Kab/K)} ←→
{subgrupos abiertos de ı́ndice finito en K∗}.

Las correspondencias están dadas por

L←→
(

núc : Gal(Kab/K)
rest |L−−−−→ Gal(L/K)

)
∼= Gal(Kab/L)←→

←→ núc
(
K∗

ψL|K−−−→ Gal(L/K)
)

= NL/K L
∗

donde la última igualdad proviene del isomorfismo

K∗/NL/K L
∗ ∼=−−−→
ψL|K

Gal(L/K).

Notemos que en la correspondencia de Galois, los subgrupos abiertos de
Gal(Kab/K) son de ı́ndice finito y por tanto cerrados (ver Observación 5.6.1).
En la correspondencia de Galois obtenemos todas las extensiones abelianas
de K por medio de todos los subgrupos cerrados.

Observación 5.6.1. Si N es un subgrupo abierto de Gal(Kab/K), entonces
Gal(Kab/K) = G =

⋃
x∈GNx. Como {Nx}x∈G es una cubierta abierta de G

y G es compacto, existe una subcubierta finita y G =
⋃m
i=1Nxi por lo que

[G : N ] <∞, es decir, todo subgrupo abierto de G es de ı́ndice finito.
También tenemos que N es cerrado pues si G = N

⋃(⋃n
j=1Nyj

)
unión

disjunta, entonces N = G \
(⋃n

j=1Nyj
)

el cual es cerrado.
Un subgrupo cerrado de ı́ndice finito es abierto, lo cual se demuestra de la

misma forma. Sin embargo existen subgrupos cerrados que no son de ı́ndice
finito y por tanto no son abiertos. Por ejemplo, existe una extensión L de
Q(ζ3) tal que Gal(L/Q(ζ3)) ∼= Z3×Z3 = 〈σ, θ〉 y 〈σ〉 ∼= Z3 es cerrado pero no
abierto en G y se tiene [G : 〈σ〉] =∞.

Corolario 5.6.2. Sea K un campo local. Entonces hay una correspondencia
biyectiva
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{extensiones abelianas finitas de K} ←→
{subgrupos abiertos de ı́ndice finito de K∗}

la cual está dada de la siguiente forma: a la extensión abeliana finita L/K le
corresponde el subgrupo NL/K L

∗ de K∗ (L←→ NL/K L
∗).

Más aún esta correspondencia satisface que si a L le corresponde H (L←→
H), entonces [L : K] = [K∗ : H] y además si a L′ le corresponde H ′ (L′ ←→
H ′), se tiene que L ⊇ L′ ⇐⇒ H ⊆ H ′. ut

Observación 5.6.3. Se tiene que UK es un conjunto abierto de K∗ y además
K∗/UK ∼= Z por lo que UK no puede corresponder a ninguna extensión abe-
liana de K pues Z no es un grupo profinito y por lo tanto no puede ser el
grupo de Galois de ninguna extensión.

Notación y definición 5.6.4. El mapeo restL ◦ρK : K∗ → Gal(L/K) se lla-
ma el śımbolo residual de la norma o śımbolo residual nórmico (norm residue

symbol en inglés) o mapeo local de Artin y se denota K∗
( ,L/K)−−−−−→ Gal(L/K).

Se puede considerar a ( , L/K) o a ψL/K como el śımbolo de Artin local o
mapeo local de Artin.

Definición 5.6.5. Sea K = R. Se define U
(0)
K = R∗ y U

(1)
K = R+. Para

K = C, se define U
(0)
K = C∗.

5.6.1. Ley de Reciprocidad para K = R y para K = C.

Proposición 5.6.6. La ley de reciprocidad se cumple para K = R y para
K = C.

Demostración. Si K = R, se tiene Rab = C y R y C son las únicas dos
extensiones abelianas (y de hecho algebraicas) de R. Se tiene que R∗ tiene
únicamente dos subgrupos de ı́ndice finito los cuales son R+ y R∗ Además se
cumple que NR/R R∗ = R∗ y NC/R R∗ = R+ = (R∗)2.

Sea ρR : R∗ −→ Gal(Rab/R) = Gal(C/R) = {1, J} dada por

ρR(x) = sgn(x) =

{
1 si x > 0,

J = −1 si x < 0.

Entonces ρR cumple las condiciones del Teorema TCCL para K = R.
Si ahora consideramos K = C, C es la única extensión algebraica de C y

el único subgrupo abierto de ı́ndice finito en C∗ es C∗. Por tanto ρC : C∗ −→
Gal(C/C) = {1}, z 7→ 1 satisface las condiciones del Teorema TCCL para
K = C. ut
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Proposición 5.6.7. Sea K un campo local con campo residual Fq y valuación
v = vp. Sea OK el anillo de valuación de K. Entonces

{extensiones abelinas fini-
tas no ramificadas de K}

oo
Corolario

5.3.13

//
OO

teoŕıa de cam-

pos locales

Teorema

3.4.5

��

{subgrupos abiertos de ı́ndice fi-
nito de K∗ que contienen a UK}OO

K∗/UK∼=Z

��
{extensiones abelianas

finitas de Fq}
oo // {subgrupos abiertos

de ı́ndice finito de Z}

(recordemos (Corolario 5.3.13) que cuando L/K es una extensión abeliana
finita no ramificada, UK ⊆ NL/K L

∗, por eso se tiene la correspondencia
dada por la flecha vertical del diagrama). ut

Observación 5.6.8. Se tiene que ρK : K∗ → Gal(Kab/K) nos proporciona
una biyección entre las extensiones abelianas finitas de L/K y subgrupos
abiertos de ı́ndice finito en K∗: L ←→ NL/K L

∗(U ←→ ρ−1
K (U)), es decir

K∗/NL/K L
∗ ∼= Gal(L/K).

Si L está dado, es “fácil” calcular NL/K L
∗, pero dado H < K∗ con H

subgrupo abierto de ı́ndice finito, ¿como calcular L tal que H = NL/K L
∗?

Ese es el problema que no nos permite dar una descripción expĺıcita de
todas las extensiones abelianas finitas de K. Por supuesto, si ρK se da expĺıci-
tamente, resolvemos parcialmente este problema.

Resulta ser que ρK es bastante expĺıcito si L/K es no ramificada. De he-
cho se tiene que si L/K es no ramificada, recordando que estamos en campos
locales, entonces Gal(L/K) ∼= Gal(L̃/K̃) donde L̃ y K̃ son los campos resi-
duales. Más aún, si K̃ = Fq y L̃ = Fqn con n = [L̃ : K̃] = [L : K], entonces
ρK : K∗ → Gal(L/K) satisface que ρK(a) = τvp(a) (Teorema 5.2.2), donde τ
es el automorfismo de Frobenius de L/K, el cual es el generador de Gal(L/K)
inducido por el automorfismo de Frobenius de L̃/K̃, es decir, τ : L̃ → L̃,
x̄ 7→ x̄q. Notemos que bajo ρK tenemos que si π es un elemento primo de K
entonces π ←→ τ .

De hecho, por TCCL (II). que es el contenido del Teorema 5.2.2, se tiene,
ρK(π) = ρFq (vK(π)) = τ , de donde

µρK(a) = ρK(a)|Fab
q

= ρFq (vK(a)) = τvK(a).

Para extensiones ramificadas la historia es muy diferente y se requiere
cohomoloǵıa de grupos para obtenerla. El Teorema de Tate y el grupo de
Brauer nos dan el mapeo de Nakayama, esto es, ρ−1

K . Sin embargo, ψL|K(a) =
(a, L/K), el śımbolo de la norma residual local o mapeo de Artin local, no
es expĺıcito en lo absoluto. Otras aproximaciones para el estudio de ρK son
por medio de los grupos formales de Lubin-Tate (1965) y también por medio
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de álgebras ćıclicas (Hasse et. at.). Haremos algo expĺıcito el mapeo local de
Artin y obtendremos el Teorema de Existencia en completa generalidad, por
medio de los grupos formales de Lubin–Tate en la Sección 5.8.1.

Más aún, los grupos de Lubin–Tate nos permiten encontrar expĺıcitamente
la máxima extensión abeliana de un campo local K (Teorema 5.8.67). Pode-
mos considerar este resultado como el análogo al Teorema de Kronecker–
Weber para campos locales.

5.7. Teorema de Existencia

De la teoŕıa general de campos locales, tenemos que si L/K es una ex-
tensión finita y separable, NL/K : L∗ −→ K∗ es continua y NL/K L

∗ es un
subgrupo cerrado en K∗. Por el Teorema de Reciprocidad, se tiene que L/K
es una extensión finita de Galois, entonces K∗/NL/K L

∗ ∼= Gab
L|K y como

GL|K es un grupo finito, [K∗ : NL/K L
∗] < ∞ y por tanto NL/K L

∗ es un

subgrupo abierto (NL/K L
∗ = K∗ \

( ⋃
x/∈NL/K L∗

xNL/K L
∗)

︸ ︷︷ ︸
finita

). De hecho, si A

es un subgrupo de K∗ de ı́ndice finito, A es abierto ⇐⇒ A es cerrado pues
A = K∗ \

(⋃
x/∈A xA

)
.

Proposición 5.7.1. Si carK = 0, entonces todo subgrupo de ı́ndice finito, es
abierto y, por tanto, cerrado.

Demostración. Tenemos que para m ∈ N tal que carK - m, en nuestro caso,
m ∈ N es arbitrario, (K∗)m es abierto y de ı́ndice finito en K∗ (Proposición
5.3.1). Su H < K∗, [K∗ : H] = m <∞, entonces (K∗)m ⊆ H y (K∗)m es un
subgrupo abierto. Por tanto H =

⋃
x∈H x(K∗)m es abierto. ut

Observación 5.7.2. Si carK = p > 0, (K∗)m es abierto para m tal que
carK - m. Sin embargo el resultado es falso para m = p. Esto es, (K∗)p no

es abierto en K∗ pues si lo fuese, existiŕıa m ∈ N tal que U
(m)
K ⊆ (K∗)p. En

particular se tendŕıa que si π es un elemento primo de K, entonces 1+πm = xp

para algún x ∈ K∗, por lo que πm = xp − 1 = (x − 1)p y m = vK(πm) =
pvK(x− 1) y en particular se debeŕıa tener que p|m para toda m ≥ m0 pues

U
(m)
K ⊆ U (m0)

K ⊆ (K∗)p, lo cual es absurdo.
Además, existen subgrupos de ı́ndice finito en K∗ que no son cerrados y

por tanto no son abiertos. Por ejemplo, tenemos que U
(1)
K
∼= Z∞p . Sea D =

{(ξn)∞n=1 ∈ Z∞P | ξn = 0 para casi todo n}. Se tiene que D es denso en U
(1)
K .

Entonces, existe un morfismo no trivial de grupos abelianos ϕ : G −→ Z/pZ
tal que D ⊆ núcϕ y de aqúı se deduce que K∗ tiene subgrupos no cerrados
de ı́ndice p.
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Por otro lado, se tiene que (K∗)p es cerrado pues K∗ = Z × UK por lo
que (K∗)p = pZ× (UK)p y (K∗)p/(UK)p es un subgrupo discreto de K∗/UK
el cual es Hausdorff por ser UK un subgrupo cerrado. Se sigue que (K∗)p es
cerrado en K∗ (Lema3.3.8). También se sigue que (K∗)p no es de ı́ndice finito
en K∗ al ser cerrado pero no abierto.

En el Corolario 5.7.6 probaremos que DK = {1} para K de caracteŕıstica
0. Para ver que DK = núc ρK = {1} en el caso carK = p > 0, y que de hecho
sirva para cualquier caracteŕıstica, usaremos los grupos de Lubin-Tate para

probar que 〈πK〉×U (n)
K es un grupo de normas para toda n ∈ N∪{0}. Puesto

que 〈πfK〉 × UK es el grupo de normas de la extensión no ramificada de K de
grado f , se tiene que

DK ⊆
(
〈πfK〉 × UK

)
∩
(
〈πK〉 × U (n)

K

)
= 〈πfK〉 ∪ U

(n)
K

para toda f ∈ N y para toda n ∈ N ∪ {0}. Por lo tanto

DK ⊆
⋂
f∈N

n∈N∩{0}

(
〈πfK〉 × U

(n)
K

)
= {1}.

En resumen, ρK : K∗ −→ Gab
K es un monomorfismo.

El Teorema de Existencia establece que si H < K∗ es un subgrupo abierto
de ı́ndice finito, equivalentemente, un subgrupo cerrado de ı́ndice finito, existe
una extensión abeliana finita L/K tal que H = NL/K L

∗, es decir, H es un
grupo de normas.

Definición 5.7.3. Un grupo de normas de K∗ es un subgrupo H < K∗ de
ı́ndice finito tal que H = NL/K L

∗ para alguna extensión abeliana finita L de
K.

Teorema 5.7.4. Si H es un subgrupo de K∗ que contiene a un subgrupo de
normas, H ⊇ NL/K L

∗, entonces H es también un grupo de normas y si
H = NM/KM

∗ entonces M ⊆ L.

Demostración. Sea L/K una extensión abeliana tal que NL/K L
∗ ⊆ H, enton-

ces ρK |L = ψL|K : K∗ −→ GL|K es tal que núcψL|K = NL/K L
∗. Como H es

abierto y ψL|K es una biyección entre los grupos H tales que NL/K L
∗ ⊆ H ⊆

K∗ y los subgrupos de GL|K , digamos que ψL|K(H) = G < GL|K , por lo que
G = GL|M para algún campo M (de hecho, M = LG) tal que K ⊆M ⊆ L. Se
tiene

ψL|K |H : H −→ GL|K por tanto ψ̃L|K : K∗/H −→
GL|K

GL|M
∼= GM |K

y
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H = núc ψ̃L|K = NM |KM
∗.

Aqúı hemos usado la conmutatividad del diagrama

K∗
ψL|K

∼=
// GL|K

rest |M
��

σ

��
K∗

ψM|K

∼=
// GM |K σ|M

ut

Proposición 5.7.5. Sea K un campo local de caracteŕıstica 0. Sea m ∈ N.
Entonces (K∗)m es un grupo de normas de K∗.

Demostración. Sea ζm una ráız m-primitiva de la unidad. Supongamos pri-
mero que ζm ∈ K∗. Para a ∈ K∗, sea La := K( m

√
a). Sea L :=

⋃
a∈K∗ La =

K
(
m
√
K∗
)
. Se tiene que L es la máxima extensión abeliana de exponente m

(Teorema 2.4.2). Además, por la Teoŕıa de Kummer, tenemos que

χ
(

Gal(L/K)
)

= Hom
(

Gal(L/K),Q/Z
)

= Hom
(

Gal(L/K), 〈ζm〉
) ∼= K∗/(K∗)m.

Puesto queK∗/(K∗)m es finito, Gal(L/K) es finito y L/K es una extensión
finita. Ahora K∗/NL/K L

∗ ∼= Gal(L/K) y K∗/NL/K L
∗ tiene exponente m

lo cual implica que (K∗)m ⊆ NL/K L
∗ y, por otro lado,

[K∗ : (K∗)m] =
∣∣χ(Gal(L/K)

)∣∣ =
∣∣Gal(L/K)

∣∣ = [L : K] = [K∗ : NL/K L
∗].

Se sigue que NL/K L
∗ = (K∗)m y por tanto (K∗)m es un grupo de normas.

Ahora, si ζm /∈ K∗, sea K1 := K(ζm). Por el caso anterior, sea L1 :=
K1

(
m
√
K∗1
)

y NL1/K1
L∗1 = (K∗1 )m. Sea L0 cualquier extensión finita de Galois

de K con L1 ⊆ L0, entonces

NL0/K L
∗
0 = NK1/K

(
NL0/K1

L∗0
)
⊆
↑

L1⊆L0

NK1/K

(
NL1/K1

L∗1
)

= NK1/K

(
(K∗1 )m

)
⊆ (K∗)m.

Puesto que (K∗)m contiene a un grupo de normas, por el Teorema 5.7.4,
(K∗)m es un grupo de normas. ut

Corolario 5.7.6. Sea K un campo local de caracteŕıstica 0. Entonces el iso-
morfismo de reciprocidad ρK : K∗ −→ Gal(Kab/K) es un monomorfismo.
Esto es, núc ρK = DK =

⋂
L/K abeliana

finita

NL/K L
∗ = {1}.

Demostración. Se tiene DK ⊆
⋂∞
m=1(K∗)m = {1} (Corolario 3.2.7). ut
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Teorema 5.7.7 (Teorema de Existencia en caracteŕıstica 0). Sea K un
campo local de caracteŕıstica 0. Los grupos de normas de K∗ son precisamente
los subgrupos abiertos (y por tanto cerrados) de ı́ndice finito en K∗.

Demostración. Si H es un grupo de normas, H = NL/K L
∗ con L/K una

extensión finita abeliana. Se tiene [K∗ : H] = [K∗ : NL/K L
∗] = [L : K] < ∞

y es cerrado (Teorema 3.3.7), por tanto abierto.
Rećıprocamente, si H es un subgrupo abierto de ı́ndice finito en K∗,

[K∗ : H] = m, entonces (K∗)m ⊆ H y como (K∗)m es un grupo de normas,
H también lo es (Teorema 5.7.4). ut

Notemos que no necesitamos que H sea abierto. De hecho, en la Propo-
sición 5.7.1, vimos que en caracteŕıstica 0, todo subgrupo de ı́ndice finito, es
abierto y por tanto cerrado.

Teorema 5.7.8. Sea K un campo local de caracteŕıstica 0. Entonces los gru-

pos de normas son precisamente los grupos que contienen a algún 〈πf 〉×U (n)
K

para n ∈ N ∪ {0}, f ∈ N.

Demostración. Se tiene que 〈πf 〉 × U (n)
K tiene ı́ndice finito en K∗:

K∗ = 〈π〉 × U (0)
K , [K∗ : 〈πf 〉 × U (n)

K ] =

{
f(q − 1)qn−1 (n ≥ 1),

f (n = 0)

y por tanto 〈πf 〉 × U (n)
K es un grupo de normas. Se sigue que si H contiene a

〈πf 〉 × U (n)
K , H es un grupo de normas.

Rećıprocamente, si H es un grupo de normas, H es abierto y como

{U (n)
K }n∈N∪{0} es un sistema fundamental de vecindades de 1, existe n ∈

N ∪ {0} con U
(n)
K ⊆ H. Ahora bien, si f = [K∗ : H], entonces πf ∈ H por lo

que 〈πf 〉 × U (n)
K ⊆ H. ut

Corolario 5.7.9. Sea H < K∗, K un campo local de caracteŕıstica 0. Enton-
ces lo siguiente es equivalente:

(1) H es un grupo de normas;
(2) H es un subgrupo abierto de ı́ndice finito;
(3) H es un subgrupo cerrado de ı́ndice finito;
(4) H es un subgrupo de ı́ndice finito.
(5) H contiene a (K∗)m para algún m ∈ N.

(6) H contiene a 〈π〉 × U (n)
K para algunos f ∈ N y n ∈ N ∪ {0}. ut

Definición 5.7.10 (Conductor local). Dada una extensión abeliana finita
L/K de campos locales, se tiene que NL/K L

∗ es un subgrupo abierto pues
es cerrado de ı́ndice finito (Teorema 3.3.7) y que contiene a 1. Por tanto



5.7 Teorema de Existencia 155

U
(n)
K ⊆ NL/K L

∗ para alguna n ≥ 0 pues {U (n)
K }n∈N es un sistema fundamental

de vecindades de 1 (ver Subsección 3.2). Sea n0 el mı́nimo entero no negativo

tal que U
(n0)
K ⊆ NL/K L

∗.
Entonces denotamos n0 := cp con p = pK el lugar de K. Se define el

conductor local de L/K por

fL/K = fp = f = pn0

K = pn0 = pcp .

Si L/K es una extensión de campos globales y consideramos las comple-
taciones LP/Kp, entonces denotamos fLP/Kp

= fp.

Teorema 5.7.11. Una extensión abeliana finita de campos locales L/K es no
ramificada ⇐⇒ fL/K = f = 1, esto es, ⇐⇒ cp = n0 = 0.

Demostración. Por el Corolario 5.3.13, L/K es no ramificada ⇐⇒ UK ⊆
NL/K L

∗ ⇐⇒ n0 = cp = 0. ut

5.7.1. Red de normas y de subcampos

Teorema 5.7.12. Sean L/K y L′/K ′ dos extensiones de Galois tales que
K ⊆ K ′ y L ⊆ L′. Entonces el siguiente diagrama es conmutativo

Galab(L′/K ′)
ψ−1

L′/K′

//

restL

��

(K ′)∗/NL′/K′((L
′)∗)

NK′/K

��
Galab(L/K)

ψ−1
L/K

// K∗/NL/K(L∗)

Equivalentemente, tenemos el diagrama conmutativo

(K ′)∗
ψL′/K′

//

NK′/K

��

Galab(L′/K ′)

restL
��

K∗
ψL/K

// Galab(L/K)

Demostración. Es el Teorema 5.5.12. ut

Como consecuencia del Teorema 5.7.12 tenemos el siguiente resultado (pa-
ra el caso global, ver el Teorema6.9.5).

Teorema 5.7.13. Sea E/F una extensión abeliana finita de campos locales y
sea E el campo de clase de Λ ⊆ F ∗, es decir, NE/F E

∗ = Λ. Sea L/F una
extensión finita y separable. Entonces LE/L es una extensión finita y el grupo
de normas correspondiente es N−1

L/F (Λ).
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L LE

F
Λ

E

Demostración. Sea ψEL/L : L∗ −→ Gal(LE/L) el mapeo de Artin. El grupo
de normas correspondiente a LE/E es núcψLE/L, esto es, L∗/ núcψLE/E ∼=
Gal(LE/L). Por el Teorema 5.7.12 tenemos rest ◦ψLE/L = ψE/F ◦NL/F . Por
tanto

x ∈ núcψLE/E ⇐⇒ ψLE/E(x) = 1 ⇐⇒
rest ◦ψLE/E(x) = 1 = ψE/F ◦NL/F (x) ⇐⇒

NL/F (x) = núcψE/F = Λ ⇐⇒ x ∈ N−1
L/F (Λ). ut

Para probar el Teorema de Existencia en general, primero demostramos el
siguiente importante resultado.

Teorema 5.7.14. Sea K un campo local. Los grupos de normas HL :=
NL/K L

∗ de K∗ forman una red y el mapeo L −→ HL es una correspon-
dencia biyectiva que cambia contenciones y que de hecho es un isomorfismo
de redes entre la red de las extensiones abelianas finitas de K y la red de los
grupos de normas de K∗. Por tanto

(1) HL1
⊇ HL2

⇐⇒ L1 ⊆ L2;
(2) HL1L2

= HL1
∩HL2

;
(3) HL1∩L2 = HL1HL2 .

Demostración. Si L1 y L2 son dos extensiones abelianas finitas de K enton-
ces se tiene NL1L2/K = NLi/K NL1L2/Li , i = 1, 2, de donde obtenemos que
HL1L2 ⊆ HL1 ∩HL2 .

Ahora si a ∈ HL1 ∩HL2 , entonces (a, L1L2/K)|Li = (a, Li/K) = 1, para
i = 1, 2.

Se tiene el diagrama con filas exactas

1 −−−−→ NL1L2/K

(
(L1L2)∗

)
−−−−→ K∗ −−−−−−−−→

(a,L1L2/K)
GL1L2/K −−−−→ 1yπi=rest |Li

1 −−−−→ NLi/K L
∗ −−−−→ K∗ −−−−−−→

(a,Li.K)
GLi/K −−−−→ 1.

y también tenemos el diagrama conmutativo

GL1L2/K
� � π1×π2 // GL1/K ×GL2/K

K∗

( ,L1L2/K)

OO

(
( ,L1/K),( ,L2/K)

)
88
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Por lo tanto (a, L1L2/K) = 1. Aśı, a ∈ HL1L2
.

De esta manera se obtiene que HL1
∩HL2

= HL1L2
.

Ahora HL1
⊇ HL2

⇐⇒ HL1
∩HL2

= HL2
= HL1L2

⇐⇒ [L1L2 : K] =
[L2 : K] ⇐⇒ L1L2 = L2 ⇐⇒ L1 ⊆ L2.

De esta forma tenemos que L −→ HL es una biyección que cambia con-
tenciones pues si HL1

= HL2
entonces HL1L2

= HL1
∩HL2

= HL1
= HL2

por
lo que L1L2 = L1 = L2.

Finalmente, tenemos que HLi ⊆ HL1∩L2
, i = 1, 2. Por tanto se sigue que

HL1HL2 ⊆ HL1∩L2 .

L1 L1L2

L1 ∩ L2 L2

K

Ahora HLi ⊆ HL1HL2 y HLi es un subgrupo abierto de K∗ de ı́ndice
finito ya que K∗/HLi

∼= Gal(Li/K). Por tanto se sigue que HL1HL2 es un
subgrupo abierto de K∗ ya que HL1

HL2
=
⋃
a∈HL2

aHL1
es una unión de

conjuntos abiertos (ver también la Observación 5.6.1).
Ahora consideremos la imagen de HL1

HL2
bajo el śımbolo residual de

la norma del subgrupo correspondiente a las extensiones Li/K, i = 1, 2, las
cuales son (HL1HL2 , Li/K), i = 1, 2, ( , Li/K) : K∗ → Gal(Li/K), la cual
corresponde a algún subcampo K ⊆ T ⊆ Li. Notemos que T corresponde
al mismo campo tanto de L1 como de L2 pues en ambos casos ( , Li/K)
es la restricción de ρK , en otras palabras, T corresponde a HL1

HL2
o, más

precisamente, ρ−1
K

(
Gal(Kab/T )

)
= HL1

HL2
.

Lo anterior implica que HL1HL2 = núc( , T/K) = HT . Por otro lado
T ⊆ L1 ∩ L2, HL1∩L2 ⊆ HT = HL1HL2 . Se sigue que HL1∩L2 = HL1HL2 . ut

Teorema 5.7.15 (limitación de normas local). Sea L/K una extensión
finita y separable de campos locales. Sea M = Lab la máxima extensión abe-
liana de K contenida en L. Entonces NL/K L

∗ = NM/KM
∗.

Demostración. Se tiene que NL/K L
∗ = NM/K NL/M L∗ ⊆ NM/KM

∗.
En caso de que L/K sea una extensión de Galois, se tiene que Gal(M/K) =

Gal(L/K)ab = G/[G,G] = G/G′, donde G = Gal(L/K). Entonces, por el
Teorema de Tate (Teorema 4.9.20), se tiene

H−2(G,Z) ∼= G/G′
∼=−−→
θ

(L∗)G/NL/K L
∗ = K∗/NL/K L

∗ ∼= H0(G,L∗)

y [K∗ : NL/K L
∗] = |G/G′| = [M : K] = [K∗ : NM/KM

∗] lo que implica
que NL/K L

∗ = NM/KM
∗ y se tiene que µL/K : K∗ −→ G/G′ es el mapeo
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inducido por el inverso de θ. De hecho µL/K es el mapeo de Artin en el caso
abeliano, es decir µL/K = ψLab/K .

Para el caso general, sea L̃ una extensión finita de Galois de K que contiene
a L. Sean G = Gal(L̃/K) y H = Gal(L̃/L).

L̃

H

G

L

M

K

Si R es la máxima subextensión abeliana de K contenida en L̃, se tiene R =
L̃G
′

y M = R∩L = L̃G
′ ∩ L̃H = L̃G

′H . Si a ∈ NM/KM
∗ se tiene el diagrama

conmutativo (Teorema 5.7.12)

L∗
ψL̃/L //

NL/K

��

H/H ′

i

��
K∗

ψL̃/K // G/G′

π

��
K∗

ψM/K // G/G′H

donde i es la inclusión natural, π la proyección y ψL̃/L, ψL̃/K , ψM/K los mapeos

de Artin, los cuales tienen sentido pues L̃/L y L̃/K son extensiones de Galois.
Ahora, puesto que a ∈ NM/KM

∗, se tiene ψM/K(a) = 1 = π ◦ ψL̃/K(a).

Por otro lado ψL̃/L es suprayectivo y ψL̃/K(a) ∈ núcπ = im i por lo que

existe b ∈ L∗ tal que ψL̃/K ◦ (NL/K b) = ψL̃/K(a). Se sigue que a/NL/K b ∈
núcψL̃/K = NL̃/K L̃

∗, esto es, existe c ∈ L̃∗ con a/NL/K b = NL̃/K c de donde

a = NL/K b ·NL̃/K c = NL/K b ·NL/K(NL̃/L c) = NL/K(bNL̃/L c) ∈ NL/K L
∗

probando que NM/KM
∗ = NL/K L

∗. ut

5.8. Grupos de ramificación superior y grupos de
normas

Sea L/K una extensión de Galois finita de campos locales con grupo de
Galois G = Gal(L/K). Se tiene que OL = OK [x] para algún x ∈ OL (ver
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[151, Ch. III, Section 6, Proposition 12]). Entonces se definen los grupos de
ramificación por (ver [136, Definición 1.3.4]):

Gi := {σ ∈ G = Gal(L/K) | vL(σx− x) ≥ i+ 1}, i ≥ −1.

Se tiene que G−1 = G el cual, en el caso global, corresponde al grupo de
descomposición, G0 es el grupo de inercia y G = G−1 ⊇ G0 ⊇ G1 ⊇ . . . ⊇
Gr ⊇ . . ., Gi�G para toda i ≥ −1 y Gr = {1} para r suficientemente grande
pues para σ 6= 1, σx 6= x y vK(σx− x) <∞.

Se define
ıG : G −→ Z ∪ {∞},

de la siguiente forma: para σ 6= 1, ıG(σ) = vK(σx− x) 6=∞ y ıG(1) =∞. Se
tiene

ıG(σ) ≥ i+ 1 ⇐⇒ σ ∈ Gi,

lo cual prueba que la definición de Gi no depende de x. Además, puesto que
para τ ∈ G se tiene OL = OK [τ−1x], entonces

ıG(τστ−1) = vK(τστ−1x− x) = vK(τ(στ−1x− τ−1x))

= vK(σ(τ−1x)− (τ−1x)) = ıG(σ).

Para σ, τ ∈ G se tiene (στ)(x)− x = σ(τx)− τx+ τx− x, de donde

ıG(στ) = vK((στ)x− x) ≥ mı́n{vK(σ(τx)− (τx)), vK(τx− x)}
= mı́n{ıG(σ), ıg(τ)}.

Para un subgrupo H < G, sea E = LH . Entonces Gal(L/E) = H.

Proposición 5.8.1. Para σ ∈ H se tiene ıH(σ) = ıG(σ) y Hi = Gi ∩H para
toda i ≥ −1.

Demostración. Es inmediato pues vK(σx− x) no depende de H. ut

Corolario 5.8.2. Sea E la máxima subextensión de L no ramificada sobre
K, K ⊆ E ⊆ L y sea H el subgrupo correspondiente a E, es decir, E = LH .
Entonces H = G0 y los grupos de ramificación de G de ı́ndice mayores o
iguales a 0 son iguales a aquéllos de H. ut

Notemos que L/E es totalmente ramificada.

Proposición 5.8.3. Sea H �G. Para σ̄ ∈ G/H se tiene

ıG/H(σ̄) =
1

eL/K

∑
g∈σ̄

ıG(g).
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Demostración. Si σ̄ = 1, 1 ∈ σ̄ y ambos lados de la igualdad es ∞.
Sea σ̄ 6= 1. Sean OL = OK [x] y OE = OK [y]. Se tiene

eL/EıG/H(σ̄) = eL/KvE(σ̄y − y) = vL(σy − y) y eG(σ) = vL(σx− x).

Se tiene que si σ es un representante de σ̄, entonces σ̄ = {στ | τ ∈ H}.
Sean a := σy − y y b :=

∏
τ∈H(στ(x)− x).

Veamos que OLa = OLb. Una vez probado esto se tendrá vL(a) = vL(b) y

eL/EıG/H(σ̄) = vL(a) = vL(b) =
∏
τ∈H

vL(σ(τ(x))− x)

=
∑
τ∈H

ıG(στ) =
∑
g∈σ̄

ıG(g).

Sea f(T ) := Irr(x, T,E) ∈ E[T ]. Entonces f(T ) =
∏
τ∈H(T − τx). Enton-

ces σ(f)(T ) = σ(f(T )) =
∏
τ∈H(T − (στ)(x)).

Puesto que todos los coeficientes de σf−f son divisibles por σy−y debido a
que OE = OK [y] y que por tanto y divide a todos los coeficientes de f , se sigue
que a = σy−y divide a σ(f)(x)−f(x) = σ(f)(x) =

∏
τ∈H(x−(στ)(x)) = ±b.

Falta ver que b divide a a. Puesto que OL = OK [x], escribimos y = g(x)
con g(T ) ∈ OK [T ]. Se tiene que el polinomio g(T )− y ∈ OE [T ] y x es ráız de
g(T )− y por lo que f(T ) | g(T )− y.

Escribamos g(T )− y = f(T )h(T ) con h(T ) ∈ OE [T ]. Por tanto σ(g)(x)−
σy = σ(f)(x)σ(h)(x).

Ahora bien, g(T ) ∈ OK [T ], por lo que σ(g)(T ) = g(T ) y σ(g)(x) = g(x) =
y. Se tiene b = ±σ(f)(x). Por tanto −a = y − σy = ±bσ(h)(x), esto es b | a
de donde se sigue el resultado. ut

Corolario 5.8.4. Si H = Gj para algún j ≥ 0, entonces

(G/H)i = Gi/H para i ≤ j y (G/H)i = {1} para i ≥ j.

Demostración. {Gi/H}i≤j es una filtración decreciente de subgrupos de G/H.
Para σ̄ ∈ G/H, σ̄ 6= 1, existe un ı́ndice i < j tal que σ̄ ∈ Gi/H y σ /∈ Gi+1/H.
Si σ ∈ G representa a la clase σ̄, se tiene que σ ∈ Gi y σ /∈ Gi+1 de donde se
sigue que ıG(σ) = i+ 1.

Ahora bien, H = Gj ⊆ G0, lo cual implica que L/E es totalmente ramifi-
cada, donde E = LH y eL/E = [L : E] = |H|. Entonces

ıG/H(σ̄) =
1

eL/E

∑
g∈σ̄

ıG(g) =
↑

ḡ=σ̄

1

eL/E

∑
g∈σ̄

ıG(σ) = ıG(σ) = i+ 1.

Esto prueba que las filtraciones {Gi/H}i≤j y {(G/H)i}i≤j coinciden. Fi-
nalmente, tenemos que (G/H)j = Gj/H = H/H = {1} de donde se sigue que
(G/H)i = {1} para i ≥ j. ut
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Proposición 5.8.5. Sea π ∈ OL, vL(π) = 1 cualquier elemento primo de L.
Sea σ ∈ G y consideremos el mapeo σ 7−→ σπ/π. Es mapeo induce, pasando
al cociente, un monomorfismo de grupos

Gi/Gi+1
θi

↪−−→ U
(i)
L /U

(i+1)
L

∼= piL/p
i+1
L .

Se tiene que θi es independiente de π.

Demostración. Sea π′ otro elemento primo de L. Entonces π′ = aπ para algún
a ∈ UL. Sea σ ∈ G. Entonces

σπ′

π
=
σπ

π
· σu
u
.

Para σ ∈ Gi tenemos σu− u ∈ pi+1
L , esto es, σu/u ≡ 1 mód U

(i+1)
L por lo que

θi es independiente de π.
Sean σ, τ ∈ Gi, entonces

(στ)(π)

π
=
σ(τ(π))

π
=
σπ

π
· τπ
π
· σ
(τπ
π

)
· π
τπ

=
σπ

π
· τπ
π
· σv
v

donde v = τπ/π ∈ UL. Se sigue de lo anterior que σv/v ≡ 1 mód U
(i+1)
L y por

tanto
(στ)(π)

π
=
σπ

π
· τπ
π

mód U
(i+1)
L

lo cual implica que θi es un homomorfismo de grupos. Finalmente, si σ ∈
núc θi, σ 7→ σπ/π ∈ U (i+1)

L por lo que σ ∈ Gi+1 de donde se sigue que σ̄ = 1.
ut

Corolario 5.8.6. Se tiene que G0/G1 es un grupo ćıclico de orden un divi-
sor de q − 1 y Gi/Gi+1 es un p–grupo elemental abeliano para i ≥ −1. En
particular G1 es un p–grupo. Aqúı q = pr y el campo residual de L es Fq.

Demostración. Se sigue del hecho de queG0/G1 ⊆ UL/U (1)
L
∼= F∗q yGi/Gi+1 ⊆

U
(i)
L /U

(i+1)
L

∼= Fq para i ≥ 1. ut

Corolario 5.8.7. Sea L/K una extensión finita de Galois con grupo de Galois
G. Entonces G es un grupo soluble.

Demostración. Sea G0 el grupo de inercia de G, G0 / G y G/G0 es un grupo
ćıclico pues corresponde a la máxima extensión no ramificada de K contenida
en L (Teorema 3.4.5). Del Corolario 5.8.6 se sigue que el grupo G0 es soluble,
de donde se sigue que G es soluble. ut

Definición 5.8.8. Si t ∈ [−1,∞) definimos Gt := Gdte donde dte es la función
techo, esto es, dte es el entero más pequeño mayor o igual a t.
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Se tiene para t = −1, [G0 : G−1] := [G−1 : G0]−1 = [G : G0]−1 y para
−1 < t ≤ 0, [G0 : Gt] = 1.

Sea gi = |Gi|, i ∈ Z, i ≥ −1.

Definición 5.8.9. La función de Herbrand

ϕ = ϕL/K : [−1,∞) −→ [−1,∞)

se define por

ϕ(u) =

∫ u

0

dt

[G0 : Gt]
=

1

g0
(g1 + · · ·+ gm + (u−m)gm+1)

donde m ≤ u ≤ m+ 1, m ∈ N.

En particular se tiene ϕ(m) + 1 = 1
g0

∑m
i=0 gi.

Notemos que para u ≥ −1, u /∈ Z,

ϕ′L/K(u) =
gm+1

g0
donde m < u < m+ 1. (5.8.3)

Se tiene que ϕ es continua, lineal, lineal por tramos, creciente y cóncava y
por tanto ϕ es una función biyectiva y continua.

Definición 5.8.10. Sea η = ηL/K : [−1,∞) −→ [−1,∞) la inversa de ϕ:
η = ϕ−1. Se define el número de ramificación superior v por

Gv := Gη(v) o, equivalentemente, Gϕ(u) = Gu

y ϕ(u) es el número de ramificación superior.

Se tiene que η es continua, lineal por tramos, creciente y convexa. Además,
η(0) = 0. Si v = ϕ(u) es un entero, entonces u = η(v) es también un entero.
En efecto, si m ∈ Z es tal que m ≤ u ≤ m+ 1, entonces

g0v = g1 + · · ·+ gm + (u−m)gm+1.

Puesto que Gm+1 ⊆ Gi, 0 ≤ i ≤ m, gm+1|gi, 0 ≤ i ≤ m. Por tanto, puesto
que v ∈ Z, u−m ∈ Z y u ∈ Z. Además

η(v) =

∫ v

0

[G0 : Gw]dw.

Una de las razones principales para estudiar los número de ramificación
superiores, es que tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.8.11. Si H �G, entonces, para toda v ∈ [−1,∞) se tiene

(G/H)v = GvH/H.
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Para probar el Teorema 5.8.11, primero probamos

Proposición 5.8.12. Se tiene

ϕL/K(t) =
1

g0

∑
σ∈G

mı́n{ıG(σ), t+ 1} − 1.

Demostración. Sea θ(t) = 1
g0

∑
σ∈G mı́n{ıG(σ), t+ 1} − 1. Entonces θ es una

función continua, lineal por tramos, θ(0) = ϕ(0) = 0. Si m ≥ −1 es un entero
y m < t < m+ 1, entonces se tiene que t+ 1 /∈ Z y

ı́nf{ıG(σ), t+ 1} = ıG(σ) ⇐⇒ ıG(σ) < t+ 1 ⇐⇒ ıG(σ) ≤ m+ 1.

Sea ıG(σ) = i ≤ m+ 1
(
⇐⇒ σ /∈ Gm+1

)
, por lo tanto

ı́nf{ıG(σ), t+ 1} = t+ 1 ⇐⇒ ıG(σ) ≥ t+ 1 ∈ (m+ 1,m+ 2)

⇐⇒ ıG(σ) ≥ m+ 2 ⇐⇒ σ ∈ Gm+1.

Por tanto

θ(t) =
↑

m<t<m+1

1

g0

∑
σ∈G

ı́nf{ıG(σ), t+ 1} − 1

=
1

g0

∑
σ∈G\Gm+1

ı́nf{ıG(σ), t+ 1}+
1

g0

∑
σ∈Gm+1

ı́nf{ıG(σ), t+ 1} − 1

=
1

g0

∑
σ∈G\Gt+1

ıG(σ) +
|Gm+1|
g0

(t+ 1)− 1.

Se sigue que θ′(t) = gm+1

g0
.

Ahora ϕ(u) =
∫ u

0
dt

[G:Gt]
, lo cual implica que

ϕ′(t) =
1

[G : Gt]
=

1

[G : Gdte]
=

1

[G : Gm+1]
=
gm+1

g0
= θ′(t).

De esta forma tenemos que (ϕ − θ)′(t) = 0 para toda t ∈ [−1,∞) \ Z,
ϕ(0) = θ(0) y (ϕ− θ) es una función continua. Se sigue que ϕ(t) = θ(t) para
toda t ∈ [−1,∞). ut

Teorema 5.8.13 (Herbrand). Sea L/K una extensión finita de Galois de
campos locales con grupo G = Gal(L/K). Sea E/K una subextensión de Galo-
is de L/K con grupo Λ = G/H = Gal(E/K) donde H = Gal(L/E). Entonces

GsH

H
= Λt =

(G
H

)
t

con t = ϕL/E(s). L

H

GE

G/H=Λ

K
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Demostración. Sea σ̄ ∈ Λ y seleccionaremos una preimagen σ ∈ G que toma el
máximo valor ıG(σ). Esto es, se selecciona σ ∈ G tal que ıG(σ) = sup{ıG(g) |
g ∈ σ̄}. Probaremos que

ıΛ(σ̄) = ϕL/E(ıG(σ)− 1). (5.8.4)

Sea m = ıG(σ), por lo tanto σ ∈ Hm−1. Si τ ∈ H está en Hm−1, entonces
ıG(τ) ≥ m pues Hi−1 = Gi−1 ∩H para toda i (Proposición 5.8.1).

Por tanto m = ıG(σ) ≥ ıG(τσ) ≥ mı́n{ıG(τ), ıG(σ)} = m. Se sigue que
ıG(τσ) = m. Ahora si τ ∈ H y τ /∈ Hm−1, se tiene ıG(τ) < m y ıG(τσ) =
ıG(τ). En ambos casos se tiene ıG(τσ) = mı́n{ıG(τ),m}.

Aplicando la Proposición 5.8.3 obtenemos

ıΛ(σ̄) =
1

eL/E

∑
g∈σ̄

ıG(g) =
1

eL/E

∑
τ∈H

ıG(στ) =
1

eL/E

∑
τ∈H

mı́n{ıG(τ),m}.

(5.8.5)

Por otro lado, por la Proposición 5.8.1, se tiene ıG(τ) = ıH(τ) y además
eL/E = |H0|. De la Proposición 5.8.12 y de la Ecuación (5.8.5) obtenemos

ıΛ(σ̄) =
1

h0

∑
τ∈H

mı́n{ıG(τ),m} =
1

h0

∑
τ∈H

mı́n{ıH(τ),m}

= ϕL/E(m− 1) + 1 = ϕL/E(ıG(σ)− 1) + 1

la cual es la Ecuación (5.8.4).
Se tiene que si σ̄ ∈ GsH/H, entonces existe σ′ ∈ Gs tal que σ′ = σ̄. De la

Ecuación (5.8.4) obtenemos

σ̄ ∈ GsH/H ⇐⇒ ıG(σ) ≥ s+ 1 ⇐⇒ ıG(σ)− 1 ≥ s
⇐⇒ ϕL/E(ıG(σ)− 1) ≥ ϕL/E(s) ⇐⇒ ıΛ(σ′)− 1 ≥ ϕL/E(s)

⇐⇒ σ′ ∈ ΛϕL/E(s) = Λt. ut

Proposición 5.8.14. Sea E/K una subextensión de Galois de L/K. Enton-
ces si ϕL/K denota la función de Herbrand y ηL/K = ϕ−1

L/K , entonces

ϕL/K = ϕE/K ◦ ϕL/E y ηL/K = ηL/E ◦ ηE/K .

Demostración. Tenemos eL/K = eE/KeL/E . Del Teorema de Herbrand 5.8.13
se tiene GsH/H = Gs/Gs ∩ H = Gs/Hs = (G/H)t con t = ϕL/E(s). Por
tanto, puesto que eL/E = |G0|, eE/K = |(G/H)0| y eL/E = |H0|,

1

eL/K
|Gs| =

1

eE/K

∣∣∣(G
H

)
t

∣∣∣ · 1

eL/E
|Hs|.

Entonces, de la Ecuación (5.8.3) se obtiene
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ϕ′L/K(s) = ϕ′E/K(t) · ϕ′L/E(s) =
↑

t=ϕL/E(s)

ϕ′E/K(ϕL/E(s))ϕ′L/E(s)

= (ϕE/K ◦ ϕL/E)′(s).

Puesto que ϕL/K(0) = (ϕE/K ◦ ϕL/E)(0) = 0, se sigue que

ϕL/K = ϕE/K ◦ ϕL/E .

Tomando las funciones inversas, se sigue que

ηL/K = ϕ−1
L/K = (ϕE/K ◦ ϕL/E)−1 = ϕ−1

L/E ◦ ϕ
−1
E/K = ηL/E ◦ ηE/K . ut

Con estos resultados, estamos en condiciones de probar el Teorema 5.8.11:
si H �G, entonces (G/H)v = GvH/H para todo v ≥ −1.

Demostración. (Teorema 5.8.11): Sea s = ηE/K(t). Usando el Teorema de
Herbrand 5.8.13 y la Proposición 5.8.14, obtenemos

GtH

H
=
GηL/K(t)H

H
=
↑

Herbrand

(G
H

)
ϕL/E(ηL/K(t))

=
(G
H

)
(ϕL/E◦ηL/E◦ηE/K)(t)

=
(G
H

)
ηE/K(t)

=
(G
H

)t
. ut

Definición 5.8.15. t se llama salto superior si Gt(L/K) 6= Gt+ε(L/K) para
toda ε > 0.

5.8.1. Grupos Formales de Lubin-Tate. Cálculo del śımbolo
residual de la norma

Nuestra exposición sobre los grupos de Lubin–Tate sigue muy de cerca a
[117] el cual es a su vez, una exposición detallada de [102].

En 1965, J. Lubin y J. Tate [102] motivados por la analoǵıa con la teoŕıa de
multiplicación compleja en curvas eĺıpticas, mostraron como pueden ser usados
los grupos formales sobre campos locales para probar resultados centrales en
campos de clase locales. En esta sección introducimos los grupos formales y
por medio de ellos daremos las demostraciones de los resultados centrales de
la teoŕıa de campos locales. Como ya mencionamos, esta sección está basada
en [117, 102] y también en [77].

Los grupos formales son los análogos a las extensiones ciclotómicas del
campo Qp de los números p–ádicos sobre cualquier campo local. En lugar de

las ráıces como el núcleo del mapeo K∗
n−−→ K∗, se presenta otra acción y el

núcleo son los llamados puntos de división los cuales son también las ráıces
de cierta n–potencia de un mapeo.

Aqúı queremos mencionar la gran similitud de los grupos formales con los
módulos de Drinfeld, y más espećıficamente con el módulo de Carlitz lo cual
será evidente a lo largo de esta sección.
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Sea K un campo local con valuación v y sea OK el anillo de valuación de
K, es decir OK = {x ∈ K | |x|v ≤ 1} = {x ∈ K | v(x) ≥ 0} = B̄(1, 0).

En general, si A es un anillo conmutativo con unidad, el anillo conmutativo
de series formales en las variables X1, . . . , Xn es

R = A[[X1, . . . , Xn]] = {f(X1, . . . , Xn) =
∑
i

ai1,...,inX
i1
1 · · ·Xin

n ,

ai1,...,in ∈ A y i = (i1, . . . , in) vaŕıa en todos las n–tuplas de enteros n ≥ 0}.

Sean f, g ∈ R, d ∈ Z, d ≥ 0. Se pone f ≡ g mód gr d si f − g no tiene
términos de grado total menores a d.

Si f ∈ R y g1, . . . , gn ∈ A[[Y1, . . . , Ym]], se define

f ◦ (g1, . . . , gn) = f(g1(Y1, . . . , Ym), . . . , gn(Y1, . . . , Ym)) ∈ A[[Y1, . . . , Ym]].

Si A es un anillo topológico, se considera R como anillo topológico de tal
forma que el mapeo

f =
∑
i

ai1,...,inX
i1
1 · · ·Xin

n 7−→ {ai1,...,in}{i1,··· ,in≥0} ∈
∏
i

A

define un homomorfismo continuo de R sobre el producto de una cantidad
numerable de A indexadas por i = (i1, . . . , in).

Sea ahora K un campo local y tomemos OK . Sea π un elemento primo. Sea
τ es automorfismo de Frobenius, es decir, el mapeo inducido por τ(x) = xq

donde Fq ∼= OK/pOK = OK/πOK .
Para f, g ∈ OK [[T ]] decimos que f ≡ g mód π si f − g =

∑∞
n=0 cnT

n

satisface que π|cn para toda n ∈ N ∪ {0}, esto es v(cn) ≥ 1 para toda n.

Definición 5.8.16. Se define

Fπ = {f ∈ OK [[T ]] | f(T ) ≡ πT mód gr 2 y f(T ) ≡ T q mód π}.

En general, un elemento de f ∈ Fπ es de la forma

f(T ) = πT +πa2T
2 + · · ·+πaq−1T

q−1 +T q+πT q+1g(T ) con g(T ) ∈ OK [[T ]].

El elemento más simple de Fπ es f(T ) = πT + T q. Nótese la similitud con el
módulo de Carlitz.

Sea f ∈ Fπ arbitrario. Se define

fn(T ) = f (n)(T ) := (f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n

)(T ) = f(f(· · · (f(T ) · · · ))) ∈ OK [[T ]]

y se define f (0)(T ) = T .

Definición 5.8.17. Se define Λf,n = {λ ∈ Ω | v(λ) > 0 y f (n)(λ) = 0} donde
Ω es un cerradura algebraica fija de K.
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Definición 5.8.18. Se define el campo Lf,n = K(Λf,n) para n = 1, 2, . . . El
campo Lf,n se llama el campo de los πn puntos de división del módulo de
Lubin–Tate Ff el cual definiremos más adelante.

Observación 5.8.19. Se tiene que

f (n)(T ) = f(f (n−1)(T )) = f (n−1)(T )gn(T )

para algún gn(T ) ∈ OK [[T ]]. Por tanto Λf,n−1 ⊆ Λf,n de donde Lf,n−1 ⊆ Lf,n,
n = 1, 2, . . .

Definición 5.8.20. Sea f ∈ Fπ. Se define Λf :=
⋃∞
n=1 Λf,n y Lf := K(Λf ) =⋃∞

n=1 Lf,n.

El objetivo inmediato es probar que Lf,n son una especie de campos ci-
clotómicos, o más precisamente, Lf,n es una extensión de tipo ciclotómica de
K. Esto es, queremos probar que Lf,n/K es una extensión abeliana finita y

totalmente ramificada. Más aún, veremos que NLf,n/K(L∗f,n) = (π)× U (n)
K .

El Teorema 5.7.8 también se cumple en caracteŕıstica positivo, por lo que
los grupos de normas de K∗ son exactamente los grupos conteniendo a algún

(πf ) × U (n)
K para n = 0, 1, . . . , y f = 1, 2, . . .. Como consecuencia, se obtiene

el Teorema de Existencia.
La forma en que lo haremos es como sigue. Se usará una serie de potencias

para hacer de Λf,n un OK–módulo de tal forma que la multiplicación de Λf,n
por una unidad u ∈ O∗K = UK produce una permutación de Λf,n la cual
induce un automorfismo de Lf,n sobre K que resultará ser (u−1, Lf,n/K), el
śımbolo residual de la norma o mapeo de Artin.

Un resultado central para hacer de Λf,n un OK–módulo, es el siguiente
teorema.

Teorema 5.8.21. Sean f, g ∈ Fπ y L(X1, . . . , Xn) =
∑n
i=1 aiXi una forma

lineal con coeficientes en OK . Entonces existe una única serie de potencias
F (X1, . . . , Xn) ∈ OK [[X1, . . . , Xn]] tal que

F (X1, . . . , Xn) ≡ L(X1, . . . , Xn) mód gr 2,

f(F (X1, . . . , Xn)) = F (g(X1), . . . , g(Xn)).

Demostración. Pongamos X := (X1, . . . , Xn) y g(X) = (g(X1), . . . , g(Xn)).
Sea Fr(X) ∈ OK [X] la serie F (X1, . . . , Xn) quitando todos los términos de
grado total mayor o igual a r.

Se tiene que si f(F (X1, . . . , Xn)) = F (g1(X1), . . . , g(Xn)) entonces

f(Fr(X)) ≡ Fr(g(X)) mód gr(r + 1) para toda r

y rećıprocamente. De esta forma, F (X1, . . . , Xr) es solución si y sólo si

F (X) ≡ L(X) mód gr 2 y

f(Fr(X)) ≡ Fr(g(X)) mód gr(r + 1) para toda r. (5.8.6)
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En otras palabras debemos solucionar la Ecuación (5.8.6) para toda r. Para
r = 1, definimos F1(X) = L(X) y se cumple la Ecuación (5.8.6). Notemos
que F1(X) es único.

Supongamos que hemos hallado un único polinomio Fr(X) satisfaciendo
la Ecuación (5.8.6). Esto es,

f(Fr(X)) ≡ Fr(g(X)) mód gr(r + 1).

Notemos que si existe Fr+1(X) satisfaciendo la Ecuación (5.8.6) mód gr(r+2)
necesariamente se debe tener Fr+1(X) = Fr(X) + ϕr+1(X) donde ϕr+1(X)
es un polinomio homogéneo de grado r+ 1. Veamos que tal ϕr+1(X) existe y
es único.

Si Fr+1(X) es solución de la Ecuación (5.8.6), entonces

f(Fr+1(X)) = f(Fr(X) + ϕr+1(X)).

Sea

f(T ) = πT + πa2T
2 + · · ·+ πaq−1T

q−1 + T q + πT q+1h(T )

con h(T ) ∈ OK [[T ]]. Escribamos f(T ) =
∑∞
i=1 aiT

i con a1 = π, entonces

f(Fr(X) + ϕr+1(X)) =

∞∑
i=1

ai
(
Fr(X) + ϕr+1(X)

)i
=

∞∑
i=1

ai

(
Fr(X)i +

i∑
j=1

(
i

j

)
Fr(X)i−jϕr+1(X)j

)

=

∞∑
i=1

aiFr(X)i + ϕr+1(X)
( ∞∑
i=1

ai

i∑
j=1

(
i

j

)
Fr(X)i−jϕr+1(X)j−1

)
= f(Fr(X)) + ϕr+1(X)

( ∞∑
i=1

aiiFr(X)i−1 + ϕr+1(T )l(T )
)
.

Por tanto

f(Fr+1(X)) ≡
↑

a1=π

f(Fr(X)) + πϕr+1(X) mód gr(r + 2).

Además Fr+1(g(X)) = Fr(g(X)) + ϕr+1(g(X)). Puesto que g(X) ∈ Fπ, se
tiene

ϕr+1(g(x)) = ϕr+1(g(X1), . . . , g(Xn)) =
↑

g(Xi)=πXi+···

= πr+1ϕr+1(X) + términos de grado ≥ r + 2.

Por tanto
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Fr+1(g(X)) ≡ Fr(g(X)) + πr+1ϕr+1(X) mód gr(r + 2).

De las congruencias

f(Fr+1(X)) ≡ f(Fr(X)) + πϕr+1(X) mód gr(r + 2),

Fr+1(g(X)) ≡ Fr(g(X)) + πr+1ϕr+1(X) mód gr(r + 2),

se sigue que si queremos

f(Fr+1(X)) ≡ Fr+1(g(X)) mód gr(r + 2),

entonces

f(Fr(X)) + πϕ(X) ≡ Fr(g(X)) + πr+1ϕr+1(X) mód gr(r + 2),

lo cual equivale a

ϕr+1(X) ≡ f(Fr(X))− Fr(g(X))

πr+1 − π
mód gr(r + 2).

De esta forma, ϕr+1(X) es único pues es la serie f(Fr(X))−Fr(g(X))
πr+1−π quitando

los términos de grado mayor o igual a (r+ 2) y la serie f(Fr(X))− Fr(g(X))
no tiene términos de grado diferente a (r + 1) por la Ecuación (5.8.6). Ahora
bien

f(Fr(X))− Fr(g(X)) ≡ Fr(X)q − Fr(Xq) ≡ 0 mód π.

Por tanto ϕr+1(X) ∈ OK [X] y ϕr+1(X) es homogéneo de grado (r+ 1). Esto
muestra la existencia y la unicidad de F (X) = ĺımr→∞ Fr(X). ut

Observación 5.8.22. La demostración del Teorema 5.8.21 de hecho prueba
que F es la única serie de potencias en cualquier campo que contenga a OK
y que satisface las condiciones del Teorema 5.8.21.

Definimos en general grupos formales y módulos formales.
Sea R es un anillo conmutativo con unidad. Sea m = 〈X〉 = XR[[X]]

el ideal generado por X. Entonces m = {f(X) ∈ R[[X]] | f ≡ 0 mód gr 1}.
Se tiene para f, g ∈ m, (f ◦ g)(X) = f(g(X)) ∈ m. En particular m es un
semigrupo con la operación ◦. Ahora bien, para f ∈ m se tiene X ◦ f =
f ◦X = f , por lo que la identidad del semigrupo es la serie X.

Si para f, g ∈ m satisfacen f ◦g = g◦f = X, escribimos f = g−1 y g = f−1

y se dice que f es invertible.

Proposición 5.8.23. Se tiene que f ∈ m es invertible si y solamente si a1 ∈
R∗ donde f(X) = a1X +

∑∞
i=2 aiX

i, esto es, si existe c ∈ R tal que a1c = 1.

Demostración. Si g = f−1, (f ◦ g)(X) = a1g(X) +
∑∞
j=2 djX

j con g(X) =

cX +
∑∞
j=2 cjX

j . Por tanto
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f(g(X)) = a1cX +

∞∑
j=2

ejX
j = X,

de donde obtenemos que a1c = 1.
Rećıprocamente, sea a1 ∈ R∗ y c1 = c ∈ R con a1c1 = 1. Buscamos

g(X) =
∑∞
i=1 ciX

i con f(g(X)) = X. Se tiene f(g(X)) =
∑∞
i=1 ai(g(X))i, la

cual podemos resolverla de manera recursivo satisfaciendo f ◦ g = X.
Por la misma razón, existe h tal que h ◦ f = X. Por tanto

h = h ◦X = h ◦ f ◦ g = X ◦ g = g.

Obtenemos que f ◦ g = g ◦ f = X. ut

Observación 5.8.24. Si f ◦ g = g ◦ f = X y f ◦ h = h ◦ f = X, entonces
h = h ◦X = h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ f) ◦ g = X ◦ g = g.

Definición 5.8.25. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Una serie formal
F (X,Y ) ∈ R[[X,Y ]] se llama un grupo formal sobre R si

(a) F (X,Y ) ≡ X + Y mód gr 2.
(b) F (F (X,Y ), Z) = F (X,F (Y,Z)) (asociatividad).
(c) F (X,Y ) = F (Y,X) (conmutatividad).

En particular se tiene F (0, 0) = 0 lo cual implica que las dos series en
(b) están bien definidas (pues de otra forma podŕıamos tener una serie de
constantes en R no convergente).

Ejemplos 5.8.26. (1) F (X,Y ) = X + Y es un grupo formal llamado
el grupo formal aditivo y es denotado por Ga.

(2) F (X,Y ) = X + Y +XY = (1 +X)(1 + Y )− 1 es un grupo formal
llamado grupo formal multiplicativo y es denotado por Gm.

De la definición de grupo formal, obtenemos F (X, 0) ≡ X mód gr 2,
F (F (X, 0), 0) = F (X, 0). De la condición F (X, 0) ≡ X mód gr 2 obtenemos
que f(X) := F (X, 0) es invertible, f−1 ∈ m = XR[[X]].

Se tiene

f(X) = F (X, 0) = F (F (X, 0), 0) = F (f(X), 0) = (f ◦ f)(X).

Se sigue que X = (f−1◦f)(X) = (f−1◦f ◦f)(X) = f(X), esto es, f(X) = X.
Aśı, F (X, 0) = X. Similarmente se obtiene que F (0, Y ) = Y . Por tanto

F (X,Y ) = X + Y +

∞∑
i,j=1

ci,jX
iY j ,

es decir, no existen términos de la forma Xi o Y j con i, j ≥ 2.
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La ecuación F (X,Y ) = 0 puede resolverse para Y en m, esto es, existe
una única serie iF (X) = −X +

∑∞
i=2 biX

i con bi ∈ R tal que F (X, iF (X)) =
F (iF (X), X) = 0 (esto lo podemos hacer por recursión).

Notemos que iF (X) ≡ −X mód gr 2. La serie iF (X) recibe el nombre de
inversa formal.

Ejemplos 5.8.27. (1) La inversa formal de Ga es iF (X) = −X.
(2) La inversa formal de Gm es iF (X) = (1 +X)−1 − 1 = −X +X2 −
· · · =

∑∞
i=1(−1)iXi.

Definición 5.8.28. Sea F (X,Y ) ∈ R[[X,Y ]] un grupo formal. Para f, g ∈ m,
definimos

f ⊕F g := F (f(X), g(X)).

Entonces f ⊕F g ∈ m y m es un grupo abeliano con respecto a esta operación
y el inverso de f es iF (f). Este grupo abeliano se denota por mF .

Ejemplos 5.8.29. (1) mGa = m con la suma.
(2) mGm

∼= 1 + m con la multiplicación.

Sea G(X,Y ) otro grupo formal sobre R y sea f ∈ m tal que

f(F (X,Y )) = G(f(X), f(Y )) (5.8.7)

Definición 5.8.30. Si f satisface la Ecuación (5.8.7), f se llama morfismo de
F en G y se escribe

f : F −→ G.

Si F = G, f se llama endomorfismo.
Si f tiene inversa f−1 ∈ m, f−1 : G −→ F es un morfismo de G en F y f

se llama isomorfismo, f : F
∼=−−→ G.

La Ecuación (5.8.7) se escribe

f ◦ F = G ◦ f. (5.8.8)

Nótese la similitud con morfismos de módulos de Drinfeld.

Ejemplo 5.8.31. Sea F es un grupo formal. Se define el endomorfismo de F ,
[m] : F −→ F definido por [0](X) = 0, [m+ 1](X) = F ([m]X,X) si m ≥ 0 y
[m− 1](X) = F ([m](X), iF (X)) si m ≤ 0.

Este endomorfismo se llama multiplicación por m. Si m ∈ UK , entonces
[m] es un isomorfismo.

Definición 5.8.32. Si F (X1, . . . , Xm) ∈ R[[X1, . . . , Xm]] y si f ∈ m =
XR[[X]] es invertible en m: f−1 ∈ m, se define la serie F f (X1, . . . , Xm) ∈
R[[X1, . . . , Xm]] por

F f (X1, . . . , Xm) = f ◦ F ◦ f−1 = f(F (f−1(X1), . . . , f−1(Xm))). (5.8.9)
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Si F (X,Y ) es un grupo formal sobre R, entonces G = F f es nuevamente

un grupo formal y f : F
∼=−−→ G es un isomorfismo.

Sea

HomR(F,G) = Hom(F,G) = {f | f : F −→ G es un morfismo},
EndR(F ) = End(F ) = HomR(F, F ).

Proposición 5.8.33. Se tiene Hom(F,G) es un subgrupo de mG. Además
End(F ) es un anillo con respecto a la suma f ⊕F g y multiplicación f ◦g cuya
identidad es X.

Demostración. [77, Lemma 4.1, página 51]. ut

Para definir módulos formales, aplicamos el Teorema 5.8.21 a los casos
suma y multiplicación por escalar: L(X,Y ) = X + Y y L(X) = aX con
a ∈ OK .

Sea f ∈ Fπ y sea Ff (X,Y ) la única solución de

Ff (X,Y ) ≡ X + Y mód gr 2,

f(Ff (X,Y )) = Ff (f(X), f(Y )) (5.8.10)

Notemos que la Ecuación (5.8.10) nos dice que f es un endomorfismo de
Ff : f ◦ Ff = Ff ◦ f (ver Ecuación (5.8.8)).

Para cada a ∈ OK y f, g ∈ Fπ, sea la serie af,g(T ) ∈ OK [[T ]] la única
solución de

af,g(T ) ≡ aT mód gr 2,

f(af,g(T )) = af,g(g(T )). (5.8.11)

Por notación, escribiremos af = af,f .
El siguiente teorema probará, entre otras cosas, que Ff es un grupo formal.

Teorema 5.8.34. Sean f, g, h ∈ Fπ y a, b ∈ OK . Entonces

(1) Ff (X,Y ) = Ff (Y,X).
(2) Ff (Ff (X,Y ), Z) = Ff (X,Ff (Y, Z)).
(3) af,g(Fg(X,Y )) = Ff (af,g(X), af,g(Y )).
(4) af,g(bg,h(Z)) = (a · b)f,h(Z).
(5) (a+ b)f,g(Z) = Ff (af,g(Z), bf,g(Z)).
(6) (πn)f (Z) = f (n)(Z), n = 0, 1, 2, . . ..

Demostración. Todos estas propiedades se siguen de resolver algún problema
espećıfico aplicando el Teorema 5.8.21.

(1) Sea F (X,Y ) = Ff (X,Y ). Se tiene que

Ff (X,Y ) ≡ X + Y mód gr 2 ≡ Y +X mód gr 2 ≡ Ff (Y,X).
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Además se tiene que f(Ff (X,Y )) = Ff (f(X), f(Y )), por tanto

f(Ff (Y,X)) =
↑

X↔Y

Ff (f(Y ), f(X)).

Sea G(X,Y ) = Ff (Y,X). Entonces

f(G(X,Y )) = f(Ff (Y,X)) = Ff (f(Y ), f(X)) = G(f(X), f(Y )).

Por unicidad, se tiene F = G, esto es, Ff (X,Y ) = G(X,Y ) =
Ff (Y,X).

(2) Ff (Ff (X,Y ), Z) ≡ Ff (X,Y )+Z mód gr 2 ≡ X+Y +Z mód gr 2 ≡
X + Ff (Y, Z) mód gr 2 = Ff (X,Ff (Y,Z)) mód gr 2.
Sean F1(X,Y, Z) = Ff (Ff (X,Y ), Z), F2(X,Y, Z) = Ff (X,Ff (Y,Z)).
Entonces

f(F1(X,Y, Z)) = f(Ff (Ff (X,Y ), Z)) = Ff (f(Ff (X,Y ), f(Z)))

= Ff (Ff (f(X), f(Y )), f(Z))

= Ff (Ff (f(X), f(Y )), f(Z))

= F1(f(X), f(Y ), f(Z)),

f(F2(X,Y, Z)) = f(Ff (X,Ff (Y, Z)))

= Ff (f(X), f(Ff (Y,Z)))

= Ff (f(X), Ff (f(Y ), f(Z))) = F2(f(X), f(Y ), f(Z)).

Por tanto

F1(X,Y, Z) ≡ X + Y + Z mód gr 2 ≡ F2(X,Y, Z),

f ◦ F1 = F1 ◦ f y f ◦ F2 = F2 ◦ f.

Por unicidad tenemos que F1 = F2.
(3) Sea H(X,Y ) la única solución de

H(X,Y ) ≡ aX + aY mód gr 2,

f(H(X,Y )) = H(g(X), g(Y )). (5.8.12)

Sea H1(X,Y ) = Ff (af,g(X), af,g(Y )). Entonces

H1(X,Y ) = Ff (af,g(X), af,g(Y )) ≡ af,g(X) + af,g(Y )

≡ aX + aY mód gr 2,

f(H1(X,Y )) = f(Ff (af,g(X), af,g(Y ))) = Ff (f(af,g(X)), f(af,g(Y )))

= Ff (af,g(g(X)), af,g(g(Y ))) = H1(g(X), g(Y )).

Se sigue que H1(X,Y, Z) es solución de la ecuación (5.8.12).
Sea H2(X,Y ) = af,g(Fg(X,Y )). Entonces
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H2(X,Y ) = af,g(Fg(X,Y )) ≡ aFg(X,Y ) ≡ a(X + Y ) mód gr 2,

f(H2(X,Y )) = f(af,g(F (X,Y ))) = af,g(g(Fg(X,Y )))

= af,g(Fg(g(X), g(Y ))) = H2(g(X), g(Y )).

Se sigue que H2(X,Y, Z) también es solución de la ecuación (5.8.12).
Por la unicidad dada en el Teorema 5.8.21, se sigue que H1(X,Y ) =
H2(X,Y ).

(4) Sea H(Z) la solución a

H(Z) ≡ abZ mód gr 2 y F (H(Z)) = H(h(Z)). (5.8.13)

Sea H1(Z) = af,g(bg,h(Z)). Entonces

H1(Z) = af,g(bg,h(Z)) ≡ abg,h(Z) ≡ abZ mód gr 2,

f(H1(Z)) = f(af,g(bg,h(Z))) = af,g(g(bg,h(Z)))

= af,g(bg,h(h(Z))) = H1(h(Z)).

Sea ahora H2(Z) = (ab)f,h(Z). Entonces

H2(Z) = (ab)f,h(Z) ≡ abZ mód gr 2,

f(H2(Z)) = f((ab)f,h(Z)) = (ab)f,h(h(T )) = H2(h(T )).

Por tanto H1 y H2 son soluciones de la ecuación (5.8.13), de donde se
sigue que H1(Z) = H2(Z) = H(Z).

(5) Sea H(Z) solución a

H(Z) ≡ (a+ b)Z mód gr 2 y f(H(Z)) = H(g(Z)). (5.8.14)

Sea H1(Z) = (a+ b)f,g(Z). Entonces

H1(Z) = (a+ b)f,g(Z) ≡ (a+ b)Z mód gr 2,

f(H1(Z)) = f((a+ b)f,g(Z)) = (a+ b)f,g(g(Z)) = H1(g(Z)).

Sea ahora H2(Z) = Ff (af,g(Z), bf,g(Z)). Entonces

H2(Z) = Ff (af,g(Z), bf,g(Z)) ≡ af,g(Z) + bf,g(Z) mód gr 2

≡ aZ + bZ mód gr 2,

f(H2(Z)) = f(Ff (af,g(Z), bf,g(Z))) = Ff (f(af,g(Z)), f(bf,g(Z)))

= Ff (af,g(g(Z)), bf,g(g(Z))) = H2(g(Z)).

Se sigue que H1(Z) = H2(Z).
(6) Sea n ≥ 0 y sea H(n)(Z) la solución a

H(n)(Z) ≡ πnZ mód gr 2 y f(H(n)(Z)) = H(n)(f(Z)).

Sea H
(n)
1 (Z) = (πn)f (Z). Entonces
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H
(n)
1 (Z) = (πn)f (Z) ≡ πnZ mód gr 2,

f(H
(n)
1 (Z)) = f((πn)f (Z)) = (πn)f (f(Z)) = H

(n)
1 (f(Z)).

Sea ahora H
(n)
2 (Z) = f (n)(Z). Entonces

H
(n)
2 (Z) = f (n)(Z) = f(f (n−1)(Z)) ≡ πf (n−1)(Z) mód gr 2

≡ ππn−1Z mód gr 2,

f(H
(n)
2 (Z)) = f(f (n)(Z)) = f (n)(f(Z)) = H(n)(f(Z)).

Por tanto se tiene que H1(Z) = H2(Z). ut

Sea L una extensión algebraica del campo local K. Sea pL = {x ∈ L |
vL(x) > 0}. Si x1, . . . , xn ∈ pL y G(X1, . . . , Xn) ∈ OK [[X1, . . . , Xn]], entonces
G(x1, . . . , xn) converge en K(x1, . . . , xn). Si además el término constante de
G es 0, G(x1, . . . , xn) ∈ pL.

Una demostración de lo anterior, es como sigue. Como K es completo,
K[x1, . . . , xn] = k(x1, . . . , xn) también es completo y si Gd denota a G qui-
tando los términos de grado total ≥ d+ 1, entonces

|G(x1, . . . , xn)−Gd(x1, . . . , xn)| =
∣∣∣∑

i

ai1,...,inx
i1
1 · · ·xinn

∣∣∣
≤ |xi11 | · · · |xinn | ≤ ci1+···+in ≤ cd+1 −−−→

d→∞
0,

donde |x1|, . . . , |xn| ≤ c < 1.
Entonces ĺımd→∞Gd(x1, . . . , xn) = G(x1, . . . , xn) pues {Gd(x1, . . . , xn)}d

es una sucesión de Cauchy. Si a0,...,0 = 0, claramente |Gd(x1, . . . , xn)| < 1 y
G(x1, . . . , xn) ∈ pL.

Por esta razón, para f = g = h las propiedades del Teorema 5.8.34, hacen
de Ff un OK–módulo (de Lie) formal.

Si en el Teorema 5.8.34 tomamos f = g = h y pensamos Ff (x, y) como la
suma y af,f , a ∈ OK como la multiplicación por escalar, entonces tendŕıamos
un OK–módulo haciendo que las variables X,Y y Z tomen valores de un
dominio donde las series convergen (por ejemplo L, una extensión algebraica
de K).

Proposición 5.8.35. Si f ∈ Fπ y L es una extensión algebraica de K, pL es
un OK–módulo con la suma y multiplicación por escalar definidas por:

x⊕Ff y := Ff (x, y) y a�Ff x = af (x), x, y ∈ pL, a ∈ OK .

Se denota p
(f)
L a este OK–módulo.

Demostración. Es consecuencia inmediata de Teorema 5.8.34. ut
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Observación 5.8.36. Las propiedades (1) y (2) del Teorema 5.8.34 prueban

que p
(f)
L es un grupo aditivo. Las propiedades (3), (4) y (5) con f = g = h,

prueban que p
(f)
L es un OK–módulo.

El inverso aditivo de x es (−1)f (x) = (−1)�Ff x. Es importante distinguir

p
(f)
L de pL: ambos son el mismo conjunto y ambos son OK–módulos pero con

diferente acción.

Teorema 5.8.37. El conjunto de ceros Λf,n de f (n)(x) es un OK–submódulo

de p
(f)
Lf,n

, n ≥ 1, donde recordemos que Lf,n = K(Λf,n).

Más aún, Λf,n son los punto de πn–torsión del OK–módulo p
(f)
Lf,n

. Esto es

Λf,n = {λ ∈ pLf,n | πn �Ff λ = 0} = {λ ∈ K̄ | πn �Ff λ = 0}.

Demostración. Por definición, tenemos que si x ∈ Λf,n, entonces x ∈ pLf,n .
Se tiene

Λf,n = {λ ∈ pLf,n | f (n)(λ) = (πn)f (λ) = 0}
= {λ ∈ pLf,n | πn �Ff λ = 0} = núcπn.

Por tanto Λf,n es un OK–módulo. ut

Nuevamente hacemos notar la similitud de Λf,n como OK–módulo y de
ΛM , M ∈ RT = Fq[T ] como RT –módulo (Carlitz).

Ejemplo 5.8.38. Sean K = Qp y f(T ) = (T + 1)p − 1 ∈ Fp. Entonces

Λf,n = {λ ∈ Qp | pn �Ff λ = 0} = {λ ∈ Q̄p | f (n)(λ) = 0}.

Se tiene f (2)(T ) = f(f(T )) = (f(T ) + 1)p − 1 = ((T + 1)p − 1 + 1)p − 1 =

(T + 1)p
2 − 1 y en general f (n)(T ) = (T + 1)p

n − 1. Se sigue que

Λf,n = {λ ∈ Q̄p | (λ+ 1)p
n

− 1 = 0} = {ζipn − 1}p
n−1
i=0

∼= 〈ζpn〉 ∼= Wpn .

Proposición 5.8.39. Sean f, g ∈ Fπ y a ∈ OK . El mapeo λ 7−→ ag,f (λ) da
lugar a un homomorfismo de OK–módulos de Λf,n en Λg,n. Este homomorfis-
mo es un isomorfismo si a ∈ UK . Más precisamente, se tiene ag,f : Ff −→ Fg.

Demostración. Por el Teorema 5.8.34 (3) y (4), se tiene

λ⊕Ff µ = Ff (λ, µ) 7−→ ag,f (Ff (λ, µ)) = Fg(ag,f (λ), ag,f (µ))

= ag,f (λ)⊕Gf ag,f (µ),

y

b�Ff λ = bf (λ) 7−→ ag,f (bf (λ)) = (ab)g,f (λ) = (ba)g,f (λ)

= bg,g(ag,f (λ)) = b�Gf ag,f (λ).
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Por tanto el mapeo es un homomorfismo de OK–módulos. Además, si
λ ∈ Λf,n,

g(n)(ag,f (λ)) = (πn)g(ag,f (λ)) = (πna)g,f (λ) = (aπn)g,f (λ)

= ag,f ((πn)f (λ)) = ag,f (f (n)(λ)) = ag,f (0) = 0.

Por tanto el homomorfismo manda Λf,n en Λg,n.
Ahora si, a ∈ UK , para λ ∈ Λf,n se tiene

(a−1)f,g(ag,f (λ)) = (a−1a)f,f (λ) = 1f (λ) = 1�Ff λ = λ

y para µ ∈ Λg,n se tiene

(ag,f )((a−1)f,g)(µ) = (aa−1)g,g(µ) = 1g(µ) = 1�Gf µ = µ.

Se sigue que el homomorfismo ag,f : Λf,n −→ Λg,n tiene como inverso a
(a−1)f,g : Λg,n −→ Λf,n. ut

Teorema 5.8.40. Para cualquier f ∈ Fπ, se tiene

Λf,n ∼= OK/πnOK

como OK–módulos.

Demostración. Para cualesquiera f, g ∈ Fπ, 1g,f : Λf,n −→ Λg,n es un isomor-
fismo de OK–módulos. Basta considerar f(Z) = πZ + Zq ∈ Fπ.

Se hará por inducción en n. Para n = 1, Λf,1 es el conjunto de ceros de
f(λ) = πλ + λq = 0 el cual es un polinomio separable pues f ′(λ) = π 6= 0.
Esto es, Λf,1 tiene q elementos y por tanto es un espacio vectorial sobre Fq
de dimensión 1. En este caso Fq ∼= OK/πOK , de donde se sigue que Λf,1 ∼=
OK/πOK .

Supongamos que Λf,n ∼= OK/πnOK como OK–módulos. Consideremos
πf : Λf,n+1 −→ Λf,n dada por πf (λ) = π �Ff λ ∈ Λf,n para λ ∈ Λf,n+1 pues

f (n)(πf (λ)) = f (n)(f(λ)) = f (n+1)(λ) = 0.
Puesto que núcπf = Λf,1 y |Λf,n+1| = qn+1, |Λf,n| = qn, se tiene la

sucesión exacta

0 −→ Λf,1 −→ Λf,n+1
πf−−−→ Λf,n −→ 0.

Otra forma de verificar la suprayectividad de πf es como sigue. Si λ ∈ Λf,n
y µ es una ráız de f(Z)− λ = Zq + πZ − λ, entonces λ = f(µ) y f (n+1)(µ) =
f (n)(f(µ)) = 0 y por tanto πf (µ) = f(µ) = λ y πf es suprayectiva.

Sea λ ∈ Λf,n+1 \Λf,n, entonces (πn)f (λ) 6= 0 y (πn+1)f (λ) = 0 por lo que
el anulador de λ es πn+1OK . El mapeo a 7−→ a�Ff λ da el isomorfismo.

OKλ ∼= OK/πn+1OK

y OKλ ⊆ Λf,n+1. Puesto que
∣∣OK/πn+1OK

∣∣ = |Λf,n+1| = qn+1, se sigue que
OKλ = Λf,n+1

∼= OK/πn+1OK . ut
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Teorema 5.8.41. Todo automorfismo del OK–módulo Λf,n es de la forma

uf : Λf,n −→ Λf,n con u ∈ UK . Se tiene que uf = IdΛf,n si y sólo si u ∈ U (n)
K .

Por tanto
AutOK (Λf,n) ∼= UK/U

(n)
K .

Demostración. Si σ ∈ AutOK (Λf,n) se tiene que, usando el isomorfismo de
OK–módulos Λf,n ∼= OK/πnOK , σ ∈ AutOK (OK/πnOK). Sea τ : OK −→
OK/πnOK el epimorfismo natural. Por tanto σ ◦ τ : OK −→ OK/πnOK es un
epimorfismo de OK–módulos y para ξ ∈ OK se tiene

(σ ◦ τ)(ξ) = ξ(σ ◦ τ)(1) = ξσ(1 mód πn).

Se sigue que σ(1 mód πn) = a genera a OK/πnOK y por tanto a es unidad.
Se tiene el siguiente diagrama conmutativo

OK/πnOK
a //

∼= ϕ

��

OK/πnOK
ϕ ∼=
��

Λf,n
σ // Λf,n

donde ϕ(1 mód πn) = λ es un generador Λf,n. Entonces σ(λ) = (ϕaϕ−1)(λ) =
a�Ff λ = af (λ).

Ahora σ = Id ⇐⇒ σ(1 mód πn) = a mód πn = 1 mód πn ⇐⇒ a − 1 ≡
0 mód πn ⇐⇒ a ∈ U (n)

K . ut

Teorema 5.8.42. El campo Lf,n depende únicamente de π y no de la elección
de f ∈ Fπ. Esto es, para toda n ≥ 1 y para cualesquiera f, g ∈ Fπ, se tiene
K(Λf,n) = K(Λg,n).

Demostración. Sean f, g ∈ Fπ y λ ∈ Λf,n. Se tiene que 1g,f (Z) ∈ OK [[Z]],
por tanto 1g,f (λ) ∈ K(λ) ⊆ Lf,n. Puesto que 1g,f : Λf,n −→ Λg,n es biyectiva,
Λg,n ⊆ Lf,n. Se sigue que Lg,n = K(Λg,n) ⊆ Lf,n. Por simetŕıa tenemos que
Lf,n ⊆ Lg,n. ut

Definición 5.8.43. Para cualquier f ∈ Fπ, se define Lπ,n := Lf,n y Lπ :=⋃∞
n=1 Lf,n.

Debido al Teorema 5.8.42, se puede suponer que Lπ,n está generado por
las ráıces de f (n)(Z) donde f(Z) = πZ + Zq ∈ Fπ. La extensión Lπ,n/K es
una extensión de Galois.

Definición 5.8.44. Se define Gπ,n := Gal(Lπ,n/K) y Gπ = Gal(Lπ/K) =
Gal(

⋃∞
n=1 Lπ,n/K) = ĺım

←n
Gπ,n.



5.8 Grupos de ramificación superior y grupos de normas 179

Consideremos σ ∈ Gπ,n y λ ∈ Λf,n. Sea f(Z) = πZ +
∑∞
i=1 aiZ

i con
ai ∈ OK . Se tiene que f (n)(Z) =

∑∞
j=2 bjZ

j ∈ OK [[Z]] para n ≥ 2 y f (n)(λ)
es convergente. Como σ actúa de manera continua en Lπ,n,

0 = σ(0) = σ(f (n)(λ)) =

∞∑
j=2

σ(bjλ
j) =

↑
bj∈K

∞∑
j=2

bj(σλ)j = f (n)(σλ).

Por tanto f (n)(σλ) = 0 y σλ ∈ Λf,n.

Puesto que AutOK (Λf,n) ∼= UK/U
(n)
K , cada clase uU

(n)
K ∈ UK/U

(n)
K da

lugar al automorfismo µf : Λf,n −→ Λf,n.

Teorema 5.8.45. Para cada σ ∈ Gπ,n existe una única clase uσU
(n)
K =

uU
(n)
K ∈ UK/U (n)

K tal que σ(λ) = (uσ)f (λ), λ ∈ Λf,n. El mapeo σ 7→ uσU
(n)
K

da lugar a un isomorfismo Gπ,n ∼= UK/U
(n)
K . Además Lπ,n = K(λ) donde

Irr(Z, λ,K) = f(n)(Z)
f(n−1)(Z)

.

Demostración. Notemos que si a ∈ OK y λ ∈ Λf,n entonces a�Ff λ = af (λ) =∑∞
i=1 ciλ

i ∈ OK [[λ]] y por tanto

σ(a�Ff λ) = σ(af (λ)) = σ
( ∞∑
i=1

ciλ
i
)

=

∞∑
i=1

ci(σλ)i = af (σλ) = a�Ff (σλ).

En otras palabras, las acciones de OK y de Gπ,n sobre Λf,n conmutan.
Cada σ ∈ Gπ,n induce un automorfismo del OK–módulo Λf,n, esto es,

existe uU
(n)
K ∈ UK/U (n)

K tal que σλ = uf (λ) = u�Ff λ para toda λ ∈ Λf,n.

Se tiene el mapeo Gπ,n
ϕ−−→ UK/U

(n)
K , σ 7−→ uσU

(n)
K , donde σλ = uσ�Ff λ

para toda λ ∈ Λf,n.
Como Λf,n genera a Lπ,n sobre K, si σ ∈ núcϕ, entonces σλ = uf (λ) = λ

para toda λ ∈ Λf,n, por lo tanto σ = Id.

Se tiene que
∣∣UK/U (n)

K | = qn−1(q − 1). Veamos que |Gπ,n| ≥ qn−1(q −
1). Se tiene f (n)(Z) = f(f (n−1)(Z)) = f (n−1)(Z)φn(Z) con φn(Z) =
(f (n−1)(Z))q−1 + π ∈ OK [Z] (recordemos que f(Z) = πZ + Zq).

Ahora f (2)(Z) = f(f(Z)) = f(Z)q + πf(Z) = (Zq + πZ)q + π(Zq +

πZ) = Zq
2

+ πqZq + πZq + π2Z. En general se tiene f (n−1)(Z) = Zq
n−1

+

π(bn−2Z
qn−2

+ · · ·+ b2Z
q2

) + πn−1Z.
Puesto que φn(Z) = (f (n−1)(Z))q−1 + π ∈ OK [Z], φn(Z) es un polinomio

de Eisenstein y por tanto irreducible sobre K. Si λ es una ráız de φn(Z), y por
tanto ráız de f (n)(Z), entonces K(λ) es una extensión totalmente ramificada
de K. Además

|Gπ,n| ≥ [K(λ) : K] = qn−1(q − 1) = grφn(Z) = gr
f (n)(Z)

f (n−1)(Z)
=
∣∣UK/U (n)

K

∣∣,
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por tanto Gπ,n ∼= UK/U
(n)
K y además Lπ,n = K(λ) donde λ es una ráız del

polinomio de Eisenstein φn(Z) y Irr(Z, λ,K) = φn(Z) = f(n)(Z)
f(n−1)(Z)

. ut

Hemos demostrado más de lo enunciado:

Teorema 5.8.46. La extensión Lπ,n/K es una extensión abeliana y total-
mente ramificada de grado qn−1(q − 1) y es generada por una ráız de

φn(Z) = (f (n−1)(Z))q−1 + π =
f (n)(Z)

f (n−1)(Z)
. ut

Corolario 5.8.47. π es una norma de Lπ,n a K.

Demostración. Se tiene φn(Z) =
∏
σ∈Gπ,n(Z−λσ) = (f (n−1)(Z))q−1 +π. Por

lo tanto π =
∏
σ∈Gπ,n(−λ)σ = NLπ,n/K(−λ) por lo que π es una norma. ut

Observación 5.8.48. Todo este desarrollo se basa en un elemento primo π ∈
OK fijo. Esto corresponde al caso primo infinito p en el caso de campos de
funciones, Fq(z), p el polo de x. Aśı que, debemos estudiar la misma situación
cuando tomamos otro elemento primo π′.

Notación 5.8.49. Dado un campo local K, T denotará la máxima extensión
no ramificada de K contenida en una cerradura algebraica K̄ de K fija. Es
decir T = Knr.

Se tiene Gal(T/K) ∼= Gal(Fq/Fq) ∼= Ẑ.

Teorema 5.8.50. Se tiene Gπ ∼= UK .

Demostración. Del isomorfismo Gπ,n ∼= UK/U
(n)
K , se sigue que

Gπ = Gal(Lπ/K) ∼= ĺım
←n

Gπ,n ∼= ĺım
←n

UK/U
(n)
K
∼= UK . ut

Sea τK ∈ Gal(T/K) el automorfismo de Frobenius de T/K, y sea τ̄K la
única extensión continua de τK en la completación Tp de T en K̄p, una ce-
rradura algebraica de Kp. Usaremos la notación τ = τK = τ̄K . Por definición,
τK induce el automorfismo α 7→ αq en el campo residual T (pT )

ατ = τ(α) = αq mód pT para toda α ∈ OT ,

donde OT denota el anillo de enteros de T y pT denota el ideal máximo de
OT .

Usaremos la notación T̄ para la completación TpT de T . Se tiene la igualdad
de campos residuales T̄ (pT ) = T̄pT̄ (pT̄ ) el cual denotaremos simplemente por
T̄ (p).

Consideremos los endomorfismos
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τ − 1: OT̄ −→ OT̄
α 7−→ (τ − 1)(α) = τ(α)− α,

τ − 1: UT̄ −→ UT̄

u 7−→ uτ−1 = τ(u)/u,

donde UT̄ = {x ∈ T̄ | |x| = 1}. Se tiene el siguiente resultado.

Lema 5.8.51. Las siguientes sucesiones

0 −→ OK −→ OT̄
τ−1−−−−→ OT̄ −→ 0,

1 −→ UK −→ UT̄
τ−1−−−−→ UT̄ −→ 1,

son exactas. En particular (τ − 1)OT̄ = OT̄ y Uτ−1
T̄

= UT̄ .

Demostración. Las demostraciones son totalmente paralelas y por tanto la
haremos principalmente para UT̄ .

Puesto que el campo residual S := T̄ (p) = OT̄ /T̄pT̄ ∼= OT /pT = T (p) ∼= F̄q
es algebraicamente cerrado, los mapeos α 7−→ τ(α)−α y α 7−→ ατ−1 = τ(α)/α
son suprayectivos de S −→ S y de S∗ −→ S∗ respectivamente.

Se tiene

UT̄ /U
(1)

T̄
∼= S∗ = T̄ (p)∗, U

(n)

T̄
/U

(n+1)

T̄
∼= S+ = T̄ (p)+ y (5.8.15)

OT̄ /pT̄ ∼= pnT̄ /p
n+1
T̄
∼= S+ = T̄ (p)+.

Ahora bien, si x ∈ UT̄ (resp. x ∈ OT̄ ), existe y1 ∈ T ∗(p) (resp. y1 ∈ T (p)+)
tal que x̄ = τ ȳ1/ȳ1 ∈ T̄ (p)∗ (rest. x̄ = τ ȳ1 − ȳ1 ∈ T̄ (p)+) donde z̄ = z mód p,

por lo que x = τy1

y1
a1 con yi ∈ UT̄ y a1 ∈ U (1)

T̄
(resp. x = τy1 − y1 + a1 con

y1 ∈ OT̄ , a1 ∈ pT ).
De la Ecuación (5.8.15), podemos continuar el proceso y tenemos a1 =

τy2

y2
a2, con y2 ∈ U (1)

T̄
y a2 ∈ U (2)

T̄
(resp. a1 = τy2 − y2 + a2 con y2 ∈ pTp

y

a2 ∈ p2
T̄

). Se sigue que x = τ(y1y2)
y1y2

a2 (resp. x = τ(y1 + y2)− (y1 + y2) + a2).
En general obtendremos

x =
τ(y1 · · · yn)

y1 · · · yn
an, yn ∈ U (n−1)

T̄
, an ∈ U (n)

T̄
,

(resp. x = τ(y1 + · · ·+ yn)− (y1 + · · ·+ yn) + an, yn ∈ pn−1
T̄

, an ∈ pnT̄ ).

Pasando al ĺımite y puesto que T̄ es completo, se obtiene

x =
τy

y
, y =

∞∏
n=1

yn ∈ UT̄ (resp. x = τy − y, y =

∞∑
n=1

yn ∈ OT̄ )

lo cual prueba en ambos caso la suprayectividad de τ − 1.
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Puesto que τ ∈ Gal(T̄ /K) y UK ⊆ K, se tiene que UK está contenido en
el núc(τ − 1) : UT̄ −→ UT̄ .

Ahora sea ξτ−1 = 1, esto es, ξτ = ξ, con ξ ∈ UT̄ . Se tiene que
{0}

⋃⋃∞
m=1 Vm = {0}

⋃
V∞ es un conjunto de representantes de T̄ (p), donde

Vm = {ζiqm−1 | 0 ≤ i ≤ qm−2}, por lo que ξ =
∑∞
n=0 anπ

n con an ∈ {0}
⋃
V∞.

Se tiene que τ(an) = aqn y τ(ξ) =
∑∞
n=0 a

q
nπ

n =
∑∞
n=0 anπ

n = ξ lo cual
implica que an = 0 o aq−1

n = 1 por lo que an ∈ V1 = {ζiq−1 | 0 ≤ i ≤ q − 2}.
Se sigue que ξ ∈ K ∩ UT̄ = UK y por tanto

1 −→ UK −→ UT̄
τ−1−−−−→ UT̄ −→ 1

es exacta. La demostración de la exactitud de la otra sucesión es similar. ut

El Lema 5.8.51 nos permite probar un resultado similar al Teorema 5.8.21
pero ahora con respecto a un cambio en el elemento primo.

Teorema 5.8.52. Sean π y π′ = aπ dos elementos primos de K, a ∈ UK .
Sean f ∈ Fπ y f ′ ∈ Fπ′ . Entonces existe una serie de potencias θ(Z) ∈
OT̄ [[Z]], tal que

(1) θ(Z) ≡ εZ mód gr 2, ε ∈ UT̄ ,
(2) θτ (Z) = θ(af (Z)),
(3) θ(Ff (X,Y )) = Ff ′(θ(X), θ(Y )),
(4) θ(bf (Z)) = bf ′(θ(Z)) para toda b ∈ OK ,

donde θτ denota a la serie obtenida a partir de la de θ aplicando el automor-
fismo de Frobenius τ a los coeficientes de θ.

Antes de probar el teorema, hagamos la siguiente observación. En general
si α y β son dos series en OT̄ [[Z]] y si σ es un automorfismo de T̄ , entonces
ασ, βσ representan a las series cuyos coeficientes son obtenidos a partir de α
y β aplicando σ a cada uno de los coeficientes, esto es, si α(Z) =

∑∞
i=0 aiZ

i,
entonces ασ(Z) =

∑∞
i=0 a

σ
i Z

i =
∑∞
i=0 σ(ai)Z

i.
Entonces, con cálculos directos, se puede demostrar que (α◦β)σ = ασ ◦βσ.
Aqúı, ◦ denota la composición de series. Más precisamente, para dos series

α, β ∈ OT̄ [[Z]], α ◦ β denota (α ◦ β)(Z) = α(β(Z)).

Demostración. (Teorema 5.8.52). Por el Lema 5.8.51, se tiene que existe ε ∈
UT̄ tal que a = τ(ε)

ε . Sea θ1(Z) := εZ. Supongamos que se ha construido un
polinomio θn(Z) de grado n tal que

θτn(Z) ≡ θn(af (Z)) mód gr(n+ 1),

Se quiere construir un polinomio θn+1(Z) = θn(Z) + bZn+1 que satisfaga

θτn+1(Z) ≡ θn+1(af (Z)) mód gr(n+ 2).
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Sea b = γεn+1 para algún γ. Si se tiene el polinomio buscado θn+1(Z),
entonces

θτn(Z)− θn(af (Z)) = cZn+1 + términos de grado mayor,

θτn+1(Z)− θn+1(af (Z)) = θτn(Z) + τ(b)Zn+1 − θn(af (Z))− b(af (Z))n+1

=
↑

af (Z)=aZ+···

(c+ τ(b)− ban+1)Zn+1

+ términos de grado mayor

Puesto que queremos θτn+1(Z) ≡ θn+1(af (Z)) mód gr(n+2), se tiene que

se debe satisfacer c+ τ(b)− ban+1 = 0 = c+ τ(γ)τ(ε)n+1 − γ ε
n+1τ(ε)n+1

εn+1 , por
lo que se debe tener

c+ (τ(γ)− γ)τ(ε)n+1 = 0 o, equivalentemente, γ − τ(γ) = c/τ(ε)n+1.

Tal γ existe como consecuencia del Lema 5.8.51, de donde obtenemos
θn+1(Z) y la serie θ(Z) = ĺımn→∞ θn(Z) la cual satisface la condición

θτ (Z) = θ(af (Z)). (5.8.16)

Necesitamos modificar θ(Z) para satisfacer las condiciones (3) y (4) del
teorema.

Para una serie ψ ∈ OT̄ , ψ−1 denota la serie inversa de ψ: ψ ◦ ψ−1 =
ψ−1 ◦ψ = Id, donde Id(Z) = Z, en caso de existir. Si ψ(Z) = δ1Z+

∑∞
i=2 δiZ

i

con δi ∈ T̄ , δ1 6= 0, ψ−1 se encuentra sustituyendo directamente.
Ahora bien, θ(Z) ≡ εZ mód gr 2, θ(Z) ∈ OT̄ [[Z]] con ε ∈ UT̄ . Entonces

θ−1(Z) =
∑∞
i=1 ciZ

i debe satisfacer

θ(θ−1(Z)) = ε
( ∞∑
i=1

ciZ
i
)

+

∞∑
j=2

dj

( ∞∑
i=1

ciZ
i
)j

= (εc1)Z+ (εc2 +d2c1)Z2 + · · ·

la cual se resuelve para las ci’s de manera recursiva. En particular, puesto que
ε ∈ UT̄ , θ−1(Z) ∈ OT̄ [[Z]].

Consideremos la serie

h = θτ ◦ f ◦ θ−1 ∈ OT̄ [[Z]] (5.8.17)

en donde ◦ significa composición o evaluación, es decir, g ◦ l(Z) = g(l(Z)).
De la Ecuación (5.8.16) se obtiene θτ = θ ◦ af . Por tanto, de la Ecuación

(5.8.17) obtenemos

h = θτ ◦ f ◦ θ−1 = θ ◦ af ◦ f ◦ θ−1.

Del Teorema 5.8.34 (6) se tiene f(Z) = (π)f (Z). Por tanto

h = θ ◦ (a)f ◦ (π)f ◦ θ−1 =
↑

Teorema 5.8.34 (4)

θ ◦ (aπ)f ◦ θ−1 =
↑

aπ=π′

θ ◦ (π′)f ◦ θ−1.
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Se sigue que

hτ = θτ ◦ (π′)τf ◦ θ−τ =
↑

(5.8.17)

θτ ◦ (π′)τf ◦ (a)−1
f ◦ θ

−1.

Puesto que τ ∈ Gal(T/K), se tiene

(π′)τf = (π′)f = (aπ)f = (a)f ◦ (π)f =
↑

Teorema 5.8.34 (6)

(a)f ◦ f.

Se sigue que

hτ = θτ ◦ (π′)f ◦ (a)−1
f ◦ θ

−1 = θτ ◦ (aπa−1)f ◦ θ−1 = θτ ◦ (π)f ◦ θ−1,

esto es,

hτ = θτ ◦ f ◦ θ−1 = h

por lo que h ∈ OK pues cualquier elemento de T̄ fijado por τ pertenece a K
debido a que Gal(T/K) ∼= Gal(F̄q/Fq) = 〈τ〉.

Por otro lado, puesto que h = θ ◦ π′f ◦ θ−1 y que θ(Z) ≡ εZ mód gr 2, se
obtiene

h(Z) = θ((π′)f (θ−1(Z))) ≡ επ′ε−1Z ≡ π′Z mód gr 2,

y

h(Z) = θτ (f(θ−1(Z))) ≡
↑

(∗)

θτ (θ−1(Z)q) ≡
↑
τ=q

θτ (θ−τ (Zq)) ≡ Zq mód π′ y π

donde (∗): f(X) ≡ Xq mód π, f(X) ≡ módπ′, f(X) =
∑∞
i=1 αiZ

i, π|αi para
i 6= q y π′ = a−1π por lo que π′|αi para i 6= q.

Por tanto h ∈ Fπ′ . Sea 1f ′,h : Fh −→ Ff ′ y consideramos θ1 = 1f ′,h ◦ θ.
Entonces

θ1(Z) = (1f ′,h ◦ θ)(Z) ≡ θ(Z) mód gr 2 ≡ εZ mód gr 2,

θτ1 = 1τf ′,h ◦ (θτ (Z)) = 1τf ′,h(θ(af )(Z)) = (1f ′,h ◦ θ)(af (Z)) = θ1(af (Z)).

Se sigue que θ1 también satisface (1) y (2) del teorema. Ahora, si h1 =
θτ1 ◦ f ◦ θ−1

1 = 1f ′,h ◦ h = f ′, se tiene

f ′ = θτ1 ◦ f ◦ θ−1
1 = θ1 ◦ π′f ◦ θ−1.

Para probar que θ1(Ff (X,Y )) = Ff ′(θ(X), θ(Y )) basta probar que la serie
F (X,Y ) := θ1(Ff (θ−1

1 (X), θ−1
1 (Y ))) satisface la caracterización de Ff ′ , esto

es:

F (X,Y ) ≡ X + Y mód gr 2 y

f ′(F (X,Y )) = F (f ′(X), f ′(Y )).
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Se tiene que

F (X,Y ) = θ1(Ff (θ−1(X), θ−1
1 (Y ))) ≡ εFf (θ−1

1 (X), θ−1
1 (Y ))

≡ ε(θ−1
1 (X) + θ−1

1 (Y )) ≡ ε(ε−1X + ε−1Y )

≡ X + Y mód gr 2,

F (f ′(X), f ′(Y )) = θ1(Ff (θ−1
1 (f ′(X)), θ−1

1 (f ′(Y )))) =
↑

f ′=θ1◦π′f◦θ
−1
1

θ−1
1 ◦f

′=π′f◦θ
−1
1

= θ1(Ff (π′f (θ−1
1 (X)), π′f (θ−1

1 (Y ))))

= θ1(π′f (Ff (θ−1
1 (X), θ−1

1 (Y )))) =
↑

θ1◦π′f=f ′◦θ1

= f ′θ1(Ff (θ−1
1 (X), θ−1

1 (Y ))) = (f ′θ1Ffθ
−1)(X,Y )

= f ′F (X,Y ),

por lo tanto F = Ff ′ .
Para probar (4) se necesita θ1bf = bf ′θ1, b ∈ OK .
Sea H = θ1bfθ

−1
1 . Se quiere probar que H = bf ′ y para ello es suficiente

probar que H satisface la caracterización de bf ′ , esto es:

H(X) ≡ bX mód gr 2 y f(H(X)) = H(f ′(X)).

Ahora

H(X) = θ1bfθ
−1
1 (X) ≡ (θ1bθ

−1
1 )(X) ≡ εbε−1X ≡ bX mód gr 2

H(f ′(X)) = θ1bfθ
−1
1 f ′(X) =

↑
f ′=θ1π

′
fθ
−1
1

θ1bfθ
−1
1 · θ1π

′
fθ
−1
1 (X)

= (θ1bfπ
′
fθ
−1
1 )(X) = θ1((bπ′)fθ

−1
1 )(X) = (θ1π

′
fbfθ

−1
1 )(X)

= θ1π
′
fθ
−1
1 θ1bfθ

−1
1 (X) =

↑
θ1π
′
fθ
−1
1 =f ′

f ′(H(X)).

Por tanto H = bf ′ y se tiene (4). ut

La importancia del Teorema 5.8.52 es el siguiente teorema.

Teorema 5.8.53. Sean π y π′ = aπ dos elementos primos en K, a ∈ UK
y sean f ∈ Fπ, f ′ ∈ Fπ′ . Entonces el mapeo λ 7−→ θ(λ) da lugar a un
isomorfismo de OK–módulos

Λf,n ∼= Λf ′,n

para toda n ∈ N.
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Por el Teorema 5.8.40 ya sab́ıamos que

Λf,n ∼= OK/πnOK = OK/(π′)nOK ∼= Λf ′,n.

La afirmación del teorema es que el mapeo dado por θ es un isomorfismo.

Demostración. Si λ ∈ Λf,n, entonces

(f ′)(n)(θ(λ)) = (π′)
(n)
f (θ(λ)) = θ((anπn)f )(λ) = θ(anf (n)(λ)) = θ(0) = 0,

por tanto λ ∈ Λf ′,n. Se sigue que λ 7−→ θ(λ) manda Λf,n en Λf ′,n.
Por (3) y (4) del Teorema 5.8.52, se tiene

θ(λ⊕Ff µ) = θ(Ff (λ, µ)) = Ff ′(θ(λ), θ(µ)) = θ(λ)⊕Ff′ θ(µ),

θ(a�Ff λ) = θ(af (λ)) = af ′θ(λ) = a�Ff′ θ(λ).

Por tanto θ es un homomorfismo de OK–módulos de Λf,n en Λf ′,n.
Veamos que θ es 1–1. Sea θ(λ) = 0, λ ∈ Λf,n. Ahora

θ(λ) = ελ+

∞∑
i=0

αiλ
i = 0.

Si λ 6= 0 esto implicaŕıa que 0 = ε + λ
(∑∞

i=2 αiλ
i−2
)

lo cual implicaŕıa que

θ(ε) = 0 = θ(λ)θ
(
−
∑∞
i=2 αiλ

i−2
)
.

Lo anterior no es posible pues ε es una unidad y θ es una serie invertible.
Puesto que Λf,n ∼= OK/πnOK ∼= OK/(π′)nOK ∼= Λf ′,n tienen la misma

cardinalidad, θ es suprayectiva y por tanto θ es un isomorfismo. ut

Observación 5.8.54. Para dos elementos primos π y π′ de K, los campos
Lπ,n y Lπ′,n pueden ser diferentes. Sin embargo, se tiene que TLπ,n = TLπ′,n.
Esto es el contenido de la Proposición 5.8.56.

Primero probamos el siguiente lema.

Lema 5.8.55. Sea K ⊆ F ⊆ Ksep, Ksep una cerradura separable de K. En-
tonces F es un conjunto cerrado en Ksep.

Demostración. Sea H := Gal(Ksep/F ). Entonces H fija a todo elemento de
F y por tanto fija a todo elemento de la cerradura F̄ de F en Ksep por
continuidad. Por tanto

F ⊆ F̄ ⊆ (Ksep)H = F. ut

Proposición 5.8.56. Si π y π′ son dos elementos primos de K y T es la
máxima extensión abeliana no ramificada de K, entonces

TLπ,n = TLπ′,n.
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Demostración. Por el Teorema 5.8.53 se tiene que si λ ∈ Λf,n, entonces θ(λ) =
ελ+

∑∞
i=2 αiλ

i ∈ T̄ (λ). Por lo tanto

T̄ (Λf ′,n) = T̄ (θ(Λf,n)) ⊆ T̄ (Λf,n) = T̄ (θ−1(Λf ′,n)) ⊆ T̄ (Λf ′,n).

Por lo tanto TLπ,n = TLπ′,n.
Por el Lema 5.8.55, se sigue que T (Λπ,n) = T (Λπ′,n), de donde obtenemos

que TLπ,n = TLπ′,n. ut

Por otro lado, puesto que T/K es no ramificada y Lπ,n/K es totalmente
ramificada, T y Lπ,n son linealmente disjuntos sobre K y

Gal(TLπ,n/K) ∼= Gal(T/K)×Gal(Lπ,n/K) = Gal(T/K)×Gπ,n
∼= Gal(Fab

q /Fq)×Gπ,n ∼= Ẑ× (UK/U
(n)
K ). (5.8.18)

Sea ρπ : K∗ −→ Gal(TLπ,n/K) el siguiente homomorfismo. Para a =
uπm ∈ K∗ con u ∈ UK , m ∈ Z. Entonces

ρπ(a)|T : = τmK ∈ Gal(T/K), τK el automorfismo de Frobenius,

ρπ(a)|Lπ,n : = σu ∈ Gπ,n,

donde σu es el automorfismo de Lπ,n que bajo el isomorfismoGπ,n ∼= UK/U
(n)
K ,

σu corresponde a la clase u−1U
(n)
K . En otras palabras ρπ(a)|Lπ,n está deter-

minado por

ρπ(a)(λ) = (u−1)f (λ) = u−1 �Ff λ, λ ∈ Λf,n.

El objetivo central de los grupos formales para nosotros, es probar que ρπ
es precisamente el śımbolo residual de la norma ( ,K), esto es, ρπ es el mapeo
de reciprocidad.

Teorema 5.8.57. Para a ∈ K∗ se tiene

ρπ(a) = (a,K)|TLπ,n = ρK |TLπ,n(a).

Demostración. Se tiene que los elementos primos de K∗ generan K∗, por lo
que basta probar el teorema para elementos primos. Sea a = π un elemento
primo de K. Entonces

ρπ(π)|T = τ = (π, T/K) = (π,K)|T

como consecuencia del Teorema 5.2.2 pues T/K es no ramificada.
Ahora, por el Corolario 5.8.47, π es una norma de Lπ,n a K. Por el Teorema

5.3.17, (π, Lπ,n/K) = (π,K)|Lπ,n = 1. Se tiene π = 1 · π, por lo que

ρπ(π)|Lπ,n = σ1 = IdLπ,n = (π,K)|Lπ,n = 1.
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Se sigue que ρπ(π) = (π,K)|TLπ,n .
Ahora sea π′ = uπ con u ∈ UK otro elemento primo de K. Se tiene

TLπ,n = TLπ′,n y por el Teorema 5.2.2

ρπ(π′)|T = τ = (π′, T/K) = (π′,K)|T .

Puesto que π′ es una norma de Lπ′,n a K, se tiene que (π′,K)|Lπ′,n =
(π′, Lπ′,n/K) = IdLπ′,n . Aśı debemos verificar que ρπ(π′)|Lπ′,n = IdLπ′,n .
Esto equivale a ver que ρπ(π′)(µ) = µ para toda µ ∈ Λf ′,n con f ′ ∈ Fπ′ .

Sabemos del Teorema 5.8.53 que Λf ′,n = θ(Λf,n). Por tanto debemos pro-
bar que ρπ(π′)(θ(λ)) = θ(λ) para toda λ ∈ Λf,n.

Se tiene que ρπ(π′) = ρπ(uπ) = ρπ(u)◦ρu(π). Para λ ∈ Λf,n, ρπ(π)(λ) = λ,
ρπ(π)|T = τ , ρπ(u)|T = IdT .

Extendemos ρπ(π)|T y ρπ(u)|T continuamente a T̄ y usando el Teorema
5.8.52

ρπ(π′)(θ(λ)) = (ρπ(u) ◦ ρπ(π))(θ(λ)) = ρπ(u)(ρπ(π)(θ(λ)))

= ρπ(u)(θτ (λ)) = (ρπ(u) ◦ θτ )(λ) = θτ (ρπ(u))(λ)

= θτ ((u−1)f (λ)) = θ((u)f (u−1)f (λ)) = θ(λ). ut

De esta forma se puede describir el śımbolo de la norma residual ( , Lπ,n/K)
de la extensión abeliana y totalmente ramificada Lπ,n:

Teorema 5.8.58. Sea a = uπm ∈ K∗, u ∈ UK y m ∈ Z. Entonces

(a, Lπ,n/K)(λ) = (u−1)f (λ) para toda λ ∈ Λf,n ⊆ Lπ,n.

El grupo de normas de la extensión Lπ,n/K es el grupo (π)× U (n)
K .

Demostración. Se tiene del Teorema 5.8.57 que (a, Lπ,n/K)(λ) = ρπ(a)(λ).
Por tanto (a,K)(λ) = (a, Lπ,n/K)(λ) = ρπ(a)(λ) = (u−1)f (λ).

En consecuencia, a ∈ NLπ,n/K(L∗π,n) ⇐⇒ (a, Lπ,n/K)(λ) = (u−1)f (λ) =
λ para toda λ ∈ Λf,n. Por el Teorema 5.8.41, (u−1)f = Id ⇐⇒ u−1 ∈
U

(n)
K ⇐⇒ u ∈ U (n)

K ⇐⇒ a ∈ (π)× U (n)
K . ut

El siguiente ejemplo es el origen del uso de los grupos formales en teoŕıa
local de campos locales.

Ejemplo 5.8.59 (Ver el Ejemplo 5.8.38). Sea K = Qp el campo de los
números p–ádicos. Entonces p es un elemento primo en K. Sea f ∈ Fp definido
por

f(Z) = (1 + Z)p − 1 = pZ +

(
p

2

)
Z2 +

(
p

3

)
Z3 + · · ·+ pZp−1 + Zp.

En nuestro caso, q = p. Se tiene
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f (2)(Z) = f(f(Z)) = (1 + f(Z))p−1 = (1 + (1 +Z)p−1)p−1 = (1 +Z)p
2

−1

y en general f (n)(Z) = (1 + Z)p
n − 1. El conjunto de ceros de f (n)(Z) son

{λ = ξ−1 | ξ es pn–ráız de 1}. Por tanto Lp,n = Qp(ζpn), es decir, λ = ζjpn−1,
0 ≤ j ≤ pn − 1.

Sea a = upm ∈ Q∗p, u una unidad y ζpn una pn–ráız primitiva de la unidad.
Entonces

(a,Qp(ζpn)/Qp)(ζpn) = ζrpn

donde r ∈ N tal que r ≡ u−1 mód pn.
En efecto, si λ = ζpn − 1 ∈ Λf,n, se tiene que ru ≡ 1 mód pn y por los

Teoremas 5.8.58 y 5.8.41 se tiene

(a,Qp(ζpn)/Qp)(λ) = (u−1)f (λ) = rf (λ).

Por otro lado si g(Z) = (1 + Z)r − 1 se tiene

g(Z) = (1 + Z)r − 1 = rZ + · · ·+ Zr ≡ rZ mód gr 2 y

f(g(Z)) = f((1 + Z)r − 1) = ((1 + Z)r)p − 1 = (1 + Z)rp − 1

= (1 + Z)pr − 1 = ((1 + Z)p)r − 1 = g((1 + Z)p − 1) = g(f(Z)).

Por tanto g(Z) satisface las condiciones que definen rf (Z), esto es rf (Z) =
(1 + Z)r − 1.

Se sigue que

(a,Qp(ζpn)/Qp)(ζpn) = (a,Qp(ζpn)/Qp)(λ+ 1) = rf (λ) + 1

= rf (ζpn − 1) + 1 = (ζpn − 1 + 1)r − 1 + 1 = ζrpn .

Por ser el origen de lo presentado en esta sección, enunciamos el Ejemplo
5.8.59 como un teorema.

Teorema 5.8.60. Sean K = Qp, a = upm ∈ Q∗p con u una unidad, ζpn

una ráız pn–primitiva de 1. Entonces el śımbolo de la norma residual de
Qp(ζpn)/Qp está dado por

(a,Qp(ζpn)/Qp)(ζpn) = ζrpn

donde r ≡ u−1 mód pn, r ∈ N. ut

Observación 5.8.61. Usando el teorema de existencia podemos dar otra de-
mostración del Teorema 5.7.15. Sea H = NL/K L

∗. Por el teorema de existen-
cia, existe una extensión abeliana finita M/K tal que NM/KM

∗ = H. Por
el Teorema 5.7.13, el grupo de normas correspondiente a la extensión abelia-
na LM/L es N−1

L/K H = N−1
L/K NL/K L

∗ = L∗. Por tanto NLM/L(LM)∗ =

L∗ = NL/L L
∗ de donde se sigue que LM = L lo cual equivale a que

M ⊆ L. Finalmente si N/K es abeliana y K ⊆ M ⊆ N ⊆ L, entonces
H = NL/K L

∗ ⊆ NN/K N
∗ ⊆ NM/KM

∗ = H, de donde se sique que N = M
y por tanto M es la máxima extensión abeliana de K contenida en L.
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Para finalizar la teoŕıa local de campos de clase, únicamente resta probar
que todo subgrupo abierto de ı́ndice finito en K∗ es un subgrupo de normas.

El Teorema 5.2.3 prueba que los grupos de las extensiones no ramificadas
son (πf )×UK . Para las extensiones abelianas totalmente ramificadas se tiene

Teorema 5.8.62. Los grupos de normas de las extensiones abelianas finitas
L/K totalmente ramificadas son exactamente los grupos que contienen a algún
grupo

(π)× U (n)
K

con π un elemento primo de K y n ∈ N ∪ {0}.

Demostración. Como el grupo de normas de Lπ,n es (π)×U (n)
K , un subgrupo

que contiene a (π) × U (n)
K corresponde a un subcampo L con K ⊆ L ⊆ Lπ,n

y por tanto L/K es abeliana y totalmente ramificada.
Ahora sea L/K totalmente ramificada. Entonces L = K(λ) con λ una ráız

de un polinomio Eisenstein

Xe + · · ·+ π = 0,

donde π es un elemento primo de K el cual es la norma del elemento ±λ. Se
sigue que (π) ⊆ NL/K L

∗. Ahora bien, puesto que NL/K(L∗) es un subgrupo

abierto en K∗, existe n ∈ N ∪ {0} tal que U
(n)
K ⊆ NL/K L

∗. Se sigue que

(π)× U (n)
K ⊆ NL/K L

∗. ut

Corolario 5.8.63. Si L/K es una extensión abeliana finita totalmente rami-
ficada, entonces L/K está contenida en algún Lπ,n. ut

Teorema 5.8.64. El grupo (πf ) × U
(n)
K es el grupo de normas del campo

KfLπ,n donde Kf/K es la extensión no ramificada de K de grado f .

Demostración. Se tiene

(πf )× U (n)
K = ((πf )× UK) ∩ ((π)× U (n)

K ) = (NKf/K K
∗
f ) ∩ (NLπ,n/K L

∗
π,n)

= NKfLπ,n/K(KfLπ,n)∗

por los Teorema 5.2.3 y 5.7.14. ut

Teorema 5.8.65. Los grupos de normas de K∗ son precisamente los grupos

conteniendo a algún (πf ) × U (n)
K con n = 0, 1, 2, . . . , f = 1, 2, . . ., donde π es

un elemento primo de K.

Demostración. Cada grupo (πf )×U (n)
K tiene ı́ndice finito en K∗ = (π)×UK

pues
K∗

(πf )× U (n)
K

∼=
(π)× UK

(πf )× U (n)
K

∼=
(π)

(πf )
× UK

U
(n)
K
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el cual es cardinalidad f · q · (qn−1 − 1). Además (πf ) × U
(n)
K es un grupo

abierto en K∗. Por otro lado, por el Teorema 5.8.64, (πf )×U (n)
K es un grupo

de normas.
Por tanto, si H es un subgrupo que contiene a uno de estos grupos, H es

un grupo de normas (ver la demostración del Teorema 5.7.14).
Rećıprocamente, si H es un grupo de normas, entonces H es un subgrupo

abierto de K∗ de ı́ndice finito. Entonces 1 ∈ H y {U (n)
K }∞n=0 es un sistema

fundamental de vecindades de 1, existe n ∈ N∪{0} con U
(n)
K ⊆ H. Finalmente,

al ser H de ı́ndice finito en K∗, existe f tal que πf ∈ H. Se sigue que (πf )×
U

(n)
K ⊆ H. ut

Corolario 5.8.66. Se tiene que

DK :=
⋂
L/K

finita y abeliana

NL/K L
∗ = {1}

y ρK : K∗ −→ Gab
K es un monomorfismo.

Demostración. Se tiene {1} ⊆ DK ⊆
⋂
f,n

(
〈πfK〉 × U

(n)
K

)
= {1}. ut

Teorema 5.8.67. Sea T la máxima extensión no ramificada de K. Sean π un
elemento primo de K, f ∈ Fπ, Λf =

⋃∞
n=1 Λf,n, Lπ =

⋃∞
n=1 Lπ,n = K(Λf )

y Gπ = Gal(Lπ/K). Entonces el campo TLπ es independiente de π y es la
máxima extensión abeliana de K, Kab = TLπ. En particular

Gab
K = Gal(Kab/K) = GT/K ×Gπ ∼= Ẑ× UK .

Si a = uπm ∈ K∗ con u ∈ UK , entonces el śımbolo de la norma residual
(a,K=ρK(a) está dado por

(a,K)|T = τm, (a,K)(λ) = (u−1)f (λ) para λ ∈ Λf .

Demostración. Por el Teorema 5.8.65 los grupos de normas son los grupos

conteniendo a algún (πf ) × U (n)
K , el cual es, por el Teorema 5.8.64, el grupo

de normas de Lπ,nKf .
Aśı, si L/K es una extensión abeliana finita, existen n ∈ N ∪ {0}, f ∈ N

tales que (πf )×U (n)
K ⊆ NL/K L

∗ lo cual implica que L∗ ⊆ Lπ,nKf conKf ⊆ T .
Se sigue que L∗ ⊆ LπT y LπT es la máxima extensión abeliana de K.

Puesto que Gab
K = GT/K ×Gπ, el śımbolo de la norma residual está deter-

minad por

(a,K)|T = τm y (a,K)(λ) = (u−1)f (λ) para λ ∈ Λf .

Finalmente, por el Teorema 5.8.50 tenemos que Gπ ∼= UK . ut
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Corolario 5.8.68 (Teorema de Kronecker–Weber local). La máxima
extensión abeliana de Qp es

Qab
p =

∞⋃
n=1

Qp(ζn) = Qp(ζ∞).

Demostración. Las extensiones abelianas no ramificadas de Qp corresponden
a las extensiones finitas de Fp y estas con Fp(ζn) con mcd(n, p) = 1. Esto es

T =

∞⋃
n=1

mcd(n,p)=1

Qp(ζn).

Por ora lado Lp,n = Q(ζpn) por lo cual Lπ =
⋃∞
n=1 Qp(ζpn) = Qp(ζp∞) de

donde se sigue el resultado. ut

Teorema 5.8.69 (Teorema de Existencia). Sea K un campo local. Enton-
ces la correspondencia L −→ HL := NL/K L

∗ ⊆ K∗ nos da un isomorfismo
de redes que cambia contenciones entre la red de extensiones abelianas finitas
L/K y la red de subgrupos abiertos de ı́ndice finito de K∗. Todo subgrupo que
contenga a un grupo de normas es a su vez un grupo de normas.

En particular, si K es un campo local, entonces las siguientes condiciones
sobre un subgrupo H de K∗, son equivalentes:

(1) H es abierto y de ı́ndice finito en K∗.
(2) H es un grupo de normas.

(3) H contiene a algún grupo 〈πfK〉 × U
(n)
K para algunos f ∈ N y n ∈

N ∪ {0}.

Observación 5.8.70. El Teorema 5.8.69 es de existencia pues dado una sub-
grupo abierto de ı́ndice finito V de K∗, existe una única extensión abeliana

finita L/K tal que K∗/NL/K L
∗ ∼=−−−−−−→

( ,L/K)
Gal(L/K), esto es, NL/K L

∗ = V .

Demostración. (Teorema 5.8.69). Teoremas 5.7.14, 5.8.64 y 5.8.65. ut

Observación 5.8.71. Para otra demostración del Teorema de Existencia en
caracteŕıstica 0 se puede consultar Teorema 5.7.7, [119, Theorem 3.1, Ch. III
Section 3, página 43]; [117, Theorem 6.2, Ch. II, Section 6, página]. Para
caracteŕıstica p > 0, se puede consultar [151, Ch. XIV, Section 6, página 218].

Observación 5.8.72. Notemos que L/K es no ramificada ⇐⇒ UK ⊆
NL|K L

∗. En efecto, si L/K es no ramificada, entonces NL/K L
∗ = 〈πfK〉×UK

con f = [L : K]. Rećıprocamente, si UK ⊆ NL/K L
∗ y si f = [K∗ : NL/K L

∗],

entonces πfK ∈ NL/K L
∗ y por tanto 〈πfK〉 × UK ⊆ NL/K L

∗. Por tanto L
está contenida en la extensión no ramificada de K de grado f (y de hecho, es
igual).
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5.8.2. Grupos de ramificación, grupos de descomposición y
grupos formales

Todos los resultados presentados aqúı sin demostración, aśı como la teoŕıa
general de grupos de ramificación pueden ser consultados en [151, Ch. IV].

En esta parte desarrollamos lo expuesto en la Subsección 5.8. Sea L/K
una extensión finita de Galois con grupo G = Gal(L/K). Recordemos que
ϕ : [−1,∞) −→ [−1,∞) dada por ϕ(u) =

∫ u
0

dt
[G:Gt]

donde Gt := Gdte es

una función biyectiva y sea η la función inversa. Entonces se define para
v ∈ [−1,∞)

Gv := Gη(v) o Gϕ(u) := Gu.

Proposición 5.8.73. Sea K un campo local y sea Lπ,n = K(Λf,n) el campo
de los puntos de πn–división de un módulo de Lubin–Tate para π. Entonces

Gi(Lπ,n/K) = Gal(Lπ,n/Lπ,m) para qm−1 ≤ i ≤ qm − 1.

Demostración. Se tiene que el śımbolo de la norma residual proporciona un

isomorfismo UK/U
(n)
K −→ Gal(Lπ,n/K) (Teorema 5.8.45). Por tanto se tiene

Gal(Lπ,n/Lπ,m) ∼=
Gal(Lπ,n/K)

Gal(Lπ,m/K)
∼=
UK/U

(n)
K

UK/U
(m)
K

∼=
U

(m)
K

U
(n)
K

,

y por tanto

Gal(Lπ,n/Lπ,m) = (U
(m)
K , Lπ,n/K).

Lo que se quiere probar es que para qm−1 ≤ i ≤ qm − 1, Gi(Lπ,n/K) =

(U
(m)
K , Lπ,n/K).
Sea σ ∈ G1(Lπ,n/K) y sea σ = (u−1, Lπ,n/K) para algún u. El ma-

peo ( , Lπ,n/K) : UK/U
(n)
K

∼=−−→ Gal(Lπ,n/K) manda el p–subgrupo de Sy-

low U
(1)
K /U

(n)
K de UK/U

(n)
K (recordemos que

∣∣UK/U (n)
K

∣∣ = qn−1(q − 1) y∣∣U (1)
K /U

(n)
K

∣∣ = qn−1) sobre el p–subgrupo de Sylow de Gal(Lπ,n/K), el cual

es G1(Lπ,n/K). En particular u ∈ U (1)
K .

Escribamos u = 1 + επl con ε ∈ UK y l ≥ 1. Sea λ ∈ Λf,n un generador
como OK–módulos, esto es, λ ∈ Λf,n \ Λf,n−1. Entonces

λσ = (u−1, Lπ,n/K)(λ) =
↑

Teorema 5.8.67

(u)f (λ) = (1⊕Ff επl)f (λ)

= 1 = Ff (λ, [επl]f (λ)).

Si l ≥ n, σ = 1 por lo que λσ − λ = 0 y vLπ,n(λ) = ∞. Si l < n entonces
λn−l := (πm)f (λ) es un elemento primo Lπ,n−l.

Se tiene (επl)f (λ) = (ε)f (πl)f (λ) = (ε)f (λn−l).
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Puesto que Lπ,n/Lπ,n−l es totalmente ramificada de grado ql, se tiene que

vLπ,n(λq
l

) = qlvLπ,n(λ) = ql·1 = ql y vLπ,n(λn−l) = e(Ln/Ln−l)vLπ,n(λn−l) =
ql · 1 = ql, por tanto existe ε0 ∈ ULn tal que

[ε]Ff (λn−l) = [επl]Ff (λ) = ε0λ
ql .

De las identidades Ff (X, 0) = X, Ff (0, Y ) = Y (ver después de la Defini-
ción 5.8.25), se obtiene que

Ff (X,Y ) = X + Y +XYG(X,Y ) con G(X,Y ) ∈ O)K[[X,Y ]].

De esta forma obtenemos

λσ − λ = Ff (λ, ε0λ
ql)− λ = ε0λ

ql + aλq
l+1 con a ∈ OLπ,n .

Por lo tanto

ıLπ,n/K(σ) = vLπ,n(λσ − λ) =

{
ql si l < n

∞ si l ≥ n.

Consideremos qm−1 ≤ i ≤ qm − 1 y u ∈ U (m)
K . Entonces l ≥ m, esto es,

ıLπ,n/K(σ) ≥ ql ≥ i+ 1 y de esta forma σ ∈ Gi(Lπ,n/K).

Esto demuestra que (U
(m)
K , Lπ,n/K) ⊆ Gi(Lπ,n/K).

Rećıprocamente, si σ ∈ Gi(Lπ,n/K) y σ 6= Id, entonces ıLπ,n/K(σ) =

qm > i ≥ qm−1, esto es, l ≥ m por lo que u ∈ U (m)
K lo que demuestra que

Gi(Lπ,n/K) ⊆ (U
(m)
K , Lπ,n/K). ut

Un resultado interesante es ver que tipo de saltos superiores tienen las
extensiones abelianas.

Teorema 5.8.74 (Hasse–Arf). Sea L/K una extensión abeliana finita de
campos locales. Entonces los saltos de la filtración superior {Gt(L/K)}t≥−1

son enteros.

Demostración. Sea E/K la máxima subextensión K ⊆ E ⊆ L no ramificada.
Entonces Gt(L/E) = Gt(L/K) para t > −1 debido a que ηE/K(s) = s donde
ηE/K es la inversa de la función de Herbrand. Por tanto

ηL/K(s) = ηL/E(ηE/K(s)) = ηL/E(s).

Se sigue que podemos suponer que L/K es totalmente ramificada.
Sea πL un elemento primo de L. Entonces π := NL/K(πL) es un elemento

primo de K. Por otro lado, existe m ∈ N tal que (π) × U
(m)
K ⊆ NL/K L

∗.

Se sigue que L está contenida en el campo de clase de (π) × U
(m)
K el cual

corresponde a Lπ,m. Si t0 es un salto de {Gt(L/K)}t entonces, por el Teorema
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5.8.11, t0 es un salto de {Gt(Lπ,m/K)t. Por lo tanto podemos suponer L =
Lπ,m.

De la Proposición 5.8.73 los saltos de {Gs(Lπ,m/K)}s son los números
ql − 1, 0 ≤ l ≤ m− 1 con la excepción de que cuando q = 2, 0 no es un salto.

Para calcular los saltos {Gt(Lπ,m/K)}t calculamos ϕLπ,m/K(ql − 1) = l,
l = 0, 1, . . . ,m− 1 lo cual prueba el teorema. ut

El siguiente es el resultado central de los grupos de ramificación superior
con la teoŕıa de clase de campos locales.

Teorema 5.8.75. Sea L/K una extensión abeliana finita de campos locales.
Entonces el śımbolo residual de la norma

( , L/K) : K∗ −→ Gal(L/K)

manda el grupo U
(n)
K , n ≥ 0, sobre el n–ésimo grupo de ramificación superior

Gn(L/K):

(U
(n)
K , L/K) = Gn(L/K), n ≥ 0.

Demostración. Si E es la máxima extensión no ramificada de K contenida en
L: K ⊆ E ⊆ L, entonces Gn(L/K) = Gn(L/E). Por el Teorema 5.1.11 y el
Teorema 5.7.12 se tiene

(U
(n)
E , L/E) = (NE/K U

(n)
E , L/K) = (U

(n)
K , L/K).

Por tanto, podemos, sustituir L/K por L/E y por ende podemos suponer
que L/K es totalmente ramificada. Procediendo como en el Teorema de Hasse–
Arf, Teorema 5.8.74, se tiene que L ⊆ Lπ,m para alguna m ∈ N y sin pérdida
de generalidad podemos suponer L = Lπ,m.

Ahora, por el Teorema 5.8.62 y la Proposición 5.8.73, se tiene

Gal(Lπ,m/Lπ,l) = Gi(Lπ,m/K)

para ql−1 ≤ i ≤ ql − 1. Puesto que la función de Herbrand ϕ satisface
ϕLπ,m/K(ql − 1) = l, obtenemos

(U
(l)
K , Lπ,m/K) = Gql−1(Lπ,m/K) = Gl(Lπ,m/K). ut

El Teorema 5.8.75 nos proporciona una forma de calcular el conductor
local.

Corolario 5.8.76. Sea L/K una extensión abeliana finita de campos locales y
sea fL/K = f el conductor de la extensión L/K. Sea n tal que Gn(L/K) 6= {1}
y Gn+1(L/K) = {1}, n ≥ 1. Entonces f = pcp donde

cp = 1 + ϕL/K(n) =
1

g0
(g0 + g1 + · · ·+ gn).
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En otras palabras, el conductor local pudo haber sido definido como

f = p1+ϕL/K(n)

donde Gn(L/K) 6= {1} y Gn+1(L/K) = {1}.

Demostración. Por el Teorema 5.8.75 se tiene

U
(m)
K ⊆ NL/K L

∗ ⇐⇒ (U
(m)
K , L/K) = 1 ⇐⇒ Gm(L/K) = {1}

⇐⇒ GηL/K(m)(L/K) = {1}.

Se sigue que Gn(L/K) 6= {1} y Gn+1(L/K) = {1} si y solamente si

U
(ϕL/K(n))

K * NL/K L
∗ y U

(1+ϕL/K(n))

K ⊆ NL/K L
∗. ut

Terminamos esta sección estudiando la descomposición en extensiones abe-
lianas de campos locales.

Teorema 5.8.77. Sea L/K una extensión abeliana finita de campos locales.
Sean e y f el ı́ndice de ramificación y el grado de inercia. Entonces

e = [UK : NL/K UL] y f = o(πK mód UK NL/K L
∗),

donde πK es un elemento uniformizador de K.

Demostración. El Corolario 5.3.12 prueba que e = [UK : NL/K UL]. Otra
demostración es consecuencia del Teorema 5.8.75:

(UK , L/K) = G0(L/K) ∼=
UK NL/K L

∗

NL/K L∗
∼=

UK
UK ∩NL/K L∗

=
UK

NL/K UL
.

Ahora bien, ef = [L : K] = [K∗ : NL/K L
∗]. Notemos que

UK NL/K L
∗

NL/K L∗
∼=

UK
NL/K L∗ ∩ UK

=
UK

NL/K UL
.

Se sigue que f = [L:K]
e =

[K∗:NL/K L∗]

[UK NL/K L∗:NL/K L∗] = [K∗ : UK NL/K L
∗]. Puesto

que K∗ = (πK)× UK , obtenemos

K∗

UK NL/K L∗
=

(πK)UK NL/K L
∗

UK NL/K L∗
= 〈πK mód UK NL/K L

∗〉.

Se sigue f = [K∗ : UK NL/K L
∗] = o(πK mód UK NL/K L

∗). ut
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Campos de clase globales

Definición 6.0.1. Un campo global K es o bien una extensión finita de Q o
bien un campo de funciones con campo de constantes Fq, el campo finito de
q = pr elementos.

Las extensión finitas de Q son el caso de caracteŕıstica 0 y los llamaremos
campos numéricos. Los campos de funciones son el caso de caracteŕıstica p > 0
y los llamaremos campos de funciones.

Observación 6.0.2. En el caso de campos de funciones no hay lugares infi-
nitos.

Sea K un campo global. Sea p un lugar de K. Usaremos la notación p|∞
para p un lugar infinito (arquimediano) y p -∞ si p es un lugar finito.

Si p es un lugar finito, sea Op = {x ∈ K | vp(x) ≥ 0} el anillo de valuación
de p y vp es la valuación asociada. La completación de K en un lugar finito o
infinito se denotará por Kp.

Si p es finito, N(p) va a denotar la norma absoluta de p, esto es N(p) =∣∣Op/p
∣∣.

Se tiene que si Fp es el campo primo de Op/p y fp =
[
Op/p : Fp

]
, entonces

N(p) = pfp = qp.
Para el valor absoluto | |p asociado a p, seleccionamos el número 0 < c < 1

como c = p−fp = N(p)−1 = 1∣∣Op/p
∣∣ = q−1

p . De esta foma, tenemos que si

a ∈ K, a 6= 0,

|a|p = p−fpvp(a) = q
−vp(a)
p y |0|p = 0.

Si p es un lugar finito, denotamos por Up = UKp
al grupo de unidades de

Kp. Si p es un lugar infinito, entonces Kp = R o C. Si p es real, es decir si
Kp = R y si σ : K → R = Kp es el encaje asociado a p, entonces |a|p := |σa|,
a ∈ K, donde | | denota el valor absoluto usual de R.

Si p es complejo, Kp = C, si σ es uno de los dos encajes conjugados
σ : K → C = Kp, ponemos |a|p := ‖σa‖2 para a ∈ K, donde ‖ ‖ es el valor
absoluto usual de C.
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6.1. Repaso de resultados básicos de campos globales

6.1.1. Composición de campos

Sean E y L dos campos cualesquiera de la misma caracteŕıstica, esto es,
el campo primo, Fp o Q, es el mismo para ambos campos. Nos preguntamos,
¿qué significa la composición de E y L?

Supongamos primero que existe un campo Ω tal que E,L ⊆ Ω. Entonces
la composición es simplemente el mı́nimo subcampo de Ω que contiene tanto
a E como a L. Sin embargo, si no tenemos un tal campo Ω, debemos construir
un campo (mı́nimo) que contenga tanto a E como a L.

Definición 6.1.1. Sea K un campo arbitrario y sean E/K y L/K dos exten-
siones de K (por ejemplo, K podŕıa ser el campo primo). Una composición
de E y L sobre K, es una terna (M, τ, σ) donde M es un campo que contiene
a K, τ : E →M y σ : L→M , τ y σ son monomorfismos de campos tales que
τ |K = σ|K = IdK y M está generado por τ(E) y σ(L).

Definición 6.1.2. Dos composiciones (M, τ, σ), (M ′, τ ′, σ′) de E/K y L/K
se llaman equivalentes si existe un isomorfismo λ : M −→M ′ tal que λ◦τ = τ ′

y λ ◦ σ = σ′.

E

τ

~~

τ ′

  
	

M
λ

// M ′

L

σ

~~

σ′

  
	

M
λ

// M ′

Ser equivalentes, es una relación de equivalencia. Estudiaremos en el caso
en que L/K es finita, [L : K] < ∞ y E/K es arbitraria, las diferentes clases
de equivalencia.

Sean [L : K] = n < ∞ y (M, τ, σ) una composición de E y L. Sean
E′ = τ(E), L′ = σ(L) y

E′L′ =
{ r∑
i=1

eili | ei ∈ E′, li ∈ L′, r ∈ N
}
⊆M,

entonces E′L′ es una subálgebra sobre K. Ahora bien, E′L′ es un dominio en-
tero. Sea {α1, . . . , αn} una base de L/K. Entonces {σ(α1), . . . , σ(αn)} genera
a E′L′ sobre E′. Puesto que E′ es un campo, E′L′ es un campo (recordemos
que si F es un campo y D es un dominio entero con dimF D < ∞, entonces
D es un campo). Se sigue que E′L′ = M .

Sea θ : E⊗K L −→M definido por θ(e⊗K l) = τ(e)σ(l). Entonces θ es un
K-epimorfismo y M ∼= (E ⊗K L)/ núc θ. Como M es un campo, núc θ = M
es un ideal maximal. Ahora bien K ∼= K ⊗K K y θ|K = IdK por lo que
M ∩K = {0}.

Los homomorfismos
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E
i−→ E ⊗K L, i(e) = τ(e)⊗K 1,

L
j−→ E ⊗K L, j(l) = 1⊗K σ(l),

son monomorfismos pues (θ ◦ i)(E) = τ(E) y (θ ◦ j)(L) = σ(L). Por tanto
M ∩ E = M ∩ L = {0}.

Teorema 6.1.3. Las clases de equivalencia de las composiciones E con L
sobre K, están en correspondencia biyectiva con los ideales maximales de la
K-álgebra E ⊗K L. En particular, la composición de campos siempre existe.

Demostración. Ya vimos que cada composición corresponde a un ideal ma-
ximal. Reciprocamente, si M es un ideal maximal de E ⊗K L, definimos
M = (E ⊗K L)/M el cual es un campo. Sean

i : E −→ (E ⊗K L)/M, i(e) = (e⊗K 1) + M y

j : L −→ (E ⊗K L)/M, j(l) = (1⊗K l) + M.

Puesto que M no contiene unidades, i y j son inyectivas y M está generado
por i(E) y j(L). Además i|K = j|K = IdK . Se sigue que M es una composición
de E y L.

Ahora sean (M, τ, σ) y (M ′, τ ′, σ′) dos composiciones donde

M ∼= (E ⊗K L)/M y M ′ ∼= (E ⊗K L)/M′.

Si M y M ′ son equivalentes, existe un isomorfismo λ : M →M ′ con λ◦τ = τ ′ y
λ◦σ = σ′. Sea

∑r
i=1 ei⊗K li ∈M. Entonces se tiene que si

∑r
i=1 τ(ei)σ(li) = 0

en M entonces

λ
( r∑
i=1

τ(ei)σ(li)
)

=

r∑
i=1

(λ ◦ τ)(ei)(λ ◦ σ)(li) =

r∑
i=1

τ ′(ei)σ
′(li) = 0

en M ′ por lo que
∑r
i=1 ei ⊗K li ∈ M′. Se sigue que M ⊆ M′ y como ambos

son maximales, se tiene M = M′.
Rećıprocamente, sean M = M′. Si θ y θ′ son los isomorfismos de (E ⊗K

L)/M y de (E ⊗K L)/M′ a M y M ′ respectivamente, entonces

(E ⊗K L)/M

θ

��

(E ⊗K L)/M′

θ′

��
M

θ′◦θ−1

//M′

y λ := θ′ ◦ θ−1 es un isomorfismo de M y M ′, y

τ = θ ◦ i, τ ′ = θ′ ◦ i = θ′ ◦ θ−1 ◦ θ ◦ i = λ ◦ τ,
σ = θ ◦ j, σ′ = θ′ ◦ j = θ′ ◦ θ−1 ◦ θ ◦ j = λ ◦ σ,

por lo que M y M ′ son extensiones equivalentes. ut
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Teorema 6.1.4. Sean T un campo y A un álgebra sobre T tal que A es de
dimemsión finita sobre T y A tiene unidad. Entonces A tiene un número finito
de ideales maximales.

Demostración. Sea dimT A = n <∞ y sean M1, . . . ,Mr r ideales maximales
de A distintos. Sea N =

⋂r
i=1 Mi. Entonces A/N ∼=

⊕r
i=1A/Mi. Ahora bien,

A/N y A/Mi, 1 ≤ i ≤ r, son T -álgebras y

n = dimT A ≥ dimT A/N =

r∑
i=1

A/Mi ≥ r,

de donde se sigue que r ≤ n. ut

Corolario 6.1.5. Si K es cualquier campo y E/K y L/K son dos extensiones
de K con [L : K] = n < ∞, entonces el número de composiciones de E y L
sobre K es menor o igual n y en particular este número es finito.

Demostración. Si {α1, . . . , αn} es una base de L/K, {1⊗K α1, . . . , 1⊗K αn}
genera a E ⊗K L sobre E y dimE(E ⊗K L) ≤ dimK L = n. El resultado se
sigue pues A = E ⊗K L es una E-álgebra. ut

Consideremos ahora L = K(θ) una extensión simple y sea f(x) =
Irr(θ, x,K) ∈ K[x]. Sea f(x) = p1(x)e1 · · · pr(x)er ∈ E[x] la descomposición
de f(x) como producto de polinomios irreducibles de E[x]. Entonces

E ⊗K L = E ⊗K K(θ) ∼= E ⊗K
(
K[x]/〈f(x)〉

) ∼= (E ⊗K K[x]
)
/〈f(x)〉

∼= (E[x])/〈f(x)〉 ∼=
r⊕
i=1

(
E[x]/〈peii (x)〉

)
.

Los ideales maximales de E ⊗K L están dados por

〈p1(x)〉/〈f(x)〉, . . . , 〈pr(x)〉/〈f(x)〉

y por tanto todas las composiciones inequivalentes de E y L sobre K son{
E[x]/〈pi(x)〉

}r
i=1

.

Se tiene dimE(E ⊗K L) = gr f(x) =
∑r
i=1 ei gr pi(x) = [L : K]. Si L/K es

una extensión separable, se tiene que ei, 1 ≤ i ≤ r y

E ⊗K L ∼=
r⊕
i=1

E[x]/〈pi(x)〉 ∼=
r⊕
i=1

E(θi)

donde θi es una ráız de pi(x) y E⊗KL es la suma directa de las composiciones
de E y L sobre K y estas composiciones son

{
E(θi)

}r
i=1

.
De esta forma, si suponemos que f(x) es separable y enumeramos las ráıces

de f(x) en E, entonces
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f(x) =

r∏
i=1

pi(x) =

r∏
i=1

( mi∏
j=1

(x− θij)
)

con pi(x) =
∏mi
j=1(x−θij). Se tiene que E(θij) y E(θij′) son equivalentes pues

θij y θij′ son conjugados sobre E.
En resumen, E y L tienen n = [L : K] composiciones con r clases inequi-

valentes. Las r clases inequivalentes tienen m1, . . . ,mr elementos respectiva-
mente.

Ejemplo 6.1.6. Sea K = Q, E = R y sea L = K(θ) con θ3 = d con d ∈ Q
que no es cubo de Q. Entonces

x3 − d = (x− θ)(x2 + θx+ θ2)

con θ3 = d y θ ∈ R. Las ráıces de x2 +θx+θ2 ∈ R[x] son θ1 = ζ3θ y θ2 = ζ−1
3 θ.

Hay dos composiciones inequivalentes de L con R, a saber R(θ) = R y los
encajes conjugados {R(ζ3θ) = C,R(ζ−1

3 θ) = C}.

Ejemplo 6.1.7. Sean K = Qp con p un número primo tal que p ≡ 1 mód n
con n ∈ N, n ≥ 3. Sea ζn una ráız n-ésima primitiva de la unidad y sea
L = Q(ζn). Entonces p se descompone totalmente en L/K. Se tiene que
ζn ∈ Qp: ζpn = ζn pues p ≡ 1 mód n por lo que ζn ∈ Fp. Por tanto xn − 1 ∈
Fp[x] se factoriza en factores lineales y por el Lema de Hensel, ζn tiene un
levantamiento a Qp

De esta forma tenemos que si ψn(x) =
∏

mcd(a,n)=1(x− ζan) = Irr(ζn, x,Q)

y
∏

mcd(a,n)=1(x− ζan) es la factorización de irreducibles de ψn(x) en Qp[x], se

sigue que las composiciones inequivalentes de Q(ζn) con Qp son precisamente{
Qp(ζan)

}
mcd(a,n)=1

, esto es, Qp(ζan) = Qp(ζn) = Qp pero son inequivalentes.

En resumen, hay ϕ(n) composiciones de Q(ζn) y Qp sobre Q inequivalentes
y todos ellos son iguales Qp.

Sea K un campo global y sea v un valor absoluto de K y Kv la comple-
tación de K en v. El valor absoluto v se extiende de manera única a Kv: Si
{xn}∞n=1 es una sucesión de Cauchy en K, v̄

(
{xn}

)
:= ĺım

n→∞
v(xn), v̄|K = v.

Equivalentemente,
∣∣{xn}∣∣v = ĺım

n→∞
|xn|v. Se denota nuevamente por v la ex-

tensión a Kv.
Sea ahora L/K una extensión finita y separable de campos globales y sea

v un valor absoluto de K. Sea Kv la completación de K en v. Entonces si M
es una composición de L con Kv sobre K, denotada de momento como LKv,
se tiene que LKv es un campo que es una extensión finita de Kv y por tanto
v se extiende de manera única a un valor absoluto ω en LKv. Denotemos
Lω = LKv con ω|K = v y Lω es completo.

De esta forma, LKv ⊆ K̄v pues LKv es una extensión finita de Kv. Esta
composición es (Lω, τ, ι), τ : L −→ Lω ⊆ K̄v y ι es el encaje natural ι : Kv −→
Lω ⊆ K̄v, ι|K = IdK , esto es ι(Kv) = Kv dentro de K̄v. Se tiene Lω = τ(L)Kv

con τ un encaje de L en K̄v.
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Rećıprocamente, si ω es un valor absoluto de L con ω|K ∼ v, podemos
normalizar ω de tal forma que ω|K = v. Entonces, si Lω es la completación
de L con respecto a ω y si Kω es la cerradura de K en Lω, Kω es completo y
por tanto Kω = Kv puesto que K es denso en Kω. Además, L,Kv ⊆ Lω por
lo que LKv, la composición de L y Kv, está contenida en Lω y L es denso en
Lω por lo que LKv es denso y cerrado en Lω (por ser completo). Se sigue que
LKv = Lω.

De esta forma, hemos obtenido, todas las completaciones Lω con ω|K = v
son las composiciones de L con Kv sobre K, es decir:{

τ(L)Kv

}
τ :L→K̄v

.

Además,
∣∣{σ : L→ K̄v}

∣∣ = [L : K]s = [L : K], donde [L : K]s denota el grado
de separabilidad de la extensión L/K y | |v se extiende de manera única | |ṽ
a Kv y como todas las composiciones de L con Kv sobre K están contenidas
en una extensión finita C de Kv, la extensión de | |ṽ a C es única, denotada
nuevamente por | |v. De esta forma, los valores absolutos ω de L con ω|K = v
pueden definirse como |α|ω = |σα|v donde α ∈ L y con σ : L ↪−→ K̄v. En este
caso se tiene Lω = σ(L)Kv.

Dados dos encajes τ, σ : L −→ K̄v, veremos cuando τ(L)Kv y σ(L)Kv

tienen el mismo valor absoluto.
Recordemos que dos valores absolutos | |1 y | |2 en un campo E se llaman

equivalentes si para x ∈ E, se tiene

|x|1 < 1 ⇐⇒ |x|2 < 1.

Equivalentemente, |a|1 < |b|1 ⇐⇒ |a|2 < |b|2.
Si | | es cualquier valor absoluto en E y s ∈ R, s > 0, entonces | | y | |s

son equivalentes. Rećıprocamente, se tiene

Teorema 6.1.8. Si | |1 y | |2 son equivalentes en E, entonces existe s ∈ R,
s > 0 con | |s1 = | |2.

Demostración. Si | |1 es trivial, | |2 es también trivial y rećıprocamente (re-
cordemos que | | es trivial significa que |x| = 1 para todo x 6= 0).

Sea 0 < |a0|2 < 1. Sea a ∈ E, a 6= 0 y sea A = {(n,m) ∈ N2 | |a0|n2 <
|a|m2 }. Por tanto, si (n,m) ∈ A, |a0|n2 < |a|m2 de donde se sigue que n log |a0|2 <
m log |a|2. Como log |a0|2 < 0, (n,m) ∈ A ⇐⇒ n

m > log |a|2
log |a0|2 .

Como | |1 es equivalente | |2, se tiene (n,m) ∈ A ⇐⇒ n
m > log |a|1

log |a0|1 . Se

sigue que log |a|2
log |a0|2 = log |a|1

log |a0|1 . Por tanto log |a|2
log |a|1 = log |a0|2

log |a0|1 y log |a|2
log |a|1 es indepen-

diente de a.
Sea s := log |a|2

log |a|1 . Entonces |a|s1 = |a|2 para toda a ∈ E, a 6= 0 y s ∈ R,

s > 0 pues como | |1 y | |2 son equivalentes, log |a0|1 < 0 y log |a0|2 < 0, por

lo que s = log |a0|2
log |a0|1 > 0. ut
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Teorema 6.1.9. Sea v un valor absoluto no trivial en un campo E y sea F/E
una extensión. Si ω y ω′ son dos extensiones de v a F , esto es, ω|F = ω′|F = v,
y ω y ω′ son equivalentes, entonces ω = ω′.

Demostración. Se tiene que | |sω = | |ω′ , s ∈ R, s > 0. Puesto que si a0 ∈ E,
con |a0|v 6= 1, entonces |a0|ω = |a0|v = |a0|ω′ = |a0|sω, de donde se sigue que
s = 1. ut

En otras palabras, si ω y ω′ son dos valores absolutos de F no iguales que
extienden a v, entonces ω y ω′ no son equivalentes.

Regresando a | |v, un valor absoluto de K, y | |v se extiende de manera
única | |ṽ a Kv. Entonces, si Lω = σ(L)Kv y Lω′ = τ(L)Kv, para σ, τ :
L −→ K̄v y para α ∈ L, |α|ω = |σα|v y |α|ω′ = |τα|v. Por tanto ω y ω′ son
equivalentes si y sólo si |σα|v = |τα|v, esto es, dan el mismo valor absoluto en
L.

Sea ahora σ : L −→ K̄v, K̄v una cerradura separable de Kv, un encaje.
Entonces σ(L) ∼= L y σ(L)Kv/Kv es una extensión finita. Entonces σ(L)Kv

es una completación de L, digamos Lσ. Esto es, σ se identifica con una com-
pletación de L, Lσ“ = ”Lω con ω|Kv = v.

Definición 6.1.10. Sea K un campo global. Los valores absolutos canónicos
de K estan dados de la siguiente forma: Si p es finito, Op/p = K(p) ∼= Fqp ,

entonces seleccionamos c = q−1
p para el valor absoluto:

|x|p = q
−vp(x)
p , N(p) = qp.

Si p es infinito, Kp
∼= R o C, si σ : K −→ Kp, entonces

|x|p = |σx|R = |σx| usual si p = R y |x|p = ‖σx‖2C = ‖σx‖2C en C si p = C

pues en un lugar complejo consiste de 2 encajes σ y σ̄ con σ 6= σ̄.

El conjunto de los valores absolutos canónicos se dontará por MK . Se
tiene que p, p′ ∈MK , p 6= p′, entonces | |p y | |p′ dan diferentes topoloǵıas en
K.

Dado un valor absoluto ω de L, ω|K = v, Lω/Kv es una extensión finita.
Ahora si σ : Lω −→ K̄v es uno de los [Lω : Kv] = [Lω : Kv]s encajes,
σ|Kv = IdKv . Entonces σ(L) ⊆ σ(Lω) y σ(L)Kv = σ(Lω) por el argumento
dado anteriormente.

Teorema 6.1.11. Sea K un campo global, v ∈ MK y L/K una extensión
finita y separable. Se tiene que dos encajes σ, τ : L −→ K̄v sobre K, σ|K =
τ |K = IdK , dan lugar al mismo valor absoluto en L si y sólo si son conjugados
sobre Kv, lo cual significa que existe un isomorfismo λ : σ(L)Kv −→ τ(L)Kv

tal que λ|Kv = IdKv . En otras palabras, los encajes dan lugar al mismo valor
absoluto si y sólo si las composiciones σ(L)Kv y τ(L)Kv de L y Kv sobre ya
sea K o sobre Kv, son equivalentes.
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Demostración. Dado cualquier encaje θ : L −→ K̄v, entonces para β ∈ K,
θ(β) ∈ θ(L) y θ(L)Kv/Kv es una extensión finita.

La extensión de v a θ(L)Kv es única y si ponemos θ(L)Kv = Lω, ω la
extensión de v a Lω, entonces

|β|θ = |θβ|ω = |NLω/Kv (θβ)|1/nω ,

donde nω = [Lω : Kv]. Sean σ y τ conjugados, σ(L)Kv = Lω, τ(L)Kv = Lω′ ,
λ : Lω −→ Lω′ isomorfismo y λ|Kv = IdKv , entonces

NLω/Kv (σβ) = NLω′/Kv
(λσβ) = NLω′/Kv

(τβ),

|β|ω = |NLω/Kv (σβ)|1/nω = |NLω′/Kv
(τβ)|1/nω′ = |β|ω′ y

nω = [Lω : Kv] = [Lω′ : Kv] = nω′ .

Se sigue que |β|ω = |β|ω′ .
Rećıprocamente, supongamos que los valores absolutos son los mismos.

Ahora τ(L) y σ(L) son isomorfos a L sobre K. Sea λ : τ(L) −→ σ(L) un
isomorfismo sobre K. Veremos que λ se puede extender de τ(L)Kv a σ(L)Kv

sobre Kv.
Se tiene que τ(L) es denso en τ(L)Kv, por lo que dado x ∈ τ(L)Kv puede

ser escrito como x = ĺım
n→∞

τxn con xn ∈ L. Ahora bien, como los valores

absolutos inducidos por τ y por σ son el mismo, se sigue que {λτxn} = {σxn}
converge a un elemento de σ(L)Kv. Denotemos este elemento por λx. Se
verifica que λx es independiente de {τxn} y que λ : τ(L)Kv −→ σ(L)Kv es
un isomorfismo que deja fija a Kv. ut

Con este resultado, podemos enumerar las extensiones de v a L, una fórmu-
la ya muy conocida.

Corolario 6.1.12. Sea L/K una extensión finita y separable de grado n de
campos globales y v ∈ MK . Para cada valor absoluto ω de L, sea nω = [Lω :
Kv] el grado de campos locales (o de R o de C). Entonces

∑
ω|v nω = n.

Demostración. Se tiene que n = [L : K] = [L : K]s es el número de encajes
σ : L −→ K̄v, σ|K = IdK . Además [Lω : Kv] = nω es el número de encajes
Lω −→ K̄v y todos ellos son conjugados sobre Kv y por tanto dan lugar al
mismo valor absoluto. Se sigue que n =

∑
ω|v nω =

∑
ω|v eωfω. ut

Corolario 6.1.13. Sean K un campo global y L/K una extensión finita y
separable. Sea α ∈ L. Entonces, si v ∈MK , se tiene∏

ω|v

|α|nωω = |NL/K(α)|v,

con nω = [Lω : Kv].
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Demostración. La extensión del valor absoluto de Kv a Lω está dado por
|α|ω = |NLω/Kv (α)|1/nω . Por tanto, si Aω es la clase de conjugación de ω, se
tiene

|α|nωω = |NLω/Kv (α)| =
∣∣ ∏
σ∈Aω

σα
∣∣
v
,

∏
ω|v

|α|nωω =
∏
ω|v

∣∣ ∏
σ∈Aω

σα
∣∣ =

∣∣∏
σ

σα
∣∣
v
,

donde σ recorre los [L : K] encajes σ : L −→ K̄. Se sigue que
∏
ω|v |α|nωω =∣∣NL/K α

∣∣
v
. ut

Corolario 6.1.14. Sea L/K una extensión finita y separable de campos glo-
bales. Entonces v ∈MK se tiene

NL/K(α) =
∏
ω|v

NLω/Kv (α) y TrL/K(α) =
∑
ω|v

TrLω/Kv (α)

para α ∈ L.

Demostración. Se tiene que si Aω = {σ : Lω −→ K̄v | σ|Kv = IdKv} y
A′ω = {σ|L | σ ∈ Aω}, entonces

⋃
ω|v A′ω = {σ : L −→ K̄ | σ|K = IdK} de

donde se sigue el resultado. ut

Proposición 6.1.15. Sea K ∈ {Q,Fq(T )}. Entonces∏
v∈MK

|α|v = 1.

para toda α ∈ K∗.

Demostración. Sea α = γpa1
1 · · · parr con {p1, . . . , pr} ya sea números primos

distintos si K = Q o polinomios mónicos irreducibles distintos si K = Fq(T )
y γ = ±1 en el caso numérico y γ ∈ F∗q en el caso de campos de funciones.

Entonces si K = Q,

|α|v =


p−aii si v = pi,

1 si v /∈ {p1, . . . , pr} y v es finito,

|α| el valor absoluto usual si v =∞,

y si K = Fq, entonces

|α|v =


q−ai gr pi si v = pi,

1 si v /∈ {p1, . . . , pr} y v es finito,

qgrα si v = p∞, v = 1/T es el primo infinito.
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Se sigue que

∏
v∈MK

|α|v =


∏r
i=1 p

−ai
i · (pa1

1 · · · parr ) = 1 si K = Q,

q−
∑r
i=1 ai gr pi · q

∑r
i=1 ai gr pi = 1 si K = Fq.

ut

Teorema 6.1.16 (Producto de los valores absolutos). Sea L cualquier
campo global. Entonces para α ∈ L∗, se tiene∏

ω∈ML

|α|ω = 1.

Demostración. Si L es un campo de funciones, sabemos que para α ∈ L∗

grα = gr(α)L = 0 donde (α)L denota al divisor principal de α, grα =∑
p∈ML

gr p · vp(α) y |α|p = q− gr p·vp(α). Por tanto
∏

p∈ML
|α|p = q− grα =

q0 = 1.
Ahora damos otra demostración que funciona para cualquier campo global.

Si L es campo de funciones, por ser Fq un campo perfecto, L es una extensión
finita y separable de algún Fq(T ).

Para L cualquier campo global, denotamos nω = [Lω : Kv] donde ω ∈ PL
y ω|K = v ∈ PK y donde K ∈ {Q,Fq(T )} según sea el caso. Sabemos que∏
ω|v |α|nωω =

∣∣NL/K(α)|v, Corolario 6.1.13.

Ahora bien ω es la única extensión de v a Lω, sin embargo |α|ω =∣∣NLω/Kv (α)
∣∣1/nω
v

no está normalizada pues grω = fω gr v donde fω = f(ω|v).
Si v es un lugar finito (es decir, no arquimediano), se tiene que el campo re-

sidual de Kv es Fqgr v y el de Lω es Fqgrω . Por otro lado grω = f(ω|v) gr v don-
de nω = [Lω : Kv] = f(ω|v)e(ω|v). Además vLω (α) = 1

f(ω|v)vKv
(

NLω/Kv (α)
)

(Corolario 3.1.15), por lo que∣∣NLω/Kv (α)
∣∣
v

= q− gr v·vKv (NLω/Kv (α)) = q− gr v·f(ω|v)·vLω (α)

= q− grω·vLω (α) = ‖α‖ω

normalizada. Esto es, el valor absoluto normalizado de α en Lω es ‖α‖ω =∣∣NLω/Kv (α)
∣∣
v
.

Se sigue que, para v un valor absoluto no arquimediano,∏
ω|v

‖α‖ω =
∣∣∏
ω|v

NLω/Kv (α)
∣∣
v

=
∣∣NL/K(α)

∣∣
v
.

Para el caso arquimediano, tenemos que si ω, v son ambos reales o ambos
complejos, Lω = Kv y NLω/Kv (α) = α y

∣∣NLω/Kv (α)
∣∣
ω

= |α|v =

{
|α|2 si w y v son complejos,

|α| si w y v son reales.
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Si v es real y ω es complejo, NLω/Kv (α) = αᾱ = |α|2 y
∣∣NLω/Kv (α)

∣∣
ω

=∣∣NLω/Kv (α)
∣∣2. Entonces, en el caso arquimediano, también tenemos que

|α|ω =
∣∣NLω/Kv (α)

∣∣
v
.

Se sigue que para cualquier valor absoluto v se tiene∏
ω∈ML

|α|ω =
∏

v∈MK

∣∣NL/K(α)
∣∣ = 1. ut

Sea S un conjunto finito no vaćıo de lugares de un campo global K, S
conteniendo a los primos arquimedianos en caracteŕıstica 0. Sea KS := {a ∈
K∗ | vp(a) = 0 (es decir, |a|p = 1) para todo p /∈ S}. KS se llama el grupo de
las S-unidades. Si K es un campo numérico y S consiste exactamente de los
lugares arquimedianos de K, entonces KS son las unidades de K, esto es,
KS = O∗K donde OK es el anillo de enteros de K.

Se tiene el siguiente resultado, cuya demostración presentamos más ade-
lante.

Teorema 6.1.17 (Teorema de las unidades de Dirichlet). Se tiene que,
como grupo,

KS ∼=

{
WK × Z|S|−1 si carK = 0,

F∗q × Z|S|−1 si carK = p > 0,

donde WK son las ráıces de unidad en K.

El grupo de divisores (caracteŕıstica p > 0) o de ideales fraccionarios (ca-
racteŕıstica 0), según sea el caso, se denotará por DK y en caracteŕıstica p
tenemos DK,0 = {a ∈ DK | gr a = 0}. Si PK = {(α) | α ∈ K∗} denota a
los divisores o ideales fraccionarios principales, tenemos los grupos de clases
de divisores o de ideales fraccionarios DK/PK =: IK y DK,0/PK = IK,0. Se
tiene que IK es finito cuando K es campo numérico y es infinito en el caso de
campos de funciones. Por otro lado IK,0 es finito (K un campo de funciones).

Usaremos la siguiente notación. Sea p un lugar,

Up =

{
grupo de unidades de Kp si p es finito,

K∗p si p es infinito.

Como vimos anteriormente,
∑

P|p[LP : Kp] = [L : K].

Si L/K es una extensión finita de Galois y σ ∈ GL|K , entonces para P|p,

entonces σP|p y LP
σ−−→∼= LσP es un isomorfismo sobre Kp. De hecho, si

α ∈ LP, existe una sucesión en L, α = ĺım
n→∞

xn, xn ∈ L, σxn converge LσP a

σα pues el valor absoluto (no normalizado) satisface

|α− xn|P =
∣∣NLP/Kp

(α− xn)
∣∣1/[LP:Kp]

=
∣∣NLP/Kp

(σα− σxn)
∣∣1/[LP:Kp]

= |σα− σxn|σP.
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Si P = σP, LP
σ−→ LP es un automorfismo y σ ∈ GLP|Kp

= DL/K(P|p),

|DL/K(P|p)| = e(P|p)f(P|p) y h(L/K) =
∣∣GL|K/DL/K(P|p)

∣∣.
Con respecto a la Teoŕıa de Kummer (Teorema 2.4.2), obtenemos la si-

guiente información aritmética

Teorema 6.1.18. Sea K un campo global que contiene una n-ésima ráız pri-
mitiva de la unidad ζn, donde p - n, y p es la caracteŕıstica de K. Sean
L = K

(
n
√
∆), una extensión finita de Kummer de K, y p un primo de K.

Entonces:

(1) p se descompone totalmente en L ⇐⇒ ∆ ⊆ (K∗p)n.
(2) Si p es finito y p - n, entonces p es no ramificado en L ⇐⇒ existe
un conjunto de generadores de ∆/(K∗)n que son unidades en p. En
otras palabras, ∆ ⊆ Up · (K∗)n.

Demostración. (1): Se tiene que p se descompone totalmente en L/K ⇐⇒
LP = Kp para todo P|p, LP = Kp

(
n
√
∆) = Kp ⇐⇒ n

√
∆ ⊆ K∗p ⇐⇒ ∆ ⊆

(K∗p)n.

(2): Sea P|p. Supongamos p no ramificado. Se tiene que LP/Kp es no
ramificada si el grupo de valores de la valuación de LP es el mismo que el
de Kp. Sea δ uno de los generadores de ∆. Puesto que δ = (δ1/n)n en LP,

su valuación es un n-múltiplo de un valor: vP(δ) = nvP( n
√
δ) y vP(δ) =

e(P|p)vp(δ) = vp(δ). Por tanto se tiene que vp(δ) = rn para alguna r ∈ Z.
Sea π ∈ K, vp(π) = 1. Entonces vp

(
δ(π−r)n

)
= 0 y (π−r)n es una n-potencia,

por lo que δ(π−r)n es tamb́ıen un generador y es una p-unidad.
Rećıprocamente, supongamos que ∆/(K∗)n tiene generadores δ que son

unidades en p. Es suficiente probar que K( n
√
δ)/K es no ramificada para

δ ∈ ∆. Se tiene que α = n
√
δ satisface f(x) = xn − δ y f ′(α) = nαn−1 es

primo relativo a p. Entonces p no divide al diferente local y por tanto es no
ramificado. ut

6.1.2. Teoŕıa de Kummer aditiva o de Artin-Schreier-Witt

La teoŕıa de Kummer aditiva es necesaria en nuestro enfoque para pro-
bar la segunda desigualdad fundamental. Únicamente requerimos estudiar las
extensiones abelianas de un campo global de funciones de exponente p. El
tratamiento de exponente pn se puede hacer cambiando las extensiones de
Artin-Schreier por extensiones usando vectores de Witt. Los vectores de Witt
pueden ser consultados en [136, Caṕıtulo 12]. Aqúı presentamos únicamente
las extensiones de exponente p para simplificar la presentación, en el entendido
que la teoŕıa es inmediatamente generalizable para extensiones de exponente
pn para cualquier n ∈ N cambiando la operación ℘(x) = xp−x o ℘(x) = xq−x
por ℘(~x) = ~xp

•
− ~x o ℘(~x) = ~xq

•
− ~x, Fp por Wn(Fp) ∼= Z/pnZ, etc.
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Sea K un campo de caracteŕıstica p > 0 y sea L/K una extensión abeliana
ya sea finita o infinita, de exponente p, esto es, σp = 1 para toda σ ∈ G =
Gal(L/K). Podemos usar a Fp como el grupo de valores para los caracteres
de G, esto es, χ(G) = Hom(G,Fp). Un caracter µ ∈ χ(G) satisface

µ(στ) = µ(σ) + µ(τ) = µ(σ) + σµ(τ),

por lo que µ es un cociclo aditivo Z1(G,K). Ahora bien, H1(G,L) = {0}, por
lo que existe α ∈ L tal que µ(σ) = (1− σ)α para toda σ ∈ G.

Sea ℘ : L −→ L el operador de Artin-Schreier ℘(β) = βp−β. Se tiene que
núc℘ = {β ∈ L | βp − β = 0} = Fp y ℘(σβ) = σ℘(β) para toda β ∈ L. Se
tiene que

0 −→ Fp −→ L
℘−→ ℘(L) −→ 0,

es una sucesión G-exacta. En cohomoloǵıa obtenemos la sucesión exacta

LG = K
℘−→ ℘(L)G = ℘(L) ∩K δ−→ H1(G,Fp) −→ H1(G,L) = {0}.

Ahora bien, H1(G,Fp) = Hom(G,Fp) ∼= χ(G). Por tanto

℘(L) ∩K
℘(K)

∼= χ(G).

El isomorfismo anterior está dado por el mapeo de conexión δ. Si a +

℘(K) ∈ ℘(L)∩K
℘(K) , formalmente, se tiene

H0(G,L)
℘−1(a)

oo
oo

∂

��

H0(G,℘(L))
a

H1(G,Fp) oo H1(G,L)

Por tanto δ(a + ℘(K)) = µa ∈ χ(G) donde µa(σ) = ℘−1a − σ(℘−1a). Ahora
bien, ℘−1a = b significa ℘b = a = bp − b por lo que σ(b) = b − µa(σ) con
µa(σ) ∈ Fp.

Sea N la máxima extensión de Artin-Schreier sobre K. Entonces ℘(L) ⊆
℘(N) ∩K ⊆ K. Si tuviésemos ℘(N) ∩K 6= K, existiŕıa a ∈ K con ℘−1a /∈ N
y N(℘−1a) seŕıa una extensión de Artin-Schreier conteniendo propiamente a
N . Por tanto ℘(N) ∩K = K.

Sea G = Gal(N/K). Entonces K/℘(K) ∼= H1(G,Fp) ∼= χ(G). Tenemos un
isomorfismo de redes que preserva contenciones entre la red de extensiones de
Artin-Schreier y la red de subgrupos de K que contienen a ℘(K).

Si L corresponde al subgrupo Λ, entonces

(a) Λ = ℘(L)∩K: Si a ∈ K, a ∈ Λ ⇐⇒ µa(σ) = 0 (µa ∈ χ
(

Gal(N/K)
)

para σ ∈ Gal(N/L) ⇐⇒ σ(℘−1a) = ℘−1a para σ ∈ Gal(N/L) ⇐⇒
℘−1a ∈ L ⇐⇒ a ∈ ℘(L).
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(b) L = K(℘−1(Λ)): Si σ ∈ G = Gal(N/K) entonces σ ∈ Gal(N/L) ⇐⇒
µa(σ) = 0 para a ∈ Λ ⇐⇒ σ(℘−1a) = ℘−1a para a ∈ Λ ⇐⇒
σ|K(℘−1(Λ)) = IdK(℘−1(Λ)) ⇐⇒ σ ∈ Gal(N/K(℘−1(Λ))).

De esta forma, hemos probado:

Teorema 6.1.19. Sea K un campo de caracteŕıstica p > 0. Existe una co-
rrespondencia entre los subgrupos aditivos Λ de K que contienen a ℘−1(K) y
las extensiones abelianas L/K de exponente p. La correspondencia está dada

por Λ←→ LΛ = K(℘−1(Λ)). Además χ(Gal(N/K)) ∼= ℘(L)∩K
℘(K) . ut

6.2. Anillo de adèles y grupo de idèles

Tanto los adèles como los idèles son un caso especial de la siguiente cons-
trucción de los llamados “productos directos restringidos”.

Definición 6.2.1 (Productos directos restringidos). Sea {v} una familia
de ı́ndices y para cada v sea Gv un grupo abeliano localmente compacto, esto
es, cada x ∈ Gv tiene una vecindad compacta. Para casi todo ı́ndice v, sea Hv

un subgrupo abierto compacto de Gv. Entonces el producto directo restringido
de los Gv con respecto a los Hv es el subgrupo G de G :=

∏
v Gv consistente

de los elementos de G cuyas todas las componentes, salvo un número finito,
pertenecen a Hv:

G = {(xv)v ∈ G | xv ∈ Hv para casi toda v}.

Si S es un conjunto finito de ı́ndices que incluye a todos los ı́ndices v tales
que Hv no está definido, entonces se define GS :=

∏
v∈S Gv ×

∏
v/∈S Hv.

Entonces GS es el producto directo de grupos localmente compactos, por
lo que GS es localmente compacto en la topoloǵıa producto. Se tiene que GS
es un conjunto abierto de G y G es localmente compacto.

Se tiene Gv ↪−→ G, gv −→ (. . . , 1, . . . , 1, gv, 1 . . . , 1, . . .) el cual es un mo-
nomorfismo de grupos.

Definición 6.2.2. Los adèles de un campo global K, AK , es el producto res-
tringido de {Kv}v∈PK con respecto a {Ov}v finito.

Los idèles de un campo global K, JK , es el producto directo restringido
de {K∗v}v∈PK con respecto a {O∗v = Uv}v finito.

Como veremos más adelante, la topoloǵıa de AK restringida a JK no es la
misma topoloǵıa de JK .

Veamos expĺıcitamente los adèles o reparticiones en un campo global K.
Un adèle es una familia ~α = (αp)p∈PK = (αv)v∈PK , donde PK denota el
conjunto de lugares (valores absolutos) de K, αp ∈ Kp para toda p y αp ∈
Op para casi todo p finito. Indistintamente usaremos PK y MK , esto es,
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siempre supondremos, a menos que se indique lo contrario, que todos los
valores absolutos estarán normalizados (de manera canónica).

De esta forma, AK denota al anillo de los adèles con las operaciones entrada
por entrada y la topoloǵıa de AK está dada por la base de vecindades abiertas
de ~0 consistente de los conjuntos

∏
v∈S Vv ×

∏
v/∈S Ov donde S ⊆ PK es un

conjunto finito y Vv es un conjunto abierto de Kv y donde 0 ∈ Vv para v ∈ S.

Ahora bien el grupo de idèles de un campo global K está formado por
los vectores ~α = (αp)p∈PK = (αv)v∈PK donde αp ∈ K∗p para toda p ∈ PK y
|αp|p = 1, equivalentemente, vp(αp) = 0, esto es, αp ∈ O∗p = Up, para casi
toda p ∈ PK .

El conjunto de idèles JK forma un grupo con la multiplicación entrada por
entrada y la topoloǵıa de JK está dada por el sistema de vecindades abiertas
de ~1 consiste de los subconjuntos de la forma del tipo

∏
v∈SWv ×

∏
v/∈S Uv

donde S ⊆ PK es un conjunto finito, Wv es un conjunto abierto de K∗v donde
1 ∈ Wv para v ∈ S y Uv = O∗v son las unidades. Recordemos que definimos

Uv =

{
O∗Kp

= O∗p si v es finito,

K∗v si v es infinito
.

Notemos en particular que UK :=
∏

p∈PK Up es un conjunto abierto de JK .

Observación 6.2.3. El grupo de unidades de AK es JK pues ~α ∈ A∗K si para
toda v ∈ PK , existe βv ∈ Kv con αvβv = 1. Como αv ∈ Ov para casi toda v,
αv ∈ O∗v para toda v. Esto es A∗K = JK .

Definición 6.2.4. Los idèles principales son los elementos de JK de la forma
(. . . , x, . . . , x, . . .) con x ∈ K∗.

Los adèles principales son los adèles de la forma (. . . , x, . . . , x, . . .) con
x ∈ K.

La siguiente definición es el concepto central de la teoŕıa global de campos
de clase.

Definición 6.2.5. El grupo de clases de idèles CK se define por JK/K
∗ donde

K∗
µ

↪−−−→ JK , ~µ(x) = (. . . , x, . . . , x. . . .), esto es, ~µ(x)v = x para toda v ∈ PK .

Los elementos de CK los denotaremos por ~̃α donde ~α ∈ JK es el represen-
tante del elemento de CK .

Notación 6.2.6. Dado p ∈ PK , donde K es un campo global, p|∞ significa
que p es arquimediano y p -∞ significa que p es un primo finito.

Definición 6.2.7 (Valor absoluto de idèles). Se define el valor absoluto
de JK por ‖ ‖ : JK −→ R+ = {x ∈ R | x > 0}, por

‖~α‖ :=
∏
v∈PK

|αv|v.
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El valor absoluto está bien definido pues |αv|v = 1 para casi toda v. Además
es fácil verificar que el valor absoluto es un mapeo continuo, donde R+ tiene
la topoloǵıa usual de los números reales y la imágen de ‖ ‖ tiene la topoloǵıa
inducida.

Se tiene que si ~α y ~β están en la misma clase de equivalencia en CK ,
entonces existe x ∈ K∗ tal que ~α = x~β y como ‖x‖ = 1, se sigue que ‖~α‖ = ‖~β‖
por lo que se puede definir ‖~̃α‖ por

‖~̃α‖ = ‖~α‖.

Ahora bien, núc ‖ ‖ = {~α ∈ JK | ‖~α‖ =
∏
v∈PK |αv|v = 1} =: JK,0. Se

tiene que K∗ ⊆ JK,0.

Definición 6.2.8. El grupo JK,0 recibe el nombre de idèles de grado 0 y el
grupo CK,0 := JK,0/K

∗ recibe el nombre de grupo de clases de idèles de grado
0.

Si K es un campo de funciones, entonces ‖~α‖ = q− gr ~α, es decir,

JK,0 = {~α ∈ JK | gr ~α =
∑
p∈PK

grp αp = 0},

donde grp αp = gr p · vp(αp), gr p :=
[
Op/p : Fq], Fq el campo de constantes

de K.
Para K un campo global, se tiene

CK/CK,0 ∼= JK/JK,0 ∼= im ‖ ‖ =: ∆

∼=

{
R+ si K es numérico,

qZ = {qn | n ∈ Z} ∼= Z si K es campo de funciones
.

Veremos más adelante con detalle que las sucesiones exactas

1 −→ JK,0 −→ JK −→ ∆ −→ 1, 1 −→ CK,0 −→ CK −→ ∆ −→ 1,

se escinden tanto algebraica como topológicamente, es decir, tenemos que

CK ∼= CK,0 ×∆ y JK ∼= JK,0 ×∆

tanto algebraica como topológicamente, donde ∆ = R+ si K es numérico
y ∆ ∼= Z si K es de funciones. La topoloǵıa inducida de im ‖ ‖ en Z es la
topoloǵıa discreta (Teorema 6.8.1).

La conexión de los idèles con los divisores y de varios grupos relacionados,
nos la da la siguiente definición.

Definición 6.2.9. Sea K un campo global, JK el grupo de idèles y DK el
grupo de divisores o de ideales fraccionarios. Se define el epimorfismo

Λ : JK −→ DK , Λ(~α) = a~α =
∏

p∈PK
p-∞

pvp(αp).
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Se tiene que

núcΛ = UK :=
∏

p∈PK

Up = {~α ∈ JK | vp(αp) = 0 para todo p finito}

=


∏

p|∞K∗p ×
∏

p-∞ Up si K es numérico,

∏
p Up si K es de funciones

.

Cuando K es campo de funciones, se tiene Λ(JK,0) = DK,0 y UK ⊆ JK,0.
Entonces se tiene

JK
UK
∼= DK (K campo global),

JK,0
UK

∼= DK,0 (K campo de funciones).

Si K es campo numérico, se tiene Λ(JK,0) = DK = DK,0. También tenemos
para cualquier K campo global que Λ(K∗) = PK = {(x)K | x ∈ K∗}. Se sigue
que

Λ : JK/K
∗ −→ DK/PK y núcΛ = UKK

∗/K∗,

Λ : JK,0/K
∗ −→ DK,0/PK y núcΛ = UKK

∗/K∗.

En particular, tenemos

JK/UKK
∗ ∼= DK/PK = IK grupo de clases de divisores,

JK,0/UKK
∗ ∼= DK,0/PK = IK,0 grupo de clases de divisores de grado 0.

Si K es numérico, DK/PK = DK,0/PK = IK = IK,0 es el grupo de clases y
hK = |IK | <∞. En el caso de K campo de funciones hK = |IK,0| es finito y
IK ∼= IK,0 ⊕ Z es infinito.

6.2.1. Algo de topoloǵıa para los idèles

Sea K un campo global. Se tiene que JK es Hausdorff: si ~α 6= ~β, entonces
αv 6= βv para algún v yK∗v es Hausdorff (simplemente por ser espacio métrico).
Sean U y V conjuntos abiertos de K∗v , αv ∈ U, βv ∈ V y U ∩ V = ∅. Sean
U0 y V0 dos abiertos de JK con la componente de U0 en v igual a U y la
componente en v en V0 igual a V y ~α ∈ U0 y ~β ∈ V0 y U0 ∩ V0 = ∅.

Sea S∞ = {p ∈ PK | p|∞} el conjunto de los lugares arquimedianos de K
y sea S = S∞ ∪ {v0} un conjunto no vaćıo finito de lugares. Ahora, cada K∗v
es localmente compacto. Sea Vv un abierto de K∗v con V̄v compacto y tal que
1 ∈ Vv. Entonces ~1 ∈ W =

∏
v∈S Vv ×

∏
v/∈S Uv y Uv es compacto. Por tanto

W es una vecindad de ~1 con cerradura compacta y por tanto JK es localmente
compacto.

Veamos a continuación una propiedad de JK que nos es indispensable para
probar el teorema de existencia. La propiedad en discusión es que si K es un
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campo de funciones, JK es totalmente disconexo y en general si K es un
campo global Jfin

K := {~α ∈ JK | αv = 1 para v|∞} es totalmente disconexo.

En efecto, sean ~α, ~β ∈ Jfin
K con ~α 6= ~β. Existe v0 finito con αv0

6= βv0
.

Entonces αv0
, βv0

∈ K∗v0
y como K∗v0

es totalmente disconexo, existen V0,W0

abiertos de K∗v0
, K∗v0

= V0∪W0, V0∩W0 = ∅ y αv0 ∈ V0, βv0 ∈W0. Por tanto(
V0 ×

∏
v 6=v0

K∗v
)
∩
(
W0 ×

∏
v 6=v0

K∗v
)

= ∅ y el resultado se sigue.
En resumen, tenemos

Proposición 6.2.10. Sea K un campo global, entonces JK es Hausdorff, lo-
calmente compacto y Jfin

K es totalmente disconexo, donde Jfin
K = {~α | αv =

1 para v|∞}. ut

Corolario 6.2.11. Si K es un campo de funciones, entonces CK y CK,0 son
totalmente disconexos.

Demostración. Se tiene que la proyección natural JK � CK es un mapeo
continuo, suprayectivo y JK es totalmente disconexo. ut

Observación 6.2.12. Se tendrá que el mapeo global de reciprocidad ρK :
CK −→ Gal(Kab/K) = Gab

K , tiene núcleo NK que es la componente conexa

de ~1 en CK . Por tanto ρK resultará ser inyectiva en el caso de campos de
funciones. En el caso de campos numéricos la estructura de NK fue hallada
por Tate. En el caso numérico, ρK es suprayectiva y no inyectiva.

Proposición 6.2.13. Para cualquier campo global K, el subgrupo CK,0 es
cerrado de CK . Si K es de funciones, entonces CK,0 también es abierto. Si
K es numérico, CK,0 no es abierto en CK .

Demostración. Primero supongamos que K es de funciones. Entonces U :=∏
v∈PK Uv es abierto en JK por lo que Ũ := UK∗/K∗ es abierto en CK y

además Ũ ⊆ CK,0. Si ~̃α ∈ CK,0, entonces ~̃αŨ ⊆ CK,0 probando que CK,0 es

abierto. El mismo argumento prueba que si ~̃β /∈ Ũ , entonces ~̃βŨ ∩ CK,0 = ∅
probando que CK,0 es cerrado.

De lo anterior obtenemos que gr : CK −→ Z, donde Z es considerado con
la topoloǵıa discreta, es una función continua pues gr−1({0}) = CK,0 es tanto
abierto como cerrado.

Si K es numérico, tenemos que si ϕ := ‖ ‖, entonces ϕ es continua y
{1} ∈ R+ es cerrado, por lo que CK,0 = ϕ−1({1}) es cerrado en CK .

Es claro en el caso numérico que toda vecindad de ~̃1 contiene elementos
de valor absoluto diferente de 1 por lo que CK,0 no es abierto. ut

Corolario 6.2.14. Si K es cualquier campo global, se tiene que CK no es
compacto.
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Demostración. Primero consideremos K numérico. Sea ϕ = ‖ ‖ el valor abso-
luto de CK . Sea {Ui}i∈I una cubierta abierta de R+ que no tenga subcubiertas
finitas. Entonces

{
ϕ−1(Ui)

}
i∈I es una cubierta abierta de CK sin subcubiertas

finitas.
Si K es de funciones, sea ~̃α1 de grado 1. Entonces

⋃
n∈Z

~̃αn1CK,0 es una

cubierta abierta de CK sin subcubiertas finitas. ut

Proposición 6.2.15. Se tiene para un campo global K que K∗ ⊆ JK es un
subgrupo discreto de JK . En particular, K∗ es cerrado en JK .

Demostración. Sea S ⊆ PK un conjunto finito y no vaćıo de lugares conte-
niendo los lugares arquimedianos. Sea V la vecindad de ~1 en JK definido por
~α ∈ V ⇐⇒ |αv − 1|v < 1 para toda v ∈ S y |αv|v = 1 para toda v /∈ S.
Si x ∈ K∗, x 6= 1 se tiene que

∏
v∈PK |x − 1|v = 1. Si x ∈ V se tendŕıa

que |x − 1|v < 1 para v ∈ S y para v /∈ S, máx{|x|v, 1} = máx{1, 1} = 1 y
|x− 1|v ≤ máx{|x|v, 1} = 1. Se seguiŕıa que∏

v∈PK

|x− 1|v =
∏
v∈S
|x− 1|v ·

∏
v/∈S

|x− 1|v ≤
∏
v∈S
|x− 1|v < 1.

Esta contradicción a la fórmula del producto prueba que x /∈ V . Por tanto
V ∩K∗ = {1} y por tanto K∗ es discreto.

Por el Lema 3.3.8, K∗ es cerrado pues JK es Hausdorff. ut

Observación 6.2.16. De manera similar, se prueba que K es un subgrupo
discreto de AK

Observación 6.2.17. Se tiene que A∗K = JK (Observación 6.2.3), pero la
topoloǵıa de JK no es la inducida por AK .

Ejemplo 6.2.18. Sea K = Q. Sea ~xp el adèle cuya p-componente es p y cuya

v-componente es 1 para v 6= p. Veamos que ~xp −−−→
p→∞

~1 en la topoloǵıa de AQ.

Sea V un abierto básico conteniendo a ~1. Puesto que V =
∏
v∈SWv ×∏

v/∈S Ov, Wv abierto de Kv para v ∈ S. Entonces, existe p0 un número primo
tal que para toda p ≥ p0 se tiene que p /∈ S. De esta forma, tenemos que
p ∈ Op = Zp. Se sigue que ~xp ∈ V para toda p ≥ p0 y por tanto ĺım

p→∞
~xp = ~1.

Si la inversión fuese continua en AQ, entonces la sucesión ~x−1
p convergeŕıa

a ~1−1 = ~1, sin embargo, si V es un conjunto abierto conteniendo a ~1, entonces
para toda p ≥ p0, p−1 /∈ Op = Zp. Por tanto ~x−1

p /∈ V para toda p ≥ p0.
Esto prueba que el mapeo ~x −→ ~x−1 no es continua en la topoloǵıa de AQ

restringida a A∗Q = JQ. La razón es que p−1 no es unidad en Zp y que p→∞.
Ahora bien, en la topoloǵıa de JK , donde K es un campo global arbitrario,

sea ϕ : JK −→ JK dada por ϕ(~α) = ~α−1. Sea W =
∏
v∈SWv ×

∏
v/∈S Uv un

abierto básico de JK , por tanto ϕ−1(W) =
∏
v∈SW

−1
v ×

∏
v/∈S U

−1
v y si Wv es



216 6 Campos de clase globales

abierto en K∗v , entonces W−1
v es abierto en K∗v por ser K∗v un grupo topológico

y además U−1
v = Uv, por lo que ϕ−1 es un abierto en JK y ϕ es continua.

Por tanto JK es un grupo topológico. Se puede probar que la topoloǵıa
dada a JK está dada de la siguiente forma: Sea µ : JK ↪−→ AK × AK dada
por µ(~α) =

(
~α, 1

~α

)
. Entonces los abiertos de JK son µ(JK) ∩ (V ×W ) donde

V y W son conjuntos abiertos de AK .

Lema 6.2.19. Sea K un campo global y sea L/K una extensión finita y se-
parable. Entonces

AK ⊗K L ∼= AL
algebraica y topológicamente. En esta correspondencia, tenemos que K⊗KL =
L ⊆ AK ⊗K L donde K ⊆ AK se inyecta en L ⊆ AL.

Demostración. Primero estableceremos el isomorfismo como espacios topológi-
cos. Sea {α1, . . . , αn} base de L/K y sea v que recorre los valores absolutos
finitos normalizados de K. Se tiene que, AK⊗KL con la topoloǵıa del producto
tensorial, es el producto restringido de

Kv ⊗K L = Kvα1 ⊕ · · · ⊕Kvαn (6.2.1)

con respecto a

OKα1 ⊕ · · · ⊕ Ovαn. (6.2.2)

Ahora bien, se tiene

Kv ⊗K L = Lω1 ⊕ · · · ⊕ Lωr , (6.2.3)

donde ω1, . . . , ωr son los valores absolutos que son extensiones de v y bajo esta
identificación de (6.2.1) con (6.2.3), se identifica (6.2.2) con Oω1 ⊕ · · · ⊕ Oωr .
Aśı, el producto restringido de AK ⊗K L con respecto a Kv ⊗K L es isomorfo
topológicamente al producto restringido de los Lω con respecto a Oω. Este
isomorfismo también es algebraico. ut

Corolario 6.2.20. Sea A+
K la parte aditiva de AK . Entonces

A+
L
∼= A+

K ⊕ · · · ⊕ A+
K︸ ︷︷ ︸

n=[L:K]

.

En este isomorfismo se tiene L ⊆ A+
L , el subgrupo de los adèles principales,

se manda en K ⊕ · · · ⊕K.

Demostración. Para x ∈ L, x 6= 0, xA+
K ⊆ A+

L y xAK ∼= A+
K como grupos

topológicos. Por tanto

A+
L
∼= A+

K ⊗K L ∼= α1A+
K ⊕ · · · ⊕ αnA

+
K
∼= A+

K ⊕ · · · ⊕ A+
K . ut
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Del Corolario 6.2.14, tenemos que JK/K
∗ = CK no es compacto. Sin

embargo, para los adèles, tenemos:

Teorema 6.2.21. K es discreto en AK y A+
K/K es compacto en la topoloǵıa

cociente.

Demostración. Por el Corolario 6.2.20, basta probar el teorema para K = Q
en el caso numérico y para K = Fq(T ) en el caso de campos de funciones.

Denotamos por∞ al valor absoluto usual si K = Q y por el valor absoluto
a 1
T si K = Fq(T ). Sea W ⊆ A+

K el conjunto definido por W = {~α ∈ A+
K |

|α∞|∞ ≤ 1
2 , |αv|v ≤ 1 para todo v 6=∞}. Veamos que A+

K = K +W .

Sea ~α ∈ A+
K . Para cada v 6= ∞, sea v = p ∈ Z un número primo o

p ∈ R+
T , donde R+

T denota al conjunto de los polinomios mónicos irreducibles
de RT = Fq[T ]. Podemos hallar rv = rp = zp/p

xp con xp ∈ Z o RT y y xp ∈ Z,
xp ≥ 0 tal que

|αv − rv|v = |αp − rp|p ≤ 1.

Puesto que ~α ∈ A+
K , se tiene rv = 0 para casi toda v. Sea r :=

∑
v 6=∞ rv. Se

tiene |αv − r|v ≤ 1 para toda v 6=∞.

Sea s ∈ Z o s ∈ RT con |α∞ − r − s|∞ ≤ 1
2 . Sea ~β = ~α − (r + s),

~α = ~β + (r + s). Se tiene βv = αv − (r + s), |βv|v = |αv − (r + s)|v ≤
máx{|αv−r|v, |s|v} ≤ 1 para toda v 6=∞. Además |β|∞ = |α∞−r−s|∞ ≤ 1

2 .

Se tiene que W � A+
K/K es un epimorfismo continuo y W es compacto,

de donde se sigue que A+
K/K es compacto. ut

Corolario 6.2.22. Sea K un campo global. Existe W0 ⊆ AK compacto con
W0 := {~ξ ∈ AK | |ξv|v ≤ δv para toda v ∈ PK y δv = 1 para casi toda v} y tal
que AK = W0 +K.

Demostración. Se sigue inmediatamente de la demostración del Teorema
6.2.21. ut

6.2.2. Medida de Haar

Sea G un grupo topológico localmente compacto. Entonces, salvo una cons-
tante positiva, existe una única medida no trivial µ en los subgrupos de Borel,
esto es, los elementos del álgebra de Borel que es la generada por los conjun-
tos abiertos de G, la cual es numerablemente aditiva y tal que satisface lo
siguiente:

(1) µ es invariante bajo translaciones por la izquierda: µ(gS) = µ(S) para
toda g ∈ G y para todo conjunto de Borel S.

(2) µ es finita en conjuntos compactos T ⊆ G: µ(T ) < ∞ para T com-
pacto.

(3) µ es regular por fuera para todo subgrupo de Borel: µ(S) = ı́nf{µ(U) |
S ⊆ U,U abierto}.
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(4) µ es regular por dentro para conjuntos abiertos U : µ(U) = sup{µ(T ) |
T ⊆ U, T compacto}.

Se puede probar que µ(U) > 0 para todo conjunto abierto U de G con U
no vaćıo. En particular, si G es compacto, µ(G) < ∞ y se puede normalizar
para que µ(G) = 1.

De igual manera, se puede definir un única medida (salvo constantes posi-
tivas) por la derecha. Sin embargo estas dos medidas no coinciden en general.

Proposición 6.2.23. Sea K un campo global. Existe una constante C > 0
que depende únicamente de K con la siguiente propiedad: si ~α ∈ AK satisface∏

v

|αv|v > C, (6.2.4)

entonces existe β ∈ K, β 6= 0 tal que |β|v ≤ |α|v para toda v ∈ PK .

Demostración. Primero consideremos cualquier constante C > 0 y un idèle ~α
que satisface (6.2.4). Puesto que para casi toda v se tiene |αv|v ≤ 1, entonces
se sigue que |αv|v = 1 para casi toda v pues de lo contrario, si para v finito se
tiene |αv|v < 1 entonces |αv|v ≤ q−1

v y por tanto si tuviésemos esta situación
para una infinidad de primos finitos v, entonces

∏
v |αv|v = 0.

Sean c0 la medida de Haar µ de A+
K/K y c1 es la medida de Haar del

conjunto A = {~γ | |γv|v ≤ 1
10 si v|∞ y |γv|v ≤ 1 si v -∞}. Se tiene que por

ser A+
K/K compacto, lo mismo que A pues el número de v|∞ es finito, entonces

0 < c0 < ∞ y 0 < c1 < ∞. Veamos que C = c0
c1

satisfacen las condiciones de
la propisición.

Sea ~α que satisface (6.2.4) con C = c0
c1

. El conjunto T := {~γ | |γv|v ≤
1
10 |αv|v, V | |, |τv|v ≤ |αv|v, v -∞} tiene medida igual a c1 ·

∏
v |αv|v > c1C =

C0 = µ
(
A+
K/K

)
. Se sigue que el epimorfismo natural A+

K � A+
K/K debe

tener dos elementos distintos ~τ ′, ~τ ′′ en T con la misma imágen debido a que
µ(T ) > µ

(
A+
K/K

)
, y por tanto ~τ ′ − ~τ ′′ = β ∈ K. Por tanto,

|β|v = |τ ′v − τ ′′v |v ≤ |αv|v

para toda v. ut

Corolario 6.2.24. Sea v0 un valor absoluto normalizado y sean δv > 0 dados
para v 6= v0 tales que δv = 1 para casi toda v. Entonces existe β ∈ K con
β 6= 0 con |βv|v ≤ δv para todo v 6= v0.

Demostración. Seleccionamos αv ∈ Kv con 0 < |αv|v ≤ δv y |αv|v = 1 si
δv = 1. Sea αv0

∈ Kv0
tal que

∏
v∈PK |αv|v > C. Por la Proposición 6.2.23

tenemos que existe β ∈ K, β 6= 0 que satisface lo requerido. ut
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A continuación presentamos el teorema de aproximación fuerte. Una ver-
sión para campos de funciones se puede encontrar en [136, Teorema 8.3.8] cuya
demostración usa el Teorema de Riemann-Roch y donde el campo de funcio-
nes es arbitrario y no únicamente global. El resultado que ahora presentamos
es válido para cualquier campo global.

Teorema 6.2.25 (Teorema de aproximación fuerte). Sea K un campo
global y sea v0 cualquier valor absoluto de K. Sea V el producto restringido
de los Kv con respecto a Ov para toda v 6= v0. Entonces K es denso en V .

En otras palabras, dados S = {v1, . . . , vn} ⊆ PK con v0 /∈ S, ε1, . . . , εn > 0
y ~α ∈ AK , entonces existe β ∈ K con

|β − αvi |vi < εi, 1 ≤ i ≤ n y |β|v ≤ 1 para toda v /∈ S ∪ {v0}.

Demostración. Existe W ⊆ AK con {~ξ | |ξv|v ≤ δv y δv = 1 para casi toda v}
y con AK = K+W (Corolario 6.2.22). Del Corolario 6.2.24 tenemos que existe
λ ∈ K, λ 6= 0 tal que

|λ|v < δ−1
v ε v ∈ S,

|λ|v ≤ δ−1
v , v /∈ S, v 6= v0,

con ε = mı́n{ε1, . . . , εn}.
Dada ~α ∈ AK , si ~γ := λ−1~α, existe ~ξ ∈ W tal que ~γ = ~ξ + ν para algún

ν ∈ K. Se sigue que ~α = λ~ξ + λν. Por tanto AK = λW +K.
Sea ~µ ∈ AK definido por: (~µ)vi = αvi , 1 ≤ i ≤ n y (~µ)v = 0 para v /∈ S.

Sean ~ξ ∈W y β ∈ K tales que ~µ = λ~ξ + β. Se tiene

|β − αvi |vi = |λξvi |vi ≤ |λ|viδvi < ε y

|β − αv|v = |β|v = |λξv|v = |λ|v|ξv|v ≤ δ−1
v δv = 1, v /∈ S ∪ {v0}. ut

Lema 6.2.26. El subgrupo JK,0 es cerrado en AK en la topoloǵıa de AK . Por
otro lado, las topoloǵıas inducidas, tanto de AK como de JK en JK,0.

Demostración. Sea ~α ∈ AK tal que ~α /∈ JK,0. Debemos hallar una vecindad
W de ~α con W ∩ JK,0 = ∅. Se tiene |αv|v ≤ 1 para casi toda v ∈ PK y por
tanto el producto infinito C :=

∏
v∈PK |αv|v ∈ {x ∈ R | x ≥ 0} puesto que

en la serie
∑
v log |αv|v se tiene que log |αv|v ≤ 0 para casi toda v, esto es,∑

v log |αv|v 6=∞.
(a) Caso en que C < 1. Puesto que ~α es un adèle, únicamente un número

finito de lugares de K satisfacen que |αv|v ≥ 1. Puesto que C < 1, existe un
conjunto finito S de lugares de K tal que si |αv|v ≥ 1, entonces v ∈ S y se tiene

además
∏
v∈S |αv|v < 1. Sea W := {~ξ | |ξv − αv|v < ε, v ∈ S, |ξv|v ≤ 1, v /∈ S}

con ε suficientemente pequeño. Se tiene que si ~ξ ∈W , entonces∏
v∈PK

|ξv|v =
∏
v∈S
|ξv|v ·

∏
v/∈S

|ξv|v ≤
∏
v∈S

(
|αv|v + ε

)
< 1.
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Se sigue que W ∩ JK,0 = ∅ y ~α ∈W .

(b) Caso en que C ≥ 1. Puesto que ~α /∈ JK,0, C > 1. Probemos primero
que, en este caso, ~α ∈ JK . Para v finito, si |x|v < 1, entonces |x|v ≤ 1

qv
= q−1

v ,
qv la cardinalidad del campo residual de Kv.

De esta forma, existe un conjunto finito S de lugares, tales que si v /∈ S,
entonces |αv|v = 1 o |αv|v ≤ 1

2 pues como ~α es un adèle, |αv|v ≤ 1 para v /∈ S
(αv ∈ Ov).

Puesto que
∏
v∈PK |αv|v converge a C > 0 (C ≥ 1), |αv|v −−−→

v→∞
1. Por

tanto, para un número finito de lugares v, se tiene |αv|v ≤ 1
2 . Aśı, agregando

un número finito de lugares, podemos tomar S tal que |αv|v = 1 para toda
v /∈ S y por tanto ~α ∈ JK pues αv 6= 0 para todo v ∈ PK y C > 1.

Ampliando nuevamente S en caso de ser necesario, podemos suponer que
si v /∈ S y |αv|v < 1 entonces |αv|v < (2C)−1 pues el número de lugares de
grado menor o igual a n es finito y qv = qnv , por lo que tomamos 1

qv
< 1

2C .
Nuevamente, ampliando S, podemos suponer que

1 <
∏
v∈S
|αv|v < 2C.

Para ε > 0 pequeño, si |ξv − αv|v < ε para v ∈ S se tiene

−ε+ |αv|v < |ξv|v < ε+ |αv|v y∏
v∈S

(
|αv|v − ε

)
<
∏
v∈S
|ξv|v <

∏
v∈S

(
ε+ |αv|v

)
.

Tomamos ε suficientemente pequeño de tal forma que∏
v∈S

(
|αv|v − ε

)
> 1 y

∏
v∈S

(
ε+ |αv|v

)
< 2C.

Aśı, sea W := {~ξ | |ξv − αv|v < ε, v ∈ S y |ξv|v ≤ 1, v /∈ S}. Si ~ξ ∈ W ,

‖~ξ‖ 6= 1 pues si v /∈ S, |ξv|v = 1 o |ξv|v < (2C)−1. Aśı, si existe v0 /∈ S con
|ξv0
|v0

< (2C)−1, entonces

‖~ξ‖ =
∏
v∈S
|ξv|v · |ξv0

|v0
·

∏
v/∈S∪{v0}

|ξv|v < 2C · 1

2C
· 1 = 1,

esto es ‖~ξ‖ < 1.

Si para toda v /∈ S, |ξv|v = 1, ‖~ξ‖ =
∏
v∈S |ξv|v > 1. Por tanto ‖~ξ‖ 6= 1 y

~ξ /∈ JK,0, ~α ∈W abierto en AK y W ∩ JK,0 = ∅. Por tanto JK,0 es cerrado en
AK .

Sea ~α ∈ JK,0, en particular αv ∈ O∗v ⊆ Ov para casi toda v. Una vecindad
de ~α en AK es una vecindad de la forma ~α+W con W =

∏
v∈S Vv×

∏
v/∈S Ov

con S un conjunto finito y Vv un conjunto abierto de Kv. Queremos hallar un
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conjunto W0 =
∏
v∈T Xv ×

∏
v/∈T O∗v con Xv un conjunto abierto de K∗v , T

un conjunto finito, y tal que se tenga ~αW0 ⊆ ~α+W , ~αW0 es una vecindad de
~α en JK .

Pongamos W =
∏
v Yv. Sea W0 =

∏
vXv. Se necesita αvxv = αv + yv,

lo cual es equivalente a que xv = 1 + α−1
v yv ∈ (1 + α−1

v Yv) ∩ K∗v . Esto es,
Xv ⊆ (1 + α−1

v Yv) ∩K∗v para toda v. Como 1 + α−1
v Yv es abierto en Kv, se

tiene que (1+α−1
v Yv)∩K∗v es abierto en K∗v para toda v y además claramente

(1 + α−1
v Yv) ∩K∗v 6= ∅.

Por otro lado, se tiene αv ∈ O∗v y Yv = Ov para casi toda v. Se sigue
que (1 + α−1

v Yv) = 1 + Ov = Ov para casi toda v. Podemos definir Xv =
(1 + α−1

v Yv) ∩ O∗v = O∗v para casi toda v y Xv = (1 + α−1
v Yv) ∩ K∗v para el

resto. De esto se sigue que la AK-topoloǵıa de JK,0 contiene a la JK-topoloǵıa.
Rećıprocamente, sea ahora H una JK-vecindad de ~α. Entonces H contiene

una JK-vecindad de la forma |ξv−αv|v < ε para v ∈ S y |ξv|v = 1 para v /∈ S
y donde S contiene a todos los v arquimedianos: v|∞ y a todos los v tales que
|αv|v 6= 1. Puesto que ~α ∈ JK,0, se tiene ‖~α‖ =

∏
v |αv|v = 1. Se tiene que

para v /∈ S, si |ξv|v < 1, entonces |ξv|v ≤ 1
2 por ser v un lugar finito. Sea ε

tal que para ~ξ ∈ JK,0 ∩H se tiene |ξv − αv|v < ε para v ∈ S y |ξv|v ≤ 1 para
v /∈ S de tal forma que se satisface∏

v∈S
|ξv|v <

∏
v∈S

(
|αv|v + ε

)
< 2.

Entonces |ξv|v = 1 para v /∈ S pues de lo contrario existiŕıa v /∈ S con |ξv|v ≤ 1
2

y por tanto

1 = ‖~ξ‖ =
∏
v

|ξv|v =
∏
v∈S
|ξv|v ·

∏
v/∈S

|ξv|v < 2 · 1

2
= 1,

lo cual es absurdo. Se sigue que ξv ∈ O∗v . Por tanto H∩JK,0 contiene una AK-
vecindad de ~α de JK,0, esto es, contiene a ~α+H0, H0 :=

∏
v∈S Vv×

∏
v/∈S Ov.

ut

Teorema 6.2.27. Sea K un campo global. Se tiene que el grupo CK,0 =
JK,0/K

∗ es compacto con respecto a la topoloǵıa cociente.

Demostración. Por el Lema 6.2.26 es suficiente hallar un conjunto W ⊆ AK
compacto en la topoloǵıa de AK tal que la proyección natural W ∩ JK,0 �
JK,0/ ∗K sea suprayectiva.

Sea W = {~ξ ∈ AK | |ξv|v ≤ |αv|v} donde ~α es cualquier idèle de norma
mayor a la constante C de la Proposición 6.2.23. Se tiene que W es compacto.
Sea ~β ∈ JK,0. Se tiene que

‖~β−1~α‖ = ‖~β−1‖‖~α‖ > 1 · C = C,

por lo que existe µ ∈ K∗ tal que
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|µ|v ≤ |β−1
v αv|v para toda v.

Se sigue que µ~β ∈W y µ~β 7−→ µ~β mód K∗ = ~β mód K∗. ut

Sea K un campo numérico y sea Λ : JK −→ DK dada por Λ(~α) = a~α =∏
p-∞ pvp(αp), donde DK , el grupo de ideales fraccionarios, tiene la topoloǵıa

discreta. Se tiene Λ(K∗) = PK y DK/PK = IK es el grupo de clases de K.
Puesto que hay al menos un lugar arquimediano, Λ induce un epimorfismo

continuo JK,0/K
∗ Λ̃−→ IK .

Similarmente, si K es un campo de funciones y IK,0 denota el grupo de
clases de divisores de grado 0,

JK,0/K
∗ Λ̃−→ IK,0

es un epimorfismo continuo donde DK,0 tiene la topoloǵıa discreta. Se sigue
que IK en el caso numérico y IK,0 en el caso de campos de funciones son
compactos y discretos, por lo tanto finitos.

Teorema 6.2.28. Si K es un campo numérico y IK es el grupo de clases de
K, IK = DK/PK es finito.

Si K es un campo de funciones y IK,0 = DK,0/PK es el grupo de clases
de divisores de grado 0 de K, entonces IK,0 es finito. ut

Definición 6.2.29. Sea S un conjunto finito de lugares de un campo global
que contiene a los primos infinitos. Se define el grupo de los S-idèles por

JK,S =
∏
v∈S

K∗v ×
∏
v/∈S

O∗v =
∏
v∈S

K∗v ×
∏
v/∈S

Uv.

Se tiene JK =
⋃
S finito JK,S .

Proposición 6.2.30. Si K es un campo numérico y S = S∞ = {v ∈ PK |
v|∞}, entonces JK/JK,S∞ = DK y JK/JK,S∞K

∗ ∼= DK/PK ∼= IK .

Demostración. Nuevamente usamos el epimorfismo Λ : JK −→ DK , Λ(~α) =
a~α =

∏
p-∞ pvp(αp) y se tiene que núcΛ = JK,S∞ de donde DK

∼= JK/JK,S∞ .

Similarmente, Λ̃ : JK
Λ−→ DK

π−→ DK/PK = IK es un epimorfismo y

~α ∈ núc Λ̃ ⇐⇒
∏
p-∞

pvp(αp) ∈ PK ,

esto es,
∏
p-∞

pvp(αp) = (x) =
∏
p-∞

pvp(x), x ∈ K∗

⇐⇒ vp(αp) = vp(x) para toda p -∞
⇐⇒ vp(αpx

−1) = 0 para toda p -∞
⇐⇒ ~αx−1 ∈ JK,S∞ ⇐⇒ ~α ∈ JK,S∞K∗.

Por tanto núc Λ̃ = JK,S∞K
∗. ut
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Teorema 6.2.31. Sea K un campo global. Existe S, un conjunto finito sufi-
cientemente grande tal que JK = JK,SK

∗ y

CK = JK/K
∗ = JK,SK

∗/K∗ ∼= JK,S/(JK,S ∩K∗).

Demostración. Primero consideremos el caso de K de un campo numérico. Se
tiene que IK = DK/PK es finito. Sean a1, . . . , an ideales que representen a
todos los elementos de IK . Tomando la descomposición de los ideales a1, . . . , an
en producto de primos, se obtiene un número finito de ideales primos p1, . . . , ps
que son los diversos divisores primos de los ideales ai’s.

Sea S cualquier conjunto finito que contenga a {p1, . . . , ps} y a los primos

p|∞. Sea Λ0 : JK/JK,S∞
∼=−→ DK . Sea ~α ∈ JK , Λ0(~̄α) = a =

∏
p-∞ pvp(αp) ∈

ai · PK para algún i. Esto es, a = ai · (x) con (x) ∈ PK , x ∈ K∗. Se tiene que

~α′ = ~α · x−1 Λ0−→ a′ =
∏
p-∞

pvp( ~α′) =
∏
p-∞

pvp(αp)−vp(x) = a · (x)−1 = ai.

Ahora, las componentes primas de ai pertenecen a S, por lo que vp(a′) =

vp(α′p) = 0 para p /∈ S. Se sigue que ~α′ ∈ JK,S , de donde ~α = ~α′ · x ∈ JK,SK∗
y JK = JK,SK

∗.
Ahora consideremos el caso de un campo de funciones con campo de cons-

tantes Fq. Sea v0 un primo cualquiera de PK . Sea OK :=
⋂

p6=v0
Op = {x ∈ K |

vp(x) ≥ 0 para toda p 6= v0}. Entonces, por el Teorema de Riemann-Roch,
existe T ∈ K cuyo único polo de T es v0. Se sigue que OK es la cerradura
entera de Fq[T ] en K y OK es un dominio Dedekind.

Sean DK el grupo de ideales fraccionarios de OK y PK el subgrupo de
ideales principales deDK . EntoncesDK/PK es un grupo finito ([136, Corolario
10.1.14]). Sea

Λv0
: JK/JK,{v0} −→ DK , Λv0

(~̄α) =
∏
p6=v0

pvp(αp),

el cual es un isomorfismo y Λv0(K̄∗) = PK . Por tanto JK/JK,{v0}K
∗ ∼=

DK/PK es finito. A partir de este punto, se procede como en el caso numérico.
ut

Ahora consideremos nuevamente un campo global de funciones. Recor-
demos que el epimorfismo Λ nos induce un epimorfismo continuo y CK,0 =
JK,0/K

∗ � JK,0/UKK
∗ ∼= IK,0 y puesto que CK,0 es compacto, IK,0 es com-

pacto y discreto, por tanto finito. Esto mismo es obtenido en [136, Teorema
10.1.5] por otros métodos.

Definición 6.2.32. Sea S un conjunto finito no vaćıo de lugares de un campo
global K conteniendo a los lugares infinitos en el caso de ser K numérico. Sea
KS = {x ∈ K∗ | vp(x) = 0 para toda p /∈ S} = K∗ ∩ JK,S el grupo de las
S-unidades de K.
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Proposición 6.2.33. Sea K un campo global de funciones. Existe S, un con-
junto de lugares suficientemente grande, tal que JK,0 = JK,S,0K

∗ donde

JK,S,0 = JK,S ∩ JK,S
= {~α ∈ JK | gr ~α = 0 y vp(αp) = 0 para casi toda p ∈ S}.

Demostración. Análoga a la del Teorema 6.2.31. ut

Cuando K es numérico y S = S∞ es el conjunto de los lugares arquime-
dianos, KS∞ = EK = O∗K las unidades del anillo de enteros OK de K.

Se tiene que KS es el grupo de elementos invertibles de los S-enteros de
K: OK,S = {x ∈ K | vp(x) ≥ 0 para toda p /∈ S} =

⋂
p/∈S Op, el cual es un

dominio Dedekind.
Sea V s un espacio real de dimensión finita s: V s =

⊕s
i=1 Rvi. Una red es

un subgrupo abeliano libre de V s de rango s y tal que una Z-base de este
subgrupo es una R-base de V s.

Lema 6.2.34. Sea S un conjunto finito no vaćıo de lugares de un campo global
K conteniendo a los lugares arquimedianos cuando K es un campo numérico.
Sea V := {f : S −→ R} ∼= Rs que es un R-espacio vectorial s dimensional, en
donde s = |S|, Sea λ : Ks −→ V dada por λ(a) = fa donde fa(v) = log |a|v,
esto es, λ : a 7−→

(
log |a|v1

, . . . , log |a|vs
)
∈ Rs, donde S = {v1, . . . , vs}.

Entonces núcλ es un subgrupo finito de KS y su imagen es una red
generando el R-espacio vectorial V0 que consiste de las f ∈ V tales que∑
v∈S f(v) = 0.

Demostración. Si c y C son constantes con 0 < c < C, entonces {η ∈ KS |
c ≤ |η|v ≤ C para toda v ∈ S} es la intersección de un subconjunto compacto
de JK con el grupo discreta K∗, esto es, es compacto y discreto por lo que es
finito.

En particular, {x ∈ K∗ | |x|v = 1 para toda v ∈ R} es finito y forma un
grupo multiplicativo por lo que es el grupo de las ráıces de unidad de K.

Se sigue que núcλ es finito.
Para ver la imagen de λ, notemos que se definir λ por una fórmula análoga

en los S-idèles JK,S , esto es JK,S −→ Rs, ~α 7−→
(

log |αv1 |v1 , . . . , log |αvs |vs
)

y la imagen de JK,S,0 = JK,S ∩ JK,0 genera el R-espacio vectorial consistente
de las f satisfaciendo

∑
v∈S f(v) = 0 que es de dimensión s− 1, pues para un

idèle ~α en JK,S,0 se tiene ‖~α‖ =
∑
v∈S |αv|v = 1.

El grupo λ(KS) es discreto puesto que hay un número finito de elemen-
tos η ∈ KS con 1/2 < |η|v < 2 para toda v ∈ S. Ahora, JK,S,0/K

S es
un subgrupo abierto, por tanto cerrado, en JK,0/K

∗ = CK,0 el cual es com-
pacto. Se sigue que JK,S,0/K

S es compacto y por lo tanto el epimorfismo

JK,S,0/K
S

λ
−� λ(JK,S,0)/λ(KS) implica que λ(JK,S,0)/λ(KS) es compacto.

Se sigue que λ(KS) genera a V0. ut
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Como corolario, obtenemos el teorema de las unidades de Dirichlet.

Teorema 6.2.35 (Teorema de las Unidades de Dirichlet). Sea K un
campo global y sea S un conjunto finito no vaćıo de lugares de K conteniendo
a los primos infinitos. Entonces, como grupos, se tiene KS ∼= WK × Zs−1

donde WK son las ráıces de unidad en K y s = |S|. ut

Nuestro objeto de estudio es el grupo de clases de idèles CK = JK/K
∗

donde K es un campo global. Si L/K es una extensión finita y separable, se

define el encaje JK
µ−→ JL, definido por µ(~α)P := αp donde P|p, esto es, si

µ(~α) = ~β ∈ JL, las componentes de ~β están dadas por los provenientes de K:
βP = αP|K . En particular, si βP = βP′ si P|K = P′|K = p.

Si L/K es una extensión de Galois y G = Gal(L/K) = GL|K , enton-
ces G actúa en JL de manera natural: si σ ∈ G, σ define un isomorfis-
mo σ : Lσ−1P −→ LP. Por tanto, si ~β ∈ JL, σ~β ∈ JL está definido por

(σ~β)P := σβσ−1P ∈ LP, βσ−1P ∈ Lσ−1P, esto es, βσ−1P ∈ Lσ−1P es la σ−1P-

componente de ~β. Notemos qe (σ~β)P es no unidad en LP ⇐⇒ (~β)σ−1P es
no unidad. Por tanto, cuando pasamos a ideales o divisores bajo el mapeo
Λ : JL −→ DL, Λ(~β) =

∏
P-∞PvP(βP), el mapeo σ : ~β −→ σβ es el mapeo

Λ(σ~β) = aσ~β =
∏
P-∞

PvP((σ~β)P) =
∏
P-∞

PvP(σβσ−1P)

=
↑

P′=σ−1P
σP′=P

∏
P′-∞

(σP′)vσP′ (σβP′ ) =
∏
P′-∞

(σP′)vP′ (βP′ )

= σa~β = σΛ(~β).

Esto es

Λ(σ~β) = aσ~β = σa~β = σΛ(~β).

Teorema 6.2.36. Sea L/K una extensión finita de Galois de campos globales
con G = Gal(L/K). Entonces JGL = JK .

Demostración. Al considerar JK ⊆ JL, todas las componentes de ~α en JL son
las mismas en todo {P}P|p y G únicamente las permuta. Mas precisamente,
sea σ ∈ G, σ : Lσ−1P −→ LP es un Kp-isomorfismo para P|p y si ~α ∈ JK
considerado en JL, entonces

(σ~α)P = σασ−1P = σαP = αP ∈ Kp.

Por tanto σ~α = ~α.
Ahora sea ~β ∈ JL con σ~β = ~β para toda σ ∈ G. Por tanto, (σ~β)P =

σβσ−1P = βP para todos los primos P ∈ PL. Ahora, el grupo de des-
composición D(P|p) de P/p de K, es isomorfo al grupo de Galois de la



226 6 Campos de clase globales

extensión LP/Kp. Para σ ∈ D(P|p) se tiene σ−1P = P y puesto que
βP = σβσ−1P = σβP, se sigue que βP ∈ Kp para todo primo P|p.

Para σ ∈ G arbitrario, (σ~β)P = βP = (σ~β)σ−1P = βσ−1P ∈ Kp, es decir,
los dos lugares P y σ−1P sobre p tienen la misma componente βP = βσ−1P ∈
Kp por lo que ~β ∈ JK . Por tanto JGL ⊆ JK y JK = JGL . ut

En general el mapeo IK,0 −→ IL,0 no es inyectivo, es decir, un ideal o
divisor que no es principal en DK,0 puede ser principal en DL,0. Este fenómeno
no sucede para los idèles.

Proposición 6.2.37. Sea L/K un extensión finita y separable de campos glo-
bales. Entonces L∗ ∩ JK = K∗.

En particular, si ~α ∈ JK es un idèle de K que es principal en JL, entonces
~α es principal en K.

Demostración. Es inmediato que K∗ ⊆ L∗ ∩ JK . Sea L̃ una extensión finita
de Galois que contiene a L y sea G̃ = Gal(L̃/K). Entonces JK , JL ⊆ JL̃. Si

~α ∈ L̃∗ ∩ JK , entonces ~α ∈ J G̃
L̃

, es decir, σ~α = ~α para toda σ ∈ G̃. Ahora,

puesto que ~α ∈ L̃∗, se tiene que ~α ∈ (L̃∗)G̃ = K∗, por lo tanto, L̃∗∩JK = K∗.
Se sigue que L∗ ∩ JK ⊆ L̃∗ ∩ JK = K∗. ut

Corolario 6.2.38. El encaje µ : JK −→ JL induce un monomorfismo µ̃ :
CK = JK/K

∗ −→ JL/L
∗ = CL donde L/K es cualquier extensión finita y

separable de campos globales.

Demostración. Se tiene que µ̃(~αK∗) = ~αL∗ es un homomorfismo. Si µ̃(~αK∗) =
~αL∗ = 1, es decir, ~α ∈ L∗, por lo que ~α ∈ L∗∩JK = K∗. Se sigue que ~αK∗ = 1
y µ̃ es inyectiva. ut

En adelante, si K ⊆ L, entonces consideramos CK ⊆ CL de manera natu-
ral.

Teorema 6.2.39. Sea L/K un extensión finita de Galois de campos globales
con G = Gal(L/K). Entonces CL es de manera natural un G-módulo y CGL =
CK .

Demostración. Si ~βL∗ ∈ CL, ~β ∈ JL, se define σ(~βL∗) := σ~β ·L∗. La definición

es independiente del representante ~β ∈ JL de ~βL∗ ∈ CL y CL es un G-módulo.
Se tiene la sucesión G-exacta

1 −→ L∗ −→ JL −→ CL −→ 1,

de donde se sigue la sucesión exacta en cohomoloǵıa

1 −→ (L∗)G = K∗ −→ JGL = JK −→ CGL −→ H1(G,L∗) = {1}.

Por tanto CGL
∼= JK/K

∗ = CK . ut
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6.3. Cohomoloǵıa de JL

Sea L/K una extensión finita de Galois de campos globales con grupo de
Galois G = Gal(L/K) = GL|K . Sean S un conjunto finito de primos de K y
S̄ = {P ∈ PL | P|K ∈ S}. Se denota JL,S̄ = JL,S y se hablará de los S-idèles
de L en lugar de los S̄-idèles. Aśı

JL,S =
∏
P|p
p∈S

L∗P ×
∏
P|p
p/∈S

UP =
∏
p∈S

∏
P|p

L∗P ×
∏
p/∈S

∏
P|p

UP.

Sean

Jp
L :=

∏
P|p

L∗P y Up
L :=

∏
P|p

UP

subgrupos de JL en donde las componentes de Jp
L y de Up

L en primos P - p
son iguales a 1.

Como G permuta los lugares P con P|p, se tiene que Jp
L y Up

L son G-
módulos. Se tiene JL,S =

∏
p∈S J

p
L ×

∏
p/∈S U

p
L.

6.3.1. Norma de idéles

Sea L/K una extensión finita y separable de campos globales.

Definición 6.3.1. La norma NL/K de JL a JK se define de la siguiente forma:
Sea M la cerradra normal de L/K y sean G = Gal(M/K) y H = Gal(M/L).
Entonces JL = JHM . Sea G/H el conjunto de las clases izquierdas de H en G.
Entonces

NL/K ~α =
∏

σ∈G/H

σ~α, ~α ∈ JL.

Se tiene que NL/K no depende de los representantes σ ∈ G/H pues JL esta
fijo bajo H.

Para τ ∈ G, se tiene

τ NL/K ~α =
∏

σ∈G/H

τσ~α =
∏

σ∈G/H

σ~α = NL/K ~α,

por tanto NL/K ~α ∈ JK .
Se tiene que NL/K L

∗ ⊆ K∗, es decir, NL/K manda idèles principales en
idèles principales. En particular NL/K induce NL/K : CL −→ CK .

Teorema 6.3.2. Si L/K es una extensión finita y separable de campos glo-
bales, las componentes locales de NL/K ~α ∈ JL están dadas por:(

NL/K ~α
)
p

=
∏
P|p

NLP/Kp
αP.
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En particular si L/K es una extensión finita y abeliana, definimos para
~α ∈ JL

NL/K ~α = ~β ∈ JK donde βp =
∏
P|p

NLP/Kp
αP.

Si L/K es una extensión abeliana finita, entonces la norma NL/K : JL −→
JK es un mapeo abierto y por tanto, la norma inducida en las clases de idèles
NL/K : CL −→ CK es un mapeo abierto.

Demostración. Sea M/K la cerradura normal de L/K y sea G = Gal(M/K) y
H = Gal(M/L). Para cada primo p de K, sea qp un primo fijo de M sobre p y
sea Pp = qp|L. Sea Gqp

= Gal(Mqp
/Kp) ⊆ G y sea {σi} un conjunto completo

de representantes de las clases dobles HτGqp
, es decir, G = ·∪iHσiGqp

.
Entonces Pi := qi|L = (σiqp)|L es un conjunto completo de primos de

L sobre p. Para cada i, sea {τij} un conjunto completo de representantes
derechos de las clases de Gqp

∩Hσi en Gqp
, donde Hσi := σ−1

i Hσi. Entonces

Gqp
= ·∪j

(
Gqp
∩Hσi

)
τij y G = ·∪i,jHσiτij = ·∪i,jτ−1

ij σ
−1
i H,

y Gqp
∩Hi es el grupo de descomposición de qp sobre σ−1

i L.
Sea ~α ∈ JL, considered como un idèle de M . Entonces

NL/K(~α)p = NL/K(~α)qp
=
∏
i,j

(τ−1
ij σ

−1
i ~α)qp

=
∏
i,j

τ−1
ij (σ−1

i ~α)qp

=
∏
i

N(σ−1
i L)qp/Kp

(
(σ−1
i ~α)qp

)
.

El isomorfismo σi : σ−1
i L −→ L induce a su vez un Kp-isomorfismo σi :

(σ−1
i L)qp

−→ Lqi = LPi que manda (σ−1
i ~α)qp

a αqi = αPi . Por tanto(
NL/K(~α)

)
p

=
∏
i

NLPi
/Kp

(~α)Pi =
∏
P|p

NLP/Kp
(αP).

Veamos que la norma es abierta. Sean V un conjunto abierto de JL y
~α ∈ V . Sea W =

∏
PWP una vecindad de ~1 con ~α ·W ⊆ V . Podemos suponer

que W =
∏

P|∞WP ×
∏

P-∞WP con WP ⊆ L∗P un abierto para P un primo

infinito y WP = U
(mP)
P si P es un primo finito y donde mP = 0 para casi toda

P. Ahora bien, U
(mP)
P es compacto, abierto y cerrado (Proposiciones 3.2.1 y

3.2.2) y como NLP/Kp es continua, se tiene que NLP/Kp(U
(m)
P ) es compacto

y de ı́ndice finito en U
(m)
p por lo que NLP/Kp(U

(m)
P ) es abierto y cerrado.

Por tanto, para cada m, existe un nm tal que NLP/Kp U
(m)
P ⊇ U

(nm)
p por ser

{U (n)
p }∞n=0 un sistema fundamental de vecindades de 1 ∈ K∗p (Corolario 3.2.4).

Si p es infinito, se tiene NLP/Kp L
∗
P ⊇ R+. Sea ~β = NL/K ~α y sea W ′ =∏

pW
′
p tal que W ′p ⊆ R+ y tal que NLP/KpWP ⊇ W ′p si p es infinito y

Wp = U
(np)
p con NLP/Kp U

(mP)
P ⊇ U (np)

p para p finito. Entonces
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~β ·W ′ ⊆ NL/K

(
~α ·W

)
⊆ NL/K V.

Por tanto NL/K es un mapeo abierto. ut

Proposición 6.3.3. Sea L/K una extensión abeliana finita de campos globa-
les. Sea P un primo de L sobre el primo p. Entonces

Hq(G, Jp
L) ∼= Hq(GP, L

∗
P) y Hq(G,Up

L) ∼= Hq(GP, UP) para toda q ∈ Z,

donde GP es el grupo de descomposición de P sobre K y se tiene GP
∼=

Gal(LP/Kp).
Si p es un primo finito de K no ramificado en L, entonces Hq(G,Up

L) = 1
para toda q ∈ Z.

Demostración. Los isomorfismos se siguen del Lema de Shapiro, Teorema
4.8.7: L∗P y UP son GP-módulos y se tiene

Jp
L =

∏
P|p

L∗P
∼=

⊕
σ∈G/GP

σL∗P y Up
L =

∏
P|p

UP
∼=

⊕
σ∈G/GP

σUP.

Cuando p es no ramificado en L/K, p es no ramificado en LP/Kp, por lo
tanto Hq(GP, UP) = {1} para toda q ∈ Z (Teorema 5.1.11). ut

Observación 6.3.4. Si π : Jp
L −→ L∗P es la proyección π(~α) = αP, el isomor-

fismo por Hq(G, Jp
L) ∼= Hq(GP, L

∗
P) está dado por

Hq(G, Jp
L)

res−→ Hq(GP, J
p
L)

π̄−→ Hq(GP, L
∗
P).

Si S es un conjunto finito de lugares de K, se tiene

Hq(G, JL,S) ∼=
∏
p∈S

Hq(G, Jp
L)×

∏
p/∈S

Hq(G,Up
L).

Cuando S contiene a todos los primos ramificados en L, entonces por la
Proposición 6.3.3 se obtiene Hq(G, JL,S) =

∏
p∈S H

q(GP, L
∗
P) donde P es

cualquier primo de L dividiendo a p primo de K (pues para p /∈ S, p es no
ramificado y Hq(G,Up

L) = {1}).
Ahora JL =

⋃
S

JL,S = ĺım−→
S

JL,S y

Hq(G, JL) ∼= Hq(G, ĺım−→
S

JL,S) ∼= ĺım−→
S

Hq(G, JL,S) ∼=
⊕
p

Hq(GP, L
∗
P),

y donde S vaŕıa sobre todos los conjuntos finitos de K que contienen a todos
los primos ramificados. Hemos probado
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Teorema 6.3.5. Sea L/K una extensión finita de Galois de campos globales.
Para cada primo de p de K, sea P un primo de L sobre p. Sea S cualquier
conjunto finito de primos de K que contiene a todos los primos ramificados
en L. Entonces

Hq(G, JL,S) ∼=
∏
p∈S

Hq(GP, L
∗
P),

Hq(G, JL) ∼=
⊕
p∈PK

Hq(GP, L
∗
P). ut

Observación 6.3.6. Del resultado del Teorema 6.3.5 se obtiene que la coho-
moloǵıa de JL se puede calcular por medio de los grupos de cohomoloǵıa local
Hq(GP, L

∗
P).

Observación 6.3.7. El isomorfismo Hq(G, JL) ∼=
⊕

pH
q(GP, L

∗
P) está dado

por las proyecciones Hq(G, JL) −→ Hq(GP, L
∗
P), es decir, la composición de

los mapeos

Hq(G, JL)
res−→ Hq(GP, JL)

π̄−→ Hq(GP, L
∗
P),

donde π̄ está inducido por la proyección natural JL
π−→ L∗P, ~α 7−→ αP.

Las proyecciones anteriores mapean cada c ∈ Hq(G, JL) a su p-componente
cp ∈ Hq(GP, L

∗
P). Por tanto el Teorema 6.3.5 dice que c está uńıvocamente

determinada por sus componentes locales cp y como es suma directa, cp = 1
para casi toda p. Para dimensiones q > 0 el mapeo c −→ cp puede ser des-
crito como sigue. Dado c ∈ Hq(G, JL), seleccionamos un cociclo β(σ1, . . . , σq)
representando a c. Esta es una función del grupo a G × . . . × G con valores
en JL. Restringimos la función a GP×· · ·×GP y tomamos la P-componente
βP(σ1, . . . , σq) del idèle β(σ1, . . . , σq). La función resultante de GP × · · ·GP

a L∗P es un cociclo y su clase de cohomoloǵıa cp ∈ Hq(GP, L
∗
P) es la p-

componente de c.

Proposición 6.3.8. Sea K ⊆ L ⊆M una torre de campos globales con M/K
y L/K extensiones finitas y de Galois. Sea q|P|p primos de M , L y de K
respectivamente. Entonces

(1) (infM c)p = infMq
(cp), c ∈ Hq(GL|K , JL), q ≥ 1,

(2) (resL c)P = resLP
(cp), c ∈ Hq(GM |K , JM ), q ∈ Z,

(3) (corK c)p =
∑

P|p corKp
(cP), c ∈ Hq(GM |L, JM ), q ∈ Z,

donde en (2) y en (3) es suficiente suponer que M/K es de Galois.

Demostración. En la fórmula (3), para cada P|p, podemos seleccionar q en
M con q|P, pero entonces las corestricciones corKp

(cP) pertenecen a distintos
grupos de cohomoloǵıa Hq(GMq|Kp

,M∗q ). Sin embargo podemos identificar
todos estos elementos como sigue. Si q y q′ son dos lugares de M sobre p,
existe σ ∈ GM |K tal que qσ = q′ y M∗q

σ−→ M∗qσ induce un isomorfismo
natural Hq(GMq|Kp

,M∗q ) ∼= Hq(GMq|Kp
,M∗qσ ).
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De esta forma seleccionamos, para cada P|p un q|P y cada corKp
(cP) ∈

Hq(GMq|Kp
,M∗q ) y la suma se realiza en Hq(GMq|Kp

,M∗q ).
Para la demostración de la proposición, se tiene que el mapeo de restricción

que se obtiene cuando pasamos a las componentes locales, conmuta con los
mapeos inf, res y cor. Esta afirmación puede verificarse a nivel de cociclos
para inf y res si q ≥ 1, y para cor si q = −1, 0. El caso general se sigue por
cambio de dimensión. ut

Teorema 6.3.9 (Teorema de la norma para idèles). Sea L/K una ex-
tensión finita de Galois de campos globales. Entonces un idèle ~α ∈ JK es la
norma de un idèle ~β ∈ JL si y sólo si cada componente αp ∈ K∗p es norma de
un elemento βP ∈ L∗P con P|p, es decir, si y sólo si es una norma local para
toda completación.

Demostración. Se tiene H0(G, JL) =
JGL

NL/K JL
= JK

NL/K JL
y H0(GP, L

∗
P) =

K∗p
NLP/Kp L

∗
P

. Por el Teorema 6.3.5,

H0(G, JL) ∼=
JK

NL/K JL
∼=
⊕
p

K∗p
NLP/Kp

LP
=
⊕
p

H0(GP, L
∗
P),

donde para cada p se selecciona un P con P|p.

Si ~α ∈ JK , el isomorfismo anterior manda la clase ~αNL/K JL = ~̃α a las

componentes α̃p = αp NLP/Kp
L∗P. Se sigue ~̃α = 1 ⇐⇒ α̃p = 1 para toda p,

es decir, ~α ∈ NL/K JL ⇐⇒ αp ∈ NLP/Kp
L∗P para toda p ∈ PK . ut

El teorema de la norma para idèles es un análogo al teorema de la norma
de Hasse que establece que si L/K es una extensión ćıclica finita de campos
globales y si x ∈ K∗, entonces x es norma de L∗ si y sólo si x es norma local
para toda completación (ver Corolario 6.6.21).

Se tiene que si x ∈ K∗ ⊆ JK , entonces x ∈ NL/K JL ⇐⇒ x ∈ NLP/Kp
L∗P

para toda p, sin embargo no sabemos que ~β sea principal, es decir, si ~β = y ∈
L∗. En otras palabras, si x ∈ K es norma para todas las completaciones, x es
norma de idèle ~β pero no necesariamente de un idèle principal.

Corolario 6.3.10. Sea L/K una extensión finita y de Galois de campos glo-
bales. Entonces se tiene H1(G, JL) = H3(G, JL) = {1}. Además, si S es un
conjunto finito de lugares que contiene a los primos ramificados y a los primos
infinitos, entonces H1(G, JL,S) = {1}.

Demostración. Se sigue de que H1(GLP|Kp
, L∗P) = H3(GLP|Kp

, L∗P) = {1}
(Corolario 5.3.10). ut

Corolario 6.3.11. Se tiene que

H2(G, JL) ∼=
⊕
p∈PK

(( 1

[LP : Kp]
Z
)
/Z
)
.
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Demostración. Del Teorema de Tate-Nakayama (Teorema 4.9.20), se tiene

H2(GP, L
∗
P) ∼= H0(GP,Z) ∼=

Z
|GP|Z

∼=

(
1

[LP:Kp] Z
)

Z
,

y

H2(G, JL) ∼=
⊕
p∈PK

H2(GP, L
∗
P). ut

6.4. Grupo de Brauer para campos globales

Puesto que para cualquier extensión finita de Galois L/K de campos globa-
les se tiene H1(GL|K , JL) = {1}, se sigue que H2(GL|K , JL) ⊆ H2(GM |K , JM )
para K ⊆ L ⊆M una torre de extensiones finitas de Galois, la cual se obtiene
como consecuencia de la sucesión exacta inflación-restricción.

Sea Ω = Ksep. Puesto que JΩ = ĺım−→
L

JL =
⋃
L/K

JL se obtiene que

H2(GΩ|K , JΩ) =
⋃
L

H2(GL|K , JL)

y que para K ⊆ L ⊆M extensiones finitas de Galois,

H2(GL|K , JL) ⊆ H2(GM |K , JM ) ⊆ H2(GΩ|K , JΩ).

Por la teoŕıa local, se tiene que el grupo de Brauer Br(E) de un cam-
po local E satisface que Br(E) =

⋃
F H

2(GF |E , F
∗) donde F/E recorre

las extensiones no ramificadas (Teorema 5.3.3). En el caso global veremos
que Br(K) =

⋃
LH

2(GL|K , L
∗) donde L recorre las extensiones ćıclicas ci-

clotómicas de K si K es un campo numérico y las extensiones de cons-
tantes de K si K es un campo de funciones. En otras palabras, L ∈
{subcampos de K(ζn) | K(ζn)/K es ćıclica} o L ∈ {KFqn | n ∈ N}.

Lema 6.4.1. Sean K un campo global, S un conjunto finito de primos de K
y m ∈ N. Entonces existe una extensión ćıclica ciclotómica o una extensión
de constantes L/K con la propiedad:

• m|[LP : Kp] para toda p ∈ S, p finito,
• [LP : Kp] = 2 para toda p ∈ S, p real.

Demostración. Supongamos que hemos probado el lema para los casos espe-
ciales K0 = Q en el caso numérico y para K0 = K para campos de funciones.
Entonces aplicamos el lema para los casos especiales, encontrando M/K0 una
extensión totalmente imaginaria (caso numérico) ćıclica ciclotómica o una ex-
tensión de constantes en el caso de campos de funciones, tal que para cada
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primo p de K0 en S, p finito, hay un primo P de M para el cual el grado
[MP : (K0)p] es divisible por m · [K : K0].

Entonces L := KM satisface las propiedades requeridas para L/K.
Ahora, para K = K0, el lema se cumple pues podemos realizar lo ante-

rior debido a la descomposición de primos en campos ciclotómicos en el caso
numérico, o debido a que en el caso de campos de funciones, en las extensiones
de constantes, todo primo es eventualmente inerte. ut

Teorema 6.4.2. Sea K un campo global. Entonces

Br(K) =
⋃
L

H2(GL|K , L
∗) y H2(GΩ |K,JΩ) =

⋃
L

H2(GL|K , JL),

donde L/K recorre las extensiones ćıclicas ciclotómicas finitas en el caso
numérico y las extensiones de constantes finitas en caso de campos de funcio-
nes.

Demostración. Sea c ∈ H2(GΩ|K , JΩ), digamos c ∈ H2(GL|K , JM ). Sea m
el orden de c y sea S un conjunto finito de primos de K para los cuales las
componentes cp de c son distintas de 1. Sea L/K una extensión como en el
Lema 6.4.1 con m|[LP : Kp] si p ∈ S, p finito y [LP : Kp] = 2 para p ∈ S real.

Sea N := ML. Entonces

H2(GM |K , JM ), H2(GL|K , JL) ⊆ H2(GN |K , JN ).

Veremos que c ∈ H2(GL|K , JL). Puesto que la sucesión

1 −→ H2(GL|K , JL)
inf−→ H2(GN |K , JN )

resL−→ H2(GN |K , JN )

es exacta, es suficiente probar que resL c = 1.
Por teoŕıa local, junto el Teorema 6.3.5 y la Proposición 6.3.8, se tiene

que resL c = 1 ⇐⇒ (resL c)P = resLP
cp = 1 para toda P ∈ PL ⇐⇒

invNq|LP
(resLP

cp) = [LP : Kp] · invNq|Kp
cp = invNq|Kp

c
[LP:Kp]
p = 0 para

toda p ∈ PK ⇐⇒ c
[LP:Kp]
p = 1 para toda p ∈ S.

Esta última condición se cumple puesto que cmp = 1 y m|[LP : Kp] para
toda p ∈ S finito y [LP : Kp] = 2 para todo p ∈ S real.

Se sigue que H2(GΩ|K , JΩ) =
⋃
LH

2(GL|K , JL).
Para probar que Br(K) =

⋃
LH

2(GL|K , L
∗) se hace exactamente lo mis-

mo, sustituyendo, para un campo E, JE por E∗. ut

6.5. Primera desigualdad fundamental

Esta primera desigualdad establece que si L/K es una extensión ćıclica de
grado n de campos globales, entonces
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[CK : NL/K CL] ≥ n.

Es importante mencionar, que la primera desigualdad únicamente será
válida para extensiones abelianas y no para otro tipo de extensiones, inclu-
yendo las de Galois no abelianas. Esto se puede ver en el Teorema 6.9.7. La
segunda desigualdad es válida para extensiones finitas de Galois arbitrarias.

Teorema 6.5.1. Sea L/K una extensión ćıclica de grado n de campos globa-
les. Entonces el cociente de Herbrand de CL, satisface

h(CL) =
|H0(G,CL)|
|H1(G,CL)|

= n,

donde G = Gal(L/K) es el grupo de Galois de la extensión L/K.
En particular,

|H0(G,CL)| = |H2(G,CL)| = [CK : NL/K CL] = n · |H1(G,CL)| ≥ n.

Demostración. Sea L/K una extensión ćıclica de campos de funciones. Sea
UL :=

∏
P UP y consideremos el grupo JL,0. Entonces UL, L∗ ⊆ JL,0, por lo

cual ULL
∗ ⊆ JL,0. Se tiene

h(CL) = h(JL/L
∗) = h(JL/JL,0)h(JL,0/ULL

∗)h(ULL
∗/L∗).

Consideremos la sucesión exacta 1 −→ JL,0 −→ JL
gr−→ Z −→ 0, por lo

que JL/JL,0 ∼= Z y h(JL/JL,0) = h(Z) = n.

Ahora Λ : JL,0 −→ DL,0
π
� IL,0 y núcΛ = UL. Por tanto DL,0

∼= JL,0/UL.
Además núcπ = PL = Λ(L∗), de donde obtenemos JL,0/ULL

∗ ∼= IL,0 el cual
es finito por lo que h(JL,0/ULL

∗) = h(IL,0) = 1.
Ahora, ULL

∗/L∗ ∼= UL/UL ∩ L∗. Se tiene que UL ∩ L∗ = F∗q , donde Fq es
el campo de constantes de L y por ende h(UL ∩ L∗) = 1.

Por otro lado U =
∏

p∈PK
∏

P|p UP y σ
(∏

P|p UP

)
=
∏

P|p UP para toda
σ ∈ G.

Del Lema de Shapiro, obtenemos Hr(G,
∏

P|p UP) ∼= Hr(GP, UP). Por

teoŕıa de campos de clase locales tenemos que h(GP, UP) = 1 (ver la demos-
tración del Teorema 5.1.10). De hecho |H0(GP, UP)| = |H1(GP, UP)| = eP y
eP = 1 para casi toda P (Corolario 3.4.7 y Teoremas 5.1.11 y 5.8.77).

Por tanto |H0(G,UL)| = |H1(G,UL)| =
∏

P eP y por tanto h(UL) = 1 y

h(UL/UL∩L∗) = h(UL)h(UL∩L∗)−1 = 1. De esta forma obtenemos h(CL) =
n · 1 · 1 = n.

Ahora consideremos una extensión de campos numéricos. Sea S un con-
junto finito de primos de K tal que

1.- S contiene a los primos infinitos y a los primos ramificados.
2.- JL = JL,SL

∗.
3.- JK = JK,SK

∗.
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Entonces CL = JL,SL
∗/L∗ ∼= JL,S/L

S , donde LS = JL,S ∩ L∗ es el grupo
de las S-unidades, LS = {x ∈ L∗ | vP(x) = 0 para toda P /∈ S} y h(CL) =
h(JL,S)h(LS)−1. Podemos considerar que h(JL,S) es la parte local de h(CL)
y que h(LS) es la parte global de h(CL).

Se va a probar que h(LS) = 1
n

∏
p∈S np donde np = [LP : Kp] y donde P es

un primo fijo de L que divide a p, np = |DL/K(P|p)| = |GP| = |Gal(LP/Kp)|
donde DL/K(P|p) es el grupo de descomposición.

Sea s = |S̄| = |{P ∈ PL | P|K ∈ S}| y para cada P ∈ S̄ sea eP un śımbolo
formal. Definimos Es :=

⊕
P∈S̄ ReP como el espacio vectorial sobre los reales

de dimensión s con base {eP | P ∈ S̄}. El grupo G = Gal(L/K) actúa en Es

por σ(eP) = eσP para σ ∈ G.
Sea M una red en Es, esto es, M es un subgrupo abeliano libre de Es

de rango s y tal que una Z-base de este subgrupo es una R-base de Es.
Supongamos que M es invariante bajo G, es decir, σM ⊆M para toda σ ∈ G.
Veremos que existe una subred M0 de M de ı́ndice finito que tiene una Z-base
{yP | P ∈ S̄} tal que σyP = yσP.

Para esto tomemos la norma infinita ‖ ‖∞ de Es con respecto a las coor-
denadas relativas a la base {eP | P ∈ S̄}. Esto es, ‖

∑
P∈S̄ dPeP‖∞ =

máxP∈S̄{|dP|}. Puesto que M es una red, existe N tal que para cada x ∈ Es,
existe y ∈M con ‖x− y‖∞ < N . Para cada p ∈ S, sea P0 ∈ S̄ un primo fijo
de L sobre p. Sean t ∈ R, t > s · n ·N y zP0 ∈M tal que ‖teP − zP0‖∞ < N .

Para P|p, sea yP :=
∑
σP0=P σzP0

. Sea M0 =
⊕

P∈S̄ ZyP. Para τ ∈ G,
se tiene

τyP =
∑

σP0=P

τσzP0
=
↑

ρ=τσ
ρP0=τσP0=τP

∑
ρP0=τP

ρzP0
= yτP.

Debemos ver que {yP | P ∈ S̄} es linealmente independiente sobre R. Sea∑
P∈S̄ cPyP = 0 con cP ∈ R. Si algún cP 6= 0, definimos r = máx{|cP| | P ∈

S̄} > 0. Por tanto tenemos
∑

P∈S̄
cP
±ryP = 0. Podemos suponer que |cP| ≤ 1

para toda P ∈ S̄ y cP′ = 1 para algún P′.
Sea zP0

= teP0
+ bP0

con bP0
un vector tal que ‖bP0

‖∞ < N . Entonces

yP =
∑

σP0=P

σzP0 = t
∑

σP0=P

eσP0 + b′P

con ‖b′P‖∞ ≤ n ·N . Por tanto

yP = tmPeP + b′P con mP = |{σ ∈ G | σP0 = P}| = |DL/K(P0|p)| = np.

Se sigue que 0 =
∑

P cPyP = t
∑

P cPmPeP + b′ con ‖b′‖∞ ≤ s · n · N . De
esta forma, se tiene



236 6 Campos de clase globales∑
P

cPmPeP = −b
′

t
,∥∥∥∑

P

cPmPeP

∥∥∥
∞

= máx
P
|cPmP| ≥ cP′mP′ = mP′ ≥ 1 y

∥∥∥− b′

t

∥∥∥
∞

=
1

t
‖b′‖∞ < 1, de donde obtenemos mP′ ≤

1

t
‖b′‖∞ < 1,

lo cual es una contradicción, probando que M0 satisface lo requerido.
Sea µ : LS −→ Es dada por µ(x) =

∑
P∈S̄ log |x|P · eP. La imagen es una

red s− 1 dimensional con núcleo finito (Teorema 6.1.17).
Para σ ∈ G, se tiene

µ(σx) =
∑
P

log |σx|PeP =
∑
P

log |x|σ−1P σeσ−1P︸ ︷︷ ︸

=

eP

= σ
(∑

P

log |x|σ−1Peσ−1P

)
= σµ(x),

por lo que µ es un G-homomorfismo.
Sea e0 :=

∑
P∈S̄ eP. Entonces e0 y µ(LS) generan una red s-dimensional

M en Es. Puesto que Ze0 es G-isomorfo a Z, de la sucesión exacta

0 −→ Ze0 −→M −→M/Ze0 −→ 0

y de que M/Ze0
∼= µ(Ls) deducimos que

h(Ls) = h(µ(Ls)) = h(Z)−1 · h(M) =
1

n
h(M).

Sea M0 la subred de M de ı́ndice finito en M como antes. Entonces

M0
∼=
⊕
p∈S

⊕
P|p

ZyP ∼=
⊕
p∈S

Mp
0 y Mp

0 =
⊕
P|p

ZyP =
⊕

σ∈G/GP

σ
(
ZyP0

)
.

Por el Lema de Shapiro, se tiene

h(Mp
0 ) = h(GP,ZyP0

) = |GP| = np

y como M/M0 es finito, h(M) = h(M0), lo que implica que

h(LS) =
1

n
h(M) =

1

n

∏
p∈S

h(GP,ZyP0
) =

1

n

∏
p∈S

np.

Ahora

Hq(G, JL,S) =
∏
p∈S

Hq(GP, L
∗
P), por tanto

h(G, JL,S) =
∏
p∈S

h(GP

=

Gp

, L∗P) =
∏
p∈S
|Gp| =

∏
p∈S

np.
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Se sigue que

h(CL) = h(JL,S)h(Ls)−1 =
(∏

p∈S
np

)
· n(∏

p∈S np

) = n. ut

Corolario 6.5.2 (Caso especial del teorema de densidad de Chebota-
rev). Sea L/K una extensión ćıclica de campos globales de grado una potencia
de un primo n = pm. Entonces existe una infinidad de primos de K que no
se descomponen totalmente en L. Como consecuencia tenemos que hay una
infinidad de primos totalmente inertes en L/K.

Demostración. Supongamos primero que L/K es ćıclica de grado p. Sea S el
conjunto de primos de K que no se descomponen en L/K. Si S fuese finito se
probará que NL/K CL = CK lo que contradice que [CK : NL/K CL] ≥ p.

Sea ~α ∈ JK . Por el teorema de aproximación, tenemos que existe a ∈ K∗
tal que (~αa−1)p = αpa

−1 está contenido en el subgrupo abierto NLP/Kp
L∗P

de K∗p (es abierto por el teorema de existencia para campos locales) para toda
p ∈ S.

Para p /∈ S, p se descompone totalmente en L/K y por tanto LP = Kp

y por tanto (~αa−1)p ∈ NLP/Kp
L∗P = K∗P. Entonces (~αa−1)p = αpa

−1 es una

norma local para toda p ∈ PK . Por tanto ~αa−1 es una norma de un idèle ~β de
L (Teorema 6.3.9). Por tanto ~α =

(
NL/K

~β
)
· a ∈

(
NL/K JL

)
·K∗. Se sigue

que ~̃α ∈ NL/K CL y CK = NL/K CL.
Ahora sea L/K ćıclica de grado pm y sea M la única subextensión de

grado p: [M : K] = p. Hay una infinidad de primos inertes en M/K, lo que
implica que hay una infinidad de primos no totalmente descompuestos en L.

Finalmente, si p es inerte en M/K, entonces p es totalmente inerte en L/K
pues si GP es el grupo de descomposición de P|p y como la extensión L/K
consiste de una única torre de extensiones de grado p (por ser la extensión
ćıcica), se tiene que Gal(L/M) $ GP puesto que p es inerte en M/K. Por
tanto GP = Gal(L/K) y p es totalmente inerte en L/K. ut

Corolario 6.5.3. Sea L/K es cualquier extensión finita y separable de campos
globales con L 6= K. Entonces hay una infinidad de primos p de K que no se
descomponen totalmente en L/K. En otras palabras, si LP = Kp para casi
toda p, entonces L = K.

Demostración. Si L̃ es la cerradura de Galois de L/K, entonces un primo de
K se descompone totalmente en L si y solamente si se descompone totalmente
en L̃. Por tanto, podemos suponer que L/K es una extensión de Galois.

Sea H < G un subgrupo ćıclico de orden una potencia de un número
primo, |H| = pm y sea M := LH . Entonces hay una infinidad de primos de
M que no se descomponen totalmente en L. Se sigue el resultado. ut
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Observación 6.5.4. El Corolario 6.5.3 es un caso particular del Teorema de
densidad de Chebotarev el cual establece que en cualquier extensión finita de
Galois de campos globales, todas las posibles descomposiciones posibles de
primos, tienen densidad positiva.

Teorema 6.5.5. Sea L = K1 · · ·Kr/K una extensión abeliana p-elemental de
campos globales, donde p es un número primo. Se tiene Gal(L/K) ∼= Crp =
Cp×· · ·×Cp. Entonces existe una infinidad de primos p de K que son inertes
en K1/K y son totalmente descompuestos en Ki/K para toda i ≥ 2.

Demostración. Se tiene que L/K2 · · ·Kr es ćıclica de grado p. Sea q un primo
de K2 · · ·Kr que permanece primo en L y tal que q|K = p es no ramificado.
De esta forma se tiene Lq/(K2 · · ·Kr)q es ćıclica de grado p. Por otro lado,
Lq/Kp es un grupo ćıclico puesto que p es no ramificado y Gal(Lq/Kp) es
isomorfo al grupo de Galois de los campos residuales los cuales son campos
finitos.

Puesto que Gal(L/K) ∼= Crp , se tiene que [Lq : Kp] ≤ p y, por otro lado,
como [Lq : Kp] ≥ [Lq : (K2 · · ·Kr)q] = p, se sigue que (K2 · · ·Kr)q = Kp por
lo que p se descompone totalmente en K2 · · ·Kr/K. Además p es inerte en
K1/K pues fp(L|K) = p. ut

Otra consecuencia de la primera desigualdad es el teorema de F.K. Sch-
midt.

Teorema 6.5.6 (F. K. Schmidt). Sea K un campo global de funciones.
Entonces existe un divisor de K de grado 1.

Demostración. Sea gr : DK −→ Z y sea gr(DK) = ρZ para algún ρ ∈ N. Sea
k = Fq el campo de constantes de K. Sea k1 := Fqρ la extensión de k de grado
ρ y sea K1 = Kk1 la extensión de constantes. Para cada primo p de K, el
campo residual K(p) ∼= Fqgr p contiene a k1 pues ρ| gr p. Por tanto, si P|p, con
P primo en K1, entonces (K1)P = Kp puesto que (K1)P = Kp · k1 = Kp,
esto es, todo primo de K se descompone totalmente en K1 de donde se sigue
que Fqρ = Fq y que ρ = 1. ut

6.6. Segunda desigualdad fundamental

La segunda desigualdad será válida para cualquier extensión finita de Ga-
lois de campos globales. Por otro lado, la primera desigualdad únicamente es
válida para extensiones abelianas. Esto dirá más adelante que si L/K es una
extensión finita y separable de campos globales, entonces

[CK : NL/K CL] = [L : K] ⇐⇒ L/K es abeliana.

La segunda desigualdad establece que si L/K es una extensión finita de
Galois de campos globales, entonces [CK : NL/K CL]

∣∣[L : K].
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Reduciremos este problema para probar que es suficiente probar la des-
igualdad para una extensión L/K ćıclica de grado primo l.

Lema 6.6.1. Si E/K es cualquier extensión finita y separable, entonces [CK :
NE/K CE ] es finita y divide a una potencia de m = [E : K].

Demostración. Sea L/K la cerradura normal de E/K. Entonces se tiene
NL/K CL ⊆ NE/K CE . Por tanto

[CK : NL/K CL] = [CK : NE/K CE ][NE/K CE : NL/K CL].

Si probamos que [CK : NL/K CL] es finita, entonces [CK : NE/K CE ] es finita,
por lo tanto, para la finitud, basta considerar el caso cuando E/K es de Galois.

Sea pues E/K Galois. Sea S un conjunto finito de primos incluyendo a
los arquimedianos, a los primos ramificados y suficientemente grande tal que
JK = JK,SK

∗ y JE = JE,SE
∗ (por ser E/K normal). Entonces

K∗NE/K JE = K∗NE/K E
∗ ·NE/K JE,S = K∗NE/K JE,S .

Por tanto

[JK : K∗NE/K JE ] = [K∗JK,S : K∗NE/K JE,S ] ≤ [JK,S : NE/K JE,S ]

=
[ ∏
v∈S

K∗v ×
∏
v/∈S

Uv :
∏
v∈S

∏
ω|v

NEω/Kv E
∗
ω ×

∏
v/∈S

∏
ω|v

Uω

]
=
↑

v/∈S⇒v
no ramificado

[ ∏
v∈S

K∗v ×
∏
v∈S

Uv :
∏
v∈S

∏
ω|v

NEω/Kv E
∗
ω ×

∏
v/∈S

Uv

]

≤
↑

E/K Galois

∏
v∈S

[K∗v : NEω/Kv E
∗
ω] =

↑
Teorema de

reciprocidad local

∏
v∈S

[Eω : Kv]

=
∏
v∈S

nv <∞.

Esto prueba la finitud.
Ahora, el ı́ndice de la norma divide a una potencia de grado m = [E : K],

la extensión siendo normal o no, pues si ~α ∈ CK , ~αm = NE/K ~α ∈ NE/K CE ,

lo que implica CK/NE/K CE es subgrupo de
(
Z/mZ

)r
para algún r ∈ N. ut

Lema 6.6.2. Sea K ⊆ F ⊆ E dos extensiones finitas. Entonces

(a) [CK : NF/K CF ]
∣∣[CK : NE/K CE ].

(b) [CK : NE/K CE ]
∣∣[CK : NF/K CF ] · [CF : NE/F CE ].

Por tanto, si la desigualdad se presenta en los pasos de la torre, se tiene
la desigualdad en la torre misma.
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Demostración. Se tiene

[CK : NE/K CE ] = [CK : NF/K CF ][NF/K CF : NF/K(NE/F CE)]

lo cual prueba (a).
Ahora, el mapeo CF −→ NF/K CF , ~α 7−→ NF/K ~α, es un homomorfismo.

Se tiene el epimorfismo inducido

CF
NE/F CE

NF/K−−−−→
NF/K CF

NF/K

(
NE/F CE

) =
NF/K CF

NE/K CE
,

por lo que [NF/K CF : NF/K(NE/F CE)] divide a [CF : NE/F CE ] de donde se
sigue (b). ut

Corolario 6.6.3. Si la segunda desigualdad se cumple para todas las exten-
siones ćıclicas de grado primo, entonces se cumple para todas las extensiones
de Galois.

Demostración. Sea L/K una extensión de Galois y sea l un número primo. Sea
E el campo fijo de L de un l-subgrupo de Sylow del grupo G = Gal(L/K). Se
tiene que L/E es una torre de extensiones ćıclicas de grado l y la desigualdad
se cumple en L/E por el Lema 6.6.2, esto es [CE : NL/E CL]

∣∣[L : E].
Por otro lado [CK : NE/K CE ] divide a una potencia [E : K] y por tanto

es primo relativo a l. Ahora, por el Lema 6.6.2, se tiene que

[CK : NL/K CL]
∣∣[CK : NE/K CE ][CE : NL/E CL],

por lo que para cada número primo l, la l-contribución de [CK : NL/K CL]
divide a [L : E] y por tanto a [L : K]. La desigualdad se sigue para L/K. ut

Corolario 6.6.4. Si l un número primo con l 6= p donde p es la caracteŕıstica
de K, es suficiente probar la segunda desigualdad para extensiones ćıclicas de
K de orden l suponiendo que una l-ráız primitiva ζl de la unidad está en K.

Demostración. Sea L/K una extensión ćıclica de grado l. Entonces

[CK : NL/K CL]
∣∣[CK : NL(ζl)/K CL(ζl)] y

[CK : NL(ζl)/K CL(ζl)]
∣∣[CK : NK(ζl)/K CK(ζl)] · [CK(ζl) : NL(ζl)/K(ζl) CL(ζl)].

Además [CK : NK(ζl)/K CK(ζl)] es primo relativo a l pues [K(ζl) : K]|l− 1
y [CK : NL/K CL] es una potencia de l y divide a [CK(ζl) : NL(ζl)/K(ζl) CL(ζl)],
una extensión ćıclica de grado primo de un campo que contiene a ζl. ut
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6.6.1. Segunda desigualdad para extensiones de Kummer

Sea K un campo global que contiene a las n-ráıces de la unidad, ζn ∈ K
y donde n es una potencia de un número primo diferente a la caracteŕıstica
p de K. Sea L/K una extensión de Galois con grupo de Galois Gal(L/K) ∼=
(Z/nZ)r.

Sea S un conjunto finito no vaćıo de lugares de K conteniendo a los pri-
mos infinitos, a los primos que dividen a n, a los primos ramificados en L y
suficientemente grande tal que JK = JK,SK

∗. Sea s = |S|.

Proposición 6.6.5. Se tiene que s ≥ r y que existe un conjunto T de s − r
primos de K, disjunto de S, tal que L = K( n

√
∆) donde ∆ es el núcleo del

homomorfismo KS −→
∏

p∈T K
∗
p/(K

∗
p)n.

Demostración. Se tiene que L = K( n
√
D) donde D = (L∗)n∩K∗ por la Teoŕıa

de Kummer, Teorema 2.4.2. Si x ∈ D, entonces Kp( n
√
x)/Kp es no ramificado

para todo p /∈ S. Por tanto x = upy
n
p con up ∈ Up y yp ∈ K∗p .

Definimos yp = 1 para p ∈ S de tal forma que se define un idèle ~y que se
puede escribir ~y = ~α · z con ~α ∈ JK,S , z ∈ K∗. Ahora bien

xz−n = upy
n
p z
−n = upα

n
pz
nz−n = upα

n
p ∈ Up

para toda p /∈ S, de tal forma que xz−n ∈ JK,S ∩ K∗ = KS , por lo que
xz−n ∈ ∆ := (L∗)n ∩KS . Por tanto D = ∆(K∗)n (pues claramente, ∆ ⊆ D),
de donde L = K( n

√
∆).

El campo M := K(
n
√
KS) contiene a L puesto que ∆ ⊆ KS . Nuevamen-

te, por Teoŕıa de Kummer, tenemos Gal(M/K) ∼= Hom
(
KS/(KS)n, 〈ζn〉

)
.

Puesto que KS tiene rango finito s − 1 (Teorema 6.1.17) y contiene a 〈ζn〉,
se tiene que KS/(KS)n ∼= (Z/nZ)s. Por tanto Gal(M/K) ∼= (Z/nZ)n y co-

mo Gal(M/K)
Gal(M/L)

∼= Gal(L/K) ∼= (Z/nZ)r, se tiene que r ≤ s y Gal(M/L) ∼=
(Z/nZ)s−r.

Sean {σ1, . . . , σs−r} una (Z/nZ)-base de Gal(M/L),Mi el campo fijo de σi,
Mi = M 〈σi〉 y L =

⋂s−r
i=1 Mi. Para cada 1 ≤ i ≤ s− r, sea Pi un primo de Mi

totalmente inerte en M/Mi y tal que pi := Pi|K /∈ S. Además, seleccionamos
estos primos pi distintos. Esto se puede hacer por el Corolario 6.5.2.

Puesto que pi /∈ S, se tiene que pi es no ramificado en M/K pues M =

K(
n
√
KS) y por tanto pi es no ramficado en cada K( n

√
x), x ∈ KS . Sea Zi el

campo de descomposición del único primo qi de M sobre Pi, 1 ≤ i ≤ s − r
en M/K. Como Pi es totalmente inerte en M/Mi, se tiene Zi ⊇Mi. Por otro
lado, el grupo de descomposición Di = DM/K(qi|pi) es ćıclico pues pi es no

ramificado. Puesto que Di ⊆ Gal(M/K) = (Z/nZ
)s

, Di tiene exponente n de
donde se sigue que Di es de orden un divisor de n. Por tanto Zi ⊆ Mi. En
resumen, Mi es el campo de descomposición de qi en M/K.

Sea T := {p1, . . . , ps−r}. Puesto que L =
⋂s−r
i=1 Mi, se tiene que L/K es

la máxima subextensión de M/K en el cual todos los primos p1, . . . , ps−r son
totalmente descompuestos. Por tanto, si x ∈ KS , se tiene
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x ∈ ∆ ⇐⇒ K( n
√
x) ⊆ L ⇐⇒ Kpi(

n
√
x) = Kpi , i = 1, . . . , s− r

⇐⇒ x ∈ (K∗pi)
n, i = 1, . . . , s− r,

probando que ∆ es el núcleo del mapeo natural

KS −→
s−r∏
i=1

K∗pi/(K
∗
pi)

n, x 7−→
s−r∏
i=1

x mód (K∗pi)
n. ut

Lema 6.6.6. Sean S y T como en la Proposición 6.6.5 y sean

JK(S, T ) :=
∏
p∈S

(K∗p)n ×
∏
p∈T

K∗p ×
∏

p/∈(S∪T )

Up,

y

CK(S, T ) := JK(S, T )K∗/K∗.

Entonces JK(S, T ) ∩K∗ = (KS∪T )n.

Demostración. Es inmediato de (K(S∪T ))n ⊆ JK(S, T ) ∩ K∗. Sea y ∈
JK(S, T ) ∩K∗ y sea N = K( n

√
y). Para probar que N = K basta probar que

CK = NN/K CN pues por la primera desigualdad, se tiene [CK : NN/K CN ] ≥
[N : K].

Sea ~̃α ∈ CK = JK,SK
∗/K∗ y sea ~α un representante de ~̃α. El mapeo

KS −→
∏

p∈T Up/(Up)n es sobre pues ∆ es su núcleo y se tiene |KS/∆| =
|KS/(KS)n|
|∆/(KS)n| = ns

|Gal(L/K)| = ns−r, |Up/(Up)n| = n
np

= n, donde np = q−vp(n) =

1, (Proposición 5.3.1) y por tanto
∣∣∏

p∈T Up/(Up)n
∣∣ = ns−r.

Por tanto existe x ∈ KS con αp = xunp con up ∈ Up para p ∈ T . El idèle
~β = ~αx−1 pertenece a la misma clase ~α y veremos que ~β ∈ NN/K JN . Para
esto, por el teorema de la norma de idèles, Teorema 6.3.9, necesitamos que
cada componente βp sea una norma de NP/Kp. Para p ∈ S esto se cumple
puesto que y ∈ (K∗p)n por lo que NP = Kp. Para p ∈ T esto se cumple pues
βp = unp es una n-potencia.

Para p ∈ S ∪ T , βp es una unidad y NP/Kp es no ramificada, por lo que
NNP/Kp

UP = Up (Teoremas 5.1.11 y 6.1.18). Por tanto CK = NN/K CN de

donde se sigue que N = K y por tanto y ∈ (K∗)n ∩ JK(S, T ) ⊆
(
K(SUT )

)n
.

De esta forma obtenemos que JK(S, T ) ∩K∗ =
(
K(S∪T )

)n
. ut

Teorema 6.6.7. Con las notaciones anteriores, se tiene que NL/K CL ⊇
CK(S, T ) y [CK : CK(S, T )] = [L : K].

En particular, [CK : NL/K CL]
∣∣[CK : CK(S, T )] = [L : K].

Cuando L/K es ćıclica, esto es, r = 1, entonces NL/K CL = CK(S, T ) y
[CK : NL/K CL] = [L : K].
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Demostración. Se tiene la sucesión exacta

1 −→ JK,S∪T ∩K∗

JK(S, T ) ∩K∗
−→ JK,S∪T

JK(S,T )
�

JK,S∪TK
∗

JK(S, T )K∗
−→ 1.

Puesto que JK,S∪TK
∗ = JK , el orden del último grupo es

[JK,S∪TK
∗ : JK(S, T )K∗] =

[
JK/K

∗ : JK(S, T )K∗/K∗
]

= [CK : CK(S, T )].

El orden del primer grupo es

[JK,S∪T ∩K∗ : JK(S, T ) ∩K∗] = [KS∪T : (KS∪T )n] = ns+s−r = n2s−r,

pues 〈ζn〉 ⊆ KS∪T . El orden del grupo intermedio es

[JK,S∪T : JK(S, T )] =
∏
p∈S

[K∗p : (K∗p)n] =
↑

Proposición 5.3.1

∏
p∈S

n2

|n|p

= n2s
∏
p∈S
|n|−1

p =
↑

p∈S⇒p-n⇒
|n|p=q−vK (n)=q0=1

n2s.

Se sigue que [CK : CK(S, T )] = n2s

n2s−r = nr = [L : K].
Ahora veremos que CK(S, T ) ⊆ NL/K CL. Sea ~α ∈ JK(S, T ). Por el Teo-

rema 6.3.9, ~α ∈ NL/K JL ⇐⇒ αp ∈ NLP/Kp
L∗P para toda p ∈ PK . Si

p ∈ S, puesto que αp ∈ (K∗p)n, se tiene que es norma Kp( n
√
K∗p) por Teoŕıa

de Kummer para campos locales (Proposición 5.7.5), y por tanto de Kp( n
√
∆),

∆ = núc
(
KS −→

∏
p∈T K

∗
p/(K

∗
p)n
)

pues Kp( n
√
∆) ⊆ Kp( n

√
K∗p).

Para p ∈ T , por el Lema 6.6.6, ∆ ⊆ (K∗p)n de tal forma que p se descom-
pone totalmente y LP = Kp.

Para p /∈ S∪T , αp es una unidad y LP = Kp( n
√
∆) es no ramificada sobre

Kp y NLP/Kp
UP = Up.

Por tanto JK(S, T ) ⊆ NL/K JL de donde CK(S, T ) ⊆ NL/K CL. Por tanto
[CK : NL/K CL] ≤ [CK : CK(S, T )] = nr.

Cuando L/K es ćıclica, es decir, cuando r = 1, entonces, como consecuen-
cia de la primera desigualdad

n = [L : K] ≤ [CK : NL/K CL] ≤ [CK : CK(S, T )] = [L : K] = n,

de donde se sigue que NL/K CL = CK(S, T ) y [CK : NL/K CL] = [L : K]. ut

Esto prueba la segunda desigualdad para campos numéricos.

6.6.2. Segunda desigualdad para campos de funciones

Ahora, sea K un campo global de funciones de caracteŕıstica p > 0.
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Definición 6.6.8. Sea E cualquier campo. Una derivación en E es un mapeo
D : E −→ E, tal que

• D(x+ y) = D(x) +D(y) para cualesquiera x, y ∈ E,
• D(xy) = xD(y) + yD(x) para cualesquiera x, y ∈ E.

Con x = y = 1 obtenemos D(1) = 0 y si y = x−1 con x 6= 0, se obtiene
D(x−1) = −x−2D(x).

Sea Pn = {x ∈ E | Dn(x) = 0}. Pn es un subgrupo aditivo de E. Se define,
D0 = IdE , P0 = {0}.

Notación 6.6.9. El operador aditivo E −→ E, x 7−→ xy se denota ya sea
simplemente por y o por µy: µy(x) = xy. De esta forma Dy significa el ope-
rador producto y seguido de D y D(y) significa el efecto que D tiene en el
elemento y.

Definición 6.6.10. Un elemento x ∈ E es una derivada logaŕıtmica en E si

existe y ∈ E tal que x = D(y)
y y x es la derivada logaŕıtmica de y.

Lema 6.6.11. Un elemento x ∈ E es la derivada logaŕıtmica de un elemento
y ∈ Pn \ Pn−1, n > 0, si y solamente si la n-potencia del operador D + x
aplicada a 1 es igual 0 y la (n− 1)-potencia aplicada a 1, es diferente a 0:

(D + x)n(1) = 0 y (D + x)n−1(1) 6= 0,

o, equivalentemente,

(D + µx)n(1) = 0 y (D + µx)n−1(1) 6= 0.

Demostración. Sea x = D(y)
y para alguna y ∈ E∗. Se tiene

(D + µx)(z) = D(z) + xz = D(z) +
D(y)

y
z

= y−1D(zy) = y−1Dµy(z) = y−1Dy(z).

Esto es, D + µx = y−1Dµy y por tanto, para n ≥ 0, tenemos

(D + x)n = (D + µx)n = y−1Dnµy.

Sea y ∈ Pn \Pn−1. Entonces (D+µx)n(1) = y−1Dnµy(1) = y−1Dn(y) = 0
y de manera análoga, tenemos (D + µx)n−1(1) 6= 0.

Rećıprocamente, supongamos que (D+µx)n(1) = 0 y que (D+µx)n−1(1) 6=
0. Definimos y−1 := (D + µx)n−1(1). Entonces (D + µy)(y−1) = 0 =

−y−2D(y) + xy−1, por lo que x = D(y)
y . Ahora bien, D + µx = y−1Dy =

y−1Dµy y (D + µx)n−1(1) = y−1Dn−1(y) 6= 0 y similarmente y−1Dn(y) = 0.
Por tanto y ∈ Pn \ Pn−1. ut
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Consideremos un campo E con la propiedad de que para cada x ∈ E, exista
nx ∈ N con Dnx(x) = 0, esto es, E =

⋃∞
n=0 Pn. Sea F ⊆ E un subcampo tal

que D(F ) ⊆ F . Entonces, del Lema 6.6.11 se sigue que para x ∈ F , se tiene
que x es una derivada logaŕıtmica en F ⇐⇒ x es un derivada logaŕıtmica en
E. De hecho, si x ∈ F es la derivada logaŕıtmica de un elemento y ∈ Pn\Pn−1,
entonces x es la derivada logaŕıtmica de z donde z−1 = (D + µx)n−1(1), el
cual es un elemento de F pues D(F ) ⊆ F .

La situación anterior se presenta en el siguiente caso. Sea K un campo de
caracteŕıstica p > 0 y E = K((t)) el campo de las series formales de Laurent
con la derivada usual con respecto a t: D

(∑∞
n=m ant

n
)

=
∑∞
n=m nant

n−1 =∑∞
n=m−1(n+ 1)an+1t

n. Entonces se tiene que Dp = 0.

Corolario 6.6.12. Sea E = K((t)) las series de Laurent de caracteŕıstica p >
0 y sea F un subcampo de E estable bajo la derivación D := d

dt , D(F ) ⊆ F .
Un elemento x ∈ F es la derivada logaŕıtmica en F si y solamente si es una
derivada logaŕıtmica en E. ut

Sea K un campo de funciones global de caracteŕıstica p > 0. Sean k0 = Fq
el campo de constantes de K y Fp es el campo primo. Sea Kp la completación
de K con respecto al primo p. Sea K(p) el campo residual de Kp, Fq ⊆ K(p)
por ser Fq perfecto y Kp es de manera natural isomorfo a K(p)((t)) donde t
es un elemento uniformizador, vp(t) = 1.

Puesto que Fq es perfecto, se puede tomar t ∈ K que sea un elemen-
to separador, esto es K/Fq(t) es separable ([160, Corollary 8.2.11 y Remark
8.4.9]). Sea Tr la traza de K(p) a Fp. Sea Res(xdy) el residuo de la diferencial
local xdy calculado con respecto a un parámetro uniformizador.El residuo no
depende del parámetro ([160, Theorem 9.3.9 y Definition 9.3.10]).

Definimos un pareo local de la siguiente forma. Para x, y ∈ Kp, sea∫
p

xdy := Tr(Resxdy). (6.6.5)

Si x ∈ Kp y y ∈ K∗p , se define

ϕp(x, y) =

∫
p

x
dy

y
=

∫
p

x
dy
dt

y
dt.

Se verifica que

ϕp(x+ x′, y) = ϕp(x, y) + ϕp(x′, y),

ϕp(x, yy′) = ϕp(x, y) + ϕp(x, y′),

por lo que se tiene un pareo de los grupos Kp (aditivo) y K∗p (multiplicativo)
con valores en el grupo aditivo Fp. Si x es entero en Kp, esto es, vp(x) ≥ 0

y y es una unidad en K∗p , es decir, vp(y) = 0, entonces xdyy tiene residuo 0.

Esto muestra la continuidad del pareo: ϕ−1
p (0) ⊇ Op × Up.
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Lema 6.6.13. Sea x ∈ Op. Entonces ϕp(x, y) = 0 ⇐⇒ p|vp(y) o x = ℘(z)
para algún z ∈ Kp, donde ℘ es el operador de Artin-Schreier: ℘(z) = zp − z.

Demostración. Sea x = a0 + a1t+ · · · , ai ∈ K(p), y = tnε, ε ∈ Up. Entonces
ϕp(x, ε) = 0. Por tanto

ϕp(x, y) = ϕp(x, tn) =

∫
p

x
dtn

t
= n

∫
p

x
dt

t
= nTr(a0).

Se sigue que tener ϕp(x, y) = 0 es equivalente con p|n o Tr(a0) = 0 y
debemos probar que Tr(a0) = 0 es equivalente con la existencia de un z tal
que x = ℘(z) = zp − z, z ∈ Kp.

Primero supongamos que x = zp − z. Si la serie de Laurent para z tiene
polos, estos polos seŕıan dominantes en zp y entonces x no podŕıa ser entero:
Sea b el término constante de z, por lo que a0 = bp− b. Sea σ el automorfismo
de Frobenius de K(p)/Fp: σc = cp. De esta forma, a0 = (σ − 1)b lo cual
es equivalente Tr a0 = 0 pues Hn(Gal(K(p)/Fp),K(p)) = 0, en particular,
H1(Gal(K(p)/Fp),K(p)) = 0, o simplemente, Tr a0 = Trσb − Tr b = 0 pues
σb y b son conjugado.

Rećıprocamente, si Tr(a0) = 0, entonces por la misma razón anterior,
a0 = (σ− 1)b = ℘(b) para algún b ∈ K(p). Sea x− a0 = x1 = a1t+ a2t

2 + · · ·
y sea z1 = −(x1 +xp1 +xp

2

1 + · · · ). La serie converge en la topoloǵıa de Kp y se
obtiene x1 = zp1−z1 = ℘(z1) y por tanto x = a0+x1 = ℘(b)+℘(z1) = ℘(b+z1)
y el resultado se sigue. ut

6.6.3. Un pareo global

La traza Tr definida en el pareo local (6.6.5), se puede descomponer como
Tr = TrK(p)/Fp = TrFq/Fp ◦TrK(p)/Fq . Sea AK el anillo de adèles. Sea p un
primo y sea t un elemento separador para K y vp(t) = 1. Sea

λ(~ξ) =
∑
p

Trp(Res
p

(ξpdt)),

con Trp = TrK(p)/Fq ,
~ξ ∈ AK y λ(~ξ) ∈ Fq. Si |ξp|p es suficientemente pequeño

en todos los primos donde t tiene polos y ξp es una unidad en los demás

primos, se tiene λ(~ξ) = 0 pues Resp(ξpdt) = 0 para toda p. En particular
λ es una función continua sobre AK . Por el Teorema de los residuos ([160,
Theorem 9.3.14]), λ(x) = 0 para toda x ∈ K, donde x es el adèle principal.
En otras palabras, λ es un diferencial sobre K. Sea∮

~ξdt = TrFq/Fp(λ(~ξ)) =
∑
p

∫
p

ξpdt.

Lema 6.6.14. Si ~ξ ∈ AK es tal que
∮
ξxdt = TrFq/Fp(λ(~ξx)) = 0 para toda

x ∈ K, entonces ~ξ ∈ K.
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Demostración. Podemos reemplazar x por αx por cualquier α ∈ Fq y obtene-

mos TrFq/Fp(α · λ(~ξx)) = 0. Si λ(~ξx) 6= 0, tendŕıamos TrFq/Fp(Fq) = 0 lo cual

no se cumple pues Fq/Fp es separable. Por tanto λ(~ξx) = 0 para toda x ∈ K.
Se tiene que, para x ∈ K, si µ es una diferencial, xµ es una diferencial

donde (xµ)(~α) := µ(~αx). Si seleccionamos µ0 6= 0, puesto que las diferenciales
es un espacio de dimensión 1 sobre K, toda diferencial es de la forma xµ0.
Ahora λ 6= 0 y (xλ)(~ξ) = λ(~ξx) = 0, es decir µ(~ξ) = 0 para toda diferencial

µ. Veamos que necesariamente ~ξ ∈ K, esto es,⋂
µ diferencial

núcµ =
⋂

a divisor

(K + XK(a−1)) = K.

Sea ~α −−−→
δ

λ(~ξ~α). Se verifica que δ es una diferencial (λ(~ξx) = δ(x) = 0

para toda x ∈ K). Por tanto existe β ∈ K tal que δ = βλ, es decir, λ(~ξ~α) =

δ(~α) = βλ(~α) = λ(β~α). Por tanto λP(~ξ~α) = λP(β~α) para toda P ∈ PK lo
cual implica λP((ξP − β)αP) = 0 para toda αP. Por tanto ξP − β = 0 para

toda P ∈ PK , de donde se sigue ~ξ = β ∈ K. ut

Sea t un elemento separador de K/Fq, es decir, K/Fq(t) es separable, el
cual existe por ser Fq perfecto ([160, Corollary 8.2.11]).

Lema 6.6.15. Para cada p ∈ PK , sea tp un elemento primo de Kp. Entonces
dt
dtp

es unidad para casi toda p.

Demostración. Tenemos que el divisor de la diferencial dt en K es (dt)K =
DK/k(t) conFq(t)/K P−2

∞ , donde P∞ es el polo de x en Fq(t). En particular
vp((dt)K) = 0 para casi toda p.

Veamos que si tp es un elemento primo en p, entonces si en Kp, dt
dtp

=∑
m=n amt

m
p con an 6= 0, se tiene que vp((dt)K) = n. Una vez probado lo

anterior, se seguirá que dt
dtp

es una unidad para casi toda p.

Nos referimos a [160, Subsection 9.3] donde se ve la relación entre las dife-
renciales αdβ (de Hasse) y las diferenciales ω de Weil. Esto es [160, Theorem
9.3.15]: Dada αdβ, se define ω : XK(= AK) −→ Fq por

ω(~ξ) =
∑
p∈PK

Res
p

(ξpαdβ) y se tiene ωp(~ξ) = Res
p
ξpαdβ.

En la demostración del Theorem 9.3.15 de [160] se obtiene que el exponente
local del divisor (ω)K , es precisamente vp(αdβ). En nuestro caso, dt = dt

dtp
dtp

y vp(dt) = vp
(
dt
dtp

)
. ut

Ahora sea ~α ∈ JK . Sea ~β dada por βp = 1
αp

dαp

dt = 1
αp

dαp

dtp

(
dt
dtp

)−1
. Entonces

βp ∈ OK para casi toda p y por tanto β ∈ AK . Usamos la notación ~β = 1
~α
d~α
dt .
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Sea ϕ : K × JK −→ Fp el pareo dado por

ϕ(x, ~α) =

∮
x

1

~α

d~α

dt
dt =

∑
p

∫
p

x
1

αp

dαp

dt
dt =

∑
p

∫
p

x
dαp

αp

=
∑
p

ϕp(x, αp) =
∑
p

Tr(Res
x

αp
dαp). (6.6.6)

Considerando K y Fp con la topoloǵıa discreta, se tiene que si αp está muy

cerca de 1, entonces
dαp

αp
está muy cerca de 0 y viendo las componentes de

los integrandos locales, se sigue la continuidad en JK . Por tanto el pareo en
(6.6.6) es un pareo continuo.

Lema 6.6.16. El núcleo en JK del pareo (6.6.6) es JpKK
∗ y el núcleo en K

es ℘(K) = {zp − z | z ∈ K}.

Notemos que cada elemento de K tiene peŕıodo p y que JK/K
∗JpK es

compacto y de hecho, isomorfo a CK/C
p
K . Más precisamente, se tiene CK ∼=

CK,0 × A, A ⊆ R+, CpK
∼= CpK,0 × Ap y CK,0 es compacto, A ∼= Z por lo que

CK/C
p
K
∼= CK,0/C

p
K,0 × Z/pZ es compacto.

Demostración. Si ~α está en el núcleo en JK , entonces ~ξ = 1
~α
d~α
dt ∈ AK satisface∮

~ξxdt = 0 para toda x ∈ K, por lo que ~ξ = y ∈ K pues ω(~ξ) = 0 para toda
diferencial de K (Lema 6.6.14).

Tomando la componente p de y (yp = y), que tenga a t ∈ K como uniformi-

zador local, entonces y = 1
αp

dαp

dt y por tanto y es una derivada logaŕıtmica en

Kp. Puesto que K ⊆ Kp, y K es estable bajo diferenciación puesto que t ∈ K,
y ya que y ∈ K, el Corolario 6.6.12 prueba que y es derivada logaŕıtmica en
K:

y =
1

z

dz

dt
, z ∈ K.

Obtenemos
~ξ =

1

~α

d~α

dt
=

1

z

dz

dt
= y.

Sea ~γ = z−1~α. Entonces d~γ
dt = −z−2 dz

dt ~α + z−1 d~α
dt = 0. Por tanto

dγp
dt = 0

para toda p lo cual implica que cada componente es una p-potencia por lo que
~γ ∈ JpK y por tanto ~α ∈ JpKK∗.

Por otro lado, tanto JpK como K∗ claramente pertenecen al núcleo del

mapeo ϕ, K∗ puesto que λ(~ξ) =
∑

p Trp(Resp(ξpdt)) es una diferencial. Se

sigue que el núcleo de ϕ(x, ~α) en JK es JpKK
∗.

Ahora sea x = zp− z. Sea ~ξ ∈ JK . Por el teorema de aproximación, existe
y ∈ K tal que y~ξ está muy cercano a 1 en todos los lugares en donde x tiene
un polo. Sea p un polo de x. Entonces

ϕp(x, y~ξ) =

∫
p

x
d(yξp)

yξp
.
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Sea π un primo en p. Se tiene

x
d(yξp)

yξp
= x

d(yξp)

π

(yξp
π

)−1

,

yξp = 1 + πnb, d(yξp) = nπn−1bdπ,

aśı que

d(yξp)

π
= nπn−2bdπ,

(yξp
π

)−1

= π−1(1− πnb+ · · · ) = π−1 − πn−1b+ · · · ,

d(yξp)

π

(yξp
π

)−1

= nπn−2 + · · · , x
d(yξp)

π

(yξp
π

)−1

= nπn−2−m + · · ·

donde x = x0

πm . Por tanto, con n ≥ 2 + m, se tiene Resx
d(yξp)
yξp

= 0. Se sigue

que ϕp(x, y~ξ) = 0 para todo lugar p que es polo de x.
Ahora, como y está en el núcleo de JK . Entonces

ϕ(x, ~ξ) =
∑
p

ϕp(x, y~ξ) =
∑
q

ϕq(x, yξq),

donde q vaŕıa sobre los primos donde x no tiene polos y por tanto x es un
entero local. Por el Lema 6.6.13 se tiene que ϕq(x, yξq) = 0 pues x = zp − z.
Se sigue que x está en el núcleo de K bajo el pareo ϕ.

Rećıprocamente, supongamos que x está en el núcleo de K. Entonces,
ϕ(x, ~ξ) = 0 para toda ~ξ ∈ JK , en particular para los idèles ~ξp que únicamente

una componente 6= 1, esto es, (~ξp)q =

{
1 si q 6= p,

ξp si q = p
, se tiene ϕ(x, ~ξp) =

ϕp

(
x,
(
~ξp
)
p

)
= 0. Por tanto ϕp(x, ξp) = 0 para toda ξp ∈ Kp.

Sea p un primo que no es polo de x. En ese primo, se puede aplicar el
Lema 6.6.13 y se tiene x = zpp − zp con algún zp ∈ Kp.

Se tiene que p se descompone en K
(
℘−1x

)
/K pues

(
K(℘−1x)

)
p

=(
K(zp)

)
p

= Kp o, simplemente, Y p−Y −x =
∏p−1
i=0 (Y −zp−i) se descompone

totalmente módulo p, por lo tanto p se descompone totalmente ([136, Teorema
10.3.16]).

Como esto se cumple para toda p, como consecuencia del Corolario 6.5.3,
se sigue que K(℘−1x) = K por lo que x = zp − z, z ∈ K. ut

6.6.4. Grupo de Galois de la máxima p-extensión elemental
abeliana de K

Esta extensión es L = K(℘−1(K)). Sea G = Gal(L/K). El grupo asociado
a L es A = ℘−1(K). El pareo es (α, σ) = (σ − 1)α. A se mapea en K por el

mapeo α 7→ ℘α. La imagen de A es K. Se puede ver como el pareo K×G [ , ]−−→
Fp donde [x, σ] = (σ − 1)(℘−1(x)), x ∈ K, σ ∈ G.
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El núcleo en K es ℘(K), el mismo que el del pareo ϕ(x, ~ξ). El núcleo en G
es {1}. Con este pareo, se tiene G ∼= ̂(

K/℘(K)
)

= Hom(K/℘(K),Fp) donde

K/℘(K) tiene la topoloǵıa discreta. Con el pareo ϕ(x, ~ξ), el grupo JK/J
p
KK

∗

es naturalmente isomorfo al mismo grupo K̂/℘(K).
Se tiene un isomorfismo natural

G ∼= JK/J
p
KK

∗ = CK/C
p
K .

Si σ ∈ G es la imagen del idèle ~α bajo este isomorfismo, entonces debemos
tener ϕ(x, ~α) = [x, σ] = (σ − 1)(℘−1(x)).

Denotamos este elemento σ ∈ G por σ~α. Esto es, el isomorfismo G ∼=
JL/J

p
KK

∗ lo describimos por µ : JL
µ−→ G, µ(~α) := σ~α y donde núcµ =

JpKK
∗. La ecuación anterior describe el efecto de σ~α en los generadores de L,

una descripción que determina σ~α completamente:

σ~α : ℘−1(x) −→ ℘−1(x) + ϕ(x, ~α), (6.6.7)

donde ϕ es el pareo global ϕ : G × L −→ Fp, y si ~α ∈ JK se mapea a σ~α ∈ G
bajo µ, tenemos que (6.6.7) se lee σ~α(z) = z + ϕ(x, ~α) con ϕ(x, ~α) ∈ Fp y
donde zp − z = x.

De esta forma, hemos probado

Teorema 6.6.17. El mapeo dado en (6.6.7) es un isomorfismo bicontinuo
entre JK/J

p
KK

∗ ∼= CK/C
p
K y el grupo de Galois de la máxima extensión

abeliana L de K de exponente p. ut

6.6.5. Demostración de la 2nda. desigualdad en caracteŕıstica
p > 0

Sea M/K una extensión ćıclica de grado p de campos globales de funciones.
Como M es subcampo de la máxima p-extensión elemental abeliana de K,
L = K(℘−1(K)), M está determinado por un subgrupo abierto H de G =
Gal(L/K) de ı́ndice p, H = Gal(L/M), [G : H] = p.

El grupo de normas K∗NM/K JM es un subgrupo abierto de JK (Teore-
ma 6.3.2): todos los idèles en un vecindad suficientemente pequeña de 1 son
normas, y es de ı́ndice finito en JK , pues JK/K

∗NM/K JM ∼= CK/NM/K CM
y si Λ = CK,0 ∩ NM/K CM , entonces Λ es abierto en CK,0. Como CK,0 es
compacto, se sigue que [CK,0 : Λ] < ∞. Puesto que el campo de constantes
de M es Fqν con ν ∈ {1, p}, se tiene que ∆ = NM/K CM ∩ Z 6= {0} de donde
se sigue que Z/∆ es un grupo finito y por tanto [CK : NM/K CM ] <∞.

Por la primera desigualdad, se tiene que

[CK : NM/K CM ] = [JK : K∗NM/K JM ] ≥ p = [M : K].

La imagen de este grupo bajo el isomorfismo del Teorema 6.6.17 (el epimor-
fismo µ) es cierto subgrupo abierto H′ de G. Esquemáticamente, tenemos:
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K∗NM/K JM // H′, M // H.

El ı́ndice de H′ en G es finito y mayor o igual p. Se tiene que H′ determina
cierto subcampo E/K de L/K el cual es la composición de campos ćıclicos
de grado p y cada uno de estos campos se quedan fijos bajo H′, E = LH

′
.

A cada subcampo ćıclico M ′/K de grado p que sea diferente a M , daremos
un elemento de H′ que no deja fijo a todos los elementos de M ′. Esto probará
que H′ = H y probará completamente la segunda desigualdad puesto que el
ı́ndice de H en G es p.

Más precisamente, si [M ′ : K] = p con M ′/K abeliana y M ′ 6= M , se
probará que M 6⊆ LH

′
y en consecuencia, como LH

′ 6= K, entonces LH
′ ⊆

M = LH por lo que H ⊆ H′ y p = [G : H] = [G : H′][H′ : H] ≥ [G : H′] ≥ p.
Por tanto obtendremos que p = [G : H] = [G : H′] y H = H′.

Por el Teorema 6.5.5, existe un primo (de hecho, una infinidad) p en K que
se descompone en M/K y es inerte en M ′/K. Si K ′ = K(℘−1(x)) se puede
seleccionar p que no sea polo de x. Sea ~αp ∈ JK que tiene en la componente
p un elemento primo de Kp y las demás componentes son 1.

Se tiene que (~αp)p ∈ Kp es norma de de MP, P|p, pues p se descompone
en M/K y por tanto MP = Kp. Las demás componentes son 1 y por tanto
son normas locales. Del Teorema 6.3.9, se tiene que ~αp es una norma de
algún elemento de JM . Se sigue que σ~αp

∈ H′. Ahora, calculamos ϕ(x, ~αp) =
ϕp(x, (~αp)p).

Como p no se descompone en M ′, se tiene que x /∈ ℘(Kp). Ahora (~αp)p es
un elemento primo, por tanto de valuación 1 y en particular no es divisible
por p. Por el Lema 6.6.16, se tiene que ϕ(x, ~αp) 6= 0. Esto significa, de acuerdo
a (6.6.7), que σ~αp

mueve ℘−1(x):

σ~αp
(℘−1(x)) = ℘−1(x) + ϕp(x, (~αp)p) 6= ℘−1(x),

y por tanto no es la identidad en M ′.

Teorema 6.6.18 (Segunda desigualdad fundamental). Para cualquier
extensión finita de Galois L/K de campos globales, se tiene que

[CK : NL/K CL]
∣∣[L : K]. ut

Como consecuencia de la primera y de la segunda desigualdad obtenemos.

Teorema 6.6.19. Si L/K es una extensión finita ćıclica de grado primo p de
campos globales, H0(G,CL) ∼= H2(G,CL) ∼= G = Gal(L/K) y H1(G,CL) =
1.

Demostración. Se obtuvo de la primera desigualdad que h(G,CL) = p =
[L : K], por tanto |H0(G,CL)| ≥ p y por la segunda desigualdad que
|H0(G,CL)| = [CK : NL/K CL] ≤ p. Se sigue que |H0(G,CL)| = p y
|H1(G,CL)| = 1.

Ahora bien, puesto que H0(G,CL) tiene orden primo p, es ćıclico lo mismo
que G, por lo que H0(G,CL) ∼= H2(G,CL) ∼= G. ut
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Teorema 6.6.20. Si L/K es una extensión finita de Galois de campos globa-
les con grupo de Galois G = Gal(L/K), entonces se tiene H1(G,CL) = {1}.

Demostración. Si L/K es ćıclica, entonces por la primera desigualdad, se
tiene |H0(G,CL)| ≥ [L : K] y por la segunda desigualdad |H0(G,CL)| ≤ [L :

K], de donde |H0(G,CL)| = [L : K] = h(G,CL) = |H0(G,CL)|
|H1(G,CL)| por lo que

|H1(G,CL)| = 1. Se sigue que H1(G,CL) = {1}.
Sea G arbitrario de orden n = [L : K]. Por inducción suponemos que

H1(H,CL) = {1} para toda extensión L/K de Galois con grupo H y de
orden menor a n.

Si G no es una p-potencia, para todo p-subgrupo de Sylow Sp de G, se
tiene H1(Sp, CL) = {1}. Del Corolario 4.8.4 se sigue que H1(G,CL) = {1}.

Sea ahora |G| = pm con p un número primo y m ≥ 1. Si m = 1 ya se
tiene el resultado. Sea m ≥ 2. Sea H / G de ı́ndice p y sea K ⊆ M ⊆ L
con H = Gal(L/M). Por hipótesis de inducción tenemos H1(H,CL) = {1} =
H1(G/H,CM ). De la sucesión inflación-restricción

1 −→ H1(G/H,CM )
inf−→ H1(G,CL)

res−→ H1(H,CL),

se sigue que H1(G,CL) = {1}. ut

Corolario 6.6.21 (Teorema de la norma de Hasse). Sea L/K una ex-
tensión ćıclica finita de campos globales. Entonces un elemento x ∈ K∗ es
norma de un elemento de L∗ si y solamente si x en un norma local para toda
completación LP/Kp, p ∈ PK , P|p.

Demostración. La sucesión exacta de G-módulos

1 −→ L∗ −→ JL −→ CL −→ 1,

da en cohomoloǵıa la sucesión exacta

H−1(G,CL) = {1} −→ H0(G,L∗)
θ̃−→ H0(G, JL) ∼=

⊕
p

H0(GP, LP),

por lo que θ̃ es inyectivo.
Como H0(G,L∗) ∼= K∗/NL/K L

∗ y H0(G, JL) ∼=
⊕

pK
∗
p/NLP/Kp

L∗P, se
tiene que el homomorfismo

K∗
θ−→
⊕
p

K∗p/NLP/Kp
L∗P,

x 7−→
⊕
p

x mód NLP/Kp
L∗P,

tiene núcleo K∗
⋂(⋂

p NLP/Kp
L∗P
)

= NL/K L
∗, de donde se sigue el resulta-

do. ut
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Observación 6.6.22. El teorema de Hasse únicamente es válido para ex-
tensiones ćıclicas de campos globales. La demostración del Corolario 6.6.21
es únicamente válida para extensiones ćıclicas pues estamos usando que
H−1(G,CL) = H1(G,CL) = {1} lo cual es falso en general para extensio-
nes no ćıclicas.

Teorema 6.6.23. Sea L/K una extensión finita de Galois de campos globales
con grupo G = GL|K . Entonces el orden de H2(G,CL) es un divisor de [L : K].

Demostración. Lo probamos por inducción en n = [L : K]. Si n = 1 o p, con
p un número primo ya se tiene (Teorema 6.6.19). Sea n un número natural
que no es 1 ni primo. Supongamos el resultado para toda extensión de grado
menor a n. Si n no es potencia de un primo, entonces para cada subgrupo de
Sylow Sp de G, se tiene |H2(Sp, CL)|

∣∣np = |Sp|. Sea H2(G,CL)p el p-subgrupo

de Sylow de H2(G,CL), entonces la restricción H2(G,CL)p
res−→ H2(Sp, CL)

es inyectiva (Proposición 4.8.3). Por tanto, |H2(G,CL)p|
∣∣|H2(Sp, CL)|

∣∣np y

como H2(G,CL) ∼=
⊕

pH
2(Sp, CL) se sigue que |H2(G,CL)|

∣∣∏
p np = n.

Sea G un p-grupo, |G| = pm, m ≥ 2. Sea H / G de ı́ndice p. Entonces
|H| = n

p y tomando en cuenta que H1(G,CL) = {1}, tenemos la sucesión
inflación-restricción

1 −→ H2(G/H,CHL )
inf−→ H2(G,CL)

res−→ H2(H,CL),

la cual es exacta.
Ahora puesto que |G/H| = p se tiene que G/H es ćıclico, y se tiene

H2(G/H,CHL ) ∼= H0(G/H,CHL ) ∼= G/H (CHL = CM donde M = LH). Por

tanto |H
2(G,CL)|
p |H2(H,CL)|

∣∣n
p . Se sigue que |H2(G,CL)|

∣∣n = [L : K]. ut

Observación 6.6.24. Del Teorema 6.6.23 no se obtiene nuestro objetivo de
probar que H2(G,CL) es ćıclico de orden [L : K].

Teorema 6.6.25 (Axioma de la teoŕıa de campos de clases globales).
Sea L/K una extensión ćıclica finita de campos globales, entonces

|Hi(GL|K , CL)| =

{
[L : K], i ≡ 0 mód 2,

1, i ≡ 1 mód 2.

Demostración. El resultado se sigue de que h(GL|K , CL) = n = [L : K] =
|H0(GL|K ,CL)|
|H1(GL|K ,CL)| y H1(GL|K , CL) = {1} por tanto |H0(GL|K , CL)| = [L : K]. ut

Para tener el teorema de reciprocidad, el objetivo será probar que si L/K
es una extensión abeliana finita de campos globales, entonces CL satisface las
condiciones del teorema de Tate-Nakayama:

(i) H1(G,CL) = {1},
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(ii) H2(G,CL) es ćıclica de orden |G| = [L : K],

donde G = Gal(L/K) = GL|K .
Empezaremos por definir el mapeo invariante

H2(GL|K , CL) −→
( 1

[L : K]
Z
)
/Z.

Como de costumbre, para cada p ∈ PK seleccionaremos únicamente un
primo P ∈ PL con P|p.

Para cada extensión LP/Kp, Gal(LP/Kp) ∼= GP ⊆ GL|K donde GP es el
grupo de descomposición D(P|p), se tiene el isomorfismo invariante

invLP|Kp
: H2(GLP|Kp

, L∗P) −→
( 1

[LP : Kp]
Z
)
/Z ⊆

( 1

[L : K]
Z
)
/Z,

y cada invLP|Kp
es la composición de tres isomorfismos, ver Definición 5.1.13.

Se tiene H2(GL|K , JL) ∼=
⊕

pH
2(GLP|Kp

, L∗P), el cual es un grupo infinito.

Definición 6.6.26. Sea c ∈ H2(GL|K , JL). Descomponemos c aśı: c = ⊕pcp,
cp ∈ H2(GLP|Kp

, L∗P). Se define

invL|K : H2(GL|K , JL) −→
( 1

[L : K]
Z
)
/Z,

por

invL|K c :=
∑
p

invLP|Kp
cp,

donde cp es la componente en p de c ∈ H2(GL|K , JL) ∼=
⊕

p∈PK
H2(GLP|Kp

, L∗P).

Notemos que cp = 1 para casi toda p y por tanto invLP|Kp
cp = 0 para

casi toda p.

Proposición 6.6.27. Si M ⊇ L ⊇ K son extensiones de Galois de K de
campos globales, entonces

(a) invM |K c = invL|K c, c ∈ H2(GL|K , JL) ⊆ H2(GM |K , JM ) bajo el
mapeo de inflación puesto que H1(GM |K , JM ) = {1}.

(b) invM |L(resL c) = [L : K] · invM |K c, c ∈ H2(GM |K , JM ).
(c) invM |K(corK c) = invM |L c, c ∈ H2(GM |L, JM ).

Para (b) y (c) únicamente se requiere que M/K sea de Galois.
En otras palabras, los siguientes diagramas son conmutativos:

(b) H2(GM |L, JM )
invM|L //

OO

resL

(
1

[M :L]Z
)
/Z

OO

[L:K]

H2(GM |K , JM )
invM|K //

(
1

[M :K]Z
)
/Z
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(c) H2(GM |L, JM )
invM|L //

corK

��

(
1

[M :L]Z
)
/Z

j encaje

��

H2(GM |K , JM )
invM|K //

(
1

[M :K]Z
)
/Z

Si J = JKsep = ĺım−→
L

JL y C = CKsep = ĺım−→
L

CL = J/(Ksep)∗ donde el

ĺımite se toma sobre todas las extensiones finitas de Galois L/K, entonces
obtenemos un mapeo

inv : H2(K,J) −→ Q/Z,

con H2(K,J) = H2(Gal(Ksep/K), J), con la inclusión H2(GL|K , JL) −→
H2(GM |K , JM ), para K ⊆ L ⊆M .

Demostración. La proposición se sigue del comportamiento de los invariantes
locales con respecto a los mapeos de inclusión, restricción y corestricción.

(a) Sea c ∈ H2(GL|K , JL), entonces

invM |K c =
∑
p

invMq|Kp
cp =

∑
p

invLP|Kp
cp = invL|K c,

donde q es cualquier primo sobre P.
(b) Sea c ∈ H2(GM |K , JM ) y P recorriendo los primos de L. Entonces

invM |L(resL c) =
∑
P

invMq|LP
(resL c)P =

∑
P

invMq|LP
(resLP

cp)

=
∑
P

[LP : Kp] · invMq|Kp
cp

=
∑
p

∑
P|p

[LP : Kp] · invMq|Kp
cp,

con q|L = P y P|K = p.
Se tiene que invMq|Kp

cp son independientes del primo q sobre el P
seleccionado, pues si P1 es otro primo de L, el Kp-isomorfismo canóni-

ca LP

∼=−→ LP1 da un isomorfismo canónico H2(GLP|Kp
, L∗P)

∼=−→
H2(GLP1

|Kp
, L∗P1

) y el cual preserva el invariante. Por otro lado, te-
nemos

∑
P|p[LP : Kp] = [L : K], por lo que

invM |L(resL c) =
∑
p

(∑
P|p

[LP : Kp]
)

invMq|Kp
cp

= [L : K]
∑
p

invMq|Kp
cp = [L : K] invM |L c.
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(c) Para c ∈ H2(GM |L, JM ), se tiene que

invM |K(corK c) =
∑
p

invMq|Kp
(corK c)p

=
∑
p

∑
P|p

invMq|Kp
(corKp

cP)

=
∑
p

∑
P|p

invMq|LP
cP = invM |L(c). ut

Observación 6.6.28. Se tiene todo para poder aplicar el teorema de Tate-

Nakayama, excepto que invL|K : H2(GL|K , JL) −→
(

1
[L:K]Z

)
/Z no es un

isomorfismo (el primer grupo es infinito y el segundo finito). Para hacer de
esto un isomorfismo, necesitamos pasar de JL a JL/L

∗ = CL.

Definición 6.6.29. Sea L/K una extensión abeliana finita de campos globa-
les. Para cada p ∈ PK , fijamos un P ∈ PL con P|K = p. Sea ~α ∈ JK , entonces
definimos el mapeo

[~α, L/K] :=
∏

p∈PK

(αp, LP/Kp) ∈ GL|K .

Aqúı, (αp, LP/Kp) ∈ GP para toda p ∈ PK y (αp, LP/Kp) = 1 para casi
toda p y consideramos GP = GLP|Kp

⊆ GL|K . Se tiene que αp es una unidad
para casi todo p y el número de primos ramificados es finito, por lo que
(αp, LP/Kp) = 1, para casi toda p.

El producto es independiente del orden de los factores pues el grupo GL|K
es abeliano. A la extensión LP/Kp la denotamos Lp/Kp para enfatizar que
para cada p ∈ PK seleccionamos únicamente un primo P ∈ PL con P|p.

Proposición 6.6.30. Sea L/K una extensión abeliana finita de campos glo-
bales, ~α ∈ JK y denotamos (~α) := ~αNL/K JL ∈ H0(GL|K , JL). Si µ ∈
χ(GL|K) = H1(GL|K ,Q/Z), entonces

µ
(
[~α, L/K]

)
= invL|K

(
(~α) d δµ

)
∈
( 1

[L : K]
Z
)
/Z,

(~α) ∈ H0(GL|K , JL), δµ ∈ H2(GL|K ,Z),
(
(~α) d δµ

)
∈ H2(GL|K , JL).

Demostración. El resultado es consecuencia de la fórmula análoga que rela-
ciona el śımbolo de la norma residual local ( , LP/Kp) con el invariante local
invLP|Kp

.
Sea µp la restricción de µ a GLP|Kp

y sea (αp) = αp NLP/Kp
L∗P. Entonces

µ
(
[~α, L/K]

)
=
∑
p

µp(αp, Lp|Kp) =
∑
p

invLP|Kp

(
(αp) d δµp

)
.
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Además, se tiene que
(
(αp)dδµp

)
∈ H2(GLP|Kp

, L∗P) son las componentes

locales de (~α) d δµ ∈ H2(GL|K , JL), únicamente necesitamos notar que αp ·
δµp(σ, τ) (resp. ~α · δµ(σ, τ)) es un 2-cociclos de la clase

(
(αp) d δµp

)
(resp.(

(~α) d δµ
)
). Por tanto

µ
(
[~α, L/K]

)
= invL|K

(
(~α) d δµ

)
. ut

Cuando queramos definir invL|K en CL, el siguiente resultado es de capital
importancia. De la sucesión exacta

1 −→ L∗ −→ JL −→ CL −→ 1,

obtenemos del hecho de que H1(GL|K , CL) = {1} que el homomorfismo
H2(GL|K , L

∗) −→ H2(GL|K , JL) es inyectivo. Con esto en mente, usaremos
que H2(GL|K , L

∗) ⊆ H2(GL|K , JL).

Teorema 6.6.31. Sea L/K una extensión finita de Galois de campos globales.
Si c ∈ H2(GL|K , L

∗), entonces invL|K c = 0.

Demostración. La demostración está basada en la descripción expĺıcita del
śımbolo de la norma residual y de la fórmula del producto.

Sea L/K una extensión finita de Galois de campos globales. Sea K0 = Q
o K0 = K, dependiendo de si K es numérico o de funciones. Sea M una
extensión de Galois de K0 que contiene a L. Entonces

c ∈ H2(GL|K , L
∗) ⊆ H2(GM |L,M

∗) ⊆ H2(GM |K , JM ),

corK0
c ∈ H2(GM |K0

,M∗) y invL|K c = invM |K c = invM |K0
(corK0

c).

Por tanto, para probar que invL|K c = 0, es suficiente considerar el caso K =
K0.

Por la estructura del grupo de Brauer, existe una extensión L0/K0 con
L0 ćıclica ciclotómica o de constantes, con c ∈ H2(GL0|K0

, L∗0). En el caso
numérico podemos suponer que L/K0 es ćıclica ciclotómica y que L/K0 es
extensión de constantes en el caso de campos de funciones.

Sea µ un generador del grupo ćıclico χ(GL|K0
) = H1(GL|K0

,Q/Z). En-
tonces, δµ es un generaodr de H2(GL|K0

,Z). Por el teorema de Tate, se tiene
que

d δµ : H0(GL|K0
, L∗) −→ H2(GL|K0

, L∗)

es una biyección. Por tanto todo elemento c ∈ H2(GL|K0
, L∗) tiene la forma

c = (a)dδµ con (a) = aNL|K0
L∗ ∈ H2(GL|K0

, L∗), a ∈ K∗0 . De la Proposición
6.6.30 se tiene

invL|K0
c = invL|K0

(
(a) d δµ

)
= µ

(
[a, L/K0]

)
.

Por tanto necesitamos probar [a, L/K0] =
∏

p∈PK (ap, LP/(K0)p) = 1.
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Como L es ciclotómica L ⊆ K0(ζn) para alguna n (ambos casos). El au-
tomorfismo [a, L/K0] es precisamente la restricción de [a,K0(ζn)/K0] a L
(Teorema 5.3.14).

Por tanto, es suficiente probar que [a,K0(ζn)/K0] = 1 para a ∈ K∗0 . Puesto
que K0(ζn) está generado por ráıces de unidad de órdenes una potencia de
un número primo, es suficiente probar que [a,K0(ζn)/K0] = 1 para estos
generadores. Por tanto, podemos suponer que n = lm con l un número primo.

Sea ζ una ráız lm-primitiva de la unidad. Si l = 2 y K0 = Q, podemos
suponer m ≥ 2. Las completaciones de K0(ζn)/K0 son (K0)p(ζ)/(K0)p la cual
es no ramificada para l 6= p = p y totalmente ramificada para l = p = p caso
K0 = Q y l 6= p y no ramificada siempre para los campos de funciones. Para
p, el primo infinito real, (K0)p(ζ)/(K0)p significa C/R.

Se debe probar que para a ∈ K∗0 ,

[a,K0(ζ)/K0] =
∏
p

(a, (K0)p(ζ)/(K0)p) = 1.

Se tiene que K0(ζ)/K0 es no ramificada excepto si K0 = Q, p = l o p = P∞
el valor absoluto usual de Q. Para cualquier otro p, por ser la extensión no
ramificada,

(a, (K0)p(ζ)/(K0)p) = ϕ
vp(a)
p ,

donde ϕp es el Frobenius y por tanto

(a, (K0)p(ζ)/(K0)p)(ζ) = ϕ
vp(a)
p (ζ).

El campo residual tiene qp-elementos, donde

qp =

{
p si K0 es numérico,

qgr p si K0 es de funciones.

Por tanto

(a, (K0)p(ζ)/(K0)p)(ζ) = ζq
vp(a)
p .

Consideremos K0 campo de funciones. Entonces

(a, (K0)p(ζ)/(K0)p)(ζ) = ζq
vp(a) gr p

.

Se sigue ∏
p

(a, (K0)p(ζ)/(K0)p)(ζ) =
∏
p

ζq
vp(a) gr p

= ζq
s

,

donde
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s =
∑
p

vp(a) gr p = gr a = 0.

De esta forma

[a,K0(ζ)/K0](ζ) = ζq
0

= ζ.

Esto prueba que [a,K0(ζ)/K0] = 1 para K0 un campo de funciones.
Ahora sea K0 = Q. Para p 6= l,P∞, se tiene

(a,Qp(ζ)/Qp) = ϕvp(a) y (a,Qp(ζ)/Qp)(ζ) = ζϕ
vp(a)

.

Usando los grupos de Lubin-Tate, Ejemplos 5.8.38 y 5.8.59, se tiene, para
p = l, ζ = ζpm = ζlm , que

(a,Qp(ζ)/Qp)(ζ) = ζr,

donde r ≡ u−1 mód pm y donde a = upn, u ∈ Up. Entonces r ≡ u−1 ≡
a−1pvp(a) mód pm.

Para p = P∞, el automorfismo (a,C/R) es bien la identidad o bien con-
jugación compleja, dependiendo de si a > 0 o a < 0 respectivamente. Por
tanto

(a,Qp(ζ)/Qp)(ζ) = ζsig a.

donde sig(a) =

{
1 si a > 0,

−1 si a < 0.
Se sigue que

[a,Q(ζ)/Q](ζ) =
∏
p

(a,Qp(ζ)/Qp)(ζ) = ζsig a·
∏
p6=l p

vp(a)·r,

Ahora

sig a ·
∏
p 6=l

pvp(a) · r ≡ sig a ·
∏
p 6=l

pvp(a) · lvl(a) · a−1 =
1∏
p |a|p

= 1 mód lm.

Se sigue que [a,Q(ζ)/Q](ζ) = ζ lo cual implica que [a,Q(ζ)/Q] = 1. ut

Corolario 6.6.32. Sea L/K una extensión abeliana finita de campos globales
y sea Ω = Ksep. Entonces, si a ∈ K∗ es un idèle principal, se tiene [a, L/K] =
1 y [a,Ω/K] = 1. ut

Con este resultado tenemos queH2(GL|K , L
∗) ⊆ núc invL|K donde invL|K :

H2(GL|K , JL) −→
(

1
[L:K]Z

)
/Z y donde L/K es una extensión abeliana finita

de campos globales. Todav́ıa queda pendiente averiguar exactamente cual es
el núcleo de invL|K y si invL|K es suprayectiva.

Para el caso ćıclico, se tiene
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Proposición 6.6.33. Si L/K es una extensión ćıclica finita de campos glo-
bales, entonces

1 −→ H2(GL|K , L
∗)

inf
↪−−−→ H2(GL|K , JL)

invL|K−−−−→
( 1

[L : K]
Z
)
/Z −→ 0

es una sucesión exacta.
En particular invL|K es suprayectiva y núc invL|K = H2(GL|K , L

∗).

Demostración. Para ver la suprayectividad de invL|K , supongamos primero

que [L : K] = lr con l un número primo. Se tiene que 1
[L:K] + Z genera(

1
[L:K]Z

)
/Z por lo que es suficiente hallar c ∈ H2(GL|K , JL) tal que invL|K c =

1
[L:K] + Z.

Como L/K es una extensión ćıclica de orden lr, existe p0 ∈ K totalmente
inerte en L. Por tanto, para P0 ∈ PL sobre p0, se tiene que [LP0 : Kp0 ] = [L :
K]. Por el teorema de reciprocidad local, existe cp0 ∈ H2(GLP0

|Kp0
, L∗P0

) con

invLP0
|Kp0

cp0 = 1
[LP0

:Kp0
] + Z = 1

[L:K] + Z.

Sea cp = 1 para todo p 6= p0. De H2(GL|K , JL) ∼=
⊕

pH
2(GLP|Kp

, L∗P),

consideremos c = (. . . , 1, cp0
, 1, . . .) ∈ H2(GL|K , JL). Entonces

invL|K c =
∑
p

invLP|Kp
cp = invLP0

|Kp0
cp0

=
1

[L : K]
+ Z.

Ahora sea [L : K] = n = pr11 · · · prss su descomposición en primos. Para
cada 1 ≤ i ≤ s, existe K ⊆ Li ⊆ L, [Li : K] = prii . Sea

1

n
=

n1

pr11

+ · · ·+ ns
prss

.

Existe ci ∈ H2(GLi|K , JLi) con invLi|K ci = invL|K ci = ni
p
ri
i

+ Z.

Sea c = c1 · · · cs ∈ H2(GL|K , JL). Entonces

invL|K c =

s∑
i=1

invL|K ci =

s∑
i=1

ni
prii

+ Z =
1

n
+ Z.

Se sigue que invL|K es suprayectiva para toda extensión ćıclica.
Puesto que H2(GL|K , L

∗) ⊆ núc invL|K , para probar la igualdad, basta

probar que H2(GL|K , JL)/H2(GL|K , L
∗) es de orden menor o igual a 1

[L:K] =∣∣( 1
[L:K]Z

)
/Z
∣∣.

Ahora bien, de la sucesión exacta 1 −→ L∗ −→ JL −→ CL −→ 1 y puesto
que H1(GL|K , CL) = 1, obtenemos en cohomoloǵıa la sucesión exacta

1 −→ H2(GL|K , L
∗) −→ H2(GL|K , JL) −→ H2(GL|K , CL).

Por tanto ∣∣∣H2(GL|K , JL)

H2(GL|K , L∗)

∣∣∣∣∣∣∣∣H2(GL|K , CL)
∣∣∣∣∣[L : K]. ut



6.6 Segunda desigualdad fundamental 261

Observación 6.6.34. Seŕıa afortunado que tuviésemos que invL|K fuese su-

prayectiva en general, pero esto es falso. Para que cada elemento de
(

1
[L:K]Z

)
/Z

esté en la imagen del mapeo invL|K , es necesario agregar a L una extensión
ćıclica.

Consideramos H2(GΩ|K , JΩ) =
⋃
LH

2(GL|K , JL), donde L recorre a las
extensiones finitas de Galois de K. Para extensiones de Galois, K ⊆ L ⊆M ,
se tiene H2(GL|K , JL) ⊆

↑
inf

H2(GM |K , JM ).

Ahora, el mapeo invariante inv se puede extender de H2(GL|K , JL) a
H2(GM |K , JM ) y por ende se obtiene el homomorfismo

invK : H2(GΩ|K , JΩ) −→ Q/Z

y donde invK |L = invL|K : H2(GL|K , JL) −→
(

1
[L:K]Z

)
/Z ⊆ Q/Z.

Para cada m ∈ N, existe Lm/K ćıclica de grado m y tal que
(

1
mZ
)
/Z ⊆

im(invK), lo cual implica que Q/Z ⊆ im(invK).

Teorema 6.6.35. El homomorfismo invK : H2(GΩ|K , JΩ) −→ Q/Z es su-
prayectivo. ut

Ahora bien, el grupo de Brauer de K, Br(K), satisface que Br(K) =⋃
LH

2(GL|K , L
∗) donde L recorre las extensiones finitas de Galois de K.

Para cada primo p de K, seleccionamos un valor absoluto fijo en Ω, entonces
este valor absoluto determina a su vez un primo P de cada extensión de Galois
L/K sobre p y se tiene que el grupo de Brauer del campo local Kp es tal que

Br(Kp) =
⋃
L

H2(GLP|Kp
, L∗P).

Se tiene

H2(GL|K , L
∗) −→ H2(GL|K , JL) ∼=

⊕
p

H2(GLP|Kp
, L∗P)

invL|K−−−−→
( 1

[L : K]
Z
)
/Z

y tomando el ĺımite directo, en este caso la unión, obtenemos el homomorfismo
canónico

Br(K) −→ H2(GΩ|K , JΩ) ∼=
⊕
p

Br(Kp)
invL|K−−−−→ Q/Z,

donde invK =
∑

p invKp
, invKp

: Br(Kp) −→ Q/Z.

Teorema 6.6.36 (Brauer-Hasse-Noether). Sea K un campo global. Se
tiene
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(1) Sea Br(K) −→ Br(Kp), α 7−→ αp, el mapeo canónico para ca-
da lugar p de K. Entonces αp = 0 para casi toda p y en particular
Br(K) −→

∏
p

Br(Kp), α 7−→ (αp)p pertenece a
⊕
p

Br(Kp).

(2) Teorema principal de Hasse en la teoŕıa de álgebras

La sucesión 0 −→ Br(K) −→
⊕
p

Br(Kp)
ξ−→ Q/Z −→ 0 es exacta,

donde ξ
(
(αp)p

)
=
∑

p invp(αp).

Notemos que
⊕
p

Br(Kp) =
⊕

p real

(
1
2Z
)

Z
⊕ ⊕

p-∞
Q/Z.

Demostración. Los grupos Br(K),
⊕

p Br(Kp) ∼= H2(GΩ|K , JΩ) y Q/Z son las

respectivas uniones de H2(GL|K , L
∗),
⊕

pH
2(GLP|Lp

, L∗P) ∼= H2(GL|K , JL)

y
(

1
[L:K]Z

)
/Z y donde L/K recorre las extensiones ćıclicas finitas de K. Para

cada L/K ćıclica finita, se tiene que la sucesión

1 −→ H2(GL|K , L
∗) −→ H2(GL|K , JL)

invL|K−−−−→
( 1

[L : K]
Z
)
/Z −→ 0

es exacta. El resultado se sigue tomando los ĺımites directos (en nuestro caso
uniones). ut

Corolario 6.6.37 (Ley de reciprocidad de Hasse). Sean los homomor-

fismos Br(K)
i−→
⊕
p

Br(Kp) y
⊕
p

Br(Kp)
ξ−→ Q/Z, entonces ψ = ξ ◦ i = 0,

esto es, ψ : Br(K) −→ Q/Z, ψ(α) =
∑
p

invKp
α = 0. ut

6.7. Ley de reciprocidad

Consideremos la sucesión exacta 1 −→ L∗ −→ JL
π−→ CL −→ 1.

Proposición 6.7.1. Sea L/K una extensión ćıclica finita de campos globales.
Entonces π̃ : H2(GL|K , JL) −→ H2(GL|K , CL) es suprayectiva.

Demostración. De la sucesión exacta, se obtiene en cohomoloǵıa

H1(GL|K , CL) = 1 −→ H2(GL|K , L
∗) −→ H2(GL|K , JL)

π̃−→
π̃−→ H2(GL|K , CL) −→ H3(GL|K , L

∗) ∼= H1(GL|K , L
∗) = 1.

Por tanto π̃ es suprayectiva. ut
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Nos gustaŕıa definir en general para c̄ ∈ H2(GL|K , CL) y c ∈ H2(GL|K , JL)
donde c̄ = π̃c,

invL|K c̄ = invL|K c ∈
( 1

[L : K]
Z
)
/Z.

Tenemos que la definición es independiente de la preimagen c pues 2 pre-
imágenes cualesquiera difieren únicamente de un elemento en H2(GL|K , L

∗)
pero cualquier elemento de este último grupo tiene invariante 0. Notemos que
en general que se tiene

1 −→ H2(GL|K , L
∗) −→ H2(GL|K , JL)

π̃−→ H2(GL|K , CL) −→
−→ H3(GL|K , L

∗) −→ H3(GL|K , JL) = {1}.

Se sigue que π̃ es suprayectiva si y solamente si H3(GL|K , L
∗) = {1} pero

esto no se cumple en general. De hecho, si L/K es una extensión de Galois
de grado n y m es el mı́nimo común múltiplo de todos los grados locales
np = [LP : Kp], entonces H3(GL|K , L

∗) es un grupo ćıclico de orden n/m ([7,
Chap. 7, Theorem 12]).

Por tanto, no todo elemento c̄ ∈ H2(GL|K , CL) proviene de un elemento
c ∈ H2(GL|K , JL) y no podemos definir invL|K c̄ como nos hubiera gustado.

Para poder definir un mapeo invariante para una extensión finita de Galois
L/K, se procede de manera parecida para el caso de los grupos H2(GL|K , JL).
Se tiene que el homomorfismo

H2(GL|K , JL)
π̃−→ H2(GL|K , CL)

conmuta con los homomorfismos inf y res, esto es, si K ⊆ L ⊆M son exten-
siones finitas de Galois, entonces se tiene

π̃ ◦ infM = infM ◦π̃ y π̃ ◦ resL = resL ◦π̃

y en la segunda fórmula, únicamente se necesita que M/K sea de Galois.

Notación 6.7.2. Sea L/K una extensión finita de Galois de campos globales.
Entonces denotamos Hq(L|K) = Hq(GL|K , CL). El grupo CL jugará el papel
global de L∗ en el caso local.

Puesto que H1(L|K) = {1}, las extensiones L/K forman una familia como
en el caso local con CL en lugar de L∗. Como de costumbre, cuando K ⊆ L ⊆
M , la inflación es inyectiva: H2(L|K)

inf−→ H2(M |K) y supondremos que
H2(L|K) ⊆ H2(M |K). Si Ω = Ksep tenemos el ĺımite directo

H2(Ω|K) = ĺım−→
L

H2(L|K),

donde L vaŕıa sobre las extensiones finitas de Galois de K y usaremos que
H2(L|K) ⊆ H2(Ω|K) v́ıa el mapeo inflación. De esta forma se tiene
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H2(Ω|K) =
⋃
L

H2(L|K),

y si K ⊆ L ⊆M son extensiones de Galois, entonces H2(L|K) ⊆ H2(M |K) ⊆
H2(Ω|K).

De manera similar como en el caso local, tenemos:

Teorema 6.7.3. Sea L/K una extensión finita de Galois de campos globales
de grado n. Sea N/K una extensión ćıclica de grado n. Entonces

H2(N |K) = H2(L|K) ⊆ H2(Ω|K).

Demostración. Sea M := NL. Como N/K es ćıclica, M/L es ćıclica de orden
un divisor de n.

N

n

M = NL

K L

Sea c̄ ∈ H2(N |K) ⊆ H2(M |K). De la sucesión exacta

1 −→ H2(L|K)
inf−→ H2(M |K)

res−→ H2(M,L),

se tiene que un elemento c̄ ∈ H2(M |K) es un elemento de H2(L|K) si
y solamente si resL c̄ = 1. Puesto que N/K es ćıclica, el homomorfis-

mo H2(GN |K , JL)
π̃−→ H2(N |K) es suprayectivo. Por tanto, existe c ∈

H2(GN |K , JL) ⊆ H2(GM |K , JM ) con π̃c = c̄. Como π̃ conmuta con inflación,
la cual es de hecho un inclusión, y también con restricción, se tiene

resL c̄ = resL(π̃c) = π̃(resL c).

Por tanto, resL c̄ = 1 ⇐⇒ resL c ∈ núc π̃ = H2(GM |L,M
∗). Puesto que M/L

es ćıclica, resL c ∈ H2(GM |L,M
∗) ⇐⇒ invM |L(resL c) = 0. Ahora bien,

invM |L(resL c) = [L : K] · invM |K c = [N : K] · invN |K c = 0.

Se sigue que H2(N |K) ⊆ H2(L,K).
Puesto que H1(N |K) = {1} y H3(GN |K , N

∗) ∼= H1(GN |K , N
∗) = {1}, se

tiene la sucesión exacta en cohomoloǵıa

1 −→ H2(GN |K , N
∗) −→ H2(GN |K , JN ) −→ H2(N |K) −→ 1,

y donde |H2(N |K)| = [N : K] = [L : K] pues N/K es una extensión ćıclica
(Teorema 6.6.25). Por otro lado, |H2(L|K)| divide a [L : K] (Teorema 6.6.18).
Por tanto H2(N |K) = H2(L|K). ut

Corolario 6.7.4. Se tiene H2(Ω|K) =
⋃

L/K ćıclica

H2(L|K).
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Demostración. Es consecuencia de Teorema 6.7.3 y de que para toda n ∈ N,
existe una extensión ćıclica L/K de grado n. ut

Consideremos K ⊆ L ⊆ M extensiones finitas de Galois. Ahora bien,
al conmutar π̃ : H2(GL|K , JL) −→ H2(L|K) con restricción y con inflación,
usando esto último, π̃ se extiende de manera canónica a π̃ : H2(GM |K , JM ) −→
H2(M |K) y de esta forma obtenemos un homomorfismo

π̃ : H2(GΩ|K , JΩ) −→ H2(Ω|K),

cuya restricción a los grupos H2(GL|K , JL) son los homorfismos π̃ originales:
π̃ : H2(GL|K , JL) −→ H2(L|K). Estos últimos no son suprayectivos en general
pero, se tiene de cualquier forma el siguiente resultado:

Teorema 6.7.5. El homomorfismo

π̃ : H2(GΩ|K , JΩ) −→ H2(Ω|K)

es suprayectivo.

Demostración. Si c̄ ∈ H2(Ω|K), entonces existe una extensión L/K ćıclica
finita tal que c̄ ∈ H2(L|K). Puesto que para extensiones ćıclicas finitas

π̃ : H2(GL|K , JL) −→ H2(L|K)

es suprayectiva, c̄ = π̃c para alguna c ∈ H2(GL|K , JL) ⊆ H2(GΩ|K , JΩ). ut

Con este resultado, podemos obtener clases invariantes para los elementos
de H2(Ω,K) =

⋃
LH

2(L|K) a partir del mapeo invariante de las clases de
cohomoloǵıa del grupo de idèles. De hecho, del homomorfismo

invK : H2(GΩ|K , JΩ) −→ Q/Z,

el cual es suprayectivo, obtenemos:

Definición 6.7.6. Si c̄ ∈ H2(Ω|K) y c̄ = π̃c, c ∈ H2(GΩ|K , JΩ), se define
invK c̄ := invK c ∈ Q/Z.

Veamos que la definición es independiente de la preimagen c seleccionada.
Si d es otra preimagen de c̄ en H2(GΩ|K , JΩ), c̄ = π̃d, entonces podemos esco-
ger L/K una extensión de Galois con c, d ∈ H2(GL|K , JL) ⊆ H2(GΩ|K , JΩ) y
podemos agrandar L en caso de ser necesario de tal forma que c̄ ∈ H2(L|K).
Ahora bien, c̄ = π̃c = π̃d por lo que c y d difieren por elemento de
núc π̃, π̃ : H2(GL|K , JL) −→ H2(L|K) y por tanto de un elemento de
H2(GL|K , L

∗) = núc π̃, pero este elemento tiene invariante 0. Por tanto invK c̄
está bien definido.

Con esta definición de inv c̄, obtenemos un epimorfismo
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invK : H2(Ω|K) −→ Q/Z.

La restricción de invK a L, invK |L, donde L/K es una extensión finita de
Galois, invK |L = invL|K : H2(L|K) −→

(
1

[L:K]Z
)
/Z puesto que los órdenes

de los elementos de H2(L|K) dividen a [L : K], y por lo tanto son mapeados
al único subgrupo

(
1

[L:K]Z
)
/Z de Q/Z de orden [L : K].

Teorema 6.7.7. Cuando c̄ = π̃c, c̄ ∈ H2(L|K), c ∈ H2(GL|K , JL), entonces
invL|K c̄ = invL|K c.

Para el caso general, tenemos: Sean L/K una extensión finita de Galois
de campos globales y Ω = Ksep. Entonces los mapeos invariantes

invK : H2(Ω|K) −→ Q/Z,

invL|K : H2(L|K) −→
( 1

[L : K]
Z
)
/Z,

son isomorfismos.

Demostración. Se tiene que es suficiente verificar que invL|K es biyectiva pues
como H2(L|K) = H2(N |K) para N/K ćıclica con [N : K] = [L : K],
se tiene que si {Nn}∞n=1 es una colección tal que Nn/K es ćıclica de gra-
do n, H2(Ω|K) =

⋃∞
n=1H

2(Nn|K) y invK
(
H2(Nn,K)

)
=
(

1
nZ
)
/Z, Q/Z =⋃∞

n=1

(
1
nZ
)
/Z.

Sea L/K dada y N/K ćıclica con [N : K] = [L : K]. Por tanto
H2(L|K) = H2(N |K). Si α ∈

(
1

[L:K]Z
)
/Z, existe c ∈ H2(GN |K , JN ) con

invN |K c = α. Sea c̄ = π̃c ∈ H2(N |K) = H2(L|K) Entonces invL|K c̄ =
invN |K c̄ = invN |K c = α. Por tanto invL|K es suprayectiva. Ahora bien,

|H2(L|K)|
∣∣[L : K] =

∣∣( 1
[L:k]Z

)
/Z
∣∣. Por tanto invL|K es biyectiva. ut

Para enunciar el resultado principal de la teoŕıa global de campos de clase,
damos una definición que pudimos haber dado antes de desarrollar la teoŕıa lo-
cal de campos de clase, pero, en ese punto, por razones de claridad, preferimos
dar directamente los resultados para campos locales.

6.7.1. Formación de clases

Sea G un grupo profinito, es decir, G es compacto con la topoloǵıa de
los subgrupos normales (topoloǵıa de Krull), es decir, una base de vecindades
abiertas de la identidad 1 deG consiste de los subgrupos deG que son normales
y de ı́ndice finito o, equivalentemente, G es compacto, Hausdorff y totalmente
disconexo.

Sea {GK | K ∈ X} la familia de todos los subgrupos cerrados de G. Los
subgrupos abiertos son los subgrupos cerrados de ı́ndice finito.

Enumeramos cada uno de los subgrupos cerrados GK con el ı́ndice K que
llamaremos campo y formalmente nos referimos a K como el “campo fijo de
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GK”. El campo K0, con GK0
= G se llama el campo base y denotamos por

Ω = Ksep el campo tal que GΩ = {1}.
Escribimos formalmene K ⊆ L o L/K si GL ⊆ GK y al par L/K lo

llamamos extensión de campos. La extensión L/K se llama finita si GL es
abierto en GK (es de ı́ndice finito) y ponemos [L : K] := [GK : GL] y lo
llamamos el grado de la extensión. Si GL es normal en GK , la extensión L/K
se llama normal o de Galois . En este caso se define el grupo de Galois de
L/K por Gal(L/K) = GL|K := GK/GL.

Si K ⊆ L ⊆M son dos extensiones de Galois, se define la restricción a L
de σ ∈ Gal(M/K) por

σ|L = σ mód Gal(M/L) ∈ Gal(L/K).

La extensión se llama ćıclica, abeliana, nilpotente, soluble, simple, etc. si L/K
es de Galois y Gal(L/K) es ćıclica, abeliana, nilpotente, soluble, simple, etc.

Se define K =
⋂
iKi (intersección) si GK es topológicamente generado

por los subgrupos GKi y K =
∏
iKi (composición) si GK =

⋂
iGKi . Si

GL′ = σ−1Giσ, σ ∈ G, escribimos L′ = Lσ = σ(L).
De esta forma, de cada grupo profinito G obtenemos una teoŕıa de Galois

formal.

Definición 6.7.8. Sean G un grupo profinito y A un G-módulo con A dotado
de la topoloǵıa discreta y tal que satisface cualquiera de las tres siguientes
condiciones equivalentes:

(a) La acción G×A −→ A, (σ, a) 7−→ σa es continua.
(b) Para cada a ∈ A, el estabilizador {σ ∈ G | σa = a} es abierto en
G.

(c) A =
⋃
U A

U donde U recorre todos los subgrupos abiertos de G.

Entonces el par (G,A) se llama una formación. A puede tener otra topo-
loǵıa que no sea la discreta, pero para (a) se considerará A con la topoloǵıa
discreta.

Ejemplo 6.7.9. Si G es el grupo de Galois de la extensión de campos E/F ,
entonces G actúa en E∗ y el par (G,E∗) es una formación. Aqúı, para F ⊆
N ⊆ E, GN = Gal(E/N) (si G es finito, G tiene la topoloǵıa discreta).

Sea (G,A) una formación, A escrito multiplicativamente. Se define AK =
AGK = {a ∈ A | σa = a para toda σ ∈ GK}.

Ejemplo 6.7.10. Sean K0 un campo local y Ω = Ksep
0 . Entonces AK = K∗.

Ejemplo 6.7.11. Sean K0 un campo global y Ω = Ksep
0 . Entonces AK = CK .

Dada una formación (G,A) consideramos para una extensión de Galois
L/K los grupos de cohomoloǵıa del GL|K-módulo AL.
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Definición 6.7.12. Una formación (G,A) se llama una formación de clases
si satisface las siguientes condiciones:

Axioma I: H1(L|K) = H1(GL|K , AL) = {1} para cada extensión fi-
nita de Galois L/K (formación de campos).
Axioma II: Para toda extensión finita de Galois L/K, existe un iso-
morfismo

invL|K : H2(L|K) = H2(GL|K , AL) −→
( 1

[L : K]
Z
)
/Z

llamado el mapeo invariante con las siguientes propiedades:
(a) Si K ⊆ L ⊆ M es una torre de extensiones finitas de Galois,

entonces
invL|K = invM |K |H2(L|K).

(b) Si K ⊆ L ⊆ M es una torre de extensiones con M/K finita
de Galois, entonces

invM |L ◦ resL = [L : K] · invM |K

H2(M |K)
invM|K //

resL

��

(
1

[M :K]Z
)
/Z

·[L:K]

��

H2(M |L)
invM|L

//
(

1
[M :L]Z

)
/Z

Si (G,A) es una formación de clases, se tienen

Teorema 6.7.13 (Principal). Sea L/K una extensión finita de Galois. En-
tonces el mapeo uL|K d : Hq(GL|K ,Z) −→ Hq+2(L|K) con uL|K ∈ H2(L|K)

la clase fundamental (invL|K(uL|K) = 1
[L:K] + Z ∈

(
1

[L:K]Z
)
/Z ⊆ Q/Z) es un

isomorfismo para toda q ∈ Z. ut

Teorema 6.7.14 (Ley general de reciprocidad). Sea L/K una extensión
finita de Galois, uL|Kd : H−2(GL|K ,Z) −→ H0(L|K) nos da un isomorfismo
canónico (mapeo de Nakayama):

θL|K : Gab
L|K −→ AK/NL/K AL. ut

Se obtienen todos los resultados derivados de cohomoloǵıa que obtuvi-
mos para los campos locales pues si K0 es un campo local, Ω = Ksep

0 ,
G = Gal(Ω/K0) y A = Ω∗, entonces (G,A) es una formación de clases.

Para obtener estos resultados para cualquier otra formación de clases, las
demostraciones se obtienen sustituyendo Ω∗ por el otro A y Gal(Ω/K0) por
el otro G.
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Lo que queremos obtener es que si K es un campo global y Ω = Ksep,
G = Gal(Ω/K), entonces (G,CΩ), CΩ el grupo de clases de idèles de Ω:
CΩ =

⋃
L CL, donde L recorre todas las extensiones finitas y separables de

K, es una formación de clases.
Se tiene que (G,CΩ) es una formación.

Teorema 6.7.15. La formación (G,CΩ) es una formación de clases con res-
pecto al mapeo invariante invK : H2(Ω|K) −→ Q/Z definido en la Definición
6.7.6.

Demostración. Debemos verificar los Axiomas I y II de la Definición 6.7.12:

Axioma I: H1(L|K) = H1(GL|K , CL) = {1} para toda extensión de Galois
finita (Teorema 6.6.20).

Axioma II: Para cada extensión de Galois finita tenemos el isomorfismo
invL|K : H2(L|K) −→

(
1

[L:K]Z
)
/Z (Teorema 6.7.7).

(a): Si K ⊆ L ⊂M son dos extensiones finitas de Galois de K y c̄ ∈ H2(L|K),

entonces c̄ ∈ H2(M |K) y invM |K c̄ = invL|K c̄ pues invM |K y invL|K están
definidas por restricción de invK a H2(M,K) y H2(L,K) ⊆ H2(M |K), res-
pectivamente.

(b): Sean K ⊆ L ⊆ M dos extensiones de K con M/K extensión finita de

Galois. Si c̄ ∈ H2(M |K), entonces resL c̄ ∈ H2(M |L). Para la demostración
de la fórmula

invM |K(resL c̄) = [L : K] invM |L c̄

usamos la fórmula análoga para el grupo de idèles: existe c ∈ H2(GΩ|K , JΩ)
con π̃c = c̄ donde podemos suponer que hay una extensión finita de Galois
N/K que contiene a M , K ⊆ L ⊆M ⊆ N , tal que c ∈ H2(GN |K , JN ). De la
fórmulas de la Proposición 6.6.27 y usando al mapeo inflación como inclusión
tenemos

invM |L(resL c) = invN |L(resL π̃c) = invN |L(π̃ resL c) = invN |L(resL c)

= [L : K] · invN |K c = [L : K] · invN |K π̃c

= [L : K] · invM |K c̄. ut

Con este resultado podemos aplicar los resultados obtenidos para campos
locales a los campos globales.

Sea uL|K ∈ H2(L|K) la clase fundamental de la extensión de Galois L/K

que está uńıvocamente por la fórmula invL|K uL|K = 1
[L:K] +Z. Obtenemos el

resultado general:
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Teorema 6.7.16. Sea L/K una extensión finita de Galois de campos globales.
El homomorfismo del producto copa con la clase fundamental

uL|K d : Hq(GL|K ,Z) −→ Hq+2(L|K)

es biyectiva para toda q ∈ Z. ut

De esto obtenemos:

Corolario 6.7.17. Sea L/K una extensión finita de Galois de campos globa-
les. Entonces H3(L|K) = {1} y H4(L|K) ∼= χ(GL|K). ut

Para q = −2, obtenemos

Teorema 6.7.18 (Ley de reciprocidad de Artin). Sea L/K una extensión
finita de Galois de campos globales. El mapeo del producto copa con la clase
fundamental

Gab
L|K
∼= H−2(GL|K |Z)

uL|Kd−−−−−−−→ H0(L|K) = CK/NL/K CL,

nos da un isomorfismo canónico, es decir el mapeo de reciprocidad entre la
abelianización Gab

L|K del grupo de Galois GL|K de L/K y el grupo residual

de las normas CK/NL/K CL del grupo de clases de idèles CK (mapeo de
Nakayama):

θL|K : Gab
L|K −→ CK/NL/K CL.

El inverso del mapeo θL|K es el inducido por el homomorfismo

ψL|K = ( , L/K) : CK −→ Gab
L|K

con núcleo NL/K CL y recibe el nombre del śımbolo de la norma residual (glo-
bal) o mapeo de reciprocidad (global).

La sucesión

1 −→ NL/K CL −→ CK
( ,L/K)−−−−−→ Gab

L|K −→ 1,

es exacta. ut

Puesto que el mapeo invariante es compatible con el mapeo inflación (que
es una inclusión) y con el mapeo restricción, el śımbolo de la norma residual,
se comporta como en el caso local:

Teorema 6.7.19. Sean K ⊆ L ⊆M dos extensiones finitas de campos globa-
les con M/K de Galois. Entonces, los siguientes diagramas son conmutativos
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(a) Si L/K es de Galois, entonces

CK
( ,M/K) //

Id

��

Gab
M |K

π

��
CK

( ,L/K) // Gab
L|K

π : Gal(M/K) −→ Gal(L/K) ∼=

∼=
Gal(M/K)

Gal(M/L)
,

σ 7−→ σ|L

Aqúı se tiene (~̃α, L/K) = π(~̃α,M/K) ∈ Gab
L|K , ~̃α ∈ CK .

(b)

CK
( ,M/K) //

� _

ι

��

Gab
M |K

Ver

��
CL

( ,M/L) // Gab
M |L

Esto es, (~̃α,M/L) = Ver(~̃α,M/K) ∈ Gab
M |L, ~̃α ∈ CK , donde el mapeo

de transferencia Ver está inducido por restricción:

Gab
M |K

∼= H−2(GM |K ,Z)
res−−−→ H−2(GM |L,Z) ∼= Gab

M |L

y ι es el encaje natural.
(c)

CL
( ,M/L) //

NL|K

��

Gab
M |L

κ

��
CK

( ,M/K) // Gab
M |K

Es decir, (NL|K ~̃α,M/K) = κ
(
(~̃α,M/L)

)
∈ Gab

M |K para ~̃α ∈ CL y

donde κ es el encaje natural κ : Gab
M |L −→ Gab

M |K .

(d)

CK
( ,M/K) //

σ

��

Gab
M |K

σ∗

��
CσK

( ,σM/σK) // Gab
σM |σK

Es decir,
(
σ~̃α, σM/σK

)
= σ

(
~̃α,M/K

)
σ−1 para ~̃α ∈ CK , donde para

σ ∈ G := GΩ|K0
los mapeos CK

σ−→ CσK y Gab
M |K

σ∗−→ Gab
σM |σK están

inducidas por ~α 7−→ σ~α y τ 7−→ στσ−1. ut

Definición 6.7.20. Sea K un campo global. Un subgrupo H de CK se llama
grupo de normas si existe una extensión finita de Galois L/K tal que H =
NL/K CL. En este caso denotamos H = NL = NL/K CL.
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6.7.2. Ley de reciprocidad v́ıa el isomorfismo de Neukirch

Aqúı presentamos otra forma de obtener el mapeo de Nakayama, usando
ahora el isomorfismo de Neukirch.

Hicimos el desarrollo para campos locales, sin embargo, el desarrollo vale
para cualquier formación, junto con una función grado y un axioma sobre los
grupos de cohomoloǵıa. Veremos que (GΩ , CΩ) satisface esta condición, donde
K es un campo global, Ω una cerradura separable, Ω = Ksep y CΩ =

⋃
L CL,

L/K variando en las extensiones finitas de Galois. Entonces (GΩ , CΩ) es una
formación.

Necesitamos un epimorfismo continuo llamado grado: gr : G = GΩ −→ Ẑ.
Empezamos por usar la Definición 6.6.29. Sea ~α ∈ JL, L/K una extensión

finita de Galois de campos globales:

[~α, L/K] = 〈~α, L/K〉 :=
∏

p∈PK

(αp, Lp/Kp),

donde ( , Lp/Kp) son los mapeos de reciprocidad local y donde para cada
p ∈ PK seleccionamos un único P ∈ PL con P|p y Lp = LP.

Teorema 6.7.21. Si L/K y L′/K ′ son dos extensiones finitas abelianas de
campos globales, tales que K ⊆ K ′ y L ⊆ L′, entonces el diagrama

JK′
[ ,L′/K′] //

NK′/K

��

Gab
L′|K′

rest

��

σ

��
JK

[ ,L/K]
// Gab

L|K σ|L

es conmutativo.
En otras palabras, si ~α ∈ JK′ ,

[NK′/K ~α, L/K] = [~α, L′/K ′]|L.

Demostración. Se tiene para ~α ∈ JK′ ,

(αq, L
′
q/K

′
q)|Lp

=
(

NK′q/Kp
(αq), Lp/Kp

)
,

con q ∈ PK′ , q|p, p ∈ PK .
Ahora (NK′/K ~α)p =

∏
q|p NK′q/Kp

(αq) por lo que

[NK′/K ~α, L/K] =
∏
p

(
(NK′/K ~α)p, Lp/Kp

)
=
∏
p

∏
q|p

(
NK′q/Kp

(αq), Lp/Kp

)
=
∏
q

(αq, L
′
q/K

′
q)|L = [~α, L′/K ′]|L. ut
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Se tiene el homomorfismo

[ , L/K] : JK −→ Gal(L/K)

para una extensión abeliana arbitraria L/K, la cual podŕıa ser de grado infi-
nito, por medio de las restricciones [ , L/K]|L′ := [ , L′/K] donde L′ recorre
las subextensiones finitas de L/K.

En otras palabras, si ~α ∈ JK , consideramos [~α, L′/K] ∈ GL′|K que forma
parte del ĺımite proyectivo ĺım←−

L′
GL′|K = GL|K y [~α, L/K] = ĺım←−

L′
[~α, L′/K] es

este elemento después de identificar GL|K con ĺım←−
L′
GL′|K . La igualdad

[~α, L/K] =
∏
p

(αp, Lp/Kp)

permanece válida en el sentido de que el producto infinito del lado derecho
converge a [~α, L/K] en el grupo topológico GL|K . Más precisamene, si L′/K es
finita, el conjunto SL′ = {p | (αp, L

′
p/Kp) 6= 1} es finito y se pueden considerar

a los elementos
ξL′ :=

∏
p∈SL′

(αp, Lp/Kp) ∈ GL|K .

Sea [~α, L/K]·GL|M una vecindad abierta básica de [~α, L/K], esto es, M/K
es una subextensión finita de L/K. Entonces σL′ ∈ [~α, L/K] ·GL/M para toda
L′ ⊇M pues

σL′ |M =
∏
p

(αp,Mp/Kp) = [~α,M/K] = [~α, L/M ]|M ,

lo cual prueba que [~α, L/K] es el único punto de acumulación de {σL′}. Se
sigue que el teorema anterior sigue compliéndose para extensiones infinitas L
y L′ de K y K ′ respectivamente.

El siguiente resultado está relacionado con la teoŕıa de Iwasawa.

Teorema 6.7.22. Sea Ω la máxima extensiones abeliana de Q, es decir,
(Kronecker-Weber) Ω =

⋃∞
n=1 Q(ζn) es el campo generado por las ráıces de

unidad. Sea T el subgrupo de torsión de Gal(Ω/Q), es decir, todos los elemen-
tos de orden finito de Gal(Ω/Q). Sea Q̃ = ΩT el campo fijo de T . Entonces

Gal(Q̃/Q) ∼= Ẑ.

Demostración. Se tiene

Gal(Ω/Q) = Gal
(

ĺım−→
n

Q(ζn)/Q
) ∼= ĺım←−

n

Gal(Q(ζn)/Q) ∼= ĺım←−
n

(
Z/nZ

)∗
= Ẑ∗.

Ahora, se tiene Ẑ ∼=
∏
p primo Zp y Z∗p ∼= Zp × Z/(p − 1)Z para p 6= 2 y

Z∗2 ∼= Z2 × Z/2Z. Por tanto
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Gal(Ω/Q) ∼= Ẑ∗ ∼= Ẑ× T̂ , donde T̂ ∼=
∏
p 6=2

Z/(p− 1)Z× Z/2Z.

Por tanto el grupo de torsión T de Gal(Ω/Q) es isomorfo al grupo de
torsión T̂ . Se tiene que

⊕
p 6=2 Z/(p− 1)Z

⊕
Z/2Z ⊆ T̂ , y que la cerradura T̄

de T es isomorfo a T̂ .
Se sigue que Q̃ = QT = QT̄ , Gal(Q̃/Q) ∼= Gal(Ω/Q)/T̄ ∼= Ẑ. ut

Procediendo como en el caso de campos locales, fijemos un isomorfismo
Gal(Q̃/Q) ∼= Ẑ. En el caso de campos de funciones, consideremos K0 = Fq(T )
y para n ∈ N, sea kn = K0Fqn la extensión de constantes. Entonces si R :=⋃∞
n=1 kn, se tiene

Gal(R/K0) = Gal
( ∞⋃
n=1

kn/K0

)
∼= Gal

(
ĺım−→
n

kn/K0

)
∼= ĺım←−

n

Gal(kn/K0) ∼= ĺım←−
n

Z/nZ ∼= Ẑ.

Para considerar ambos casos, sea K0 ∈ {Q,Fq(T )} y K̃0 ∈ {Q̃, R}. Tene-
mos un epimorfismo continuo

grK0
: GalKsep

0
−→ Ẑ ∼= Gal(K̃0/K0),

donde GKsep
0

= G = Gal(Ksep
0 /K0). Para K/K0 una extensión finita y sepa-

rable, sea fK := [K ∩ K̃0 : K0] y obtenemos un epimorfismo

grK :=
1

fK
grK0

: GK −→ Ẑ,

que determina la Ẑ-extensión K̃ := K · K̃0 de K.

K̃0 ·K

Ẑ

K̃0 K

K

Podemos llamar a K̃/K

la Ẑ-extensión ciclotómica
de K.

El elemento de Gal(K̃/K) que se mapea a 1 ∈ Ẑ bajo el isomorfismo
grK lo denotamos, como en el caso local, por FrK , el “Frobenius”, esto es,
grK(FrK) = 1 y por FrL|K = FrK |L en caso de que L/K es una subextensión

finita de K̃/K. Este elemento FrL|K no debe confundirse con el automorfismo
de Frobenius de primos de L.
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Para el GK0
-módulo A tomamos CΩ =

⋃
K CK donde K recorre las ex-

tensiones finitas y separables de K0 y se tiene AK = CK . Definimos el homo-
morfismo

vK : JK −→ Z̃

como vK := grK ◦[ , K̃/K], JK
[ ,K̃/K]−−−−−−→ Gal(K̃/K)

grK−−→ Ẑ.

Teorema 6.7.23. Para cada idèle principal a ∈ K∗, se tiene [a, K̃/K] = 1.

Demostración. La prueba está contenida en la demostración del Teorema
6.6.31. ut

Corolario 6.7.24. El grado vK : JK −→ Ẑ induce vK : CK −→ Ẑ. ut

Proposición 6.7.25. El homomorfismo vK : CK −→ Ẑ es suprayectivo en el
caso numérico y vK(CK) = Z en el caso de campos de funciones y es una
valuación henseliana con respecto a grK , es decir

(a) vK(CΩ) = Z ⊇ Z y Z/nZ ∼= Z/nZ para toda n ∈ N.
(b) vK(NL/K0

CL) = fLZ para toda extensión finita y separable L/K0.

Demostración. Primero veamos que vK es suprayectivo. Sea L/K una subex-
tensión finita de K̃/K, entoces el mapeo

[ , L/K] =
∏
p

( , Lp/Kp) : JK −→ GL|K

es suprayectivo pues de hecho, debido a que ( , Lp/Kp) : K∗p −→ Gal(Lp/Kp)
es suprayectivo, [JK , L/K] contiene a todos los subgrupos de descomposición
Gal(Lp/Kp). Por tanto, todos los primos p de K son totalmente descompues-
tos en el campo fijo M de [JK , L/K]. Se sigue que M = K (Corolario 6.5.2).
Obtenemos que [JK , L/K] = Gal(L/K).

Se sigue [JK , K̃/K] = [CK , K̃/K] es denso en Gal(K̃/K).
En el caso numérico, CK ∼= CK,0×R+. Si x ∈ R+, entonces [x, K̃/K]|L =

[x, L/K]. Sea [L : K] = n. Existe y ∈ R+ con yn = x por lo que

[x, L/K] = [yn, L/K] = [y, L/K]n = 1,

por tanto [x, K̃/K] = 1 y [R+, K̃/K] = 1. Se sigue que [CK , K̃/K] =
[CK,0, K̃/K] es denso y como CK,0 es compacto, se tiene que

[CK , K̃/K] = [CK,0, K̃/K] = Gal(K̃/K),

por lo que vK = grK ◦[ , K̃/K] es suprayectiva en el caso numérico y denso
en el caso de campos de funciones.

En el caso de campos de funciones, K̃/K son las extensiones de constantes

por lo que (αp, K̃p/Kp) = Fr
vp(αp)

K̃p|Kp
. Por tanto, [CK , K̃/K] = 〈FrK|K0

〉 ∼= Z.
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Ahora vK(CK) =

{
Ẑ, carK = 0,

Z, carK = p
, por lo que se satisface (a) (Z = Ẑ o

Z).

Para (b), se tiene que

vK(NL/K CL) = vK(NL/K JL) = fL|K grL[JL, L̃/L]

= fL|KvL(CL) = fL|KZ. ut

Observación 6.7.26. Los grupos de clases de idèles CK satisfacen el axioma
de los campos de clase y se tiene que el par

(grK0
: GK0 −→ Ẑ, vK0 : CK0 −→ Ẑ)

satisface todas las condiciones de teoŕıa de campos de clase. Si K/K0 es una
extensión finita y separable, entonces por el Teorema 6.7.21 se tiene que el
homomorfismo vK = grK ◦[ , K̃/K] : CK −→ Ẑ satisface

vK =
1

fK
gr ◦[ , K̃0/K0] ◦NK/K0

=
1

fK
vK0 ◦NK/K0

,

que es precisamente el mapeo inducido por la valuación henseliana vK0
en el

sentido de la teoŕıa de campos de clase locales.

Por tanto, hemos obtenido el teorema de reciprocidad global de Artin.

Teorema 6.7.27 (Ley global de reciprocidad de Artin). Para toda ex-
tensión finita de Galois L/K de campos globales, tenemos un isomorfismo
canónico (isomorfismo global de Neukirch):

NL/K : Gal(L/K)ab ∼=−→ CK/NL/K CL. ut

El invesrso de NL/K da un epimorfismo

( , L/K) : CK −→ Gal(L/K)ab

con núcleo NL/K CL. El mapeo ( , L/K) es el śımbolo de la norma residual
global.

6.7.3. Teorema principal de la teoŕıa de campos de clase globales

Regresamos a nuestra exposición principal. A continuación enunciamos el
teorema principal de la teoŕıa global de campos de funciones.

Teorema 6.7.28 (Teorema principal de la teoŕıa global de campos de
clase, TCCG). Sea K un campo global. Entonces
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(1) Existe un único homomorfismo continuo

ρK = ( ,K) : CK −→ Gal(Kab/K) o

ρK = ( , L) : JK −→ Gal(Kab/K), K∗ ⊆ núc ρK)

tal que para todo lugar p de K el siguiente diagrama es conmutativo:

K∗p
ρKp //

θ

��
�

Gal(Kab
p /Kp)

rest

��
CK ρK

// Gal(Kab/K)

donde

θ = π ◦ d ep : K∗p
d ep−−−→ JK

π−→ JK/K
∗ = CK ,

xp 7→ (. . . , 1, 1xp, 1, 1, . . .) 7→ (. . . , 1, 1, xp, 1, 1, . . .) mód K∗

y rest es la restricción σ −→ σ|Kab .
El mapeo ρK = ( ,K) se llama el mapeo de reciprocidad.

(2) Si K ⊆ E ⊆ L con L/K una extensión abeliana finita, se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

CE
ρE−−−−→ Gal(L/E)

NE/K

y yµ
CK −−−−→

ρK
Gal(L/K)

donde µ es el encaje natural.
(3) Para cualquier extensión abeliana finita L de K, ρK induce un
isomorfismo

CK/NL/K CL
∼=−−−−−−−−−−→

ψL/K=( ,L/K)

↑
Artin

Gal(L/K)

donde ψL/K = ( , L/K) es el mapeo de Artin o śımbolo de la norma re-
sidual global: ψL/K = ρ̃K : JK � Gal(L/K), núcψL/K = K∗NL/K JL
y donde NL/K : CL −→ CK es la norma inducida por la norma de los
grupos de idèles:

~y = (yP)P∈PL ∈ JL
NL/K−−−−→

(∏
P|p

NLP/Kp
yP

)
p∈PK

∈ JK .

Esto es, si ~α mód L∗ ∈ CL, entonces se define NL/K(~α mód L∗) =
NL/K(~α) mód K∗ y se tiene NL/K(CL) = NL/K(JL)K∗/K∗.
Además NL/K es una función abierta.
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(4) H −→ ρ−1
K (H) es una biyección entre el conjunto de todos los sub-

grupos abiertos de Gal(Kab/K) y el conjunto de todos los subgrupos
abiertos de ı́ndice finito de CK . En particular ρK es una función den-
sa.

(5) = (4) Teorema de Existencia Para cada subgrupo abierto H de
ı́ndice finito en CK , existe una única extensión abeliana finita L/K
tal que NL/K CL = H.

(6) Si L/K es una extensión abeliana finita y S es el conjunto de
lugares ramificados en L/K más los primos infinitos, entonces para
~x ∈ JK , sea (~x)S :=

∏
p/∈S p

vp(xp) ∈ DS
K el grupo de los divisores (o

ideales fraccionarios) primos relativos a S, es decir, DS
K = DK/〈S〉,

entonces ρ̃K(~x) = ψL/K((~x)S), donde ψL/K es el mapeo de Artin, pa-
ra ~x ∈ JSK := {~y ∈ JK | yq = 1 para q ∈ S} (es decir, ρK evaluado
en idèles con componente 1 en los primos ramificados y en los primos
infinitos, coincide con el mapeo usual de Artin (o śımbolo de Artin))
en ideales. Más precisamente, se tiene

ρ̃(~x) = ψL/K((~x)S) = ψL/K
( ∏
p/∈S

pvp(xp)
)

=
∏
p/∈S

(
L/K

p

)vp(xp)

. ut

Como corolario, se tiene

Corolario 6.7.29. Sea K un campo global. Entonces existe una correspon-
dencia biyectiva

{extensiones abelianas finitas de K} ←→
{subgrupos abiertos de ı́ndice finito de CK}

donde la correspondencia está dada por L −→ NL/K CL ⊆ CK . Si L ←→ H,
entonces [L : K] = [CK : H] y si L′ ←→ H ′, entonces L ⊇ L′ ⇐⇒ H ⊆ H ′.
ut

Teorema 6.7.30. Sea K un campo global y sea H un subgrupo de CK . Si H
contiene a un grupo de normas, entonces H mismo es un grupo de normas.

Demostración. Sea L/K una extensión abeliana finita tal que NL/K CL ⊆ H.
Entonces H =

⋃
finita xNL/K CL y como NL/K CL es abierto, H es abierto.

Sea ψL/K el isomorfismo de Artin

ψL/K : CK/NL/K CL −→ Gal(L/K).

Sea ψL/K
(
H/NL/K CL

)
= Gal(L/M). Por tanto

ψ̃L/K : CK/H ∼=
CK/NL/K CL

H/NL/K CL
−→ Gal(L/K)

Gal(L/M)
∼= Gal(M/K).

Por tanto ψ̃L/K = ψM/K : CK/NM/K CM −→ Gal(M/K) es el isomorfis-
mo de Artin y H = NM/K CM es un grupo de normas. ut
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Definición 6.7.31. Si H = NL/K CL, donde L/K es una extensión abeliana
finita de campos globales, se dice que L es el campo de clase asociado a H

Veamos la versión global de la correspondencia L←→ NL/K CL.

Teorema 6.7.32. Sea K un campo global. Para una extensión abeliana finita
L/K, denotamos NL = NL/K CL.

Sean L1, L2 dos extensiones abelianas finitas de K. Entonces

(1) L1 ⊆ L2 ⇐⇒ NL1
⊇ NL2

.
(2) NL1L2 = NL1 ∩NL2

(3) NL1∩L2 = NL1NL2 .

Demostración. (1) =⇒) Si L1 ⊆ L2, entonces

NL2
= NL2/K CL2

= NL1/K NL2/L1
CL2
⊆ NL1/K CL1

= NL1
.

(2) Se tiene para i = 1, 2, Li ⊆ L1L2. Por la parte (1), NL1L2 ⊆ NL1 ∩NL2 .

Rećıprocamente, si ~̃α ∈ NL1
∩NL2

se tiene que

ψLi/K(~̃α) = (~̃α, Li/K) = restLi ◦ρK(~̃α) ∈ Gal(Li/K) ∼= CK/NLi .

Por tanto ψLi/K(~α) = 1, i = 1, 2. Se tiene el monomorfismo

θ : Gal(L1L2/K) ↪−→ Gal(L1/K)×Gal(L2/K), σ 7−→ (σ|L1
, σ|L2

).

Sea

σ = (~̃α, L1L2/K)
θ−−→ (σ|L1

, σ|L2
) = (ψL1/K(~̃α), ψL2/K(~̃α)) = (1, 1)

por lo que ψL1L2/K(~̃α) = 1. Se sigue que ~̃α ∈ NL1L2
lo cual implica que

NL1
∩NL2

⊆ NL1L2
y por tanto NL1

∩NL2
= NL1L2

.
(1) ⇐=) Sea ahora NL2

⊆ NL1
. Entonces NL1

∩ NL2
= NL1L2

= NL2
. Por

tanto
[L1L2 : K] = |CK/NL1L2 | = |CK/NL2 | = [L2 : K].

Se sigue que L1L2 = L2 de donde se sigue que L1 ⊆ L2.
(3) Se tiene que L1 ∩ L2 ⊆ Li, i = 1, 2. Por tanto NLi ⊆ NL1∩L2 , i = 1, 2. Se
sigue que NL1NL2 ⊆ NL1∩L2 .

L1 L1L2

L1 ∩ L2 L2

K
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Ahora bien, NLi ⊆ NL1
NL2

=: H, i = 1, 2, donde H es un subgrupo de ı́ndice
finito en CK pues H =

⋃
finitoNLix.

Sea T el campo que corresponde a H. Entonces T ⊆ L1 y T ⊆ L2 por lo
que T ⊆ L1 ∩ L2 lo cual implica NL1∩L2 ⊆ NT/K CT = H = NL1NL2 con lo
cual se sigue que NL1∩L2 = NL1NL2 . ut

Teorema 6.7.33 (Hasse). Sea L/K una extensión abeliana finita de campos

globales. Entonces, para ~α ∈ JL, ~̃α ∈ CL = JL/L
∗ se tiene

[~α, L/K] = (~α, L/K) =
∏
p

(αp, Lp/Kp) y

[~̃α, L/K] = (~̃α, L/K) = ψL/K(~̃α) =
∏
p

(αp, Lp/Kp).

Demostración. Puesto que ( , L/K) es el śımbolo de la norma residual, apli-
camos la Proposición 5.2.1, que fue demostrada para campos locales, pero
como hicimos notar, vale para cualquier formación de clase, y se tiene que

si
¯̃
~α := ~̃αNL/K CL ∈ H0(L|K), entonces para todo caracter µ ∈ χ(GL|K) =

H1(GL|K ,Q/Z), se tiene

µ
(
(
¯̃
~α, L/K)

)
= invL|K

(
(
¯̃
~α) d δµ

)
.

Por otro lado, por la Proposición 6.6.30, se tiene

µ
(
[~α, L/K)]

)
= invL|K

(
(~α) d δµ

)
,

donde (~α) := ~αNL/K JL ∈ H0(GL|K , JL). El homomorfismo

Hq(GL|K , JL)
π̃−→ Hq(GL|K , CL)

mapea (~α) ∈ Hq(GL|K , JL) a
¯̃
~α ∈ H0(GL|K , CL), y por tanto mapea (~α)dδµ ∈

H2(GL|K , JL) a (
¯̃
~α) d δµ ∈ H2(GL|K , CL) = H2(L|K).

Por tanto π̃
(
(
¯̃
~α) d δµ

)
= (

¯̃
~α) d δµ.

Por el Teorema 6.7.7, obtenemos

µ
(
(
¯̃
~α, L/K)

)
= invL|K

(
(~α) d δµ

)
= invL|K

(
(~α) d δµ

)
= µ

(
[~α, L/K]

)
,

y puesto que esto es para todo caracter µ ∈ χ(GL|K), se sigue que( ¯̃
~α, L/K

)
= [~α, L/K] =

∏
p

(αp, Lp/Kp). ut

El teorema de Hasse provee de varios resultados de gran importancia para
la teoŕıa global de campos de clase.
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Corolario 6.7.34. Sea K un campo global. Para αp ∈ K∗p , sea dαpep =
(. . . , 1, 1, αp, 1, 1, . . .) el idèle cuya p-componente es αp y las demás compo-
nentes son 1. Entonces

(
dαpep, L/K

)
= (αp, Lp/Kp).

En particular el diagrama

K∗p
( ,Lp/Kp) //

dep
��

Gal(Lp/Kp)� _

ι

��
CK

( ,L/K)
// Gal(L/K)

donde ι es el encaje natural, es conmutativo. Pasando al ĺımite, se tiene que

K∗p
ρKp //

π◦dep
��

Gal(Kab
p /Kp)
� _

ι

��
CK ρK

// Gal(Kab/K)

es un diagrama conmutativo. Esto es el contenido de (1) del Teorema 6.7.28.

Demostración. Se tiene(
dαpep, L/K

)
=
∏
q

((
dαpep

)
q
, Lq/Kq

)
= (αp, Lp/Kp). ut

Corolario 6.7.35. Sea L/K una extensión abeliana finita de campos globales.
Para ~α ∈ JK , si S es el conjunto es el conjunto de los primos de K ramificados
en L y de los primos infinitos, se tiene que

ρ̃K(~α) = ψL/K
(
(~α)S

)
= ψL/K

(∏
p/∈S

pvp(αp)
)

=
∏
p/∈S

(
L|K
p

)vp(αp)

.

Este es el contenido de (6) del Teorema 6.7.28.

Demostración. Es inmediato del hecho de que
(L|K

p

)
= ϕp = (πp, Lp/Kp)

donde p es no ramificado ni infinito, ϕp es el Frobenis y πp es un elemento
primo en p. ut

Corolario 6.7.36. Si x ∈ K∗ es un idèle principal de un campo global, en-
tonces (x, L/K) = 1.

Demostración. Se tiene (x, L/K) = [x, L/K] = 1. ut
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Corolario 6.7.37. Sea L/K una extensión abeliana finita de campos globales.
Entonces

NL/K CL ∩K∗p = NLp/Kp
L∗p,

donde consideramos K∗p ⊆ CK bajo el monomorfismo K∗p
d ep
↪−−→ JK

π−→
JK/K

∗ = CK .
En particular, las extensiones locales derivadas de una extensión global,

corresponden a las componentes locales del grupo de normas global.

Demostración. Si αp ∈ NLp/Kp
L∗p entonces

(
dαpep, L/K

)
= (αp, Lp/Kp) = 1

por lo que dαpep ∈ NL/K CL, esto es, NLp/Kp
L∗p ⊆ NL/K CL y obviamente

NLp/Kp
L∗p ⊆ K∗p por lo que NLp/Kp

L∗p ⊆ NL/K CL ∩K∗p .

Rećıprocamente, sea ~̃α ∈ NL/K CL ∩ K∗p . Entonces ~̃α está representado

por un idèle ~α = NL/K
~β con ~β ∈ JL y también por un idèle dapep, ap ∈ K∗p .

Por tanto existe x ∈ K∗ tal que dapep · x = NL/K
~β. Para cualquier q 6= q,

x es una norma de Lq/Kq pues si Q y Q′ son primos en L sobre q, entonces
NLQ/Kq

L∗Q = NLQ′/Kq
L∗Q′ por lo que x ∈

∏
Q|q NLQ/Kq

L∗Q = NLq/Kq
L∗q.

Puesto que

(x, L/K) =
∏
q

(x, Lq/Kq) = (x, Lp/Kp) = 1,

se sigue que x es una norma de Lp/Kp. Puesto que dapep · x es norma de
un idèle, por el Teorema 6.3.9, dapepx es norma local para toda completación

Lp/Kp. Se sigue que dapep ∈ NLp/Kp
L∗p, por tanto, ~̃α = dapep ∈ NLp/Kp

L∗p
probando que NL/K CL ∩K∗p ⊆ NLp/Kp

L∗p. ut

Corolario 6.7.38. Sea L/K una extensión abeliana finita de campos globales.
Entonces NL/K CL es cerrado en CK y por tanto es abierto.

Demostración. Sea ~̃α /∈ NL/K CL. Por tanto existe p ∈ PK tal que αp /∈
NLp/Kp

L∗p pues NL/K CL ∩ K∗p = NLp/Kp
L∗p. Como NLp/Kp

L∗p es cerrado,
existe U conjunto abierto de K∗p tal que αp ∈ U y U ∩NLp/Kp

L∗p = ∅.
Sea W cualquier abierto de CK con ~̃α ∈W de la forma W = U×

∏
q6=p Vq.

Entonces NL/K CK ∩W = ∅ pues NLp/Kp
L∗p ∩ U = ∅. Se sigue que NL/K CL

es cerrado en CK . ut

Podemos usar ĺımites y obtener el śımbolo universal de la norma residual.
Para un campo global K y una extensión abeliana finita, tenemos el homo-

morfismo CK
( ,L/K)−−−−−→ Gal(L/K). Se tiene

⋃
L abeliana
finita de K

L = Kab es la máxima

extensión abeliana de K. Se tiene

Gab
K = Gal(Kab/K) = Gal(ĺım−→

L

L/K) ∼= ĺım←−
L

Gal(L/K)

donde L recorre todas las extensiones abelianas finitas de K.
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Para ~̃α ∈ CK , obtenemos(
~̃α,K

)
:= ĺım←−

L

(
~̃α, L/K

)
∈ Gab

K

formado por los elementos compatibles
{(
~̃α, L/K

)
∈ GL|K

}
L

. Por tanto ob-
tenemos

CK
( ,K)−−−−→ Gab

K

y el núcleo de ( ,K) es
⋂

L/K abeliana
finita

NL/K CL = NK = núc( ,K) y la imagen

es densa en Gab
K . De hecho, se tiene que ( ,K) es suprayectivo en el caso

numérico y NK es la componente conexa de ~̃1 ∈ CK . En el caso de campos de
funciones, NK = {1}, es decir ( ,K) es inyectiva pero no suprayectiva. Esto
lo veremos más adelante.

En el caso local tenemosK∗p
( ,Kp)−−−−→ Gab

Kp
⊆ Gab

K , donde ( ,Kp) es el śımbolo
universal de la norma residual local y pasando a los ĺımites, obtenemos para
~̃α ∈ CK ,

(
~̃α,K

)
=
∏

p(αp,Kp).

Teorema 6.7.39. Sea K un campo global. El śımbolo universal de la norma
residual ρK : CK −→ Gab

K = Gal(Kab/K) es un mapeo continuo. Este es el
contenido de (1) del Teorema 6.7.28.

Demostración. Sea U una vecindad abierta de 1 ∈ Gab
K , esto es, U es un

subgrupo abierto de Gab
K de ı́ndice finito. Sea L el campo fijo de U : L =

(Kab)U , L/K es una extensión abeliana finita. Sea ~α ∈ JK . Si p ∈ PK es
no ramificado en L y αp es una unidad, (αp, Lp/Kp) = 1. Por tanto, si p es
no ramificado, (Up,K) ⊆ U . Ahora, si p ∈ PK es ramificado, se sigue de la
teoŕıa local, Teorema 5.3.16, que existe una vecindad Vp de 1 ∈ K∗p tal que
(Vp, Lp/Kp) = 1. De esta forma obtenemos que (Vp,K) ⊆ U .

Sea V =
∏

p no
ramificado

Up×
∏

p
ramificado

Vp, entonces V es una vecindad abier-

ta de ~1 ∈ JK y (V,K) ⊆ U . Puesto que CK tiene la topoloǵıa cociente y
(K∗,K) = 1, se sigue la continuidad. ut

6.8. Teorema de existencia

Hemos obtenido una biyección entre las extensiones abelianas finitas de K,
K un campo global, y los grupos de normas de CK . El teorema de existencia,
nos caracteriza estos grupos.

Recordemos las estructuras topológicas que hemos obtenido:

• JK es un grupo Hausdorff localmente compacto (Proposición 6.2.10).
• CK es un grupo Hausdorff localmente compacto (Proposición 6.2.10).
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• K∗ es discreto y por tanto cerrado en JK (Proposición 6.2.15).
• CK,0 es cerrado en CK para K global. Si K es de funciones, CK,0

también es abierto en CK (Proposición 6.2.13).
• CK,0 es compacto (Teorema 6.2.27).
• El epimorfismo canónico JK −→ CK es continuo y manda conjuntos

abiertos en conjuntos abiertos.
• d ep : K∗p −→ CK es un monomorfismo continuo.
• Si K es de funciones, CK y CK,0 son totalmente disconexos (Corolario

6.2.11).

Ahora veamos con más detalle los mapeos norma y grado en campos globa-
les. Ver Definicion 6.2.7 para las propiedades fundamentales de estos mapeos.

Sea ‖ ‖ : JK −→ R+ el mapeo norma

‖~α‖ =
∏

p∈PK

|αp|p,

con todos los valores absolutos | |p normalizados. Notemos que la imagen de
‖ ‖ es R+ en el caso numérico y {qn | n ∈ Z} en el caso de campos de
funciones, donde Fq es el campo de constantes de K. Esto se debe al Teorema
de Schmidt, Teorema 6.5.6, que establece la existencia de un divisor de grado
1, como detallamos un poco más adelante.

Ahora bien, {qn | n ∈ Z}
∼=−−→

logq
Z es un isomorfismo de grupos y de espacios

topológicos, ambos con la topoloǵıa discreta.
Para K un campo de funciones, la función grado gr es simplemente gr :=

logq ◦‖ ‖, esto es,

gr : JL −→ Z, gr ~α = logq(‖~α‖) =
∑
p

grαp =
∑
p

gr p · vp(αp).

Se tiene que núc ‖ ‖ = núc gr = JK,0.
Recordemos que tanto ‖ ‖ como gr son funciones continuas. Puesto que

‖x‖ = 1 para x ∈ K∗ (y además grx = 0 si K es campo de funciones), se
tienen los mapeos inducidos

‖ ‖ : CK −→ R+, K un campo global,

gr : CK −→ Z, K un campo de funciones,

y núc ‖ ‖ = núc gr = CK,0. Notemos que, por el Teorema de Schmidt, Teorema
6.5.6, que gr es suprayectiva.

Las sucesiones exactas de homomorfismos continuos

1 −→ JK,0
ı

↪−−−→ JK
‖ ‖−−−−→ Λ −→ 1,

1 −→ JK,0
ı

↪−−−→ JK
gr−−→ Λ −→ 1,

1 −→ CK,0


↪−−−→ CK
‖ ‖−−−−→ Λ −→ 1,

1 −→ CK,0


↪−−−→ CK
gr−−→ Λ −→ 1,
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donde Λ =

{
R+ si K es numérico,

Z si K es campo de funciones,
y gr está definido úni-

camente si K es campo de funciones, se escinden. Más precisamente, pri-
mero consideremos K campo numérico, Λ = R+. Sea p un lugar infini-
to de K y consideremos R+ ⊆ Kp. Sea ϕ : R+ −→ JK o CK donde
ϕ(x) = (. . . , 1, 1, x, 1, 1, . . .) es el idèle o la clase de idèle, donde la entrada
en p es x y las demás entradas son 1. Entonces ϕ es continuo, donde conside-
ramos a R+ con la topoloǵıa inducida por la topoloǵıa usual de R y se tiene
‖ ‖ ◦ ϕ = IdR+ . También, sea ψ : JK −→ JK,0 (o ψ : CK −→ CK,0), donde
ψ(~α) es el idèle donde todas las entradas q distintas de p son αq y su entrada
en p es

αp

‖~α‖ . Entonces ψ es continua y ψ ◦ ı = IdJK,0 (o IdCK,0).

Ahora, si K es un campo de funciones, Λ = Z. Veamos que debemos
considerar Z con la topoloǵıa discreta. Sea ~β un idèle fijo de grado 1, el cual
existe por el Teorema de Schmidt. La topoloǵıa de Z debe corresponder a la
topoloǵıa de {~βn}n∈Z con la topoloǵıa inducida por la topoloǵıa usual de JK .
Esto se sigue del hecho de que U =

∏
v∈PK Uv es abierto en JK y de que

~βU ∩ {~βn}n∈Z = {~β}.
Sea µ : Z −→ JK dada por µ(n) = ~βn. Entonces µ es continua y gr ◦µ =

IdZ. También tenemos δ : JK −→ JK,0 dada por δ(~α) = ~β− gr ~α~α. Entonces δ
es continua y δ ◦  = IdJK,0 . Similarmente para CK .

Teorema 6.8.1. Se tienen isomorfismos tanto algebraicos como topológicos

CK
∼=−−−→
ν

CK,0 × R+, si K es numérico,

CK
∼=−−−→
η

CK,0 × Z, si K es de funciones,

donde

ν(~̃α) = (ψ(~̃α), ‖~̃α‖) y η(~̃α) = (~̃β− gr ~̃α · ~̃α, gr ~̃α),

y donde R+ tiene la topoloǵıa inducida por la topoloǵıa usual de R y donde Z
tiene la topoloǵıa discreta. ut

Observación 6.8.2. No existe un subgrupo distinguido de representantes de
CK en CK/CK,0. En el caso numérico, es un lugar infinito p, y en el caso de

campos de funciones, es una clase de idèle de grado 1, ~β. Esto lo veremos de
manera más clara en el caso de campos de funciones.

Los grupos
∏

p∈SWp ×
∏

p/∈S Up ⊆ JK es un sistema fundamental de
vecindades, donde S es un conjunto finito de lugares y Wp pertenece a un
sistema de vecindades de la identidad de K∗p .
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6.8.1. Extensiones de constantes

Sea K un campo global de funciones con campo de constantes Fq. Sean
p ∈ PK y Kp la completación de K en p. Sea Fqp el campo residual de Kp el
cual es el mismo que el de K en p: Fqp ∼= Op/p. Se tiene que qp = qgr p.

Teorema 6.8.3. Sea L/K la extensión de constantes de grado n, esto es,
L = KFqn . Entonces si escribimos CK ∼= CK,0 × Z, se tiene que NL/K CL =
CK,0 × nZ.

Demostración. Del Teorema de Schmidt tenemos que gr : CK −→ Z es su-
prayectiva. Se tiene que la extensión L/K es no ramificada por lo que Lp/Kp

es no ramificada. Se sigue que αp ∈ K∗p se tiene

(αp, Lp/Kp) = Fr
vp(αp)

Lp|Kp
,

donde FrLp|Kp
es el automorfismo de Frobenius correspondiente a Lp/Kp.

Puesto que L/K es ćıclica, digamos Gal(L/K) = 〈FrL|K〉, donde se tiene

〈Frgr p
L|K〉 ∼= Gal(L(P)/K(p)). Se sigue que

FrLp|Kp
= Frgr p

L|K y Fr
vp(αp)

Lp|Kp
= Fr

gr p·vp(αp)

L|K .

Se sigue que si ~α ∈ JK , entonces

(~α, L/K) =
∏

p∈PK

(αp, Lp/Kp) =
∏
p

Fr
gr p·vp(αp)

L|K = Fr
∑

p gr p·vp(αp)

L|K = Frgr ~α
L|K .

Por tanto (~α, L/K) = 1 ⇐⇒ n| gr ~α, de donde obtenemos NL/K CL =

núc( , L/K) = CK,0 × nZ. Además, se verifica que Gal(L/K) ∼= CK
NL/K CL

=
CK,0×Z
CK,0×nZ

∼= Z
nZ . ut

Más adelante probaremos (Teorema 6.8.37)

Teorema Sea L/K una extensión abeliana finita de campos de funciones
globales. Sea Fq el campo de constantes de K. Sea

d := mı́n{n ∈ N | existe ~α ∈ NL/K JL con gr ~α = n}.

Entonces Fqd es el campo de constantes de L.

6.8.2. Teorema de existencia en caracteŕıstica 0

Definición 6.8.4. Sea S un conjunto finito de primos de un campo global K.
Sean UK,S := {~α ∈ JL | αp = 1 para p ∈ S, αp ∈ Up para p /∈ S} ⊆ JK,S =∏

p/∈S Up ×
∏

p∈S K
∗
p y ŪK,S := UK,SK

∗/K∗ ⊆ CK,S .
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Se tiene que ŪK,S no es abierto pero, puesto que Up es cerrado en K∗p , se

tiene que ŪK,S es cerrado en CK . Las vecindades fundamentales
∏

p/∈S Up ×∏
p∈SWp de 1, contienen a UK,S .

Primero probamos un resultado de teoŕıa de grupos que se usa frecuente-
mente en el cálculo de diversos de ı́ndices en subgrupos de idèles y de subgru-
pos de clases de idèles.

Proposición 6.8.5. Sea G un grupo abeliano y sean X,Y, Z subgrupos de G
tales que Y ⊆ X. Entonces el epimorfismo natural µ : X/Y −→ XZ/Y Z
tiene núcleo X∩Y Z

Y
∼= X∩Z

Y ∩Z .

Demostración. Es inmediato que µ es un epimorfismo y que núcµ = X∩Y Z
Y .

Consideremos ahora X ∩ Z ı
↪−−−→ X ∩ Y Z

π
−� X∩Y Z

Y , ϕ := π ◦ ı.
Si α ∈ X ∩ Z, ϕ(α) = α mód Y . Sea β ∈ X ∩ Y Z, es decir, β = yz

con β ∈ X, y ∈ Y , z ∈ Z. Entonces z = y−1β ∈ Z ∩ X. Se sigue que
ϕ(z) = z mód Y = y−1β mód Y = β mód Y , por lo que ϕ es un epimorfismo
y núcϕ = (X ∩ Z) ∩ Y = Y ∩ Z, de donde se obtiene el resultado. ut

Corolario 6.8.6. Si G un grupo abeliano y si X,Y, Z son subgrupos de G
tales que Y ⊆ X, entonces

[XZ : Y Z] =
[X : Y ]

[X ∩ Z : Y ∩ Z]
. ut

Un resultado fundamental para el teorema de existencia para campos
numéricos, y cierta familia de campos de funciones, es el siguiente teorema
que tiene como base fundamental la teoŕıa de Kummer.

Teorema 6.8.7. Sea K un campo numérico que contiene a las n-ráıces de la
unidad. Si K es un campo de funciones de caracteŕıstica p > 0, se supone que
p - n. Sea S un conjunto finito de primos de K tal que

• S contiene a todos los primos infinitos y a todos los primos encima
de los primos que dividen a n (esta última condición es vaćıa en el
caso de campos de funciones).
• JK = JK,SK

∗.

Entonces CnKŪK,S es el grupo de normas de la extensión de Kummer L =

K
(
n
√
KS
)
/K.

Demostración. Por teoŕıa de Kummer y por el teorema de las unidades de Di-
richlet, tenemos que χ(GL|K) ∼=

(
(L∗)n ∩K∗

)
/(K∗)n = (KS)(K∗)n/(K∗)n =

KS/(KS)n y que KS es finitamente generado de rango s − 1 = |S| − 1 y
contiene a las n-ráıces de unidad, por lo que KS/(KS)n ∼= Csn.

Por tanto GL|K ∼= Csn.

Para ~̃αn ∈ CnK , se tiene
(
~̃αn, L/K

)
=
(
~̃α, L/K)n = 1. Por tanto ~̃αn ∈

NL/K CL = núc( , L/K).
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Ahora sea ~̃α ∈ UK,S . Para probar que ~α ∈ NL/K JL, se debe obtener

que para cada αp es norma local de Lp/Kp, Lp = Kp

(
n
√
KS
)
/Kp para toda

p ∈ PK .
Para p ∈ S, αp = 1 por lo que αp es norma local. Para p /∈ S, αp ∈ Up.

Se seguirá que αp será norma si p es no ramificado. Ahora bien, todo a ∈ KS

es una unidad para p /∈ S y puesto que n es primo relativo a la caracteŕıstica
carK(p) del campo residual para p /∈ S, la ecuación xn − a = 0 es separable
sobre K(p) por lo que Kp( n

√
a)/Kp es no ramificada, Teorema 6.1.18.

Se sigue que ŪK,S ⊆ NL/K CL y CnKŪK,S ⊆ NL/K CL. Ahora bien, por
la ley de reciprocidad, se obtiene [CK : NL/K CL] = |Gal(L/K)| = [KS :
(KS)n] = ns.

Por otro lado, se tiene:

[CK : CnKŪK,S ] = [JK,SK
∗ : JnK,SUK,SK

∗] =
↑

Corolario 6.8.6

=
[JK,S : JnK,SUK,S ]

[JK,S ∩K∗ : JnK,SUK,S ∩K∗]
=
A

B
, (6.8.8)

donde A = [JK,S : JnK,SUK,S ] =
∏

p∈S [K∗p : (K∗p)n]. La última igualdad se
debe a que el mapeo JK,S −→

∏
p∈S K

∗
p/(K

∗
p)n, ~α 7−→

∏
p∈S αp(K∗p)n es un

epimorfismo y el núcleo consiste de los idèles ~α ∈ JK,S tales que αp ∈ (K∗p)n

para p ∈ S. Estos últimos son precisamente los idèles JnK,SUK,S .

Ahora bien, se tiene que [K∗p : (K∗p)n] = nqvp(n)|µn(Kp)| = n|n|−1
p |µn(Kp)|

con q = |K(p)| (Proposición 5.3.1). Puesto que |n|p = 1 para p /∈ S, se tiene

A = [JK,S : JnK,SUK,S ] =
∏
p∈S

[K∗p : (K∗p)n] =
∏
p∈S

n · |n|−1
p · n

=
∏
p∈S

n2 · |n|−1
p = n2s

∏
p

|n|−1
p = n2s · 1 = n2s.

Para B = [JK,S ∩K∗ : JnK,SUK,S ∩K∗], se tiene que JK,S ∩K∗ = KS y

JnK,SUK,S ∩K∗ = (KS)n. Para verificar esta última desigualdad, notemos en

primer lugar que se tiene (KS)n ⊆ JnK,SUK,S ∩K∗ y para la otra contención,
si x ∈ JnK,SUK,S ∩K∗, entonces x = ~αnu con ~α ∈ JK,S y u ∈ UK,S . Formamos

el campo K( n
√
x) y probaremos que K( n

√
x) = K.

Si ~β ∈ JK,S , ~β es una norma de algún idèle de K( n
√
x): de hecho, si p ∈ S,

entonces βp ∈ K∗p es una norma pues Kp( n
√
x) = K( n

√
αnp ) = Kp. Si p /∈ S,

βp ∈ Up y Kp( n
√
x) = Kp( n

√
up)/Kp pues p - n, y por tanto p es no ramificado.

Puesto que JK = JK,SK
∗, hemos probado que

NK( n
√
x)/K CK( n

√
x) = CK ,

lo que implica, por la ley de reciprocidad, que K( n
√
x) = K.

De esta forma n
√
x = y ∈ K∗, x = yn ∈ (K∗)n ∩KS = (KS)n. Por tanto

B = [JK,S ∩K∗ : JnK,SUK,S ∩K∗] = [KS : (KS)n] = ns.
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Se sigue que

[CK : CnKŪK,S ] =
A

B
=
n2s

ns
= ns = [CK : NL/K CL]

y por tanto NL/K CL = CnKŪK,S . ut

Corolario 6.8.8. Sea K, ya sea un campo numérico o un campo global de
funciones con carK = p - n. Sean S y n como antes y no suponemos que K
contenga a las n-ráıces de unidad. Entonces CnKŪK,S es un grupo de normas.

Demostración. Sea K ′ = K(ζn) con ζn una n-ráız primitiva de la unidad. Sea
S′ el conjunto de primos de K ′ que contienen a todos los primos sobre los de
S y suficientemente grande tal que JK′ = JK′,S′(K

′)∗. Entonces CnK′ŪK′,S′

es el grupo de normas de una extensión de Galois L′ de K ′. Sea L la mı́nima
extensión de Galois de K conteniendo a L′. Se sigue que

NL/K CL = NK′/K(NL′/K′(NL/L′(CL))) ⊆ NK′/K(NL′/K(CL′))

= NK′/K(CnK′ŪK′,S′) = (NK′/K CK′)
n ·NK′/K ŪK′,S′ ⊆ CnKŪK,S .

Esto es, CnKŪK,S contiene a un subgrupo de normas, por lo que CnKŪK,S
también es a su vez. un grupo de normas. ut

A continuación probamos el teorema de existencia, esencialmente en ca-
racteŕıstica 0. Más adelante daremos otra demostración.

Teorema 6.8.9 (Teorema de existencia en caracteŕıstica 0). Sea K un
campo numérico. Los grupos de normas de CK son exactamente los subgrupos
cerrados de ı́ndice finito en CK .

Demostración. Sea NL = NL/K CL ⊆ CK un grupo de normas de una ex-
tensión finita y normal, es decir, de Galois, L/K. Se tiene, por la ley de
reciprocidad que [CK : NL] = |Gab

L|K | <∞.
Ahora bien, la norma NL/K : CL −→ CK es una función continua y

CK ∼= CK,0 × ΓK , CL = CL,0 × ΓL con ΓK y ΓL ∼= R+. Consideremos el
mapeo de escisión ϕ : R+ −→ CK definido como sigue. Sea p cualquier primo
infinito de K y sea d ep : K∗p −→ CK el encaje natural. Se tiene que R+ ⊆ K∗p
es un subgrupo.

Si p es real d ep : R+ −→ CK es la inyección deseada pues ‖dxep‖ = |x|p =
x ∈ R+. Si p es complejo, entonces ‖dxep‖ = |x|p = x2 y tomamos el mapeo
x 7−→ d

√
xep.

Se tiene que la inyección ϕ : R+ −→ CK nos da un conjunto completo de
representantes de CK/CK,0. Por tanto, podemos suponer que ΓK = ΓL ⊆ CL.
Se sigue que

NL/K CL = NL/K CL,0 ×NL/K ΓL = NL/K CL,0 × Γ
[L:K]
K = NL/K CL,0 × ΓK .
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La imagen del grupo compacto CL,0 en CK es compacto, por tanto cerrado y,
puesto que ΓK ⊆ CK es también cerrado, NL/K CL = NL es cerrado en CK .
Esta misma conclusión está dada en el Corolario 6.7.38.

Rećıprocamente, sea N ⊆ CK un subgrupo cerrado de ı́ndice finito:
[CK : N ] = n. Se sigue que CnK ⊆ N . Por otro lado, N es también un
subgrupo abierto y por ende contiene a algún subgrupo de la forma ŪK,S .
Puesto que CnKŪK,S es un grupo de normas para S suficientemente grande y
como CnKŪK,S ⊆ N , N es a su vez, un grupo de normas. ut

Observación 6.8.10. La demostración del teorema de existencia 6.8.9 sigue
cumpliéndose para campos de funciones tales que carK = p - n = [CK : N ].
El caso general de campos de funciones lo daremos más adelante y requiere
otro tratamiento.

6.8.3. Normas universales

Definición 6.8.11. Sea K un campo global. Se define el grupo de normas
universales como

NK :=
⋂
L

NL/K CL,

donde L recorre todas las extensiones abelianas finitas de K.

Sea ρK : CK −→ Gab
K = Gal(Kab/K) el śımbolo universal de la norma

residual, esto es, ρK = ( ,K).

Teorema 6.8.12. Se tiene

núc ρK = NK =
⋂

L/K abeliana
finita

NL =
⋂

L/K abeliana
finita

NL/K CL.

Demostración. Para ~̃α ∈ CK , se tiene ρK
(
~̃α
)

= ĺım←−
L

ρK |L
(
~̃α
)

= ĺım←−
L

(
~̃α, L/K).

Por tanto

~̃α ∈ núc ρL ⇐⇒
(
~̃α, L/K

)
= 1 para toda extensión L/K abeliana finita

⇐⇒ ~̃α ∈ NL = NL/K CL para toda extensión L/K abeliana finita

⇐⇒ ~̃α ∈
⋂
L

NL/K CL para L/K extensión abeliana finita. ut

Recordemos que para cualquier extensión abeliana finita E/F de campos
globales (K ⊆ F ⊆ E ⊆ Kab), con E/K finita, se tiene que NE/F CE es
cerrado y abierto en CF (Corolario 6.7.38).

Lema 6.8.13. Sea K un campo global, E/K una extensión finita con E ⊆
Kab. Sea K ⊆ F ⊆ E. Entonces núc NE/F = N−1

E/F (1) es un subgrupo com-

pacto de CE.
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Demostración. Se tiene CE ∼= CE,0 × Λ donde

Λ =

{
R+ si E es numérico,

Z si E es de funciones.

Sea [E : F ] = n, NE/F Λ = nΛ ∼= Λ y por tanto núc NE/F |Λ = {1}.
Se tiene el diagrama conmutativo con filas exactas

1 // CE,0
ı //

N0

��
	

CE
‖ ‖ //

N

��
	

Λ //

N1

��

1

1 // CF,0
ı // CF

‖ ‖ // Λ 1

donde N0 = NE/F |CE,0 , N = NE/F , N1 = NE/F |Λ. Del Lema de la Serpiente,
obtenemos la sucesión exacta

1 −→ núc N0 −→ núc N −→ 1 −→ CF,0/NE/F CE,0 −→
−→ CF /NE/F CE −→ Λ/nΛ −→ 1.

Se sigue que núc N = núc N0 y que CF /NE/F CE ∼= CF,0/NE/F CE,0 ×

Λ/nΛ. Además Λ/nΛ ∼=

{
1 si E es numérico

Z/nZ si E es de funciones.

Ahora bien, núc N = núc N0 < CE,0 el cual es compacto y núc N0 es
cerrado, por lo que núc N es compacto. ut

Teorema 6.8.14. Sea E/F una extensión de campos globales tal que [E :
K] <∞ y E ⊆ Kab. Entonces NF = NE/F NE.

Demostración. Primero veamos que NE/F NE ⊆ NF . Consideremos ~̃α ∈
NE =

⋂
L NL/E CL, donde L recorre a las extensiones abelianas finitas de

E. Para cada tal L, existe ~̃βL tal que ~̃α = NL/E
~̃βL.

Ahora consideremos M cualquier extensión abeliana finita de F . Se tiene

NME/F CME = NM/F NME/M CME ⊆ NM/F CM .

Por tanto NME/F CME ∩NM/F CM = NME/F CME y ME ⊇ E. Esto es,

NF =
⋂
L⊇F

NL/F CL =
⋂
L⊇E

NL/F CL.

Se sigue que para L ⊇ E, NE/F ~̃α = NE/F NL/E
~̃βL = NL/F

~̃βL ∈
NL/F CL. Por tanto

NE/F ~̃α ∈
⋂
L⊇E

NL/F CL = NF y NE/F NE ⊆ NF .
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Ahora veamos que NF ⊆ NE/F NE . Sea ~̃α ∈ NF . Para cada L ⊇ E, sea

TL := NL/E CL ∩N−1
E/F (~̃α) = {~̃β ∈ CE | ~̃β ∈ NL/E CL y NE/F

~̃β = ~̃α}.
Verificaremos que

⋂
L⊇E TL 6= ∅ y en este caso, si ~̃γ ∈

⋂
L⊇E TL, entonces

~̃γ ∈
⋂
L⊇E NL/E CL = NE y NE/F ~̃γ = ~̃α y por tanto ~̃α ∈ NE/F NE mostrando

que NF ⊆ NE/F NE .

Tenemos que cada TL 6= ∅ pues ya que ~̃α ∈ NF , se tiene que para cada
L ⊇ F , ~̃α ∈ NL/F CL = NE/F (NL/E CL). Por otro lado el conjunto {TL}L⊇E
tiene la propiedad de la intersección finita puesto que

⋂s
i=1 TLi ⊇ TL para

L ⊇ Li, 1 ≤ i ≤ s. Se sigue que para probar que
⋂
L⊇E TL 6= ∅, es suficiente

probar que cada TL es compacto.
Se tiene que NL/E CL es cerrado y N−1

E/F (~̃α) es compacto, por lo que TL
es cerrado en N−1

E/F (~̃α) y por tanto es compacto. El resultado se sigue. ut

Lema 6.8.15. Para todo K ⊆ F ⊆ Kab tal que [F : K] < ∞, se tiene que

núcϕF,l, donde ϕF,l : CF −→ CF está dada por ϕF,l(~̃α) = ~̃αl, es un conjunto
compacto.

Demostración. Se tiene que núcϕF,l = {~̃α ∈ CF | ~̃αl = 1}. Ahora bien, si

~̃α ∈ núcϕF,l, entonces 1 = ‖~̃αl‖ = ‖~̃α‖l y ‖~̃α‖ ∈ R+, por lo que ‖~̃α‖ = 1. Se

sigue que ~̃α ∈ CF,0. Puesto que ϕF,l es continua, núcϕF,l es cerrado en CF,0
y como CF,0 es compacto, se sigue que núcϕF,l es compacto. ut

Teorema 6.8.16. Para cada número primo l, se tiene que NE ⊆ ClE para
cada extensión abeliana finita E/K con ζl ∈ E.

Demostración. Sea ~̃α ∈ NE .

Si l = p = carK: Entonces, como ~̃α ∈ NE , se tiene que (~̃α,M/E) = 1 donde
M es la máxima extensión abeliana de E de exponente p. Del Teorema 6.6.17
se obtiene que ~̃α ∈ CpE (en este caso, ζp = 1 ∈ E para todo E).

Sea l 6= p = carK: Sea E tal que ζl ∈ E. Sea S un conjunto finito no vaćıo
de primos de E que contiene a todos los divisores de l, p|l, los primos arqui-
mediano y suficientemente grande tal que JE = JE,SE

∗.
Sean D =

∏
p∈S(E∗p)l ×

∏
p/∈S Up y E1 = E

(
(ES)1/l

)
. De la teoŕıa de

Kummer, obtenemos

[E1 : E] = [ES : (ES)l] = ls, donde s = |S|.

Se tiene

[JE : DE∗] = [JE,SE
∗ : DE∗] =

↑
Corolario 6.8.6

=
[JE,S : D]

[JE,S ∩ E∗ : D ∩ E∗]

=
[JE,S : D]

[ES : (ES)l]
=

∏
p∈S [E∗p : (E∗p)l]

[ES : (ES)l]
.
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De la Proposición 5.3.1, se tiene

[E∗p : (E∗p)l] =
l2

|l|p
.

Para p /∈ S, |l|p = 1 por lo que

∏
p∈S

[E∗p : (E∗p)l] =
∏
p∈S

l2

|l|p
=

l2s∏
p |l|p

= l2s.

Por tanto

[JE : DE∗] =
l2s

ls
= ls = [E1 : E].

De esta forma obtenemos

[JE : DE∗] = [E1 : E] = [CE : NE1/E CE1
]

=
[
JE/E

∗ : (NE1/E JE1
)E∗/E∗

]
= [JE : (NE1/E JE1

)E∗].

Se sigue que DE∗ = (NE1/E JE1)E∗, puesto que, por el Teorema 6.6.7, tene-
mos DE∗ ⊆ (NE1/E JE1)E∗.

Sea ~̃α ∈ NE . En particular ~̃α es norma desde E1, ~α ∈ (NE1/D JE1
)E∗ =

DE∗. Por tanto, ~̃α tiene un representante ~β ∈ D. Cualesquiera dos represen-
tantes de ~̃α difieren por un elemento δ ∈ D ∩ E∗ = (ES)l. Ahora ~β es una
l-potencia para todos los primos de S. Veremos que también es una l-potencia
para todo p /∈ S.

Para S′ ⊇ S, definimos D′ =
∏

p∈S′(E
∗
p)l ×

∏
p∈S′ Up y se tiene D′E∗ =

(NE′1/E
JE′1)E∗, E′1 = E

(
(Es

′
)1/l
)
.

Se tiene que ~̃α tiene un representante ~γ ∈ D′. Se puede escribir ~γ = ~ηl · ~γ′
donde ~γ′ es una unidad fuera de S′ y 1 en los primos de S′, ~η es 1 fuera de
S′. Sea x ∈ E tal que ~η = x · ~ξ donde ~ξ ∈ JE,S . Entonces ~ηl = xl · ~ξl y

~γ = xl · ~ξl · ~γ′. Se sigue ~γ es una l-potencia para todos los primos l en S′. Por
tanto ~γ difiere de ~β por una l-potencia y por tanto ~β es una l-potencia en S′.
Puesto que podemos incluir cualquier primo en S′, se sigue que ~̃α ∈ ClE . ut

Teorema 6.8.17. Para cualquier K ⊆ F ⊆ Kab tal que [F : K] <∞, se tiene
que NF es (infinitamente) divisible, es decir, para toda m ∈ N, Nm

F = NF .

Demostración. Es suficiente probar que Nl
F = NF para cualquier número

primo l.
Se tiene que NF = NE/F NE para cada extensión finita E/F . Tomando E

suficientemente grande para l en el sentido de que NE ⊆ ClE , se tiene

NF = NE/F NE ⊆ NE/F C
l
E =

(
NE/F CE

)l
. (6.8.9)
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Sea ~̃α ∈ NF . El śımbolo
(
~̃α
)1/l

denota al conjunto de elementos de CF

cuya l-potencia es ~̃α: ~̃α1/l := {~̃β ∈ CF | ~̃βl = ~̃α}.
De (6.8.9), se obtiene que los conjuntos

XE :=
(

NE/F CE
)
∩
(
~̃α
)1/l

son no vaćıos. Por tanto estos conjuntos satisfacen la propiedad de intersección
finita:

r⋂
i=1

XEi ⊇ XE 6= ∅ para E tal que Ei ⊆ E para toda 1 ≤ i ≤ r.

Además NE/F CE es cerrado (Corolario 6.7.38) y ~̃α1/l es compacto (Lema
6.8.15) por lo que XE es un conjunto compacto. Se sigue que

⋂
E XE 6= ∅. Si

~̃β ∈
⋂
E XE , entonces ~̃β ∈ NF

⋂(
~̃α
)1/l

, por tanto ~̃β ∈ NF y ~̃βl = ~̃α lo que
prueba el teorema. ut

Proposición 6.8.18. Sea K cualquier campo global y sea H ⊆ CK cualquier
subgrupo divisible. Entonces H ⊆ NK .

Demostración. Sea h ∈ H y sea L/K una extensión abeliana finita. Se tiene
que (h, L/K) ∈ Gal(L/K). Sea |Gal(L/K)| = n. Sea h1 ∈ H con hn1 = h. Se
sigue que

ρK(h)|L = (h, L/K) = (hn1 , L/K) = (h1, L/K)n = 1,

lo que implica que h ∈ NL/K CL y h ∈
⋂
L NL/K CL = NK . ut

Corolario 6.8.19. Se tiene que NK es el máximo subgrupo divisible de CK .
ut

Corolario 6.8.20. Si K es un campo numérico, ρK es suprayectiva y no in-
yectiva.

Demostración. Se tiene que CK ∼= CK,0 × R+ y R+ es divisible, por lo que
R+ ⊆ NK = núc ρK . Por tanto ρK no es inyectiva.

Por otro lado, ρK(CK) = ρK(CK,0) ⊆ Gab
K y ρK(CK) es denso en Gab

K y
ρ(CK,0) es compacto, de donde se sigue que ρK(CK) = Gab

K . ut

Lema 6.8.21. Sea A cualquier subgrupo de ı́ndice finito en CK , donde K
es un campo global. Entonces, si H < CK es un subgrupo divisible, se tiene
H ⊆ A.

Demostración. Sea h ∈ H. Sea [CK : A] = n < ∞. Existe h1 ∈ H < CK con
hn1 = h ∈ A. ut
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Con todos estos elementos, damos otra demostración del teorema de exis-
tencia para campos numéricos (Teorema 6.8.9).

Teorema 6.8.22 (Teorema de existencia en caracteŕıstica 0). Sea K un
campo numérico. Sea H un subgrupo abierto de CK de ı́ndice finito. Entonces
H es un grupo de normas.

Demostración. Se tiene que núc ρK = NK es divisible. Por tanto núc ρK ⊆ H.
Se tiene que H es cerrado en CK . Sea H0 := H∩CK,0. Entonces H0 es cerrado
en CK,0, por tanto compacto y [CK,0 : H0] = [CK : H] pues R+ ⊆ H por ser

divisible. Sea CK,0
µ−→ CK/H, ~̃ξ 7−→ ~̃ξ mód H, el mapeo natural.

Sea ~̃ξ ·x ∈ CK , ~̃ξ ∈ CK,0, x ∈ R+. Entonces µ(~̃ξ) = ~̃ξ mód H = ~̃ξx mód H.
Por tanto µ es suprayectiva y núcµ = H ∩ CK,0 = H0.

SeaH = ρK(H0) el cual es un subgrupo cerrado deGab
K por ser compacto, y

como NK ⊆ H, se tiene que H0 = ρ−1
K (H)∩CK,0. De hecho, se tiene ρ−1

K (H) =

ρ−1
K (ρK(H0)) ⊇ H0, de donde ρ−1

K (H) ∩ CK,0 ⊇ H0. Rećıprocamente, si ~̃ξ ∈
ρ−1
K (H) ∩ CK,0, entonces ρK(~̃ξ) ∈ H = ρK(H0). Por tanto existe ~̃α ∈ H0

tal que ~̃ξ = ~̃α · ~̃β con ~̃β ∈ núc ρK ⊆ H y ~̃β = ~̃ξ~̃α−1 ∈ CK,0. Se sigue que

~̃ξ ∈ H ∩ CK,0 = H0.
Como consecuencia de lo anterior, tenemos que [Gab

K : H] = [CK,0 : H0] =

[CK : H]. Sea L := (Kab)H. Entonces, si ~̃α ∈ NL/K CL, se tiene ρK(~̃α)
∣∣
L

= 1,

lo cual implica que ρK(~̃α) ∈ H. Se sigue que NL/K CL ⊆ ρ−1
K (H).

NK
oo //

��

ρK

))
Kab
OO

H

oo // {1}

��
NL/K CL oo //

��

ρK ))
LOO
oo // H

��
CK oo //

ρK

55K oo // Gab
K

Se tiene que [CK : NL/K CL] =

[L : K] = [Gab
K : H] = [CK : H].

Se sigue que NL/K CL = H y esto concluye el teorema de existencia. ut

Con respecto al núcleo de ρK para un campo numérico K, Tate probó el
siguiente resultado.

Teorema 6.8.23. Si K es un campo numérico y ρK : CK −→ Gab
K es el

mapeo de reciprocidad, núc ρK = NK es la componente conexa de 1 y se tiene

NK
∼=
( Ẑ× R

Z

)t
⊕
(R
Z

)s
⊕ R,
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donde s es el número de lugares complejos de K y t es el rango de las unidades

totalmente positivas de K (R+
log∼= R).

Demostración. Ver [7, Chapter IX, páginas 65–70], [120, Chapter VI, Section
1, Exercises 1–10, páginas 367–368]. ut

6.8.4. Teorema de existencia en caracteŕıstica p > 0

Ahora estudiemos el caso de campos de funciones. Sean K un campo global
de funciones y ρK : CK −→ Gab

K el śımbolo de la norma residual.

Se tiene que Gal(KFab
q /K) ∼= Gal(Fab

q /Fq) ∼= Ẑ y Gal(KFab
q /K) = 〈FrK〉

donde FrK es el automorfismo de Frobenius, Fab
q

FrK−−−−→ Fab
q , x 7−→ xq.

Sea σ ∈ Gab
K y σ|Fab

q
= FrνK . Se define ν := ord(σ) ∈ Ẑ.

Si ~̃α ∈ CK , escribimos ~̃α = ~̃αn1 ~̃α0 con ~̃α1 un elemento de CK de grado 1
fijado de antemano y ~̃α0 ∈ CK,0. Se tiene gr ~̃α = n. En término de valores

absolutos, tenemos ‖~̃α1‖ = q, ‖~̃α0‖ = 1 y gr ~̃α1 = 1, gr ~̃α0 = 0.

Se tiene que ρK(~̃α) = (~̃α,K) =
∏

p(αp, Lp/Kp).

Teorema 6.8.24. Para ~̃α ∈ CK , ρK(~̃α) = (~̃α,K), se tiene

ord
(
(~̃α,K)

)
= gr

(
~̃α
)
∈ Z.

En particular, si ~̃α ∈ núc ρK , necesariamente ~̃α ∈ CK,0, esto es, núc ρK ⊆
CK,0.

Demostración. Recordemos que gr ~̃α = gr ~α =
∑

p grp αp, donde grp = gr p ·
vp(αp).

Ahora bien, |αp|p = q
−vp(αp)
p donde qp = |K(p)| es la cardinalidad del

campo residual y [K(p) : Fq] = gr p. Por tanto qp = |K(p)| = qgr p. Esto es,

|αp|p = q
−vp(αp)
p = q− gr p·vp(αp) = q− grp αp .

De esta forma, tenemos:

‖~̃α‖ = ‖~α‖ =
∏
p

|αp|p = q−
∑

p grp αp = q− gr ~α = q− gr ~̃α,

y en particular

‖~̃α‖ = 1 ⇐⇒ gr ~̃α = 0.

Sean Kp es cualquier completación y σ ∈ Gab
Kp

= Gal(Kab
p /Kp), Kp(p) =

Fqp = Fqgr p .
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Kab
p

Kp KpFab
qp

Sea σ|KpFab
qp
∈ Gal(KpFab

qp/Kp) ∼=
Gal(Fab

qp/Fqp).

Se tiene que si Frp es el Frobenius respectivo a Fab
qp/Fqp , entonces se tie-

ne que 〈Frp〉 = Gal(Fab
qp/Fqp). Esto es, Frp : Fab

qp −→ Fab
qp está dada por

Frp(x) = xqp = xq
gr p

= Frgr p
K puesto que Fab

qp = Fab
q y 〈Frp〉 = Gal(Fab

qp/Fqp) ⊆
Gal(Fab

qp/Fq) = 〈FrK〉.
Si σ|KpFab

qp
= Frnp , se define ordp(σ) = n. Por tanto, ordp(σ) = n implica

ordK(σ) = n · gr p y aśı, ordK(σ) = gr p · ordp(σ) y, en particular,

ordK(αp,Kp) = gr p · ordp(αp,Kp).

Ahora veamos que ordp(αp,Kp) = vp(αp). Se tiene (αp,Kp)|KpFab
qp

=

(αp,KpFab
qp/Kp) = Fr

vp(αp)
p puesto que la extensión KpFab

qp/Kp es no rami-
ficada.

Se sigue que ordp(αp,Kp) = vp(αp) ∈ Z.

Ahora bien, puesto que (~̃α,K) =
∏

p∈ZK (αp,Kp), se obtiene

ordK
(
~̃α,K

)
=
∑
p∈PK

ordp(αp,Kp) =
∑
p∈PK

gr p · vp(αp)

=
∑
p∈Pp

grp αp = gr(~̃α) ∈ Z.

En particular, si ~̃α ∈ núc ρK , se tiene
(
~̃α,K

)
|KFab

qp
= Id = Fr0

K y

ordK(~̃α,K) = gr
(
~̃α
)

= 0 y ~̃α ∈ CK,0. ut

Observación 6.8.25. Si A es un grupo localmente compacto, entonces si A0

es la componente conexa de la identidad, A0 es un subgrupo abierto y cerrado
de A y A/A0 es totalmente disconexo.

Proposición 6.8.26. Se tiene que A0 =
⋂
H H, donde H recorre todos los

subgrupos normales abiertos de A.

Demostración. Se tiene que para x ∈ A, x−1A0x es conexo y contiene a la
identidad, por lo que x−1A0x = A0 y A0 es un subgrupo normal. Ahora, si H
es cualquier subgrupo abierto de A, escribimos A = H ·∪H1 con H1 =

⋃
x∈G
x/∈H

xH,

por lo que H1 es abierto. Esta es una disconexión pues 1 ∈ H. Por tanto
A0 ⊆ H y A0 ⊆

⋂
H H.

Rećıprocamente, H := A0 es normal y abierto, por lo que
⋂
H H ⊆ A0. ut
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Sea H un subgrupo normal cerrado tal que A/H es totalmente disconexo.
Sea π : A −→ A/H la proyección natural, la cual es continua. Los abiertos de
A/H son los conjuntos U/H con U abierto en A y H ⊆ U . Puesto que A/H
es totalmente disconexo, A0 ⊆ núcπ = H y por tanto la proyección natural
A/A0 −� A/H es suprayectiva. En otras palabra, A/A0 es el grupo cociente
máximo totalmente disconexo.

Regresando a CK y CK,0 donde K es un campo global de funciones, recor-
demos que tanto CK como CK,0 son totalmente disconexos (Corolario 6.2.11).
Por tanto {1} =

⋂
H/CK

H abierto

H =
⋂

H/CK,0
H abierto de CK,0

H.

Ahora, si H es cualquier subgrupo, ya sea de CK o de CK,0, de ı́ndice finito,
digamos [CK : H] = n <∞ o [CK,0 : H] = n <∞, se tiene núc ρK ⊆ H. Aśı,

núc ρK ⊆
⋂

[CK,0:H]<∞

H ⊆
⋂

H/CK,0
H abierto

= D = {1},

donde D es la componente conexa de la identidad y D = {1}. Por tanto
núc ρK = {1}, esto es, ρK es inyectiva.

Teorema 6.8.27. Si K es un campo global de funciones y si ρK : CK −→ Gab
K

es el śımbolo de la norma residual, entonces ρK es inyectiva y no suprayectiva.

Demostración. Se tiene que gr
({
ρK
(
~̃α
)
|~̃α ∈ CK

})
= Z 6= Ẑ, por lo que ρK

no es suprayectiva. ut

Sea K/Fq un campo global de funciones congruente sobre Fq. Se tiene
Fq = Fsep

q = Fab
q =

⋃∞
n=1 Fqn una cerradura algebraica de Fq. Se tiene que

KFab
q es la máxima extensión de constantes de K y además KFab

q ⊆ Kab.
Además

Gal(KFab
q /K) ∼= Gal(Fab

q /Fq) = Gal
( ∞⋃
n=1

Fqn/Fq
)

= Gal
(

ĺım−→
n

Fqn/Fq
)

∼= ĺım←−
n

Gal
(
Fqn/Fq) ∼= ĺım←−

n

(
Z/nZ

) ∼= Ẑ,

la completación Z.

Además, CK ∼= CK,0 × Z ρK−→ Gal(Kab/K)
rest−→ Gal(KFqn/K), σ 7−→

σ|KFqn y se tiene núc
(

rest ◦ρK
)

= CK,0 × nZ (Teorema 6.8.3).
Tenemos el isomorfismo inducido,

θ :
CK

CK,0 × nZ
∼=−→ Gal(KFqn/K) ∼= Gal(Fqn/Fq) ∼=

Z
nZ

.

Se sigue que
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ρ̃K :
CK
CK,0

−→ Gal(KFab
q /K) ∼= Ẑ.

En particular obtenemos nuevamente que ρK no es suprayectiva y que
CK,0 = núc ρK |Z. Más precisamente, si ~̃α ∈ CK,0, se tiene ρK

(
~̃α
)
|KFab

q
=(

~̃α,K
)
|KFab

q
= 1, por lo que

(
~̃α,K

)
∈ Gal(Kab/KFab

q ).

Ahora bien, ρK(CK) es denso en Gab
K = Gal(Kab/K) y CK,0 es compacto

por lo que ρK(CK,0) es denso y compacto en Gal(Kab/KFab
q ), por tanto es

suprayectiva y como ρK es inyectiva obtenemos que

ρK |CK,0 : CK,0 −→ Gal(Kab/KFab
q )

es un isomorfismo algebraico y topológico.
Sea π : JK −→ CK = JK/K

∗ el epimorfismo natural. Se tiene el siguiente
diagrama conmutativo con filas exactas

1 // JK,0
� � //

π

��
�

JK
gr // //

π

��
�

Z //

Id

��

0

1 // CK,0
� � // CK

gr // // Z // 0

Sea ~α1 ∈ JK es de grado 1, entonces para ~α ∈ JK arbitrario, el mapeo
~α −→

(
~α− gr ~α

1 · ~α, ~αgr ~α
1

)
induce isomorfismos

JK ∼= JK,0 × 〈~α1〉 y CK ∼= CK,0 × 〈~̃α1〉.

Como consecuencia del Teorema 6.8.24, se obtiene que ρK nos da un iso-
morfismo topológico:

Teorema 6.8.28. Sean G = Gal(Kab/K) = Gab
K , H0 = Gal(Kab/KFab

q ) y

G0 = Gal(KFab
q /K) ∼= Ẑ. Entonces G/H0

∼= G0 y ρK es un isomorfismo

algebraico y topológico de CK,0 sobre H0, es decir, CK,0
ρK∼= Gal(Kab/KFab

q ) y
G es el producto directo de H0 y G0,

G ∼= H0 × G0, Gal(Kab/K) ∼= Gal(Kab/KFab
q )×Gal(KFab

q /K).

K̂
Ẑ
G0

∼=CK,0

Kab

G
H0
∼=CK,0

K
Ẑ

KFab
q

El campo de constantes de K̂ :=
(
Kab

)G0
es Fq.
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Demostración. Sea Fqn el campo de constantes del campo K̂. Se tiene que

K = K̂ ∩KFab
q ⊇ KFqn ∩KFab

q ⊇ Fqn , por lo que Fqn ⊆ K de donde se sigue

que n = 1 y que Fq es el campo de constantes de K̂.
Se tiene que H0

∼= CK,0 tanto algebraica como topológicamente. Ahora

bien, puesto que G0
∼= Ẑ, la sucesión

1 −→ H0 −→ G
π−→ G0 −→ 1

se escinde pues Ẑ = 〈FrK〉 es la cerradura de Z en G0. Más precisamente, si
x ∈ G es tal que π(x) = FrK , entonces ϕ(FrK) = x es el mapeo de escisión,

extendiéndolo de manera continua a todo Ẑ. ut

Detallando más el Teorema 6.8.28, el siguiente resultado nos da la infor-
mación relevante acerca de las extensiones de constantes.

Teorema 6.8.29. Existen dos diagramas conmutativos de sucesiones exactas.
En cada diagrama, la flecha vertical de la izquierda es un isomorfismo de
grupos topológicos.

1 // CK,0
i //

∼= ρ′K=ρK |CK,0

��

CK
gr //

ρK

��

Z //

ρFq

��

0

1 // Gal(Kab/KFab
q )

i
// Gal(Kab/K)

rest
// Gal(KFab

q /K)
=

Gal(Fab
q /Fq)∼=Ẑ

// 1

1 // IK,0
i //

∼=
��

IK
gr //

��

Z //

ρFq

��

0

1 // Gal(Knr/KFab
q )

i
// Gal(Knr/K)

rest
// Gal(KFab

q /K) // 1

Aqúı se tiene ρFq : Z −→ Gal(Kab/K) definida por ρFq (n) = FrnK , donde
FrK denota al automorfismo de Frobenius.

Demostración. En el primer diagrama, (ρFq ◦ gr)(~̃x) = ρFq (gr ~̃x) = Frgr ~̃x
K . Por

el otro lado, rest ρK(~̃x) = ρKFab
q

(~x) = Frgr ~̃x
K .

El lado izquierdo del diagrama es conmutativo, es decir i ◦ ρ′K = ρK ◦ i y
núc(i ◦ ρ′K) = núc ρ′K = núc(ρK ◦ i) = 0 pues se tiene que ρK es inyectiva en
el caso de campos de funciones. Por lo tanto ρ′K es una inyección y tenemos
que im ρ′K = núc rest = Gal(Kab/KFab

q ).
Ahora bien, por el Lema de la Serpiente (Teorema 4.1.8), se tiene la suce-

sión exacta
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1→ núc ρ′K → núc ρK → núc ρFq →
→ conúcleo ρ′K → conúcleo ρK → conúcleo ρFq → 1.

Usando que ρK es inyectiva en el caso de campos de funciones, que
conúcleo ρK = Ẑ/Z, que ρFq es inyectiva y que conúcleo ρFq = Ẑ/Z, se si-
gue

1→ núc ρ′K → 1→ 1→ conúcleo ρ′K → Ẑ/Z→ Ẑ/Z→ 0

es exacta por lo núc ρ′K = 1 y conúcleo ρ′K = 1 de donde se sigue que ρ′K es
un isomorfismo.

El segundo diagrama, proviene del primero al dividir la primera sucesión
entre Ū = UK∗/K∗, con U =

∏
p∈PK Up: CK,0/Ū = IK,0, CK/Ū = IK y

usando que ρK(Ū) = Gal(Kab/Knr) pues CK/Ū ∼= Gal(Knr/K) según el
TCCG. ut

Notemos que, en particular, se tiene que Ū corresponde a la máxima ex-
tensión no ramificada abeliana de K.

Corolario 6.8.30. Se tiene

CK,0 ∼= Gal(Kab/KFab
q ), IK,0 ∼= Gal(Knr/KFab

q ). Kab

Ū

CK,0Knr

finita IK,0

KFab
q

K∗

En particular Knr/KFab
q es una extensión finita. ut

En adición tenemos CK = 〈~̃α1〉 × CK,0, con ~α ∈ JK tal que |~̃α1| = q−1

o gr ~̃α1 = 1 y CK es isomorfo a Z × CK,0 pero no de manera canónica, esto
es, CK,0 es único no aśı la copia de Z que podemos seleccionar dentro de CK
para obtener el producto directo. Notemos que tenemos una copia de Z en
CK para cada ~̃α1 ∈ CK con gr ~̃α1 = 1.

Definición 6.8.31. Se define otra topoloǵıa en CK : las vecindades de 1 son
los subgrupos abiertos de ı́ndice finito en la topoloǵıa usual de CK . Esta nueva
topoloǵıa se llama la topoloǵıa de clase

La topoloǵıa de clase es estrictamente menos fina que la topoloǵıa usual,
como veremos en el Teorema 6.8.32.
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Teorema 6.8.32. La topoloǵıa de clase coincide con la original en CK,0, in-
duce la topoloǵıa de ideales sobre Z y la topoloǵıa producto sobre Z×CK,0. La
topoloǵıa de ideales de Z consiste de la topoloǵıa generada por las vecindades
de 0 por los ideales {nZ}n 6=0. Es decir, V es una vecindad de 0 si contiene a
algún ideal nZ con n 6= 0. La completación de Z con respecto a esta topoloǵıa
es el anillo de Prüfer:

Ẑ = ĺım←−
n

Z/nZ.

Demostración. Sea B un subgrupo abierto de ı́ndice finito en CK . Sea ~̃α ∈ B
con gr ~̃α = mı́n{n ∈ N | existe ~̃β ∈ B con gr ~̃β = n}. Sea B0 = B ∩ CK,0 y

B =
⋃
n∈Z ~̃α

nB0. Ahora bien, B0 es un conjunto abierto de CK pues CK,0 es
abierto en CK (Proposición 6.2.13).

Veremos que B0 es de ı́ndice finito en CK,0. Sea m =
∏

p p
γp con γp ≥ 0

para toda p y γp = 0 para casi toda p. m recibe el nombre de modulus. Un
sistema fundamental de vecindades de 1 en JK está dado por los grupos

Jm
K =

∏
p-m

Up ×
∏
p|m

U
(γp)
p ,

donde U
(γp)
p son los grupos consistentes de los elementos αp ∈ K∗p tales que

αp ≡ 1 mód pγp para p|m. Se tiene que U
(γp)
p ⊆ Up y que si ~α ∈ Jm

K , entonces
gr ~α = 0. Sea Cm

L := Jm
KK

∗/K∗, los cuales forman un sistema fundamental de
vecindades de 1 ∈ CK y Cm

K ⊆ CK,0. Se tiene

[CK,0 : Cm
K ] = [CK,0 : UKK

∗/K∗][UKK
∗/K∗ : Cm

K ],

donde UK =
∏

p Up. Ahora bien, CK,0/
(
UKK

∗/K∗
) ∼= IK,0, el cual es un

grupo finito.

Por otro lado,
[
Up : U

(γp)
p

]
<∞, por lo que

[UKK
∗/K∗ : Cm

K ] ≤
∏
p|m

[
Up : U

(γp)
p

]
<∞.

El subgrupo abierto B0 debe contener a algún subgrupo abierto Cm
K por lo

que [CK,0 : B0] <∞. Por otro lado, B ∩ Z es un subgrupo de ı́ndice finito en
Z por lo que B ∩ Z = nZ para algún n ∈ N. Por tanto, la topoloǵıa inducida
en Z es la topoloǵıa de ideales. ut

Definición 6.8.33. Se define ĈK := CK,0 ×
(
~̃α1

)Ẑ ∼= CK,0 × Ẑ, es decir,

ĈK ∼= CK,0 ×
{
~̃αµ1
}
µ∈Ẑ.

Observación 6.8.34. Se tiene que

ĈK ∼= ĺım←−
B

CK/B,

donde B recorre los subgrupos abiertos de ı́ndice finito de CK .
Es decir, ĈK es la completación en la topoloǵıa de Krull de CK .
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Observación 6.8.35. Puesto que tanto CK,0 como Ẑ son compactos, se sigue

que ĈK es compacto.

Se tiene que ρK : CK −→ Gal(Kab/K) es uniformemente continua en la
nueva topoloǵıa, de hecho, si U es un abierto de G := Gal(Kab/K), existe un
subgrupo abierto H de G con H ⊆ U pues los subgrupos abiertos definen la
topoloǵıa de Krull. Entonces H es de ı́ndice finito. Sea L := (Kab)H el campo
fijo bajo H y se tienen Gal(L/K) ∼= G/H. De la ley de reciprocidad, tenemos

ρK |L = ψL/K : CK/NL/K(CL)
∼=−→ G/H.

Ahora bien, NL/K CL es abierto en CK y si ~̃α~̃β−1 ∈ NL/K CL, entonces

ρK
(
~̃α~̃β−1

)
= ρK(~̃α)ρK(~̃β)−1 ∈ H, de donde obtenemos que ρK es unifor-

memente continua.
Por tanto, ρK se extiende de manera única a la completación, en la nueva

topoloǵıa, ĈK de CK y ĈK ∼= CK,0×Ẑ el cual es compacto. Por tanto ρK
(
ĈK
)

es denso y compacto, de donde se sigue que ρK
(
ĈK
) ∼= G. Puesto que ρK es

inyectiva, se tiene ρK : ĈK −→ G es un isomorfismo tanto algebraico como
topológico.

Con todos estos elementos, se demuestra el Teorema de Existencia pa-
ra campos de funciones. De hecho se hace más, se da una corresponden-
cia biyectiva entre subgrupos cerrados de ĈK y los subgrupos cerrados de
G = Gal(Kab/K).

Teorema 6.8.36 (Teorema de Existencia para campo de funciones).
Sea K un campo global de funciones. Sea H un subgrupo abierto de ı́ndice

finito en CK . Entonces existe una extensión abeliana finita L de K tal que
H = NL = NL/K CL Más aún, L es el campo fijo de ρK(H): L = (Kab)ρK(H)

donde ρK = ( ,K) : CK −→ Gal(Kab/K) es el śımbolo de la norma residual
u homomorfismo de Artin.

Demostración. Sea H un subgrupo abierto de ı́ndice finito de CK . Sea H0 =
H ∩ CK,0. Puesto que

H

H0

∼=
H

(H ∩ CK,0)
∼=
HCK,0
CK,0

⊆ CK
CK,0

∼= Z,

se tiene que H = ∪n∈ZhnH0 para algún h ∈ H. Por otro lado, debido a que
tenemos el isomorfismo CK = CK,0×Z = CK,0×〈~̃α1〉 con |~̃α1| = q−1, podemos

tomar h = ~̃αd1 para alguna d. Se tiene que Ẑ/dẐ ∼= Z/dZ de manera natural

( Z �
� //

ϕ 55Ẑ mód d// // Ẑ/dẐ , núcϕ = dZ y se prueba que ϕ es un epimorfismo).

Sea Ĥ := H0×dẐ, esto es, Ĥ es la completación deH en la nueva topoloǵıa.
Entonces ĈK = CK,0 × Ẑ, por lo que
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ĈK

Ĥ
=
CK,0 × Ẑ
H0 × dẐ

∼=
CK,0
H0

× Z
dZ
∼=
CK,0 × Z
H0 × dZ

∼=
CK
H

lo cual implica [CK : H] = d[CK,0 : H0] = [ĈK : Ĥ].

Sea H = ρK(Ĥ) ⊆ Gal(Kab/K) = G. Se tiene que H es cerrado en G y
pues que ρK es un isomorfismo

[G : H] = [ρK(ĈK) : ρK(Ĥ)] =
↑

ρK es un
isomorfismo

[ĈK : Ĥ] = [CK : H],

es decir, [CK : H] = [G : H].
Sea L el campo fijo de Kab por H = ρK(Ĥ), es decir, L := (Kab)H.

Entonces [L : K] = [G : H] = [CK : H].

Además, Gal(L/K) ∼= Gal(Kab/K)
Gal(Kab/L)

∼= G
H
∼= CK

NL/K CL
y ρK(CK) ⊆ G, por lo

que ρK(NL/K CL) ⊆ H lo cual implica que NL/K CL ⊆ H. Finalmente, puesto
que [CK : NL/K CL] = [L : K] = [CK : H], se sigue que NL = NL/K CL = H.
ut

6.8.5. Extensiones geométricas y de constantes de campos de
funciones

Analicemos con más detalle parte de la discusión anterior. Sea Knr la
máxima extensión no ramificada de K contenida en Kab, donde K es un cam-
po global de funciones. Se tiene que KFab

q ⊆ Knr. Consideremos el siguiente
diagrama

Kab

G H0Knr

K
G0

KFab
q

donde H0 = Gal(Kab/KFab
q ) ∼= CK,0,

G0
∼= G/H0

∼= FrẐK , G = Gal(Kab/K).

Sea σ ∈ G con σ|KFab
q

= Frordσ
K . En general tenemos σ|KFab

q
∈ G0

∼=
〈FrK〉 = FrẐK .

Sea ρK : CK −→ G el mapeo de reciprocidad. Se tiene ord ρK
(
~̃α
)

= gr ~̃α.

En particular se tiene que ord ρK
(
~̃α
)
∈ Z y no en Ẑ. Además H0

∼= CK,0 bajo
el mapeo ρK , G ∼= H0 × G0, G0 = Gal(KFab

q /K) y la sucesión exacta

1 −→ H0 −→ G −→ G0 −→ 1
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se escinde con FrẐK
∼= G0 −→ G, FrK 7→ σ con ordσ = 1, esto es, σ|KFab

q
=

FrK y cada uno de estos se puede obtener mediante ~α ∈ JK con gr ~α = 1,
ρK
(
~̃α
)

= σ.

Para cada ~α ∈ JK tal que gr ~α = 1 definimos un campo K̃(~α) con K̃(~α) :=
(Kab)G0(~α) donde G0(~α) ⊆ G es la escisión ψ : G0 −→ G0(~α) ⊆ G, FrK 7−→
ρK(~α).

Se tiene que K̃(~α) ∩ KFab
q = K y por tanto el campo de constantes de

K̃(~α) es Fq. Con el isomorfismo ĈK = CK,0 × ~̃αẐ con gr ~α = 1, ρK : ĈK −→
G = Gal(Kab/K), ρK(CK,0) = H0, ρK(~̃α) ∈ G, tenemos los diagramas

K̃(~α)
G0(~α)∼=Ẑ

G/G0(~α)∼=CK,0

Kab

G
CK,0∼=H0

K
Ẑ∼=FrẐK

KFab
q

K̃(~α)

Ū= C1
K

Kab

Gal(Kab/Knr)Ū=C1
K
∼=

CK,0Knr ∩ K̃(~α)

IK,0

Knr

CK,0
Ū
∼= IK,0

K KFab
q

donde Ū = UK∗

K∗ y donde el grupo de normas de Knr ∩ K̃(~α) es Ū × Z y

CK
Ū × Z

∼=
CK,0 × Z
Ū × Z

∼=
CK,0
Ū
∼= IK,0.

Todas las extensiones deK contenidas en K̃(~α) tienen campo de constantes
Fq y la máxima extensión de K no ramificada dentro de K̃(~α) es Knr ∩ K̃(~α)
y

Gal(Knr ∩ K̃(~α)/K) ∼= Gal(Knr/KFab
q ) ∼= IK,0.

Notemos que G0(~α) ∼= ~αẐ ∼= Ẑ, por lo que Knr ∩ K̃(~α) = K̃(~α)nr co-

rresponde a C1
K × G0(~α) ∼= C1

K × ~αẐ, donde C1
K = Gal(Kab/Knr). Es decir,

K̃(~α)nr = (Kab)C
1
K×G0(~α).

Ahora bien, K̃(~α)Fab
q = Kab, Gal(Kab/K̃(~α)) ∼= Ẑ y Kab/K̃(~α) es una

extensión de constantes. SiKFqd es la extensión de constantes de grado d sobre

K, entonces Gal(KFqd/K) = 〈F̄rK〉 donde F̄rK := FrK mód dẐ, es decir
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K
Ẑ/dẐ∼=〈F̄rK〉

KFqd
dẐ

KFab
q

Ẑ

K̃(~̃α) K̃(~̃α)Fqd
〈~̃αd〉

Kab

CK,0
CK,0×〈~̃αd〉

K
F̄rK

KFqd
〈FrdK〉⊆Ẑ

KFab
q

esto es, la extensión de constantes de grado d de K corresponde al grupo
CK,0 × 〈~̃αd〉 ⊆ CK (lo cual ya se hab́ıa obtenido en el Teorema 6.8.3) y la

extensión de constantes de grado d de K̃(~α) corresponde al grupo 〈~̃αd〉. Es

decir CK,0×〈~̃αd〉 es el grupo de normas de KFqd . Aqúı estamos identificando,

bajo el mapeo de reciprocidad ρK , ~̃α con FrK y CK,0 con H0.
Sea ahora L/K una extensión abeliana finita y geométrica, es decir, el

campo de constantes de L es Fq. Entonces L ∩KFab
q = K.

Kab

Gal(Kab/L)
H

L
Ẑ

LFab
q

K
Ẑ

KFab
q

Sea H = Gal(Kab/LFab
q ) y Gal(Kab/L) ∼= H × Ẑ como antes y Ẑ se obtiene

como cualquier escisión:

1 // H

=

Gal(Kab/LFab
q )

// Gal(Kab/L)

~α

// Gal(LFab
q /L)

FrK

∼= Ẑ //

hh

ww
0

y gr ~α = 1. Por tanto Ẑ ∼= 〈~αẐ〉 y (Kab)Ẑ = K̃(~α) de antes. Es decir, L ⊆ K̃(~α)
para algún ~α.
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K̃(~̃α)
~̃αẐ

H

Kab

H

L
~̃αẐ

LFab
q

K
FrẐK

KFab
q

Es decir, toda extensión abeliana finita geométrica está contenida en al-
guna de las extensiones K̃(~α).

6.8.6. Sobre los campos de constantes

Teorema 6.8.37. Sea B < CK un subgrupo abierto de ı́ndice finito. Sea d :=

mı́n{n ∈ N | existe ~̃b ∈ B con gr~̃b = n}. Entonces si E es el campo asociado
a B, es decir B = NE/K CE, el campo de constantes de E es Fqd .

Demostración. Primero notemos que para cualquier campo F , el campo de
constantes de F es Fqr donde F ∩KFab

q = KFqr .

Consideremos ~̃b ∈ B con gr~̃b = d. Sea B0 := B ∩ CK,0. Se tiene

B

B0
=

B

B ∩ CK,0
∼=
BCK,0
CK,0

⊆ CK
CK,0

∼= Z.

Veamos que [B : B0] = ∞. Esto es claro de lo anterior, pues de otra
forma, al tener B/B0 ⊆ Z, necesariamente B = B0 ⊆ CK,0 pero entonces
[CK : B] ≥ [CK : CK,0] =∞. En resumen B/B0

∼= Z. Este isomorfismo viene
dado por la sucesión exacta de grupos

1 // B0
// B

gr // dZ
ϕ

aa
// 0,

donde ϕ es el mapeo de escisión dado por ϕ(d) = ~̃b y B ∼= 〈~̃b〉 ×B0.

Kab

B0
B

BCK,0
CK,0

E
〈~̃b〉

EFab
q

CK,0
B0

K
d

M
〈~̃b〉

KFab
q
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Sea M el campo correspondiente a BCK,0. Se tiene

BCK,0 = 〈~̃b〉B0CK,0 = 〈~̃b〉CK,0 ∼= 〈~̃b〉 × CK,0.

Se sigue que M = E ∩KFab
q . Puesto que M ⊆ KFab

q , M/K es una extensión
de constantes de grado

[M : K] = [CK : BCK,0] = [Z× CK,0 : dZ× CK,0] = [Z : dZ] = d.

Por tanto el campo de constantes de E es Fqd . ut

6.9. Leyes de descomposición de primos en campos
globales

Consideremos K un campo global arbitrario.

Teorema 6.9.1. Sea L/K una extensión abeliana finita de campos globales de
grado n y sea p un primo de K no ramificado en L. Sea π ∈ Kp un elemento
primo, vp(π) = 1. Sea

dπep = (. . . , 1, 1, π, 1, 1, . . .) ∈ JK .

Sea f el mı́nimo entero positivo tal que ˜dπe
f

p ∈ NL/K CL. Entonces el primo
p se factoriza en la extensión L en h = n/f primos distintos P1, . . . ,Ph de
grado relativo f , es decir

conK/L p = P1 · · ·Ph, [OPi/Pi : Op/p] = f.

Esto es, si conocemos NL/K CL podemos determinar la descomposición de
p en L.

Demostración. Puesto que p es no ramificado, p se escribe como p = P1 · · ·Ph

con cada Pi, 1 ≤ i ≤ h de grado f ′. Se tiene que CK/NL/K CL ∼= Gal(L/K).

Se tiene f = o
( ˜dπep

)
en CK/NL/K CL el cual es el orden de

ψL/K
( ˜dπep

)
=
∏

q∈PK

(( ˜dπep
)
q
, Lq/Kq

)
=
(
π, Lp/Kp

)
= Frp

el automorfismo de Frobenius en LP/Kp, la cual es una extensión no ramifi-
cada. Ahora bien 〈Frp〉 = Gal(Lp/Kp) ⊆ Gal(L/K). Por tanto f = o(Frp) =
[Lp : Kp] = f ′. Se sigue que f = f ′ = n/h. ut

Corolario 6.9.2. Sea p finito y no ramificado en L. Si πp es un elemento
primo de Kp, entonces θ(πp) ∈ CK/H se mapea al automorfismo de Frobenius(
L/K

p

)
∈ Gal(L/K) bajo el isomorfismo CK/H

ρK∼= Gal(L/K).
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Demostración. Es inmediato de los Teoremas 6.9.1 y 5.2.2. ut

Teorema 6.9.3. Sea L/K una extensión abeliana finita de campos globales.
Sea p un lugar de K. Sea

θ = ψL/K ◦ d ep : K∗p
d ep−−−→ JK

ψL/K−−−→ Gal(L/K).

Entonces

(1) Para n ≥ 0, θ(U
(n)
p ) es el grupo de ramificación superior Gn(L/K)

donde G = Gal(L/K):

θ(U
(n)
p ) = Gn(L/K), n ≥ 0.

En particular, si n = 0,

θ(U
(0)
p ) = θ(Up) = G0(L/K) = G0(L/K) = I(P|p)

es el grupo de inercia.
(2) θ(K∗p) es el grupo de descomposición D = D(P|p).

Demostración. Por el Teorema 6.7.33, se tiene que ψ ◦d ep = θ = ( , Lp/Kp).
Por tanto, por el Teorema 5.8.75, se tiene

θ(U
(n)
p ) = (U

(n)
p , Lp/Kp) = Gn(L/K).

Esto es (1).
Para probar (2), tenemos, del Teorema TCCL, que

( , Lp/Kp) : K∗p −→ Gal(Lp/Kp) ∼= D(P|p)

es suprayectivo. Por tanto

θ(K∗p) = (K∗p , Lp/Kp) = D(P|p). ut

Corolario 6.9.4. Sea K un campo global, L una extensión abeliana finita de
K y H el subgrupo abierto de ı́ndice finito de CK que corresponde a L, es
decir, H = NL = NL/K CL, CK/H ∼= Gal(L/K).

Para un lugar p de K, consideremos la composición

µ : K∗p
d ep−−−→ CK

π−→ CK/H.

(1) p se descompone totalmente en L ⇐⇒ µ(K∗p) = 1 ⇐⇒ K∗p ⊆ H.
(2) Si p es finito, p es no ramificado ⇐⇒ µ(Up) = 1 ⇐⇒ Up ⊆ H.

Equivalentemente, si ( , L/K) denota al śımbolo de Artin, entonces

(1) p se descompone totalmente ⇐⇒ (K∗p , L/K) = 1.
(2) Si p es finito, p es no ramificado ⇐⇒ (Up, L/K) = 1.
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Demostración. (1) Se tiene que p se descompone totalmente en L ⇐⇒
D(P|p) = {1} ⇐⇒ µ(K∗p) = {1}.

(2) Si p es finito, p es no ramificado ⇐⇒ I(P|p) = {1} ⇐⇒ µ(Up) =
{1}. ut

El siguiente teorema es la versión global del Teorema 5.7.13.

Teorema 6.9.5. Sea E/F una extensión abeliana finita de campos globales y
sea E el campo de clase de Λ ⊆ CF , esto es, NE/F CE = Λ. Sea L/F una
extensión finita y separable. Entonces LE/L es una extensión finita y el grupo
de normas correspondiente es N−1

L/F (Λ).

L
N−1
L/F

(Λ)

LE

F
Λ

E

Demostración. Sea ψEL/L : CL −→ Gal(LE/L) el mapeo de Artin. El grupo
de normas correspondiente a LE/L es núcψLE/L, esto es, CL/núcψLE/L ∼=
Gal(LE/L). Por el Teorema 6.7.21 tenemos el diagrama conmutativo

CL
ψLE/L //

NL/F

��

Gal(LE/L)

rest

��
CF

ψE/F

// Gal(E/F )

Además el rest : Gal(LE/L) −→ Gal(E/F ) es inyectivo y rest ◦ψLE/L =
ψE/F ◦NL/F . Por tanto

~̃x ∈ núcψLE/L ⇐⇒ ψLE/L(~̃x) = 1 ⇐⇒

rest ◦ψLE/L(~̃x) = 1 = ψE/F ◦NL/F (~̃x) ⇐⇒

NL/F (~̃x) ∈ núcψE/F = Λ ⇐⇒ ~̃x ∈ N−1
L/F (Λ). ut

El siguiente resultado es importante para la teoŕıa de campos de géneros.

Teorema 6.9.6. Sea L/K una extensión finita y separable de campos globa-
les. Sea H un subgrupo abierto de ı́ndice finito en CL y sea L(H) su campo de
clase. Sea K0 la máxima extensión abeliana de K contenida en L(H). Enton-
ces el grupo de normas de K0 es NL/K(H), es decir, NK0/K CK0

= NL/K H.

Demostración. La norma NL/K : CL −→ CK es un mapeo abierto (Teorema
6.3.2) por lo que NL/K(H) es abierto en CK . Por otro lado, del hecho de
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que H es de ı́ndice finito en CL, se sigue que NL/K(H) es de ı́ndice finito en
NL/K CL.

L(H) oo // H ⊆ CL

NL/K(H) oo // K0 LK ′ oo // H ′ ⊆ CL

K L

Ahora bien, L/K es una extensión finita por lo que NL/K CL es de ı́ndice
finito en CK . Por tanto NL/K(H) es de ı́ndice finito en CK y se sigue que
NL/K(H) es tanto cerrado como abierto en CK .

Sea K ′ el campo asociado a NL/K(H) y sea Λ el grupo de normas asociado
aK0. Por el Teorema 6.9.5 se tiene que LK ′/L corresponde al grupo de normas
N−1
L/K(NL/K(H)) ⊇ H lo cual implica que LK ′ ⊆ L(H), de donde obtenemos

que K ′ ⊆ K0. Por tanto Λ ⊆ NL/K(H). Puesto que LK0 ⊆ L(H), del Teorema

6.9.5, obtenemos que N−1
L/K(Λ) ⊇ H. Se sigue que NL/K(H) ⊆ Λ. Por tanto

Λ = NL/K(H) probando el resultado. ut

Lo que probamos a continuación refuerza nuevamente que la teoŕıa que
estamos desarrollando únicamente es válida para extensiones abelianas. Este
es la razón del porqué la primera desigualdad únicamente es válida para ex-
tensiones abelianas. La demostración, tanto para el caso local como para el
global, es consecuencia del teorema de existencia.

Teorema 6.9.7 (Limitación de normas). Sea L/K una extensión finita y
separable, ya sea de campos locales o de campos globales. Sea L′/K la máxima
subextensión abeliana de L/K. Enconces

NL/K AL = NL′/K AL′ donde AL =

{
L∗ si L es local,

CL si L es global.

Demostración. Sea H := NL/K AL. Entonces H es un subgrupo abierto y
de ı́ndice finito de AK . Por el teorema de existencia, existe una extensión
abeliana finita F de K tal que NF/K AF = H. Puesto que

H = NF/K AF ⊆ NL′/K AL′ ,

se sigue que L′ ⊆ F . Puesto que L′ es la máxima subsextensión abeliana de
L/K y F/K es abeliana, F ⊆ L′ y por tanto F = L′. ut





7

Grupos de congruencias

Con el objetivo de hacer más transparente el Teorema de Existencia, vamos
a estudiar los llamados grupos de congruencias para un campo global K,
particularmente los campos numéricos. Para el caso de campos de funciones,
debemos posponer un poco la discusión pues necesitaremos una condición
extra que automáticamente se cumple para campos numéricos.

Definición 7.0.1. Un módulus m es un producto formal m =
∏

p∈PK pnp don-
de np ≥ 0 para todo p ∈ PK , np = 0 para casi todo p, np = 0 si p es complejo
y np = 0 o 1 si p es real.

Extendemos la definición de unidades a todos los lugares.

Definición 7.0.2. Dado un campo global K y p un lugar arbitrario de K se
define el grupo de las np unidades de K, donde np ≥ 0 por

U
(np)
p =



1 + pnp si p -∞ y np ≥ 1,

U
(0)
p = Up si p -∞ y np = 0,

R+ ⊆ K∗p si p es real y np = 1,

R∗ = K∗p si p es real y np = 0,

C∗ = K∗p si p es complejo.

(7.0.1)

De esta forma tenemos que si p es real, entonces U
(1)
p = R+ y [K∗p : Up] =

[R∗ : R+] = 2.

Definición 7.0.3. Para un lugar p y un elemento αp se define

αp ≡ 1 mód pnp ⇐⇒ αp ∈ U
(np)
p .

En particular si p es complejo o es real y np = 0 la congruencia no impone
ninguna restricción sobre αp. Si p es real y np = 1, αp ≡ 1 mód pnp ⇐⇒
αp ∈ U

(np)
p = R+ ⇐⇒ αp > 0.
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Definición 7.0.4. Sea m =
∏

p∈PK pnp un módulus en un campo global. Para
un idèle ~α = (αp)p∈PK ∈ JK definimos

~α ≡ 1 mód m ⇐⇒ αp ≡ 1 mód pnp ∀ p ∈ PK ⇐⇒ αp ∈ U
(np)
p ∀ p ∈ PK .

Se define el grupo de los idèles congruentes a 1 módulo m por

Jm
K := {~α ∈ JK | ~α ≡ 1 mód m} =

∏
p∈PK

U
(np)
p .

Definición 7.0.5. Para un campo global K, los elementos totalmente positi-
vos α ∈ K son los elementos tales que m involucra a todos los lugares reales

y todos estos lugares tienen exponente 1, esto es, α ≡ 1 mód U
(1)
p para todo

p real.
Equivalentemente α ∈ K es totalmente positivo si σα > 0 para todo σ

lugar real (es decir para todo encaje σ : K → C tal que σ(K) ⊆ R).

De esta forma si m es un módulus tal que para todo lugar real p, el expo-
nente en m de p es 1, entonces los elementos que satisfacen α ≡ 1 mód m son
elementos totalmente positivos.

Observación 7.0.6. El elemento 1 +
√

2 es positivo pero no totalmente posi-
tivo pues ϕ : Q(

√
2)→ R,

√
2 7→ −

√
2, satisface que ϕ(1 +

√
2) = 1−

√
2 < 0.

También notemos que el ser totalmente positivo depende del campo am-
biente. Por ejemplo, −1 es totalmente positivo en Q(i) pero no en Q.

Definición 7.0.7. El grupo Cm
K := Jm

KK
∗/K∗ ⊆ CK se llama el subgrupo de

congruencias módulo m de CK . El cociente CK/C
m
K se llama el grupo de clases

de rayos módulo m.

Ejemplo 7.0.8. Si m = 1, esto es, np = 0 para toda p. Tenemos

Jm
K = J1

K =
∏
p|∞

K∗p ×
∏
p-∞

Up =
∏

p∈PK

U
(0)
p = UK ,

JK/J
1
KK

∗ ∼= CK/C
1
K
∼= CK/UKK

∗ ∼= IK ∼= DK/PK .

(ver después de la Definición 6.2.9).
Con esta nueva terminoloǵıa, se tiene que

JK/J
1
K =

⊕
p∈PK

K∗p/U
(0)
p
∼=
⊕
p∈PK
p finito

Z ∼= DK .

Por lo tanto

CK/C
1
K = conúcleo(K∗ → JK/J

1
K) ∼= DK/(K

∗) = DK/PK = IK .

También obtenemos que C1
K ⊆ CK,0 y que CK,0/C

1
K
∼= IK,0 en el caso de

campos de funciones.
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Volvemos a enunciar lo anterior con esta nueva terminoloǵıa para referencia
futura.

Teorema 7.0.9. Sea K un campo global. Entonces

CK/C
1
K
∼= IK K cualquier campo global,

CK,0/C
1
K
∼= IK,0 K un campo de funciones. ut

7.1. Campos numéricos

Observación 7.1.1. Cuando K es un campo numérico, se probará que [CK :
Cm
K ] <∞, pero si K es un campo de funciones, entonces [CK : Cm

K ] =∞. De
hecho, en este caso, CK/C

1
K
∼= IK y [CK : C1

K ] = |IK | =∞. Este problema lo
solucionaremos más adelante. En cualquier caso, esto es, K un campo global
arbitrario, Cm

K es un subgrupo abierto de CK .

Debido a lo anterior, en esta subsección únicamente consideraremos K un
campo numérico.

Teorema 7.1.2. Sea K un campo numérico. Los grupos de normas de CK ,
es decir los grupos NL/K CL donde L/K es una extensión abeliana finita,
son precisamente los subgrupos de CK que contienen a algún subgrupo de
congruencias Cm

K .

Demostración. Se tiene que, por definición, Jm
K =

∏
p∈PK U

(np)
p , donde m =∏

p∈PK pnp , es un subgrupo abierto de JK . Puesto que CK tiene la topoloǵıa
cociente, Cm

K es un subgrupo abierto de CK el cual tiene ı́ndice

[CK : Cm
K ] = [CK : C1

K ][C1
K : Cm

K ] = |IK |[C1
K : Cm

K ] = hK [J1
KK

∗ : Jm
KK

∗]

≤ hK [J1
K : Jm

K ] = hK
∏

p∈PK

[Up : U
(np)
p ] <∞

pues np = 0 para casi toda p ∈ PK .
De esta forma obtenemos que Cm

K es un subgrupo abierto (y por tanto ce-
rrado) de ı́ndice finito en CK , por lo que Cm

K es un grupo de normas (Teorema
TCCG). Sea ahora cualquier H subgrupo de CK con H ⊇ Cm

K para algún
módulus m. Puesto que [CK : Cm

K ] < ∞, se tiene [H : Cm
K ] < ∞. Por tanto

H =
⋃

finita xC
m
K de donde se sigue que H es un subgrupo abierto de CK y

por tanto es un grupo de normas.
Rećıprocamente, sea H un grupo de normas de CK , es decir, H es un sub-

grupo abierto y cerrado de ı́ndice finito en CK . Sean JK
θ

� CK la proyección
natural y H := θ−1(H). Entonces H es un subgrupo abierto de JK , por lo que
H contiene a un subconjunto de la forma

W =
∏
p∈S

Wp ×
∏
p/∈S

Up,
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donde S es un conjunto finito y cada Wp es una vecindad abierta de 1 ∈ K∗p .

Si p ∈ S es finito, podemos tomar Wp = U
(np)
p para algún np ≥ 0 debido

a que los subgrupos
{
U

(np)
p

}
np∈N∪{0}

forman una base de vecindades de 1 en

K∗p . Si p ∈ S es infinito, Wp genera ya sea a R+ o a todo K∗p ∈ {R∗,C∗}. De
esta forma, el subgrupo generado por W es de la forma Jm

K para el módulus
m =

∏
p∈PK pnp . Se sigue que H = θ−1(H) contiene a Jm

K y por ende H
contiene a Cm

K . ut

Observación 7.1.3. El Teorema 7.1.2 no es aplicable a campos de funciones
pues para todo módulus m, Cm

K ⊆ C1
K de donde obtenemos

[CK : Cm
K ] ≥ [CK : C1

K ] = |IK | =∞.

Lo que si se tiene es que CK,0 ∼= Gal(Kab/KFab
q ) y Cm

K ⊆ CK,0 para
cualquier módulus m. Más aún, si H ⊆ CK,0 es un subgrupo abierto y de
ı́ndice finito en CK,0, entonces H ⊇ Cm

K para algún m y H es cerrado en
CK,0. Por teoŕıa de Galois (Teorema 2.3.2), si (Kab)H = L y (Kab)C

m
K = Km

entonces L ⊆ Km exactamente como en el caso numérico y podŕıamos hacer
una discusión totalmente análoga que lo discutido en esta sección para campos
numéricos a esta situación de campos de funciones. La diferencia es que para
campos de funciones L y Km no corresponden con grupos de normas. Para
un remedio a esta situación, ver Sección 7.2.

Volvemos a nuestra situación en que K es un campo numérico.

Definición 7.1.4. El campo de clase Km/K correspondiente al grupo de con-
gruencias Cm

K , es decir, NKm/K CKm = Cm
K , se llama el campo de clases de

rayos módulo m.

Se tiene que, para campos numéricos, Gal(Km/K) ∼= CK/C
m
K .

Observación 7.1.5. El Teorema 7.1.2 prueba que toda extensión abeliana
finita L/K de campos numéricos está contenida en algún campo de clases de
rayos Km. Esto es, si L/K es una extensión abeliana finita, existe Km tal que
L ⊆ Km. Esto se sigue del Corolario 6.7.29 pues si L corresponde a H, y Km

corresponde a Cm
K entonces H ⊇ Cm

K ⇐⇒ L ⊆ Km.
También tenemos que si m|n entonces Cn

L ⊆ Cm
K y por consiguiente Km ⊆

Kn.

Definición 7.1.6. Sean K un campo numérico y L/K una extensión abeliana
finita, y sea NL = NL/K CL ⊆ CK . Se define el conductor f = fL/K = f(L/K)
de L/K (o de NL) como el máximo común divisor de todos los moduli m tales
que L ⊆ Km, esto es, Cm

K ⊆ NL.
En otras palabras, Kf/K es el mı́nimo campo de clases de rayos que con-

tiene a L/K y si L ⊆ Km, entonces f|m.
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Se tiene que dado un campo numérico K y m un módulus, se tiene

Teorema 7.1.7.

(1) Existe una única extensión Km de K que tiene la siguiente propie-
dad: si p es un ideal primo no cero de OK que no divide a m entonces
p es no ramificado y se tiene

p es totalmente descompuesto en Km ⇐⇒
existe un elemento totalmente positivo α ∈ OK tal que

p = (α), α ≡ 1 mód m.

(ver la Observación 7.1.5).
(2) Km/K es una extensión abeliana finita de K y toda extensión abe-
liana finita de K está contenida en algún Km.

(3) Si n ⊆ m entonces Km ⊆ Kn.
(4) Si L/K es una extensión abeliana finita entonces existe un ideal no
cero f de OK máximo tal que L ⊆ Km. Además para todo ideal primo
p no cero de OK , p es ramificado en L ⇐⇒ p|f.

El ideal f dado en (4) es el conductor (ver Definición 7.1.6).
Los campos Km son los campos de clases de rayos (Definición 7.1.4). ut

Ejemplos 7.1.8. (1) Sea K = Q, m = (n). Para cada primo p de Z,
se tiene que p es totalmente positivo pero −p no lo es. Sea p generado
por ±p. Aśı que decir “existe un entero totalmente positivo α tal
que p = (α) con α ≡ 1 mód n” no es equivalente a únicamente decir
“p = (p) con un número primo positivo tal que p ≡ 1 mód n”. Esto es,
Q(ζn) tiene la propiedad Km, más precisamente, Q(ζn) = Q(n). Por
la unicidad podemos concluir que Q(ζn) = Q(n). Se tiene f = m = (n).

(2) Para K = Q(ζ3), f = (6), Kf = Q(ζ3,
3
√

2) = K( 3
√

2) (ver [84, table
5.7, página 10]).

(3) K = Q(
√
−5), KOK = Q(

√
−5,
√
−1) = K(

√
−1) (campo de clase

de Hilbert, ver Definición 7.1.18).
(4) K = Q(

√
−6), KOK = Q(

√
−6, ζ3) = K(ζ3) = K(

√
−3) (campo

de clase de Hilbert).
Es fácil ver que Q(

√
−5,
√
−1)/Q(

√
−5) y que Q(

√
−6, ζ3)/Q(

√
−6) son

extensiones no ramificadas. Ver [136, Subsección 6.4.1].

A continuación presentamos la relación entre Km y Kn para dos móduli
m, n de un campo numérico.

Se tiene que Km es el campo de clase de Cm
K y Kn es el campo de clase de

Cn
K :

Km ←→ Cm
K , Kn ←→ Cn

K .

Por el Teorema 6.7.32, se tiene
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Km ⊆ Kn ⇐⇒ Cn
K ⊆ Cm

K ⇐⇒ CfKn

K ⊆ CfKm

K ⇐⇒ fKm |fKn .

Escribimos Cm
K = NKm y Cn

K = NKn . Entonces NKm∩Kn = NKmNKn =
Cm
KC

n
K .

Sean c = mcd(m, n) y d = mcm(m, n). Entonces c|m y c|n por lo que
Kc ⊆ Km ∩Kn. Similarmente KmKn ⊆ Kd.

Ahora, veamos que Cc
K ⊆ Cm

KC
n
K . Sean m =

∏
p p

mp y n =
∏

p p
np .

Entonces c =
∏

p p
mı́n{mp,np} =

∏
p p

cp y d =
∏

p p
máx{mp,np} =

∏
p p

dp .

Sea ~α ≡ 1 mód c. Entonces αp ∈ U
(cp)
p . Definimos idèles ~β y ~γ dados por

βp =

{
1 si np < mp

αp si np ≥ mp

, γp =

{
αp si np < mp

1 si np ≥ mp

.

Se sigue que ~β ≡ 1 mód n y que ~γ ≡ 1 mód m. Por tanto ~α = ~β~γ ∈ Cn
KC

m
K lo

cual implica Cc
K ⊆ Cn

KC
m
K .

Ahora, tenemos Cm
K ⊆ Cc

K y Cn
K ⊆ Cc

K por lo que Cm
KC

n
K ⊆ Cc

K . Se siguen
las igualdades

Cc
K = Cn

KC
m
K = C

mcd(n,m)
K y Kc = Kmcd(n,m) = Kn ∩Km.

Por otro lado n|d y m|d. Por tanto Cd
K ⊆ Cn

K ∩ Cm
K . Rećıprocamente,

consideremos ~α ∈ Cn
K ∩Cm

K . Entonces αp ∈ U
(np)
p ∩U (mp)

p = U
(máx{np,mp})
p =

U
(dp)
p . Se sigue que ~α ∈ Cd

K y que Cn
K ∩ Cm

K ⊆ Cd
K . Hemos obtenido las

igualdades
Cn
K ∩ Cm

K = Cd
K y Kd = KnKm.

Resumimos nuestra discusión anterior en la siguiente proposición.

Proposición 7.1.9. Si n y m son dos moduli, c = mcd(n,m) y d = mcm(n,m),
entonces

Kc = Kn ∩Km y Kd = KnKm. ut

Observación 7.1.10. En general no se cumple que m sea el conductor f de
Km/K aunque por supuesto f|m. Esto se debe a que se puede tener Cf

K = Cm
K

con f|m y f 6= m. Más adelante (Consecuencia 7.1.13) veremos un ejemplo de
este fenómeno. El lector puede pensar que lo esencial radica en que para n
impar tenemos Q(ζ2n) = Q(ζn) y el conductor de Q(ζ2n) es f = n · ∞ y no
2 · n · ∞.

Ejemplo 7.1.11. Ver [119, Theorem 7.7, página 100] y [117, Theorems 7.10
y 7.11, página 165]. Consideremos K = Q. Los lugares de Q son ∞ y p = (p)
con p un número primo.

Se tiene JQ = {~x ∈ (R∗×
∏
p primo Q∗p) | xp ∈ Z∗p = UQp para casi toda p}.

Sea m un módulus, m = m0 · ∞ε, donde m0 =
∏r
i=1 p

αi
i , αi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ r

y ε ∈ {0, 1} con cada pi un primo finito. Por abuso del lenguaje, si pi = (pi)
con pi un primo racional positivo, pondremos m0 = m =

∏r
i=1 p

αi
i .
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Se tiene

Jm0

Q = JmQ = R∗ ×
∏

p finito

U (np)
p = R∗ ×

r∏
i=1

U (αi)
pi ×

∏
p/∈{p1,...,pr}

Z∗p

= R∗ ×
r∏
i=1

(1 + pαii Zpi)×
∏

p/∈{p1,...,pr}

Z∗p

y

Jm0∞
Q = R+ ×

r∏
i=1

(1 + pαii Zpi)×
∏

p/∈{p1,...,pr}

Z∗p.

Sea (m0) = m0, es decir, m0 es el generador de m0 en Q+. Por supuesto,
m0 =

∏r
i=1 p

αi
i ∈ N.

Ahora veamos que U
(np)
p consiste de normas provenientes de Qp(ζm)/Qp

(=(Q(ζm))P/Qp, donde P es un primo de Q(ζm0
) sobre p = 〈p〉). Lo anterior

se obtiene de la siguiente forma. Escribiendo m = npr con mcd(n, p) = 1
se tiene Qp(ζm) = Qp(ζn)Qp(ζpr ) y Qp(ζn)/Qp es no ramificada pues p - n.
Por el Teorema 5.1.11, se tiene NQp(ζn)/Qp UP = Up donde P es el primo de
Qp(ζn), lo cual se sigue de que H0(G,UP) = {1}.

Por otro lado Qp(ζpr )/Qp es una extensión totalmente remificada y se

tiene que NQp(ζpr )/Qp
(
Qp(ζpr )∗

)
= (p)×U (r)

p (Teorema 5.8.58). Del Teorema
5.7.14, si ponemos L1 = Qp(ζn) y L2 = Qp(ζpr ), entonces L = Qp(ζm) =

L1L2 y se sigue, con r = np, que U
(np)
p ⊆ NL = NL1L2

= NL1
∩ NL2

=

NQp(ζm)/Qp
(
Qp(ζm)

)∗
.

Ahora se tiene que un idèle ~α ∈ JK es la norma de un idèle ~β ∈ JL si y
solamente si cada componente αp ∈ K∗p es la norma de un elemento βP ∈ L∗P
para P|p (ver Teorema 6.3.9). Por tanto se sigue Cm0∞

Q ⊆ NQ(ζm)/Q(CQ(ζm)).
Consideremos m = m0∞. Se tiene que

[CQ : Cm
Q ] = [CQ : C1

Q][C1
Q : Cm

Q ] = hQ[J1
QQ∗ : Jm

Q Q∗]

= 1 ·
[J1

Q : Jm
Q ]

[(J1
Q ∩Q∗) : (Jm

Q ∩Q∗)]
,

donde hemos utilizado el Corolario 6.8.6.
Ahora bien se tiene que J1

Q = R∗×
∏
p Up y que Jm

Q = R+×
∏
p U

(np)
p , por

lo que J1
Q ∩Q∗ = {1,−1} y Jm

Q ∩Q∗ = {1}. Por tanto obtenemos

[CQ : Cm
Q ] =

1

2

∏
p

[Up : U (np)
p ][R∗ : R+] =

∏
p

[Up : U (np)
p ] =

∏
p|m

pnp−1(p− 1)

= ϕ(m) = [Q(ζm) : Q] = [CQ : NQ(ζm)/Q(CQ(ζm))]

y ya que tenemos Cm
Q ⊆ NQ(ζm)/Q(CQ(ζm)) entonces Cm

Q = NQ(ζm)/Q(CQ(ζm)).
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En particular obtenemos que Qm = Q(ζm).
Si consideramos ahora m = m0, entonces se tiene que Cm0

Q ⊆ Cm
Q , por

lo que Qm0 ⊆ Qm. Por otro lado [Jm
Q : Jm0

Q ] = 2 de donde [Qm : Qm0 ] = 2.

Finalmente puesto que las normas de Qm0 no están contenidas en R+, el campo
Qm0 necesariamente es real. Se sigue que Qm0 = Q(ζm)+ = Q(ζm + ζ−1

m ).

Corolario 7.1.12 (Teorema de Kronecker–Weber). Toda extensión abe-
liana finita L/Q está contenida en algún campo ciclotómico.

Más aún, si L/Q es una extensión abeliana finita con L ⊆ R, entonces
existe m ∈ N tal que L ⊆ Q(ζm)+.

Se tiene que si m = m0∞ = m∞ es un módulus arbitrario de Q, entonces
Qm = Q(ζm) y Qm0 = Q(ζm)+.

Demostración. Los campos de clases de rayos de Q son los campos Q(ζm) y
Q(ζm)+ ⊆ Q(ζm) y toda extensión abeliana finita está contenida en algún
campo de clases de rayos. Además m0|m0∞ = m por lo que Km0 ⊆ Km =
Qm = Q(ζm). ut

Consecuencia 7.1.13. El conductor de Km puede ser f 6= m, f|m. Por ejem-
plo, si m ∈ N es impar y m = 2m∞ se tiene Qm = Q(ζ2m) = Q(ζm) = Qf

donde f = m∞ 6= m.

Observación 7.1.14. Los campos de clases de rayos deben ser considerados
como los análogos a los campos ciclotómicos pues Qm = Q(ζm) donde m =
m · ∞ y si m0 = m, entonces Qm0 = Q(ζm)+ = Q(ζm + ζ−1

m ).

Observación 7.1.15. Si consideramos a C/R como una extensión de campos

locales, entonces NC/R C∗ =
(
R∗)2 = R+ = U

(1)
R . Por tanto el conductor en

este caso es f = p donde p es el primo real.

Teorema 7.1.16. Si f es el conductor de una extensión abeliana finita L/K
de campos numéricos y si si fp es conductor local de Lp/Kp para p ∈ PK ,
entonces

f = fL/K =
∏

p∈PK

fp.

Demostración. Sean N = NL/K CL y n :=
∏

p∈PK fp =
∏

p∈PK pnp . Por de-
finición se tiene que para un módulus m =

∏
p∈PK pmp tal que Cm

K ⊆ N =

NL/K CL, entonces Cm
K ⊆ Cf

K ⊆ N ⇐⇒ f|m y Cf
K ⊆ N . Que Cn

K ⊆ N
se prueba con el argumento al final de la demostración. Por tanto debemos
probar que

Cm
K ⊆ N ⇐⇒ n|m ⇐⇒ np ≤ mp para toda p ⇐⇒ fp|pmp .

Se tiene:



7.1 Campos numéricos 321

Cm
K ⊆ N ⇐⇒

(
~α ≡ 1 mód m =⇒ ~̃α ∈ N

)
para ~α ∈ JK

⇐⇒
(
~α ≡ 1 mód m =⇒ dαpep = (. . . , 1, 1, αp, 1, 1, . . .)

∈ N ∩K∗p = Np L
∗
p para toda p

)
(Teorema 6.3.9)

⇐⇒
(
αp ∈ U

(mp)
p =⇒ αp ∈ Np L

∗
p para toda p

)
⇐⇒ U

(mp)
p ⊆ Np L

∗
p para toda p ⇐⇒ fp|pmp para toda p.

Esto mismo prueba que Cn
K ⊆ N y por tanto n = f. ut

Corolario 7.1.17. Sea L/K una extensión abeliana finita de campos numé-
ricos. Un primo p de K es ramificado en L ⇐⇒ p|f donde f es el conductor
de L/K.

Demostración. p es ramificado en L ⇐⇒ p es ramificado en LP/Kp ⇐⇒
p|fp (Teorema 5.7.11). ut

Definición 7.1.18. Sea K un campo numérico. El campo de clase de Hilbert
KH es la máxima extensión abeliana no ramificada de K.

Corolario 7.1.19. El campo de clase de Hilbert KH es el campo de clases de
rayos módulo 1, es decir, KH = K1 (1 el módulus trivial) y

Gal(KH/K) = Gal(K1/K) ∼= CK/C
1
K
∼= IK . ut

En otras palabras, el campo de clase de Hilbert KH de K corresponde a

J
(1)
K =

∏
p Up o C

(1)
K = J

(1)
K K∗/K∗ = (

∏
p Up)K∗/K∗.

Definición 7.1.20. El campo de clase de Hilbert extendido KH+ de un campo
numérico K es la máxima extensión abeliana de K no ramificada en los primos
finitos.

El campo KH+ es el campo de clases de rayos módulo 1+ donde 1+ es el
módulus 1+ :=

∏
p real p (esto permite la ramificación de los primos reales).

Los subgrupo de idèles correspondientes a los grupos de congruencias módulo
1+ y módulo 1, y los grupos de congruencias mismos son:

J
1+

K =
∏

p real

R+ ×
∏

p complejo

C∗ ×
∏
p-∞

Up, C
1+

K = J
1+

K K∗/K∗,

J1
K =

∏
p real

R∗ ×
∏

p complejo

C∗ ×
∏
p-∞

Up, C1
K = J1

KK
∗/K∗,

respectivamente. Se sigue que

JK

J
1+

K

∼=
⊕
p real

R∗

R+

⊕⊕
p-∞

K∗p
Up

∼=
( ⊕

p real

C2

)⊕(⊕
p-∞

Z
)
∼= Cr2 ⊕DK y

CK/C
1+

K = conúcleo
(
K∗ −→ JK/J

1+

1

)
= JK/J

1+

K K∗

donde r es el número de lugares reales en K y Cn denota el grupo ćıclico de
n elementos.
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Ejemplo 7.1.21. Por el teorema del discriminante de Minkowski, esto es, en
toda extensión propia de Q hay primos finitos ramificados, entonces

QH = QH+ = Q

y r = 1 en este caso. Notemos que J1
Q/J

1+

Q
∼= C2 pero C1

Q/C
1+

Q = 1.

Para K un campo numérico, se tiene

JK
J1
K

∼=
⊕
p-∞

K∗p
Up

∼= DK y
J1
K

J
1+

K

∼= Cr2 .

Además

Gal(KH+/KH) ∼=
Gal(Kab/KH)

Gal(Kab/KH+)
∼=

C1
K

C
1+

K

=
J1
KK

∗/K∗

J
1+

K K∗
∼=

J1
KK

∗

J
1+

K K∗

y

J1
K

J
1+

K

∼= Cr2 −�
J1
KK

∗

J
1+

K K∗
∼= Gal(KH+/KH),

de donde Gal(KH+/KH) ∼= Cs2 con s ≤ r = número de lugares reales de K.

7.2. Campos de clases de rayos en campos de funciones

Ahora consideramos K un campo global de funciones. La máxima ex-
tensión abeliana no ramificada Knr de K es el campo de clase correspon-
diente al grupo UK =

∏
p∈PK Up, el cual es abierto y cerrado en JK puesto

que Up es abierto y cerrado en K∗p para toda p, por lo que, por un lado
es abierto por definición de la topoloǵıa de JK y por otro lado es com-
pacto pues Up es compacto (ver Proposiciones 3.2.1 y 3.2.2) y UK tiene la
topoloǵıa producto. Más precisamente Knr es el campo correspondiente de
C1
K = K∗UK/K

∗ = C1
K ⊆ CK,0 ⊆ CK y [CK : C1

K ] = ∞ = |Gal(Knr/K)|
(ver Observación 7.1.3). Knr no es un campo de clase en el sentido de normas.
Además KFab

q ⊆ Knr.
Se tiene UK ∩ K∗ = {x ∈ K∗ | vp(x) = 0 para toda p ∈ PK} = F∗q .

Además UK ⊆ JK,0 y JK,0/UK ∼= DK,0, el grupo de divisores de grado 0. Por

el isomorfismo ρK : ĈK −→ Gab
K , se sigue que CK,0 ∼= Gal(Kab/KFab

q ). Se
tiene

CK,0
C1
K

∼=
CK,0(

UKK∗/K∗
) ∼= Gal(Knr/KFab

q ) y

Λ : JK,0 −→ DK,0, Λ(~α) = a~α =
∏

p∈PK

pvp(αp), núcΛ = UKK
∗ y

JK,0
Λ
−� DK,0

π
−� DK,0/PK ∼= IK,0, núc(π ◦ Λ) = UKK

∗.
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Esto es,

IK,0 ∼=
JK,0
UKK∗

∼=
JK,0/K

∗

UKK∗/K∗
∼=
CK,0
C1
K

∼= Gal(Knr/KFab
q )

(J1
K =

∏
p

U
(0)
p =

∏
p

Up = UK , C1
K =

J1
KK

∗

K∗
=
UKK

∗

K∗
).

Teorema 7.2.1. Bajo el mapeo de reciprocidad, se tiene el isomorfismo

IK,0 ∼= Gal(Knr/KFab
q ) ∼=

CK,0
C1
K

. ut

Kab

C1
K

CK,0Knr

IK,0

K KFab
q

Ahora consideremos los grupos de clases de rayos. Sea m =
∏

p∈PK pnp =∏r
i=1 p

αi
i un módulus. Sea

Jm
K =

∏
p∈PK

U
(np)
p =

∏
p-m

Up ×
r∏
i=1

U
(αi)
pi .

Sea Cm
K = Jm

KK
∗/K∗. Se tiene Cm

K ⊆ CK,0 pues si ~x ∈ Jm
K , vp(xp) = 0

para toda p ∈ PK . Además

[CK,0 : Cm
K ] = [CK,0 : C1

K ][C1
K : Cm

K ],

[CK,0 : C1
K ] = |Gal(Knr/KFab

q )| = |IK,0| = hK <∞ y

[C1
K : Cm

K ] = [K∗J1
K/K

∗ : K∗Jm
K/K

∗] ≤ [J1
K : Jm

K ]

:= Ψ(m) :=

r∏
i=1

[Upi : U
(αi)
pi ]

=

r∏
i=1

q(αi−1) gr pi
(
qgr pi − 1

)
<∞.

Por lo tanto,

Proposición 7.2.2. Tenemos [CK,0 : Cm
K ] ≤ hKΨ(m) < ∞, donde Ψ(m) =∏

p∈sop(m)(q
gr p − 1)q(np−1) gr p, sop(m) denota al soporte de m, es decir

sop(m) = {p ∈ PK | p
∣∣m}.
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Demostración. Para m un módulus arbitrario tenemos

Ψ(m) =
∏

p∈PK

[Up : U
(np)
p ] = [Up : U

(np)
p ] =

np−1∏
i=0

[U
(i)
p : U

(i+1)
p ]

= [Up : U
(1)
p ]

np−1∏
i=1

[U
(i)
p : U

(i+1)
p ] = |F∗qgr p |

np−1∏
i=1

|Fqgr p |

= (qgr p − 1)q(np−1) gr p. ut

7.2.1. Otro tipo de clases de rayos en campos de funciones

Sea B un subgrupo abierto de CK de ı́ndice finito. Sea ~̃b ∈ B tal que

gr(~̃b) := mı́n{gr(~̃α) | ~̃α ∈ B, gr(~̃α) > 0}.
Sea B0 := B ∩ CK,0. Entonces B = ∪∞n=1

~̃bnB0 pues

B/B0 = B/(B ∩ CK,0) ∼= BCK,0/CK,0 ⊆ CK/CK,0 ∼= Z,

y tenemos que B0 es abierto en CK,0 pues B es abierto y puesto que CK,0
también es abierto, se tiene que B0 es abierto.

Ahora bien, se tiene que los conjuntos Cm
K forman un sistema fundamental

de vecindades de 1 ∈ CK debido a que los Jm
K forman un sistema fundamental

de vecindades de 1 ∈ JK . Como B0 es abierto, entonces B0 debe contener a
algún Cm

K ⊆ B0 y

hKΨ(m) = [CK,0 : Cm
K ] = [CK,0 : B0][B0 : Cm

K ] <∞,

se sigue que [CK,0 : B0] < ∞. Sea LB el campo de clase de B, CK/B =
CK/NLB/K CLB

∼= Gal(LB/K) con B = NLB/K CLB .

Kab

LB0 = L̃B

LB
CK/NLB/K CLB

Knr

K KFab
q

De esta forma, B0 corresponde al campo LB0
= L̃B := LBFab

q (no podemos

decir que CK/NL̃B/K
CL̃B

∼= Gal(L̃B/K) pues L̃B/K es infinita y no tenemos

definida la norma).
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Las clases de rayos que hemos definido, tienen el inconveniente de no ser de
ı́ndice finito en CK . Definimos otros grupos de clases de rayos de tal manera
que serán abiertos y de ı́ndice finito en CK . Se puede hacer el estudio para
K un campo global arbitrario. Solo haremos el desarrollo para campos de
funciones en donde S 6= ∅. Para el caso numérico, se puede tomar S = ∅.

Sea K un campo de funciones y sea S un conjunto de lugares de K, el
cual, eventualmente, pediremos que sea finito y no vaćıo.

Definición 7.2.3. Un S–módulus es un módulus m =
∏

p∈PK pnp tal que si
np > 0 entonces p /∈ S, es decir, el soporte de m es disjunto de S, esto es, si
m =

∏r
i=1 p

αi
i , entonces S ∩ {p1, . . . , pr} = ∅.

Definición 7.2.4. Sea m =
∏

p∈PK pnp un S–módulus. Se definen los subgru-
pos de S–congruencias módulo m por

Jm
K,S : =

(∏
p∈S

K∗p ×
∏

p∈PK\S

U
(np)
p

)⋂
JK

=
(∏

p∈S
K∗p ×

r∏
i=1

U
(αi)
pi ×

∏
p/∈S∪

{p1,...,pr}

Up

)⋂
JK y

Cm
K,S : =

Jm
K,SK

∗

K∗

de JK y de CK respectivamente, y donde m =
∏

p∈PK pnp .

Observación 7.2.5. La intersección con JK únicamente tiene significado
cuando |S| = ∞. Cuando S es un conjunto finito, tenemos que

(∏
p∈S K

∗
p ×∏

p∈PK\S U
(np)
p

)
⊆ JK .

Proposición 7.2.6. Sea S ⊆ PK y m =
∏

p∈PK pnp un S–módulus.

(a) Si T ⊆ S y m|n donde n es un T–módulus, entonces

Jn
K,T ⊆ Jm

K,S y Cn
K,T ⊆ Cm

K,S .

(b) Si T ⊆ PK y n es un T–módulus,

Jm
K,SJ

n
K,T = J

mcd(m,n)
K,S∪T .

(c) Los subgrupos de congruencias Jm
K,∅ = Jm

K y Cm
K,∅ = Cm

K con m
recorriendo todos los módulus, forman una base de vecindades abiertas
de 1 en JK y CK respectivamente.

(d) Jm
K,S y Cm

K,S son abiertos.

(e) J1
K,S/J

m
K,S
∼=
∏

p

(
Up/U

(mp)
p

)
y [J1

K,S : Jm
K,S ] = Ψ(m).

(f) [CK : Cm
K,∅] = [CK : Cm

K ] =∞ para toda m.

(g) K∗Jm
K,PK\sop(m) = JK para toda m.
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(h) Jm
K,S es topológicamente generado por dK∗pep, p ∈ S y dU (np)

p ep,
p ∈ PK \ S, donde d ep : K∗p −→ JK está definido por dxep =
(. . . , 1, 1, x

↑
p

, 1, 1, . . .).

Demostración. [10, 11].
(f) Sea p ∈ PK \ sop(m), K∗p −−−→d ep

JK/K
∗Jm
K,∅ tiene núcleo Up y K∗p/Up

∼= Z.

(g) Se sigue del Teorema de Aproximación de Artin. ut

Ahora bien, puesto que [CK : Cm
K,∅] = [CK : Cm

K ] = ∞, se pedirá en lo

futuro que S 6= ∅. En este caso veremos que [CK : Cm
K,S ] < ∞, el cual es un

dominio Dedekind.
Sea S un conjunto no vaćıo de lugares, S 6= ∅ y sea OS = ∩p/∈SOp = {x ∈

K | vp(x) ≥ 0 ∀ p /∈ S}.

Definición 7.2.7. Sea m cualquier S–módulus con S 6= ∅. Definimos el S–
grupo de clases módulo m, ClmK(OS) como el cociente de los ideales fraccio-
narios de OS primos relativos a m módulo los ideales principales zOS con
z ∈ K∗ ∩ Jm

K,PK\sop(m) (si m = 1, Jm
K,PK\sop(m) = J1

K,PK\∅ = JK).

En particular Cl1K(OS) = ClK(OS) es el grupo de S–clases usuales, es
decir, el grupo de clases del dominio Dedekind OS . En este caso sabemos que
hS = |Cl(OS)| <∞. De hecho se tiene la sucesión exacta

0 −→ DK,0(S)

PK(S)
−→ DK,0

PK
∼= IK,0 −→ Cl(OS)

gr−→ Z/dZ −→ 0,

donde DK(S) son los divisores con soporte en S, DK,0(S) = DK(S)∩DK,0 y
d = gr(DS

K) = mcd{gr p | p ∈ S} y PK(S) = PK ∩DK(S).

Teorema 7.2.8. Sea S ⊆ PK , S 6= ∅ y sea m un S–módulus. Entonces

(a) ClmK(OS) ∼= CK/C
m
K,S.

(b) La sucesión

O∗S −→
J1
K,S

Jm
K,S

−→ JK
K∗Jm

K,S

−→ JK
K∗J1

K,S

−→ 1

es exacta,
(c) [CK : Cm

K,S ] es finito.

Demostración. (a) La función θ : Jm
K,p∈PK\sop(m) −→ ClmK(OS) dado por

θ(~α) =
∏

p∈PK\S

(p ∩ OS)vp(αp) mód Pm
K,S

es suprayectiva y núc θ = Jm
K,S

(
K∗ ∩ Jm

K,PK\sop(m)

)
= K∗Jm

K,S ∩ Jm
K,PK\sop(m).
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Por tanto

ClmK(OS) =
Jm
K,PK\sop(m)

K∗Jm
K,S ∩ Jm

K,PK\sop(m)

=
K∗Jm

K,PK\sop(m)

K∗Jm
K,S

=
JK

K∗Jm
K,S

∼=
CK
Cm
K,S

.

(b) Se deja al cuidado del lector.
(c) Se sigue de (b) pues tanto J1

K,S/J
m
K,S como JK/K

∗J1
K,S
∼= Cl(OS) son

grupos finitos. ut

Repetimos la demostración de lo fundamental del Teorema 7.2.8 con una
notación más simple. Sea S un conjunto finito, OS =

⋂
p/∈S Op = {x ∈

K | vp(x) ≥ 0 para toda p /∈ S} el cual es un dominio Dedekind y defini-

mos IK,S =
DSK
PSK

donde DS
K = DK

〈S〉 es el grupo de divisores de K con soporte

en el complemento de S. Se tiene DK = 〈p | p ∈ PK \S〉, y PSK son los divisores
principales de OS .

Por el teorema de F.K. Schmidt, hS = |IK,S | < ∞ ([136, Corolario
10.2.14]). Sean

Λ : JK −� DS
K , Λ(~α) =

∏
p/∈S

pvp(αp) y π : DS
K −→ IK,S

la proyección natural. Sea

ψ = Λ ◦ π : JK −� IK,S , ψ(~α) =
∏
p/∈S

pvp(αp) mód PSK .

Sea ~α ∈ núcψ. Entonces (π ◦ Λ)(~α) = 1, por lo que Λ(~α) ∈ PSK . Por
tanto existe x ∈ K∗ con

∏
p/∈S p

vp(αp) =
∏

p/∈S p
vp(x), donde se sigue que

vp(αpx
−1) = 0 para toda p /∈ S. De esta forma obtenemos ~αx−1 ∈ JK,S . Por

tanto ~α ∈ JK,SK
∗. El rećıproco también se cumple. Se sigue que núcψ =

JK,SK
∗.

Por tanto

IK,S ∼=
JK

JK,SK∗
∼=

JK/K
∗

JK,SK∗/K∗
∼=

CK
CK,S

y por tanto IK,S ∼=
CK
CK,S

.

Ahora CK,S = C1
K,S , por lo que [CK : C1

K,S ] <∞. Además

[CK : Cm
K,S ] = [CK : C1

K,S ][C1
K,S : Cm

K,S ] = |IK,S |[C1
K,S : Cm

K,S ].

Además

[J1
K,S : Jm

K,S ] =
∏
p/∈S

[Up : U
(mp)
p ] =

r∏
i=1

[Upi : U
(αi)
pi ] <∞ y

[C1
K,S : Cm

K,S ] ≤ [J1
K,SK

∗/K∗ : Jm
K,SK

∗/K∗] ≤ [J1
K,S : Jm

K,S ] <∞.
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Se sigue que [CK : Cm
K,S ] <∞.

Esto es, nuevamente hemos obtenido

Teorema 7.2.9. Sean K un campo de funciones, S un conjunto finito no
vaćıo de primos de K y m =

∏r
i=1 p

αi
i un móduls tal que S∩{p1, . . . , pr} = ∅.

Sea Cm
K,S = Jm

K,SK
∗/K∗, donde

Jm
K,S =

∏
p∈S

K∗p ×
∏

p/∈S∪
{p1,...,pr}

Up ×
r∏
i=1

U
(αi)
pi .

Entonces [CK : Cm
K,S ] <∞. ut

Definición 7.2.10. Por el teorema de existencia, se define Km
S como campo

de clase asociado al grupo de congruencia Cm
K,S y se llama el campo de clases

de S–rayos módulo m. Se tiene

Gal(Km
S /K) ∼= JK/K

∗Jm
K,S
∼= CK/C

m
K,S
∼= ClmK(OS).

Teorema 7.2.11. En Km
S , p1, . . . , pr son los primos ramificados y si p ∈ S,

entonces p se descompone totalmente en Km
S /K.

Demostración. Se sigue de que Jm
K,S =

∏
p∈S K

∗
p×
∏

p/∈S∪
{p1,...,pr}

Up×
∏r
i=1 U

(αi)
pi .

ut

Observación 7.2.12. K1
S es el campo de clase de Hilbert de OS en el sentido

de Rosen, con la pequeña generalización que aqúı, de momento, S puede ser
infinito. Es decir, K1

S/K es la máxima extensión abeliana no ramificada de K
tal que todos los primos de S se descomponen totalmente. Este es el tercer
análogo al campo de clase de Hilbert en campos de funciones.

Cuando S = {p∞} consiste de un solo primo, Km
S se puede construir en

término de módulos de Drinfeld de rango 1 (ver Hayes [61] y [136, Caṕıtulo
15]).

Proposición 7.2.13. Si S y T son dos subconjuntos no vaćıos de PK , m es
un S–módulos y n es un T–módulus, entonces

(a) Si S ⊇ T y m|n, entonces Km
S ⊆ Kn

T .

(b) Km
S ∩Kn

T = K
mcd(m,n)
S∪T .

(c) Si T ⊆ S y m|n y n también es un S–módulus, entonces

[Kn
S : Km

S ] ≤ [Kn
T : Km

T ].



7.2 Campos de clases de rayos en campos de funciones 329

Demostración. (a) Se tiene que Cn
K,T ⊆ Cm

K,S por lo que Km
S ⊆ Kn

T .

(b) Cm
K,SC

n
K,T = C

mcd(m,n)
K,S∪T por lo tanto Km

S ∩Kn
T = K

mcd(m,n)
S∪T .

(c) Los mapeos de Artin ( ,Km
S /K) y ( ,Kn

T /K) inducen isomorfismos
K∗Jm

K,S/K
∗Jn
K,S
∼= Gal(Kn

S/K
m
S ) y K∗Jm

K,T /K
∗Jn
K,T

∼= Gal(Kn
T /K

m
T ) y el

mapeo
K∗Jm

K,T /K
∗Jn
K,T −→ K∗Jm

K,S/K
∗Jn
K,S

es suprayectivo. ut

Debido al Teorema 7.1.16, tenemos la siguiente definición.

Definición 7.2.14. Sea L/K una extensión abeliana finita de campos de fun-
ciones globales. Entonces definimos el conductor de la extensión L/K como

f = fL/K = f(L/K) =
∏

p∈PK

fp,

donde fp denota al conductor de la extensión de campos locales Lp/Kp.

Teorema 7.2.15 (Teorema del Conductor). Sea L/K una extensión abe-
liana finita de campos de funciones y sea S un subconjunto no vaćıo de

Spl(L/K) = {p ∈ PK | p se descompone totalmente en L/K}.

Entonces el conductor f = f(L/K) es el S–módulus mı́nimo m tal que L ⊆ Km
S .

Demostración. Sea m =
∏

p∈PK pnp un S–módulus. Por definición de conduc-

tor local fp(L/K)|pnp ⇐⇒ Gnp(L/K) = 1 ⇐⇒ U
(np)
p ⊆ NLp/Kp

L∗p ⇐⇒
dU (np)

p ep ⊆ (NL/K JL)K∗.
Además p ∈ S implica que p se descompone totalmente o, equivalentemen-

te, dK∗pep ⊆ (NL/K JL)K∗. Puesto que (NL/K JL)K∗ es un subgrupo abierto
de ı́ndice finito en JK y por lo tanto cerrado, y puesto que Jm

K,S es topológica-

mente generado por sus subgrupos {dK∗pep | p ∈ S} y {dU (np)
p ep | p /∈ S}, se

sigue que f(L/K)|m ⇐⇒ Jm
K,S ⊆ (NL/K JL)K∗ ⇐⇒ Cm

K,S ⊆ NL/K CL ⇐⇒
L ⊆ Km

S . ut

Teorema 7.2.16. Sean S un conjunto finito no vaćıo de lugares de K y m
un S–módulus. Entonces Km

S es la máxima extensión abeliana L/K tal que
todos los primos de S son totalmente descompuestos y f(L/K)|m.

Además, si d = grS := mcd{gr p | p ∈ S}, Fqd es el campo de constantes
de Km

S .

Demostración. Sea L/K una extensión abeliana. Si todos los primo de S se
descomponen en L/K y f(L/K)|m, entonces, como consecuencia del Teorema
7.2.15, L ⊆ Km

S .
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Rećıprocamente, si L ⊆ Km
S , entonces f(L/K)|m y por definición de Jm

K,S ,
todos los primos de S se descomponen totalmente en Km

S . Ahora, si p ∈ S
se descompone la extensión de constantes de grado r, entonces r | gr p. Por
lo tanto todos los primos de S se descomponen totalmente en KFqr ⇐⇒
r|mcd{gr p | p ∈ S}. Se sigue que Fqd es el campo de constantes de Km

S . ut

Corolario 7.2.17. (Ver [136, Teorema 14..3.1]). Sea K un campo global de
funciones con campo de constantes Fq y sea S ⊆ PK no vaćıo. Sea d = grS =
mcd{gr p | p ∈ S}. Entonces el campo de constantes del campo de clase de
Hilbert K1

S es Fqd .
En particular, si K = Fq(T ), entonces K1

S = Fqd(T ) = KFqd .

Demostración. La última parte se sigue de que IFq(T ),0 = {1}, lo cual implica

que Fq(T )nr = Fq(T )Fab
q y puesto que Fq(T )1

S/Fq(T ) es no ramificado, se

sigue que Fq(T )1
S ⊆ Fq(T )Fab

q , es decir Fq(T )1
S/Fq(T ) es una extensión de

constantes. ut

Observación 7.2.18. El campo K1
S es lo que comúnmente se llama el campo

de clase de Hilbert con respecto a S.

7.2.2. Análogos al campo de clase de Hilbert para campos de
funciones

Como hemos mencionado anteriormente, si Knr es la máxima exten-
sión abeliana no ramificada de K, se tiene que KFab

q ⊆ Knr. Sea T =

Gal(Kab/Knr), Knr = (Kab)T ⊇ (Kab)H0 = KFab
q , es decir, H0 ⊇ T , donde

H0 = Gal(Kab/KFab
q ). Se tienen los diagramas conmutativos (ver Teorema

6.8.29):

1 // CK,0
� � //

∼= ρK

��

CK
gr

ρK

��

Z //� _

ρFq

��

0

1 // Gal(Kab/KFab
q )

∼=

H0

// Gal(Kab/K)

∼=

G=Gab
K

rest
// Gal(KFab

q /K)

∼=

Gal(Fab
q /Fq)

// 1

1 // IK,0
� � //

∼=

��

IK
gr //

µ

��

Z� _

ρFq

��

// 0

1 // Gal(Knr/KFab
q ) �
� // Gal(Knr/K)

∼=

G/T

rest
// Gal(KFab

q /K)

∼=

Gal(Fab
q /Fq)

// 1
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pues
CK,0

K∗UK/K∗
∼= IK,0 ∼=

Gal(Kab/KFab
q )

Gal(Kab/Knr)
y CK
UKK∗/K∗

∼= IK ∼= Gal(Kab/K)
Gal(Kab/Knr)

∼=
Gal(Knr/K).

Ahora, si µ(α) = 1, (restµ)(α) = ρFab
q

(grα) = 1 por lo que grα = 0 y por
tanto α ∈ IK,0. Se sigue que µ es inyectiva.

En particular Knr/KFab
q es una extensión finita y Gal(Knr/KFab

q ) ∼= IK,0.
Se tiene

Knr
OO

T0=Gal(Knr/KFab
q )∼=IK,0

K
↑

Gal(KFab
q /K)∼=

Gal(Fab
q /Fq)∼=Ẑ=〈FrK〉

//

==

KFab
q

Se sigue que la sucesión

1 −→ T0
µ−→ R = Gal(Knr/K)

ϕ−−→
rest

Ẑ −→ 0

es exacta.

7.2.3. Primer análogo al campo de clase de Hilbert

Se tiene que

1 −→ Gal(Knr/KFab
q ) −→ Gal(Knr/K) −→ Gal(KFab

q /K) −→ 1

es exacta, que Gal(Knr/KFab
q ) ∼= IK,0 es un grupo finito y además IK

µ−→
Gal(Knr/K) es un inyección. Ahora bien, µ no es un isomorfismo pues IK
es discreto y no finito y Gal(Knr/K) es profinito, compacto. De hecho IK ∼=
IK,0 × Z. Se tiene ÎK ∼= IK,0 × Ẑ ∼= Gal(Knr/K).

Podemos considerar a Knr como el primer análogo al campo de clase de
Hilbert.

7.2.4. Segundo análogo al campo de clase de Hilbert

Consideremos extensiones abelianas no ramificadas de K que tienen como
campo de constantes al mismo campo Fq.

Sean UK =
∏

p∈PK Up y J1
K,∅ (m = 1, S = ∅), el grupo de rayos módulus

1 con respecto S = ∅ y sea

C1
K,∅ = C1

K = UKK
∗/K∗ ⊆ CK,0.

Se tiene que Knr corresponde a UK o a UKK
∗/K∗ (ver después del Teore-

ma 6.8.29), esto es C1
K
∼= Gal(Kab/Knr). Además ĈK = Gab

K = Gal(Kab/K).

Sea ~̃b ∈ CK tal que gr(~̃b) = 1. Entonces el subgrupo B := C1
K × 〈~̃b〉 es

abierto en CK y puesto que CK ∼= CK,0 × 〈~̃b〉, entonces
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CK
B
∼=
CK,0 × 〈~̃b〉

C1
K × 〈~̃b〉

∼=
CK,0
C1
K

=
CK,0
C1
K

∼= IK,0

y se sigue que [CK : B] = [CK,0 : C1
K ] = hK = |IK,0| es el número de clase de

K.

•
〈~̃b〉

Kab

B
C1
K

KB
〈~̃b〉

IK,0

Knr

IK,0

K KFab
q

El campo de clase KB de B es el segundo análogo al campo de clase

de Hilbert. Puesto que B contiene una copia de Z (←→ 〈FrK〉 = 〈~̃b〉) y
tales copias de Z están indexadas por CK,0 puesto que CK ∼= CK,0 × Z y
C1
K ←→

∏
p∈PK Up es la extensión no ramificada Knr de K, se sigue que este

campo KB , denotado por K
(1)
H , es una extensión abeliana finita no ramificada

de K que tiene como campo de constantes a Fq (ver Teorema 6.8.37).

Veamos que K
(1)
H es maximal en el sentido de ser no ramificada con campo

de constantes Fq. Sea K
(1)
H ⊆ K̂ (algún K̂ = K̃(~α), ver principio de esta sub-

sección) y se tiene que H = N
K

(1)
H /K

C
K

(1)
H

⊆ CK . Ahora bien, las extensiones

no ramificadas deben satisfacer que sus grupos de normas están contenidas
en U para que su conductor local sea 1 para todo lugar p ∈ PK y entonces su
conductor global sea 1.

Por otro lado se tiene el diagrama

K̂
〈~̃b1〉

C1
K

Kab

C1
K

E Knr

IK,0

K KFab
q

Por la correspondencia de Galois, Knr corresponde a E ⊆ K̂ con E = K̂∩Knr

y [E : K] = [Knr : KFab
q ] = h = |IK,0|.

Ahora bien, E tiene como campo de constantes Fq lo mismo que K
(1)
H

pues K
(1)
H corresponde a B, esto es, K

(1)
H ←→ B = C1

K × 〈~̃b〉 con C1
K
∼=

Gal(Kab/Knr) y como K̂ es fijado por ~̃b1 y por tanto por 〈~̃b1〉Ẑ, se tiene que
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K̂ =
(
Kab

)〈~̃b1〉Ẑ
, de donde, K

(1)
H = E y por lo tanto K

(1)
H es maximal con

respecto a ser no ramificada sobre K y tener a Fq como campo de constantes.

De hecho debeŕıamos haber escrito K
(~̃b1)
H ←→ K̂~̃b1

pues tanto K
(1)
H como K̂

están determinados por ~̃b1.

•
〈~̃b1〉

Kab

L LKFab
q

KB = K
(1)
H

B

Knr

K KFab
q

Más precisamente, se tie-

ne K
(1)
H ∩ KFab

q = K y

K
(1)
H KFab

q = K
(1)
H Fab

q =
Knr.
Veamos que K

(1)
H es ma-

ximal con respecto a estas
propiedades.

Sea L/K una extensión abeliana, donde el campo de constantes de L es Fq
y tal que K

(1)
H ⊆ L. Entonces L ∩KFab

q = K y LKFab
q ⊇ K

(1)
H KFab

q = Knr.

Como L/K es no ramificada, LKFab
q = Knr y por tanto LKFab

q = K
(1)
H KFab

q

y de la teoŕıa de Galois se sigue que L = K
(1)
H .

Pongamos K
(1)
H = K

(~̃b1)
H . Veamos que hay exactamente h = hK = |IK,0|

de estos campos: extensiones abelianas no ramificados de K con campo de
constantes Fq maximales, y todos ellos tienen a su grupo de Galois isomorfo
a

CK/B ∼= CK,0/C
1
K
∼= IK,0.

Por el Observación 2.3.3, tenemos que si L/K es una extensión de Galois,
finita o infinita, con grupo de Galois G, se tiene que si H < G y si H̄ es la
cerradura de H, se tiene LH = LH̄ .

Sean ~̃u1, . . . , ~̃uh, h representantes de CK,0/C
1
K
∼= IK,0 y sean ~̃bi := ~̃b~̃ui,

1 ≤ i ≤ h. Los grupos Bi := C1
K × 〈~̃bi〉 son todos distintos y [CK : Bi] = h.

Los grupos Bi dan lugar a h campos que son maximales en el sentido de ser
extensiones abelianas no ramificadas de K y tener como campo de constantes

Fq (son maximales puesto que si K
(i)
H es el campo asociado a Bi, entonces

K
(i)
H Fab

q = Knr).



334 7 Grupos de congruencias

K~̃bh
~̃bh∼=Ẑ

C1
K

K~̃b2

~̃b2∼=Ẑ

C1
K

Kab

C1
K

CK,0

K~̃b1

~̃b1∼=Ẑ

C1
K

K
(h)
H

Ẑ

IK,0

K
(2)
H

IK,0

Ẑ
Knr

IK,0K
(1)
H

Ẑ

IK,0

K
Ẑ

KFab
q

Sea ~̃a ∈ CK con gr ~̃a = 1. Por tanto gr(~̃a~̃b−1) = 0 por lo que ~̃a pertenece a

alguna clase ~̃b~̃ui mód C1
K . Aśı, el grupo A = C1

K × 〈~̃a〉 da lugar a un campo
de clase de Hilbert como los anteriores y se tiene

CK
A

=
CK,0 × 〈~̃b〉
C1
K × 〈~̃a〉

=
CK,0 × 〈~̃b〉

C1
K × 〈~̃b~̃ui〉

=
CK
Bi

.

Por tanto A = Bi.
Los h campos asociados a B1, . . . , Bh son todos los campos con campo

de constantes Fq, que son extensiones abelianas no ramificadas maximales de

K. Sean K
(1)
H , . . . ,K

(h)
H estos h campos. El campo de clase correspondiente a

CK,0×〈~̃bh〉 es la extensión de constantes de grado h de K (ver el principio de
esta subsección). Esto es, L := KFqh es el campo correspondiente a CK,0 ×
〈~̃bh〉.

Kab

CK,0
CK,0×〈~̃bh〉

K
h

KFqh
〈~̃bh〉

KFab
q
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K̃
h

〈~̃b〉=〈~̃b mód ~̃bh〉
CK,0

〈~̃b〉

K̃Fqh
〈~̃bh〉

Kab

CK,0

K
h

〈~̃b〉=〈~̃b mód ~̃bh〉

〈~̃b〉

KFqh
〈~̃bh〉

KFab
q

Afirmamos que

LK
(i)
H = LK

(j)
H = LK

(1)
H · · ·K

(h)
H para todos 1 ≤ i, j ≤ h.

En efecto, puesto que ~̃bh = (~̃bi~̃u
−1
i )h = ~̃bhi ~̃u

−h
i ≡ ~̃bhi mód C1

K , entonces(
CK,0 × 〈~̃bh〉

)
∩
(
C1
K × 〈~̃bi〉

)
= C1

K × 〈~̃bhi 〉 y ~̃bhi ,
~̃bhj están en la misma clase

mód C1
K .

Se sigue que
(
CK,0 × 〈~̃bh〉

)
∩
(
C1
K × 〈~̃bi〉

)
=
(
CK,0 × 〈~̃bh〉

)
∩
(
C1
K × 〈~̃bj〉

)
para todo 1 ≤ i, j ≤ h.

Se tiene que LK
(i)
H = LK

(j)
H y por tanto

LK
(1)
H K

(2)
H · · ·K

(h)
H = LK

(2)
H K

(2)
H K

(3)
H · · ·K

(h)
H = LK

(2)
H K

(3)
H · · ·K

(h)
H

= LK
(3)
H K

(3)
H · · ·K

(h)
H = LK

(3)
H · · ·K

(h)
H = · · · = LK

(h)
H .

Ahora bien, puesto que L ∩K(i)
H = K para toda i por ser L/K extensión

de constantes y K
(i)
H /K geométrica, se tiene

K
(i)
H

h

h
LK

(i)
H = LK

(j)
H

h

K
(j)
H

h

K
h

h

L = KFqh

[LK
(1)
H · · ·K

(h)
H : K] = h2. Se tiene

Gal(LK
(1)
H · · ·K

(h)
H /K) ∼= Gal(L/K)×Gal(K

(1)
H /K) ∼= Ch × IK,0.

Este es el segundo análogo al campo de clase de Hilbert.
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Teorema 7.2.19. Sea h = hK = |IK,0| el número de clase de K. Entonces

hay exactamente h campos K
(i)
H , 1 ≤ i ≤ h con campo de constantes Fq y

tales que K
(i)
H /K son extensiones abelianas no ramificadas de K maximales

con respecto a estas propiedades. Se tiene que

Gal(K
(i)
H /K) ∼= IK,0, 1 ≤ i ≤ h.

Finalmente, si L es la extensión de constantes de K de grado h, se tiene

Gal(LK
(i)
H /K) = Gal(LK

(j)
H /K) = Gal(LK

(1)
H · · ·K

(h)
H /K)

∼= Gal(L/K)×Gal(K
(i)
H /K) ∼= Ch ⊕ IK,0,

para todas 1 ≤ i, j ≤ h. ut

Ejemplo 7.2.20. La única extensión abeliana geométrica no ramificada de
Fq(T ) es Fq(T ) misma.

7.2.5. Tercer análogo al campo de clase de Hilbert

Para un análisis previo a lo que discutimos aqúı, ver [136, Caṕıtulo 14],
en donde se estudian los campos de géneros de campos de funciones. Ah́ı se
estudia el caso particular de que el conjunto de primos eran los primos sobre
el divisor de polos de T . En la siguiente subsección, discutiremos con más
detalle este tercer análogo al campo de clase de Hilbert.

En el caso de un campo numérico K, KH es la máxima extensión abeliana
de K no ramificada y KH es el campo de clase del grupo JK,SK

∗/K∗, donde
S es el conjunto de primos infinitos. En general se define

JK,S :=
∏
p/∈S

Up ×
∏
p∈S

K∗p .

Es decir, al ser KH/K no ramificada en S, los primos infinitos se descom-
ponen totalmente en KH/K. Esto se puede copiar en el caso de campos de
funciones tomando como S cualquier conjunto no vaćıo finito de lugares de K
y definiendo como KH a la máxima extensión abeliana no ramificada de K,
tal que todos los lugares de S se descomponen totalmente en KH/K. Resulta
ser que KH = K1

S el campo de clases de rayos del módulus 1 con respecto a
S. Esto es, KH corresponde a J1

K,SK
∗/K∗ = C1

K,S .
Veremos que KH/K es una extensión finita y que Gal(KH/K) ∼= Cl(OS),

el grupo de clases del anillo Dedekind

OS = {x ∈ K | vp(x) ≥ 0 para toda p /∈ S} =
⋂
p/∈S

Op,

donde para todo S 6= ∅, Cl(OS) =
DK,S
PK,S

= divisores primos relativos a S
{(α)S |α∈K∗} y donde

para α ∈ K∗, se define (α)S =
∏

p/∈S p
vp(α) (Teorema 7.2.8).
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Más precisamente, el grupo de ideales fraccionarios de OS es DK,S =
DK
DS

= DK
〈p|p∈S〉 = 〈p ∈ PK | p /∈ S〉 y se tiene el epimorfismo

Λ : JK −→ DK/DS = 〈p ∈ PK | p /∈ S〉, Λ(~α) =
∏
p/∈S

pvp(αp)

con núcleo JK,S , Cl(OS) = DK/DS
PS

y el epimorfismo inducido

Λ̃ : JK −→ Cl(OS)

satisface que núc Λ̃ = JK,SK
∗. Por tanto

JK
JK,SK∗

∼=
JK/K

∗

JK,S/K∗
∼=

CK
CK,S

=
CK
C1
K,S

∼= Gal(K1
S/K) ∼= Cl(OS).

En resumen, si S es un conjunto finito no vaćıo de lugares y sea

JK,S :=
∏
p/∈S

Up ×
∏
p∈S

K∗p ,

entonces la máxima extensión abeliana de K no ramificada tal que los primos
de S se descomponen totalmente corresponde a JK,S o, equivalentemente, a
JK,SK

∗/K∗ := CK,S .
Este será el tercer análogo al campo de clase de Hilbert KH de K, el cual

es igual a K1
S y es la máxima extensión abeliana no ramificada de K tal que

todos los primos de S se descomponen totalmente en K1
S/K y se tiene

Gal(K1
S/K) ∼= CK/C

1
K,S
∼= Cl(OS).

En la siguiente subsección retomamos este análogo y es el que consideraremos
como el campo de clase de Hilbert para campos de funciones.

7.3. Campo de clase de Hilbert en campos de
funciones globales

Como mencionamos antes, el estudio de esta subsección puede ser consul-
tado en [131] y en [4].

Sea K un campo global de funciones con campo de constantes Fq. Sea S
un conjunto finito no vaćıo de lugares de K.

Definición 7.3.1. El campo de clase de Hilbert relativo a S, KH,S , se define
como la máxima extensión abeliana de K no ramificada y tal que los primos
en S se descomponen totalmente en KH,S .
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De [136, Teorema 14.3.1] tenemos que el campo de constantes de KH,S

es Fqd donde d = mcd(gr p | p ∈ S), que KH,S/K es una extensión abeliana
finita y que

Gal(KH,S/K) ∼= ClS

con ClS = Cl(OS) donde OS = {x ∈ K | vq(x) ≥ 0 para todo q /∈ S}.
El isomorfismo Gal(KH,S/K) ∼= ClS está dado por el mapeo de reciproci-

dad de Artin: ( ,KH,S/K) =

(
KH,S/K

)
: ClS −→ Gal(KH,S/K).

Para cualquier campo K y cualquier conjunto S finito no vaćıo de lugares
de K, denotemos por hS al número de clases de ideales |ClS |. Sea L/K una
extensión finita y separable. Sea T := {P ∈ PL | P|K ∈ S} y sea OT la
cerradura entera de OS en L.

Proposición 7.3.2. Se tiene KH,SL ⊆ LH,T .

Demostración. Se sigue del hecho de que L = KL ⊆ KH,SL y de que KH,S/K
es abeliana, no ramificada y los primos de S se descomponen totalmente. ut

Observación 7.3.3. Si KH,S ∩ L = K, entonces hS |hT . En efecto, se tie-
ne Gal(KH,SL/L) ∼= Gal(KH,S/K) por lo que hS = |Gal(KH,S/K)| =
|Gal(KH,SL/L)||hT .

LH,T

hTKH,S

hSGal(KH,S/K)

KH,SL

hS

Gal(LH,T /L)

Gal(LH,T /KH,SL)
∼=Gal(KH,SL/L)

∼=Gal(KH,S/K)

KH,S ∩ L = K L

Proposición 7.3.4. Si algún primo p ∈ PK es totalmente ramificado en OT
o si algún primo p ∈ S es totalmente inerte en L, entonces la norma N :=
NLH,T /KH,S : ClT −→ ClS es suprayectiva. En particular se tiene que hS |hT .

Demostración. Se tiene que, en cualquiera de los dos casos mencionados,
KH,S ∩ L = K, por lo que el mapeo de restricción rest : Gal(LH,T /L) −→
Gal(KH,S/K) es suprayectivo y hS |hT .

De [136, Teorema 16.7.4], se tiene el siguiente diagrama conmutativo

ClT
( ,LH,T /L)

∼=
//

N

��

Gal(LH,T /L)

rest |KH,S
����

ClS
( ,KH,S/K)

∼=
// Gal(KH,S/K)

Puesto que rest |KH,S , ( , LH,T /L) y ( ,KH,S/K) son suprayectivas, se sigue
que N: ClT −→ ClS es suprayectiva. ut
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Aqúı recordamos la relación que existe entre el número de clases de divi-
sores hK de un campo de funciones global K y el número de clases de ideales,
dada por la fórmual de Schmidt ([136, Corolario 10.2.15]):

hKd = γhS ,

donde γ =
∣∣DK(S)0

PK(S)

∣∣ y d = mcd(gr p | p ∈ S).

Observación 7.3.5. Si la extensión L/K es una extensión finita de Galois,
entonces LH,T /K también es Galois. La demostración es la misma que la de
en la Observación 7.5.4.

A continuación definimos el campo de clase de Hilbert extendido de un
campo de funciones global.

En el caso de campos numéricos, el campo de clase de Hilbert extendido
corresponde al grupo de idèles J

1+

K , esto es, a elementos totalmente positivos.
Debemos desarrollar un concepto de “totalmente positivo” en un campo de
funciones global. Este concepto que usamos aqúı fue propuesto por Anglès y
Jaulent en [4].

Sean K = Fq(T ), p∞ el primo infinito, es decir, el polo de (T )K , y K∞ ∼=
Fq
((

1
T

))
la completación de K en p∞. Sea x ∈ K∗∞. Entonces x se escribe de

manera única como

x =
( 1

T

)nx
λxεx, nx ∈ Z, λx ∈ F∗q y εx ∈ U (1)

K∞
.

Ponemos π∞ = 1/T .

Definición 7.3.6. Se define la función signo de K∗∞ como φ∞ : K∗∞ −→ F∗q
la cual está dada por φ∞(x) = λx para x ∈ K∗∞. El valor φ∞(x) se llama el
signo de x. También ponemos sgn(x) = φ∞(x).

Se tiene que φ∞ es un epimorfismo y núcφ∞ = 〈π∞〉 × U (1)
K∗∞

.

Observación 7.3.7. Sea M ∈ RT = Fq[T ], M 6= 0, digamos que M es de
grado d y está dado por M(T ) = adT

d +ad−1T
d−1 · · ·+a1T +a0 = adT

d
(
1 +

ad−1

ad

(
1
T

)
+ · · · + a1

ad

(
1
T

)d−1
+ a0

ad

(
1
T

)d)
= ad

(
1
T

)−d
µ con µ ∈ U (1)

K∗∞
. Se sigue

que el signo de M es el coeficiente ĺıder de M : sgn(M) = ad.

Definición 7.3.8. Sea L una extensión finita y separable de K∞. Se define
el signo de L∗ por el morfismo φL = φ∞ ◦NL/K∞ : L∗ −→ F∗q .

Proposición 7.3.9. Sea una torre de campos K∞ ⊆ E ⊆ L. Entonces se
tiene

(1) φL = φE ◦NL/E,
(2) NL/E(núcφL) ⊆ núcφE.
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Demostración. (1): Se tiene φL = φ∞ ◦ NL/K∞ = φ∞ ◦ (NE/K∞ ◦NL/E) =
(φE ◦NL/E). Por tanto φL = φE ◦NL/E .

(2): Si x ∈ núcφL, entonces 1 = φL(x) = φE(NL/E(x)). Por lo tanto
NL/E(x) ∈ núcφE . ut

Observación 7.3.10. La completación de Q en ∞, el lugar arquimediano de
Q, es Q∞ = R y la función signo φ∞ : R∗ = Q∗∞ −→ {±1} es φ∞(x) = 1 si
x > 0, φ∞(x) = −1 si x < 0 y núcφ∞ = R+.

Ahora si Lv = C, entonces para toda z ∈ L∗v, NLv/Q∞ z = NC/R z = zz =
|z|2 > 0 y por tanto φLv (z) = 1 para toda z ∈ Lv.

También notemos que la definición de signo concuerda con la Definición
7.0.5.

Teorema 7.3.11. Sean E/K∞ una extensión finita y separable y Emod/K∞
la máxima subextensión abeliana moderadamente ramificada máxima tal que
K∞ ⊆ Emod ⊆ E. Sean f el grado de inercia y e el ı́ndice de ramificación de
Emod/K∞. Entonces FE = Fqf es el campo residual de Emod y

(1) existe ξ ∈ F∗E tal que Emod = FE
((

e

√
−ξ
T

))
y además

φE(E∗) = 〈(F∗q)e,NFE/Fq (ξ)〉,

(2) si además tenemos que 1
T ∈ NEmod/K∞((Emod)∗), entonces Emod =

Fq
((

e

√
−1
T

))
y φE(E∗) = (F∗q)e.

Demostración. Sea K∞ ⊆ Eab ⊆ E la máxima extensión abeliana de K∞
contenida en E. Entonces por el Teorema 6.9.7 obtenemos que NE/K∞(E∗) =

NEab/K∞((Eab)∗). Puesto que φE = φ∞ ◦ NE/K∞ se sigue que φE(E∗) =

φEab((Eab)∗).

Sea Enr = FE
((

1
T

))
la máxima extensión no ramificada de K∞ contenida

en E. Se tiene vEnr

(
1
T

)
= e(Enr|K∞)vK∞

(
1
T

)
= 1 · 1 = 1, [FE : Fq] = f =

[Enr : K∞] y Emod/Enr es totalmente ramificada, digamos de grado e, con
mcd(p, e) = 1, esto es p - e. Sea ρ un elemento uniformizador de Emod.
Entonces vEmod

(
1
T

)
= e(Emod|Enr)vEnr

(
1
T

)
= e · 1 = e.

Se tiene vEmod

(
ρe
(

1
T

)−1)
= 0, esto es, ρe

(
1
T

)−1 ∈ UEmod = F∗EU
(1)

Emod .

Podemos escribir ρe
(

1
T

)−1
= ξu con ξ ∈ F∗E y u ∈ U

(1)

Emod . Por tanto ρe =

ξu
(

1
T

)
. Puesto que p - e se tiene que (U

(1)

Emod)e = U
(1)

Emod y por tanto existe

v ∈ U (1)

Emod con ve = u. De esta forma tenemos ρe = ξve
(

1
T

)
y vEmod(v) = 0.

Se sigue que
(
ρ
v

)e
= ξ
(

1
T

)
y vEmod

(
ρ
v

)
= 1. De esta forma, podemos suponer,

tomando ρ
v en lugar de ρ, que ρe = ξ

(
1
T

)
.

Por lo tanto tenemos NEmod/K∞(ρ) = NEnr/K∞ ◦NEmod/Enr(ρ). Se tiene
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Irr(ρ,X,Enr) = Xe − ξ
( 1

T

)
=

∏
σ∈Gal(Emod/Enr)

(x− σ(ρ))

= Xe − αe−1 + · · ·+ (−1)e NEmod/Enr(ρ).

Se sigue que −ξ
(

1
T

)
= (−1)e NEmod/Enr(ρ) y por tanto NEmod/Enr(ρ) =

(−1)e−1ξ
(

1
T

)
lo cual implica que

NEmod/K∞(ρ) = NEnr/K∞

(
(−1)e−1ξ

( 1

T

))
= (−1)(e−1)f

(
NEnr/K∞(ξ)

)( 1

T

)f
.

Se sigue φEmod(ρ) = φ∞ ◦ NEmod/K∞(ρ) = φ∞
(
(−1)(e−1)f

(
NFE/Fq (ξ)

)
1
T f

)
=

(−1)(e−1)f NFE/Fq (ξ).

Además, puesto que Emod/Enr es totalmente ramificada de grado e y la
norma en campos finitos es suprayectiva, se tiene

φEmod(F∗E) = φEnr(NEmodEnr(F∗E)) = φEnr((F∗E)e) = φ∞((NEnr/K∞(F∗E))e)

= φ∞((NEnr/K∞(F∗Enr))e) = φ∞((F∗q)e) = (F∗q)e.

Ahora bien (Emod)∗ = 〈ρ〉 × F∗E × U
(1)

Emod y

φEmod(U
(1)

Emod) = φ∞(NEmod/K∞(U
(1)

Emod)) = {1}

pues NEmod/K∞(U
(1)

Emod) ⊆ U (1)
∞ .

Se sigue que

φ∞((Emod)∗) = 〈φ∞(ρ), φ∞(F∗E)〉 = 〈(−1)(e−1)f NFE/Fq (ξ), (F
∗
q)
e〉

= 〈(−1)ef (−1)f NFE/Fq (ξ), (F
∗
q)
e〉

= 〈(−1)ef NFE/Fq (−ξ), (F
∗
q)
e〉.

Se tiene (−1)ef = ±1. Si (−1)ef = −1, entonces en caso de que p = 2,
−1 = 1 y en caso de que p > 2, ef es impar por lo que tanto e como f son
impares. Por tanto (−1)e = −1 ∈ (F∗q)∗. En resumen, tenemos, en cualquier
caso,

φ∞((Emod)∗) = 〈NFE/Fq (−ξ), (F
∗
q)
e〉.

Ahora bien, puesto que Eab/Emod es de grado una potencia de p y
φ∞(E∗) ⊆ F∗q con mcd(p, q − 1) = 1, se sigue que

φ∞(E∗) = φ∞((Eab)∗) = φ∞((Emod)∗) = 〈(F∗q)e,NFE/Fq (−ξ)〉.

Por otro lado Emod/K∞ es de grado ef y Enr = FE
((

1
T

))
= Fqf

((
1
T

))
y

Emod = Enr(ρ) pues e = gr Irr(ρ,X,Emod) y ρe = ξ 1
T por lo que ρ = e

√
ξ 1
T =

e

√
ξ
T . Por tanto
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Emod = Enr
(
e

√
ξ

T

)
= FE

(( 1

T

))(
e

√
ξ

T

)
= FE

((
e

√
ξ

T

))
.

Esto termina la demostración de (1).
Para (2), tenemos que si 1

T ∈ NEmod/K∞((Emod)∗), entonces existe µ ∈
Emod con NEmod/K∞(µ) = 1

T de donde −ξ
(

1
T

)
= −ξNEmod/K∞(µ) =

(−1)e NEmod/Enr(ρ) y por tanto −ξ(−1)e ∈ NEmod/K∞((Emod)∗).

Además, como 1
T es norma, se tiene que f = 1. De hecho se tiene que

1
T es uniformizador de Enr y 1 = vK∞

(
1
T

)
= vK∞(NEmod/K∞(µ)) = f =

f(Emod|K∞)vEmod(µ) = 1, esto es, f = f(Emod|K∞) = 1 y vEmod(µ) = 1.

Por otro lado (−1)e = NEmod/K∞(−1) = (−1)[Emod:K∞]. Se sigue que −ξ ∈
NEmod/K∞((Emod)∗).

Sea −ξ = NEmod/K∞(δ). Como ρ es un elemento uniformizador de Emod,
tenemos

(Emod)∗ = 〈ρ〉 × F∗Emod × U (1)

Emod = 〈ρ〉 × F∗q × U
(1)

Emod .

Ahora bien vK∞(NEmod/K∞(ρs)) = es el cual es 0 si y solamente si s = 0 lo

cual equivale a que ρs = 1. Además NEmod/K∞(U
(1)

Emod) ⊆ U
(1)
K∞

. Por tanto
−ξ = NEmod/K∞(δ) con δ ∈ F∗q por lo que −ξ = δe ∈ (F∗q)e. Se sigue que

Emod = K∞

(
e

√
ξ

T

)
= K∞

(
e

√
−(−ξ)
T

)
= K∞

(
e

√
−δe
T

)
= K∞

(
δ
e

√
− 1

T

)
= K∞

(
e

√
− 1

T

)
lo cual demuestra (2). ut

Para el siguiente corolario ver [136, Proposiciones 9.3.19 y 9.3.20].

Corolario 7.3.12. La extensión abeliana de K∞ asociada a núcφ∞ es el cam-
po Kφ

∞ := K∞
[
q−1
√
−1/T

]
= Fq

((
q−1
√
−1/T

))
la cual es la máxima extensión

abeliana moderadamente ramificada de K∞ tal que 1/T es una norma. En par-
ticular, si K es una extensión separable de K∞, la extensión abeliana de K
asociada a núcφK por la teoŕıa local de campos de clase, es la composición
K φ := K Kφ

∞ = K
[
q−1
√
−1/T

]
= K [ q−1

√
−π∞].

Demostración. Sea E/K∞ la extensión asociada a núcφ∞ dada por la teoŕıa
local de campos de clase, la cual, por construcción, verifica la identidad nórmi-

ca: NE/K∞(E∗) = núcφ∞ = U
(1)
K∞

(
1
T

)Z
(ver Proposición 5.6.7 y Teore-

mas 5.8.64 y 5.8.75). De hecho, como 1
T es norma, f = 1 y F∗q corrspon-

de a la ramificación moderada y U
(1)
K∞

a la ramificación salvaje, de donde
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F∗qU
(1)
K∞

= UK∞ corresponde a la ramificación. Por tanto a primera afirma-

ción se sigue inmediatamente del Teorema 7.3.11 pues Emod = Fq
((

e

√
− 1
T

))
y la e máxima es e = q − 1, esto es, la máxima extensión corresponde a

K∞

(
q−1

√
− 1
T

)
= Fq

((
q−1

√
− 1
T

))
.

Ahora (ver Teoremas 5.7.13 y 6.9.5), tenemos que φK = φ∞ ◦ NK /K∞

lo cual implica núcφK = N−1
K /K∞

(núcφ∞). Por tanto, si HK es el grupo

de normas de K /K∞, esto es, NK /K∞ K ∗ = HK . De esta forma tenemos
que núcφK = HK ∩Hnúcφ∞ = HK ∩HKφ

∞
= HK Kφ

∞
. Por tanto núcφK =

HK φ = HK Kφ
∞

y en consecuencia, K φ = K Kφ
∞ = K

[
q−1
√
−1/T

]
(ver

Teorema 5.7.14). ut

Consideremos L/K una extensión finita y separable. Sea P∞ := {p ∈ PL |
p|p∞}. Sea Lv la completación de L en v ∈ P∞. Se tiene que φLv (x) está bien
definido para x ∈ L∗.

Definición 7.3.13. El elemento x ∈ L∗ se llama totalmente positivo si
φLv (x) = 1 para toda v ∈ P∞.

Se define L+ = {x ∈ L | x es totalmente positivo}.

Definición 7.3.14. El grupo de signos de un campo global L se define por
SigL := L∗/L+.

Si R es un subgrupo de L∗, la imagen de R bajo SigL se denota por sigL(R).
En particular, SigL = sigL(L∗).

Proposición 7.3.15. Se tiene SigL = sigL(L∗) ∼=
∏
v∈P∞ φLv (L∗v).

Demostración. Consideremos el mapeo θ : L∗ −→
∏
v∈P∞ φLv (L∗v) definido

por θ(x) =
(
φLv1 (x), . . . , φLvs (x)

)
. Entonces θ es un homomorfismo de grupos

y x ∈ núc θ ⇐⇒ θ(x) =
(
φLv1 (x), . . . , φLvs (x)

)
= (1, . . . , 1) ⇐⇒ φLv (x) =

1 para toda v ∈ P∞ ⇐⇒ x ∈ L∗ y θ̃ : L∗/L+ −→
∏
v∈P∞ φLv (L∗v) es un

monomorfismo.
Veamos la suprayectividad de θ̃. Sea (α1, . . . , αs) ∈

∏
v∈P∞ φLv (L∗v). Sean

yi ∈ L∗v tal que φLv (yi) = αi. Digamos que yi =
∑∞
j=m βjπ

j , m ∈ Z,

βm 6= 0. Entonces yi = βmπ
mξ con ξ ∈ U (1)

Lv
y φLvi = φ∞(NLvi/K∞

(yi)) =
φ∞(NLvi/K∞

(βm)).
Sea x ∈ L∗ con vLvi (x − yi) > m. Ahora bien, vLvi (yi) = m por lo que

vLvi (x) = m y φLvi (yi) = φLvi (x). De esta forma, usando el Teorema de
Aproximación de Artin, tomamos x ∈ L∗ tal que vLvi (x − yi) > mi donde

vLvi (y) = mi y
(
φLv1 (y1), . . . , φLvs (ys)

)
=
(
φLv1 (x), . . . , φLvs (x)

)
= θ(x).

Por tanto θ es suprayectiva y θ̃ es un isomorfismo. ut
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Observación 7.3.16. Sea L un campo numérico. Entonces Lv ∈ {R,C} para
v|∞. Entonces NLv/R L

∗
v ∈ {R+,R∗} y φLvL

∗
v ⊆ {±1}. Entonces L∗/L+ ∼= Ct2

donde t es e número de lugares reales de L tales que NLv/R R∗ = R∗ pues en
este caso φLv (R∗) = {±1}.

Definición 7.3.17. Sea OL = {x ∈ L | vp(x) ≥ 0 para todo p /∈ P∞}. En
otras palabras, OL = OS donde S = P∞. Sean P+

L = {xOL | x ∈ L+}
el grupo de ideales principales de OL que son generados por un elemento
totalmente positivo y definimos el grupo de clases de ideales extendidos

Clext
L = Cl+L = IL/P

+
L = Cext

S = C+
S ,

donde IL es el grupo de ideales fraccionarios de OL. Recordemos que ClL =
IL/PL donde PL = {(x) = xOL | x ∈ L∗}.

Se tiene |ClL| <∞ ([136, Corolario 10.2.14]).

Definición 7.3.18. Definimos los siguientes subgrupos del grupo de idèles JL
de L

UL =
∏
v∈P∞

L∗v ×
∏
v/∈P∞

ULv ,

U+
L =

∏
v∈P∞

núcφLv ×
∏
v/∈P∞

ULv .

Se tiene que UL y U+
L son subgrupos abiertos del grupo de idèles de L, JL

(ver la Observación 6.2.16 y usar el Proposición 3.2.1). Los grupos UL y U+
L

son los correspondientes a J1
L y J

1+

L respectivamente en el caso de campos
numéricos.

Proposición 7.3.19. Los grupos de clases de ideales en el sentido ordinario
y en el sentido extendido (o restringido) están dados por los isomorfismos
canónicos

(1) ClL ∼= JL/ULL
∗,

(2) Cl+L = Clext
L
∼= JL/U

+
L L
∗.

Demostración. Es consecuencia del isomorfimso IL ∼= JL/UL. ut

Corolario 7.3.20. Las clases en el sentido ordinario y en el sentido extendido
están ligadas por la sucesión exacta

1 −→ sigL(EL) −→ SigL −→ Clext
L −→ ClL −→ 1,

donde EL son las unidades de OL.
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Demostración. Sea θ : Clext
L −→ ClL dada por ~α mód U+

L L
∗ θ−→ ~α mód

ULL
∗. Entonces θ es un epimorfismo con núcleo núc θ = ULL

∗/U+
L L
∗. Por

tanto se tiene la siguiente sucesión exacta

1 −→ ULL
∗/U+

L L
∗ −→ Clext

L −→ ClL −→ 1.

Sea ψ : UL/U
+
L −→ ULL

∗/U+
L L
∗ dada por ψ(~α mód U+

L ) = ~α mód U+
L L
∗.

Entonces es un epimorfismo bien definido. Ahora, se tiene

UL

U+
L

∼=
∏
v∈P∞

L∗v
núcφLv

∼=
∏
v∈P∞

φLv (L∗v)
∼= SigL .

Por tanto se tiene la sucesión exacta

1 −→ núcψ =
U+
L L
∗ ∩ UL
U+
L

−→ UL

U+
L

∼= SigL −→
ULL

∗

U+
L L
∗ −→ 1.

Se sigue que la sucesión

1 −→
U+
L L
∗ ∩ UL
U+
L

−→ SigL −→ Clext
L −→ ClS −→ 1

es exacta.

Ahora sea µ : L∗ ∩ UL ↪−→ U+
L L
∗ ∩ UL −→

U+
LL
∗∩UL
U+
L

dada por µ(ξ) =

ξ mód U+
L . Verificamos que µ es epimorfismo. Sea ξ ∈ U+

L L
∗∩UL, ξ = ab ∈ UL

y a ∈ U+
L , b ∈ L∗. Esto es, ξ ≡ b mód U+

L y ξ ∈ UL, b ∈ L∗. Por tanto µ(b) = ξ̄
y b ∈ L∗. Entonces se tiene b = ξa−1 ∈ ULU+

L = UL. Por tanto b ∈ UL ∩ L∗.
De esta forma µ es suprayectiva.

Por otro lado, núcµ = (L∗ ∩ UL) ∩ U+
L = L∗ ∩ U+

L por lo que
U+
LL
∗∩UL
U+
L

∼=
L∗∩UL
L∗∩U+

L

.

Puesto que UL =
∏
v∈P∞ L

∗
v ×

∏
v/∈P∞ ULv , L∗ ∩ UL = EL y L∗ ∩ U+

L =

L∗ ∩ U+
L ∩ UL = EL ∩ U+

L =: E+
L . Por tanto

U+
L L
∗ ∩ UL
U+
L

∼=
EL

E+
L

∼=
ELL

∗

L∗
∼= sig(EL),

como consecuencia de la Proposición 7.3.15. ut

Sea LH la extensión abeliana de L correspondiente al subgrupo de idèles
L∗UL. Entonces LH es la máxima extensión abeliana de L no ramificada y
donde los elementos de P∞ se descomponen totalmente. En otras palabras,
LH es el correspondiente al tercer análogo al campo de clase de Hilbert con
LH = LH,S y donde S = P∞. Además

Gal(LH/L) ∼= Cl(OL) = ClL ∼= JL/ULL
∗.

Estamos en condiciones de definir el análogo al campo de clase de Hilbert
extendido en el caso de campos de funciones globales.
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Definición 7.3.21. Sea LH+ = Lext
H la extensión abeliana de L correspon-

diente al subgrupo de idèles L∗U+
L donde U+

L =
∏
v∈P∞ núcφLv×

∏
v/∈P∞ ULv .

El campo LH+ recibe el nombre de el campo de clase de Hilbert extendido
correspondiente a OL.

Se tiene que LH+/L es una extensión no ramificada en ningún primo finito,
LH ⊆ LH+ y

Gal(LH+/L) ∼= JL/L
∗U+

L
∼= IL/P

+
L
∼= Cl+L

∼= Clext
L .

Por otro lado, se tiene

UL

U+
L

∼=
∏
v∈P∞

L∗v
núcφLv

∼=
∏
v∈P∞

φ(L∗v)
∼=
L∗

L+
.

Observación 7.3.22. Como consecuencia del Corolario 7.3.20 se tiene que
[LH+ : LH ]||SigL | =

∏
v∈S |φLv (L∗v)||(q − 1)|S|.

Por tanto, LH+/L es no ramificada en los primos finitos y moderadamente
ramificada en los primos infinitos.

Además

Gal(LH+/LH) ∼=
Gal(LH+/L)

Gal(LH/L)
∼=
ULL

∗

U+
L L
∗
∼=

SigL(
UL∩U+

LL
∗

U+
L

) .
Todo esto es aplicable a campos numéricos sustituyendo q − 1 por 2.

Ejemplos 7.3.23.

(1) Para L = K = Fq(T ), sig(L) = sig(F∗q) = F∗q . Esto es, SigL = F∗q =
ELL

+/L+, sig(EL) = F∗q . Por tanto, LH = LH+ = L.
(2) Sea M ∈ RT = Fq[T ] un polinomio mónico de grado mayor o igual
a 1. Sea L = K(ΛM ).
Tenemos que para toda v ∈ P∞, Lv = K∞

(
q−1
√
−1/T

)
, φLv = φ∞ ◦

NLv/K∞ . Por el Teorema 5.8.62, NLv/K∞ L
∗
v = (π∞)×U (1)

∞ por lo que
núcφLv = L∗v y SigK = {1}. Se sigue que LH = LH+ .

Observación 7.3.24. Sea L/E una extensión finita y separable de campos
globales. Entonces EH+ ⊆ LH+ . Si L/E es una extensión de Galois, entonces
LH+/E también es de Galois.

De hecho se tiene

EH+ LEH+

EH+ ∩ L L

E
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Ahora bien EH+/EH+ ∩L es una extensión abeliana no ramificada en los
primos finitos lo cual implica que LEH+/L también lo es.

Consideremos la norma NL/E : CL = JL/L
∗ −→ CE = JE/E

∗ de gru-

pos de idèles y puesto que NLw/Ev (núcφLw) ⊆ núcφEv , NL/E(U+
L ) ⊆ U+

E y

NL/E(L∗) ⊆ E∗, se sigue que NL/E(U+
L L
∗) ⊆ U+

EE
∗. Ahora bien U+

EE
∗ co-

rresponde a EH+ . Por el Teorema 6.9.5 obtenemos que EH+ ⊆ EH+L ⊆ LH+ .
Ahora si L/E es una extensión de Galois, consideremos σ : LH+ −→ L̄H+

un monomorfismo tal que σ|E = IdE . Puesto que L/E es Galois, σ|L : L −→ L̄
con σ|E = IdE , obtenemos que σ(L) = L. Por otro lado como σ(núcφLw) =
núcφLσ(w)

se tiene que σ(U+
L ) = U+

L y σ(L∗) = L∗ lo cual implica que

σ(U+
L L
∗) = U+

L L
∗. Por tanto σ(LH+) = LH+ , esto es, σ ∈ AutE(LH+) por lo

que LH+/E es Galois.

Observación 7.3.25. De hecho, para ? ∈ {ge, gex, H,H+} y para una exten-
sión finita y separable L/E de campos globales, se tiene que E? ⊆ L?.

Para finalizar esta subsección, veamos cuales son los campos de constantes
de LH para un campo de funciones global L con campo de constantes Fq. Ha-
cemos notar que se calcula el campo de constantes de LH en [136, Proposición
14.8.3]. Ver también [136, Teorema 14.3.1] y el Corolario 7.2.17 más adelante.
Aqúı daremos una demostración diferente.

Sea pues L/K una extensión finita y separable donde K = Fq(T ). Re-
cordemos que si tenemos una extensión abeliana finita E/F tal que el cam-
po de constantes de F es Fq y tal que E corresponde al grupo Λ de idèles
de JF , esto es, Gal(E/F ) ∼= JF /ΛF

∗, entonces si d = mı́n{n ∈ N |
existe ~α ∈ Λ con gr ~α = n}, se tiene que el campo de constantes de E es Fqd
(Teorema 6.8.37).

En [136, Teorema 14.3.1] se da el campo de constantes del campo de cla-
ses de Hilbert. A continuación volvemos a obtener este resultado por otros
métodos.

Sea conK/L p∞ = pe11 · · · perr y sean ti := gr pi, 1 ≤ i ≤ r, t0 =
mcd(t1, . . . , tr).

Teorema 7.3.26. Con las notaciones anteriores, el campo de constantes de
LH es Fqt0 .

Demostración. Sean a1, . . . , ar ∈ Z tales que t0 =
∑r
i=1 aiti. Sea ~α ∈ JL el

idèle dado por componentes como αpi = πaipi , 1 ≤ i ≤ r y αp = 1 para p - p∞.
Entonces ~α ∈ UL y

gr ~α =

r∑
i=1

ai grαpi =

r∑
i=1

ai gr pivpi(πpi) =

r∑
i=1

aiti = t0.

Ahora sea ~β ∈ UL. Entonces las componentes de ~β son de la forma βpi =

ξiπ
bi
pi , 1 ≤ i ≤ r con ξi ∈ Upi y bi ∈ Z y βp ∈ Up para p - p∞. Entonces gr ~β =
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i=1 biti y puesto que t0|ti, 1 ≤ i ≤ r, t0| gr ~β. Se sigue que t0 = mı́n{n ∈

N | existe ~α ∈ UL tal que gr ~α = n}. Por el Teorema 6.8.37 obtenemos que el
campo de constantes de LH es Fqt0 . ut

Teorema 7.3.27. Sea K/k una extensión finita y separable con k = Fq(T ).
Sea OK la cerradura entera de Fq[T ] en K. Entonces un ideal fraccionario p
de OK se descompone totalmente en

(1) KH/K si y solamente si p es principal;
(2) KH+/K si y solamente si p es principal generado por un elemento
totalmente positivo de K, es decir un elemento de K+ = {x ∈ K |
φKp

(x) = 1 para toda p|p∞}.

Demostración. Del Corolario 6.9.4 se tiene que p se descompone totalmente
en KH/K (resp. en KH+/K) si y solamente si θdK∗pep := {(. . . , 1, x, 1, . . .) |
x ∈ K∗p} ⊆ K∗UK (resp. ⊆ K∗U+

K) si y solamente si para toda x ∈ K∗p
existen βx ∈ K∗ y ~αx ∈ UK (resp. ~αx ∈ U+

K) tal que θdxep = βx~αx. Por
tanto ~αx = (. . . , β−1

x , . . . , β−1
x , β−1

x x

↑
p

, β−1
x , . . . , β−1

x , . . .). Esto es equivalente

a vq(βx) = 0 para toda q 6= p y q - p∞ y
(
β−1
x

)
q|p∞

∈
∏

q|p∞ K
∗
q (resp.(

β−1
x

)
q|p∞

∈
∏

q|p∞ núcφKq
).

Sea x ∈ K∗p . El ideal principal en OK generado por βx satisface 〈βx〉 =
pnx = βxOK . En particular para x ∈ K∗p con vp(βx) = 1 tenemos 〈βx〉 = p,
βx ∈ K∗. Por tanto p es un ideal principal p = 〈βx〉 (resp. p es un ideal
principal p = 〈βx〉 y βx ∈ núcφKq

para toda q|p∞). ut

7.4. Teoŕıa global de campos de clase v́ıa ideales o
divisores

En la formulación v́ıa idèles de la ley de reciprocidad, las extensiones abe-
lianas finitas corresponden uńıvocamente con los grupos de normas NL/K CL.
En la formulación v́ıa ideales (campos numéricos), hay una correspondencia
(no biyectiva) similar, pero más complicada. Aqúı también las extensiones
abelianas finitas corresponden a ciertos grupos de normas (más de uno) en
el grupo de ideales fraccionarios DK de K. El śımbolo de la norma residual
( , L/K) : CK → Gal(L/K) es reemplazado por el śımbolo de Artin, pero este
último no está definido en los primos ramificados.

Para un módulus m =
∏

p∈PK pnp , Dm
K denotará al grupo de ideales frac-

cionarios (divisores) primos relativos a la parte finita de m, Pm
K es el grupo

de ideales (divisores) principales (a) ∈ PK con a ≡ 1 mód m. Esto último
significa que si p|m es finito, entonces a ≡ 1 mód m significa a ≡ 1 mód pnp en
el sentido usual. Si p es real y np = 1, a ≡ 1 mód m significa a > 0 en el lugar
p. Si np = 0 o p es complejo a ≡ 1 mód m no establece ninguna restricción
para a.
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Definición 7.4.1. El grupo Pm
K se llama el rayo módulo m y todo grupo Hm

K

tal que Pm
K ⊆ Hm

K ⊆ Dm
K se llama el grupo ideal (divisor) módulo m y Dm

K/P
m
K

se llama el grupo de rayos módulo m.

Si m = 1, Dm
K = DK y Pm

K = PK , es decir, D1
K/P

1
K = DK/PK = IK es el

grupo de rayos módulus 1.
Por ejemplo, si denotamos∞ un lugar real de K (caso numérico) y m =∞,

se tiene Dm
K = D∞K = DK = D1

K y P∞K = {(a) ∈ PK | a > 0 en ∞} ⊆ PK ⊆
DK y

DK/P
∞
K

PK/P∞K
∼= DK/PK , es decir,

1→ PK
P∞K

→ DK

P∞K
→ DK

PK
→ 1

es exacta. Se puede pensar que DK/PK corresponde al campo de clase de
Hilbert y que DK/P

∞
K corresponde al campo de clase de Hilbert extendido, de

hecho, con más precisión, el campo de clase de Hilbert extendido, corresponde
al módulus m :=

∏
p real p y Pm

K = {(a) ∈ PK | a > 0 para todo p real}.

Definición 7.4.2. Sea K un campo numérico. Si L/K es una extensión abe-
liana finita y m es un módulus, m se llama módulus de definición o módulus
admisible para L/K si L está contenido en el campo de clases de rayos módulus
m, es decir si Cm

K ⊆ NL/K CL o, equivalentemente, L ⊆ Km.

Si m|m′ y si m es un módulus de definición para L, también lo es m′ pues
Cm′

K ⊆ Cm
K .

El conductor f = fL/K = f(L/K) es el máximo común divisor de los moduli
de definición de L/K (Definición 7.4.2).

Definición 7.4.3. Sea K un campo numérico. Si L/K es una extensión
abeliana finita y m es un módulus de definición de L/K, entonces Hm

K :=
(NL/K D

m
K)Pm

K se llama el grupo ideal definido módulus m asociado a L/K.

Sea

(
L/K

p

)
el śımbolo de Artin, esto es

(
L/K

p

)
= Frp ∈ Gal(L/K) el

automorfismo de Frobenius para p ∈ PK finito y no ramificado en L.

Teorema 7.4.4. Sea K un campo global. Sea Λ : JK → DK dado por

Λ(~α) = a~α =
∏

p∈PK
p-∞

pvp(αp).

Entonces si m =
∏

p∈PK pnp es cualquier módulus, Λ induce un isomorfismo

Λm : CK/C
m
K −→ Dm

K/P
m
K .
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Demostración. Se tiene CK/C
m
K
∼= JK/J

m
KK

∗, donde Jm
K = {~α ∈ JK | ~α ≡

1 mód m}. Sean S = {p ∈ PK | p|m} y J
〈m〉
K = JSK = {~α ∈ JK | αp =

1 para todo p|m}. Notemos que si S = {p | p
∣∣m}, entonces J

〈m〉
K = JSK .

Primero probemos que JK = J
〈m〉
K Jm

KK
∗. Sea ~α ∈ JK . Por el Teorema de

Aproximación de Artin, existe a ∈ K∗ tal que αpa ≡ 1 mód pnp para p|m.
Escribimos αpa = βpγp con

βp = 1 para p|m y βp = αpa para p - m,
γp = αpa para p|m y γp = 1 para p - m.

Entonces ~β = (βp)p ∈ J
〈m〉
K y ~γ = (γp)p ∈ Jm

K . Además, se tiene, ~α =
~β~γa−1 ∈ J〈m〉K Jm

KK
∗.

Ahora bien CK
Cm
K

∼= JK
Jm
KK

∗ =
J
〈m〉
K Jm

KK
∗

Jm
KK

∗
∼= J

〈m〉
K

Jm
KK

∗∩J〈m〉K

. De esta forma se tiene

que Λ : JK → DK induce un epimorfismo

J
〈m〉
K

µ−→ Dm
K/P

m
K , ~α

µ7−→ µ(~α) = Λ(~α) mód Pm
K = a~α mód Pm

K

y núcµ = Jm
KK

∗ ∩ J〈m〉K puesto que de la expresión Λ(~α) =
∏

p-∞ pvp(αp) =

(a) =
∏

p-∞ pvp(a) ∈ Pm
K se sigue que αpa

−1 ≡ 1 mód pnp para toda p y por
lo tanto tenemos el isomorfismo buscado. ut

Sea ahora K un campo numérico. Sea m un módulus de K tal que L está
contenido en el campo de clases módulus m, L ⊆ Km esto es, Cm

K ⊆ NL =
NL/K CL.

Se tiene que si p - m entonces p es no ramificado y por tanto se obtiene un
homomorfismo (

L/K
)

: Dm
K −→ Gal(L/K)

dado por

(
L/K

a

)
=
∏
p-m
p-∞

(
L/K

p

)ap
donde a =

∏
p p

ap y

(
L/K

p

)
es el śımbolo

de Artin en p.
Se tiene que si p es un ideal primo y πp es un elemento primo de Kp,

entonces

(
L/K

p

)
=
(
dπpep, L/K

)
= ψL/K

(
dπpep

)
puesto que ambos son el

automorfismo de Frobenius correspondiente a p.

Teorema 7.4.5 (Reciprocidad v́ıa ideales). Sea L/K una extensión abe-
liana finita de campos numéricos y se m un módulus de de definición de L/K,
esto es, L ⊆ Km. Entonces el śımbolo de Artin induce un epimorfismo(

L/K
)

: Dm
K/P

m
K −→ Gal(L/K)
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el cual tiene núcleo Hm
K/P

m
K donde Hm

K = (NL/K D
m
L )Pm

K donde Dm
L son

los ideales fraccionarios de DL primos relativos a m. Por tanto Dm
K/H

m
K
∼=

Gal(L/K).
Más aún, se tiene un diagrama conmutativo cuyas filas son exactas

1 −−−−→ NL/K CL −−−−→ CK
( ,L/K)−−−−−→ Gal(L/K) −−−−→ 1yΛm

yΛm

yId

1 −−−−→ Hm
K/P

m
K −−−−→ Dm

K/P
m
K

(L/K)
−−−−−→ Gal(L/K) −−−−→ 1

donde Λm es el mapeo inducido por Λ en el Teorema 7.4.4.

Demostración. El isomorfismo Λm : CK/C
m
K −→ Dm

K/P
m
K da lugar a un dia-

grama conmutativo

CK/C
m
K

( ,L/K)−−−−−→ Gal(L/K)

Λm

y∼= yId

Dm
K/P

m
K −−−−→

f
Gal(L/K)

donde f es el homomorfismo que hace conmutativo el diagrama, es decir f =
( , L/K) ◦ Λ−1

m .
Veremos que f está dado por el śımbolo de Artin.
Como se vio anteriormente, cada clase CK/C

m
K está representado por un

idèle en J
〈m〉
K = {~α ∈ JK | αp = 1 para p|m}. En particular el grupo CK/C

m
K

está generado por las clases de los idèles dπpep donde p es un primo finito que
no divide a m y πp es un elemento primo de Kp.

Sea c ∈ CK/C
m
K la clase de dπpep. Entonces Λm(c) = p mód Pm

K y

f(Λm(c)) = (c, L/K) =
(
dπpep, L/K

)
=

(
L/K

p

)
. Por lo tanto f es indu-

cido por el śımbolo de Artin y

(
L/K

)
: Dm

K → Gal(L/K) es un epimorfismo.

Queda por probar que la imagen de NL/K CL bajo Λm : CK → Dm
K/P

m
K es

el grupo Hm
K/P

m
K pues esta imagen corresponde a núc f = núc

(
L/K

)
. Más

precisamente,

1 −−−−→ NL/K CL
i−−−−→ CK

( ,L/K)−−−−−→ Gal(L/K) −−−−→ 1

Λm

y yΛm

yId

1 −−−−→ B
ψ−−−−→ Dm

K/P
m
K

ϕ−−−−→ Gal(L/K) −−−−→ 1

por lo que núcϕ = B = imψ = imΛm.
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Definimos J
〈m〉
L = {~α ∈ JL | αP = 1 para P|m} y se tiene que JL =

J
〈m〉
L Jm

L L
∗. Por lo tanto, ya que NL/K J

m
L ⊆ Jm

K y que NL/K L
∗ ⊆ K∗, se

tiene
NL/K CL

Cm
K

=
NL/K(JL)K∗

Jm
KK

∗ =
(NL/K(J

〈m〉
L ))Jm

KK
∗

Jm
KK

∗ .

El isomorfismo

Λm :
CK
Cm
K

∼=
J
〈m〉
K Jm

KK
∗

Jm
KK

∗
∼=−−→ Dm

K

Pm
K

asigna a la clase ~α ∈ J〈m〉K la clase del ideal Λ(~α) = a~α =
∏

p-∞ pvp(αp) ∈ Dm
K .

Los elementos de
NL/K CL
Cm
K

son las clases representadas por la norma de

idèles NL/K J
〈m〉
L en J

〈m〉
K . Por tanto son mapeados precisamente sobre las

clases de normas de ideales NL/K D
m
L en Dm

K por lo que

Λm

(NL/K CL

Cm
K

)
=

(NL/K D
m
L )Pm

K

Pm
K

=
Hm
K

Pm
K

. ut

Corolario 7.4.6. El śımbolo de Artin

(
L/K

a

)
, a ∈ Dm

K depende únicamente

de la clase a mód Pm
K y da lugar a un isomorfismo en campos numéricos(

L/K
)

:
Dm
K

Hm
K

∼=−−→ Gal(L/K). ut

Observación 7.4.7. El Teorema 7.4.5 pone en evidencia que, a diferencia con
el grupo de clases de idèles, en donde para cada extensión abeliana finita L/K
correspond́ıa un único subgrupo de CK , a saber, NL/K CL, cuando usamos
ideales, para cada módulus m tal que L ⊆ Km, nos corresponde un grupo Hm

K

y por tanto no tenemos unicidad.

Definición 7.4.8. El grupo Hm
K = NL/K(Dm

K)·Pm
K se llama el grupo de ideales

declarado módulo m correspondiente a L/K.

Como consecuencia del Teorema de existencia del TCCG (L ←→ NL =
NL/K CL), se sigue que el mapeo L 7−→ Hm

K da lugar a una correspondencia
biyectiva entre los campos de clases de rayos módulo m y los subgrupos de
Dm
K que contienen a Pm

K : Pm
K ⊆ Hm

K ⊆ Dm
K en campos numéricos.

El siguiente teorema establece que la descomposición de un primo p no
ramificado en L, se puede leer directamente del grupo de ideales Hm

K que
determinan a L.

Teorema 7.4.9 (Ley de descomposición de primos). Sea L/K una ex-
tensión abeliana de grado n de campos numéricos y sea p ∈ PK un ideal primo
no ramificado en L. Sea m un módulus de definición de L, esto es, L ⊆ Km, el
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cual no es divisible por p (por ejemplo, se puede tomar como m al conductor)
y sea Hm

K el grupo de ideales correspondiente a L.
Si f es el orden de p mód Hm

K en Dm
K/H

m
K , esto es, f es el mı́nimo número

natural tal que pf ∈ Hm
K , entonces p se descompone en un producto

p = P1 · · ·Ph

de h = n/f primos distintos P1, . . . ,Ph de grado f sobre p, donde se tiene
f = [OL/Pi : OK/p].

Demostración. Sea p = P1 · · ·Ph la descomposición de p en L. Puesto que
p es no ramificada, los Pi son distintos y de grado igual a f ′, donde f ′ es el

orden del automorfismo de Frobenius Frp =

(
L/K

p

)
. Puesto que Dm

K/H
m
K
∼=

Gal(L/K), f ′ es el orden de p mód Hm
K en Dm

K/H
m
K . ut

Corolario 7.4.10. Si p es no ramificado en L/K, entonces p se descompone
totalmente en L/K ⇐⇒ p ∈ Hm

K (es decir, ⇐⇒ f = 1). ut

Corolario 7.4.11. Sea L/K es una extensión abeliana finita de campos
numéricos. Entonces hay una infinidad de lugares de K totalmente descom-
puestos en L. ut

Proposición 7.4.12. Sea K un campo numérico. Sea KH el campo de clase
de Hilbert. Entonces KH = K1 es el campo de clases de rayos módulo 1.
Entonces p se descompone totalmente en KH/K ⇐⇒ p es principal.

Demostración. En este caso tenemos CK/C
1
K
∼= IK = D1

K/P
1
K
∼=
↑

m=1

Dm
K/H

m
K ,

por lo que H1 = PK , es decir DK = D1
K y PK = P 1

K . Por tanto p se descom-
pone totalmente ⇐⇒ p ∈ PK ⇐⇒ p es principal. ut

Finalmente tenemos el siguiente resultado, conjeturado por Hilbert y cuya
demostración es complicada. Se reduce a probar que el mapeo de transferencia
Ver : G/G′ −→ G′/G′′ es el mapeo trivial.

Teorema 7.4.13 (Teorema del ideal principal). Todo ideal a de K se
hace principal en el campo de clase de Hilbert.

Demostración. [79]. ut

Definición 7.4.14 (Definición 7.1.20). Sea K un campo numérico. El cam-
po de clase de Hilbert extendido KH+ es la máxima extensión abeliana de K
no ramificada en ningún primo finito.
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Se tiene que KH+ es el campo de clase de rayos de m =
∏

p es real
p∈PK

p. En

particular mf = 1, m∞ =∞ =
∏

p real p.

Ahora, Dm
K = D1

K = DK y Pm
K = {(α) ∈ PK | α es totalmente positivo} =

P∞K = P+
K . Aśı P+

K ⊆ PK ⊆ DK y

Gal(KH+/K) ∼= DK/P
+
K � Gal(KH/K) ∼= DK/PK = IK .

y la siguiente sucesión es exacta

1→ PK

P+
K

→ DK

P+
K

→ DK

PK
→ 1 KH+

PK

P
+
K

2 grupo elemental

DK

P
+
K

KH

DK
PK

K

Notemos que si r es el número de lugares reales en K, entonces PK/P
+
K es

un subgrupo del 2–grupo elemental Cr2 y, por supuesto, la contención puede
ser propia.

Proposición 7.4.15. Para K un campo numérico, sea KH+ el campo de clase
de Hilbert extendido. Entonces p ∈ PK , p finito, se descompone totalmente en
KH+ si y solamente si p es principal generado por un elemento totalmente
positivo.

Demostración. El campo KH+ corresponde a C1+

K , donde 1+ =
∏

p real p y se

tiene CK/C
1+

K
∼= DK/P

+
K . Esto implica que H1+

= P 1+

K = P+
K . Por tanto p

se descompone totalmente ⇐⇒ p ∈ P+
K ⇐⇒ p es principal generado por un

elemento totalmente positivo. ut

Observación 7.4.16. Notemos que KH+/K es una extensión finita a pesar
de que permitimos a los primos infinitos ramificarse. Esto no se cumple para
los primos finitos. Por ejemplo, se tiene que

∞⋃
n=1

Q(ζpn)+ = Q(ζp∞)+

es una extensión abeliana infinita de Q en la cual solamente el primo p se
ramifica.

7.5. Sobre la extensión KH+/KH

En esta subsección profundizamos más sobre la extensión KH+/KH .
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Observación 7.5.1. Existen campos numéricos K tales que [KH+ : KH ] =
2s con s > 1. Dos trabajos en donde se discuten problemas de densidad
relacionados con este fenómeno son [34, 66].

Ejemplos 7.5.2. Con respecto a la Observación 7.5.1, usamos el programa
Sage para hacer los cálculos de los ejemplos proporcionados en [34, 66].

(1) Sea K = Q(α), donde Irr(x, α,Q) = x5 − 2x4 − 32x3 + 41x2 +
220x−289. El discriminante de K es δK = 405, 673, 292, 473. El grupo
de clases extendido de K es I+

K
∼= C4 × C4 × C2 × C2 y por tanto

Gal(KH+/K) ∼= C4 × C4 × C2 × C2. El grupo de clase de K es IK ∼=
C2 × C2 y en particular Gal(KH/K) ∼= C2 × C2. Se sigue que

Gal(KH+/KH) ∼= C2 × C2 × C2 × C2 = C4
2 .

(2) SeaK = Q(β) donde Irr(x, β,Q) = x5−x4−21x3−7x2+68x+60. El
discriminante de K es δK = 52, 315, 684. El grupo de clase extendido
de K es I+

K
∼= C4 × C2 × C2 y el grupo de clase de K es IK ∼= C2.

Entonces

Gal(KH+/K) ∼= C4 × C2 × C2; Gal(KH/K) ∼= C2;

Gal(KH+/KH) ∼= C2 × C2 × C2 = C3
2 .

(3) Sea K = Q(γ) donde Irr(x, γ,Q) = x5 − 2x4 − 6x3 + 8x2 + 8x+ 1.
Entonces

δK = 638, 597; Gal(KH+/K) ∼= C2 × C2; Gal(KH/K) ∼= {1};
Gal(KH+/KH) ∼= C2 × C2 = C2

2 .

Los siguientes dos ejemplos, satisfacen, en ambos casos, que K es una
extensión cúbica abeliana de Q (por supuesto con grupo de Galois,
Gal(K/Q) ∼= C3).

(4) Sea f(x) = x3 − 237x + 316 ∈ Z[x]. Entonces, si K es el cam-
po de descomposición de f(x) sobre Q, entonces K/Q es abeliana y
Gal(K/Q) ∼= C3. Se tiene

Gal(KH/K) ∼= C2 ⊕ C6

y

Gal(KH+/K) ∼= C4 ⊕ C12.

En particular,

Gal(KH+/KH) ∼= C2 ⊕ C2.



356 7 Grupos de congruencias

(5) Sea g(x) = x3 − x2 − 234x + 729 ∈ Z[x]. Entonces, si K es el
campo de descomposición de g(x) sobre Q, entonces K/Q es abeliana
y Gal(K/Q) ∼= C3. Se tiene

Gal(KH/K) ∼= C2 ⊕ C6

y

Gal(KH+/K) ∼= C4 ⊕ C12.

En particular,

Gal(KH+/KH) ∼= C2 ⊕ C2.

Sea K un campo numérico y sea J la conjugación compleja. Si K/Q es
una extensión de Galois, se tiene que J ∈ Gal(K/Q) puesto que J |Q = Id. Se
tiene que o(J |K) = 1 ó 2. Más aún, se tiene se tiene J |K = Id ⇐⇒ K ⊆ R.

Si o(J |K) = 2, {1, J} no necesariamente es normal en G = Gal(K/Q).
Por ejemplo, si K = Q

(
3
√

2, ζ3
)
, entonces K/Q es una extensión de Galois,

Gal(K/Q) = 〈σ, τ〉 ∼= S3 donde se tiene que σ
(

3
√

2) = 3
√

2 y σ(ζ3) = ζ̄3 = ζ2
3 ;

τ
(

3
√

2
)

= ζ3
3
√

2 y τ(ζ3) = ζ3. Entonces K〈σ〉 = K ∩ R = Q
(

3
√

2
)

y donde

tenemos σ = J |K . Además tenemos K〈τ〉 = Q(ζ3) y por tanto 〈τ〉/G, 〈σ〉 6 G,
o(τ) = 3 y o(σ) = 2.

Q( 3
√

2)
σ Q( 3

√
2, ζ3)

τ

Q Q(ζ3)

En general, dado K, consideremos L := KJ(K). Entonces J actúa en L
pues J(L) = J(K)J2(K) = J(K)K = L. Si K ⊆ R entonces L = K. Más
generalmente, L = K ⇐⇒ J actúa en K, es decir si J(K) = K.

De esta forma, si K/Q es Galois, J ∈ Gal(K/Q) y [K : KJ ] = 1 ó 2,
Gal(K/KJ) = 〈J |K〉 y KJ = K ∩ R pero KJ no necesariamente es normal
sobre Q.

En el caso en que K/Q no sea Galois, tenemos que KJ = K∩R y [K : KJ ]
es en general arbitrario. Por ejemplo, si K = Q

(
ζn

n
√

2
)
, n ∈ N arbitrario,

entonces KJ = K ∩ R = Q y [K : KJ ] = [K : Q] = n.
Como lo establecimos anteriormente, el campo de clase de Hilbert KH de

un campo numérico, corresponde al grupo de idèles

J1
K =

∏
p

Up, C1
K = J1

KK
∗/K∗ y Gal(KH/K) ∼= CK/C

1
K
∼= JK/J

1
KK

∗

y el campo de clase de Hilbert extendido KH+ corresponde al grupo de idèles

J
1+

K =
∏

p real

U
(1)
p ×

∏
p no real

Up, C
1+

K = J
1+

K K∗/K∗ y

Gal(KH+/K) ∼= CK/C
1+

K
∼= JK/J

1+

K K∗.
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Se sigue que

Gal(KH+/KH) ∼= (J1
KK

∗)/(J
1+

K K∗).

Se tiene la siguiente sucesión exacta

1 −→ Gal(KH+/KH)

∼=

(J1
KK

∗)/(J
1+
K K∗)

−→ Gal(KH+/K)

∼=

JK/J
1+
K K∗

−→ Gal(KH/K)

∼=

JK/J
1
KK

∗

−→ 1.

KH+

Gal(KH+/KH)

Gal(KH+/K) KH

Gal(KH/K)

K

En resumen, tenemos

J1
K =

∏
p

Up =
∏

p real

R∗ ×
∏

p complejo

C∗ ×
∏
p-∞

Up,

J
1+

K =
∏

p real

U
(1)
p ×

∏
p no real

Up =
∏

p real

R+ ×
∏

p complejo

C∗ ×
∏
p-∞

Up,

J1
K

J
1+

K

∼=
∏

p real

R∗

R+
∼= Cr2 ,

donde r es el número de lugares reales de K.
Sea ψ : J1

K/J
1+

K −→ (J1
KK

∗)/(J
1+

K K∗) ∼= Gal(KH+/KH), el mapeo natu-

ral definido por x mód J
1+

K

ψ−→ x mód J
1+

K K∗. Entonces ψ es un epimorfismo

y núcψ = (J1
K ∩J

1+

K K∗)/J
1+

K . Por tanto tenemos la siguiente sucesión exacta

1 −→ (J1
K ∩ J

1+

K K∗)/J
1+

K −→ (J1
K)/(J

1+

K ) ∼= Cr2 −→ Gal(KH+/KH) −→ 1.

Se sigue que Gal(KH+/KH) es un 2–grupo elemental abeliano de rango
menor o igual al número de lugares reales r de K.

Ejemplo 7.5.3. Primero notemos que QH+ = QH = Q debido al Teorema
de Minkowski el cual establece que en cualquier extensión propia K/Q hay
un primo finito ramificándose (ver Ejemplo 7.1.21).

Ahorca consideremos cualquier campo ciclotómico Kn = Q(ζn), n ∈ N y
sea K+

n = Q(ζn)+ el subcampo real. Sean hn y h+
n los números de clase de

Kn y K+
n respectivamente. Entonces h+

n |hn (ver [136, Teorema 16.7.33]).
Si hn = 1 entonces h+

n = 1. En este caso se tiene que el campo de clase
de Hilbert de Kn es Kn y el de K+

n es K+
n . Consideremos cualquier n tal que
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hn = 1 y que n tenga dos factores primos distintos (en ese caso Kn/K
+
n es no

ramificada en todos los primos finitos ([136, Teorema 5.3.2])).
Ahora bien, si (Kn)H+ y (K+

n )H+ son los campos de clase de Hilbert
extendidos de Kn y K+

n respectivamente, entonces, puesto que (K+
n )H+/K+

n

es abeliana y no ramificada en los primos finitos, se tiene que (K+
n )H+ ⊆

(Kn)H+ = (Kn)H = Kn pues hn = 1 y todos los lugares de Kn son complejos.
Se sigue que (K+

n )H+ = Kn. En este caso, r = ϕ(n)/2 y PK+
n
/P+

K+
n

∼= C2 que

es un subgrupo propio Cr2 para r > 1.
Hay 30 campos Kn con hn = 1 ([136, Ejemplo 5.2.10]). Por ejemplo pode-

mos tomar n = 45 y en este caso r = 12.

Observación 7.5.4. Sea K/Q una extensión de Galois. Se tiene que tanto
KH como KH+ son extensiones de Galois sobre Q. En efecto, consideremos
σ un monomorfismo de KH en una de sus cerraduras algebraicas, σ : KH −→
K̄H . Se tiene que σ|K : K −→ K̄ y puesto que K/Q es una extensión normal,
se tiene que σ(K) = K. Ahora bien, σ(KH)/σ(K) = K es una extensión
no ramificada en ningún primo y es una extensión abeliana, se sigue que
KHσ(KH)/K es una extensión abeliana no ramificada, lo cual implica que
σ(KH)KH ⊆ KH , es decir, σ(KH) = KH y KH/Q es una extensión normal.

Un argumento totalmente análogo se aplica a KH+/Q.

Observación 7.5.5. En un campo real K/Q, p∞ = ∞ puede ser ramificado
en el caso de que K no sea totalmente real.

Ejemplo 7.5.6. Sea K = Q( 3
√

2) ⊆ R. Se tiene que K tiene 2 encajes com-
plejos:

σ1 :
3
√

2 −→ 3
√

2; σ2 :
3
√

2 −→ ζ3
3
√

2; σ3 :
3
√

2 −→ ζ2
3

3
√

2.

Los encajes σ2 y σ3 son complejos y σ1 es real y p∞ = P∞,1P2
∞,2 donde P∞,2

corresponde a la pareja de encajes {σ2, σ3}, σ̄2 = σ3.

Observación 7.5.7. Aún en el caso de que la extensión K/Q sea de Galois,
no necesariamente se tiene que KH = KJ

H+ .

Ejemplo 7.5.8 (Ver [136, Ejemplo 5.2.10]). Sea K = Q(
√
−23). Se tie-

ne que hK = 3 y los campos de clase de Hilbert y de Hilbert extendi-
do coinciden pues K * R. Se tiene KH = KH+ = Q(

√
−23, α) donde

α = 3

√
(25 + 3

√
69)/2 + 3

√
(25− 3

√
69)/2. Sea L = Q(α) ⊆ R. Se sigue que

L = KJ
H+ 6= KH .

KH = KH+ = Q(
√
−23, α)

3 2

Q(
√
−23)

2

Q(α)

3

Q
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Campos de géneros v́ıa campos de clase

8.1. Campos de géneros

Los campos de géneros son tratados en [136, Subsección 6.4.1 y Caṕıtulo
14].

Sea K un campo global y sea K /K una extensión finita y separable. Sea
KH el campo de clase de Hilbert de K (en alguna de sus versiones en el caso
de campos de funciones).

El campo de géneros Kge de K /K es la máxima extensión K ⊆ Kge ⊆
KH tal que Kge es la composición K K1 con K1/K abeliana. Se tiene que
Kge depende de la definición de KH y de K. Se tiene que K1 es la máxima
extensión abeliana de K contenida en KH .

Equivalentemente, Kge = K K1 donde K1 es la máxima extensión abelia-
na de K tal que K K1/K es no ramificada y satisface las condiciones que se
hayan considerado para KH (por ejemplo, que los primos de un subconjunto
no vaćıo S ⊆ PK , se descompongan totalmente en K K1/K).

En particular, si K /Q = K es una extensión abeliana finita, entonces
K1 = Kge y Kge es la máxima extensión abeliana de Q tal que Kge/K es no
ramificada.

Si K = Fq(T ), K /K es una extensión abeliana finita y KH se define
como la máxima extensión abeliana no ramificada de K y tal que los primos
de S∞(K ) se descomponen totalmente, donde S∞(K ) := {p ∈ PK | p ∩
Fq(T ) = p∞, p∞ el polo de T}, entonces Kge es la máxima extensión abeliana
de K = Fq(T ) tal que Kge/K es no ramificada y S∞(K ) se descompone
totalmente en Kge.

Teorema 8.1.1. Sean K un campo global y L/K una extensión abeliana
finita. Sea LH el campo de clase con grupo de normas NK ∗/K ∗, donde,
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N =
∏

p real

L∗p ×
∏
p-∞

Up = L1 si K es numérico y

N = J1
L,S =

∏
p∈S

L∗p ×
∏
p/∈S

Up = L1
S si K es es de funciones.

Entonces Lge es la extensión abeliana de K con grupo de normas igual a
NL/K

(
NK ∗/K ∗).

Demostración. Puesto que L/K es abeliana, Lge es la máxima extensión
abeliana de K contenida en LH . El resultado es el contenido del Teorema
6.9.6. ut

Más adelante, daremos una generalización del Teorema 8.1.1.
Durante este sección usaremos las siguientes definiciones y notaciones. Usa-

remos K para denotar el campo de funciones racionales K = Fq(T ) o el campo
de los números racionales Q. El énfasis será en campos de funciones. El cam-
po de clase de Hilbert LH de una extensión L/K finita y separable, será la
máxima extensión abeliana de L no ramificada y tal que los primos infinitos
se descomponen totalmente. Entendemos por los primos infinitos los primos
arquimedianos en el caso numérico y los lugares sobre p∞, el polo de T , en
el caso de campos de funciones. En el caso numérico la última condición se
satisface automáticamente al pedir que la extensión sea no ramificada.

Usaremos las notaciones de la Subsección 7.3.

Definición 8.1.2. Sea L/K una extensión finita y separable de campos glo-
bales. Se define el campo de géneros Lge,K de L con respecto a K como la
máxima extensión de L contenida en LH tal que es de la forma LK1 don-
de K1/K es una extensión abeliana. Al máximo campo K1 que satisface
Lge,K = LK1 lo denotaremos por KL. En otras palabras, KL es la máxima
extensión abeliana de K tal que Lge,K = LKL.

Definición 8.1.3. Sea L/K una extensión finita y separable de campos glo-
bales. El campo de géneros extendido Lgex,K de L con respecto a K se define
como la máxima extensión de L contenida en LH+ (ver Definición 7.3.21) que
es de la forma LK1,+ donde K1,+/K es una extensión abeliana. Al máximo
campo K1,+ que satisface Lgex,K = LK1,+ lo denotamos por KL,+. De esta
forma, KL,+ es la máxima extensión abeliana de K tal que Lgex,K = LKL,+.

L LKL = Lge,K LH

K KL

L LKL,+ = Lgex,K LH+

K KL,+
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Observación 8.1.4. Cuando L/K es una extensión abeliana, Lge,K es la
máxima extensión abeliana de K contenida en LH y Lgex,K es la máxima
extensión abeliana de K contenida en LH+ .

Observación 8.1.5. Se tiene que KL = (KL)ge y KL,+ = (KL,+)gex.

Observación 8.1.6. Cuando K = K = Q o K = K = Fq(T ) y L/K es
una extensión finita y separable, usaremos la notación Lge = Lge,K y Lgex =
Lgex,K .

El campo Lge se estudia extensivamente en [136, Caṕıtulo 14] para el caso
de campos de funciones y es introducido en [136, Subsección 6.4.1] en el caso
de campos numéricos.

Teorema 8.1.7. Sea L/K una extensión finita y separable de campos globa-
les.

(1) El subgrupo de clases de idèles de K que corresponde a la extensión
KL de K es la imagen NL/K (ULL

∗/L∗) del subgrupo de clases de
idèles ULL

∗/L∗ asociado a LH .
(2) El subgrupo de clases de idèles de L que corresponde a la exten-
sión abeliana Lge,K de L es el subgrupo N−1

L/K (NL/K (ULL
∗/L∗)) ⊇

ULL
∗/L∗ del subgrupo ULL

∗/L∗ asociado a LH .
(3) El subgrupo de clases de idèles de K que corresponde a la extensión
KL,+ de K es la imagen NL/K (U+

L L
∗/L∗) del subgrupo de clases de

idèles U+
L L
∗/L∗ asociado a LH+ .

(4) El subgrupo de clases de idèles de L que corresponde a la exten-
sión abeliana Lgex,K de L es el subgrupo N−1

L/K (NL/K (U+
L L
∗/L∗)) ⊇

U+
L L
∗/L∗ del subgrupo U+

L L
∗/L∗ asociado a LH+ .

Demostración. (1) y (3).

L Lge,K LH

K KL

L Lgex,K LH+

K KL,+

Se tiene que ULL
∗/L∗ es el subgrupo de clases de idèles que correspon-

de a LH/L y U+
L L
∗/L∗ a LH+/L. Entonces KL es la máxima extensión de

K contenida en LH y KL,+ la respectiva en LH+ . Por la Teorema 6.9.6 se
sigue que el grupo de normas de KL es NL/K (ULL

∗/L∗) y el de KL,+ es

NL/K (U+
L L
∗/L∗). Este es el contenido de (1) y (3) a nivel de subgrupos de

idèles.
(2) y (4). Se tiene
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L LKL = Lge,K

K KL

L LKL,+ = Lgex,K

K KL,+

Por el Teorema 6.7.21 se tiene que los diagramas

CL
ψLge/L //

NL/K

��

Gal(Lge/L)

rest

��
CK

ψKL/K

// Gal(KL/K )

CL
ψLgex/L //

NL/K

��

Gal(Lgex/L)

rest

��
CK

ψKL,+/K

// Gal(KL,+/K )

son conmutativos. Entonces

rest |KL
◦ψLge/L = ψKL/K ◦NL/K y rest |KL,+

◦ψLgex/L = ψKL,+/K ◦NL/K .

Como Gal(Lge/L) ∼= Gal(KL/KL ∩ L) ⊆ Gal(KL/K ) y Gal(Lgex/L) ∼=
Gal(KL,+/KL,+ ∩ L) ⊆ Gal(KL,+/K ), se tiene que rest |KL

y rest |KL,+
son

mapeos inyectivos. Se sigue que

~α ∈ núcψLge/L ⇐⇒ ψLge/L(~α) = ~1 ⇐⇒
rest |KL

◦ ψLge/L(~α) = ~1 = ψKL/K ◦NL/K (~α) ⇐⇒
NL/K (~α) ∈ núcψKL/K ⇐⇒ ~α ∈ N−1

L/K (núcψKL/K )

esto es,

núcψLge/L = N−1
L/K (núcψKL/K ).

Similarmente núcψLgex/L = N−1
L/K (núcψKL,+/K ).

De esta forma obtenemos que el subgrupo de clases de idèles correspondien-
te a Lge/L es núcψLge/L = N−1

L/K (núcψKL/K ) = N−1
L/K (NL/K (ULL

∗/L∗)).

Similarmente para Lgex/L. ut

Se tiene la generalización de [136, Corolario 14..3.4]..

Corolario 8.1.8. Sea L/K una extensión ćıclica de campos globales con
Gal(L/K ) = G = 〈σ〉. Sean ClL ∼= Gal(LH/L), Cl+L

∼= Gal(LH+/L). Sean
los cocientes GL/K := Gal(Lge/L) y G+

L/K := Gal(Lgex/L) los grupos de

géneros y de géneros extendidos respectivamente. Entonces

GL/K ∼= ClL/Cl
〈σ−1〉
L y G+

L/K
∼= Cl+L/(Cl

+
L )〈σ−1〉.
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Demostración. Sea ~α ∈ JL tal que NL/K ~α ∈ NL/K ULK ∗. Pongamos
NL/K (~α) = NL/K (~u) · x con ~u ∈ UL y x ∈ K ∗. Se sigue que x =
NL/K (~α/~u) ∈ K ∗ ∩ NL/K (JL). Puesto que L/K es una extensión ćıclica,
por el principio local–global de Hasse, se sigue que x es una norma de L∗: x =
NL/K (y). Entonces ~x = NL/K (~y) = NL/K (~α/~u), esto es, NL/K (~α/~y~u) = ~1.

Por el Teorema 90 de Hilbert aplicado a idèles (Teorema 6.3.5), existe ~β ∈ JL
tal que ~β(σ−1) = ~α/~y~u, es decir, ~α = ~β(σ−1)~y~u ∈ J〈σ−1〉

L L∗UL. Se sigue que

GL/K ∼=
JL/L

∗

N−1
L/K (NL/K ((ULL∗)/L∗))

∼=
JL

J
〈σ−1〉
L L∗UL

∼=
JL/(ULL

∗)

(J
〈σ−1〉
L ULL∗)/(ULL∗)

∼=
JL/ULL

∗

(JL/ULL∗)〈σ−1〉 =∼=
ClL

Cl
〈σ−1〉
L

.

Similarmente se tiene G+
L/K

∼= Cl+L/(Cl
+
L )〈σ−1〉. ut

Si E ⊆ K(ΛM ) para algún M ∈ RT en el caso de campos de funciones, o
E/Q una extensión abeliana en el caso numérico, se tiene que Ege corresponde
a L+E donde, si X es el grupo de caracteres de Dirichlet asociado al campo E,
L es el campo asociado a Y =

∏
P∈R+

T
XP y L+ = L∩K(ΛM )+ y similarmente

en el caso de campos numéricos ([136, Caṕıtulo 14]).
La pregunta natural es, ¿cual es campo Egex?. Veremos que Egex = L, es

decir, Egex es el campo asociado a Y .
Para resolver este problema, primero determinaremos cual es el subgrupo

de idèles de JK que corresponde al campo de funciones ciclotómico K(ΛM )
con M ∈ RT . Sea XM el subgrupo de idèles que corresponde a K(ΛM ). Sea
R′T = RT \ {P1, . . . , Pr}, π = 1/T = π∞ y U∞ = Up∞ .

Definimos

XM =

r∏
i=1

U
(αi)
Pi
×
∏
P∈R′T

UP × [(π)× U (1)
∞ ] (8.1.1)

donde M = Pα1
1 · · ·Pαrr ∈ RT .

Observación 8.1.9. Se tiene que XNK∗/K∗ ∼= XN .
En efecto, si x ∈ XN ∩K∗, entonces x ∈ UP para toda P ∈ RT por lo que

vP (x) = 0 para toda P ∈ RT . Puesto que gr(x)K = 0, se sigue que v∞(x) = 0

lo cual implica que x ∈ F∗q . Puesto que x ∈ (π) × U (1)
∞ = núcφ∞, x = 1. Por

tanto, XNK
∗

K∗
∼= XN

XN∩K∗
∼= XN .

D. Hayes probó (ver [160, Section 12.8.4, Theorem 12.8.5]) que si UT =
{~α ∈ JK | αp∞ = 1 y αP ∈ UP para toda P ∈ R+

T }, entonces UT ∼= GT =
Gal(KT /K) donde KT :=

⋃
M∈RT K(ΛM ).

Proposición 8.1.10. Sea U ′ :=
∏
P∈RT UP × [(π)×U (1)

∞ ]. Entonces existe un
epimorfismo ψM : U ′ −→ Gal(K(ΛM )/K) := GM con núcψM = XM y por
tanto, U ′/XM ∼= GM .



364 8 Campos de géneros v́ıa campos de clase

Demostración. Sea ~ξ ∈ U ′. Entonces ξPi ∈ UPi = {
∑∞
j=0 ajP

j
i | aj ∈

RT /(Pi), a0 6= 0}, 1 ≤ i ≤ r. Puesto que K ⊆ KPi es denso, existe Qi ∈ RT
con Qi ≡ ξPi mód Pαii . Por el Teorema Chino del Residuo existe C ∈ RT tal
que C ≡ Qi mód Pαii , 1 ≤ i ≤ r y por tanto C ≡ ξPi mód Pαii , 1 ≤ i ≤ r.

Ahora bien, si C1 ∈ RT satisface C1 ≡ ξPi mód Pαii , 1 ≤ i ≤ r, entonces
Pαii |C−C1 para 1 ≤ i ≤ r. Se sigue que M |C−C1 y por tanto C ∈ RT es único
módulo M . Por otro lado, vPi(ξPi) = 0, entonces Pi - ξPi de donde se tiene
mcd(C,M) = 1. De esta forma tenemos que C mód M define un elemento de
GM .

Dado σ ∈ GM , existe C ∈ RT tal que σλM = λCM donde λM es un

generador de ΛM . Sea ~ξ ∈ U ′ con ξPi = C, 1 ≤ i ≤ r y ξP = 1 = ξ∞ para

toda P ∈ R′T . Por tanto ~ξ 7→ C mód M y ψM es suprayectiva. Finalmente,

núcψM = {~ξ ∈ U ′ | ξPi ≡ 1 mód Pαii , 1 ≤ i ≤ r} = XM de donde se sigue el
resultado. ut

Probaremos que U ′/XM ∼= JK/XMK∗. Tenemos la composición

U ′ �
� //

µ

33
JK // // JK/XMK∗,

con imµ = U ′XMK∗/XMK∗ y núcµ = U ′ ∩ XMK∗.
Ahora bien, XM ⊆ U ′ por lo que XM ⊆ U ′ ∩ XMK∗. Rećıprocamente, si

~ξ ∈ U ′ ∩ XMK∗, entonces las componentes de ~ξ están dadas por

ξP = a · βP , P ∈ RT , ~β ∈ XM , a ∈ K∗,
ξ∞ = a · β∞, β∞ ∈ (π)× U (1)

∞ .

Puesto que ξP , βP ∈ UP se tiene vP (ξP ) = vP (βP ) = 0 para toda P ∈ RT .
Se sigue que vP (a) = 0 para toda P ∈ RT . Además, como gr a = 0 entonces
v∞(a) = 0 y por tanto a ∈ F∗q .

Ahora ξ∞, β∞ ∈ (π) × U
(1)
∞ = núcφ∞ por lo que 1 = φ∞(ξ∞) =

φ∞(a)φ∞(β∞) = φ∞(a) de donde a = 1. Se sigue que ~ξ ∈ XM . Por tanto

núcµ = XM y obtenemos una inyección U ′/XM
θ

↪−→ JK/XMK∗.
Falta verificar la suprayectividad de θ, debemos probar JK = U ′XMK∗ =

U ′K∗. Se tiene que U ′ corresponde a la máxima extensión no ramificada en

ningún primo finito. Sea L/K esta extensión. Como U
(1)
∞ corresponde al primer

grupo de ramificación y por tanto corresponde a la ramificación salvaje de p∞,
se sigue que en L/K hay a lo más un primo ramificado, este es moderadamente
ramificado y es de grado 1 (p∞). Por [136, Proposición 10.4.1], L/K es una
extensión de constantes.

Finalmente, puesto que d = mı́n{n ∈ N | gr ~α = n, ~α ∈ U ′}, entonces el
campo de constantes de L es Fq y por tanto L = K. Se sigue que CK ∼= U ′,
esto es, JK/K

∗ ∼= U ′ de donde obtenemos JK = K∗U ′.
Hemos probado
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Proposición 8.1.11. Sea M = Pα1
1 · · ·Pαrr ∈ RT . Entonces el subgrupo de

idèles de JK que corresponde al campo de funciones ciclotómico K(ΛM ) es el
subgrupo XNK∗, donde

XM =

r∏
i=1

U
(αi)
Pi
×
∏
P∈R′T

UP × [(π)× U (1)
∞ ]

y por tanto el subgrupo de clases de idèles de CK que corresponde a K(ΛM )
es XMK∗/K∗ ∼= XM . ut

Corolario 8.1.12. El subgrupo de idèles correspondiente al campo K(ΛM )+

es X+
MK

∗ donde

X+
M =

r∏
i=1

U
(αi)
Pi
×
∏
P∈R′T

UP ×K∗∞.

Demostración. Si L1 el campo asociado a X+
M , el campo de constantes de L1

es Fq por el argumento anterior y se tiene

X+
M

XM
∼=

K∗∞

(π)× U (1)
∞

∼= F∗q ,

lo que implica que [L : L1] ≤ q− 1. Además p∞ se descompone totalmente en
L1 y tiene ı́ndice de ramificación q − 1 en L. Se sigue que [L : L1] = q − 1 y
L1 = K(ΛM )+. ut

Proposición 8.1.13. Sea E ⊆ K(ΛM ). Si p es un primo infinito en E, en-
tonces 1/T es una norm de Ep, esto es, existe x ∈ Ep tal que NEp/k∞ x = 1/T .

Demostración. Puesto que E ⊆ K(ΛM ) se tiene que E ⊆ K∞( q−1
√
−1/T )

([136, Proposición 9.3.20]). Por tanto Ep = k∞( e
√
−1/T ) con e|q− 1. Se sigue

el resultado (Teorema 7.3.11).

Regresamos a nuestra discusión sobre Egex para E ⊆ K(ΛM ). Sea Λ ⊆ JE
el subgrupo de idèles de E que corresponde a EH+ , esto es, NEH+/E CEH+ =

E∗Λ/E∗. Entonces, por definición, podemos tomar Λ = U+
E . Por el Teorema

8.1.7, el subgrupo de clases de idèles de CK que corresponde KE,+ = Egex/K
(esto es, como E/K es abeliana, KE,+ corresponde a Egex) es precisamente

NE/K(U+
E )K∗/K∗ ∼= NE/K U

+
E (pues NE/K(U+

E ) ⊆
∏
P∈RT ×

(
(π) × U (1)

∞
)

y

K∗ ∩
(∏

P∈RT ×
(
(π)× U (1)

∞
))

= {1}).
Se tiene U+

E =
∏

p|∞ núcφEp
×
∏

p-∞ Up, donde denotamos ∞ = p∞.

Se tiene que si p no es ramificado, por lo que p -∞ y p - Pi, 1 ≤ i ≤ r, donde
M = Pα1

1 · · ·Pαrr , entonces se tiene NEp/KP (Up) = UP , donde p∩K = P ∈ R+
T

(Teorema 3.4.9). Si p|Pi para algún 1 ≤ i ≤ r, se tiene [UPi : NEp/KPi
Up] =

eEp/KPi
(p|Pi) = Φ(Pαii ) = q(αi−1)di(q − 1) donde di = grPi.
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Ahora bien, puesto que E ⊆ K(ΛM ) obtenemos que Ege ⊆ K(ΛM ) y el
grupo de JE correspondiente a Ege es E∗UE y por tanto el grupo de CK que
corresponde a Ege es NE/K(UE)K∗/K∗. Se tiene

NE/K UE =
∏
p|p∞

NEp/K∞ E
∗
p ×

∏
P∈RT

∏
p|P

NEp/KP Up.

También se tiene

NE/KU
+
E =

∏
p|p∞

NEp/K∞(núcφEp
)×

∏
P∈RT

∏
p|P

NEp/KP Up.

Si ponemos R′T := RT \ {P1, . . . , Pr}, entonces( ∏
P∈R′T

UP ×
r∏
i=1

U
(αi)
Pi

)
K∗ ⊆

( ∏
P∈RT

∏
p|P

NEp/KP Up

)
K∗. (8.1.2)

Sea p un primo infinito en E. Como Ep/K∞ es totalmente ramificado, se

tiene NEp/K∞ E
∗
p ⊇ (π∞)× U (n0)

P para algún n0 ∈ N ∪ {0} (Teorema 5.8.62).
Notemos que, como está contenido en un campo de funciones ciclotómico,
Ep ⊆ K∞( q−1

√
−1/T ) y por tanto 1/T es una norma de Ep (Corolario 7.3.12).

Se tiene E∗p = (πEp
) × F∗q × U

(1)
p y φp := φEp

= φ∞ ◦ NEp/K∞ . Si
x ∈ núcφEp

entonces φ∞(NEp/K∞(x)) = φp(x) = 1 por lo que NEp/K∞(x) ∈
núcφ∞ lo que a su vez implica que x ∈ N−1

Ep/K∞
(núcφ∞). Rećıprocamen-

te, si x ∈ N−1
Ep/K∞

(núcφ∞) entonces NEp/K∞(x) ∈ núcφ∞. Se sigue que

φ∞(NEp/K∞ x) = 1 = φp(x) de donde se obtiene que x ∈ núcφp. En resumen,

tenemos núcφp = N−1
Ep/K∞

(núcφ∞) = N−1
Ep/K∞

(
(π∞)× U (1)

∞
)
.

Puesto que k ⊆ E ⊆ K(ΛM ), se sigue que K∞ ⊆ Ep ⊆ K(ΛN )P =

K∞( q−1
√
−1/T ) donde P es un primo en K(ΛM ) tal que P|∞ y p = P∩E. El

campo asociado a núcφ∞ es K∞( q−1
√
−1/T ) y el campo asociado a núcφp =

N−1
Ep/K∞

(núcφ∞) es Ep( q−1
√
−1/T ) = k∞( q−1

√
−1/T ) (Corolario 7.3.12). Se

sigue que NEp/K∞(núcφp) = núcφ∞. Por tanto

NE/k U
+
E =

∏
P∈RT

∏
p|P

NEp/k∞ Up ×
∏
p|∞

NEp/k∞(núcφp)

=
∏
P∈RT

∏
p|P

NEp/k∞ Up × (núcφ∞).

De (8.1.2) obtenemos que( ∏
P∈R′T

UP ×
r∏
i=1

U
(αi)
Pi
× (〈π∞〉 × U (1)

∞

)
K∗

⊆
( ∏
P∈RT

∏
p|P

NEp/kP Up ×
∏
p|∞

NEp/k∞(núcφp)
)
K∗.
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Por tanto XMK∗ ⊆ NE/K(U+
E )K∗ de donde se sigue que Egex ⊆ K(ΛM ).

Ahora bien, Egex/E es no ramificada en los primos finitos y como L es el
campo asociado a Y =

∏
P∈RT XP , L es la máxima extensión abeliana de E

contenida en K(ΛM ) no ramificada en los primos finitos, de donde se sigue
que Egex ⊆ L.

Para probar que L ⊆ Egex, basta probar que L ⊆ EH+ pues L/E es
abeliana y Egex ⊆ EH+ es la máxima extensión abeliana de E contenida en
EH+ .

Ahora bien, para probar que L ⊆ EH+ , hay que probar que NL/E CL ⊇
NEH+/E CEH+ = U+

EE
∗/E∗, donde U+

E =
∏

p|∞ núcφp ×
∏

p-∞ Up.

Sea NL/E CL = ΛE∗/E∗ donde Λ = NL/E JL. Basta probar que U+
E ⊆ Λ.

Puesto que L/E es no ramificada en todos los primos finitos, si p es un primo
finito de E y P es un primo de L sobre p, NLP/Ep

UP = Up donde denotamos
UP = ULP

y Up = UEp
(Teorema 3.4.9). En particular NLP/Ep

L∗P ⊇ Up y
NL/E JL ⊇

∏
p-∞ Up.

Por otro lado, L/Ege es totalmente ramificada en los primos infinitos y
los primos infinitos de E son totalmente descompuestos en Ege, por lo que
(Ege)p = Ep para p|∞ y elemento uniformizador de p en E lo es para p en
Ege.

Por el Teorema 5.8.62, πE,∞ := πEp
es norma de LP con P|p. Si

( , LP/Ep) representa el mapeo local de Artin, entonces (U
(1)
Ep
, LP/Ep) =

G1(LP/Ep), el primer grupo de ramificación de LP/Ep. Puesto que los
primos infinitos son moderadamente ramificados en LP/Ep, se sigue que

G1(LP/Ep) = {1} y U
(1)
Ep
⊆ NLP/Ep

L∗P.
El campo de constantes de E y de K es Fq y todo primo infinito tiene

grado 1 en E, por lo que si p es un primo infinito de E, E∗p = (πE,∞) ×
F∗q × U

(1)
Ep

. Notemos que [Ep : K∞] = ef = e = [K∗∞ : NEp/K∞ E
∗
p ] donde e

denota al ı́ndice de ramificación de Ep/K∞. Además como Ep/K∞ es total

y moderadamente ramificada, (π∞) × U (1)
Ep
⊆ NEp/K∞(E∗p) y NEp/K∞ F∗q =

(F∗q)e. Se sigue que (π∞)×(F∗q)e×U
(1)
∞ ⊆ NEp/K∞ E

∗
p . De [K∗∞ : NEp/K∞ E

∗
p ] =

e obtenemos la igualdad

NEp/K∞ E
∗
p = (π∞)× (F∗q)e × U (1)

∞ .

Por tanto φp(E∗p) = φ∞(NEp/K∞ E
∗
p) = φ∞

(
(π∞)× (F∗q)e×U

(1)
∞ ) = (F∗q)e.

Se sigue que núcφp = (πE,∞) × R × U (1)
Ep

donde R = {λ ∈ F∗q | λe = 1} =

(F∗q)(q−1)/e. Aqúı e es el ı́ndice de ramificación de p∞ en E/K.

Notemos que si P es un primo infinito de L, NLP/Ep
F∗q = (F∗q)e

′
donde

e′ := e∞(L/Ege) = e∞(L/E). Entonces e′e = e∞(L/K) y en particular e′e|q−
1 y e′

∣∣ q−1
e . Sea F∗q = 〈β〉 con o(β) = q− 1. Sea λ ∈ R, λe = 1. Se tiene λ = βs

para algún s. Por tanto λe = βes = 1 y q− 1|es. Puesto que e′e|q− 1 se sigue
que e′e|se y e′|s. De esta forma se obtiene que λ = βs = (βs/e

′
)e
′ ∈ (F∗q)e

′ ⊆
NLP/Ep

L∗P.
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Se sigue que núcφp ⊆ NLP/Ep
L∗P y que U+

E =
∏

p|∞ núcφp ×
∏

p-∞ Up ⊆
NL/K JL de donde se obtiene L ⊆ EH+ y por tanto L = Egex.

Hemos probado

Teorema 8.1.14. Sea E ⊆ K(ΛM ). Entonces el campo de géneros extendido
Egex de E relativo a K es el campo asociado al grupo de caracteres de Dirichlet
Y =

∏
P∈RT XP , donde X es el grupo de caracteres de Dirichlet asociado al

campo E. ut

8.2. Extensiones abelianas finitas

Usamos las notaciones de [136, Caṕıtulo 14]. Consideremos K /K = Fq(T )
una extensión abeliana finita. Sean n ∈ N ∪ {0}, m ∈ N y N ∈ RT tales que
K ⊆ nK(ΛN )m. Sea E := K M ∩ K(ΛN ), donde M = LnKm. Tenemos
que EK /K es una extensión de constantes, en particular una extensión no
ramificada (ver [136, Teorema 14.5.1]). Sea H el grupo de descomposición
de los pirmos infinitos de K en EK /K . Se tiene que H es canónicamente
isomorfo con el grupo de descomposición de los primos infinitos de EgeK /K .
Tenemos que |H| es igual al grado de inercia de los primos infinitos de K en
cualquiera de EK /K o de EgeK /K . También se tiene que Kge = EHgeK .

Teorema 8.2.1. Con las notaciones anteriores, tenemos que Kgex = DK
con (EHge)gex ⊆ D ⊆ Egex. En particular, cuando H = {1}, tenemos Kgex =
EgexK .

Demostración. Sabemos que EgeM = KgeM (ver la demostración de [136,
Teorema 14.5.1]). Sea C := KgexM ∩K(ΛN ) ⊇ KgeM ∩K(ΛN ) = EgeM ∩
K(ΛN ) ⊇ Ege ∩K(ΛN ) = Ege.

K(ΛN )

C CM = KgexM

Ege EgeM = KgeM

Notemos que KgexM/KgeM es no ramificada en los primos finitos pues
esto mismo se cumple en Kgex/Kge. También se tiene que EgeM/Ege es no
ramificada en los primos finitos. En particular C/Ege es no ramificada en los
primos finitos y C ⊆ K(ΛN ). Puesto que Egex/K es la máxima extensión
abeliana con Egex/E no ramificada en los primos finitos y contenida en un
campo de funciones ciclotómico, se sigue que C ⊆ Egex.
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Por lo tanto Ege ⊆ C ⊆ Egex y
EgeM
‖

KgeM
⊆

CM
‖

KgexM
⊆
EgexM
‖

EgexM
. En particular

KgexM ⊆ EgexM .

K(ΛN )

Egex EgexM

C KgexM

D Kgex = DK

Ege EgeM = KgeM

EHge Kge = EHgeK

Sea D := Kgex ∩K(ΛN ) = EHgeK ∩K(ΛN ) ⊇ EHge ∩K(ΛN ) = EHge. Por

tanto EHge ⊆ D y Kgex = DK .
Se tiene que la extensión EM/E es no ramificada en los primos finitos.

Por lo tanto DEM = DK M/EM = K M es no ramificada en los primos
finitos puesto que Kgex/K satisface esto mismo. Se sigue que DE/E es no
ramificada en los primos finitos por lo queD ⊆ Egex. De esta forma, obtenemos
que Kgex = DK ⊆ EgexK .

En el caso particular de que H = {1} se tiene que E ⊆ Kge ⊆ Kgex de tal
forma que Egex ⊆ Kgex y Kgex = EgexK .

En el caso general, EHge ⊆ D ⊆ Egex y Egex/E
H
ge es totalmente ramificada

en los primos infinitos. Puesto que EHge ⊆ Kge, se sigue que (EHge)gex ⊆ Kgex.

Por tanto (EHge)gex ⊆ D. ut

Ejemplo 8.2.2. Sean K := K( l
√
γD) donde l es un número primo tal que

l|q − 1, D ∈ RT , D mónico con l - grD, y γ 6≡ (−1)grD mód (F∗q)l. Entonces

E = MK ∩K(ΛD ) = K( l
√
D∗) donde M = Kl y D∗ = (−1)grDD. Entonces

H ∼= Cl, Egex = Ege = E, EHge = EH = K, Kge = K .
Sea n := grD, D = Tn + an−1T

n−1 + · · ·+ a1T + a0, n = lm− r con 0 <
r < l. El primo infinito p∞ se ramifica in K /K, por lo que solamente hay un
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único primo infinito P∞ en K . Por tanto, tenemos que UK = K ∗
∞×

∏
p-∞ Up

y U+
K = núcφK∞ ×

∏
p-∞ Up, donde K∞ = KP∞ . Ahora

K∞ = K∞( l
√
γD) = K∞( l

√
γTnu) = K∞

(
l

√
γT−r(Tm)lu

)
,

donde u = 1 + an−1(1/T ) + · · ·+ a1(1/T )n−1 + a0(1/T )n ∈ U (1)
K∞

. Puesto que

p 6= l, existe v ∈ U (1)
K∞

tal que u = vl. Se sigue que K∞ = K∞( l
√
γT−r) =

K∞( l
√
δ/T ) para algún δ ∈ F∗q , δ 6≡ (−1) mód (F∗q)l.

Un elemento primo en K∞ es π? := πK∞ = l
√
δ/T , (π?)l = δ/T = δπ∞.

De aqúı que para un elemento arbitrario x ∈ K ∗
∞, digamos x = (π?)mξw,

m ∈ Z, ξ ∈ F∗q , w ∈ U
(1)
K∞

, tenemos que NK∞/K∞(x) = ((−1)l−1δπ∞)mξlw′,

con w′ ∈ U
(1)
∞ , de tal forma que φK∞(x) = ((−1)l−1δ)mξl. Se sigue que si

x ∈ núcφK∞ , entonces l|m. También se tiene que δ−1(π?)l ∈ núcφK∞ .
Por tanto mı́n{m ∈ N | existe ~α ∈ U+

K con gr ~α = m} = l. Se sigue que el
campo de constantes de H+

K y de Kgex es Fql .
Puesto que el campo de constantes de Kge es Fq, se obtiene que Kgex =

Kge,l = EgexK.

Ejemplo 8.2.3. Sean l un número primo tal que l2|q − 1 y K = K( l2
√
γD)

donde γ ∈ F∗q , D = Pα1
1 · · ·Pαrr ∈ RT , P1, . . . , Pr ∈ R+

T , 1 ≤ αi ≤ l2 − 1,
1 ≤ i ≤ r, r ≥ 1. Suponemos que grD = ld con l - d, que l - grP1, que
mcd(αi, l) = 1, 1 ≤ i ≤ s, s ≥ 1 y que l|αj , s + 1 ≤ j ≤ r. Entonces
ePi(K /K) = l2 para 1 ≤ i ≤ s, ePj (K /K) = l para s + 1 ≤ j ≤ r, y
e∞(K /K) = l. Puesto que eP1(K /K) = l2, el campo de constantes de K
es Fq. Suponemos que (−1)grDγ /∈ (F∗q)l. Por lo tanto Fq( l2

√
ε) = Fql2 donde

ε = (−1)grDγ.
Sean M = Fql2 (T ) = Kl2 y E = K M ∩ K(ΛD ). Entonces E =

K( l2
√

(−1)grDD) = K( l2
√
D∗) ⊆ K(ΛD ). Se tiene

EK = E( l2
√
ε) = K ( l2

√
ε) = El2 = Kl2 .

De esta forma obtenemos que f∞(K /K) = [Fq( l
√
ε) : Fq] = l y por tanto

f∞(EK /K ) = f∞(EK /K)
f∞(K /K) = l2

l = l. Se sigue que H ∼= Cl y por tanto

|H| = l.
También se tiene que Egex = K

(
l2
√
P ∗1 , . . . ,

l2
√
P ∗s ,

l
√
P ∗s+1, . . .

l
√
P ∗r
)
. Pues-

to que l - grP1, se sigue que e∞
(
K
(
l2
√
P ∗1
)
/K
)

= l2 y por tanto e∞(Egex/K) =
l2. Puesto que grD = ld con l - d, tenemos que e∞(Ege/K) = l. Ahora

grD = ld =

r∑
i=1

αi grPi = αi grP1 +

s∑
i=2

αi grPi +

r∑
j=s+1

αj grPj ,

y puesto que l|
∑r
j=s+1 αj grPj y mcd(αi, l) = 1 para 1 ≤ i ≤ s, se sigue que

existe 2 ≤ i ≤ s con l - grPi. Digamos que l - grP2.
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Sean a, b ∈ Z tales que a grP1 + bl2 = 1 (en particular, mcd(a, l) = 1).
Por tanto, para i ≥ 2 tenemos que grPi − (a grPi) grP1 = b(grPi)l

2. Sea
Qi = PiP

zi
1 con zi := −a grPi para 2 ≤ i ≤ r. Sea

L := K
(
l
√
P ∗1 ,

l2
√
Q2, . . . ,

l2
√
Qs,

l
√
Qs+1, . . . ,

l
√
Qr
)
.

Entonces e∞(L/K) = l, ePi(L/K) = l2 para 2 ≤ i ≤ s y ePj (L/K) = l para

s+1 ≤ j ≤ r. Para el primo P1 tenemos que, puesto que l - grP2, que l2
√
Q2 =

l2
√
P2P

−a grP2

1 y que mcd(l,−a grP2) = 1, entonces eP1(K( l2
√
Q2)/K) = l2.

De esta forma obtenemos que eP1(L/K) = l2. Por tanto E ⊆ L y [Egex : L] = l.
Se sigue que

L = Ege = K
(
l
√
P ∗1 ,

l2
√
Q2, . . . ,

l2
√
Qs,

l
√
Qs+1, . . . ,

l
√
Qr
)
,

Egex = Egex = K
(
l2
√
P ∗1 , . . . ,

l2
√
P ∗s ,

l

√
P ∗s+1, . . .

l
√
P ∗r
)
,

[Egex : Ege] = l = e∞(Egex/Ege).

Ahora, EK = Kl2 , de tal forma que H ∼= D∞(EK /K ) ∼= Gal(Kl2/Kl),
donde D∞ denota el grupo de descomposición de los primos infinitos.

EK = Kl2

f∞(EK /Kl)=l

Kl

f∞(Kl/K )=1

K

Tenemos

EH = K(
l
√
D∗) = K(

l
√
D) y

EHge = K
(
l2
√
Q2, . . . ,

l2
√
Qs,

l
√
Qs+1, . . . ,

l
√
Qr
)
.

También se obtiene que (EHge)gex = Egex debido a que [(EHge)gex : K] =∏r
j=1 ePj (E

H
ge/K) = [Egex : K] y EHge ⊆ Egex. Se sigue que

Kgex = EgexK = K
(
l2
√
P ∗1 , . . . ,

l2
√
P ∗s ,

l

√
P ∗s+1, . . .

l
√
P ∗r

l2
√
γD
)

= Egex(
l2
√
ε).

Observación 8.2.4. (1) Cuando H = {1} se tiene Kgex = K ext :=
EgexK .

(2) En general tenemos f∞(Kgex|Kge) > 1.
(3) El campo de constantes KH+ puede ser diferente al de KH (Ejem-
plos 8.2.2 y 8.2.3). En el Ejemplo 8.2.3 se tiene que Fql es el campo
de constantes de KH y Fql2 es el campo de constantes KH+ .
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(4) En general la extensión Kgex/Kge puede contener subextensiones

no ramificadas. En el Ejemplo 8.2.3 se tiene que Kgex = Kge(
l2
√
P1)

y Kge $ (Kge)l2 = Kge(
l
√
P1) $ Kgex. Tenemos que e∞(Kgex|Kge) =

f∞(Kgex|Kge) = l.

Para ver una descripción de Kgex para una extensión finita y separable
K /K, en la mayoŕıa de los casos, ver [124].

Terminamos enunciando dos teoremas clásicos de campos de géneros
numéricos desde el punto de vista de campos de clase globales.

Desde el punto de vista de campos de clase, los campos de géneros tienen
las siguientes propiedades. En la construcción de Furtwängler del campo de
clase de Hilbert, el siguiente teorema es muy importante. Ver [136, Teorema
14.3.3].

Teorema 8.2.5 (Furtwängler, 1907). Sea L/K una extensión ćıclica no
ramificada de campos numéricos y sea σ un generador de G = Gal(L/K). Sea
N: IL −→ IK la norma (relativa) de clases de ideales, esto es, N a = b ∈ IK
donde a ∈ IL y conK/L b =

∏
θ∈G aθ (la norma de a). Entonces núc N =

I
(1−σ)
L .

Demostración. Se tiene que IL ∼= Gal(LH/L) y como L/K es abeliana, el
campo de géneros Lge de L sobre K, es la máxima extensión abeliana K
contenida en LH .

Lge

IL/I
(1−σ)
L

I
(1−σ)
L

LH

IL

G

L

G=〈σ〉

K

Sea G = Gal(LH/K) (LH/K es Ga-
lois por la maximalidad de LH).
Entonces, como Lge es la máxima
extensión abeliana de K contenida
en LH , Gal(LH/Lge) = G′ el sub-
grupo conmutador de G.

Veamos que G′ = I
(1−σ)
L .

Se tiene que la sucesión 1 −→ IL −→ G −→ G −→ 1 es exactta por lo que
G = GIL = {τ ā | τ ∈ G, ā ∈ IL} y G actúa en IL por conjugación

Para ā ∈ IL ∼= Gal(LH/L) y para τ ∈ G, se tiene

ā1−τ = (1− τ)ā = ā ◦ (τ−1 ◦ ā)︸ ︷︷ ︸
acción

conjugación

= ā ◦ τ−1 ◦ ā ◦ τ ∈ G′,

esto es, I
(1−σ)
L ⊆ G′.

Ahora, G/IL ∼= G = 〈σ〉 es abeliano, por lo que G′ ⊆ IL.
Sean x, y ∈ G, digamos x = τ ā, y = γb̄, entonces

x−1 = ā−1τ−1 = τ−1τ ā−1τ−1 = τ−1ā−τ
−1

y y−1 = γ−1b̄−γ
−1

.
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Por tanto

xyx−1y−1 = (τγāγ b̄)(τ−1γ−1ā−τ
−1γ−1

b̄−γ
−1

).

Notemos que si c̄ ∈ IL y δ ∈ G, c̄δ = δδ−1c̄δ = δc̄δ. Se sigue que

xyx−1y−1 = τγτ−1γ−1āγτ
−1γ−1

b̄τ
−1γ−1

ā−τ
−1γ−1

b̄−γ
−1

= āτ
−1(1−γ−1)b̄γ

−1(τ−1−1) ∈ IGIL = Iσ−1
L .

Por lo tanto G′ ⊆ Iσ−1
L y G′ = Iσ−1

L .
Por otro lado, Lge corresponde a NL/K IL lo que implica que Gal(Lge/K) ∼=

IK/NL/K IL ∼= G/G′ ∼= G/I
(1−σ)
L .

En nuestro caso tenemos que, como L/K es no ramificada y abeliana,
entonces L ⊆ KH ⊆ LH y KH/K es maximal, abeliana no ramificada, y por
tanto KH = Lge y se tiene el diagrama

núc N
∼= //

��

núc rest ∼= Gal(LH/Lge)

��
IL

∼= //

N

��

Gal(LH/L)

rest

��
IK

∼= // Gal(KH/K) ∼= Gal(Lge/K)

Se sigue que núc N ∼= Gal(LH/Lge) ∼= G′ ∼= I
(1−σ)
L . ut

Observación 8.2.6. De la demostración del Teorema 8.2.5, se sigue que el
resultado sigue siendo válido para G = Gal(L/K) un grupo abelinao y no
únicamente ćıclico (ver [136, Teoremas 14.3.2 y 14.3.3 y Corolario 14.3.4]),

cambiando I
(1−σ)
L por IGIL donde IG = 〈τ − 1 | τ ∈ G〉.

En [56], Hasse prueba que si la norma satisface que NL/K : IL −→ IfK , en

donde L/K es una extensión ćıclica de grado primo l, y IfK es un grupo de
clases de ideales de rayos módulo el conductor f, se tiene la sucesión exacta

1 −→ Ige −→ IL
N−→

Hf
L/K

P f
K

−→ 1 (P f
K ⊆ H

f
L/K ⊆ I

f
K),

donde Ige es el género principal:

KH

IK

Ige género principal

Kge

K∗
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Más precisamente, IK ∼= Gal(KH/K) e Ige ∼= Gal(KH/Kge). En particular

Ige = I
(1−σ)
L .

Hasse también probó el Teorema del género principal general:

Proposición 8.2.7 (Hasse, 1927). Sea L/K una extensión ćıclica de grado
primo de campos numéricos con generador σ y sea m un módulus en K.
Entonces existe un módulus n de L tal que

(i) n|mOL.
(ii) nσ = n.
(iii) Para β ∈ L primo relativo a n, se tiene

NL/K β ≡ 1 mód m ⇐⇒ β = α1−σ mód n

para algún α ∈ L. ut

Con este resultado, Hasse define el género principal H1 mód m en L como
el grupo de clase de rayos módulo n cuyas normas relativas caen en el grupo
de clases de rayos módulo m en K.

Teorema 8.2.8 (Hasse). Sean L/K, m, n como antes. Entonces el género
principal H̄1 coincide con el grupo de potencias 1 − σ de las clases de rayos
módulo n en L. ut

Teorema 8.2.9 (Teorema clásico del género principal). Sea L/K un
extensión ćıclica de campos numéricos y sea σ un generador de Gal(L/K).
Entonces [a] ∈ Ige ⇐⇒ NL/K a = (α) con α ∈ K∗ un residuo nórmico en
todos los primos ramificados de L/K, esto es,(

α,L/K

p

)
= 1 para todo p ramificado en L/K,

equivalentemente,

(
NL/K a, L/K

p

)
= 1 ∀ p|f(L/K). ut



Notaciones y convenciones

* A = {x ∈ K | vp(x) ≥ 0, p 6= p∞}
* AK es el anillo de adèles o reparticiones de K, 210.
* a~α =

∏
p∈PK pvp(αp) ∈ DK para ~α ∈ JK , 212

*
(L/K

p

)
= (L/K, p) = ( , L/K, p) = ( , L/K) = ψL/K(p) denota el śımbolo

de Artin, 9
* Br(E) denota al grupo de Brauer del campo E, 110
* C∞ = Cp completación de la cerradura algebraica de K∞
* carK denota a la caracteŕıstica de K
* car(ρ) denota la caracteŕıstica de un módulo de Drinfeld
* ci(ρ, a) denotan a los coeficientes de ρa
* ClA = CA grupo de clases de ideales de un dominio Dedekind
* ClS = CS grupo de S–clases ideales
* cocD el campo de cocientes de un dominio entero D
* CK = JK/K

∗ grupo de clases de idèles del campo global K, 211
* CK,0 = JK,0/K

∗ grupo de clases de idèles de grado 0, 212
* Cm

K = Jm
KK

∗/K∗ ⊆ CK para un módulus m, 314
* Cm

K,S = K∗Jm
K,S/K

∗ para un S–módulus m, 325
* ClmK(OS) es el cociente de los ideales fraccionarios (divisores) primos re-

lativos a m módulo los ideales principales zOS con z ∈ K∗ ∩ Jm
K,PK\sop(m)

para un un módulus arbitrario m, ∅ 6= S ⊆ PK , 326
* Cl+L = Clext

L grupo de clases extendidos de un campo global, 344
* DA ideales fraccionarios de un dominio Dedekind A
* DK grupo de ideales fraccionarios (si K es un campo numérico) o grupo

de divisores (si K es un campo global de funciones), 207
* DK,0 grupo de divisores de grado 0, K un campo global de funciones, 207
* Dm

K es el grupo de ideales fraccionales (divisores) primos relativos a la
parte finita de un módulus m, 348

* DS
K es el grupo de divisores con soporte en el complemento de S, donde

S es un conjunto de divisores primos, 278
* DS

K,0 = DS
K ∩DK,0, 326
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* DK(S) es el grupo de divisores con soporte en S, donde S es un conjunto
de divisores primos

* DK,0(S) grupo de divisores de grado 0 con soporte en S
* DifK el espacio de diferenciales del campo de funciones K
* eL/K = eL/K(P|p) = e(L|K) = e(P|p) denota al ı́ndice de ramificación

de P|p en la extensión L/K
* Ē cerradura algebraica de un campo E
* eL/K = eL/K(P|p) = e(L|K) = e(P|p) denota el ı́ndice de ramificación

de P|p en la extensión L/K
* fp = fL/K = pcp = p

cp
K , es el conductor local, 155

* Fπ = {f ∈ OK [[T ]] | f ≡ πT mód gr 2, f ≡ T q mód π}, OK el anillo de
enteros de un anillo local, 166

*

[
L/K

P

]
denota al automorfismo de Frobenius, 7

* F 〈τ〉 polinomios torcidos
* Gal(L/K) = GL/K denota el grupo de Galois de la extensión L/K
* grp αp = [K(p) : Fq]vp(αp) = [Op/p : Fq] = vp(αp) = fpvp(αp) =

gr pvp(αp) para ~α ∈ JK , 212

* gr~(α) =
∑

p∈PK grp αp = grA~α para ~(α) ∈ JK , 212

* H2( |K) = H2(Ksep|K) = H2(Gal(Ksep/K),K ), K un campo local, 108
* Hq(L/K) = Hq(Gal(L/K),K ), K un campo local, 108
* Hm = (NL/K D

m
L )Pm

K para un módulus m, 18
* hA = |Pic(A)| es el número de clase de ideales de A
* hK es el número de clase de un campo global K
* IK = DK/PK grupo de clases de ideales (divisores) del campo global K,

207
* IK,0 grupo de clases de divisores de grado 0 del campo global K de fun-

ciones, 207
* ImK = Dm

K/P
m
K

* J denota la conjugación compleja
* JK es el grupo de idèles del campo global K, 20, 210
* JK,0 = {~α ∈ JK | gr ~α =

∑
p grp αp = 0} = {~α ∈ JK |

∏
p |αp|p = 1} ⊇

K∗ grupo de idèles de grado 0, 212

* Jm
K = {α ∈ JK | α ≡ 1 mód m} =

∏
p∈PK U

(np)
p donde m es un módulus

* JSK = {α ∈ JK | αp = 1 para toda p ∈ S} donde S es un conjunto de
lugares de K

* JK,S =
∏

p/∈S Up ×
∏

p∈S K
∗
p (JK,S 6= JSK), donde S es un conjunto finito

de lugares

* Jm
K,S =

(∏
p∈S K

∗
p ×

∏
p/∈S U

(np)
p

)
∩ JK para m un S–módulus

* Λf,n = {λ ∈ Ω | v(λ) > 0, fn(λ) = 0}, 166
* K, K un campo global de funciones sobre Fq
* KH campo de clase de Hilbert de un campo global K
* KH+ campo de clase de Hilbert de un campo global K
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* K+ conjunto de elementos totalmente positivos en un campo global K,
343

* K(p) = K̃ = Op/p = Fq el campo residual de K un campo local, 25
* Kp es la completación de un campo global K en p ∈ PK
* K∞ = Kp∞

* K∞ = Fq(T )p∞
* K∗ = (π)× F∗q × U

(1)
p , K campo local, 27

* K̄ una cerradura algebraica de un campo K
* Kab la máxima extensión abeliana del campo K, 126
* Knr es la máxima extensión no ramificada de K contenida en Kab

* Km campo de clase de Cm
K , 316

* Km
S es el campo de clase de Cm

K,S

* K∗ ↪→ JK de manera diagonal: x 7→ (. . . , x, x, x. . . .), K campo global
* K = Fq(T )
* K̄ una cerradura algebraica de K
* [L : K]s denota el grado de separabilidad de la extensión L/K
* L+ = {x ∈ L =| x es totalmente positivo}, 343
* Lge campo de géneros de L
* Lgex campo de géneros extendido de L
* LgeK campo de géneros de L con respecto a K
* LgexK campo de géneros extendido de L con respecto a K
* Lp denota uno de los campos {LP}P|p, para p ∈ PK , cualquiera pero sólo

uno. Es decir, Lp/Kp denota LP/Kp con LP seleccionado arbitrariamente
* Un módulus es m =

∏
p∈PK pnp donde np ≥ 0 para todo p ∈ PK , np = 0

para casi todo p, np = 0 si p es complejo y p ∈ {0, 1} si p es real
* µL/K ∈ H2(L/K) la clase fundamental, invL/K(µL/K) = 1

[L:K] + Z ∈(
1

[L:K]Z
)
/Z, 109

* NL/K = N denota la norma de L a K, 4
* N(p) denota la norma absoluta, 7
* OS = ∩p/∈SOp = {x ∈ K∗ | vp(x) ≥ 0 para toda p /∈ S} para ∅ 6= S ⊆

PK
* Op = OK = {x ∈ K | vp(x) ≥ 0} = {x ∈ K | |x|p ≤ 1} = B̄(0, 1), K un

campo local, 25
* PA ideales principales de un dominio Dedekind A
* PK grupo de ideales fraccionarios (divisores) principales de un campo

global K
* Pm

K = {(a) ∈ PK | a ≡ 1 mód m} para un módulus m
* P+

K,m = {
(
α/β

)
| α, β ∈ OK con mcd(αβ,m) = 1, α ≡ β mód m y α/β es

totalmente positivo}, 17
* Pm

K,S = K∗ ∩ Jm
K,PK\sop(m)

* Pic(A) = DA
PA

el grupo de Picard de un dominio Dedekind
* PK = {p | p es un lugar de K} es el conjunto de lugares de K, K un

campo global
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* p = {x ∈ K | vp(x) > 0} = {x ∈ K | |x|p < 1} = B(0, 1), K es un campo
local, 25

* p∞ un lugar fijo de un campo de funciones global K de grado d∞
* π∞ = 1/T elemento uniformizador del primo infinito p∞ en K = Fq(T ),

339
* πp = π un elemento primo de K, vp = 1, π ∈ p \ p2, 28
* ψL/K,m : ImK → Gal(L/K) es el mapeo de Artin, 20

* ψL/K : K∗/NL/KL
∗ '−−−→

ψL/K
Gal(L/K), ψL/K(a) = (a, L/K) mapeo local

de Artin o śımbolo de la norma residual o śımbolo residual nórmico, L/K
una extensión abeliana finita de campos locales, 149

* Ψ(m) =
∏

p∈PK [Up : U
(np)
p ] =

∏
p∈PK (qgr p−1)(q(np−1) gr p), para un módu-

lus m, 324
* Ψ(A) =

∣∣A/A∣∣ donde A es un ideal no cero de A
* Qp denota al campo de los números p–ádicos
* ρ : A −→ F 〈τ〉 un A–módulo de Drinfeld sobre F
* ρK : F → Gal(abK/K) es el mapeo de reciprocidad o el mapeo local de

Artin y ψL/K : F → Gal(L/K) es ψL/K = rest ◦ρK , rest : Gal(abK/K)→
Gal(L/K), σ 7→ σ|L para un campo K local o global, F = JK si K es
global y F = K∗, si K es local

* SigL := L∗/L+, grupo de signos de un campo global L, 343
* El soporte de m es {p ∈ PK | np > 0}, donde m es un módulus. Si S es un

conjunto de divisores primos, el soporte de S es S mismo
* Spl(L/K) = {p ∈ PK | p se descompone totalmente en L}, 16
* T denota la máxima extensión no ramificada de un campo local K, T =

Knr, 180
* TCCG = teorema principal de la teoŕıa de campos de clase globales, 276
* TCCL = Teorema de la Teoŕıa de Campos de Clase Locales, 127
* TrL/K = Tr denota la traza de L a K, 4
* τ el automorfismo de Frobenius sobre Fq: τu = uq

* Un S–módulus m es tal que S ∩ sop(m) = ∅, donde S ⊆ PK
* Up = UK = U

(0)
p = U

(0)
K = {x ∈ K | vp(x) = 0} = O∗p el grupo de

unidades de Op, K campo local, 27

* U
(n)
p = U

(n)
K = 1 + pn = {x ∈ K | vp(x − 1) ≥ n} = {x ∈ K | |x − 1|p ≤

q−n}, K campo local, 27
* Para n ∈ N, Wn denota el grupo de las n–ráıces de 1
* v∞ = vp∞
* vK denota a la valuación de un campo local K
* |x|p = q−vp(x), xp en un campo local con campo residual de Fq elementos

25
* dxpe = (. . . , 1, 1, xp

↑
p

, 1, 1, . . .) ∈ JK , para xp ∈ Kp, K campo global

* Zp es el anillo de los enteros p–ádicos
* ut = terminación de una demostración
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* ∅ denota al conjunto vaćıo
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54. Hasse, Helmut, Über den Klassenkörper zum quadratischen Zahlkörper mit
Discriminant −47, Acta Arithmetica IX, 419–434, (1964).

55. Hasse, Helmut, Bericht über neuere Untersuchungen und Probleme aus der
Theorie der algebraischen Zahlkörper. Teil I: Klassenkörpertheorie. Teil Ia:
Beweis zu Teil I. Teil II: Reziprozitätsgesetz, Würzburg–Wien: Physica–
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idèles congruentes a 1, 314
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idèles principales, 211
inducido
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módulo proyectivo, 51
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módulos inducidos, 62
modulus, 302
morfismo de grupos formales, 171
morfismo invariante, 115

n–unidades locales, 27
n–unidades principales, 28
Nakayama

isomorfismo de ∼, 123
mapeo de ∼, 116, 270

Neukirch
isomorfismo de ∼, 144
isomorfismo global de ∼, 276
mapeo de ∼, 135
mapeo de ∼, 135

norma, 4, 29, 50
norma absoluta, 7, 197
norma de grupo de clases de idèles, 277
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śımbolo de la norma residual, 116, 149
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únicamente divisible, 76
unidades locales, 27

valor absoluto, 25
valor absoluto canónico, 203
valor absoluto de idéles, 211
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