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Prefacio

El céalculo infinitesimal de varias variables reales es un tema de particular relevancia en
las dreas de ingenieria y de ciencias fisico-matematicas.

El presente volumen trata sobre el calculo diferencial de varias variables reales. Hay
muchas formas de presentar el material aqui tratado. Nosotros elegimos un punto de
vista tedrico, aunque sin descuidar ejemplos que ilustren nuestros resultados. Debido a
lo anterior, la aproximacion al calculo integral aqui presentada hace adecuado este texto
para los estudiantes del segundo 6 tercer ano de licenciatura en las carreras de fisica y/6
matematicas.

En el Capitulo 1 etudiamos el espacio R™ como espacio euclideano. Posteriormente
vemos las propiedades fundamentales de funciones norma y métricas en R".

En los Capitulos 2 y 3 estudiamos la topologia de R".

El Capitulo 4 trata fundamentalmente sobre las funciones definidas sobre R™.

El Capitulo 5 es sobre derivadas y diferenciales en varias variable.

En el Capitulo 6 tratamos sobre el Teorema de Taylor y sus aplicaciones.

El dltimo capitulo es funciones inversas y funciones implicitas.

Finalizamos con un apéndice en el cual se presenta la demostracion de la desigualdad
de Minkowski.

Al final de cada capitulo proponemos una lista de ejercicios los cuales complementan
y aclaran lo tratado en el texto. Se debe intentar resolver todos ellos.

Las referencias principales para este libro son [7] para funciones continuas y calculo
diferencial. La referencia [2] para funciones continuas y topologia de R". La refencia [6]
abarca de hecho todos los temas.

Los requisitos que se necesitan para este libro son principalmente un conocimiento
general de calculo diferencial e integral de una variable real.

Gabriel Villa Salvador.
México, D.F.
Julio de 2003.
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Capitulo 1

El espacio R".

1.1 R" como espacio euclideano

Definicién 1.1.1 Definimos el espacio n-dimensional sobre los reales por:
R" = {(x1,22,...,2,) | i € R, 1 < i < m}.

Se define la suma en R" por:

($1,$2,-..,$n)+(y1,y2,---,yn> = <x1+y17x2+y27"-7xn+yn)7
(+:R*" X R" - R",  +(Z,9) =7 +7)

y el producto por escalar por:

a(zy,. .., T,) = (awy, e, . .., aTy),

((:RxR" (%)= ad).
donde Z = (z1,...,2,), U= (Y1,-- -, ¥n), T, ¥ € R", a € R.
Teorema 1.1.2 R" es un espacio vectorial sobre R de dimension n.
Demostracion.  Ejercicio. a

Definicién 1.1.3 Dados © = (z1,...,2,),¥ = (y1,...,Yn) € R™ se define el producto
interno o escalar de T y i por:

<fvg> :f'g:xlyl + oy + -+ Tpln = szyu
i=1

((—,—) :R" x R" — R).
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Ejemplo 1.1.4 Sin=3,7= (1,-2,4),y = (3,—2,—1), entonces

—;

(DH)(3)+ (=2)(=2)+4(-1)=3+4—-4=3.

Y=
Notemos que (Z, %)

(27 L, _4/3)7 <f7g> = (1)

Definicién 1.1.5 Dos vectores &, if € R™ se dicen ortogonales o perpendiculares si (Z,7) =
0.

puede ser 0 sin que T y ¢ sean 0 (por ejemplo: 7 = (1,2,3),7
(2)+(2)1) +3(-4/3) =2+2-4=0).

Definicién 1.1.6 Sea ¥ = (x1, z9,...,z,) € R™. Se define la norma euclideana de & por:

1/2
|7 = V@ 5) = [+ a2+ +22)/* = [Zx ]

Ejemplo 1.1.7 Si & = (1,-3,4), |7 = /(1)2 + (=3)2 + (4)2 = VI + 9 + 16 = \/26.

Observacién 1.1.8 Consideremos 7 = (1, %9, 73),7 = (y1,%2,%3) vectores en R3. Para
obtener el angulo @ que forman ¥ y # aplicamos la Ley de los Cosenos: [|Z — #]|*> =
|72 + 171 — 202l}51] cos . Por lo tanto

BN [ e GO R R )

21121l [kl Izl g1

Definicién 1.1.9 Un vector @ € R" se llama unitario si ||@]| = 1.

Dado # € R", % # 0,

|| _,H es el vector unitario con la misma direccion que .
Dos vectores @, 7 € R™ tienen la misma direccién si existe A € R, A > 0 tal que & = \y/
y tienen direccién contraria si existe A € R, A < 0 tal que & = \y/.

‘H
QU

Ejemplo 1.1.10 Si @ = (1,2,-3),||d|| = v1+4+9 = V14, entonces @ =

]l

V14 V14T V14

1 2 -3 ) ., s
( ) es el vector unitario en la direccion de a.

1.2 Propiedades de la norma y del producto interno.

En esta seccién demostraremos las propiedades mas importantes de la norma euclideana y
del producto interno, resultados que nos seran de gran utilidad en el resto de este trabajo.

Teorema 1.2.1 Sean 7 = (z1,...,2,), ¥ = (Y1, Yn)s 2 = (21,---,20) € R" y sea
a € R. Entonces:
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i)- (Z,9) = (4, 7),
ii)" <f>@7+ Z> = <(1_f,§> + <‘f75>7
iil).- (aZ,y) = o(Z,7); (%, a7) = a(Z, 1),

—\

iv).- (Z,7) >0y se tiene (T,7) =0 < Z=0.

Demostracion. 1), ii), iii) se dejan como ejercicio.
) (T, 2) =a?+ai+---+22>0.

Ahora, se tiene (7,7) =0 <= i+ - - +22 =0 < 11=29=... =1, =0 <
7 =0. 0

Teorema 1.2.2 Sean ¥ = (z1,...,x,) € R" y a € R. Entonces:
- @20y 7] =0 «= 7=0.
i).- ]| = [ |17]].
Demostracion.
i) 17| = \/(Z,7) > 0. Ademés |7]| =0 < ||7]>=0= (7,7) < 7=0.
i)~ [JaZ]] = (aZ, ad)'? = {a*(Z, )} = |al(Z,2)"/? = |a]||7]]. Q
Teorema 1.2.3 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean 7,y € R", entonces:
(2, 9| < 12171

Demostracidn. Si @ o i = 0 el resultado es inmediato. Sean & # 0 # /.
Definamos z' = ||Z||¢ — ||¥]|Z. Entonces:

0 <(z2) = (I7lly = 7|z, |17]lg — [l]]7) =
= 1211911 - 201Z70(7. 2) + |91°]12]1* =
= 227Nz - (7,2}

Puesto que 2||Z||||7]| > 0 se tiene que ||Z||||¥]| — (¥, Z) > 0. Por lo tanto (%, 3) < ||Z||||7]|.
Ahora —(7, ¢) = (=7, %) < || = Z(l[|g]] = [IZ][[|#]l, de donde |(Z,5)[ < [|Z]|[|7]] 4

Corolario 1.2.4 Se tiene que [(Z,9)| = ||Z||||J]] <= & and § son linealmente depen-
dientes.
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Demostracion.
=) Si ¢ = 0 el resultado es inmediato. Sea 7 # 0. Puesto que |(Z,7)| = ||Z||||7]| se tiene
que +(z,y) = [|7]||7]]-

Si (@, y) = ||Z]|||7]|, entonces si Z = ||Z||y — ||¥]|Z se tiene que (Z,Z) = 0 por lo que
Z7=0=||Z||7 — |§||Z, es decir ¥y § son linealmente dependientes.

Si—(Z,9) = [IZ[I7)l = I = Z[|F]| se tiene (=7, 4) = || — Z[|[|¢]] de donde —F'y 7 son

linealmente dependientes. Por tanto & y 7 son linealmente dependientes
<) Sea ahora # = Ay, A € R. Entonces

(Z D] = 1G9l = NI = IMglgl = 121191 Q
Teorema 1.2.5 (Desigualdad del Triangulo) Sean Z,y € R™. Entonces
12+ 41l < 12 + (|9

Demostracion.  Se tiene que

12+ 4> = (Z+ 7,7+ §) = (£, %) + 2(x, §) + (7.9 <
< 201>+ 21Z|7) + 17117 = (2] + 171)>.
Por lo tanto ||Z + ¢]| < ||Z|| + [|7]|- Qa

Definicién 1.2.6 Sean 7,y € R". Se define la distancia euclideana entre T y 4 por:
distancia entre Z y i := d(Z,7) = ||7 — 1]

Esta distancia cumple todas las propiedades geométricas a las que estamos acostum-
brados, como lo prueba el siguiente:

Teorema 1.2.7 Sean ¥,y,zZ € R™, entonces:
1).- d(Z,9) = d(7, 7).
ii).- d(Z,9) > 0.
i) d(Z,) =0 <= F=7.
iv).- d(Z,9) < d(Z,2) + d(Z,7) (desigualdad del tridngulo).

Demostracion.
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iv)- d(Z,9) = |Z—yll = | =2+ Z =g < |7 2| +[|Z -9l = d(Z,2) +d(Z, 7). 2

Lo que sigue a continuacién nos da una justificacién de la definiciéon de perpendicu-
laridad.
Dados 2 vectores d,b, la condicién ||@ + b|| = ||@ — b|| coincide con la propiedad

—

geométrica de que d sea perpendicular a b
Por otro lado tendremos:

lGg—bl|=d+b| = (@—ba—b=|a—0b>=]|a+b|>=(a+ba+b <~

- —

= ||al]* + IB]* — 2@, b) = [la|]* + IB]* + 2(@,b) <= 4(@,b) =0 <= (@.,b) =0.

QL

Usando la nocion de perpendicularidad derivamos la nocién de proyeccion como mues-
tra la siguiente figura:
Sean @ y b dos vectores en R" b # 0. Queremos definir la proyeccién de @ a lo largo

—

de l;, el cual serd el vector p que aparece en la figura. Se tiene que p'= Aby @ — p es

—

perpendicular a b (A € R). Por tanto (a — p, E) = (a— b, 5> = (d, 5> — A{b,b). se sigue
_ {a,b)

5P o

El nimero A se llama la componente de a alo largo de by p'= A\b se llama la proyeccion
de @ a lo largo de b.

que A

Ejemplo 1.2.8 Seand = (1,2,-3) y b= (1,1,2), entonces la componente de @ a lo largo
a @n 1+2-6 3 L .
debes A\ = —— = = —— = —— vy la proyecciéon de a a lo largo de b sera
Bz 1+1+4 6 2
1

. 1
F=Ao=(—=,—=,—1).
p ( 2’ 27 >

La proyeccion de un vector en otro nos sirve para definir la nocién de angulo entre 2

vectores. Dados Z,7 € R™\ {0}, tenemos, por la desigualdad de Schwarz: <iE’ yi}' <1
. 121171
0, equivalentemente, —1 < M < 1. Por lo tanto existe un unico 6 € [0, 7] tal que

) [l
{7, 9)

cosf = R El ntmero 6 se llama el dngulo que forman los vectores T y 4.
TINY
Geométricamente se tendra: -
- Ao a,b
0 dngulo entre @ y b: cosf = |L | = <:l’ Z :
lall— o]

Terminamos esta seccon con un resultado que nos sera de gran utilidad cuando veamos
la equivalencia de normas.

Teorema 1.2.9 Sea ¥ = (x1,...,2,) € R™. Entonces:

2] < ||Z|| < Vsup{|zi, |zl |2al}, i=1,2,...,n.
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Demostracion.  Se tiene que

il = \Ja? < \Jat+ad 4 ta2 =7l i=12,...n.

Por otro lado sea M = sup{|z1|,...,|z,|}. Entonces |z;| < M,i =1,2,...,n, por lo que
|Z|> =23+ + 22 < M*+ -+ M? =nM?, de donde ||7]| < +/n- M. Q
1.3 Normas y métricas en R".

En esta seccién generalizamos los conceptos de norma y de distancia entre puntos de R™.

Definicién 1.3.1 Una norma sobre R™ es una funcién N : R® — R que satisface las
siguientes propiedades:

i).- N (Z) > 0 para toda & € R™.

ii).- N(aZ) = |a|N(Z) para toda & € R", o € R.

iii)- N(Z) =0 < 7=0.

iv).- N(Z+7) < N(Z)+N(Y) para toda Z,j € R™ (desigualdad del tridngulo).

Como consecuencia de ii) se tendrd: N (—%) = N(¥) para toda T € R".
De iii) se sigue la muy importante desigualdad:

IN(Z) = N(9)| < N(Z — ) para cualesquiera Z,3 € R".
En efecto: N (Z) = N(Z — ¢y +¢) < N(Z — ) + N(y), por lo que
N@) =N — &+ 1) SN —7) + N(Z) = N(Z - g) + N (D).

Se sigue que N (Z) — N(9) < N(Z —9) y N(¥) — N(Z) < N(Z — ), lo cual implica
que |V(Z) = N ()] < N (& = 9).

Ejemplos 1.3.2
(1).- Sea & = (x1,22,...,2,) € ]R;I” Se define la norma uno por: N(Z) =
12 = [ar| + o] + -+ Jzal = Y il
i=1
Verifiquemos que || ||y es una norma.

D)= |21 = |z1| + |z2| + -+ - + |2zn] > 0 para toda & € R™.
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i).- ||aZ|ly = |[(ad, g, ... ax,)|1 = |ax| + |axs| + ... + |az,| =
la{|z1]|+ x|+ - -+|zn|} = |a|||Z]||1 para cualesquiera & € R, o € R.

i)~ |71 =0 <= |o1|+[zo] + -+ [zn| =0 = |m1] =+ = [z] =
0« z1=...=2,=0 < ¥=0.

iv).-

17+l = [(z1 +y1,22 + Yo, 0+ )1 =
=z + |+ lra+ |+ |Tn +ynl <
< (lz1] + ) + (ol + [y2]) + -+ + (2] + [yal]) =
= (Jzo| + -+ 2al) + (| + - + lyal) = 1200 + 1711

(2).- Sea & = (x1,xa,...,2,) € R™ Se define la norma infinita por: N (Z) :=

[Zlloc = sup{[zal, [z2l, .. ., [zal}.
Verifiquemos que || || €s una norma en R™.
1) ||Z]|o = sup{|x1],...,|zn]} > 0 por toda & € R™.
ii).- Se tiene para toda ¥ € R" y para toda a € R:
oo = sup{lacal, ., lazal} = sup{ladfoal, . . lallzal} =
= [alsup{la],..., [zal} = || 7] -
iii)- |7 = 0 <= sup{|ai],...,|za|} =0 <= |z;| = 0,1 < i <
n <= xr=0,1<i<n < 7¥=0.
iv).-
17+ Glloo = sup{z1 + v, |20 + gl <
< sup{laa| + lyal - o |n] 4+ ynl} <
< supflaaf, .o [zal} +sup{lyil - fynl} = 7o + 17l

(3).- En general, sea 1 < p < 0o. Se define la norma p sobre R" por:

1/p
Np(@) = |||, = {Z W"”} :

donde ¥ = (xy,...,2,). Se pueden verificar facilmente las propiedades i), ii)
y iii), sin embargo la desigualdad ||Z + 7|, < ||Z]|, + ||¥]|, es mas dificil y se
llama la desigualdad de Minkowski. En el apéndice damos la demostracion de
esta desigualdad.

Con p =1 se tiene la norma uno y con p = 2 se tiene la norma euclideana:

n 1/2
Hfﬂzl\fuzz{Zx?} = \Jat el
i=1
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La ultima desigualdad probada en la seccion anterior:
|2i| < 17| < Visup{|zil,..., 2]},
1<i<nyZ=(x1,29,...,7,) nos dice que:
1Z]le0 < 117 < v/ 7|
Mas generalmente se tiene:
Proposicién 1.3.3 Para & = (z1,...,2,) € R” y para toda 1 < p < 0o se tiene:
10 < N7y < nP[1F]|cc-

Demostracidn.  Sean T = (x1,...,%,) € Ry |x;| = sup{|z1], ..., |za|} = [|7]|co-

n
Entonces: |z;|P = ||Z]|%, < Z |z;|” = ||Z]|). Por lo tanto

i=1

n 1/p n 1/p
- - 1 -
170 < 1|21, = {Z !%\p} < {Z \%‘!”} = {nla; Y7 = 0Pz = 0P| oo

i=1 i=1

Se sigue que ||| < [[7], < n'/?| 7] A

Corolario 1.3.4 Dado T € R" se tiene que lim ||Z]], = ||7]|co-

p—oo

Demostracion.  Las funciones f: [1,00) = R, f(z) = — y ¢: [0,00) — R, g(z) = n” son
T

1
continuas asi que (go f)(z) = g(f(x)) = g(—) — n!/* es continua. Por tanto
x

i (%) = Jin (9 £)(5) = ( fim 73)) = 9(0) =n* = 1.

p—00 p—00 p—00

Por tanto
oo < MIZllp < 07|17l

! 1

1 4

o0 oo

17 17 o0

Se sigue que lim [|Z||, = ||7]|co- a
p—00

Ahora veamos geométricamente el significado de || ||, || [|[1 ¥ || ||oo-
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Sean:
B(0,1) = {feR"| |7 <1},
Bi(0,1) = {FeR"|||Z|: <1},
Byo(0,1) = {F€R"| |7 < 1}.

En el caso n = 2, geométricamente estos conjuntos son:

B,1) = {(1y) € R | 22 +97 < 1} Bi(B,1) = {wy) € B | al + |yl < 1.
Buol0,1) = {(z,) € R | maxc{al, [y} < 1}.

Sea N (Z) una norma arbitraria sobre R". Sea {€}, €, ...,€,} la base candnica de R™.
Existe M > 0 tal que N(€;) < M para toda 1 <i <mn.

Sea ¥ = Z x;€; € R". Por la desigualdad del tridngulo se tiene que

N(Z) :N(ina) < Z/\/ ;6;) Z 2| N(&) < M [Z m] = M||Z]];.

M4s adelante se probard que existe a > 0 tal que «||Z]|; < N (Z). Por tanto existen
a>0,0>0con 3= M, tales que

a||@)y < N(Z) < [||7]|y  para toda T € R".

De estas desigualdades tendremos el siguiente teorema que establece que cualesquiera
2 normas en R" son equivalentes.

Teorema 1.3.5 Sean N y N, dos normas cualesquiera sobre R™. Entonces existen o >
0,0 > 0 tales que aN (Z) < M (Z) < BN (Z) para toda & € R™.

Demostracion.  Existen aq, asg, (1, F2 > 0 tales que:
a7y S N@) < BullZlly aol| @] < Nu(@) < Ba| 2]

para toda ¥ € R™. Entonces

Ni(@) < Blldlh < ZN@), M@ 2 aallh > 2N @),
(075] ﬂl
Seanﬁ—%>0ya ﬁ_>0 Entonces aN (%) < Ni(Z) < BN (Z). a
1 1

Definicién 1.3.6 Una métrica o distancia sobre R™ es una funcién p: R x R — R que
satisface:

i).- p(Z,7y) > 0 para toda &,y € R".
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i).- p(Z,9) =0 <= F=1.

iii).- p(Z,9) = p(y, %) para toda Z,y € R™.

iv).- p(Z,9) < p(Z, 2) + p(Z,7) para toda 7,7, Z € R".
La propiedad iv) se llama la desigualdad del tridngulo.

Ejemplos 1.3.7

—

(1).- Sea N una norma sobre R™. Entonces: p(Z, 1) = N (Z—%) es una métrica
sobre R". La demostracion se deja como ejercicio.

(2).- Sea
Lo |1 st F#Y

Entonces p es una métrica sobre R™ (ejercicio). La métrica p se llama la
métrica discreta.

1.4 Ejercicios

1) Considere las siguientes parejas de vectores:

- @=(2,-1), b= (-1,1);

ii)- @=(—1,3), b= (0,4);

ii)- @=(2,—1,5), b= (—1,1,1);
iv)- @=(-1,-2,3), b= (—1,3,—4);
v)- @=(m,3,-1), b= (2m, —3,7);
vi)- @ = (15,—2,4), b= (m,3,—1)

a) Encontrar @+ b,d@ — b, 3d@ y —2b.
b) Hacer un dibujo en donde aparezcan los vectores: @, g, a+ 2q, a+ 35,
— — 1 —
a— 20b, 6—3by6+§b.

-

¢) Calcular (@,a), (@,b), la longitud de @ y de b.

2) Usando solamente las cuatro propiedades del producto escalar verificar las

igualdades:
(@+b,a+b) = (a@a) +2(ab)+ (b b,
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3) {Cuales, de las siguientes parejas de vectores, son perpendiculares?

- (L=-L1)y(25,1);
i).- (1,—-1,1) y (2,3,1);
iii).- (=5,2,7) y( —1,2);
iv).- (m,2,1) y (2,—m,0).

4) Sea @ un vector ortogonal a todo vector & en R™. Mostrar que @ = 0.

5) Considerar nuevamente las parejas de vectores del Ejercicio 1.

i).- Hallar la proyeccién de @ a lo largo de b y la proyeccion de b alo
largo a.

ii).- Hallar el angulo entre @ y b.

6) Sean djy,...,a, vectores diferentes de cero, mutuamente ortogonales, es decir,
(d;,d;) =0sii#j. Seancy,..., ¢ € Rtales que c;d;+...+c¢.a, = 0. Mostrar
que ¢; = 0,1 <i <r, es decir dy,...,ad, son linealmente independientes.

7) Sean @,b € R\ {0} y sea 6 el angulo entre ellos.

i).- Probar que @y b tienen la misma direccién <= cosf = 1.
ii).- Probar que @'y b tienen direccién opuesta <= cosf = —1.

8) Sea d(Z,¥) = || — y]| la distancia entre ¥ y ¥, ¥, ¥ € R™. Probar:
D)- d(Z@,y) >0y dZ,9) =0 < ¥=14.

i).- d(@,b) = d(b

,d) para cualesquiera @, b€ R".
iii).- d(Z,y) < d(Z,Z) + d(Z, ) para cualesquiera Z, 7, Z € R".

9) Demostrar las siguientes relaciones:

D) 17+ gl1* + 12 = g1I* = 2(1Z]* + [[4]]*) (Ley del paralelogramo).
i)~ 17+ g7 — g1l < 12]1° + (191>

Sugerencia: Usar i).
iii).- 47, %) = |7+ ¥|I* — [|# — §]I* (Identidad de polarizacién).

iv).- Si 6 es el angulo entre 7' y ¥/, entonces:
17— g1 = (1211 + [111* — 2[|Z]|[|#] cos 6.

Interpretar geométricamente los incisos i) y ii).
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10) Calcular la distancia y el dngulo entre los vectores:

i)’_ <3a272) y (Oa ]-70)a
i)~ (1,0,1,1) y (=1,2,0,0).

11) Sean Z,y € R™. Mostrar que si Z y ¥ son ortogonales, entonces:

1Z+ 11 = [|Z]|> + ||7]]*> (Teorema de Pitégoras).

12) i).- Probar que (Z,3) = ||Z]|||y]] <= existe A\ > tal que ¥ = Ay o
AT =1/
ii).- Deducir que ||Z+¢]| = ||Z|| + ||7]]| <= existe A > 0 tal que & = \y
0T =1.

Dar una interpretacion geométrica de estos resultados.

13) Sean @,b # 0 en R”™. Mostrar que @ y b son ortogonales <= @+ A\b|| > |||
para toda A € R. Interpretar geométricamente este resultado.

—

14) Sean @,b,¢ € R?® y considerar el tridangulo cuyos vértices se muestran en la
figura.

L@ — a|||@ — b|| sen.

Deducir que el drea del triangulo estd dada por: A = 3|

., Como se calcularia cosf, cos ¢ y cos?

15) Considerar el espacio vectorial de las funciones continuas en el intervalo [—1, 1].
Se define el producto escalar de las funciones f, g en el espacio como:

+1

(f.9) = f(x)g(x)dx

Verificar las cuatro propiedades que debe tener un producto escalar:

i)
ii).-
iii).-

)-

fo9) =g, )
frg+h)=(f.q) + (f h);
Mgy =MFg) =({f A9, A eR;
L) Z0y(f.f)=0 < f=0.

iv

/\/\/\/\

Si f(z) =z y g(x) = 2?, calcular (f, f),(g,9) vy (f.9)-

Encontrar la proyeccién de f a lo largo de g y la proyeccion de g a lo largo de
f. Por ultimo, calcular la norma de la funcién constante 1.

1 El espacio R".



1.4 Ejercicios
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16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

Sean f, g : [a,b] — R integrables. Demostrar la desigualdad:

=[]

Sugerencia: Imitar la demostracién de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

b ~1/2 1/2
con h = {/ fQ}

1/2

LA

Probar que para toda Z,y € R™:
N2l =gl < 17— gll vy aue [[|Z]] = 7]l] < =+ 71l

Una transformacién lineal 7' : R™ — R" se dice que preserva normas si || 77| =
||Z|| para toda Z € R™ y que preserva el producto interior si (T'Z, Ty) = (%, §)
para toda ¥,y € R".

i).- Mostrar que T preserva normas <= T preserva producto interior.

ii).- Probar que si T' preserva normas, entonces 7' es 1 —1y T~! también
preserva normas.

iii).- Se dice que T preserva angulos si T es 1 — 1 y para @,y # 0, el
angulo entre Tz y Ty es igual al a&ngulo entre 7'y y. Demostrar que
si T' preserva normas, entonces 1" preserva angulos.

Sean ¥ € R™, ¢ € R™. Mostrar que ||(Z,%)|| = /||7]|? + ||7]|2, donde (Z,¥) se
considera como un elemento de R"*™.

Si0 <6 < seaT : R — R? una transformacién lineal cuya matriz es:

cosf senf
{ —senf cosf
el angulo entre ¥ y T es 6.

. Demostrar que T" preserva los angulos y si  # 0, entonces

Sean z1,...,%Tpn, Y1, -.,Y, € R. Probar la desigualdad:

n 1/2 n 1/2 n 1/2
Seewr| <[] [T
i=1 i=1 i=1
Sea || |1 : R" — R la norma uno : ||Z||; = Z |z;| = |z1| + -+ + |z,|. Probar
i=1
que || |1 no satisface la identidad del paralelogramo, esto es, la igualdad:

|17+ Gl + 17— gl = 2 [[|Z]7 + [|7:11°]
no se cumple para todo ¥,y € R".

Repetir lo mismo con || ||o en lugar de || ||;.
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23) Graficar en R? los conjuntos:
Bi(0,1) = {ZeR®||7||: <1},
B(0,1) = {#eR’||7]| <1},
B(0,1) = {ZeR®||Z]o < 1}.
24) Sean N y N5 dos normas sobre R". Se dice que estas normas son equivalentes
si existen «, # > 0 tales que
alNo(Z) < N1 (Z) < BN2(Z) para toda 7€ R™ (%)
Equivalentemente, aN;(Z) < No(Z) < N (%) para toda & € R".
i).- Probar que | ||y | |l son equivalentes.
ii).- Probar que | |1 v | [« son equivalentes.
iii).- Deducir de i) y ii) que | ||y || |lx son equivalentes.
iv).- En los incisos i), ii) y iii), encontrar la mayor constante v y la menor
constante 3 para que (x) se verifique
1
Respuesta: i): a = 1,08 = /n; i) a = 1,0 = n; iil) a = NG y
g =1
Las demostraciones deben hacerse sin usar el teorema que establece que todas
las normas en R” son equivalentes, sino hacerlo directamente.
25) {Son 6 no son correctas las siguientes desigualdades?
1= 9 < 12017
ii).- {Z,9)| < ||7]|o0]|¥]|c0 pPara toda 2,7 € R™.
Justificar la respuesta.
26) Sea T : R™ — R™ una aplicacién lineal. Demostrar que existe un nimero M
positivo tal que: ||T'Z]| < M||Z|| para toda Z € R™.
27) Sea N una norma sobre R™. Probar que p : R" x R" — R dada por: p(Z,7) =
N (Z — ¢) es una métrica sobre R™.
28) Sea p: R™ x R"” — R la funcién:

8 8
[N
<y

o 1 si
p(Z, ) :{ 0 si

Mostrar que p es una métrica en R".



Capitulo 2

Topologia de R".

2.1 Conjuntos abiertos y cerrados.

A menos de especificar lo contrario, cuando se diga norma y métrica, se entenderan norma
y métrica euclideanas respectivamente.

Definicién 2.1.1 Sean 7y € R™ y ¢ > 0. Se define la bola abierta de R™ con centro en I

y radio € por:
B(%y,e) = V.(Zy) = {7 € R" | ||& — Zo|| < €}.

Ejemplos 2.1.2
(1).- Sean = 1:

B(zg,e) ={zeR||jz—zo|<e}={reR|—e<z—130 <} =
={zeR|xg—ec<z<zi+6}=(x0—6,20+€).

(2).- Sean =2

(z,y) ER* | V/(x —20)2 + (y — o) < &} =
(z,y) € R? | (x — 20)* + (y — 0)* < €%}

B((20,90).€) = {
{

(3) Sean = 3:

B((z0,40, 70),€) = {(x,y,2) € R* | (x —20)> + (y — 90)” + (2 — 20)* < &}

Definicién 2.1.3 Sea A C R" y sea ¥y € A. Entonces ¥ se llama punto interior de A si

existe ¢ > 0 tal que B(%y,e) C A. Asi mismo definimos el interior de A por: A= interior
de A= {7 € A |7 es punto interior de A}.
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Definicién 2.1.4 A C R” se llama conjunto abierto en R™ si A = A En general se tiene:
AC A. Por lo tanto A es abierto si para toda & € A, existe €z > 0 tal que B(¥,ez) C A.

Ejemplos 2.1.5

(1).- R™es abierto en R™ pues dado ¥ € R", tomando €z = 1 se tiene B(Z, ez) C
R™. Por lo tanto R"es abierto en R".

(2).- Sea m > n,m,n € N. Se tiene que R" C R™ con la identificacién
(x1,...,2,) € R" con (z1,...,2,,0,...,0) € R™. Entonces R" no es abierto
en R™ pues dado & = (z1,...,2,,0,...,0) € R™, se tiene que para toda € > 0,

(x1,22,...,2,,€/2,0,...,0) € B(Z,¢) \ R",
es decir, B(7,e) ¢ R" para cualquier £ > 0.

(3).- (a,b) es abierto en R pues dado zy € (a,b), sea § = min{xo—a,b—x0} > 0.
Afirmamos que B(zg,0) C (a,b). En efecto, dado y € B(xg,?), se tiene que
ly — x| < 0 por lo que g —§ < y < xg+ 6. Por lo tanto

a<zg—0<y<zo+6<bh.

Se sigue que a < y < b lo que implica que y € (a,b). Por lo tanto B(xg,d) C
(a,b) y (a,b) es abierto en R.

o
—_—

(4).- |a,b] no es abierto en R, pues a ¢a, b].
En efecto dadae > 0, a—¢/2 ¢ [a,b] y a—e/2 € B(a,¢). Por tanto B(a,e) €
la,b] y [a,b] no es abierto en R.

(5).- Sea @) € R" y ¢ > 0. Entonces la bola abierta B(Zy,e) en R" es un

conjunto abierto en R" (esto justifica el nombre de bola abierta).

Sea ijo € B(¥o,e). Sea d = ¢ — [[jjo — Zo|| > 0. Afirmamos que B(y,d) C
B(f@,f‘:).

En efecto, sea z' € B(yo,d). Por lo tanto ||Z— 4| < d y
12— Zoll = 17— %o + go — Zoll < 12— %ol + %o — Zoll <3+ 9o — Zoll = e.

Entonces 2 € B(%y,¢) v B(4o,0) C B(Zo, ). Por lo tanto B(%y,¢) es abierto
en R"
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(6).- 0 C R™ es abierto en R™.

la. Forma: Si () no fuese abierto en R", existiria 7y € () con 7y ¢ (). Esto es
absurdo pues es imposible que exista 7y € (). Por tanto () es abierto.

e}
2a. Forma: Todo conjunto que estd contenido en el vacio es vacio y () C 0.

Obviamente tenemos que §# C (. Por lo tanto ) = . Se sigue que () es abierto.
(7).- Si A C R"™ es un conjunto finito entonces A no es abierto. En efecto, sea

A={d,..., 7} CR™

Sean #; = (ay,...,a,),e > 0. Consideremos, para m € N, el vector ¢, =

€
(al—i——,ag,...,an).
m

Se tiene que si m # k, ¥, # Y. Por lo tanto {#,}5°_, es un conjunto infinito
Y ||Um — Z1]| = €/m < e para toda m > 2. Se sigue que {¢,,}>>_, C B(21,¢).
Por tanto B(Z1,¢) es un conjunto infinito, lo cual implica que B(z},¢) € A.
Asi pues 77 no es punto interior de A y por tanto A no es un conjunto abierto.

(8).- Sean 7y € R",r > 0y B(Z,r) la bola abierta en R™ con centro en &y y
radio 7. Definimos el exterior de B(Zo, 1) por:

Ext B(Zp,r) = {Z € R | | — Zo|| > 1}

Veamos que Ext B(Zy,r) es un conjunto abierto. Sea i € Ext B(Zy,r). Por lo
tanto || — Zo|| > 7. Sea § = ||y — Zo|| — r > 0.

Sea Z € B(y,0). Por tanto ||Z— || < = || — Zo|| — r. Se sigue que

12— Zoll = |7 = 5+ 4 — Zoll = [|[§ — Zol| = 17— 7]l >
> [|g = Zol| = [ = Zoll + 7 =7

y ||Z — &|| > r. Por lo tanto z° € Ext B(Zy, 7). Se sigue que B(y,d) C
Ext B(Zy,r) y por tanto Ext B(Zy, ) es un conjunto abierto.

Definicién 2.1.6 Sea 7y € R", Una vecindad de Zy es un conjunto V' que contiene a otro
conjunto abierto U tal que &y € U, es decir, Zp € U C V y U es un conjunto abierto.
Si V' es un conjunto abierto y £y € V., V se llama vecindad abierta.

El siguiente teorema nos habla que las uniones arbitrarias y que las intersecciones
finitas de conjuntos abiertos, son conjuntos abiertos. Lo anterior quiere decir que los

conjuntos abiertos forman una “topologia” de R™.

Teorema 2.1.7
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).- 0, R™ y B(Zy,e) C R™ para cualesquiera Ty € R™, ¢ > 0 son conjuntos
abiertos en R™.

ii).- La union arbitraria de conjuntos abiertos en R™ es un conjunto abierto en
R™.

iii).- La interseccion de un nimero finito de conjuntos abiertos en R™, es un
conjunto abierto en R™.

Demostracion.
i).- Ya se hizo en los ejemplos anteriores.

ii).- Sea {A,}aca una coleccién de subconjuntos de R™ tal que A, es un conjunto

abierto en R™ para toda o € A. Sea A= |J A..
aEA

Sea ¥y € A. Entonces existe un o € A tal que 7y € A, vy A, es un conjunto

abierto, por lo tanto existe € > 0 tal que B(Zp,e) C A, C |J A, = A. Por lo
a€eA
tanto A es abierto.

k
iii).- Sean Aj, As, ..., A subconjuntos abiertos de R". Sea B = [ 4; = A1 N AN
i=1
L NAL.

Sea 7y € B. Entonces ¥y € A; para toda 1 < i < k. Cada A; es un conjunto
abierto. Por lo tanto existe g; > 0 tal que B(%y,¢;) C A; paratoda 1 <i < k.

Sea € = 1r£11<n {e;} = min{ey,e9,...,e,} > 0. Entonces B(Zy,e) C B(Zy, ;) C
<i<n

k
A; para toda 1 < i < k. Por lo tanto B(Zy,e) C () A; = B. Se sigue que B
i=1
es un conjunto abierto. a

Observacion 2.1.8 La interseccion de una infinidad de conjuntos abiertos en R™ no
necesariamente es abierto en R”.

1 1
Ejemplo 2.1.9 Sea H, = (a ——, b+ —) el cual es abierto en R para toda n € N.
n n

Ahora: () H, = [a,b] el cual no es un conjunto abierto en R.
n=1

Definicién 2.1.10 Un conjunto A C R se llama cerrado en R™ si R"\ A = CA es abierto
en R".

Ejemplos 2.1.11
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(1).- @ C R™ CO = R" el cual es abierto en R"™. Por lo tanto () es cerrado en
R™.

(2).- R* C R", CR™ = () el cual es abierto en R". Por lo tanto R™ es cerrado
en R".

(3).- [a,b] C R, C([a,b]) = (—o0,a) U (b,00) el cual es un conjunto abierto de
R. Por lo tanto [a, b] es un conjunto cerrado de R.

(4).- (a,b) C R, C((a,b)) = (—o0,a] U [b,00) el cual no es abierto en R (salvo
que a = b). Por lo tanto (a,b) no es un conjunto cerrado de R (a menos que
a="by en este caso (a,b) = (a,a) = ).

Definicién 2.1.12 Sean ¥y € R" y € > 0. Se define la bola cerrada en R™ con centro en
Zo y radio € > 0 por:

B(fo,¢) = {g € R" | |70 — 7l| <&}

Ahora la bola cerrada es un conjunto cerrado de R™ pues
C(B(Zy,¢)) = {7 € R" | [|§ — %oll > e} = ExtB(y, ¢)

el cual es un conjunto abierto en R”. Por tanto B(Z%, ) es un conjunto cerrado en R™.

Ahora veamos que B(d@,r) no es un conjunto abierto. Para demostrar esto debemos
dar un # € B(@,r) de tal manera que en toda bola B(T,¢) se encuentre por lo menos un
punto i € B(7F,¢) tal que ¢ ¢ B(a,r).

Sid=(ay,...,a,), consideremos ¥ = d+ré; = (a1 +r,as,...,a,).

Se tiene que ||Z — d|| = /(a1 +7 —a1)? + (a2 — a2)*+ -+ + (a, — a,)? = r. Por lo
tanto 7 € B(a,r).

Sea ¢ > 0 arbitrario y sea ¢y = ¥ + 351 = ((a1 +7)+ g,ag, e ,an>. Por una parte:
|y — || = Hgng = g < e. Por lo tanto ¢ € B(Z,¢).

Por otra parte: ¢ = &+ 251 =d+ (r+ g)él. Por lo tanto ||y — a|| = ||(r + %)eﬂ] =
I + g] =7+ % > r. Esto implica que ¢ ¢ B(@,r). Asf pues B(d@,r) es un conjunto

cerrado pero no es un conjunto abierto.
En particular, si ©y € R", se tiene que {Zy} = B(%,0). Por lo tanto {Zy} es un
conjunto cerrado que no es abierto.

Teorema 2.1.13

i).- 0, R" y B(Zy,r) C R™ para toda T € R", r > 0, son conjuntos cerrados en
R™.

ii).- La interseccion de una coleccion arbitraria de conjuntos cerrados en R™ es
un conjunto cerrado en R™.
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iii).- La union de un nimero finito de conjuntos cerrados en R™ es un conjunto
cerrado en R™.

Demostracion.

i).- Ya se prob6 en los ejemplos anteriores.

ii).- Sea {Aq4}aca una coleccién de subconjuntos de R™ tales que cada A, es cerrado
en R". Por lo tanto para cada o € A,CA, es un conjunto abierto en R".
Sea A = () Aa,CA =C([) Asn) = U CA, es un conjunto abierto en R™.

acA a€N a€N
Por lo tanto A es un conjunto cerrado en R".

n
iii).- Sean Ay,..., Ay € R" conjuntos cerrados y sea B = |J A;. Entonces CB =
i=1

C(lJ A;) = (N CA; el cual es un conjunto abierto en R™. Por lo tanto B es un
i=1 i=1
conjunto cerrado en R". a

Observacién 2.1.14 La unién de una infinidad de conjuntos cerrados en R™ no es nece-
sariamente cerrado en R”.

1 1
Ejemplo 2.1.15 Sea L, = [a +—,b— —] n € N. Entonces L, es un conjunto cerrado
n n

en R para toda n € N.

Sin embargo |J L, = U [a+ %, b— E] = (a,b) no es un conjunto cerrado en R.
n=1 n=1
Definicién 2.1.16 Sea A C R™. Un punto & € R" se llama punto de acumulacion de A
si para toda ¢ > 0, [B(Z,e) N A] \ {Z} # 0, es decir si toda bola con centro en & tiene
algin punto de A distinto de & mismo.
Ponemos: A" = {Z € R™ | x es punto de acumulacién de A}. El conjuto A’ recibe el
nombre de conjunto derivado de A.

Ejemplos 2.1.17

(1)- Sea S={z€[0,1] |z €Q} =1[0,1]NQ.
Afirmamos que S" = [0, 1].
En efecto, sea zy € [0,1] y sea ¢ > 0. Existe y € QN [0,1],y # x tal

que |y — xo| < e. Por lo tanto y € {B(xg,e) N S} \ {xo}. Se sigue que
[B(zg,2) NS]\ {z0} # 0. Por lo tanto [0,1] C S".

Ahora sea xy € C([0,1]) = (—00,0) U (1,00) el cual es un conjunto abierto.
Por lo tanto existe € > 0 tal que B(xzg,e) C C([0,1]). Se sigue que (B(xg,£) N
S)\ {zo} = 0. Por lo tanto x¢ ¢ S’. Se sigue S" = [0, 1].
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(2).- Sean #,..., T, € R" y sea A ={71,...,7}. Afirmamos que A" = ().

En efecto, sea 7y € R". Si ¥y = &; para algin 1 <17 < k, sea

e=min{||Zj —Zo|| | 1 <j <n,j#i} >0.

Se tiene B(Zp,e) N A = {Zy} = {&;} y por tanto (B(Zo,e) N A) \ {Zo} =
{Zo} \ {#o} = 0. Por tanto Zo ¢ S’

Si 7y # @;, para toda 1 < i < k, Ty € A° el cual es un conjunto abierto. Por
lo tanto existe ¢ > 0 tal que B(#y,e) C Ay por tanto [B(Zy,e) N A]\ {Zo} =
0\ {#} = 0. Més precisamente, sea ¢ = min{||7; — Zo|| | 1 < j <n} >0. Se
tiene que B(Zp,e) N A = (. Por lo tanto Ty ¢ S’. Se sigue que S’ = 0.

(3).- Se puede verificar que (a,b)’ = [a,b]’ = [a, b].

Definicién 2.1.18 Sea A C R". Un punto 7y € R” se llama punto de adherencia de A
si para toda € > 0, B(Zo,e) N A # .

Ponemos: A = {# € R" | & es punto de adherencia de A} y A recibe el nombre de
adherencia de A 6 cerradura de A.

Definicién 2.1.19 Dado A C R™, un punto 7 € A tal que & ¢ A’| es decir, existe € > 0
tal que B(Z,¢) N A = {Z}, se llama punto aislado de A.

—

Definicién 2.1.20 Sea A C R", ¥ € R” se llama punto frontera de A si para toda
e>0,B(F,e)NA#0Dy B(Z,e)NCA#0.

Ponemos 0A = Fr A = {# € R" | ¥ es punto frontera de A}. El conjunto 0A = Fr A
recibe el nombre de frontera de A.

Observacién 2.1.21 De la definicién se sigue que 0A = AN CA.

Ejemplos 2.1.22
(1)- Sea I C R, I = {z € R | z es irracional}. Se tiene que I=R,0I=R.
Analogamente Q = R = 0Q.

En efecto, sean xy € R, € > 0. Entonces existen yy € I, zg € Q con xg # o,
xo # 20 tales que |zg — yo| < €y |xo — 20| < e. Por lo tanto B(xg,e) N1 #
v B(zg,e) NCI = B(xg,e) NQ # (. Por lo tanto zg € I, 2o € I¢. Se sigue que
Xo € Ol

También se tendrd I' = Q' = R y tanto Q como I no tienen puntos aislados.

(2).- Se tiene ON = N = N, N = {) y todos los puntos de N son puntos
aislados. Las demostraciones se dejan como ejercicio.

(3).- Se tiene que B(Zy, e) = B(&y, €).
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(4).- Se tiene 9((a,b)) = I([a, b)) = {a, b}.
(5).- Sea S = {(z,y) € R? | 22 — y? > 1}. Se tendrd que:

S={(z,y) eR*|2* —y* > 1};
S ={(z,y) e R* | 2 — " = 1};
S =S5Uds.

(6).- Sea A= {(z,y) e R* |1 < 2?4+ y* <9} U{(0,0)}.
Se tiene:

A={(z,y) eR?| 1 < 22 +y% < 9},

A ={(z,y) e R? | 1 < 2? +y? <9},

A= {(z,y) e R? | 1 < 22+ y* <9} U{(0,0)}. El tinico punto aislado de A es
(0,0).

FrAd={(z,y) eR?|2* +y* =1} U{(z,y) € R* [ 2” +y* = 0} U{(0,0)}.

Observaciéon 2.1.23 Para cualquier subconjunto A de R™ tenemos A" C A0ACA y
ACA.

Teorema 2.1.24 A es un conjunto cerrado <= A = A.

Demostracion.
=) Siempre se tiene A C A.

Sea i) € A. Entonces para toda ¢ > 0, B(Zy,¢) N A # ().

Si @y ¢ A, CA es un conjunto abierto y Zy € CA, por lo que existe g9 > 0 tal que
B(Zo,e) € CA. Por lo tanto B(Zy,e9) N A = 0 lo cual es absurdo. Por tanto @y € Ay
A C A, de donde se sigue que A = A.
<) Sea & € CA. Si acaso para toda ¢ > 0, B(7,e) € CA entonces para toda ¢ > 0,
B(#,e)NA#(. Porlo tanto 7 € A=Ay ¥ € ANCA = () lo cual es absurdo. Por tanto
existe € > 0 tal que B(¥,¢) C CA. Se sigue que CA es un conjunto abierto. Por tanto A
es un conjunto cerrado.

Teorema 2.1.25 A es un conjunto cerrado <— A’ C A.

Demostracion.
=) Si A es cerrado, A = A, de donde obtenemos que A’ C A = A.
<) Sea Ty € A. Por lo tanto, para toda ¢ > 0, B(Z,e) N A # (). Si Z) ¢ A, entonces
para toda € > 0, [B(Zy,e) N A] \ {Zo} # (). Por lo tanto ¥y € A’ C Ay &) € A, lo cual es
absurdo.

Asi pues Ty € Ay A C A. Por tanto A es un conjunto cerrado. a



2.1 Conjuntos abiertos y cerrados.

Definicién 2.1.26 Sean 7y € R" y € > 0. Definimos la esfera de R™ con centro en &y y

radio € por: §(7o,€) = {7 € R | [[7— Tl = £},

Observacién 2.1.27 Se verifica que (%, &) = d(B(%y, €)) y puesto que para cualquier
subconjunto A C R™ 0A es cerrado (ya que dA = A NCA), entonces S(Zp,e) es un

conjunto cerrado en R".

Teorema 2.1.28 Sea A C R™. Entonces se tiene:

i).- A= U{V |V C Ay V es un conjunto abierto en R"}, es decir A es el

maximo conjunto abierto contenido en A.

ii)- A=({F|ACF yF esun conjunto cerrado en R"}, es decir A es el

minimo conjunto cerrado que contiene a A.

Demostracidn.

i).-

ii).-

Sea V' C A,V abierto. Sea 7y € V. Entonces existe r > 0 tal que B(Zy,r) C
V C A. Por lo tanto Zj € A yV C /Ol, lo cual implica que

U{V | V. C A,V es un conjunto abierto} C A

Ahora sea 7 € A. Por tanto r > 0 tal que B(Zyr) C A. Asipues V = B(Zy,r)
es un conjunto abierto tal que V C A. Por tanto

ToeV C U{V | V. C Ay V es un conjunto abierto}.
Por lo tanto
Ac U{V | V. C Ay V es un conjunto abierto},
de donde se sigue la igualdad buscada.

Sea F un conjunto cerrado en R” tal que A C F. Sea 7y € A. Si & ¢ F
entonces existe r > 0 tal que B(Zy,r) C CF C CA. Por tanto B(Zy,r)NA = (),
lo cual es una contradiccién. Asi &, € F. Por tanto A C F para todo conjunto
cerrado Fen R"y A C F.

Reciprocamente, sea

Ty € ﬂ{F | AC F'y F es un conjunto cerrado en R"}.

Si Zp ¢ A entonces existe r > 0 tal que B(#,7) N A = (. Ahora F =
C(B(Zo,r)) es un conjunto cerrado y B(Z, r)NA = (. Entonces B(Zo,r) C CA
y por tanto F' = C(B(Zy,7)) 2 A. Ademas ¥y ¢ F lo cual es absurdo. Por
tanto Zy € A, lo cual implica que

A= F|ACZF vy F esun conjunto cerrado en R"™}. J
y ]
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Notacién 2.1.29 Ponemos ’

[¢]
—

= acumulacién, — = cerradura, o = interior, ¢ = com-

plemento. Es decir si A C R" se entenderd: A0 =(A'); A~ = (E)/;AC_C = C(CA),

etc.

Proposicion 2.1.30

_ o

i).- A“¢ = A°, es decir, C(CA) = A,

o
—_—

ii)- A®° = A~ es decir, C (CA)= A),

para todo subconjunto A C R™.
Demostracion.

i).- Se tiene: A" O A° por lo que A°°¢ C A® = Ay puesto que A° ¢ es un
conjunto abierto, entonces A“"¢ C A°.

Ahora bien, A° C A, por lo que A°¢ DO A¢y A°° es un conjunto cerrado, de
donde obtenemos que A O A", Se sigue que A° = A°“ C Ay A° C A““
Asi pues A“7¢ = A°.

ii).- Ejercicio. |

Proposicién 2.1.31 Si A es un conjunto abierto o cerrado entonces (0A)° —9A=

Demostracion.  Supongamos que A es un conjunto abierto. Por lo tanto A° = A.

(0A)° = (ANTAP = (A°NA) = A°NA®=
—
AC*ZAoc
=A°NA® C ANA“=ANCA=10

—
Aco—A—c

por lo tanto (9A)° = 0.
Ahora, si A es cerrado, entonces CA es abierto y (9(CA))° = (0A)° = 0.

o

Definicién 2.1.32 Al conjunto: Ext A =CA se le llama el exterior de A, ACR™

0.
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2.2 Sucesiones en RF

Definicién 2.2.1 Una sucesién en R¥, es una funcién ¢ : N — R*.
) _ 2 (] 2 k k _ (=
Ponemos: ¢(n) =2, = (z,,z,,...,z;) € R¥ y denotamos ¢p(N) = {Z,}>2 ;.
Las nociones de sucesiones en R* y de R coinciden como veremos en seguida.

Definicién 2.2.2 Se dice que {7}, converge a Ty € R* y se denota: 7, —— & o

n—oo

lim %, = &y si dada ¢ > 0, existe ny € N tal que para toda n > ng, ||Z, — Zo|| < €, es

n—oo

decir, para toda n > ng, Z, € B(Z,¢).

1 NN" (=1)™\1~™
Ejemplo 2.2.3 En R? sea {7,}°°, = {(—, (1 + —) , (=) )}
n

n n? el
Afirmamos que lim #, = (0,¢,0). La razén de proponer este limite se debe al simple

1 1\" -1
hecho de que lim — =0, lim (1 + —) =ecvy lim (=1
n

n—oo M, n— oo n—oo n2

=0.

En efecto, sea ¢ > 0, entonces existe ng € N tal que para toda n > ng se tiene:

< (0 [

Por lo tanto, para n > ng, se tiene
1 2 1 2 _1)n 2
- 0ot =yf(50) s (1) o) (G2 o) <
n n n

probando lo afirmado.

Teorema 2.2.4 Sea {Z,}52, una sucesion en R*, &, = (z},22,...,2%) y sea Ty =
1,2

(zg, 23, ..., 2k) € R¥. Entonces: lim 7, = &y <= lim 2/ = x para todo1 < j <k. Es

n—oo n—oo

decir ¥, —— Ty <= la sucesion en cada componente de X, converge a la componente

n—oo

respectiva de Xg.
En particular se tiene que {7}, C R¥ converge <= cada sucesién de las compo-
nentes {2152, CR, 1 < j <k, converge.

Demostracion.
=) Sea 1 < j <k fijo. Sea ¢ > 0. Existe ng € N tal que para toda n > ng, ||7,, — 7| < ¢
y @l — xd| < ||@, — Zo|| < e. Se sigue que lim x/, = z3.

n—oo

<) Sea ahora lim x} = z) para toda 1 < j < k.
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Sea ¢ > 0. Existe ng € N, tal que para toda n > ng, y para toda 1 < j <k, |x{1—x6| <

€ )
——. Entonces para n > ng se tiene:

Vi

& 1/2 & 1/2
- - i i €
TR S A

Por lo tanto lim #,, = . a
n—oo

Definicién 2.2.5 Una sucesién {7,}2%, C R* se llama de Cauchy si para toda ¢ > 0,

existe ng € N tal que para toda n,m > ng, |7, — T < e.

El siguiente resultado nos dice que R¥ (al igual que R) es un espacio “completo”.

Teorema 2.2.6 (Cauchy)

i).- Sea {7,}52, C R* 7, = (a}, 22, ... 2F). Entonces {%,}°2, es de Cauchy
< {2}, es de Cauchy para toda 1 < j < k.

ii).- {7}, CR* converge < {7,}°2, es de Cauchy.

Demostracion.  Ejercicio. a

Teorema 2.2.7 (Bolzano-Weierstrass) Sea {7,}°°, C R* una sucesién acotada, es

decir, existe M > 0, M € R tal que ||7,|| < M para toda n € N. Entonces eriste una
subsucesion {Z,,}2, de {Z,}°, que es convergente.

Demostracion.  Ejercicio. Q

Analogamente se tendran los siguientes resultados:

1. Si {Z,}%°, C R* converge, entonces el limite es tinico.

2. Si {Z,}>°, C R* converge, entonces {Z,}°°, estd acotada. El reciproco no se
cumple.

3. Una sucesién {7, }22, C R¥ converge a T si y sélo si toda subsucesién {7, }2°, de
{Z,}°°, converge a Z.

Las demostraciones son iguales que en sucesiones reales y se dejan como ejercicio.

Ahora pasamos a caracterizar los puntos de adherencia y los puntos de acumulacion
por medio de sucesiones.

Teorema 2.2.8 Sea A C RF y sea Ty € R¥. Entonces:
i).- Ty € A < emiste {T,}°2, C A tal que lim 7, = Tj.

ii)- @p € A < emiste {7,}>2, C A, T, # Ty para todan € N y lim %, = Zy.

n—oo
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Demostracion.

i).- =) Sea T € A, entonces para toda & > 0, B(Zy, &) N A # 0.
1
Sea g, = — y sea &, € B(Zp,e,) N A. Entonces {7,}>2, C Ay para toda
n
1
€ > 0, existe ng € N tal que para toda n > ny, — < £ y por lo tanto para toda
n

. o 1 oL o
n > ng, [|Z, — || < en = — < e. Por tanto lim 7, = .
n

n—oo
<) Sea € > 0, entonces existe ng € N tal que para toda n > ny, || %, — Zo|| < e.
Por lo tanto 7, € B(Zy,e)NA. Se sigue que para toda ¢ > 0, B(Zo,e)NA # (),

de donde tenemos que @y € A.

ii).- =) Se procede de manera idéntica que en i) sélo que ahora elegimos 7, €
[B(Zy,e) N A\ {Zo} por lo que &, # Ty para toda n € N.

<) Sea ¢ > 0. Existe ny € N tal que para toda n > ny, ||Z, — Zo|| < e,
lo cual implica que %, € [B(Zy,e) N A] \ {#y}. Por tanto, para toda £ >

0,[B(Zo,e) N A]\ {@o} # 0. Se sigue que 7y € A'. a
1

Ejemplo 2.2.9 Sea A = {(@, —) | m,n € Z,n # 0}. Queremos determinar A’.
n'n

Sea (z9,0) € B = {(z,0)|z € R}. Existe una sucesién {z,,}>°; C Q tal que x,, # o y

1
lim x,, = xq. Sea x,, = Pn por tanto lim Gn = 00. Se sigue que &, — | —— (2,0)
n—oo Gn n—oo qn Qn n—00
oo

n 1

y{(p—,—>} C A. Por lo tanto B C A'.
qn Qn n=1

Sea ahora (xo,79) € A’. Por lo tanto existe {(z,,yn)}0>, C A para toda (x,,y,) #

(w0, 10) para todan € Ny lim (z,,y,) = (20, %0)-

Sea xz, = Pn g x, = xo para toda n € N,|¢,| < M. Por lo tanto existe una

n
subsucesion {g,, }2°, convergente. Puesto que {g,, }32; C Z, se tiene que existe ng, € N
1 1

1
tal que para toda ny > n,, g, = q. Se sigue que y,,, = — = -y klim Yn, = Yo = —, pOr
my, q -0 q
lo que y,, = o, lo cual es imposible.

Asi pues se tiene x,, # xy para una infinidad de n € N, por lo que la subsucesion
respectiva de ¢, diverge a co. Cambiando los indices podemos poner g, —— oco. Por

n—oo

1
lo tanto y, = — —— 0 = yo. Por lo tanto (x¢,y0) = (20,0) € B, lo que prueba que

n—oo

A'CB,y A'=B={(z,0)z € R} =R x {0}.
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2.3 Ejercicios

1) Sean Ty, 3o € R™ tales que &y # 7jp. Probar que existen dos conjuntos abiertos

2)

UV enR" talesque 7 € U, 5, € VyUNV = 0.

a) Sean (aj,by), (ag,by) intervalos abiertos en R. Demostrar que el
conjunto (ay,by) x (as, by) es abierto en R2.

b) Probar que By (a@,7) = {T € R? | |T—dl|oc <7} = (a1 —7,a1 +7) X
(ag — ryas + 1) y deducir que By (@,r) es abierto en R

c) Sean Gi, Gy conjuntos abiertos en R. Mostrar que Gy X Gg es un
conjunto abierto en R2.

d) Generalizar los resultados anteriores a R™.

a) Demostrar que el conjunto A = {(z,y,z) € R? | > 0} es abierto
en R3.

b) Probar que el conjunto G = {(z,y,2) € R* |z > 0,y > 0,z > 0} es
abierto en R3.

4) Considerar los siguientes subconjuntos de R:

a) (a,b);

con a < b.

Decir cuales de estos conjuntos son abiertos, no son abiertos, son cerrados, no
son cerrados en R y demostrar las respuestas.

5) Demostrar que:

a) {(z,y) €eR?* |z =0y y € (a,b]} no es ni abierto ni cerrado en R2.

b) {(z,y) e R* |y =0y x € [a,b]} es cerrado pero no es abierto en
R2.

c) {(z,y) e R? | x>0} U{(0,0)} no es ni abierto ni cerrado en R2.
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d) @ no es ni abierto ni cerrado en R.

1 1 o0
6) a) Sea H, = (a— ﬁ,b—l— 5), n € N. Probar que [ H, = [a,b]. Asi
n=1

pues la intersecciéon de una familia de conjuntos abiertos que no es
finita, no tiene porque ser un conjunto abierto.

1 1 o0

b) Sea L, = |a+ —,b— —] para toda n € N. Probar que |J L, =
n n n=1

(a,b). Asi pues la unién de una familia conjuntos de cerrados que

no es finita, no tiene por que ser un conjunto cerrado.

7) Probar que la esfera S(dy,r) = {& € R" | ||# —d]|| = r} es cerrado pero que no
es abierto en R"™.

1
8) Sea A = { (w, —) |z > 0}. Demostrar que A es un conjunto cerrado y que
x

no es un conjunto abierto en R2.

9) Sean [a1, by}, [as, by] dos intervalos cerrados en R. Probar que [a1,b1] X [ag, by]
es un conjunto cerrado en R?. Generalizar a R”. Deducir que B (d,r) =

{Z € R" | || ¥ — || <7} es cerrado en R™.

10) a) Si F, F» son dos conjuntos cerrados en R, mostrar que Fy X Fy es
cerrado en R2.

Sugerencia: C(F; x F,) = (CFy x R) U (R x CF).

b) Si Fy x F, es un conjunto cerrado en R? mostrar que F}, Fy son
conjuntos cerrados en R. Se estd suponiendo que Fy # () # Fy.
Sugerencia: Para probar que Fj es cerrado en R, tomar z; ¢ F}
y tomar xo € Fy. Entonces (x1,29) ¢ Fy x Fy. Por lo tanto existe
B((x1,x2),e) € C(Fy x Fy). De ahi obtener un intervalo abierto de
centro z; y disjunto de Fj.

c) Probar que F} x Fy X -+ x F,, es un conjunto cerrado en R" <=
F\, Fy, ..., F, son conjuntos cerrados en R donde F; # (), F, #

0,...,F, #0.
11) Sean A C R", #; € R". Definimos A+ %y = {d+ 7y € R" | @ € A}. Mas
generalmente, si B C R™, ponemos A+ B={d+beR"|d€ Aybec B}.

a) Mostrar que si A es un conjunto abierto, entonces A + T, es un
conjunto abierto.
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b) Probar que si A es un conjunto abierto, entonces A + B es un con-
junto abierto.

Sugerencia: A+ B = |J(A+1b).
beB

12) Sea A CR" y sea C = {¥ € R" | d(Z,d) < 1 para algin @ € A}. Demostrar

que C' = |J B(d,1) y deducir que C' es un conjunto abierto en R".
dcA

13) Dados A, B C R, se define A- B = {ab|a € A,b € B}. Si A es un conjunto
abierto, jsera cierto que A - B es un conjunto abierto en R? Justificar la
respuesta.

14) a) Considerar los subconjuntos @Q, I = R\Q de R. Mostrar que @ =
T= 0. Hallar ExtQ y Ext1I.

b) Sea Q" ={T e R" | T = (z1,...,2,),7; € Q, 1 <i <n}. ;Que son

Q", Ext Q"?

15) Sean A, B C R™.

a) Probar queOA C B implica A C B y probar que para toda C, D C R"”
se tiene C' N D= Co'ﬂ D.

b) Mostar que AU BZ QA/LZ\B. Dar un ejemplo de subconjuntos de R
donde AU B 7£A/U\B .

¢) Demostrar que ANExtA =01y ANExtA = 0.
d) Ext(C(ExtA)) = ExtA.
e) Ext(AU B) = (ExtA) N (ExtB).

16) Sean A, B C R. Probar que Ax B=Ax B.

17) Considerar los conjuntos de los Ejercicios 4, 7 y los incisos a), b) y ¢) del
Ejercicio 5. Hallar su interior y su exterior, justificando las respuestas.

18) Demostrar que A C R™ es un conjunto cerrado <= AC A

19) a) Probar las férmulas de “dualidad” entre “interior” y “adherencia’:

para todo subconjunto A C R”, CA —CA= ExtA y CA=CA.
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b) Demostrar que para cualesquier subconjuntos A, B C R", AU B =
AUB.
¢) Mostrar que para todo A,BCR": ANB C Zﬂ?._Dar_un ejemplo
en R de dos subconjuntos A, B tales que AN B # AN B.
20) Sean A, B C R. Probar que A x B = A x B.

21) Sea {A4}acq una familia de subconjuntos de R™. Demostrar que |J A, C
aE

U A.. Dar un ejemplo en R de conjuntos donde la inclusién sea estricta.
acf)

22) a) Probar que § = ) = @yW: R™ =R".

b) Dar un ejemplo de un subconjunto A en R™ tal que A= 0y A=R"

2ol
N
|

23) Probar que para todo subconjunto A C R™, A C Ay
en R donde las inclusiones sean estrictas.

. Dar ejemplos

24) Demostrar que:

&
s
~

w

B

=
I
s
~
-

&

B
5

S~—
I

~
8y
Mm
=

"E=al >}

25) Demostrar que para todo subconjunto A C R" : A=AUAYy AUFr A =
AUFrA=A.

Ademés AN0A=0y0A=4\A
Deducir que A es cerrado <— A’ C A.
Deducir también que 4’ D A\ A.
26) Probar que para todo A, BCR": (AUB) =A"UB.
27) Mostrar que para todo A C R™, A’ es un conjunto cerrado.

Sugerencia: Probar que A” C A'.
28) Sean A, B dos subconjuntos de R"™. Probar que si A C B, entonces A’ C B'.
29) Sea A= {(z,y) eR*|y=0y 0 <z < 1}. Hallar A".

Probar que N =N = 9N y que N=N = 0.
Por tltimo, verificar que 9((a,b)) = 9([a,b]) = {a, b}.
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30) Sea A un subconjunto de R.

a) Se supone que A estd acotado superiormente. Sea x = sup A. De-
mostrar que x € A.

b) Dar un ejemplo de un conjunto A donde x € A"y otro donde z ¢ A’.

c) Al suponer que A esté acotado inferiormente, definimos y = inf A.
Probar que y € A y hacer lo mismo que en b) con y en lugar de z.

31) Probar las siguientes afirmaciones:
FrA=ANCA.
b) Fr A = Fr(CA).

)
)
¢) ANFrA=0; AnExtA =0y Fr AN ExtA = 0.
)
)

d) Todo punto aislado de A es un punto frontera de A.

e) FrA=A\ A
32) Sea A un subconjunto de R".

a) Mostrar que A es un conjunto abierto <= ANFrA = (.
b) Probar que A es un conjunto cerrado <= Fr A C A.

33) Demostrar que Fr A C Fr Ay Fr A C Fr A. Dar ejemplos en R de casos en que
estos tres conjuntos sean distintos.

34) Probar que Fr B(@,r) = Fr B(d,r) = S(a,r) = {Z e R" | || — d@| = r}.
35) Encontrar la frontera de los conjuntos dados en los Ejercicios 4 y 5.

36) Decidir cuales de las siguientes sucesiones son convergentes.
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37) Sea {¥,}>°, una sucesién convergente en RP, digamos & = lim #,. Sea A =

n—oo

{#, | n € N}. Probar que # € A. Més atin demostrar que A = AU {z}.

Sugerencia: Probar que AU {Z} es cerrado.

38) Sea S el conjunto:

a) S={(z,y) e R? |z > y*};
b) S ={(z,y) eR?* |z <y}
c) S={reR|zeQ,a2?<2}.
Es S cerrado? jEs S abierto? Hallar 5’, S'. S, Fr S, ExtS.

39) Encontrar el conjunto de puntos de acumulacién de los siguientes conjuntos
en R2.

){(mn)|mn€Z}
q) | p,q € Q};

b) {(»
{( )\mneZn;«éO}
d) {(E io) ]m,nGZ,m,n#O}.

40) Sea {Z,}5°, una sucesién en RP, 7, = (21,,Ton,...,Tp,),n € N. Probar
que {7,}°2, es de Cauchy en R? <= {z;,}72; es de Cauchy en R para
i=1,2,....p.

41) Sea {Z,}5°, una sucesién en RP. Demostrar que {7, }°° ;| es convergente <=
{Z,}5°, es de Cauchy.

42) Sea {Z,}>°, una sucesién en RP acotada. Probar que {7}, tiene una sub-
sucesion convergente.

43) Sea {xn}zo:p Tp = (xlny Tony - - - 7xpn) Yy {yn}zo:p Yn = (y1n7 s 7ypn) dos suce-
siones convergentes en R?, digamos ¥ = lim 7,y = lim .
n—oo n—oo

a) Sea Z, = T, + ¥, para toda n € N. Probar que la sucesién {Z,}22,
es convergente en R? y que © + ¢ = lim Z2,.

n—oo

b) Sea A € Ry sea w, = A%, paratodan € N. Mostrar que la sucesién
{W, }2, es convergente en R y A\Z = lim .

n—oo
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c) Sea r, = (Zn,Y,) para toda n € N. Probar que la sucesion {r,}22,
es convergente en R y que (Z,7) = lim r,.
n—oo

d) Sea s, = ||Z,| para toda n € N. Probar que la sucesién {s,}>° es
convergente en R y que ||Z]| = lim s,,.
n—o0



Capitulo 3

Conjuntos compactos y conexos

3.1 Conjuntos compactos

Definicién 3.1.1 Sea A C R™ y sea {B,}aca una coleccién se subconjuntos de R™.

La coleccién {Bg}aea se llama cubierta o recubrimiento de A si A C |J {Ba}aca. La
aeA
coleccion se llama | J {Bas}aca cubierta abierta de A si A C |J B, ademds B, es un
a€N a€EA
conjunto abierto para toda a € A.

Una subcubierta de {B,}aen €s una subcoleccion {Bg}gen, donde A" C Ay A C

U Bgs.

BEN

Ejemplos 3.1.2

(1).- Sea G,, = (—n,n) y UG = R. Por lo tanto {G,}>2, es una cu-

bierta abierta de R. Sin embargo notemos que cualquier subcubierta finita

de {G,,}°2, no cubre a R.

1 1
(2).- Sea H,, = (a +—,b— —). Se tiene que (a +—,b— —) = (a,b). Por
n n =1
lo tanto {H,,}7°, es una cubierta abierta de (a,b). Sm embargo notemos que
ninguna subcubierta finita de {H,}>°; cubre a (a,b).

(3)- Sea A = {Z1,...,Z,} C R*. Sea {B,}aca una cubierta abierta de A.
Entonces A C |J B,.

acA

n

Sean T € By, ..., T € By, ...,y € B,,,. Porlo tanto A C |J B,,. Se sigue
i=1

{B,,}"_; es una subcubierta finita de A.



3 Conjuntos compactos y conexos

Definicién 3.1.3 Un subconjunto A C R” se llama compacto si de cualquier cubierta
abierta de A, se puede extraer una subcubierta finita.

Ejemplos 3.1.4

(1).- Por los Ejemplos 3.1.2 se tiene que R y (a,b) no son subconjuntos com-
pactos de R.

(2).- {#1,...,%,} = A CRP es compacto por el Ejemplo 3.1.2(3).

1
(3).- Sea A = {(O, —) eR?|ne N}. Veremos que A no es compacto en R
n

Para demostrar esto se debe hallar una cubierta abierta de A que no contenga
ninguna subcubierta finita

Sean

La familia {G,}22, es una cubierta abierta de A.

Tomemos ahora una subcoleccién finita Gy, , . .., G, arbitraria de la coleccién
{G,.}52,. Probaremos que A Z G, U...UG,,. Con esto habremos probado
que la cubierta abierta {G,,}°° |, no tiene ninguna subcubierta finita.

1
Primero observemos que (0, —) €eG, < p=n.
p

1 1
En efecto, si p = n, entonces claramente (0, —) = (0, —) € Gp.
P n

Ahora bien si p # n, digamos por ejemplo que p > n, entonces

03)- ). -F-=

1
n

. >
P np n(n+1)
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1 1
donde ——— es el radio de G,,. Por lo tanto ( 0,- ) ¢ G,,.
n(n+1) p

1 _
0,— ) — 0,1 S > 1 = radio
n P) np n(n+1)

1
de G,,. Por tanto (0, 5) ¢ G,.

Ahora si p < n, entonces

Ahora probaremos que A  G,, UG,, U---UG,,. Sea p € N tal que p >
1

max{niy,ng,...,nk}, (O, —) ¢ (Gp,U---UG,, ). Por tanto A Z G,,,U- - -UG,,.
p

Se sigue que A no es compacto.

Se puede observar que esta misma demostracion sirve para probar que el con-
junto {0} x (0, 1] no es compacto.

La definicién de conjunto compacto por medio de cubiertas abiertas es en realidad
muy tedrica y en el siguiente resultado caracterizaremos a los compactos por medio de
propiedades mas faciles de manejar. La razén de la definicién de compactos tal como se dié
es que en las generalizaciones a “espacios topologicos” ya no nos sirven las caracterizaciones
que ahora vamos a dar para subconjuntos en R".

Teorema 3.1.5 (Heine-Borel) Se tiene que A CR"™ es un conjunto compacto < A
es cerrado y acotado.

Demostracion.
=) Sea A C R™ un conjunto compacto.

i) A es cerrado:

Sea 7, € CA. Por lo tanto ¥y # ¢ para toda i € A. Para cada ¢ € A, existen conjuntos
abiertos Uy, Vy tales que Ty € Uz, j € Vi y U NV = 1.

Ahora bien, claramente A C J Vj. Por tanto {Vj}jca es una cubierta abierta de A.
yeA

Por ser A compacto, existe una subcubierta finita: A C |J Vj,. Ahora & € (1] Uy, el cual
j=1

J

=1
m
es un abierto, por lo que existe € > 0 tal que B(Z,e) C [ Uy,
j=1

Ahora



38 3 Conjuntos compactos y conexos

Se sigue que B(Zy,c) C CA.
Por tanto CA es un conjunto abierto y A es un conjunto cerrado.
(ii) A es acotado:

Sea H,, = B(0,m). Se tiene |J H,, = R* D A. Por tanto {H,,}>°_, es una cubierta

m=1
abierta de A. Entonces existe una subcubierta finita H,,,..., H,,. Reordenando los

indices podemos suponer' ny <ng < ... <my portanto H, 2 H,, paratodal <j </

Se sigue que A C U H,, = H,,. Por lo tanto para toda ¥ € A,7 € H,, y entonces

|Z]| < ny. Es decir A esta acotado.
<) Primero supongamos que A = [a},bl] x [a?,02] x ... x [a},b}] = I;.
Supongamos que A no es compacto, por lo tanto existe una cubierta { B, }aca de Ih
que no tiene una subcubierta finita.
Partimos cada intervalo a la mitad:

1 1 n n
1_a1+b1 n_a1+bl
G=—"—, ..., = —

2 2

y obtenemos 2" subrectangulos de I;. Al menos uno de estos subrectangulos no puede ser
recubierto por un nimero finito de B,,.

Sea I, = [a},bl] x [a3,03] x ... x [a},b3] C I, tal subrectdngulo.

Volvemos a partir cada intervalo a la mitad con puntos medios dados por

| _Gytby 5, aj+ by

y obtenemos 2" subrectangulos de I5.

Alguno de estos subrectangulos de I, no puede ser cubierto por un numero finito de
los conjuntos B,’s.

Sea I3 = [as, b3] x [a3, b3] x ... x [a}, bg] C I tal subrectangulo y nuevamente volvemos
a repetir el proceso.

. ag+ 0
"h =

En el paso m-ésimo, I,,, = [al , bl ]x...x[a™ b"] tomamos los centros de los intervalos:
1 Gy by, z_afrﬂrb?n no_ G £ 0,
Cn = g G = Ty Oy =

y obtenemos 2" subrectangulos de I, y al menos uno de ellos, digamos

Ini1 = [a}n—l-17b71n+1] X oo X a1, U] © Iy

no puede ser cubierto por un ntmero finito de los conjuntos B,,’s.

Ahora la sucesién de los centros {¢,}°_, = {(c},c2,...,c")}>_,, de estos sub-

m? -m?’
rectangulos I, estd acotada pues {G,}>°_; C I; y por tanto, gracias al Teorema de
Balzano-Weierstrass, {G, }5°_; tiene una subsucesion convergente, digamos

— (-

Cm
P koo
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Puesto que {¢,, }32; € Ay A es un conjunto cerrado se tiene que ¢ € A C |J B,. Por
a€el
tanto existe ag € A tal que ¢y € B,,. Ahora, puesto que B,, es un conjunto abierto, se

tiene que existe € > 0 tal que B(¢,¢) C B,,. Ahora, I,, = I, para todam € Ny
&€V Im=()In
m=1 m=1

Por tanto existe myg tal que para toda m > myg, I, C B(co,e) C B,, pues el diametro de
I,,, tiende a 0 cuando m — o0, lo cual dice que I,, si era recubierto por un numero finito
de los conjuntos B,’s. Por tanto A es un conjunto compacto.

Ahora sea K un conjunto cerrado y acotado cualquiera. Existe

A= [al,bl] X [ag,bg] X ... X [an,bn]
tal que K C A. Sea {B,}aca una cubierta abierta de K, por lo que K C |J B, y CK es

a€A
un conjunto abierto. Se sigue que

R" = KUCK C (U Ba> UCK y AC (U Ba> UCK.

a€A a€A

Por lo anteriormente visto, existen oy, ..., a,, tales que A C B,, UB,,U...UB,, UCK.
m

Puesto que K NCK = {), se tiene que K C B,, U...UB,, = |J Ba,. Por tanto K es un
i=1

conjunto compacto. Q

Ejemplos 3.1.6

(1).- El conjunto A = {z € R | x > 0} es cerrado pero no es acotado. Por
tanto el conjunto A no es compacto.

(2).- B(Zy,¢) es cerrado y para toda i € B(Z,¢), 191 < |7 — Zoll + [|Zo]l <
e 4 ||7o]|. Por lo tanto también es acotado y por ende B(Z,€) es compacto.
(3).- [a,b] es compacto por ser cerrado y acotado.

(4).- B(Zo,e) = B(fy,e) 2 B(i, ). Por tanto B(,¢) no es cerrado y donde
se sigue que B(Z,£) no es compacto.

(5).- Sea K un subconjunto compacto de R?. Definimos

co(K)={Z=tfr+(1—-t)ye R |2,y Kytel1]}.

El conjunto co(K) se llama la cubierta convezxa de K. Probaremos que co(K)
es compacto en RP.
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a) co(K) es cerrado:

Sea {Z,}>°, una sucesién convergente de puntos de co(K), digamos que Z' =
lim Z,. Hay que ver que Z € co(K).

n—oo

Para todan € N, se tiene: 2, = t,,@,,+ (1—t,)y, donde Z,,, 4, € K y t, € [0,1]
ya que {7,}>2, C K y K es acotado, se tiene que existe una subsucesién
{Zn, }32, convergente a un punto ¥ € K pues K es cerrado.

A su vez, la sucesién {y,, }72, € K es acotada. Por tanto existe una sub-
sucesion {yn,, }72; € K convergente a un punto y € K. Por dltimo la
subsucesion {t,,, }72; C [0,1] es acotada. Por tanto existe una subsucesién
{tnkém }o°_, convergente a un punto ¢ € [0, 1] pues [0, 1] es cerrado.

Entonces

= lim |t,, @ +(1 oy, )gn ]:tf+(1—t)gj€co(K).

Se sigue que co(K) es cerrado.
b) co(K) es acotado:

Por ser K compacto, existe M > 0 tal que ||Z|| < M para toda 7 € K.
Sea Z=1tf+ (1 —t)y € co(K),t € [0,1],Z,5 € K. Entonces

121} = [tz + (1 = )yl < [[£2]] + [|(1 = )yl = [el2] + [1 = ell[g]] <
<tM+ (1 —t)M = M.

Por tanto co(K) esta acotado.

Asi pues co(K) es compacto.

(6).- Sean A un conjunto compacto en R? y B un conjunto compacto en RY.
Entonces A x B es compacto en R? x R? = RPtY,

En efecto, sea {Z,}22,, donde z, = (Z,,¥,) con &, € A, ¥, € B para toda
n € N, una sucesién de puntos de A x B. Vamos hallar una subsucesién de
{2,152, que converge a un punto de A x B. Con esto se probard que A x B
es cerrado y puesto que claramente A x B estd acotado se seguird que A x B
es compacto.

Ahora {Z,}32, € Ay A es un conjunto acotado. Entonces se tiene una
subsucesion {z,, }32, convergente a un punto #p € A pues A es un conjunto
cerrado.

Ahora bien, {7,,}%2; € B y B es un conjunto acotado, por tanto tiene una
subsucesion {y_'nkl}g’il C B convergente a un punto ¢y € B pues B es un
conjunto cerrado.



3.2 Topologia relativa y conjuntos conexos 41

Por tanto lim 2, = Um (%, , ¥, ) = (Zo, %) € A X B.
l—o0 L l—o0 L i
En estos dos ultimos ejemplos hemos desarrollado una técnica para probar que un
conjunto es compacto por medio de sucesiones y en el siguiente teorema veremos la ca-
racterizaciéon. Primero damos la siguiente:

Definicién 3.1.7 Un subconjunto A de R? se llama secuencialmente compacto si toda
sucesion de puntos de A contiene una subsucesion que converge a un punto de A.

Teorema 3.1.8 Sea A C RP. Entonces A es un conjunto compacto <= toda sucesion
{Z,}52, C A tiene una subsucesion {Z,, }32, que converge a un punto de A.
Es decir, A es compacto <= A es secuencialmente compacto.

Demostracion.
=) Sea {Z,, }22 ; una sucesion contenida en A. Puesto que A es acotado, esta sucesion tiene
una subsucesién {Z,, }7°, convergente. Sea 7y = lim &,,. Puesto que {Z,, }32, C A, se

a k—oo
tiene 7y € A = A, por lo que Iy € A.
<) Sea 7y € A. Entonces existe {Z,}>2, C A tal que ¥, —— 7. Ahora, para toda
n—oo
subsucesion {z,, }72, de {¥,}>2, se tiene Z,, — .
—0Q0
Por tanto ¥y € A y A es cerrado.
Ahora si A no fuese acotado, para cada n € N, existirfa 7, € A tal que ||Z,|| > n. Si
{2, 172, es una subsucesién de {Z,}22,, [|Zn, || > 1 —— 0. Por lo tanto {Z,, }?2, no
— 0

converge, lo cual es absurdo. Por tanto A es acotado y por tanto A es compacto. Q

3.2 Topologia relativa y conjuntos conexos

Definicién 3.2.1 Sea A C R". Un subconjunto B C A se llama abierto en A si existe
un conjuunto abierto Y en R® B =U N A.

Un subconjunto C' C A se llama cerrado en A si existe un conjunto cerrado F en R"
tal que C' = FNA.

Ejemplos 3.2.2

(1).- Sea A CR", entonces A C A, () C Ay ambos son abiertos y cerrados a la
vez en A pues: A=ANR" ) =ANOy 0y R"son abiertos y cerrados a la
vez en R".

a+b

(2).- En [a,b], (

b b
que(a+ 0] = (a;_ 700) Na,b] y <a42—b700) es abierto en R.

,b] C [a,b] es un conjunto abierto en [a,b] pues se tiene

2
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El siguiente resultado nos dice que la topologia relativa al conjunto A cumple las
mismas propiedades que la topologia de R".

Teorema 3.2.3 Sea A C R™. Entonces

i).- si X C A es abierto en A, entonces A\ X es cerrado en A.
ii).- st Y C A es cerrado en A entonces A\'Y es abierto en A.
iii).- La union arbitraria de abiertos en A, es abierto en A.
iv).- La interseccion finita de abiertos en A, es abierto en A.
v).- La union finita de cerrados en A, es cerrado en A.

vi).- La interseccion arbitraria de cerrados en A es cerrado en A.
Demostracion.
i).- Sea U C R™ abierto tal que X = ANU. Ahora bien:

A\NX=A\(ANU)=AN(ANU)*=AN(AUU)=(ANA)YU(ANU°) =
=QUANU) =ANU°

y U° es cerrado en R". Por lo tanto A \ X es cerrado en R™.
ii).- Ejercicio.
iii).- Sea {An}aca una familia de conjuntos abiertos en A.

Sea A, = ANU,,U, abierto en R". Por lo tanto |J U, es abierto en R, por
acl

loque U Ao = U (ANU,) =AN (U U,) es abierto en A.

aEA acA aclA

iv).- Sean Aj, Ay, ..., A, C A abiertos en A. Sea A; = ANU;, donde U; es un

m
conjunto abierto en R", 1 <7 < m. Se tiene que (| Y; es abierto en R". Por
i=1
m

lo tanto () Ai = (ANU;) = AN ((U;) el cual es abierto en A.

i=1 i=1 i=1
v)-vi) Ejercicio. Q
Definicién 3.2.4 Un conjunto A C R” se llama disconexo si existen dos conjuntos abier-
tos U y V de R™ tales que

- UNA#D, VNA#D,
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i).-UNVNA=0,
iii).- A CUNV. Equivalentemente, (({ N A)U (V NA) = A.
Definiciéon 3.2.5 A C R” se llama conezo si no es disconexo.
Geométricamente A es conexo si A consta de una sola pieza.

Ejemplos 3.2.6

(1).- N es disconexo.

En efecto, sean U = (—oo, ),V = (7,00).

Se tiene que 2 e NNU, 4 € VNN porloque NNU #ADP#ANNV. (i)
Ahora: UNN)N(VNN)=UNV)NN=0NN=1. (ii)
Por dltimo U NV =R\ {7} O N. (iii)

Por tanto N es disconexo.

(2).- [a,b] € R es conexo.

En efecto, si suponemos que [a, b] no es conexo, existen U, V' conjuntos abiertos
de R tales que:

1)- UNJa,b] £ 0 #VNla,b
ii)- [a,b) CUNV.
iii).- UNV NJa,b] = 0.

Ahora bien b €e Y UV, digamos b € V.

Sea ¢ = sup(U N [a, b]).

Primero, ¢ > a, pues si ¢ = a,a € U N [a, b], por tanto existe € > 0 tal que
la,a +¢€) CUN]a,bl], lo cual es absurdo. Se sigue que ¢ > a

Segundo, ¢ < b pues existe ¢ > 0 tal que (b —¢,b] C V N a,b]. Por tanto
ce (a,b).

AhoraceldUV porloqueceld 6ceV.

Sic €U, existe € > 0 tal que B(c,e) = (¢ —e,c+¢) CUNa,b]. Por tanto
ct+e/2€UnNla,b])yc+e/2 > clo cual contradice la definicién de c.

Ahora si ¢ € V entonces existe ¢ > 0 tal que B(c,e) = (¢ —e,c+¢) C
V Nla,b], B(c,e) N (UN]Ja,b]) = 0. Por tanto sup(U N[a,b]) = c < c—e/2. Lo
cual es absurdo. Asf pues, [a,b] es conexo.

De manera andloga se puede probar que (—oo,al, (—o00,a), (b,o0), [b,0),
R = (—o00, ), (a,b], [a,b), (a,b) son conjuntos conexos de R.
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(3).- Q es disconexo pues si U = (—oo,m) y V = (m,00) se tiene que Q C
UNV =R\{7}, UNV =0y QnU#D#QNYV.

(4).- Sea A un subconjunto conexo de R". Si C' es un subconjunto de R" tal
que A C C C A, entonces C' es conexo. En particular A es conexo.

Para probar esto, supongamos que C no fuese un conjunto conexo. En este
caso existiran entonces dos conjuntos abiertos U y V' de R™ tales que: UNC' #

DAVNC, UNVNC=0yCCUNYV.

Puesto que A C C, entonces A CUNV yUNV NA= (). Afirmamos que
C C Aimplicaque U NA#D#V N A.

En efecto, puesto que U N C' # ) existe & € U N C. Por ser U un conjunto
abierto en R", existe r > 0 tal que B(Z,r) C U.

Ahora ¥ € C C A, luego, B(Z,r)NA# 0y asi U N A # (. Andlogamente se
tendria VN A # 0.

Lo anterior diria que A no es conexo lo cual es absurdo. Por tanto C' es conexo.

Proposicién 3.2.7 Sea {A,}aen una familia de conjuntos conexos en R™ tales que sa-
tisfacen (| Aq # 0. Entonces |J A. es conero.

a€A acl
Demostracion.
Supongamos que B = |J A, es disconexo, por lo que existen dos conjuntos abiertos
acA

en R" Uy V,talesque BCUUV . UNB#ADAVNByUNVNB=I(.

Ahora cada A,, a € A, es conexo y se tiene que A, C BCUUV y A, NUNV C
BNnUNV =0, por lo que A, "NU NV = (). Por tanto se debe tener A, NV = o
A, NU = 0 lo cual implica que A, CU 0 A, C V.

Sean Ay = {a e A | Ay CUL AN = {0 € A| Ag C V}. Claramente A; U Ay = A.
Supongamos que Ay # 0y Ay # 0, entonces sean Iy = |J A,y I = |J As. Puesto

aEN BEA2
que A, # 0 para toda a € Ay Ay # 0, Ay # 0, entonces I # 0, I, # 0.
Ahora L UL = (|J Ao) U (U 43) = U Aa = B.LNL D () Ay # 0 pero
acA BEA2 aclA acN
LN, CUNVNB =10, lo cual es imposible. Por tanto Ay = 0 o Ay = 0. De aqui,
A1 = Ao Ay = A, con lo cual se sigue que I1 = B o I, = B. Se sigue que A, C U para
toda a € A o A, C V para toda o € A. Digamos A, C U para toda o € A. Entonces

V' N B = lo cual es una contradiccién. Por tanto B = |J A, es un conjunto conexo. U
acA

Observacién 3.2.8 Sean A = (0,1), B = (1,2), A y B conjuntos conexos pero AU B

no es conexo lo cual nos dice que la hipétesis (| A, # () es necesaria en la proposicién
a€A
anterior
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El siguiente resultado nos caracteriza a los conjuntos conexos, por medio de su topo-
logia relativa.

Proposicién 3.2.9 A es un conjunto conero <= los unicos conjuntos abiertos y ce-
rrados a la vez en A son () y A mismo.

Demostracion.
=) Sea A} # A, Ay # () tal que A; es abierto y cerrado a la vez en A. Por lo tanto
Ay = A\ A; es tal que Ay # A, Ay # () y Aj es abierto y cerrado a la vez en A.

Sean Ay = ANU#D, Ay, =ANV # 0 conU y V conjuntos abiertos en R".

Se tiene ANUNV =A NA; =0y A=A UA, CUUV, porloqueconld yV se
cumple que A es disconexo, lo cual implica que los tinicos abiertos y cerrados en A son ()
y A.
<) Supongamos ahora que A es disconexo. Entonces existen U y V' abiertos en R" tales
que ANUADAANV,ACUUV yANUNV =10.

Sea A1 = ANU, A, es abierto en A.

Sea Ay = ANV,AJUAy = ANUUV)=Ay A NA, =ANUNV =, por lo
que A; = A\ Ay y como Aj es abierto en A, entonces A; es cerrado en A por lo que A;
es abierto y cerrado a la vez en A con A; # 0y A; # A (pues Ay # (). Por tanto A es
conexo. a

Definicién 3.2.10 (Provisional) Sea A C R™. Una funcién f : [0,1] — A se llama
continua en ty € [0,1] <= para toda sucesiéon {¢,}>2; C [0,1] tal que ¢, —— o, se
tiene que f(t,) —— f(to)-
n—oo
La funcién f se llama continua si f es continua en t para toda ¢ € [0, 1].

Definicién 3.2.11 Sea A C R". A se llama arco-conexo si para cualesquiera Ty, iy € A,
existe una funcién f : [0, 1] — A continua tal que f(0) = Zo y f(1) = %o.

Si f:]0,1] — A es una funcién continua, f se llama una curva en A. Es decir, A es
arco conexo si para cualesquiera T, 7o € A existe una curva en A que conecta Ty con .

Ejemplos 3.2.12
(1).- Dados Zo, %o € R, sea f : [0,1] — R" dado por f(t) = Zy + t(%o — To) =
(1 — 1)@ + tyo.
Se tiene que f(t) es continua en tq € [0, 1] pues si {¢,}°2, € [0,1],t, — to,
entonces f(t,) = To + t, (Yo — To) —— To + to(Yo — To) = f(to). Por il;aoue f
es una curva. Al conjunto T

[Z0, %o] = {0 + (%o — To) |t € [0,1]} = {(1 — )@ + tyo [ t € [0, 1]}

se le llama el segmento entre Zo y o pues f([0,1]) = [, %] v f(0) = Zo,
f(1) = o
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1
(2).- Sea A= {(x,y) eER?|z>0,y= sen;}.

Veremos que A es arco conexo. Sean (x1,¥), (z2,y2) € A. Podemos suponer
1

que 0 < 1 < x9. Sea g: [x1,223] — A, g(s) = | s,sen— |. La funcién g es
s

continua en [$1,$2] y 9(x1) = (z1,51), 9(22) = (22, y2).

Ahora sea ¢ : [0,1] — [z1, 2] la funcién ¢(t) = (1 — t)x; + txe. Entonces
¢ es una funcién continua en [0,1] v ¢(0) = x1,p(1) = 2. Entonces la
funcién f : [0,1] — A dada por f(t) = g(¢(t)) es una funcién continua tal que

J(0) = g(p(0)) = g(x1) = (z1, 1) v f(1) = g(p(1)) = g(x2) = (2, 2). Asf, A

es arco conexo.

Definicién 3.2.13 Sean 7, 9o € R", se define el segmento entre Ty y yo por:
[Zo, %o] = {Zo + (5o — o) | £ € [0, 1]} = {(1 = #)Zo + o | £ € [0,1]}.

Definicién 3.2.14 A se llama convezo si [Zy, o] C A para cualesquiera Zy, 7o € A.

Observacién 3.2.15 Si A C R"™ es convexo, entonces A es arco conexo.
En efecto, si Zy, 40 € A,[Zo, %] € A por lo que f : [0,1] — A dada por f(t) =
To + t(Jo — Zo) es una curva que une Ty son Y.

Teorema 3.2.16 Si A C R" es arco conexo, entonces A es conexo. En particular si A
es convero, entonces A es conezo.

Demostracion. Supongamos que A es disconexo. Por lo tanto existen U, V' conjuntos
abiertos en R" tales que UNA A DAV NA ACUUV yANnUNTV = 0.
Sean 7y € U N A,yop € V N A. Existe una funcién continua f : [0,1] — A tal que

f(0) = %o, f(1) = o.
Sean
Li=fUnA)=fUnfHA)=f
L=fVnA)=(V)nf (A =F"(V)n0,1]= (V)

I, = f~Y5U) es cerrado en [0, 1]:

Sea tg € f~1(U). Existe {t,}>2, C f~HU) (y por tanto f(t,) € U) tal que t,, — to
lo cual implica que f(t,) —— f(to) € A (por ser f continua). Si f(ty) € V, existe
no € N tal que n > ng, f(t,) € VNUN A # D, que es imposible. Por lo tanto f(ty) ¢ V,
de donde f(ty) €U y to € f~1(U) = I,. Por lo tanto I; es cerrado en [0, 1].

Andlogamente I, es cerrado en [0, 1].

Ahora I, UL = f\@U) U fY(V) = fF{UUV) = FYA) = [0,1] y L NI, =
A UNANFHVNA) =Y UNVNA) =f10)=0. Porlo tanto I, = [0,1]\ I y
I, es abierto en [0, 1].
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Ahora 0 € I pues Ty = f(0) € U, por lo que 0 € f~1({Z}) C [ (U) =Ly
1 € I, pues §p = f(1) € V. Por lo tanto 1 € f~*({#}) € f~ (V) = I,. Se sigue que
I, # 0,1, # (. Por lo tanto I; # [0,1], por lo que I; es abierto y cerrado en [0, 1] con
I #0,1; # [0,1] lo que contradice que [0, 1] es conexo. Asi A es conexo. a

Observacion 3.2.17 El reciproco de este teorema no es cierto, como lo demuestra el
siguiente ejemplo.

1
Ejemplo 3.2.18 Sea A = {(x,y) eER?|z==-neN,ye|0, 1]} U {(0,1)} U ([0,1] x
n

{0}).

Primero veamos que A, = {(m,y) ER? |z = %,n e N,y €0, 1]} U ([0,1] x {0}) es
COnexo.

Sea A, = {%} x [0,1] ) U ([0,1] x {0}). Entonces A,, es un conjunto conexo pues

{%} % [0,1] y [0, 1] x {0} son conexos y ({%} % [0, 1]) ([0, 1] x {0}) = {(%o)} 0.

Ademas ﬂ A, =[0,1] x {0} # 0. Por lo tanto U A, = A, es conexo.

Siu y V son dos conjuntos abiertos tales que A NUNV =0y ACUUYV, entonces
(0,1) e o (0,1) € V. Digamos que (0,1) € U, lo cual implica que existe n € N tal que

1
(—, 1) € U para alguna n. Se sigue que U N A, # (). Por lo tanto V N A, = () (pues de
n

lo contario A, no seria conexo). Esto implica que A C U. Asi A es conexo.

Ahora veamos que A no es arco conexo. Sea Ty = (0,1). Sea ¢ : [0,1] — A tal que
©([0,1]) > Zy con ¢ continua. Sea B = o~} ({Zy}) # 0. Por ser ¢ continua se sigue que B
es cerrado en [0, 1] pues si t € B, existe {t,}°°, C B tal que t, — to, por lo que siendo ¢
continua, se tiene (t,) = Ty — ©(t). Por lo tanto ¢(t) =Zy y t € B.

Veamos que B es un conjunto abierto en [0, 1]. Sea V' una vecindad abierta de & tal
1
que VN (R x {0}) = 0 (por ejemplo V = B (fo, 5)) Se tendra que (V) es abierto

en [0, 1] (como se vera posteriormente).

Sea € > 0 tal que H = (to — &,t9 +¢) N [0,1] € o~ 1(V). Se tiene que H es conexo y
w(H) CVNA, (que p(H) es conexo se sigue de la demostracién del teorema anterior,
pero posteriormente se probard un resultado mucho més general). Supongamos que existe

1
t' € H tal que p(t') # Zy = ¢(tg). Sea p(t') = (—, yg) con yo > 0.
o

1
Sea 2z € R tal que 0 < 29 < — y 2z # — para toda n € N. Sean
o n

U={(z,y) eR? | x> 2}, W={(r,y) eR*|x< 2},
UUW =R*\ {(z,y) € R? | 2 = 2}.
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Entonces o(H) CVNACUUW. Ahora o(t') e UNp(H) y p(to) = To € W N p(H).
Por lo tanto U N p(H) # 0 # W N w(H). Ademas U NW = () y U, W son conjuntos
abiertos en R2. Por lo tanto ¢(H) no serfa conexo lo cual es una contradiccién. Por tanto
H C By B es abierto en [0, 1].

El conjunto B es abierto y cerrado en [0,1], B # () y el conjunto [0,1] es conexo, lo
cual implica que B = [0, 1]. Por lo tanto ¢~ '({Zo}) = [0,1]. Se sigue que Z = (0,1) no
se puede unir con ningin otro punto de A, es decir, A no es arco conexo. Por lo tanto A
es un conjunto conexo que No es arco COnexo.

Sin embargo se tiene que si A es conexo y abierto, entonces A es arco conexo. La
demostracion es un ejercicio.

Ejemplos 3.2.19

(1).- B(d,¢e) es un conjunto convexo.
En efecto sean &,y € B(d,e). Por lo tanto ||¥ —d|| < ey || —d| < e. Sea
Ze[dy,7=7+t(y—7),t €]0,1]. Entonces
17 —dll = |7+ (g —7) —al = (1 - )T+ g —al| =
=10 =0)7+ 1y —[(1 = t)a+ta]| = [|[(1 =) - a) + 1y - a) <
<[V —=ifll7 —all + [ty —all = (1 = )7 = al| + t]ly — al| <
<(I-te+te=e.

Por lo tanto z € B(d,¢). Se sigue que [Z,4] C B(d,e). Asi pues B(d,¢) es un

conjunto convexo y por tanto B(d@,¢) es un conjunto arco conexo y B(d,¢) es
COnexo.

(2).- Se tiene que R” = |J B(0,n) = |J Gn, G, es conexo para todan € Ny

n=1 n=1
N G. = B(0,1) # 0. Por lo tanto R" es conexo.
n=1

Esto mismo se demuestra mas facil viendo que claramente, R" es convexo pues
para cualesquiera Z, i € R", [Z,y] C R" por lo que R" es conexo.

3.3 Ejercicios

1) Usando la definicién de conjunto compacto, demostrar las siguientes afirma-
ciones:

a) (0,1] x {1} no es compacto en R.
b) Sea {Z,}>°, una sucesién en RP. Supongamos que ¥ = lim Z,.
n—oo

Entonces el conjunto {Z, | n € N} U {Z} es compacto en RP.
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c) Sea {¥,}22, una sucesién en RP. Supongamos que ¥ = lim 7, y
n—oo

que ¥, # & para todan € N. Entonces {Z, | n € N} no es compacto
en RP.

1
Sugerencia: Para n € N, sea r, = §||fn — |y G, = B(Zp,1y).

Entonces {G), };2, es una cubierta abierta que no tiene subcubiertas
finitas.

d) Sea K compacto en R" y ¥y € R". Entonces ¥y + K es compacto
en R™.

Sugerencia: Usar el Ejercicio 11 a) del segundo capitulo.

e) {Z € R | ||Z]| < 1} es compacto.

2) a) Sean A un cerrado en R? y B un compacto en R? tales que ANB = ).
Usando la definicién de conjunto compacto, probar que existe un
e > 0 tal que ||Z — ]| > ¢ para toda ¥ € A, i € B.

b) Dar un ejemplo en R de dos conjuntos A, B cerrados tales que

AN B = () pero que no se cumpla la conclusién del inciso a).

3) Sean A, B dos subconjuntos de RP. Se define la distancia entre A y B por:

a) Demostrar que 7 € A <= d({z}, A) = 0.

b) Supongamos que A es cerrado y B es compacto en RP. Probar que
ANB=0 < d(A,B) > 0.

Sugerencia: Usar el Ejercicio 2 a).

4) Mediante el Teorema de Heine-Borel, decidir cuales de los siguientes conjuntos
son compactos, justificando la respuesta:

a) {r eR|z >0}
b) [0,1]U[2,3]U...U[2n,2n+ 1] U
c) {reR|z€eQya<z<b}
d) {(z,y,2) eR* |0 <y <1}
e) {(z,y) eR? |zy > 1} N{(z,y) € R? | 2% +y? < 5}.
) {TeR||7—d| =r}
)

g) {reR|zeQya? <2}
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5)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

Usando el Teorema de Heine-Borel, probar que el conjunto:
T={(z,y,2) ER*| -1 <2< 1,2°+9* = (2—))? donde \* =1 — 2%}

es compacto en R3. El conjunto T se llama toro geométrico. Este conjunto
tiene la forma de una camara de llanta. Hacer el dibujo en el ler. octante.

Sean A C RP, B C R? conjuntos no vacios. Demostrar que A es cerrado en R?
y B es cerrado en R? <= A x B es cerrado en R? x R%. Deducir que A es
compacto en RP y B es compacto en R? <= A x B es compacto en R? x RY.

Probar que si A es conjunto acotado en R", A es compacto.

Sea K un conjunto compacto en R™ y sea F' un conjunto cerrado contenido
en K. Demostrar que F' es compacto.

Sea A un subconjunto compacto en RP. Supéngase que {7, }°° , es una sucesion
de Cauchy de puntos de A. Mostrar que {Z,, }°° , es convergente y que converge
a un punto de A.

Usando el hecho de que [—1, 1] es secuencialmente compacto en R, demostrar
que existe una sucesién {ny}ren de enteros tales que njy < ngi; para toda
k € Ny que exista klim sen(ny).

—00

Sea {F,,}5°, una sucesién de conjuntos compactos no vacios en RP tales que

F,.1 C F, para toda n € N. Demostrar que [ F,, # 0.

n=1

Sea {V,,}22, una sucesién de conjuntos abiertos en RP tales que V,, # 0, V,,

es compacto y V,, C V,,_; para toda n € N. Probar que () V,, # 0. Dar un
n=1

ejemplo en R?, donde la conclusién sea falsa si V,, no es compacto.

Sea A un subconjunto de R™. Probar que si B C A es abierto en A, entonces
A\B = AN B¢ es cerrado en A. Reciprocamente, si B C A es cerrado en A,
entonces A\B = AN B¢ es abierto en A.

Sea A C R"™. Probar que la union finita de conjuntos cerrados en A es un
conjunto cerrado en A y que la interseccién arbitraria de conjuntos cerrados
en A es un conjunto cerrado en A.

Sea A C R™. Demostrar que A es un conjunto abierto en R” si y sélo si todo
conjunto abierto en A es abierto en R™. También, A es un conjunto cerrado
en R” si y sélo si todo conjunto cerrado en A, es cerrado en R"™.
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16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

Sea A un subconjunto conexo de R™ con mas de un punto. Demostrar que
ACA.
Sugerencia: A U {puntos aislados de A}. Probar que A no tiene puntos

aislados.

Sean M, N dos conjuntos abiertos disjuntos de R™ y sea, D un conexo no vacio
en R" tal que D € M U N. Demostrar que D C M o D C N.
Sea A un subconjunto de R. Probar que A es conexo <= A es un intervalo.

Sugerencia: Es facil ver que si A no es un intervalo, entonces no es conexo.
Ya se probé que [a, b] es conexo. Cualquier otro intervalo se puede conseguir
como una unién de intervalos, cerrados cuya interseccion total es no vacia.

Sea A el conjunto siguiente:

a) {(z,y) eR?|0< 2 <1} U{(z,0)]1 <z < 2}.

b) {(z,y) € R* | 2y < z}.

¢) B(0,1)\ {0} en R".

d) {(z,y) € R* | y = cos2mx}.

e) B(0,1)UB((4,0),1) en R

. Es A conexo? jEs A arco conexo? jEs A convexo? Justificar la respuesta.
Sea B un conjunto abierto en R™. Si B es conexo, probar que B es arco

conexo.

Sugerencia: Tomar b € By sea T = {y € B | existe ¢ : [0,1] — B continua,
©(0) = b, (1) = y}. Probar que T'# 0 y que T es abierto y cerrado a la vez
en B.

Sea A C R™. Demostrar que si existen dos conjuntos abiertos 4,V en R" tales
queUUNV =0, ANV £0#ANUy ACUUV, entonces A es disconexo.

Sea A C RP un conjunto disconexo. Probar que existen dos conjuntos abiertos
U,V en RP tales que UNV =0, ANU#D# ANV yACUUYV.

Sugerencia: Sean U, V; dos conjuntos abiertos de R” tales que Uy NA # () #
VinA UiNnVinA=0y ACU, UV,. Definimos:
U={TZeRP|dZ A) <d(Z A2}, V ={Ze€RP|d(Z As) <d(Z, A1)},

donde A1 = ANUy Ay = ANV;. Entonces U y V satisfacen lo deseado
(probar que si #,, —— ¥ entonces d(Z,, B) —— d(Z, B)).

n—oo
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23)

24)

25)

Sea {F,}>°, una sucesién de conjuntos compactos, conexos, no vacios en R?
tales que:
Foi1 € F, (%)

o0

para todan € N. Sea F'= (| F),. Demostrar que F' es un conjunto compacto
n=1

conexo no vacio.

Sugerencia: Es fécil probar que F' es compacto no vacio. Supongamos que
F' 1o es conexo. Por el Ejercicio 22, existen U, V' conjuntos abiertos de R?
tales que U NV =0, UNF#DAVNFyFCUUV.

Probar que existe ng € N tal que F,,, CU NV y llegar a una contradiccién.
Para probar que F,,, C U4 UV para algin ny € N, razonar por reduccion al
absurdo y usar la compacidad de los F}, junto con (x).

Dar un ejemplo de una sucesién {F,}°2, de conjuntos cerrados conexos en R?

o
tales que F, 1 C F,, para toda n € N, pero que F = (] F, no sea conexo.

n=1
Sean A un subconjunto de RP, B un subconjunto de R?, A y B no vacios.
Probar lo siguiente:

a) A convexoy B convexo <= A x B es convexo en R,

b) A arco conexoy B arco conexo <= A X B es arco conexo en RP,



Capitulo 4

Funciones en R"

4.1 Limites de funciones y funciones continuas

Los conceptos de limites de funciones de R™ en R™ y de funciones continuas son comple-
tamente analogos al caso de las funciones f : R — R. Mds aun los principales resultados
son los mismos y se pueden caracterizar los limites y la continuidad por medio de los
componentes que seran funciones de R en R.

Por ultimo se vera que la compacidad y la conexidad se preservan bajo funciones
continuas, es decir, son propiedades topoldgicas.

Definicién 4.1.1 Sea A C R" ysea f : A C R* — R™. Sea 7y € A’ un punto de

acumulacién de A. Entonces se dice que el limite de f(Z), cuando ¥ tiende a Ty, es

¢ € R™y se denota lim f(Z) =/ o f(¥) —— ¢ si para toda € > 0, existe 6 > 0 tal que
Tr—xo

T—To
0 < ||Z—Z|| <&y 7 e A entonces || f(Z) — ]| < e. Equivalentemente, si para toda & > 0,
existe 6 > 0 tal que f ([B(Zo,0) N A]\ {Zo}) C B({,¢).

Ejemplo 4.1.2 Sea f: R* — R? f(z,y,2) = (vy, (senz) - x).
Entonces ( )li{n )f(x,y, z) = (zoyo, (sen zo) - zg). La justificacion se verd mas
Z,Y,2)—(T0,Y0,20
adelante.

Teorema 4.1.3 Si lim f(Z) existe, entonces este limite es inico.
T—IQ

Demostracion.  Ejercicio. a

Teorema 4.1.4 Supongamos que lim f(Z) y lim g(Z) existen. Entonces:
Tr—T0

- S
Tr—XT0

—

i)~ lim (f(2) + g(d) = lim £(7) + lim o(7).
ii)- SiAeR, lim Af(Z) = A

T—Zo

li
Tr—Zo
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Demostracion.  Ejercicio. a

Definicién 4.1.5 Sea A C R", f : A — R™. Sea 7y € A. Se dice que f es continua en
A si para toda e > 0, existe 6 > 0 tal que para toda & € A con ||& — Zy|| < 0 implica

1 f(Z) = f(Zo)] <e.

Observaciones 4.1.6
(1).- SiZy e AN A, entonces f es continua en Ty <= lim f(Z) = ().

S
T—Zo

(2).- Sidy € A, 7y ¢ A, es decir Ty es un punto aislado, entonces existe dp > 0
tal que B(Zo,d9) N A = {Zp}. Sea € > 0, entonces existe Jy > 0 tal que
B(#y,00) N A = {Zp}. Sea € > 0, entonces sea § = Jy, por lo que para toda
T € A, ||Z—Zoll < = d implica & = o y || f(Z) — f(Zo) || = I (%) — f(Zo)]| =
0 < e. Se sigue que f es continua en .

(3).- fescontinuaen Zy <= paratodac > 0, existe d > 0 tal que f(B(Zo, )N
A) € B(f (o), e).

Ejemplos 4.1.7
(1).- Sea m; : R — R dada por: m;(z1,...,2;,...,2,) = x;. La funcién m; es
la i-éstma proyeccion de R™.

Sea ¢ > 0y sea § = ¢, entonces |x; — 29| < |7 — Z|| < §. Por lo tanto
|7:(%) — mi(To)| = | — 2| < ||T— Tl <d=e.
Se sigue que 7; es una funciéon continua.

(2).- Funcién suma

Sea @ : R" x R" — R", ®(Z,y) :== T+ 7. Sea (Lo, %) € R" x R" = R?". Sea

e>0ysead = % Entonces si |[(Z,y) — (Zo, %0)]| < 0 = g se tiene

@ (7, 9) — o@D = (T +9) — (Zo + o) = |7 = Zo+ 7 = %ll <

< |7 = Zo|l + |7 = %ol < 2[[(Z,9) — (Zo, %0) || <
€
<2.—==¢.

[\

Por lo tanto @ es una funcién continua.

(3).- Multiplicacién por escalar:

Sea p : R x R" — R" o(\,Z) = - 2.
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Seae > 0y sea (A, Ty) € RxR™. Primero notemos que para d; = 1, |A|—|Xo| <
A= X < ||(A, Z) = (Mo, To)|| < 1, por lo que [A| < 14 |Xg|. Se tiene:

(X, Z) — ©(Xo, Zo)|| = [[ AT — NoZo|| = [|AT — AT + ATy — Ao <
< AN — Zol| 4 [|[Zol[|A — Ao| <
< (T [Xo)||Z = Zol| + [|Z0][|X = Aol-

Por lo tanto

lp(A; ) = (Ao, Zo) || < (1+ Aol + [[Z0[DII(A, 7) = (Ao, To)]

£
1+ [Aof + [ %]
tiene que ||@(\, Z) — p(Xo, Zo)|| < €. Se sigue que p(A, ) = AZ es una funcién
continua en R x R".

Tomamos § = min < g, }, entonces si ||(A, &) — (Ao, Zo)|| < 0 se

Teorema 4.1.8 Sean f: A CR" — R"™ y &y € A. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes.

i).- f es continua en Ty.

ii).- Para toda vecindad V de f(%y), existe un vecindad U de Zy tal que f(U N
A)CV.

ii).- Si {@,}22, C A es tal que &,, —— Ty, entonces f(z,) —— f(o).

n—oo

Demostracion.
i) = ii) Sea V vecindad de f(Zp). Por lo tanto existe ¢ > 0 tal que B(f(Z),e) C V.
Ahora, existe § > 0 tal que f(B(Zo,d) N A) C B(f(%y),e) € V. Tomando U = B(Zy, )
se tiene lo deseado.
ii) = iii) Sea #, —— T, {¥n}22, C A. Sea ¢ > 0. Entonces existe U vecindad de Ty
tal que f(U N A) C B(f(Zy),e). Ahora, existe § > 0 tal que B(%y,d) C U y por lo
tanto, existe ng tal que para toda n > ng, @, € B(Z,0) N A C U N A. Esto implica
f(Z,) € B(f(%y),e), por lo que ||f(Z,) — f(Zo)|| < € para toda n > ny. Se sigue que
F(@n) —— f(Zo)-
iii) = i) Supongamos que f no es continua en &y. Por lo tanto existe g9 > 0 tal que para
toda ¢ > 0 existe Zs € AN B(y,0) tal que || f(Zs) — f(Zo)]| > 0.

Sea 0, = —. Entonces ||Z, — Zy|| < 6, = — por lo que £ —— & de donde se sigue

n n n—00

que f(#,) —— f(Zy) pero, por otro lado, ||f(Z,) — f(Z)|| > €0 lo que contradice iii).

Por lo tanto f es continua en Z. a

Ejemplos 4.1.9
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T2y
—_— 0,0
(1>._ Seaf:R2 — R, f(x,y) _ |x!3—|—y2 ) (3773/) 7é( ) )
0 (z,9)=(0,0)
Veamos que f es continua en (0, 0).
3/212 4,2 T
Se tiene: |z2y| = |2xV/?||23/?y| < MTMMUQ = %(!x\g + y*). Por lo
tanto
2,2
2y | _ Vi (P4 VR VVE VPR /el
lz]3+ 42| — 2 |z]3 + 32 2 2~ 2 2 '

Sea e > 0y sea § = 4e. Si ||(z,y) — (0,0)| < § = 4¢2, entonces

2y [l (4 2
— f(0,0)] = ’ < = — =¢.
|f(:E,y) f( 9 )| \:U]3~|—y2 > 9 9 B 9
q 2% —y?
2).- = 0,0).
(2).- Sea f(z,y) 2, P (z,y) # (0,0)
x2 —x?
Sea , = y, —— 0. Entonces f(z,,y,) = ”2 =0 0. Ahora sea
n—oo In n—oo
0 0 para toda n. Se tiene f(z,, yn) =0y 1
xz, — 0,y, = 0 para toda n. Se tiene f(x,,y,) = = .
n—oo Y P 4 332 +O n—oo

Por tanto no hay forma de definir f(0,0) de tal forma que f sea continua en
(0,0).

Teorema 4.1.10 Sea f: A CR* — R™ 7, € A’". Entonces lim f(z) = { < para
T—To

toda sucesion {Z,}52, C A, con @, # &y para toda n € N y tal que &, —— Ty se liene
n—od

que f(Z,) —— L.

n—oo

Demostracion.
=) Sea {Z,}5°, C A, &, # ¥, %, —— Tp. Sea ¢ > 0, entonces existe § > 0 tal que
n—oo

FU(B(Zo,0) N A) \ {Zp}) C B(l,£). Ahora, existe ng € N tal que para toda n > nq,
%, — Zol| < 0y @& € A, &), # Ty se tiene que T, € [B(Zy, §) N A]\ {Zp}. Por lo tanto
f(Z,) € B({,¢) de donde, para toda n > ny, || f(Z,) — || < e. Por lo tanto lim f(Z,) = ¢.

<) Si no se tuviese lim f(7) = 7, entonces existe o > 0 tal que para toda § > 0 existe
T—To

Ts € Atal que 0 < || &5 — Zol| < 6y ||f(&5) — 0] > eo.
Sea 0, = —. Entonces existe Z,, € A tal que 0 < |7, — Zo|| < —. Por lo tanto Z,, # 7
n n

paratodan € Ny &, —— Zo y || f(Zn) — ZH 2 €o-
n—oo
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—

Ahora puesto que f(&,) — , existe ng tal que para todan > ng, g0 < || f(Zn)—1]| <
n—oo

€0, lo cual implica que gy < g lo cual es absurdo. Por lo tanto lim f(z) = /. a

r—xo

Aunque ya se enuncié, ahora demostramos en forma mas completa el siguiente

Teorema 4.1.11 Sean f,g: A C R* — R™, & € A, A € R. Sean lim f(Z) =

i
T—x0

‘ lim (%) = t. Entonces:

Tr—xo

i)- lim (f 4 ¢)(Z) = lim f(Z) + lim g(Z) = ( +1.

T—To T—To T—To

ii) - Sim =1, lim (f - 9)() = [hm f(f)} {lim g(f)} — (-t

T—To T—To
" lim f(Z)
T—T g
iv)- Sim=1yt+#0, lim f(yf) = =
#—z (T lim g(&
T—T0

Demostracion.
Sea {x,}°°, C A tal que lim 7, = ¥y y ¥, # ¥y para toda n € N.
n—oo

V- (f+9)(@) = f(Z,) + g(&n) —— (41, por lo que lim (f + ¢)(&) = ( + 1.

n—o0 I—To

i)~ (Af)(Z) = Af (&) —— A, por lo que lim (Af)(Z) = L.

n—oo Tr—x0
iii).- Seam =1, (f-9)(Z,) = f(Z,)-9(Z,,) —— £-t. Porlo tanto lim (f-¢)(Z) = (-t.
n—00 T—To
iv).- Seam = 1, t # 0. Existe ng € N tal que para toda n > ng se tiene que
S " S . 7 . 7
19(70) — 9@ < l9(E) — g(@0)] < 2E0 poy tanto (7)) > L& S g
—»n g .
para n > ng. Se sigue que (i> (@) = f(gi ) —— —. Se tiene lim i(m) =
¢ 9 g(Tn) n—oo i %0 g
- a
t

Corolario 4.1.12 Sean f,g: ACR" - R™ ¥ € Ay AXeR. Si f yg son continuas en
To, entonces:

i)- f+gy\f son continuas en .

ii).- Sim=1,f-g es continua en Ty.
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iii).- Sim =1y g(Zy) #0, f es continua en Ty.
9

Demostracion. Si Ty es punto aislado, el resultado es inmediato.
Sea 7y € A’. Por tanto Zy € AN A’. Se tiene lim f(Z) = f(Zy) y lim ¢(Z) = g(Zp).
Tr—xT0 Tr—T0

- (f +9)(@) = f(Z) + 9(Z) —— f(Zo) + g(Zo) = (f + 9)(Zo),

AN(@) = Af(Z) —— Af (7o),

Por lo tanto f + ¢g y Af son continuas en Z.

o

ii)- Sim=1:(f- g)(_’) — f(:zcg) (Zy). Por lo tanto f - g es continua en Zj.

iii).- Seam =1, g(&y) # 0. Existe 6 > 0 tal que ¥ € Ay ||& — Zy|| < § implica que

o) — lo(@) < lo() — o) < L2 e signe que jg(a) > LI -
para toda x € B(Zp,d) N A. Entonces
P o @ Sl (z) _
(g) ) 9(F) =7 g(fo)  \yg @)
Por lo tanto i es continua en . |

9

Teorema 4.1.13 Sean ACR", BCR™, f: A—R™yg: B — R tales que f(A) C B.
Sea Ty € A tal que f es continua en Ty y g es continua en f(Zy). Entonces gof : A — R*
es continua en xo.

Demostracion.  Sea o = f(Zp). Sea ¢ > 0. Entonces, por ser g continua en ¢, existe
n > 0 tal que g(B(%,n) N B) C B(g(4o),e). Ahora, por ser f continua en I, existe § > 0
tal que f(B(Zy,0) N A) C B(¥,n), por tanto se tiene:

(90 [)(B(Z0,0) N A) = g(f(B(Z0,0) N A)) € g(f(B(,0)) N f(A)) €
€ g(B(#o,n) N B) € B(g(%h),€) = B(g(f(To)),€) = B((g o f)(To), ).

Por lo tanto g o f es continua en . a

Observacion 4.1.14 Sean A C R", f : A — R™. Entonces para toda 1 < ¢ < m, se
define f; =m0 f: A — Ry se tiene:

flzr,xe, . ) = (filxr, . yxn), fo(mr, o), ooy fon (1, -0 ),

es decir f = (f1, fo,..., fm) con f; = mo f,1 < i < m. Las funciones fi, fo,..., fm
reciben el nombre de funciones componentes de f.
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Teorema 4.1.15 Sean f: A —=R™" ACR" f=(fi,fo,...,fm) con fi=mo f;1<i<
m. Entonces f es continua en Ty € A <= f; es continua en Ty para toda 1 <1i < m.

Demostracion.
=) Para cualquier 1 <i < m, m; : R* — R es continua. Por tanto f; = m; o f es continua
en 7,1 <7< m.
<) Sea ¢ > 0. Entonces para cada 1 < i < m, existe §; > 0 tal que si || — Zo|| < ¢;
- . €
entonces |fi(Z) — fi(%o)] < —=.
n

Sea § = min{dy, da,...,0,} > 0y sea ||& — Zy|| < 0. Entonces

1 £(Z) — f(@o)]| = |(1(@) — f1(Zo), fo(Z) = fo(T0), . .-, fn(D) — fin(@0))|| =
= {(A(@) = 1(Z0))* + (f2(Z) — f2(Z0))> + ... + (fn(D) — fin(Z0))?}

g2 g2 £2) /2 ne
<{——|———|—...—|— } =—=c¢
n n

vn

Por lo tanto f es continua en . a
Maés generalmente se tendra:

1/2

Teorema 4.1.16 Sean [ : A € RY — R, 3y € A' f() = (1(®), (@), .. (). com
fi: A—=R 1 <i<m. Se tiene que

lim f(Z) = 0= (01,bo, ..., 0y) <= lim fi(@) =4, 1<i<m.

T—To T—Zo

Demostracion.  Se tiene: f(Z) —— { <= para toda sucesion {7,}>>, C A tal que

T—Zo

T, # Ty para todan € Ny 7, —— 7,
n—oo

F@n) = (Fu(@n)seoos @) —— = (01, ) =

para toda sucesién {Z,}>°; C A tal que ¥, # %y, 7, —— o para toda 1 < i < m se
n—oo

tiene que
n—o00 T—Zo
Ya se dié la caracterizacion de la continuidad local de una funcién, es decir, continuidad
en un punto, por medio de vecindades. Ahora damos la caracterizacion de la continuidad
global de una funcién, es decir, continuidad en su dominio, por medio de la topologia
relativa.

Teorema 4.1.17 Sean f : A — R™ A C R". Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

i).- f es continua en A.
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ii).- Para todo conjunto abierto V de R™, f~1(V) es abierto en A, es decir,
existe U conjunto abierto en R™ tal que f~ (V UNA.

) =
iii).- Para todo conjunto cerrado G de R™, f~1(G) es cerrado en A, es decir,
existe un conjunto cerrado F de R™ tal que f Y@)=FnA.

Demostracion.

i)=> ii) Sea V un conjunto abierto de R™. Sea 7, € f~' (V). Por tanto f(Z) € V.

Entonces existe un conjunto abierto Uz, de R™ tal que f(Uz, N A) C V y

Ty € ug-go.

Seald = |J Uz, U es abierto en R™. Afirmamos que Y N A = f~1(V).
Zoef~1(V)

En efecto, se tiene que Uz, N A C f~1(V) para toda &y € f~1(V). Por lo tanto

UNA=( U Ux)nAd= U Uz,NnA)C U f (V) =f1(V).
Zoef~H(V) Zoef~H(V) Zoef~?

Reciprocamente, sea Z, € f~(V). Entonces zy € Uz N A CUNA. Porlo

tanto f~H(V) CUN A. Se sigue que f~1(V)=UnN A.

ii)= iii) Sea G un conjunto cerrado en R™. Por tanto CG es abierto y f~!(G) =
U N A con U un conjunto abierto de R™. Ahora bien, se tiene:

( )=[THRT\CG) = fTHR™)\ fTHCG) = ANC(f7H(CG)) =
m(UrwA) =ANUUA)=(ANU YU AN AS) =ANU°

|
0

y U¢ es un conjunto cerrado. Por lo tanto f~'(G) es cerrado en A.

iii)= ii) Sea U un conjunto abierto en R™, por lo que CU es un conjunto cerrado.
Por lo tanto f~'(CU) = F N A con F cerrado en R". Se sigue que

1) = fFHR™\CU) = A\ fH(CU)=ANC(FNA)=ANF°

con F¢ un conjunto abierto en R™. Por lo tanto A N F¢ es abierto en A. Asi
pues f~1(U) es abierto en A.

ii)= i) Sea @y € Ayseae >0, f Y(B(f(%),e)) =UNA con U un conjunto abierto
de R"y Zy € UN A. Por lo tanto existe 6 > 0 tal que B(Zp,d)NA CUNA. Se
sigue que f(B(Z,6) N A) C f[f~ (B(f(Zo),2))] C B(f(To),). Por lo tanto f

es continua en . a

El siguiente teorema nos establece que la conexidad y la compacidad son propiedades
topoldgicas, es decir, se preservan bajo funciones continuas.
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Teorema 4.1.18 Sea f: A — R™ ACR" y f continua en A. Se tiene que
i).- si A es conexo, entonces f(A) es conezo,

ii).- si A es compacto, entonces f(A) es compacto.
Demostracion.

i).- Supongamos que f(A) es disconexo. Entonces existen U, V' conjuntos abiertos
de R™ tales que

FA)CUUY, FANUADLFANYV v UNV N FA) =0.

Sean f'U) =UyNAy f7Y(V)=ViNAcon U, V; conjuntos abiertos de
R". Entonces

U VN A= FU) N FAV) A FUFA) = 7 UNV N F(A) =
— f71(0) = 0.

Ademés
ACFHUUV) =AU U (V) =Uh uVi) N A,

Por lo tanto A CU; UV;. Sea o € f(A) NU. Entonces existe Ty € A tal que
f(%) = 7. Por tanto Ty € f7'(U) =U; N Ay U NA#D. Andlogamente
tendremos ViNA # (). Por lo tanto A es disconexo lo cual es una contradiccién.
Se sigue que f(A) es conexo.

ii).- Supongamos que f(A) no es compacto. Entonces existe una cubierta abierta

{Un}aen, Us conjunto abierto de R™ tal que f(A) C |J U, y tal que f(A) no
a€A
puede ser cubierto por un nimero finito de los conjuntos U,,.

Sea f~'(U,) =V, N A. Entonces f(A)C |J U. Por tanto

a€ Lambda

A =AC | i) = An (U Va)

a€eN acN

Se sigue que A C |J V, por tanto existen ag,...,a; tales que A C U Ve,
acA
(por ser {V, }aeA cublerta abierta de A y A compacto). Se sigue que f( )

(UV ) C Uf( ) C UL{a lo cual es absurdo.
i=1

Esto prueba que f(A) es compacto.
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Corolario 4.1.19 (Los 3 teoremas fuertes para R)
(1) Bolzano o Teorema del Valor Intermedio
Sea f :]a,b] — R una funcion continua y sea f(a) <ty < f(b) (o f(b) <ty < f(a))
Entonces existe xo € [a,b] tal que f(xg) = to.
(2) Weierstrass
Si f :]a,b] — R es una funcion continua, entonces f([a,b]) estd acotado.
(3) Weierstrass
Si f:]a,b] — R es una funcion continua, existen xo,yo € [a,b] tales que:

f(xo) = sup(f([a,b])) = sup{f(z) | = € [a, b]},
f(yo) = nf(f(la,0])) = inf{f(z) | z € [a, b]}.

Demostracion.  Se tiene que si f : [a,b] — R es continua, puesto que [a,b] es conexo y
compacto, se tiene que f([a,b]) es conexo y compacto. Se sigue que f([a,b]) = [¢,d] es un
intervalo cerrado.

(2) Puesto que [c, d] estd acotado, se sigue que f([a,b]) esta acotado.

(3) Se tiene que ¢ = inflc,d], d = suple,d] y f([a,b]) = [¢, d] por lo que existen 1o, xy €
[a, b] tales que f(yo) = ¢ = inf f([a,b]), f(zo) = d = sup f([a, b]).

(1) Seac< f(a) <ty < f(b) <d (oc< f(b) <ty < f(a) <d). Por lo tanto ¢, € [c,d].
Se sigue que existe zg € [a, b] tal que fzy) = to. EI

Corolario 4.1.20 (Teorema de los valores maximo y minimo) Sean K C R" un
conjunto compacto y f : K — R™ una funcion continua. Entonces existen Ty, 1y € K

tales que || f(Zo)|| = sup{|[f(D)|| [ ¥ € K} y [[f ()] = mt{[|f (@) | ¥ € K}
Demostracion. Sea h : K — R dada por: h(Z) = ||f(Z)]|. Se tiene:

Lo pmllp

h

h=sof=|f]|. Porlo tanto h es una funcién continua pues tanto s como f lo son. Se
sigue que h(K) C R es un conjunto compacto.

Por lo tanto inf h(K) € h(K) = h(K) y ademés inf h(K) > —oo; sup h(K) € h(K) =
h(K) y ademds sup h(K) < oco. Por lo tanto existen Zy, yp € K tales que

h(Zo) = [ (Zo)|| = sup{h(Z) | ¥ € K} = sup{[|/(Z)[| | 7 € K}

h(go) = 1 (%o)ll = inf{h(2) | ¥ € K} = inf{|[f(D)]| | ¥ € K}. 4
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Corolario 4.1.21 (Teorema del valor intermedio) Sea f : K — R una funcion con-
tinua con K CR"™ un conjunto conezo. Sean Z,y € K tales que f(Z) < f(v) (f(Z), f(y) €
R). Sea ¢ € R tal que f(¥) < ¢ < f(y). Entonces existe Ty € K tal que f(Zy) = c.

Demostracion.  Se tiene que f(K) C R es un conjunto conexo. Por tanto f(K) es un
intervalo y f(Z), f(¢) € f(K). Se sigue que [f(Z), f(¥)] C f(K)y c€ f(K). Por lo tanto

existe 7y € K tal que f(Zp) = c. Q

Corolario 4.1.22 (Equivalencia de las normas) Sea || |1 la norma uno de R, es
n

decir, ||Z]|1 = ||(x1, ..., 2)|1 = Z |z;| v sea N una norma cualquiera de R™. Entonces

i=1
existen constantes «, 3 > 0 tales que: o||Z||y < N(Z) < B||Z||1 para toda T € R™.

Demostracidn.  Ya se prob6 que existe M > 0 tal que N (Z) < M||Z||; para toda Z € R™.
Sean X igual a R™ pero considerando la norma || ||; y Y también igual a R™ sélo que
ahora considerando la norma N.

Sea p : X — Y, ¢(¥) = & (como conjuntos: ¢: R" — R™). Afirmamos que ¢ es
continua. -

En efecto, sea 7y € R" y sea ¢ > 0. Sea 0 = U entonces ||& — Zo||; < 0 implica que

N (& — Zy) < M||Z — || < Mé = e. Por lo tanto ¢ es continua.

Ahora sea A = {Z € R™ | ||Z]|1 = 1}. Se tiene que A es un conjunto cerrado y acotado,
por lo tanto A es compacto. Se sigue que p(A) = A C R" es compacto considerado R”
con la norma N.

La funcién N : R” — R es continua pues N (Z + ) < N (&) + N () implica

N(@) =N(Z —§+ ) <N(@ -9 +N(@)

y
N(@) =Ny — 7+ 7) < NG - 7) + N(2)
Por tanto
N(@) = N(y) S N(@ —y), N(y)—N(@) <N(@ -7
asi que

Sea Ty € R" y sea € > 0. Tomemos § = . Entonces N (¥ — 7y) < § implica

N (Z) = N(Zo)| S N(Z —Zp) <6 =e.
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Por lo tanto N es continua y N'(A) es compacto en R. Ademés N (A) = {N(Z) | ||7]|, =
1}. Por lo tanto NV(Z) > 0 para toda & € A. Se sigue que existe a > 0 tal que N(7) > «

para toda ¥ € A. Ahora sea & € R", ¥ # 0 arbitrario. Por lo tanto T € A implica
Zi1
z z 1 .
N | —= >a vy N|(—= = —N(7) > a.
114 [ oy I
Por lo tanto N (%) > «||Z||; para toda T € R™. a

Corolario 4.1.23 Sean A C R", B C R™ conjuntos no vacios. Entonces A x B C R"t™
es conero <= A y B son conexos.

Demostracion.
=) Sea f: Ax B— R", f(@b) =a. Se tiene que f es continua y f(A x B) = A por lo
que A es conexo. Ahora sea g: A x B — R™, ¢(a, l;) = b. Se tiene que g es continua y
g(A x B) = B, por lo que B es conexo.
<) Si Ao B = () se tiene que A x B = (). Por lo tanto A X B es conexo (sélo esta
implicacion es vélida si consideramos conjuntos vacios). Sean A # () # B. Sea be B
fijo y sea f : A — R"™™ f(d) = (a, I;) Se tiene que f es una funcién continua y
f(A)=Ax {l;} Por lo tanto A x {E} es conexo. Sea g : B — R™™ ¢(b) = (@,b), G € A
fijo, g es una funcién continua. Se sigue que g(B) = {a} x B es conexo.

Sea ay € A fijo. Sea Ay = (A x {b}) U ({@y} x B) el cual es un conjunto conexo pues
(Ax{bW)N({do} x B) = {(d@,b)} # 0 y ambos son conexos. Ahora: () Ap D {ado}xB # 0.

B
Por lo tanto |J Az = A x B es conexo. h o
beB

Ejemplos 4.1.24

sen(e™) + x?

RV

continua en R? pues f es suma, producto y composicién de funciones continuas.

(1).- Sea f : R* — R dada por: f(z,y) = Entonces f es

(2).- Sea f:R® =R f(x,y,2) = <@,x2 — 9%, senx, e¥?). Entonces
z

filz,y,2) = Y s continua en R? \{(z,y,2) | z=0} y
2

f?(x7ya Z) = 332 - 92,
fs(z,y,2) =senx, son funciones continuas en R3.

f4<xvy7 Z) = e¥*
Por lo tanto f es continua en R3\ {(x,y,2) € R® | 2 = 0}.



4.1 Limites de funciones y funciones continuas

65

(3).- Sea A C RP. Definimos f : R? — R como f(Z) = d(z, A) para toda
7 € RP, es decir, f(¥) = infl d(Z,d). Veremos que f es continua en RP.
ac

En efecto, sean &, 7, € R? arbitrarios Se tiene: d(Z,a) < d(Z,Zy) + d(Zo, @)
para toda d € A.
Como f(¥) = d(Z, A) < d(¥,d) para toda a@ € A, se tiene:

F(7) = d(F, A) < d(7, %) + d(7o, )
para toda @ € A.
Luego: f(7) = d(F, A) < d(F, To) + d(To, A) = d(F, 7o) + F(To).

Por lo tanto

Se tiene también: d(Zy,d) < d(¥y, ¥) + d(Z, @) para toda @ € A.
De aqui se concluye que d(Zy, A) < d(%y, Z) + d(Z, A), es decir,

=7 = Zol| = —d(Zo, @) < f(Z) — f(Zo). (2)
De (1) y (2) se consigue:

|f(@) = [(Z)] < ||T — Zo|| para toda 7,7, € R”. (3)
Ahora dado € > 0, tomamos § = € y entonces

17 — Zoll < 0 <2 |£(&) — £(Fo] <.

Por lo tanto f es continua en iy, luego f es continua en RP. De hecho f es
uniformemente continua. Después definiremos este concepto.

Notemos las siguientes consecuencias:

i).- Sea C' = {¥ € R? | d(#,ad) < 1 para algin @ € A}. Afirmamos que
C' es un conjunto abierto en RP.
En efecto C = {Z € R? | d(7,A) < 1} = f7!((—o0,1)) y como
(—00,1) es abierto en R y f es continua, entonces C' es abierto en
RP.

ii).- Sean A;, Ay C RP y sean U = {¥ € RP | d(7, A1) < d(Z,As)},
V ={7 € RP | d(¥, As) < d(¥, A1)}. Entonces U y V son abiertos
en RP.

En efecto, sean fi, fo : RP — R las funciones

fl(f) :d(va)7 fZ(f) :d(faAQ)
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para toda & € RP. Se tiene que f; y fo son funciones continuas en
RP.

Se tiene: U = (fo— f1)71((0,00)), V = (fo— f1) "} ((—00,0)) y puesto
que (0,00), (—o00,0) son conjuntos abiertos y fo — fi es una funcién
continua se sigue lo deseado.

iii).- Si #, —— o, entonces, por la continuidad de f, se sigue que

n—o0

d(Z,, A) — d(Z, A).

n—oo

iv).- El conjunto D = {& € R? | d(¥, A) < r}, donde r > 0 es cerrado.

v).- Si A = {a}, entonces d(Z, A) = d(Z,d), luego la funcién f: R? — R
dada por f(¥) = d(Z,d) = ||© — d|| es continua en RP. En particular
la norma es una funcién continua.

(4).- Sea m; : R" — R, mi(zy,x9,...,2,) = x;. En el cason = 2, sea A =
1

{ (w, —) ER? |z > O} el cual es un conjunto cerrado en R?. Ahora m(A) =
T

(0, 00) el cual no es un conjunto cerrado. Por lo tanto la imagen de un conjunto
cerrado no necesariamente es cerrado bajo la funcién continua 7.

Ahora consideremos, f : R" — R™, f(¥) = b fijo. Por ser constante f es
continua, R™ es abierto, pero f(R"™) = {b} no es abierto.

Este ejemplo prueba que las funciones continuas no necesariamente mandan
cerrados en cerrados, ni abiertos en abiertos.

(5).- Sean R > 0,0 < r < R dos numeros fijos. Recordemos que el toro
geométrico esta dado por:

T={(z,y,2) ER}| —r <z<ra*>+y*=(R—\)? donde \* = r* — 2°}.

Se puede demostrar que:

x = (R — rcos 2my) cos 270, 0<p<
T =< (z,y,2) €R*| y = (R —rcos2mp)sen 2, donde 0<w<l
z =rsen2mp 14

Consideremos ahora la aplicacién f: R? — R3, f = (f1, fa, f3), donde

f1(0,0) = (R — rcos 2mp) cos 270,
f2(0,0) = (R — rcos2mp) sen 2w,  para toda (6, ¢) € R?.

f3(0,¢) = rsen2mp
Entonces fi, f2, f3 son funciones continuas. Por lo tanto f es continua. Ahora
si C = 1[0,1] x [0,1],T = f(C) y puesto que C' es compacto y conexo, T es
compacto y conexo en R3.
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(6).- Sea @ € RP. Consideremos la funcién f : R — RP dada por f(7) =7+ d
para toda # € RP. Sea K C RP. Entonces f(K) = d + K. Por lo tanto si K
es un conjunot conexo entonces K + @ es conexo y si K es compacto se sigue
que K + @ es compacto.

(7).- Sea f : R" — R™, f(Z) = 7o = fijo. Por tanto {7} C R™ es compacto
pero f1({#u}) = R™ no es compacto.

Sea ahora f : R — R dada por f(z) = senxz para toda x € R. Se tiene que

F740,1]) = U [2nm, (2n + 1)7]. Se tiene que [0,1] es conexo y compacto, f
nez
continua pero f~!([0,1]) no es ni conexo ni compacto. Por tanto la imagen

inversa de conexos o compactos bajo funciones continuas no necesariamente
son conexos o compactos.

Definicién 4.1.25 Sea A C R" y sea f : A — R™. Se dice que f es uniformemente
continua en A si para toda e > 0, existe § > 0 tal que ||Z—]| < ¢ implica || f(Z)— f(¥)|| <
€.

Observaciéon 4.1.26 Si f es uniformemente continua en A, entonces f es continua en A.

Ejemplos 4.1.27

(1).- Sea f(z) = 2% f : R — R. Veremos que f no es uniformemente continua

en R. Sea ey =1 ysead > 0, entonces existe ng € N tal que para toda n > ny,
1 1 1
— < 0. Sean z,, = n,y, = n+ —, entonces |z, —y,| = — < 0 para toda n > ny
n n n

1 1
pero |(,) — fla)] = |a2 — 42| = [n? —n® —2— =24 52> 1=g,

Por lo tanto f no es uniformemente continua en R aunque si es continua.

(2).- Sea f : [0,1] — R, f(z) = 2% Sea ¢ > 0, elegimos § = —, entonces si
|z — 2’| < 4§ se tiene que |f(x) — f(2')] = |2* — 2% = |(z + 2)||(x — 2')| <
(lz] + 2]z — '] < 1+ D]z —2/| = 2]z — 2’| < 20 = e. Por lo tanto
f es uniformemente continua en [0, 1] (pero no en R).

DO ™

~

Por lo tanto La continuidad uniforme depende del conjunto del que se hable.

(3).- Sean f: A — R™ A C R". La funcién f se llama de Lipschitz si existe
M >0 tal que || f(Z) — f(§)]| < M||Z — || para toda Z,7 € A.
Si f es de Lipschitz entonces es uniformemente continua pues dada € > 0, sea
€ o L . . - €
0 = 7 entonces [|7— | < & implica || /(%) - f(7)]| < M7yl < M+ =e.
Teorema 4.1.28 Sea f: A — R™ A C R", una funcion continua. Si A es compacto
entonces f es uniformemente continua sobre A.
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Demostracion. Supongamos que f no es uniformemente continua en A. Entonces existe
go > 0 tal que para toda § > 0, existen Zs, ys € A tales que

15 = 9sll <0 pero [|f(Zs) — f(%s)ll = €o.

1
Sea 0, = — vy T, y, € A tales que
n

— — 1 — —
|70 =Gl < = pero (1) — 1@ 2 <o

Se tiene que {Z,}2; € Ay A es un conjunto compacto por lo que existe {Z,, }7°,
subsucesion de {Z,}2°, que converge a un punto 7, € A.
Ahora:

— — — — — — 1 — —
Ve = Zoll < 1Ty — T | + | Ty, — Zoll < — + [T, — Zol| —— 0.
Nk k—o0
Por lo tanto

Yny, To Y Tny > L.
k—oo k—oo

Se obtiene que

o < I (Fa) = FEn) | —— (@) — F(@)]| = 0

lo cual es absurdo. Se sigue que f es uniformemente continua en A. a

1
Ejemplo 4.1.29 Sea f : (0,1] — R, f(x) = —. Se tiene que f no es uniformemente
T

continua en (0, 1]. En efecto, sea gy = 3 entonces para toda d > 0, existe ng € N tal que

1 1 2 1
para toda n > ng, — < d. Sean x,, = —, Y, = —, |, — yn| = — < J para toda n > ny,
n n n n

pero |f(za) = flga)l = |n = 5| =5 = 5 > =

Por otro lado, para toda n > 0,[n, 1] es compacto, por lo que f es uniformemente
continua en [n, 1] para toda n > 0 pero no lo es en (0, 1].

Proposicién 4.1.30 Sea f: A — R™ una funcion uniformemente continua en A C R™.
Entonces f se puede extender continuamente a A en una tunica forma, es decir, eriste
g: A — R™ continua tal que gla = f, esto es, g(¥) = f(¥) para toda T € A.
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Demostracién.  Sea &y € A. Entonces existe una sucesiéon {7, }22, C A tal que ,, ——

n—oo

Zo. Sea € > 0. Existe § > 0 tal que || — y]| < ¢ implica || f(Z) — f(¥]] <e.

Ahora {Z,}22, es de Cauchy, por lo que existe ng € N tal que para toda n,m > ny,
se tiene que ||, — Z,,|| < & implica || f(Z,) — f(Zn)|| < &. Por lo tanto {f(Z,)}5°,, es de
Cauchy y existe lim f(Z,) = 7 € R™.

Definimos g(Zy) = .

Sea {Z,}5°, C A otra sucesién tal que 2z, —— . Para ver que g es tnica hay que
ver que g(2,) —— G

Sea e > 0y sea 0 > 0. Entonces existe ng € N tal que para toda n > ny, |7, — Z,|| < ¢
implica || f(Z,) — f(Z,)]| < e. Se sigue que lim f(Z,) = lim f(Z,) = ¢o. Por lo tanto g
es Unica.

Por 1ltimo, es claro que g es continua. a

4.2 Ejercicios

1) Sea D C RP ysea f: D — RY. Sean fi,..., f1 las funciones componentes
de f. Demostrar que ¢ = lim f(7) <= {; = lim fy(Z),k =1,...,¢q, donde

aeD yl=(l,.. . 10 eR

2) Sea (, ) : R? x R? — R la funcién, ( ,)(#, ) := (Z,7). Probar que (, ) es
una funcién continua en RP x RP.

3) Sea D CRPysea f: D — R% Sedefine || f|| : D — R por ||f||(Z) = || f(Z)]
Demostrar que si f es continua, entonces || f|| es continua. Dar un ejemplo de
una funcién f tal que || f|| sea continua pero que f no sea continua.

4) Sea T : R? — R? una transformacién lineal. Demostrar que 7' es uniforme-
mente continua.

5) Sea f : R? — RY una funcién continua. Se define la grdfica de f como
el conjunto I'(f) = {(Z, f(¥)) € RP x R? | ¥ € RP}. Probar que I'(f) es
un conjunto cerrado en RP x RY. El reciproco no es cierto, es decir existen
funciones cuya gréfica es un conjunto cerrado pero que no son continuas. Dar
un ejemplo.

6) Sea g : R — R una funcién tal que g(z + y) = g(z)g(y) para toda z,y € R.
Probar que si g es continua en 0, entonces g es continua en todo R. Probar
también que si existe xy € R tal que g(xy) = 0, entonces g(z) = 0 para toda
z e R.
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7) Un polinomio en n vam’ables Z1,...,T, es una funcion P : R® — R de la

forma: P(& g E Chy ... Cr, X ak2 2P donde & = (zq, 29, ..., T0).
k1=0  kp=0
Demostrar que todo polinomio en n variables es una funcién continua en R".

P(7)
. | . Q(7)
donde P y @ son polinomios en n-variables. ;Cual es el dominio natural de
f? Probar que f es continua en cada punto de su dominio natural.

8) Una funcién racional en n variables es una funcién de la forma f(7) =

’ In(z” + y?), arctan k]

<¢x2+y25’ T Ty

Encontrar el dominio natural D de la funciéon f y demostrar que f es continua

1
en D. Demostrar que (0,0), (2, 5) € D' y que no existen

9) Considerar la funcién: f(z,y) =

lim  f(z,y), lim  f(x,y).

(z,y)—(0,0) (z.y)—(2,3)

10) Considerar la funcién f : R? — R dada por: f(x,y) = \x|§——€y si (z,y) #
(0,0) y £(0,0) = 0 ;Donde es continua f(z,y)?

11) Considerar la funcién f : R? — R dada por:

2

zy
a) flay) =4 agp 0 @W#00)
0 ) (x7y>:(0,0)
l'2y2
b) fley) =4 i o 9700
0 ’ (Iay>:(0,0>
zy(a® —y?)
o) fla,y) =4 ~ a2tz (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

Hallar los puntos de continuidad y discontinuidad de la funcién f.

1 sizel0,1]
0 siz¢l0,1] -
continua en R. Asegurarse exhibiendo un abierto & y un cerrado F en R tales
que h=*(U) no es abierto y h~!(F) no es cerrado en R.

12) Sea h : R — R la funcién h(z) = Probar que h no es
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13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

2

Considerar la funcién f : R — R definida por f(x) = %, para toda
x

x € R. Demostrar que f es continua en R pero no manda abiertos en abiertos,
ni cerrados en cerrados.

Sean f,g : R? — R? funciones continuas en RP. Demostrar que el conjunto
{Z# € R | f(Z) = g(¥)} es cerrado en RP. Deducir que si f(Z) = g(Z) en todo
Z de cierto conjunto A, entonces f(Z) = g(¥) para toda ¥ € A.

Sea f : R? — R una funcién continua. Si K es compacto y conexo en RP,
demostrar que f(K) es un intervalo cerrado y acotado de R. Deducir que no
existe ninguna funcién continua f que aplique [0, 1] en (0, 1).

Sea B un compacto en RP y sea f : B — RY una funcion continua inyectiva.
Demostrar que f~!: f(B) — B es una funcién continua.

Sea A un subconjunto de R? que no sea cerrado. Probar que existe una funcién
f A — R que es continua en A pero que no es acotada en A.

Sugerencia: sea &) € A\ Aysea f: A — R, f(7)
T e A

= ———— para toda
|2 — Zo|

Sea f : R™ — R una funcién continua que inicamente toma valores racionales,
es decir f(Z) € Q para toda ¥ € R". Demostrar que f es una funcién cons-
tante.

Considerar la funcién continua f : R — R, dada por f(z) = senz para toda
r € R. Encontrar un compacto K y un conexo C en R tales que f~'(K) no
sea compacto y f~!(C') no sea conexo en R (K y C diferentes a los dados en
el texto).

a) Sea f : R? — R la funcién f(Z) := ||Z||. Demostrar que f es
uniformemente continua en RP.
b) Sea ® : R x R? — R¥ la funcién ®(\, Z) = AT para toda (\,7) €

R x RP. Probar que ® es continua pero no uniformemente continua
en R x RP.

Sea f : [a,b] — R una funcién continuamente diferenciable, es decir, f'(z)
existe y es continua en [a,b]. Demostrar que f es uniformemente continua en

la, b].

a) Sea f: R — R, f(z) = T2 para toda x € R. Probar que f es
T

uniformemente continua en R.
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b) Sea f: R — R la funcién f(x) = xsenz para toda x € R. Mostrar
que f no es uniformemente continua en R.

c) Sea f : [0,00) — R, f(z) = x,z > 0. Demostrar que f es
uniformemente continua en [0, 00).

d) Sea f: R — R la funcién f(x) = senx para toda x € R. Probar
que f es uniformemente continua en R.
Sugerencia: [ es continua, luego f es uniformemente continua en

[0, 27]. Usar la periodicidad de f.

1
23) Sea f:(0,00) — R dada por f(x) =sen—,z > 0 ;Es f continua? ;acotada?
x

juniformemente continua? en (0, 00).

24) Probar que la funcién f(x) = y/z, x > 0 es uniformemente continua en [0, c0)
pero que no es de Lipschitz.

25) Sea A = {(z,y) € R? | 2* + y*> = 1} y consideremos la funcién f:[0,1) — A
dada por f(t) = (cos2nt,sen2nt) para toda t € [0,1). Probar que f es una
biyeccién continua. ;jPorque la funcién inversa no es continua?

26) Sea D un subconjunto de RP. Consideremos f : D — R? y sus funciones
componentes f = (f1,..., fy) f1,-.., f¢ : D — R. Demostrar que f es uni-
formemente continua en D <= fi,..., f, son uniformemente continuas en

D.
27) Sea A={(z,y) eR?* |z >0y 0 <y < 2?}.

a) Demostrar que en toda recta que pase por (0,0) hay un intervalo

que contiene en su interior a (0,0) y que esté totlamente contenido
en R?\ A.

1 si (z,y)e A’
h € R? se define gp(t) = f(tﬁ) para toda t € R. Probar que g; es
continua en 0, pero que f no es continua en (0,0).

b) Sea f: R? — R la funcién, f(z,y) = { 0 st (r.y) #A 4o

28) Sean f : A C R* — R™ g : B C R™ — RF uniformemente continuas y
f(A) C B. Probar que go f : A C R"” — R* es uniformemente continua en A.

29) Sea f:R? x R? — R® una funcién tal que lim  f(Z,7) = L. Supongamos
(Z,9)—(a,b)
que existen los limites: lim f(Z,¢) y lim f(Z, y). Demostrar que:
r—a j—b

lim [Lir@ (7, g)} — lim [nm (7, g)} ~ L

s = =g
I—d | p—p j—b LZ—ad
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q 22y
30 =
) ca f(xay) :c2y2—|—(w—y)2
(z,y) # (0,0)). Mostrar que lir% <lirr(1) f(:v,y)) = liH(l](hH(l) f(z,y)) pero que
Yy— r— z—0 y—

lim T no existe.
o hm flz,y)

cuando z%y? + (x — y)? # 0 (es decir cuando

1
rsen— si y#0
Yy

31) Sea f : R? — R la funcién f(x,y) = Probar que

0 si y=0
lim  f(z,y) = 0 pero que: hm (hm f(z, y)> # ili%q,ll% flz,y)).

(z,)—(0,0)

32) Sea f(x,y) = . ——|—gy/ si x # —y. Probar que

hm(hm flz,y)) # hm(hm f(z,y)).

z—0 y—0 y—0 z—

) 2
33) Sea f(x,y) = ﬁf si (x,y) # (0,0). Demostrar que 31313(1) (1112% —I;iy > —

T
1; que lim [ im —— | =0 ue lim T no existe.
! y—0 (x~>0 2 + y2) yd (z,9)—(0,0) f( y)

34) Sea f : R? — R una funcién. Definir que serd | l}im f(&). (Existen los
Z||—+o0
r+y , xy — 22

limites: m —_, 1m —_— !
()| —+o0 2 4+ Y2 [|(2,,2) | =400 T2 + Y2 + 22
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Capitulo 5

Derivadas

5.1 Resultados fundamentales

Sea f : [a,b] — R derivable en z( € (a,b). Sea L(z) = f(zo) + f'(z0)(x — x0).
Se tiene que:

p L) = f(@)

T—T0 r — X T—T0

; f’(a:o)} /(o) + F () = O,

Es decir la recta L(z) aproxima a f(x) en una vecindad de xy. De hecho, si f es
n-veces derivable en xg y P, 4, ¢(%) es el polinomio de Taylor de orden n de f en =y,

f(n) (o)

n!

P ao,g(x) = f(xo) + f'(@0)(x — 20) + ... + (x —x0)",

entonces lim (@) = Po.s (7) = 0.
=0 (x — o)

Para generalizar lo anterior, sea f : A C R* — R y sea (zq, o) € A Queremos un
plano que aproxime a f(z,y) en una vecindad de (xg, 7o) en el mismo sentido que en R, es
decir, se quiere un plano L(z,y) = Az+By+ctal que L(zo,yo) = Azo+Byo+c = f(z0, yo)-
Por lo tanto ¢ = f(zo,y0) — Axg — By y ademaés:

(z)—(zo0) ||(2,y) — (o, yo)||

Ahora:

f(x,y) — L(x,y) = f(z,y) — (Ax + By + f(z0,y0) — Ao — Byo) =
= f(z,y) — f(x0,y0) — [Alx — 20) + B(y — %0)]-
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Sea h = (z,y) — (z0, %) = (x — 20,y — o) y sea T : R — R la transformacién lineal:
T(z,y) = Az + By. Entonces el limite (x) se transforma en:

lim |f(x,y)—f(l‘o,yo)—T(ﬁ—xo,y—yoﬂ _
(z,y)—(z0,y0) ||(x7y> - (x(byO)H

-

_ i M (@0,90) + B) — F (w0, 30) = T(h)
it Il

=0.

Por tltimo, en el caso de una funcién f : [a,b] — R de una variable real, f se llama
derivable en x € (a,b) si existe el limite:

i F@) = flwo) o flwo+h) = flxo)
h

= f'(xo)-
Sea T : R — R dada por T'(z) = f'(x¢) - . Entonces la funcién T es lineal y se tiene:

lim |f(zo +h) — f(xo) =T(R)| 0
h0 Al -

donde h = x — x.
Con todo esto, podemos establecer la definicién de derivada.

Definicién 5.1.1 Sea f: A CR” — R™ y sea T € A f se llama diferenciable en xg si
existe una transformacion lineal 7' : R — R™ tal que:

i M @+ B) = f(Fo) = DFGE)R)| _ - IF(F) = f(Fo) = Df(F0)(F — To)|
Fim0 17| F—>o Il

=0.

La transformacién lineal T se llama la derivada de f en Zy y se denota T = f'(¥) =

D f(Zo).

Observacién 5.1.2 En el caso de f : A C R? — R, el plano que aproxima a f(z,y)
en una vecindad de (zg, o), es decir, el plano tangente a f(z,y) en el punto (xg,yo), es:

P(z,y) = f(zo,v0) + Df(xo,y0)((x,y) — (x0,%0)). Equivalentemente si £y = (xq,y0) v

-

h=(z— 20,y — %), . .
P(& + k) = f(Zo) + Df (%) (h)-

Definicién 5.1.3 Sea f : A C R" — R™ y sea 7y € A Si f es diferenciable en 7
entonces a D f(Zy) se le llama la diferencial 6 derivada de f en ©y y a L : R" — R™,

—

L(h) = f(Zo) + Df(Z)(h) se le llama el plano tangente a f en el punto .

Ejemplos 5.1.4
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7

(1).- Sea f : R* — R™, f(Z) = { =cte. Se tiene Df(Z)(h) = 0 para toda

h e R
En efecto,
g 1o+ B) = 1(@) = DI _ 1070 _
im0 171 A0 Rl
(2).- Sea T : R™ — R™ una transformacion lineal. Sea 7, € R™.
|T (& + h) = T(&) — DT(Zo)(h)|| _ |T(h) — DT(Zo)(h)|
17l 172l
Se propne DT (Zy) = T. En efecto,
o I (@ + h) = T(@) = DT(@) (W) _
g 171
g I+ T — T T 1
o 7] s ||
Por lo tanto 7' es diferenciable y DT'(Zy) = T para toda &) € R™.
(3).- Sea m; : R" — R, my(xq,...,24,...,2,) = z;. Entonces 7; es una trans-

formacién lineal. Por lo tanto m; es diferenciable y Dm;(Zy) = m; para toda
Zo € R™. Por tanto

Dmi(Zo)(h) = mi(h) = h; para toda h € R™.
(4).- Sea B : R™ x R™ — R? una funcién bilineal, es decir

B(aZy + B7a, ) = aB(41,9) + BB(72, V)

B(Z,viji +wijp) = vB(Z, 1) + wB(Z, ).

Sean (Zo, ), (h, k) € R x R™. Entonces

IB((&o, §io) + (b, k) — B(&o, §o) — DB(o, o) (h, k)| _
(R, )
1B + hydio + k) — B(#, §o) — DB(&o, o) (h, k)| _
(R, )
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Sea h

- (htha'
1<i<

k), ko= (ki ks, .

.y km) v sea B(Q,Ej) = a;; € R?,
n, 1 < j < m, {&},, {E£;}], bases de R y R™. Por tanto

B(h k) = Z Zaijhikj. Sea M = Il'laX{HCLin | 1 S 1 S n, 1 S j S m}
i=1j=1

Entonces

i=1 j=1

1B B <D0 aglllhil k| < M 7> |IR||[[Ell = nm ||| E]].

i=1 j=1

Sea K = nmM. Se tiene que |B(h, k)| < K||h|||¥]|. Por lo tanto tenemos

[P 11

. <
R0\ -+

- =02

. (VIR + [R]12) .

<K lim K lim

lim e = K lim__ /[|2[* + [|k]|* = 0.
(h,h)—(0,0) A2 + ||k (hk)—(0,0)

B(h, k
lim | S = | = 0.

RB—-@0) |[(h, K
Se propone: DB(Zy, 7p): R” x R™ — RP dada por

Por lo tanto B es diferenciable en R" x R™ y
DB(7o, o) (h, k) = B(o, k) + B(h, 5v).
(5).- Sea f : [a,b] — R una funcién diferenciable en g € (a,b). Entonces:

Df(wo)(h) = f'(zo) - h.
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Teorema 5.1.5 Sea f: A C R" — R™, %, € A Si f es diferenciable en Ty entonces
Df(Zy) es tnica.

Demostracion. Sean Ly, Lo : R™ — R™ transformaciones lineales tales que

o+ B) — f @) — Lih)]

b =0, 1=1,2.
e 1Al
Sea @€ R", ||&]| = 1. Sea h = A&, A € R.
0 < @ - L) = D220
A ij
_ @t ) — f (@) — La(h) — [f (@ + h) = f(#) = LWl _
|2 -
1£ (o + 1) = f(@o) = La(R)]| , [1F@o+ D) = f(@o) = LW
B 1A |2 i

Por lo tanto Li(€) = Ly(€) para toda € € R™ tal que ||€]| = 1. Se sigue que L; y Lo
coinciden en una base de R” por lo que L = L. a

Observaciéon 5.1.6 Si 7y ¢ A puede suceder que D f(Zy) no sea tnica. Esta es la razén

del porqué se pide que Ty € A para definir la nocién de derivada.

Ejemplo 5.1.7 Sea A = [0,1] x {0} y sea f : A C R?> — R dada por : f(z,0) =

Sea D f(0,0)(x,y) = x + by con b € R arbitrario.

Para que (0,0) + (z,y) = (z,y) € A es necesario que y = 0 Por lo tanto si h =
(h1, he) € A, necesariamente hy = 0. Ahora bien:

— =,

iy [0+ R) = f(0) = DFEOYD)| _ . 1~ I

- o
h—0 ||h|| h—0 \/h%+02

Esto muestra que hay una infinidad de D f(0).

Teorema 5.1.8 Sean A CR", f: A — R™, &, € A. Entonces f es diferenciable en
Ty < existen T1,T5,..., T, : A — R™ funciones continuas en Ty tales que

fwzmm+2@—

para toda T = (x1,...,1,) € Ay Ty = (29,29,...,29).
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Demostracion.

=) Sea Df(%) =T :R" —

E(7) =
Se tiene que lim E(Z) =0 =
T—To
17—
por lo que

f(@)

Sea ¢ : A — R™ dada por:

Se tiene |(Z)] < 1.

p(T) =

R™ la cual es lineal. Definimos F : A — R™ por:

MO 10 TE) 4o,
6 si .f:ﬂo

E(Zy). Ahora bien,
L|E(@) = [(Z) — f(Zo) — T(T — Zo),
= f(Zo) + T(Z — 7o) + ||7 — Zo|| E(Z).

1 — Zoll

RN
&

8y

o si

|7 — Zolx
si

Il
&l

51

Sea {€;}!" ; la base candnica de R™. Ahora

f&

o) + Z(w -

A — R, i <i<n, dadas por

Sean «; :

Por lo tanto

T(e) + E(@)p(7)||7 = Zolly =

NT(@) + Y (o — 2| E@)p
i=1

)+ Z
(@).
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donde T;: A — R™, 1 <1i < m estan dadas por:

Ti(7) = T(&;) + oy (2) E(Z)p(7),
Ti(&) = T(&) + ci(@) B(To)p(Fo) = T(&) + (0) - (0) - 1 = T(&).
Ahora falta probar que cada T;,1 < i < n, es continua en .
Se tiene que ||T3(7) — Ti(2o) || = |ei(2) E(@)p(2)]| < |E@)I| ——— [I1E(o)ll = 0. Por
lo tanto ;i"lir‘rz‘}o T;(Z) = T;(Zp). Se sigue que T; es continua en Zy, 1 < i < n.

<) Ahora sea f(Z) = f(%) + > (z; —20)T;(Z). Sea T : R* — R™ la transformacién lineal
— i=1
dada por T(h) = 3 h,Ti(Z).

=1

Se tiene:

g 10 £ — s0) TR _ NS )
i I i I

.| L7 L . L7 L
<3 tim o I+ ) = Ti@0)]| < 3 U T3 + ) = T(a0)] =

Se sigue que B B
iy I (Zo + 1) — f(fo) — (Wl _
70 172l
Por lo tanto f es diferenciable en Z. a
El resultado anterior nos sera de mucha utilidad, tanto en el aspecto tedrico como en
el préactico, por lo que es muy conveniente que el lector se familiarice con él.

Corolario 5.1.9 En el teorema anterior se tiene: D f(Zo)(h) = S hTy(Zo). a
i=1

Corolario 5.1.10 Si f : A CR™ — R™ es una funcion diferenciable en @y € A, entonces
f es continua en Zy.

Demostracion.  Se tiene que existen 11, ...,T, : A — R™ funciones continuas en & tales
que

f(@) = f(Zo) + Z<IZ — 2)Ty(¥) para toda 7€ R™

Puesto que el dado derecho de la igualdad es una funcién continua &y, se tiene que f es
continua en . |
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Observaciones 5.1.11

(1).- Sea f: A — R™ A C R" una funcién diferenciable en 7, € A Sean
Ty,...,T, : A — R™ tales que

f(@) = ) + Z F)VT € A.
Entonces
0 0 0 0 0 0 0
lim f(ZEg )7" ZL‘E )17xzax£+)17"'7x7(1)) —f(l'g ),...,ZEE )’x%)> _
azi—mg ZT; x(o) -
0 0 0 0
_ li (I, - xS ))TZ(:L‘E )7 ’xz( )1,1‘,, "xg)) = T-(_» )
= ) irf(o) (xl .73(0)) = 1i(To
Por lo tanto
(0) (0) =
— X 9 "7Il7 t Z )
xl—m( ) Ti—x;

Se sigue que las T;(7p) estan univocamente determinadas y se denotan por:

@) = 5 ().

(2).- En el teorema anterior se tiene que:

n n

) = E xz‘ z § xz
, 3@
i=1

Por lo tanto

DS (@)(@) = Ti(ao) = 5(7o)

Teorema 5.1.12 (Regla de la Cadena) Sean f : ACR* - R™, g: BCR™ — RP

tales que f(A) C B. Sean Ty € A y Yo = f(Zo) € B tales que f es diferenciable en ¥y y g
es diferenciable en 1jo. Entonces go f : A — RP es diferenciable en Ty y

D(go f)(%o) = Dg(yo) o D f(Zo) = Dg(f(Zo)) o D f(o).

Equivalentemente
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Demostracién.  Se tiene: f(Z) = f(Zy) + Y. (z; — 2{”)T}(Z) para toda T € A, donde
=1
T;: A — R™ es continua en 7y, 1 <1 < m.

Anora D (#)(F) = f'(@)(R) = 3 (@)

Por componentes se tiene que si}’ = (f1, f2s- -, fm), fj + A — R, entonces, f;(Z) =
£3(#0) + zm # TP (@), donde T; = (17, ™).
Por otro lado existen Hy, ..., H,, : B — RP funciones continuas en g, tales que
—I—Z —yj H;(y) paratoda g€ B y ¢ () ZkH

Por lo tanto

g(f(Z) = g(f (7o) + Z(fj(f) — [i(%0)) H;(f (%)) =

7))+ > D (@i — ol TY (@) H,((7)) =

7)) + 3 (e — ") {Z (@) Hj(f(f))} -

m .

Ahora, para toda 1 < i < n, la funcién ) ﬂ(])(f)Hj(f(f)) es continua en Zy. Por tanto
j=1

g o f es diferenciable en Iy y se tiene:

0o I = 303 114
-y [g'<f<fo>><n<fo>>] = ) (3w =

= g/ (f(&)) o (f'(Z)(R)).

Se sigue que
(g0 f)(Zo) = g'(f(Zo)) o f'(Zo) o D(go f)(F) = Dy(f(¥o)) o Df(&o). Q

Teorema 5.1.13 Sean f: A C R*" — R™, ¥, € A yf =, fm), fir A —= R,
1 < i < n. Entonces f es diferenciable en ¥y <= f; es diferenciable en ¥y para toda
1< <n.

En este caso se tendra: D f(Zy) = (D f1(Zo), D fo(Zo), - .-, D fim(Zo)).

Matricialmente esto significa que con respecto a la base canonica de R™, D f(Zy) es la
matriz cuya i-ésima fila es D f;(Zy).
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Demostracion.
=) Sea f diferenciable en ¥,. Existen T3,...,7T, : A — R™ funciones continuas en 7

tales que f(Z) = f(Zo) + > (x5 — xz(-o))ﬂ-(f) para toda ¥ € A.
i=1
Sea T3(%) = (T\)(2),...,TV(@),...,T"™ (%)), 1 < i < n. Entonces para toda 1 <

j < m se tiene que f;(2) = f;(Zo) + S (z; — )T (@) y TY,... . T : A — R son

=1
funciones continuas en 7. Se sigue que f; es diferenciable para toda 1 < j < m.
<) Para cada 1 < j < m, existen Tl(])7 .., TY . A — R funciones continuas en 7, tales

que

£i() +Z zi — 2y )T (&),

Sea T;(7) = (Ti(l)(f),T-(Q) (2),... ,Ti(j)( r),. T(m (Z)) donde T; es continua en T, para

)

toda 1 <i<ny f(&) = f(Z) + D (z; — a:i )T (%) para toda ¥ € A. Por lo tanto f es
=1

diferenciable en Zj y se tiene:
To)(h) =Y hTi(F) asique (D f(T)( Z hT9 (%) = Df;(Zo)(h).
Se sigue que
Df(%y) = (Dfi(Zo), .-, Dfm(Zo)). N
Proposicién 5.1.14

i).- Sea s: R™ x R — R™ la suma, es decir: s(Z,y) = T + 1. Entonces s es
diferenciable y Ds(Zo, o) = s para toda (Z,y) € R™ x R™.

ii).- Sea p:R? — R el producto, es decir, p(x,y) = xy. Entonces p es diferen-
ciable y Dp(xo,yo)(h, k) = p(zo, k) + p(h, yo) = zo k + yoh.

Demostracion.

i).- La funcién s es lineal, por lo tanto s es diferenciable y para toda (7o, ) € R™,
Ds(Zo, o) = s.

ii).- La funcién p es bilineal por lo que p es diferenciable y Dp(xg,yo)(h, k) =
p(zo, k) + p(h, yo). .

Teorema 5.1.15 Sea A CR", % € A. Sean fig: A—=R™y X eR. Entonces si f yg
son diferenciables en Ty, se tiene:
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i).- f+ g es diferenciable en Ty y D(f + g)(Zo) = Df(Zy) + Dg(Zy).
ii).- Af es diferenciable en Ty y D(\f)(Zo) = AD f(Z).
iii).- Stm=1, f-g es diferenciable en ¥y y

D(f - 9)(Zo) = g(Z0) D f(Zo) + (7o) Dg(Zo).

iv)- Sim =1y g(Zy) # 0, entonces S es diferenciable en Ty y
g

. Zo)D f(Zo) — f(Zo)Dg(7,
D<i)(x0): 9(Fo) DS ( 0)4 fz( 0) Dy (7o)
g [9(Zo)]?.
Demostracion.
i).- Se tiene:
ACR* L. RrxR™ 5 R™

T = (f@),9(7) — @) +g(2).

Se sigue que so ' = f + g y por el teorema y las proposiciones anteriores,
que tanto s como F' son diferencialbes de donde se sigue que f + g es dife-
renciable en Zy y D(s o F')(Zy) = D(f + g)(Zo) = Ds(F(Zy)) o DF (%) =
so (Df(Zo), Dg(Zo)) = D f(Zo) + Dg(Zy).

ii).- Sean T1,...,T, : A — R™ funciones continuas en I, tales que

por lo que

Por lo tanto \f es diferenciable en 7y y

n

DO (E0))(R) = D hi(NTi(d0)) = AY_ hiTi(F)) = AD (7).

i=1
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iii).- Sea
Acrr 2, R? P, R

o (f(@),9(@) — [(@)g(D).
Se tiene f-g = po H y tanto p como H son diferenciables (p en (f(Zy), g(Zo))
y H en #y) por lo que fg es diferenciable en 7y y

-

) =
%), (4 ))}(Df(f (h),
)

( Dg(#o)(h)) =
(Zo) Dg(o)(h) + g(Zo) D f (o) (h )

Por lo tanto
D((f - 9)(Zo)) = [(Zo)Dg(Zo) + g(Zo) D f (Zo).

iv).- Puesto que g es continua en 7y existe 0 > 0 tal que B(Zp,d) C Ay g(Zy) # 0
para toda ¥ € B(Z), ).

Sean 11, ...,T, : A — R funciones continuas en T, tales que

= () + 3 (i = ") T(@).

Por lo tanto, para toda & € B(Z,d) se tiene

9(%) 9(F) = 9(2)g(Zo)’
de donde
1 1 — (0) < T3(%) )
>N = + (xl - ) - = =
9(@)  g(Z) Zl 9(%)g(Zo)
T(Z 1
—% es continua en Iy para toda 1 < i < n por lo que — es diferen-
9(7)g(Zo) g

ciable en 7y y



5.2 Derivadas parciales y representacion matricial 87

1
Por 1ltimo, i = f - — de donde se sigue que = es diferenciable en %, y
g 9

Nt — ran(D s+ Lo _
D(;)(wo)—f( 0>D(g)< D)+ 2 (@) D(J (@)
f(f )Dg(iﬁo) f( 0):g(fo)Df(fo)—f(fo)Dg(fo) O
W@ 9@ PEDE '

5.2 Derivadas parciales y representacién matricial

En la seccién anterior se establecieron los resultados tedricos para el calculo diferencial.
Ahora se estudiaran las derivadas con el fin de poder calcularlas de manera eficiente.

[e]
Si f: ACR" — R™ es una funcién diferenciable en ¥, € A, entonces se defini6
anteriormente la derivada parcial como

8f f(x?,,.'lf 1 +h,x+1,...,$0)—f(fo)
1 11— Z (2 n Rm'
31‘1( o) = h—0 h <
of S L : ,
Definicién 5.2.1 A 5 (Zo) = D;f(Zy) se le llama la i-ésima derivada parcial de f en
T

—

Zo-

Ahora si f = (f1, fo,. .., fm) entonces gi (Zo) = (g—fi(x ), gﬁ (Zo), ,%(fo))

1(Z,) existe para toda 1 < j < m.

(%o) existe <=

En particular

i Li
of, ,
Se tiene que a—fj(fo) =: D'f;(Zy) se calcula como una derivada en R dejando fijos a
T
:Ego), o ,g:j.(j)l, mg?r)l, ...,z y consideramos como variable a ;.
Con mayor precision, sea g(x;) = fj(x§0), e ,xgo)l,xz, E?r)l, o ,xq(lo)), g: C CR — R,
0 S (% y

0fj (= ©y_ 49 ©
i) = ) = S )

Ejemplos 5.2.2

(1).- Sean f: A - R, f(z,y) =2, A={(z,y) € R? | x > 0}. Entonces

of _ flzo+t,90) — fzo,0) . (w0 + 1) — ¢’ yo—1
_ag(} (ZE07 yO) - 11_1;101 M - 15% : = Yoy ,
of _ f(xo,yo +t) — f(wo,0) . et —ale
_(5130790) = lim =lim——— =
8 t—0 t t—0 t

= (e"™"0)'], = (Inz)e™ ™™ =z In .
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Por lo tanto P
V= v L ae

Tseny

(2).- Sea f: A C R® — R dada por f(z,y,2) =
z # 0}. Se tiene que

seny  Of xcosy Of
3 L) = ; 3—y(l‘,y)= g (@y) =

z z

, A={(z,y,2) eR’|

Ty
(3).- Sea g: R — R continua y sea f : R* — R dada por: f(z,y) = / g(t)dt.

) 0 0
Se tiene que 8—£(fco,yo) = g(zoyo)yo por lo que 8—£(1’,y) = g(zy)y y puesto

9]
que 8_5(%’%) = g(zoyo)zo obtenemos que a—y(ﬂf,?/) = g(zy)z.

Observacion 5.2.3 Sea f : A C R" — R™ una funcion diferenciable en y € f(i Entonces

O o e o5,
o (o) = T;(Zp). Se sigue que B,
0fi
8@-

para toda 1 < j < m y para toda 1 < i < n sin que f sea diferenciable en Z,.

(%) existe para toda 1 < i < n pues

Zp) existen

8567; ( 0)
paratoda 1 <i<n,1<j<m.
Sin embargo el reciproco no se cumple, es decir, puede suceder que (%) existan

Ejemplo 5.2.4 Sea f: R? — R dada por:

ﬂwa{x£ZQQ<%w#mw
| 0 si (z,9)=(0,0)

Ahora:
O 0.0y = tim {@O=FO0 ) 0-0_,
a]} x—0 X x—0 xT
9 0,0) = 1 LOWN =00 070
ay y—0 Yy y—0 y
Sin embargo si tomamos (z,, y,) = (l l) — (0,0)
Y ’)’L’ n n—o00 Y Y
1
n2 1 1
f(a:n,yn) 1n 1 :§n_)oo§7é0:f(070>
n? ' n?

por lo tanto f no es continua en (0,0), y por tanto f no es diferenciable en (0, 0).
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[e)
Sea f: A C R" — R™ una funcién diferenciable en 7, € A Entonces existen

Ti,...,T,: A — R™ funciones continuas en ¥y tales que f(Z) = f(Z —i—Z x; —9(:

of
ox;

con T;(%y) = (Zy). Por lo tanto

— ;hg}( Zh awz

Consideremos las bases candnicas {€;};;, {E;}j2, de R" y R™ respectivamente y sea

DIEN@) = g (@) = (G0 G2 ) = gL @+ + G2 B

Por lo tanto la matriz de D f(Zy) con respecto a las bases canénicas de R" y R™ sera:

afi ofr, . ofi .
8951 B, o) o0x; (%o) ox,, (7o)
N I o |
f (iUo) - Df(x(]) - axl (‘CEO) (9331 (.TO) axn (‘CEO) -
Ofm Ofm Ofm
axi (370) .. aml (1-0) - axn ([EO)
Difi(Zo) -+ Difi(Zo) -+ Dnfi(%o)
= Difi(Zo) -+ Difj(Zo) -+ Dnfi(Zo) | =
— (8f]( ))1<J<m(_ fles _. a(f17f27"'7fm)
8‘T0 1<i<n« columnas ' 3(:E1x2, T ,IL‘m) .
oF; 1<j<m
Definicién 5.2.5 La matriz <8 J (fo)> se llama la matriz jacobiana de f en Ty y
i 1<i<n

al determinante de esta matriz se llama el jacobiano de f en Ty.

Ejemplos 5.2.6
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(1).- Sea g : R — R continua y sea f : R* — R dada por:

e [l

g(t)dt -
Entonces
af T0Yozo
B (%0, Y0, 20) = g(/ g(t)dt) - 9(z0Y020) - Yo - 20,
b
af T0oYozo
8—(350, Yo, 20) = ¢ i g(t)dt ) - g(xoyozo) - o - 20,
af ToYozo
Iz (37073/0,20) = g \ Q(t)dt ‘9(1’03/020) “ X0 " Yo-

Por lo tanto

D f(xo, 0, 20) = (%(IanmZO)?%('IOvyOaZO) gf(xo yo,Zo)) =

T0oYozo
= 9(/ g(t)dt) : 9(3309030) : (9020733020, IL’OZJO)-
b

(2).- Sea f: R?® — R? la funcién dada por:

f(l‘7ya Z) = ($4y7xez) = (fl(x,y,z),fg(x,y, Z))

Entonces
0 0 0
M) Py Py
Df(x,y,2) = %( ) &( ) %( ) =
8:L‘ J]?y7z ay x?y’z 82’ x?y7Z

APy 2t 0
N e 0 ze® )’
(3).- Calculemos aproximadamente (2.01)3001.

Sea A= {(z,y) e R* | x>0} ysea f: A— Rlafuncién f(z,y) = V.

Sea (zo,y0) = (2,3). Se tiene que el plano tangente de f en (zg,yy) es
p(x,y) = f(xo,v0) + Df(zo,y0)((x — zo,y — yo)) (después veremos que en

efecto D f(xo,yo) existe) y se tiene: lim p(z,y) = f(@,y)l = 0. Por lo
(@y)—=(zo0) [|(x, ) — (o, Yo)
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tanto p(x,y) = f(x,y) en una vecindad de (zg,yo). Se sigue que

£(2.01,3.001) = (2.01)>*! = p(2.01,3.001) =

= f(2,3) + (yozi"™ ", (Inwo)af’) ( .60011 > B

01 (In2)8
8+ (3-2% (In )8)(001) 84124 555 =8

(4).- Coordenadas esféricas

Sean: 0 <r < oo, Setiene: x = rsenfcosq,
0<o¢<2nm, y = rsenfsen ¢,
0<6<m. z =rcosf.

Sea h en coordenadas esféricas, h: A C R3> — R, h(r,$,0). Ahora sea f
dada en coordenadas restangulares, f : B C R® — R, f(x,y,2) definida
de tal forma que h(r,¢,0)“ = 7 f(x,y,2). Con mayor precision sean A =
(RTU{0}) x [0,27] x [0,7] CR®* y A : A — R3 dada por \(r, ¢,0) = (x,vy, 2)
y entonces h = f o \.

A=K —"—=R
h

(7“, ¢7 9) - (x>yv Z) —>f(x,y,z).
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Se tiene:
oh Oh Oh
D Y . - D D -
D000 = (51555 )| = PO 000 DXE0.0
or 96 00
B <8f of 8f) oy 0Oy Oy B
~\ oz 9y’ 9z ~ o 06 00 -
Y Aso=(one) | G a_f o
(91” 8(]5 89 (7’1¢19)

— =, == senflsen¢ rsenfcos¢ rcosbsend
oxr’ 0y’ 0z
cos 6 0 —rsenf

(af of 8f) (Sen9C08¢ —rsenfsen ¢ rcosecos¢)

of

= (senﬁcosgbg + (senﬁsenqﬁ)g—f + Cosﬁa—,
T Yy 2

(—rsen@sen@% + (rsenf cos (b)a—y,
(rcos@cosgb)% + (rcosﬁsenqb)% — (TSGDQ)%).

Por lo tanto

oh of af af

5 sen@cosqﬁax—l—senesen(ﬁay+C05982,

oh of of

9o Tsenesen¢ax+rsen9cosgbay,

oh af of of
% = rcos@cosgbaqurcosesenqﬁa rseneaz.

(5).- {Cual es el plano tangente a la superficie z = 2> + y* en x = 1, y = 37

Para responder esta pregunta definamos f : R? — R por f(z,y) = z = 23 +y*
la cual es diferenciable (por ser producto y suma de funciones diferenciables)

y D13 = (G009 5 0.9) = 6 4 = 3,108

Por lo tanto

c=pley) = fL3)+ D3 (T ) =1 ysia @308 (T L) =
y—3 y—3
=82+ 3x — 3+ 108y — 324.
De esta forma obtenemos que el plano tangente es:

3r + 108y — 2z = 245.
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(6).- Verifiquemos la regla de la cadena para:

u(z,y,2) = ze¥, v(x,y, z) = (senz)yz, f(u,v)=u*+vsenu y

hz,y,2) = [f(u(z,y,2),v(z,y,2)).

Se tiene: u,v :R3 — R, f:R? — R, h: R3 — R.

Ahora

Wz, y, z) = f(u(z,y,2),v(z,y,2)) = f(ze’, (senz)yz) =
= (ze¥)? + ((sen x)yz) sen(zeY).

Por lo tanto

pn = (900 9N,
ox’ Oy 0z
Oh 9
- 2ze™ + yzcosxsen(xe?) + yz sen x cos(ze)e?,
T
h
g— = 22%e* + (senz)zsen(we?) + (senx)yz cos(ze’)ze?,
Y
h
g—z = (senz)y(sen(ze?)).
Se tiene que:
R3 g:(uvv) 2 f R
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de tal forma que h = f o g. Se sigue que

Dh(z,y,2) = (Df)(g(z,y,2)) o Dg(z,y,2) =

_ 0_f (9_f or 0Oy 0z | _
O’ 0V ) |y v dv Ov
or 0Oy 0z
ey reY 0
= (2u 4 v cosu, sen u) |g(zy,2) ( YZCOST zZSenT ysenzx ) -

= <2u -e¥ +vcosu-e’ +senu-yzcosw,
2u-xe’ +vcosu - ve¥ +senu - zsenx,senu - ysenx) =
(en u = ze?, v = (senx) - yz)
= <2xe2y + (sen z)yz cos(we?) - e’ + sen(xe?) - yz cos z,
2(ze?)? + xeY - (senw) - yz - cos(we?) + sen(xe?) - zsen x,

sen(ze) - y(sen ZL’)) =
_ (o o o
-\ 0z’ 9y’ 0z
obteniendo la igualdad anterior.

A continuacién enunciaremos un teorema que nos caracteriza la diferencialidad de
funciones por medio de sus derivadas parciales.

T
Of:
que existe § > 0 tal que para toda ¥ € B(%y, ), af]

Teorema 5.2.7 Sean ACR", f: A—R", %, € A. Sea f=",.., fm). Supongamos
(—)

) existen para toda 1 < i < n, para
Ly

Of:

toda 1 < 57 < m y ademas i(f) es continua en Ty para toda 1 <1 <mn, 1 < j < m.

6@

Entonces f es diferenciable en Zy.

Demostracion. Consideramos & = (z1,...,2,) € B(%,J) y escribamos 7y = a =
(al, c. ,&n).
Ahorasea f = (fi,..., fm). Entonces f es diferenciable en 7y <= f; es diferenciable

en Ty para toda 1 < j7 < m, por lo tanto podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que m = 1.
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Ahora

(@) = f(@o) = f(@r, .o mn) = flar, .. an) =
:f<$17"'7$n)_f(alax%"'axn)+f(a1>$27"'7xn)_
— flay, a9, 23, ..., 20) + -+ flar, ..., an_1,2,) — flag,...,a,) =
= Z(f(alv ey A1, Ty - - 7xn) - f(ala' cey @iy g1y - - 7':En))
i=1
Sea ¢g; : B C R — R la funcién dada por: g(x) = f(ay,...,a;-1,%,Ti1,...,2,) con
Tit1, Tiza,s .-, Ty fijosy Bi ={z € R| |x — a;] < 0;} (para algin §; > 0).
Por el teorema del valor medio, existe ¢; € B; (de tal forma que a; < ¢; < z; 6 x; <

i(Ti) — gila; 0 of .
¢ < a;) tal que %_Zi(a) =4 (¢) = 8;2 (@1, ey @1, Ciy Tia 1y ey Tpy) = a—a‘i(ci), con
x; # a;. Por lo tanto
- . n n (9f B
f(&) = f(@) = Z(Qz(l’z) — gi(@;)) = %(Cz)(ﬂfz — a;).
i=1 i=1 "
Ahora sea H; : B(d,d) — R", Hy(¥) = ¢ = (a1,...,a;-1,¢, Tiz1, ..., T,). Entonces
1) —all = (6= a2+ Y (o — a2 < | (@ — )2 < 7~ al.
j=i+1 Jj=t
Por lo tanto lim H(Z) = d = H(a).
a n
Ahora sea T;(¥) = 8f (H(Z)), entonces se tiene f(Z) = f(d) + >_(z; — a;)T;(Z).
L i=1
Por tdltimo, puesto que H; y 3 son continuas en @, se tiene que 7T; es contiunua en
T
a. Por lo tanto f es diferenciable en @ = 7. a

Observacién 5.2.8 El reciproco de este teorema no se cumple.

Ejemplo 5.2.9 Sea f : R? — R dada por:

1
fla.y) = (z* +9?) Senw , (z,y) #(0,0)
0 ) (ZL’, y) = (0’ O)
Se tiene:
9 2 sen L .
—f(O, 0) = lim f(£,0) = £(0,0) = lim Vi = lim¢ (sen —) =0,
0 t—0 t t—0 t—0 |t]
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Por lo tanto, si Df(0,0) existiese deberia ser Df(0,0) = (%(O, 0), g—JyC(O, O)) = (0,0).

Vamos a ver que efectivamente D f(0,0) existe y es igual a (0,0). Se tiene

1

b @) = 10,0 = DIOO (@I _ _

(2.49)—(0,0) | (z,y)|] (@)= 0,0 NIRRT

(2% + y*) sen

1
= lim 2?2+ y?|sen ——| =0.
(z,1)—(0,0) Y Va2 + y?
Por lo tanto f es diferenciable en (0, 0).
Ahora para cualquier (z,y) # (0,0), se tiene:
of 1 . 1 1 2
%(x,y) = stenTy2 + (" +y7) COSxQ——i—yQ (2@ ) =
5 1 x ( 1 )
= 2xsen — cos :
/IEQ +y2 /5(32+y2 /172+y2
1 of 1
Sea (T, Yn) = (—,O). Entonces == (xp,y,) = — senmn —cos2mn = —1 —— —1 #
2mn Ox ™ n—o0
0= 6_(0’ 0). Por lo tanto a—(a:, y) no es continua en (0,0) aunque f es diferenciable en
x x
0,0).

Se ha visto que la derivada nos da un plano tangente que aproxima a la funcién en una
vecindad de (zg,yo). Sin embargo una generalizacién natural del concepto de derivada de
funciones de R en R seria definir la derivada, para funciones de R™ en R™, como derivadas
por direcciones.

Definicién 5.2.10 (Derivada direccional) Sean f : A C R* — R™, &, € A y sea

u € R™ tal que ||u|| = 1. Entonces la derivada direccional de f en &y en la direccion i se
define como . .

siempre y cuando este limite exista.

Observaciones 5.2.11

(1).- Por los teoremas de limites se tiene que si f = (fi, f2, ..., fm), entonces
Dz f(Zy) existe <= Dgzf;(%y) existe para toda 1 < j7 < m y en este caso se
tiene que:

Dif(Zo) = (Dafi(%0), Dafo(%o), - - -, Dafm(70)).
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(2).- Se puede definir la derivada direccional para cualquier vector v € R™,

f(Zo + t0) — f(Zo)
t

U
. En este caso, sea @ = —-, es decir, u es

0 i
v # 0 como: lim Gk

el vector unitario en la direcciéon de Uy tenemos que

Dy f(Zo) = Dygjaf(%o) = lim —

t—0 t
G (IlvH)) f(@) 17 f(&o + M) — (o) _
t—0 t- |9 /\f”ﬁ” 0 A

[El

= [|9]| Dz f (o).

Por lo tanto Dz f(Z) = ||9]| Daf(Z).

(3).- Dada @ € R", @ # 0, sea g : B C R — R dada por g(t) = f(&y + tu)
donde f: A C R"™ — R. Entonces se tiene que:

70 =iy 8090y SEAD JE) gy

Es decir, geométricamente nos fijamos en {(t, f(Zy +td) |t € B} =TI,y
entonces Dy f(Zy) es la pendiente de la tangente de I'y en el punto (0, f(y)).

@) = i T = g = Dz, e

decir las derivadas parciales son las derivadas direccionales en la direccion ;.

(4).- Se tiene:

Ejemplo 5.2.12 Sea f R? — R, f(z,y) = 2> + 3zy. Sea Ty = (2,0) y sea @ =

(S5 =5)- Il =

t t
Daf(7,) = lim (@ +td) — f(Zo) :limf<2+ﬁ’_ﬁ> f(2,0) )
AT T t Jm ;
) e ) p)
—0 7
—lim7t+%+<6+%)(_%>_
t—0 ;
—i+9_£_3(0):i_£:_i:_\/§
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Proposicién 5.2.13 Sea f: ACR" — R™, 7 € A yu € R™ tal que ||u]| = 1. Entonces
Dy [(it) = —D_af (o).

Demostracion.  Se tiene que

Lo f@e—tu) = f(do) L f(@o 4+ i) — f(do)
Drafli) == ¢ M= =
—im f (@ + Ai) 1@ __p i, -

Teorema 5.2.14 Sea f: A CR" — R™ una funcion diferenciable en Ty € A. Entonces
para toda i € R™, @ # 0, Dz f(Zo) existe y Daf(Zy) = D f(Zo) ().

Demostracién.  Primero pongamos ||| = 1. Entonces
B + til) — f(T0) — Df(T0)(td 7 + til) — f (%
o Lo+ 60) = ) = DRG] _ o FGGo ) fE)
t—0 ||tuH t—0 t
Por lo tanto
= Ly
jimg T D =T (3 ) = i)
Sea ahora @ arbitrario. Se tiene
- _, - _ L (U 1 v S
Daf () = Il Dy (o) = DS ) () = Wl o DA (o) () = D () @),
Por lo tanto Dz f (%) = D f(Zo) (). -

Corolario 5.2.15 Si f: A C R" — R™ es una funcion diferenciable en Ty € A Y St
0,7 € R™ son tales que @ # 0 y U # 0, entonces Dz zf(Zo) = Dgf(Zo) + Dzf(Zo) (atin
en el caso de que U+ U =0).

Demostracion.  Se tiene que:
D 5f(Zo) = D f(Zo)(d@ + 0) = D f(Zo)(@) + D f(Zo)(V) = Daf(Zo) + Dz f(Zo). O
Observaciones 5.2.16

(1).- El teorema anterior nos dice que el “plano” tangente a f(Z) en el punto
Ty es
P(Z) = f(Zo) + D f (%) (T — o)
pues para cada direccién, Dz f(Zg) = D f(Zo)(%) nos da un “vector” tangente
a f(Z) en Zy en la direccién 4.
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(2).- Puede existir una funcién con todas sus derivadas direccionales en un
punto y esta funciéon no ser continua en el punto y por tanto no ser diferen-
ciable.

Ejemplo 5.2.17 Sea f :R? — R la funcién

Ty
f(ac,y):{ 24y v F Y .
0

2 __
y X0 =Y

Sea T = (0,0), @ = (u1,uy) tal que ||i@]| = (u? +u3)"? =1y u? #= —uy. Entonces si
us # 0, se tiene

Dy = lim =1 = —_
Uf( ) t—>0 t t1—>0 t t—0 tQU% —+ tUQ t
. tuiusg . Up U U Uz
=lim ———— =lim —; 5 = = Uuy.
t—0 t2uf + tug  t—0 tuj + u Us

Ahora si ug = 0, f(Zy + ti@) = 0 por lo que Dz f (%)) = 0.
Por tltimo si uf = —uy entonces f(Zy + td) = 0 por lo que Dy f(%y) = 0. Por lo tanto

f tiene todas sus derivadas direccionales en Zy = (0,0).

1
Ahora, f no es continua en (0,0) pues sea (zn,yn) = (=, —— n 1) — (0,0) y
n n n—00

(-2) e
L 2
Flonn) = 222 e = D o

n—oo

n? n2+1 n?(n? +1)

Observacién 5.2.18 Sea @ = (uq,...,u,) € R". Entonces si {€;}!", es la base canénica
de R", se tiene:

Dy f (%) = D (&) (i) = <Df<fo>><z ué) Zuz (Df(#)) ZuzDezf 7o)

~Yul @)=L ) enll >+~-+un§j<fo>.

En el cason = 2, @ = (ug, ug) tal que ||i]| = 1, se tiene que si 6 es el dngulo que forma
u con el eje positivo, entonces u; = cosd; us = sen . Por lo tanto
of af

Da(f(%o) = cos Qa_xl( o) + sen@a—xz( 0)-
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Definicién 5.2.19 Sea f : A C R” — R una funcién diferenciable en 7y € /Ci, entonces
definimos el gradiente de f en Xy por:

el

oy

0 0
(@) @) () ) = DA 7o)

grad f(Zy) = V f(Zo)

o oy

Ponemos Vf = (8:{; v B
1 n

Observaciones 5.2.20

(1).- Indistintamente podemos consider el gradiente 6 la diferencial de f (que
son la misma cosa) como un vector en R™ 6 como una transformacion lineal
de R™ en R.

(2).- Con la notacién que se did, se tiene que
Daf(Zo) - i =V f(Zo) - U = (grad f(Zo),u)

es la razon de cambio de f en la direccion .

Como ejercicio, se probara que si ||d|| = 1, entonces la méxima derivada
direccional es en la direccion del gradiente.

Ahora sea f : D — R, D C RP y diferenciable en un punto @ € D. El conjunto de
puntos # € D tales que f(Z) = ¢y Vf(Z) # 0 se llama una (hiper) superficie.

Sea x(t) una curva diferenciable, es decir x : R — RP es diferenciable.

Decimos que la curva estd sobre la superficie si z(t) € Dy f(z(t)) = ¢ para toda
t € R. Al derivar la relacion f(x(t)) = ¢ obtenemos

0=Df(x(t) o2/ (t)) = (Vf(x(t), 2'(t)), donde 2'(t) = (z} (), ..., 2,(1)).

Sea @ un punto de la superficie, y sea z(t) una curva sobre la superficie que pasa por
a. Esto significa que @ = z(ty) para algin ty € R. Para este valor de ¢, obtenemos
(Vf(@), (o)) = 0.

Asi pues el vector V f(d) es perpendicular al vector tangente z’(to) de la curva en el
punto da.

Esto es cierto para cualquier curva diferenciable sobre la superficie que pasa por el
punto a.

Es pues razonable definir el (hiper) plano tangente a la superficie en el punto @ como
aquel plano que pasa por @ y que es perpendicular al vector V f(a@). Esto solamente se
aplica cuando V f(d@) # 0; si Vf(&@) = 0 no definimos la nocién de plano tangente.

Ahora nos proponemos encontrar tal plano tangente P. V f(@) es un vector anclado
en el origen.
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Decir que V f(@) es un vector normal al plano P que pasa por @, es decir en realidad
que V f(a) es normal al plano P — @ el cual es “copia” de P pero que pasa por el origen.

Asipues y€ P <— ¢y—a L Vf(d) < (Vf(@),y—d) =0 < (Vf(d),y) =
(Vf(@),a).

En otras palabras

P = {i= oo ) (V1@ = @+ + 5@, = (V1@

(La figura ilustra el cason =2, ACR? f: ACR? - R, d= (zo,y) € A En este
caso el plano tangente es el de hecho una recta tangente).

Ejemplos 5.2.21

(1).- Hallemos el plano tangente a la superficie 22 + y* + 2% = 3 en el punto
(1,1,1). Sea f: R3> — R la funcién f(z,y,2) = 2% + y*> + 2°. Se tiene que
VI(L,1,1) =(2,2,2) # 0, por lo que la ecuacién del plano tangente P a la
superficie en el punto (1,1,1) es:

22 + 2y + 22 = (Vf(1,1,1),(1,1,1)) = ((2,2,2), (1,1,1)) = 6.

(2).- Encontraremos el hiperplano tangente a la hipersuperfice: z%y+y* = 10 en
el punto (1,2). (En este caso las palabras hipersuperfice e hiperplano tangente
se traducen en curva y recta tangente respectivamente).

Sea f:R? — R la funcién f(z,y) = 22y +1°. Se tiene Vf(1,2) = (4,13) # 0.
La ecuacion de la recta tangente R a la curva en el punto (1,2) es:

Az + 13y = ((4,13), (1,2)) = 30.

(3).- Una superficie puede obtenerse al considerarse la gréfica de una funcién
g de dos variables (en general de n — 1 variables). En este caso la super-
ficie estd formada por aquellos (z,y,2) tales que z = g(x,y) (en general
Tp = g(z1,22,...,2y-1)), esto es, g(z,y) —z = 0 (en general g(xy,...,xy_1)—
r, =0). Sea f:R® - R (f : R" — R) la funcién f(x,y,2) = g(z,y) — 2
(f(z1,...,Tpn_1,2n) = g(x1,...,24_1) — x,). El plano tangente P a la su-
perficie en el punto (a,b,g(a,b)) = a@ ((a1,as,...,an_1,9(a1,...,a,_1) = @)



102 5 Derivadas

sera:

= {(x,y, z)\%(a,b) + g—z(a,b)y —z= %(a, b)a + g—i(a,b)b — g(a,b)} =

(w2l = afa0) + S0l — ) + Sy - 1)} -
(z,y,2)|z = g(a,b) + Dg(a,b)(x — a,y = b)}.

={
(o P = {(xl,,xn)|zn: ga“i(c?)xz = (Vf(ﬁ),5>} —
{

n—1
0
(X1, ..., 20) | Z 85-<a1’ ey Q)T — Xy =

i=1

= ‘(al,...,an,l)ai—g(al,...,an,l)}

— 0
= {(:cl,...,xn)|a:n =g(ar,...,an1) —{—Z 09
{

(1, .., x0)|en = glay, ..., an_1)+

+ Dg(ar,...,an-1)(T1 — a1, 22 — Gg, ..., Tp_1 — an—1)})-

que coincide con nuestra definicién de plano tangente a la grafica de g en el
punto (a,b,g(a,b)) ((a1,...,an_1,9(a,...,a,-1))).

Teorema 5.2.22 (Valor Medio)

(1).- Sea f : A C R" — R una funcion diferenciable en A, donde A es un
conjunto abierto. Sean ¥,y € A tales que [, y] = {Z+t(y—2) | t € [0,1]} C A.
Entonces existe ¢ € (Z,y) = {f+t(y—2) |t € (0,1)} tal que f(Z) — f(y) =

Df(@)(F = 7))
(2

)- Sea f: A CR" — R™ diferenciable en A, A un conjunto abierto. Sean
z, 37 A tales que [Z,y] € A y sea f = (f1,...,[m). Entonces existen

Cly -y Cn € (7,7) tales que f;(7) — f3(y) = Dfi(c;)(F —9), 1 <j<m.
Demostracion.

(1).- Sea h:[0,1] — R, dada por h(t) = f(Z+t(§ — Z)). Por ser h composicién de
funciones diferenciables, se sigue que h es una funcién diferenciable en (0, 1).
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Ademads h es continua en [0, 1]. Por el teorema del valor medio, se tiene que
existe to € (0,1) tal que h(1) — h(0) = W' (to)(1 — 0) = K/ (to).

Ahora, h(1) = f(9), h(0) = f(Z). Sea S : [0,1] — R" dada por S(t) =
T+t(y—Z), h = foS. Porlo tanto h/(tg) = f'(S(ty)-S"(to) = Df(S(to))-S"(to).

Ahora, S = (s1,..., ), sj(t) = x; + t(y; — z;), por lo que

51(t) Y1 — T

2!
~—~
~
SN—
Il
I
Il
<y
|
81

Sn(t) Yn — Tp

f@) = (@) = D@y - T) = (Df(©),§ — T).

(2).- Se sigue de (1) pues f = (f1,..., fm) es diferenciable <= fi,..., f;, son
diferenciables y f; : A CR" — R para toda 1 < j <m. J

Observaciéon 5.2.23 Si A C R®” — R™ es diferenciable en A, con A abierto en R"
y &, € A son tales que [Z,7] C A, entonces no necesariamente es cierto que exista

¢ e (7,9) tal que f(§) — f(Z) = Df(O) (¥, 7).

Ejemplo 5.2.24 Sea f : R — R? dada por f(z) = (22, 23). Se tiene que f es diferenciable

en Ry Df(c) = ( 32662 ) Ahora si existiese ¢ € (0, 1) tal que

FU) = £0) = Df@) - (1-0) = (1) = 0.0 = ( 35 ) -1

1 1
Se tendria que (1,1) = (2¢, 3¢?) de tal forma que ¢ = gye= +— lo cual es absurdo.

V3

5.3 Ejercicios

1) a) Sea f:R"™ — R™. Supongamos que existe M > 0 tal que || f(Z) <
M||ac||2 para toda @ € R”. Demostrar que f es derivable en 0 y que
Df(0) = 0 es la transformacién lineal cero de R” en R™.

b) Sea f una funciéon R — R tal que |f(x)| < |z| para toda z € R.
/Necesariamente tiene que ser f diferenciable en 0 y Df(0) = 07
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2) Sea f:R? — R la funcién

(249 s (1,y) €QxQ
ﬂ%”‘{ 0 s (5y)gQxQ

Probar que f es diferenciable en 0 pero que no es diferenciable en ningin otro
punto distinto de 0.

3) Sea f:R? — R la funcién f(x,y) = /|xy|. {Es f diferenciable en 0?

Sugerencia: ;Cémo seria la derivada en caso de que existiese?

4) Sea S' = {Z € R? | ||Z|| = 1}. Considerar una funcién continua g : S — R
tal que ¢(0,1) = ¢(1,0) = 0 y g(—7) = —g(Z) para toda & € S'. Se define
f:R? - R como

T

1#g(5r) - 7A0
Bl
o

f(@) =

=11

81

a) Tomar ¥ € R? y sea h : R — R la funcién h(t) = f(tZ) para toda
t € R. Probar que h es derivable en R.

b) Demostrar que f es diferenciable en 0 solamente en el caso de que
g sea la funcién 0

Sugerencia: La misma del Ejericio 3.

5) Considerar la funcién f : R? — R? dada por f(%) = (z122,23) para toda & =
(71, 22) € R Usando la definicién de derivada probar que f es diferenciable
en todo punto de R2.

Sugerencia ;Como tiene que estar dada D f(a)?

6) Sea D un subgrupo de R? y sea f : D — RY. Consideremos en R? la norma
euclideana || ||, y cualquier otra norma N, y en R? la norma euclidena || ||, ¥
cualquier otra norma N,. Probar que @ es punto interior de D con respecto a
| |[, <= @ es punto interior de D con respecto a N,

Se dird que f es diferenciable en d@ con respecto a las normas N, N, si existe
una transformacion lineal L : R? — R tal que para toda € > 0 existe d > 0 tal
No(f (@) — f(@) — L(z — a@))

No(Z — d@)
Demostrar que f es diferenciable con respecto a las normas N, N, < f
es diferenciable en @ con respecto a las normas || ||, v | |4

que si ¥ € D, 0 < N, (¥ — d) < 0 entonces

< €.

7) Sea P:R" x R" — R la funcién P(Z,¥) := (Z, 7).

a) Encontrar DP(d,b).
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b) Sean f,g : R — R” funciones diferenciable y h : R — R la
funcién h(t) = (f(t), g(t)). Demostrar que h/(a) = ((f'(a))T, g(a))+
(f(a), (g'(a))").

c) Sea f : R — R"™ una funcién diferenciable tal que |f(t)| = 1 para
toda t. Probar que ((f'(t)T, f(t)) = 0.

8) Considerar una funcién diferenciable f : R" — R™ tal que posee una funcién in-
versa diferenciable f~!: R™ — R". Probar que D(f~')(a) = [Df(f~*(a))]~".

9) Sean L : R" — R™ una transformacion lineal y g : R — R™ tal que [|g(Z)]| <
M||Z|]2. Sea f(Z) = L(Z)+g(Z) para toda & € R". Demostrar que D f(0) = L.
10) Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones:

a) f(x,y) = Insen x\—/i—ga;

11) Sea g : R — R una funcién continua. Calcular las derivadas parciales de f si:

a) flz,y)=[""g;
b) f(l', Y, Z) _ fsen(m.(sen(y.senz))) 7

Ty )

) flx,y)=[""g;

) f(sc,y>/f/b 'y

12) Considerar la funcion:

Y

f(z,y) =2 + Inz(arctan(arctan(arctan(sen(cos(zy) — In(z +)))))).
Calcular Dy f(1,y).
13) Considerar la funcion

fla,y) =y

Encontrar Dy f(0,1) y D2f(0,1).

z2-1)4-1

i Sen[(esen(12+cos 2z) ) (1

—y)x].
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14) Encontrar las derivadas de f por medio de las derivadas de g y h si:

a) f(z,y) = g(@);
b) flz,y) = g(y);
c) f(z,y) = g(z+y);
d) flz,y) = g(2)h(y);
e) f(z,y) = g(a)"®
f) flz,y) =g(a®+y?)
. 0z 0z
15) a) Probar que si z = xy + ze¥/®, entonces 1—— + y— = 2y + 2.
ox dy
b) Demostrar que siu = (r—y)(y—z)(z—z), entonces %%—g—z % =
0.
0z x
16) a) Se supone que 0y = o Calcular z = z(x,y).
2, 2
b) Suponer que % Tty y que z(1,y) = seny. Encontrar z =
x x

z(z,y).

17) Sea z = log,(z). Calcular g—;

18) Sean g1, g : R?* — R funciones continuas. Sea f : R* — R dada por

fmw:AZﬁMﬁ+K@@ﬁﬁ

Probar que 9% (x,y) = ga(r. ).
Y

19) Demostrar que las siguientes funciones son derivables y calcular su derivada
en cualquier punto.

a) f:R* =R f(z,y) = (¢¥, senay, 2* + 2°).
b) f:RY =R f(x,y,2,w) = (xyzw?, e 2?).

) f:R3 SR
. /a[ggfb[ym] ]
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20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

Sea f : R? — RY una funcién diferenciable en @ € RP. Sea g : R — R¢
la funcién g(t) := f(a@ + th), donde h es un vector en RP. Demostrar que

g'(0) = Df(@)(h).

Sea D =R*\ {(0,y) |y € R} ysea f: D — R? la funcién f(z,y) = (xy, E)
T

para toda (z,y) € D. Demostrar que f es diferenciable en todo punto de su
dominio.

Si (a,b) € D, calcular la matriz de D f(a,b) con respecto a la base candnica
{(1,0),(1,1)} de R%.

Considerar la funcion

a) f(z,y) = (sen(zy), cos(zy), 2°y*);

b) f(z,y,2) = (", 2% tan(xyz)).
.Cual es el dominio de f? Probar que f es diferenciable en todo punto de su
dominio y calcular su matriz jacobiana.
Sea f : D — R la funcién dada por f(z,y,z) = —_ % _ Encontrar el

Va2 + y?

dominio D de f. Probar que f es diferenciable en el punto (3,4,5) y calcular
Df<37 47 5)(517 527 63)

Encontrar la ecuaciéon del plano tangente a la superficie S dada por la grafica
de la funcién

a) z = x?+ y* en el punto (0,0,0);
b) z = (z +y)? en el punto (3,2,25);
) flz,y) = Va2 +y? + (@® + y?) en (1,0,2);
d) f(x,y) = /22 + 22y — y> + 1 en el punto (1,1,/3).
Calcular aproximadamente las siguientes cantidades:
a) In(v/1.1+ v/0.98 — 1);
b) (1.04)202;
¢) 1/(4.05)% + (2.93)2.

C

Una caja cerrada, cuyas dimensiones exteriores son del 10cm, 8cm y 6¢m, esté
construida por laminas de oro de 2mm de espesor.

Calcular el volumen aproximado del material que se gasté en hacer la caja.

a) Calcular 0z si 2 = arctan 2. Cuando y = 2* hallar %
Ox x dx
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0 d
b) Calcular e —— y cuando y = ¢(z) encontrar =
Ox dx

28) a) Encontrar d—j para z = f, donde z = €', y = Int.
Yy

u
b) Encontrar oy parau = e* % donde x = sent, y = 3.

29) Verificar la regla de la cadena para f(u,v,w) = u?v + wv?, donde u = xy,
v=senz, w = e".

F F
30) Sean f: R — R, F:R*> - R, F(x,y) = f(zy). Probar que x(z—x = y??y

31) Calcular Dh(x,y, 2) si h(x,y,2) = f(u(z,y, 2),v(x,y),w(y, 2)).

32) Considerar las funciones F': R¥ — Ry f: R* — R dadas por

a) F(z,y) = f(9(®)k(y), 9(x) + k(y)), donde g,k : R — R.

b) F(z,y,2) = f(9(x +y),h(z +y)), donde g,h: R — R.

) F(z,y,z) = f(a¥,y*,2").

d) F(x,y) = f(z,g9(z),h(x,y)), donde g : R - R, h: R? — R.

Encontrar las derivadas parciales de F'.

33) Sea f:RP — R una funcién. Se dice que f es homogenea de grado m si para
toda ¥ € RP y para toda t € R se tiene

fz) =" (). (%)

Probar que si f es diferenciable, entonces D f(Z)(Z) = mf(Z), es decir
Z xl &EZ = mf(Z).

Sugerencia: Derivar (%) y hacer ¢t = 1.

34) Sean f : R — Ry F : R? — R funciones diferenciables. Se supone que

F(z, f(z)) = 0y que g—F # 0. Probar que f'(z) = _Ox
Y

f(@).
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d
35) Utilizando el Ejercicio 34, hallar d—y, donde:
x

a) 2’y —ydr = a?;
b) senzy — ™ — xy = 0;
c) arctan Ty _Y_ 0;
a a
)
)

36) Considerar la funcién f : R? — R dada por f(x,y) = 2% — zy — 2y°.

Encontrar la derivada direccional de f en el punto (1,2) y en direccién que
forma con el eje x positivo un angulo de 60°.

37) Considerar la funcién f : R? — R dada por f(z,y) = 2® — 22%y + xy* + 1.
Encontrar la derivada de f en el punto (1,2) en la direccién que va desde este
punto al punto (4,6).

38) Sea f:R?* — R la funcién dada en el Ejercicio 4 con g # 0. Demostrar que
no necesariamente es cierto que Dy, f(0) = Dgzf(0) + Dy f(0).
2
5 . TY G g £ 12
39) Sea f:R* — Rla funcién f(z,y) = ¢ a3 — y2 . Demostrar que
0 si a% =12

f tiene derivada en 0 en cualquier direccién pero que f no es continua en 0.
|zly .
e —— 0,0
40) Sea f:R? — R la funcién f(x,y) = 72 4 12 st (@y) #(0,0) .
0 si (z,y) =(0,0)

Demostrar que [ es continua en 0 y que tiene todas sus derivadas direccionales
en (0,0) pero que f no es diferenciable en 0.

x
2§ 0
41) Sea f:R? — R la funcién f(z,y) =< ¥ sy# .
0 si y=0

Probar que le(ﬁ) y Dgf(ﬁ) existen pero que si @ = («, ) con aff # 0,
entonces Dz f(0) no existe.

42) Sean f,g:R? — R. Demostrar que V(f - g) = f(Vg) + g(V[).

43) Sea D C R? y sea f : D — R una funcién diferenciable en @ € D tal que
Df(d) # 0. Haciendo variar « entre todos los vectores unitarios de RP, de-
mostrar que:
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a) Dgf(d) es maximo <= U = ngjg;“
b) Dzf(@) es minimo <= 4 = — IIEf‘EgII

44) Una distribucién de temperatura en el espacio estd dada por la funcién:
f(z,y) =10 4 6 cos z cos y + 3 cos 2x + 4 cos 3y.

T . ., o
En el punto (§’ §>, encontrar la direcciéon de mayor crecimiento de temper-
atura y la direccion de mayor decrecimiento de temperatura.

45) a) Encontrar la ecuacién del plano tangente a la superficie z = e*~*
en (1,1,2) y un vector normal a este plano.

3
b) Sea f(z,y,2z) = z — €” seny y sea d = (ln 3, o —3). Calcular el

valor ¢ tal que @ pertenezca a la superficie f(z,y,z) = ¢. Encontrar
el plano tangente a esta superficie en a.

C) Sea f([)’],y) = W

3
a la superfice f(z,y) = z en el punto (3, —4, 5)

46) Sea f: A — R, donde A es un conjunto abierto conexo de RP. Se supone que
Df(¥) = 0 para toda & € A. Probar que f es constante.

Encontrar la ecuacion del plano tangente

47) a) Sea f : A — R, donde A es un convexo en RP, una funcién dife-
renciable tal que |V f(Z)|] < M para toda & € A. Demostrar que
£(Z) = ()] < M||Z — || para toda 7, j € A.

b) Dar un contraejemplo al inciso a) cuando A no es convexo.

o

0
48) Sea f: A C R* — R y sea (z9,y0) € A Supongamos que 8_f existe en un
x
of

0
conjunto abierto que contiene a (o, ¥o), 8_f es continua en (zg,yy) y que ——
x

0y

existe en (g, o). Probar que f es diferenciable en (xg, o).



Capitulo 6

Teorema de Taylor

6.1 Derivadas de orden superior

Sea A C R™ un conjunto abierto y sea f una funcién f : A — R™. Supongamos que para

toda 7y € A, g (Zy) existe. En este caso obtenemos una funcién e A — R™. Por
X; Xy
2
tanto tiene sentido definir %(gi)(fo) =: afjafxz (Zo) y asi sucesivamente.
orf 0 0 of
E l: = fu; .z, signifi 1) E
n genera I TS Jai, s, significa i (8a:i2 < <8x2k> )) n

af 0% f

; fzy = , €
ox 0y
Ejemplo 6.1.1 Sea f: R* — R dada por f(z,y,2) = x>y(sen z)e®*. Entonces:

particular: f, = te.

% = 3z’y(sen 2)e™ + za’y(sen z)e™,
an 8 8f 2 Tz 3 Tz
S0z~ By <%) = 3z y(sen z)e®™ + zz°(sen z)e™?,

83f a azf Tz 2 Tz 2 Tz
dxdydr %(83/&@) = 6x(senz)e™ + 3zz“(sen z)e™ + 3zzx*(sen z)e™ +

+2%2% (sen 2)e”?,

Pf 0[P\ ., o o i
az&y@x_(ayax) = 3z°(cosz)e™ + 3z°(sen z)e™” + x”(sen z)e™ +

+223(cos 2)e™* + zx*(sen 2)e”.

Por otro lado tenemos que 50— 23 (sen 2)e**, lo cual implica que
Yy

0 f

0x0y

_ 9
© Oyoz’

= 32%(sen 2)e” + 2°z(sen 2)e™
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6 Teorema de Taylor

. *f oL *f oL *f *f .
Observacion 6.1.2 En general 920y (Zo) # Gyﬁx(xo) (c%:iaxj (Zo) # D0 (:co)).
vy(@® —y*)
Ejemplo 6.1.3 Sea f:R* - R, f(z,y) = x2 + 42 st (z,y) #(0,0) .
0 si (z,y) = (0,0)
Para toda (x,y) # (0,0) se tiene:

af (32%y — y*)(2® + y°) — 22°y(2* — ¢?)

or (22 + y2)? ’

of _ (@ =3wy)(@® +y7) — 2wy’ — 7).

Ay (=% +9?)
Ahora bien

81‘ t—0 t
ay t—0 t
Por lo tanto
of of
ayor 0 = 3y <8az) (0,0) = lim " = = b
of of
OF 0,00 = 2 (21 (0,0) = tim 2 SR VA
dxdy " (9x dy t—0 t t—0 t(t4)
De donde se sigue que
0 f 0 f
5ogp 00 =1# ~1= 5 5-(0,0).
2
Teorema 6.1.4 Sea A CR?, f: A — R, (zo,y0) € A Supongamos que g 6_f o7
oz’ Oy 8y8x

ezisten en una vecindad abierta U de (zo,y0) y que e
x

82

0xdy

Demostracion.

existe en (xg, se tiene: ,
(o, Y0) ¥ 8936(0.%)

2

es continua en (xg,yo). Entonces

0 f 82f( )
By Zo,Yo)-

Sea § > 0 tal que B((zo,¥0),0) CU C A. Sea V = B((0,0),9).

Sea g : V — R dada por

g(h'> k) =

{f(xo + h, Yo + k’) —

f(xo +h,yo)} — {f(xo, 0 + k) — f(z0,70)}-
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] h,k 0?
Se va a probar que (h7kl)1£%70) g(hk ) = ayafx(iﬂo, o).

)
Sea ¢ > 0. Entonces existe n > 0 tal que n < 7 y sean |h| < n, |k| <n. Por lo
tanto ||(h, k)| = VA2 + k2 < v/2n < 8, lo cual implica que (h,k) € V. Se tiene, por la
2

continuidad de

ay(;; (z,y) en (x9,%0), que
2 2

o°f
&y@x(xo +h,yo+ k) — m(%,yo) <e.

Para |k| < n, definimos ¢: W C R — R, W = {z € R | |z| < n}, por ¢(h) =
f(zo+ h,yo + k) — f(zo + h, yo).

Puesto que 9z existe en U se tiene que /¢ es diferenciable en W.
x
Ahora

£(h) —£(0) = f(zo+ h,yo + k) — f(zo + h,y0) — {f(20, 40 + k) — f(zo,%0)} = g(h, k).

Por el teorema del valor medio en R, existe hg € W con 0 < |hg| < |h| (hy depende de k)
tal que:

£R) = £0) = €(ho) - (= 0) = €(h) - = { 3L 2o+ o, v0-+ ) = (o + Py o)}

ox ox
o°f _ 0 (of
oydxr Oy \ Oz

Ahora, puesto que ) existe en U, se tiene que la funcién p(k) =

{g—f(xo + ho,yo + k) — ?(% + hy, yo)} es diferenciable y aplicando otra vez el teorema
x x

del valor medio tenemos que existe ko con 0 < |ko| < |k| tal que:

p(k) — p(0) = p'(ko)(k — 0) = p'(ko)k  (p(0) = 0)

lo cual implica que ¢ (hy) = p'(ko)k.
Se sigue que

2

mmm-am—am—MWM—h@%@—M{af@wum%+%ﬁ.

Oyox
hk) 92
Por lo tanto g(hk ) = 8y8fx(x0 + ho, Yo + ko) con 0 < |hg| < |h| y 0 < |ko| < |K|.
h, k 2
Se obtiene que g(h}{; ) _ aigy(xo,yo) < €. Por lo tanto

(hk)—(0,0) hk _(9y8x 0> Yo)-
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Ahora

k—0

Cglhk) 1 )
eyt ) v AEACTR TR

— Flwo+ hyy)} — {f (0,0 + k) — (o, yo>}} } _

_1{1. f(xo+h,yo+ k) — f(xo+h,yo)
= —< lim —
h | k=0 k

— lim f(xo, 90 + k) — f (0, 0) }

k—0 k

= i{%(iﬁo + h,yo) — gi(ﬂﬁo,yo)}-

Por lo tanto
of of
2 (o + h, yo) — == (0, Yo)
oy (70, %0) = lim Oy y = lim (’lcln%)(g(;;}gk)>) =

a$ay h—0 h h—0

= li = .
(h,k)lg%o,o) hk Oyox (w0, bo)

De donde se obtiene

0 f 0 f
— . a
axay( 07y0) a ox ( 07y0>
Corolario 6.1.5 Sean A C R", 7, € A y ft A—R. S f( r), f(f), Of (Z)
3 3% 8@8%
82
existen en un abierto U tal que Ty € U C A y 3 éf es continua en Iy, entonces
L0 5
P 0*f *f
t To) = o).
Oz ;0x; (To) existe y Ox;0x; (7o) O0z;0x; (7o)
Demostracién. Pongamos i < j y sean B C R? ¢g : B — R dada por: g(z,y) =
. o Y9
f(xg())’ s 71.1(0_)171.?%2(3-)17 sy 50)173/7 g(—?lv s O)) Se tiene que ($07y0) €B ) % = (91;-’

99 _ of d%g _ O’ f (20 = 2@ 4o = 2%
dy  Or; xdy  Ow;dx; 0 LTS
Aplicando el teorema anterior a g, se tiene que:

f (% _ﬁ(x )
Oz;0z; ) Oydx 0: %0
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existe y

0*f

(#) = 2L (o, 0) = 5. o
0z ;0x; O dyox 0. Yo} = Oxdy

(Ioa yo) = 8%8% (Io)- 2

Corolario 6.1.6 Sea f : A CR" — R tal que todas las derivadas parciales de f de orden
q existen en un abierto U tal que &y € U C A y ademds las parciales de orden (q+ 1) son
continuas en Iy. Entonces cualquier permutacion en el orden de la derivacion nos da el
mismo resultado (para derivadas de orden q).

o1f

8:1,’7;1 C al'iq
malmente si o es una permutacién de g—elementos, es decir o : {1,2,...,¢} — {1,2,...,q}
es una funcién biyectiva, entonces o es la composicién de transposiciones que permutan dos
indices consecutivos, es decir, permutaciones que solo cambian dos elementos consecutivos
(por ejemplo, o (k) = k+1,0(k+1) =kyo(u) =uparatodau € {1,2,...,¢}\{k, k+1}).
Por lo tanto, si se demuestra el enunciado para una transposicién de este tipo, se probara
lo deseado. Se tiene:

Demostracion.  Se aplica el Corolario 6.1.5 a las funciones del tipo . Mas for-

of o1 0 g1y
8xi18x,~2 R 8!Eikal’ik+1 s (%,-q - (%Z-l R 8xik_1 (6xik8xik+1 <8[Eik+1 s al'iq>) -

ak—l 82 aq—k—lf aqf a
- 0% cee 81’%71 (a$ik+1al‘ik (al‘ik+1 s 89% )) N 8.’13'1'18.%1'2 s 8$ik+1axik s 83% '

Pasamos ahora a definir las derivadas de orden superior de una funciéon de varias
variables. Este concepto presenta varias dificultades, tanto técnicas como tedricas, por
lo que, aunque no es necesario que el lector de demasiada importancia de desarrollo
técnico que aqui presentamos, consideramos importante que se de una leida cuidados a
los resultados presentados pues éstos le seran de mucha utilidad para otros conceptos.

Denotamos L(R",R™) := {T: R" — R™ | T es lineal}.

Se tiene que, como espacio vectorial sobre R, L(R" R™) = R"™.

Sea A C R™, A un conjunto abierto y sea f : A — R™ una funcién diferenciable.
Entonces para cada 7y € A, Df(Zy) € L(R™,R™), es decir tenemos una funcién

Df:A — E(R",Rm)%’R"m
Ty — Df(fo)

Esta funcion se llama la diferencial 6 derivada de f.

Ahorasi g = Df : A — L(R",R™) es una funcién diferenciable en A (como funcién
de A en R™ = L(R",R™)), entonces Dg(,) € L(R™, L(R", R™)) = L(R™, R™™) = R™™.

Ponemos Dg(%y) = D*f(%y) y se tiene: D*f : A — L(R", L(R",R™)).

Si D?f es diferenciable se tendrd D(D?f)(Zy) =: D?f(Zy) que serd un elemento de
L(R™, L(R™, L(R™, R™))) = L(R",R"*™) = R,
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En general, D*f : A — R™™ con la identificacion:

LR", LR, L(...,L(R",R™).. ) ZR™™.

Vv
k—veces

A DFf se le llama la k—ésima derivada de f.

Trabajar con derivadas mayores que uno tal como lo hemos expuesto hasta ahora
resulta demasiado complicado y lo que trataremos de hacer ahora es desglosar de manera
més explicita que es D*f.

Sea Ty € A fijo, entonces D?f(Zy) se puede considerar una funcién bilineal By, :
R" x R" — R™ de la siguiente forma. Sean #, i € R", Bz (7,v) := (D?f(Z)(Z))(¥).
Esto tiene sentido ya que puesto que D?f(%,) € L(R™, E(R”, R™)), se tiene D?f(%y)(T) €
L(R",R™), es decir, D?f(Z)(Z) es una transformacién lineal de R™ en R™ y por tanto
(D2 £(70)(2)(7) € R™

Ahora bien Bz, (7, %) es una funcién bilineal. En efecto, sean #, ¥y € R ,a, €R
D%*f(Zy) € L(R", L(R™,R™)). Por lo tanto D?f(Zy)(aT, + BT2) = a(D*f(Z))(71) +
B(D?f(%y))(Z2). Se sigue que:

Bfo(a:fl + ﬁf%g) = anO(flvzj) + 531?0(52;37)

Ahora si 1,72 € R™, o, € R, entonces (D?f(Z))(%¥) € L(R",R™), por lo que
(D2 (20))(@)) (s + B) = a(D2(E0) (@) (Gh) + BD2F(T0)(®) (). Se sigue que:

Bfo(fa agjl + ﬁ?j?) - Bzo( ) + ﬁBCEo(f ?72)

Por lo tanto D?*f : A — B(R" x R*",R™) = {H : R" x R" — R™ | H es bilineal}.
Generalizamos todo lo anterior.

Definicién 6.1.7 Si Ey, ..., E,., F son espacios vectoriales sobre R, entonces una funcion
f:Ey X x E. — F sellama r-lineal (6 multilineal) si

f(fl,...,(lfi—f—bg;,...,fr) = af(:i"l,...fi,...,fr) +bf(fl,...,gi,...,fr)
para ¥, € Ey,....%;,y; € E;,..., T, € E,., a,b € Ry para toda 1 <7 < r. Es decir f
es lineal en cada entrada. Al espacio vectorial sobre R formado por todas las funciones

r—lineales de Fy X Ey X --- X E, en F se le denota por B,.(F; X - -+ X E,; F'). Claramente
este es un espacio vectorial sobre R.

Teorema 6.1.8 Como espacios vectoriales sobre R, se tiene que:

B.(Ey X By X -+ x B F) = L(Ey, L(Bs, ..., L(Ep, F) -+ ).
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Demostracion. Primero demostraremos que:
Br<E1 X E2 X X ET,F> = E(El,Brfl(EQ X oo X ET,F))

Sea f € B.(Ey x---x E,; F). Para cada ¥ € Fy, sea gz : Fs X --- X B, — F dada por
9z(v) = f(Z,y), donde i = (Z3,...,Z,) € By X --- X E,.

Claramente gz € B,_1(F2 X -+ X E,; F), pues f € B.(F; X --- x E; F).

Sea ahora h : By — B,_1(Fy X -+- x E.; F) dada por h(Z) = gz Se tiene que h es
lineal y por tanto se ha definido una transformacién linear

@:B.(Ey XX E;F)— L(Ey;Broy(Ey X -+ X B F))

dada por ¢(f) = h.
Reciprocamente, dada p € L(Ey; By_1(F2 X - -+ X E,.; F)), definimos

0By XxEyx---x B, —F

por (%, y) = p(Z)(y), donde ¥ € Ey,y = (Zs,...,Z,) € Ey X --- x E,.. Claramente ( es
r-lineal y por tanto hemos definido la transformacién lineal:

W L(E, Br_1(Fa X -+ X B F)) — Bu(Ey X Ey X -+ X E. F) por ¢(p) ={.
Ahora, es facil verificar que ¥ y ¢ son funciones inversas y por tanto
B(El X EQ X oo X ET,F) = E(EhBT_l(EQ X X Er,F))

Demostramos el teorema por induccion en r.

Sir= 1, Bl(Ela F) = E(El, F)

Sir =2, By(Fy X Eo; F) = L(Ey, B1(Es; F)) = L(Ey, L(Ey, F)).
Suponemos que B, _1(Fy X --+ X B F) = L(Ey, L(Es3, ..., L(E; F)---)).
Ahora para r:

B.(Ey X - X By F) 2 L(E), By (By X -+ X B, F)) =
=~ L(By, L(Ey, ..., L(E,, F)---)). a

Ya con este teorema, tendremos que si A C R” es un conjunto abiertoy f: A — R™,
entonces si f es k—veces derivable se tendra:

Df:A — L(R",R™),
D*f: A LR™ L(R™,R™)) = By(R" x R™";R™),
D3f: A LR™ L(R™ L(R™;R™))) = B3(R™ x R" x R"; R™),

!

|

Dff:A — LERYLR"...,LR"R™)---)) =B, (R" x R" x --- x R, R™).
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Ademds dimBy(R™ x R x --- x R" R™) =dim R""™ = n* . m.
Consideremos el caso m = 1 : dimB(R™ x -+ - x R R) = n*.
Sea {dxy,dxs,...,dx,} la base de L(R™,R) = (R")* =2 R" dada por:

dx; (@) = dzi(aq, . .., a4 ... ,a,) = a; = (@) = la proyeccién i—ésima,
1 < i < n. Se tiene que {dz;}!", es la base dual de la base canoénica {€;}!, de R".
Sea ¢: L(R",R) — R", la cual es una funcién lineal y ¢(dz;) = €;. Entonces ¢ es un

isomorfismo entre L(R",R) y R™.
Ahora, en el caso general, si g : A C R” — R™ es diferenciable y Dg : A C R" —

L(R™ R™) entonces Dg(7y) € L(R",R™) y

)
og , dgr , 91
) @ Zaxz
Dy(Zo) () = : | = =
0gm OGm , _, Un agm
D, (0) D, 20 Z o,

m a Z _‘
> B,

7=1 =1

donde {E; }iL, es la base candnica de R™.
Por lo tanto, si f ACR" - R, Df: ACR" — L(R",R), entonces, por lo anterior,

0
se tiene D f(Zy) = Z 8f (#o)dx; =: g. La componente j—ésima de g la denotamos por g;
i=1
0
y se tiene g; = 6f (Zo).
"

Ahora, Dg = D*f : AC R" — L(R", L(R"R)) = By(R" x R R),

— 5 R o n n a -
PR = Do) = 8g{ (Zo)ysda;
j=1 i=1 Li
por lo que
—» _’ n n a . n n a2f )
! 97 j=1 i=1 Oz ol (2) = ;; 0z;0x; (o)yiz;-

Ahora definimos dz; Adz; : R x R = R (1 <4,j <n) por (dz; Ndx;)(y,2) = yiz; ¥

por tanto se tiene que:




6.1 Derivadas de orden superior 119

Se tiene que {dz; Adz; | 1 <i,j < n} es base canénica de By(R" x R";R).
Para continuar desarrollando las derivadas, pongamos g = D*f y Dg(%y) = D3 f(Zo).
Se tiene que si {E]};il es una base de By(R™ x R™;R) entonces

n

9(Zo) () = Z Z 3% Z Z 5 8:c axk (Z0)yidz; A dxy.

7j=1 i=1 i=1 j=1 k=1

Por lo tanto

n n n

_ . . — D3 F(7
= Z Z 8xlaxjaxk< O)dl'z A d.T] A diL‘k D f($0),

i=1 j=1 k=1

donde dx; A dx; A dxy, = dx; A (dxj A dxy).
En general dx;, A dx;, A ... Ndx;, € Bp(R" x R" x --- x R" R) esta definido por:

vV
k—veces

(daiy Ndziy A -+~ Ndx;, ) (X1, T, ... Tx) = xfll)ng) . -:L‘Z(»}]:),

donde #; = (2 2 ... %), 1< j <k

Ahora si tenemos

Cipn - ot . .
DMUf(d) = Y, o f 5—(@o)ds, A+ A dai, = h(To),
1 12 13 1k

[CRERRES

entonces para calcular D* f(Z), procedemos asf:

nv n 8h N
D f(z)(@) = Dia)) = 3 (3 mm)@ -
n n k-

donde {EZ}?ZI = {dzi, N Ndx;, | 1 <i; <n,j=2,...,k} es la base candnica de
B, 1(R" x R™ x --- x R";R), y por tanto se tiene:

. i " ik

Es decir, si #; = (21,...,2)), & = (23,...,22),..., %% = (a},...,2%), entonces
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D*f(Z) : R x -+ x R" — R es la funcién k-lineal:

k—factores

D*f(Z)(Zy, ..., 1) = Z —— (Zo)(dxy, A Ndxy, ) (T, ..., D) =

e 13:1311- 8$Zk
U k
iyt =1 aT“ e 8$1k ( 0) e "
En particular, Dkf(xg)( E ——————(To) i, - - g, = D" f(T)(T")
k eces U1yeeip=1 ale o 813%
Vi AR

Definicién 6.1.9 Sea f : A C R" — R™ con A un conjunto abierto. La funcién f se
llama de clase C" en A si D'f = Df, D*>f,..., D" f existen y ademés son continuas en
A.

Si f es de clase C" para toda r € N, se dice que [ es de clase clase C*°.

Ahora si f es de clase C" y k < r, en el calculo de las derivadas parciales de orden

k de f, no importa en el orden en que éstas se realicen por lo que la derivada parcial
oF f

Oxt - Qxom’

n

k’ /C—Oél k'—Oél—OéQ—"'—"'Oéi ]{3—041—062—"'—0[”_1 .
(03] [6%) Oy Qp, B

con oy + as + -+ + «,, = k, se presenta un total de

. k! (]f—Oél)' (k—Oél—OéQ"'—Oéi)!
(k’ — &1)!0(1! (]{7 — ] — &2)!062! (k’ — ] — Qg — — Oy — aiJrl)!aiJrl!
(k’—Oél—"'—Oén_l)!_
' 0! a,! N
B k! . k
Callag! e T \ag, e an veees.

) k k! ,
Al ntimero < = cono 4o+ -+a, =k, se le llama coeficiente
aq, O, Q-0 Q-

multinomial. Por lo tanto, en este caso, se tiene:

D)) = S EN O e
a1y ..., 0y ) 02t - - 0o "

ayjtag+-Fan=Fk
a120,...,an >0

Resuminedo todo lo anterior tendremos:

Teorema 6.1.10 Sean f : A C R" — R™ wuna funcion con A un conjunto abierto y
f=0, i fm) fj i ACR - R, 1 <j <m. Entonces:
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(1).- Las funciones componentes de D¥ f(Zy) € R™™ son:

ok f; . ‘ |
{ﬁ(%)‘1§Ze§n,1§£§]{;’1§j§m}.

(2).- f es de clase C" <= f; es de clase C" para toda 1 < j < m.

0°f;
(3).- f; es de clase C" <= ﬁ existen y son continuas para toda
xil ... :BZS
1<s<r.
(4)- DFf(Zo) = (D*fo(Zo), ..., DF frn(T0)) € R™™, DFfi(#o) € R™, 1 < i <
m.
0" f;(%o)

(6).- Sim =1, {dx;;, Ndxy A+ ANdzxy, |1 < ip < n,1 <€ <k} esla base
canonica de Br(R" x R" x --- x R™; R).

n k N
(7).- Sim =1, D*f(Z,) = Z a({?ﬂdl’il Ndzi, N - Ndx;, y por

oy O - 0x;,
n
e . 0" f (o) .
tanto D* f(Zo)(Z1,..., %) = Z D x) i, - af donde T; =
i1,eip=1 Li1 Ui Liy,

(af,24,...,2)), 1< j <k
(8>_ Sim =1 Y T = (xh s 7xn) S Rn’ entonces:

Zn 0" f (o)
]{3 = —’k _ . e e e . g
D f(ZEO)(JZ ) - L 6%13%‘2 . axlk Ty T,

11,82, 0y0k

k Ok f(Zp)
— e T |
Z (al, . ,am) Oz -+ - Oxin 1 T

aitag+-tam=k
a120,...,an >0

6.2 El Teorema de Taylor y sus aplicaciones
Igual que como en el caso de una variable, el Teorema de Taylor nos servira para aproximar
funciones de clase C" por medio de polinomios de n variables de grado a lo mas r.

Teorema 6.2.1 (Polinomios de Taylor) Sea f: A CR" — R, A un conjunto abierto
y sean @, T € A tales que [a,Z] C A. Si f es de clase C", entonces existe ¢ € (a,T) tal
que:

£() = £(@) + 3 e DHF@)E — @) + 5D F(@(E - )
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Demostracién.  Sea ¢ : [0,1] — R dada por ¢(t) = f(d+ t(¥ — a)).

Por el Teorema de Taylor en una variable, se tiene que:

6(1) = 6(0) + 3 1aPO)(1 — 0 + L)1 - 0) =

r—1 1 1 :
= ¢(0) + kZ 701(0) + —6"(ts) con ty € (0,1).

Sea H : [0,1] — R"™ dada por H(t) = d + t(¥ — a).
Entonces H es de clase C* y ¢ = f o H por lo tanto ¢ es en efecto de clase C" y
ademas se tiene:

Dé(t) = ¢'(t) = Df(H(t)) o DH(t) = Df(H(1))((T — @) = Y _(x; — ai)g—i(ﬂ(t))-

i=1

= al‘l =1 L
= (i —a;) 8x»§x (H(t))(z; — aj) =

=1 j= J 7

DD o (H () (s — i) (w5 — ) =

=1 j=1 J 1

Supongamos que

69(0) = D J(H(D)(E — ay =
S e — ) e - )

i1=lig=1  ip=1 'p



6.2 El Teorema de Taylor y sus aplicaciones 123

Entonces:
PP (1) =
(p) n n n apf
:m¢@»:Z§:H2ﬁ)£ff%ﬂmm(%_%J”mfww:
i1=114i9=1 ip=1 i ip
= i (i, —ay) - (x;, —a;)D L(H(t)) (H(t)) =
' -~ 11 11 ip ip &Cil .. axip
U] geeey ip= _‘H )
n n 8p+1f
N Z (ZE“ all) (xzp azp) Z aflfz +1 ale 8$z (H(t))<w2p+1 allp+1)
D1 yeeny ip=1 ipt1=1 p
N Z o Z Z 8331-1 T 891:1 al'z +1 <H(t))(w“ N ail) o (xip o aiP)<xip+1 - aip+1) -
i1=1 ip=1lippr1=1 p P

— DPHE(H()( — P
Por lo tanto, para toda k < r, ¢*)(0) = DF f(H(0))(Z — @)* = D*f(a@)(Z — a)*.

Ahora sea ¢ = @ + to(T — @) € (@,7) y ¢ (to) = D" f(H(to))(Z — @)".
Por lo tanto

£() = F(@) + 3 DM@ @ — @) + 4D F(@(E - ) 2

Observaciones 6.2.2

(1).- En coordenadas, el desrrollo anterior tendré la forma:

f(@) =
r—1 n n
7 1 ok f(a
:f(a)_'_klﬁ{z—:lz—:la‘rll (a)ZL’z (le azl)u'(xik _a’lk>}+
" rl i1=1 12;1 Ox;, 8$Zk (.7321 o all) (ZL‘ZT (ZZT)
r—1 1 k akf
= C_': + T . . . 6 €T1 — Qa J1 xn —a Jn_|__
f( ) p k! j1+§nk (‘]1’]2, . )]n) 8x{1 (9x%"< )( 1 1) ( )
71>0,...,5,>0
1 ' o 1@
+= - | e (o — g
rl Z (jlv]?y . a]n) alel ax% (xl a ) (.ZU a )
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(2)- A Drf(e)

' (Z — a)" se le llama el residuo de ordenr — 1 de f en d.
7!

Drf(a (f— d‘)r

rl

Lo denotamos: Ryz,_1(Z) =
Ahora veamos como aproxima el Polinomio de Taylor a la funcién.
Teorema 6.2.3 Se tiene:

i Praml®) _

— — -
z—a ||& — d||™

a’l’
Demostracion. En el teorema tenemos m = r — 1. Se tiene que —f(a?) es con-
Ox;, -+ 0x;,
. . : . , o f L
tinua en @. Por lo tanto existe una vecindad U de @y un M > 0 tal que W(x) <
'TZ PR 'I'ZT
M paratodaZ €Uy 1<i;<m,1<j5<r. 1
Entonces,
— Dr & — —
N
1 n n n a,r,f
- Zzzaxz—ax@(% —ai) (@i, —a;,)| <
i1=lip=1  4p=1 ! r
1 n n n arf
= EZZZ Trn -0z, O[T —aa] o, —ai ] <
i1=112=1 ir=1 r
1 n n n 1
<SS ME - al = M E -l
i1=liz=1  ip=1
Por lo tanto
Rigr(T Mn"
‘ j,a,rﬂl(x” S n ||:Z}_ d’” N 0 D
[F—ar = T

Definiciones 6.2.4 Sea f: A C R" — R, A un conjunto abierto, una funciéon de clase
C". Sean ¥,d € A tales que [d@, ] C A. Al polinomio:

r—1 r—1
S DR (@) — @) = F(@) + 3 1 DA (@) - )
k=0 k=1 "

se le llama el Polinomio de Taylor de orden (r —1) de f en @y se denota por Py z,_1(Z).
Se tiene que

f(Z) = Prar1(%) + Rygr1(7).
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Ahora si f es de clase C°, f : A C R" — R, entonces para toda m € N, f(Z¥) =
Pf@,m (f) + Rf@m(f).
Ademés si existe 6 > 0 tal que lim Ry gz,,(Z) = 0 para toda ¥ € B(d, ) C A, entonces

= 1
f(Z) = lim Ppgm(Z) = E — D" f(a@)(Z —a)™ paratoda 7€ B(d,0)
m—o0 m:
m=0

y en este caso se dice que f es analitica en A. Es decir, una funcién es analitica en A si
para toda @ € A, existe § > 0 tal que B(@,0) C A y para toda & € B(d,J) se tiene que

F(@#) = 3 D" (@) - )"

Si f es de clase C*° a Z
m=0

— =

(Z,a)™ se le llama la Serie de Taylor de f en .

D™ f(a)
m!

Observacién 6.2.5 Aunque f sea de clase C*°, no necesariamente se tiene que

F@#) = 3 D" (@) - )"

m=0

es decir, f no necesariamente es analitica.

Ejemplo 6.2.6 Si

_ T s (x,y) # (0,0) )
T,y) = ’ ’ ) 'R R,
) { 0 s @y T
ak
se prueba que 5D j(x,y) existen para cualquier (z,y) € R?, k € NU {0}, i +j = k,
0y
k
1 >0, j >0y ademés que W(O, 0) = 0. Por lo tanto para todam € N, D™ f(0,0) =0
'Oy
. 1 m n
v por lo tanto 3" L D" F(0,0) (1)) =0 # f(z.v)

m=0

Ejemplos 6.2.7

(1).- Calculamos el desarrollo de Taylor de grado 2 de f : R? — R, f(z,y) =
V1+z2+y?end=(0,0).

Se tiene que

af x of Y

ox NI ZERT a_y_\/1+x2—|—y2'
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82]"1 5’2f 2 2\ —3 1 Ty
020y ry(l+ 2 +y°) ( 2) (1422 + y2)3/2’

o’f  o*f 1 1 x(2z) B 1+ y? '
022 dxdr [T+ 2>+ T2t 212 (Lt a1 2
o 1 1 y(2y) B 1+ 22

0  Oydy Jlra2tgr 20+ 4927 (I+a2+ 232

se tiene que

af B _8f '
o*f B o*f N
8x3y< ,0) = 8y8x(0’0) =0
0*f B _82f

Por lo tanto

Fa.0) = £0.0) + D'F0.0)(z.) + 2L 0.0 + 2L o, 0) () =

_ 1 (0°f . 0%f 2 o Pf
=1+0+ B (—(0,0)x + —=(0,0)y" + QOxay(O,O)xy)+

0x? oy?

+ D f ) (7, 9)* =

1
=1+ 5(352 + 92) + Ry, 0,0)2(2,y)

Ry 0,02(7,y)
m
@y)—00)  |/(z, )|l

= 0.
(2).- Expresemos el polinomio 2%y + 2 + y* en términos de (z — 1) y (y + 1).
Se tiene

k!

3
DFf(1,-1
p(z,y) = Z #«Ly) — (1 =1)"+ Ry, 1slz,y) = 2%y + 2% + 4.
N—
k=0
|

|
0

Tenemos que

dp s, Op 2 2 9p
£ _9 S L ) )
. ry + 327 ; x° 4+ 3y°; = Yy + 6x;
d’p d’p >*p >p >p Op
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Por lo tanto

plean) = oL -0+ (G0 = )+ 201+ 1)+

1 (Pp 2 o5 Op
+5(@(1,—1)(x—1) P25 (=)@ = Dy + 1)

2

+ g—y];(l, —(y + 1)2)+

1 (0 5 Pp )
+ 5(@(1’ —1)(z —1)° + 38x26y(1’ —1)(z —1)*(y + 1)+

p 9p

+ 3@(1, —D(z—1)(y+1)°+ 8—@/3(1, —1)(y + 1)3) -

=1+ (z—1)+4(y+ 1))+%(4(m— D2 +4(z— D)y +1)—

—6(y +1)%) + é(6(x — 1P +6(x—-1)*@y+1)+6(y+1)°) =
=14+ @-D+4y+1)+2x -1 +2x—-1)(y+1)—
By + 1P+ @ -1+ (@ -D*y+1)+ (y+1)>%

(3).- Sea f: R™ — R la funcién f(zq,xa,...,2,) = (1 + 22 + -+ + x,)™.

Para el desarrollo de Taylor en 0 = (0,0,...,0) se tiene:

ak
W(ml,x%...,xn) :m(m—l)(m—k’+1)(x1—|—+xn)m*k

sik<my

ok f

- T, =0
ax“axlk (3:17 » L )

para k > m.
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< - < — )
Ahora para k m, i 0 (0, . ,0) { | s k m Por lo tanto

— k!
1 m+1 m+1
+\(m+1)' f(g)((xb 7xn)) )
I
DTZ.(O) (o ,a:n>>m -

_omf(0)
%,_/

i1=11i2=1 im=1

m!
n

= E LiyLiy =" L, =

11,82, 0m=1

= Z LM m xilu‘xin
m'@x“@:ﬁzm il;--'ain ! ne

ilj‘y-i2+~“-i'-in=m
11 EO,A..,’LTLZO

Por lo tanto se tiene la formula del binomio de Newton generalizada:

m .
(ay +as+---+a,)" = Z ( . z,)alfal; capr

21,29, ...
i1 tigtotin=m N 172
1,1>0 Zn>0

(4).- Hallamos la mejor aproximacion de segundo grado (es decir el polinomio
de segundo grado que aproxima a la funcién) de la funcién f(x,y) = ze¥ en
una vecindad del punto (zo,yo) = (2,0).

Se tiene que esta aproximacion es el polinomio de Taylor de grado 2.

of of
@0 =lon =15 5(2,0) = ey =2
af 82f a2f
o2 (2 O) O axﬁy (2, O) = ey‘(2,0) = 1, ay (2 ()) ey‘(Z,O) —9

Por lo tanto

p(x,y):2+(1-(:)3—2)+2-y)+21‘(0+2 1(z — 2)y + 2y°) =

=2+ (x —2)+2y+ (z — 2)y + y*.
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6.3 Maximos y minimos

Definicién 6.3.1 Sean f: A C R" — R, A un conjunto abierto y 7y € A. Se dice que
f alcanza un mdzimo local en ¥y si existe & > 0 tal que B(Zp,d) C Ay f(&y) > f(&)
para toda ¥ € B(Zy, d), es decir, el méximo valor que alcanza f en una vecindad de 7y es
F(#0).

Se dice que Ty es minimo local de f 6 que f alcanza un minimo local en Ty si existe
d > 0 tal que B(Zy,0) C Ay f(Zy) < f(Z) para toda & € B(Zy, d).

Un punto Zy € A se llama eztremo si f(Zy) es un maximo 6 un minimo local.

Un punto @y € A se llama critico si f es diferenciable en Zy y D f(Z) = 0.

Teorema 6.3.2 Sean f: A CR"™ — R una funcion diferenciable, A un conjunto abierto
y Ty € A un punto extremo de f. Entonces Df(Zy) = 0, es decir, ¥y es un punto critico.

Demostracion. Sea A; = {x € R|($§O), e ,xgg)l,x,xg?gl, o ,xq(lo)) € A}, A; es un con-
junto abierto de R.
Sea g : A; — R dada por: g;(z) = f(acgo), . >95§(i)1a x,xz(»i)l, . ,x%o)).
(0) . dg; (0) of .
Entonces x; ’ es un punto extremo para g;(x). Se sigue que I (x;) O (%y). Por
lo tanto D f(Zy) = (g—i(fo), ey g—i(fo)) =(0,0,...,0)=0. -

Observacion 6.3.3 El reciproco del teorema no es cierto, es decir existen puntos criticos
que no son extremos. Tales puntos se les llama puntos silla.

Ejemplos 6.3.4

(1).- Sea f: R — R, f(z) =2, f/(0) =0y 0 no es punto extremo pues x> > (
parax > 0y 23 < 0 para z < 0.

(2).- Sea f:R* = R, f(z,y) = 2* — *, %(w,y) = 2z; g(x,y) = —2y. Por
ox oy
lo tanto %(0, 0)=0= Z—ZJ;(O, 0). Se sigue que (0,0) es un punto critico.
Dada ¢ > 0,

(/2,0) € B((0,0),e) y f(g/2,0) = % > 0,

62

(0.¢/2) € B((0,0.¢) ¥ f(0,/2) === <0,

Por lo tanto (0,0) no es punto extremo
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Ahora, cuando f : A C R® — R, es de clase C? en A, con A un conjunto abierto, se
tiene que D?f(%y) € By(R™ x R* R), Ty € A, es la forma bilineal:

D2 Z Z 89518:@ Zy]7

donde ¥ = (x1,...,2,) vy ¥ = (y1,...,yn). Por lo tanto, con respecto a la base canénica
de R", D*f(Z) tlene la matriz:

TS iy @y o T w2 g
81‘181’1 0 8I18ZL’2 o (%ﬁxz 0 axlaxn 0
rF . OF rF orF
T 2F 2f
0,01, (%) 01,015 (o) - 0, 0x; (Fo) - 01,0%,, (7o)

Esta matriz se llama el hessiano de f en Zy.
Ahora estudiaremos los maximos y los minimos de una funcién por medio del hessiano.

Definicién 6.3.5 Sea B : R" x R" — R una funcién bilineal. Entonces:
i).- Si B(#, %) > 0 para toda & # 0, B se llama positiva definida.
ii).- Si B(#, %) > 0 para toda & € R", B se llama positiva semidefinida.
iii).- Si B(Z, ) < 0 para toda & # 0, B se llama negativa definida.

iv).- Si B(Z,Z) < 0 para toda Z € R", B se llama negativa semidefinida.

Observacion 6.3.6 Claramente se tiene que B es positiva definida <= — B es negativa
definida y B es positiva semidefinida < —B es negativa semidefinida.

Teorema 6.3.7 Sea f : R" x R" — R wuna funcion bilineal simétrica cuya matriz con
respecto a alguna base es:

ay; Qi - Aip

Qg1 Q22 - A2p
A= . . . . s Ai5 = Ajs.

Ap1 Qp2 - App
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Entonces la forma cuadrdtica Q(Z) = f(Z,Z) es positiva definida <= det Ay > 0 para
toda k=1,...,n, donde

a11 12 s Qg
21 22 s Aok
Ay =
vdots
ar1 Qg2 Ak
Demostracidn.  Se tiene Q(z) = ¥ Az con x = (z1,...,z,) con respecto a la base dada.

=) Existe una matriz P no singular tal que PTAP = B =dig {\1, ..., \,}. Por lo tanto,

con respecto a la base nueva (la que nos determina P), se tiene que:
Q(z) = \as + -+ M2,

donde = = (z1,...,z,) con respecto a la nueva base. Puesto que @) es positiva definida
se tiene que \; > 0,Ay > 0,...,\, > 0. Por lo tanto det B = det PT det Adet P =
(det P)*det A = Ay ...\, > 0. Esto implica que det A > 0.

Ahora para k < n, tomamos Vi, = {(z1,...24,0,...,0) € R"}. V} es subespacio de R™
y para y € Vj, se tiene Q(y) = y" Ay > 0. Por lo tanto Qly, “ = " Ay es positiva definida
y entonces por lo anterior se tiene que det A > 0.

<) Sea {€1,...,€,} la base de R" con respecto a la cual @) tiene la matriz A.
Queremos hallar una base {f1,..., f,} de la forma
Ji = anen,
Jo = a21€) + anéy,
Tk = ar€l + oy + - -+ e,
S = 1€+ ana€a+ -+ k€l + 0+ Qnn€a,

esto es, f] - Zajzétm 1 S.] <n, talque f(f]ﬁé;) :Oparai = 17ak_IYf(fkagk) =1
i=1
Una vez encontrada tal base, entonces por simetria de la forma cuadratica, obtenemos:

k k
f(€, f) = f(gjazakigi>zzakiajizo, jg=1,...,k—1,
=1 i_1

k k
f(gka fl;) = f(gk,z&kz@) = Zakiaki = 1.
=1 =1
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De esto, obtenemos las ecuaciones:

a11Qg1 + a0 + - - + agagr = 0,
A2101 + A22Qk2 + -+ + agpg, = 0,
Ap10g1 + ApaQpe + -+ + appapr = 1
Puesto que el determinante del sistema con respecto a gy, s, . . ., Qug, €s det A, > 0, se
tiene que el sistema tiene solucién.
Con respecto a la base {fi,..., fm} se tendrd, para i < k,

P B = P Y i) =Y i f(fi @) = Y ai3(0) = 0.
i=1 i=1 j=1

—

Por ser f simétrica, se tiene f(ﬂ,ﬁ) = f(fl,ﬂ) =0 para i > k.
k
Por tltimo, f(fi, fr) = f(fr, Zaki@) = i f (fr, @) = g
Por lo tanto, con respecto a lé_i)ase {ﬁ, ey f?;}, la matriz de f sera
diag {11, agg, ..., an }-

Ahora, por el sistema de ecuaciones obtenido, se tiene que

a1y 0 A1 k-1 0
Q21 -+ QA2k-—1 0
det
gy -+ Qg1 1 det A
g = = > 0.
W det Ak det Ak

Por lo tanto, si @ = 21 fi + -+ + Zn fr, Se sigue que Q(7) = . ayua? > 0 para toda T # 0.
i=1

De esta forma obtenemos que () es positiva definida. a

Observacién 6.3.8 Si A es una matriz n x n, entonces det(—A) = (—1)" detA. Por
lo tanto, segin las notaciones del teorema, se tiene que Q(¥) es negativa definida <=
detAsr, > 0y det Agpyy < 0 para 2k <n, 2k+1 < n.

Teorema 6.3.9

i)- Si f: ACR" — R es una funcién de clase C*, A es un conjunto abierto
y si Ty es un punto critico tal que D*f(Zy) es negativa definida, entonces f
tiene un mdximo local en Zy.
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ii).- Si f tiene un mdzimo local en Ty, entonces D*f(Zy) es negativa semidefi-

nida.

Demostracion.

i).-

ii).-

Se tiene que D2f(Z,)(Z, Z) < 0 para toda & # 0 y D?f(Z) es continua.

Sea S = {7 € R" | ||Z|| = 1} el cual es un conjunto compacto. Por lo tanto
exite m < 0 tal que D?f(%)(Z, ) < m para toda ¥ € S.

Puesto que D?f es continua, existe 6 > 0 tal que si ||¢ — Zo|| < , entonces
2f(O(F,7) < % para toda ¥ € S.

De hecho, existe 6 > 0 tal que para toda 1 <i,j < n,

O*f 0*f
009 " Srom
O0x;0x; 0z;0x;

(o)

< s ||E— @l < 6.

Por lo tanto

D) - D)@ <30S

1,—1]1

<ZZ 2n2' :_%'"2:_%'

=1 j=1

92 f
8@(‘3@ &anj

(70)| il |z;] <

Por lo tanto D2f()(%, ) < —% + D2f(70) (7, 7) < —
Fes.

m
+m = 5 para toda

Por el Teorema de Taylor, para toda & tal que 0 < ||& — Zp|| < 6, existe ¢ tal

L - S = = 1 -
que || — Tyl <0y f(&) = f(Zo) + Df(Zo)(d — Zp) + §D2f(c_)(w — &)?. Por
lo tanto

f<w>—f<xo>——D2f<a( Sk Bk )Hw—xon <
2 15—l 16— 2l
e S e s
<L Moz <o
=g gl

Por lo tanto f(7y) > f(&J) para toda & tal que 0 < || — Zg|| < . Se sigue que
Ty €s un maximo.

Sea #; un maximo local y supongamos que D?f(Z;) no es negativa semidefi-
nida. Se sigue que existe Z € R" tal que D*f(Zy)(Z, Z) > 0. Ahora, puesto
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que existe una vecindad de 7y en donde f estd definida, entonces existe una
vecindad U de 0 € R tal que g(t) = — f(Z + t¥) esta definida.
Se tiene ¢'(t) = — gxf (%o + tZ)z; v ¢'(0) = 0. Por lo tanto 0 es un punto
i=1 0T;

ftico d W)= -3 o'
critico de g y ¢ (t) = ;J;axjaxi
Por lo tanto g"(0) = —D?f(i)(Z, Z) < 0. Se sigue que 0 es un méximo local
de g. Por lo tanto existe 6 > 0 tal que sit # 0y [t| < 0 entonces g(0) > g(t).
Por lo tanto — f(Zy) > —f(Zy + tZ), es decir, f(Zy) < f(Zo + tZ) para toda
t # 0, |t| < d lo cual contradice que & es un méaximo local. Esta contradiccién
prueba lo deseado. a

En forma andloga tendremos:
Teorema 6.3.10

i)- Si f: ACR" — R es una funcién de clase C*, A un conjunto abierto y si
To es un punto critico tal que D?f(Ty) es positiva definida, entonces f tiene
un minimo local en Zy.

ii).- Si f tiene un minimo local en Ty, entonces D?f(Ty) es positiva semidefi-

nida.
Demostracion.  Ejercicio (definir ¢ = —f y aplicar el teorema anterior). a
an 1<j<n
Volvamos al hessiano de f en @y, Hz,(f) = (Zo) con respecto a la base
6@8% 1<i<n
candnica. Sea A} el determinante de la matriz
0 f z 0 f =
8$1a$1 0 axlaxk 0
: : : ., 1<k<n
o2f 2f

(7o) (o)

0x,014 O0x0xy,

Aplicando nuestros resultados anteriores tendremos, para un punto critico o de la funcién

f:

(1) Si Hz,(f) es negativa definida, entonces f tiene un maximo local en Zy. Si f tiene
méximo local en 7y, entonces Hz,(f) es negativa semidefinida.

(2) Si Hz,(f) es positiva definida, entonces f tiene un minimo local en .

Si f tiene un minimo local en 7y, entonces Hz,(f) es positiva semidefinida.
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(3) Hz,(f) es positiva definida <= Ay > 0 para toda k =1,...,n.
(4) Hz,(f) es positiva semidefinida sélo si A, > 0 para toda k=1,...,n.

(5) Hz(f) es negativa definida <= Ag 1 < 0y Ay > 0 para toda ¢ tal que
20 —1,20 < n.

(6) Hz,(f) es negativa semidefinida sélo si Agy_; < 0y Ay, > 0 para toda ¢ tal que
20— 1,20 < n.

(7) Si Ay < 0 para algin k, f no tiene minimo local en .
Si Ags 1 >0 0 Ay < 0 para algin ¢, f no tiene maximo local en Zy.

Si Agy < 0, f no tiene ni maximo ni minimo local en ¥, es decir 7y es punto silla

de f.

Si se cumple (3), f tiene un minimo local en #y. Si se cumple (4), f tiene maximo
local en .

Cuando todos estos criterios fallan hay que proceder directamente para investigar la
naturaleza del punto critico, es decir, recurrir a la definicién de maximo local, minimo
local 6 punto silla.

Aplicando lo anterior el caso particular n = 2, es decir f : A C R?> — R, A un conjunto
abierto, Ty € fci, Ty punto critico, es decir, D f(Zy) = 0, por lo que el hessiano de f en &
sera:

82 f 82 f

=5 (@) (@o)
A= gzx; %Ezéfy ysi A=detA, se tiene:
By (Zo) 8—y2($0)

Teorema 6.3.11 Sean A C R? un conjunto abierto y f : A — R una funcién de clase C*.

92 92 92 2
Sea Ty € A un punto critico de f y sea A = det A = a—xjs(fo) : a—yjs(fo) - (8:1:(53/@0)) .
Entonces
: Pf . L -
(1)- SiA>0y (Zo) > 0 entonces f tiene un minimo local en .

Oa?

2
(2)- SiA>0y 8—y2(fo) < 0 entonces f tiene un mdzimo local en Ty.

(3).- St A <0 entonces Ty es un punto silla.

Demostracion.  Ejercicio. a
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Observacién 6.3.12 Si f: A CR — R" es de clase C? y Zy es un punto critico, pero

D?f(#y) no es ni positiva ni negativa semidefinida, entonces ¥y es un punto silla.

En efecto gracias a los teoremas anteriores ¥y no ni maximo ni minimo, por lo que

necesariamente Iy es un punto silla.

Antes de dar los ejemplos demostramos una generalizacion de los teoremas anteriores.

Teorema 6.3.13

i).- Sean A C R"™ un conjunto abierto, f: A — R una funcién de clase C" con
r > 1. Sea Ty € A tal que Df(Zy) = -+ = D" ' f(Zy) =0 y D" f(Zp)(T)" =
D" f(Z)(Z4, ..., %) < 0 para toda & € R™\ {0}. Entonces Ty es un mdzimo
local para f.

ii).- Si D" f(Z)(Z,..., %) > 0 para toda & € R\ {0}, entonces &y es un minimo
local.
Demostracion.
i).- Sea D" f(Zy)(%,...,Z) < 0 para toda & € R" \ {0}.
Sea S = {¥ € R* | ||Z]] = 1}, S es un conjunto compacto. Puesto que
D" f(Zo)(%,...,Z) < 0paratoda® € Sy .S esun conjunto compacto, tenemos

que existe m < 0 tal que D" f(Z)(Z,...,Z) < m para toda ¥ € S.

Afirmamos que existe § > 0 tal que D" f()(Z,...,Z) < % para toda ¢ tal que
| — Zo|| < d y para toda & € S.

81”
En efecto, puesto que f es de clase C", ﬁ( T) es continua en A para
. IZT
toda 1 < iy,...,i. < n, se tiene que existe § > 0 tal que ||¢ — Zy|] < 4. Se
sigue que
af af . m
ey G R ey P e
Xy - Oy, Ty - Oy, n
para cualesquiera 1 < 71,49,...,%, < n.

Entonces para toda 7 € S,

D" f(@)(&,....T) — D" f(Z0)(Z,....7)| =
(©) " f (&)
Z Z (axn 8:61 85’71‘1 ce awiT)xilxiQ cc Ty,

- ~| IO 0" f (o)
< . _
- Z 81’1‘1 PPN axir ax’h PN 61~

‘ 7
i1=1 ir=1 r

IN

iy |- |, | <

n n

m.o . m
= Z 2n7" Z Z_Qnr'1:_2n’"'n__§

i1=1 ir=1 11=1 ir=1
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para toda ¢ tal que ||¢— || < . Por lo tanto para toda ¢ tal que ||¢— Zy|| < 0
y para toda ¥ € 9, se tiene que

- S N, S m
DTf(a@jaxa"'ax)_Df(l'o)(fl?,...,.]j)g—g
por lo que
D’"f(@(ﬁ...,@S—%+DTf(fo)(f,...,f)§—%+m:%'

Consideremos ahora el desarrollo de Taylor de orden » — 1 de f en &, para
W € B(%y,0). Existe ¢ € [Ty, d] C B(Zo, ) tal que

F(@) = f(T) + Z kl D F(Z)(@ — &) + %Drf(é)(@ — )"

|
0

{

1@ = st = 50O (5= ) 16—l <

1 m
— —Hw—on <0

pues € S. Por lo tanto f(&) — f(7o) < 0. Se sigue que f(&) < f(Zo)

| — 5130|
para toda & € B(Z, S) \ {Zo}. Esto prueba que Zj es maximo local.

ii).- Si D" f(Zy)(Z4,...,Z) > 0, consideremos g = —f. Por lo tanto D" f = —D" f
y Ty es maximo local para g. Por lo tanto:

9(@d) < g()
I I para toda & € B(Z,d) \ {Zo}.
—f(@) < —f(Zo)

Se sigue que f(%y) < f(&J) para toda & € B(%y,0) \ {Zo} y o es un minimo
local. |

Ejemplos 6.3.14

(1).- Sea f(z,y) = * — xy + y?, hallemos los maximos y minimos de f.

}:>2y:%.

Los puntos criticos de la funcién son:

af—Qx—y—O

0 =
ﬁ”: —x+2y=0
dy

SIS
I

DO
Swole
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Por lo tanto y = 0 = .

0? 82f 0 f
Por lo tanto el hessumo es:
82f o*f
o°f o°f T =1 2 |
ayax(o ,0) By 2(0 0)

Ahora det A; =2 >0, det A=4—1=3> 0, por lo que D?f(0,0) es positiva
definida. Se sigue que (0,0) es un minimo local.

(2).- Se tiene que (0,0) es punto critico de f(z,y) = z* + 2zy + y* + 6, deter-
minemos su naturaleza. Se tiene

of of
ox dy

o0 f
0xdy

*f o f
5(0.0)=5-(0,0) =0, -5(0,0) = @(0 0) = (0,0) = 2.

Por lo tanto el hessiano es

2 2 AlzdetA1:2>O
2 2| Ag=detAy =detA=0"

Por lo tanto A es positiva semidefinida, por lo que el criterio falla.

Se tiene f(z,y) = (r +y)*+6 > 6 para toda (x,y) y f(0,0) = 6. Por lo tanto
(0,0) es un minimo local y global.

(3).- Sea f(x,y,z) =z sen z+ z sen y. Entonces
0 0 0
8—£(x,y, z) = sen z; a—;(a:, Y,2) = Z2COSY; 8—£($, Y,2) = xcosz—+ seny.

Si g E)_f = 6_f = 0, entonces sen z = 0. Por lo tanto z = nm con n € Z.

or Ody 0z

1
Si z # 0: zcosy = 0, entonces cosy = 0. Por lo tanto y = <k‘ + 5)7?, k € Z.

También se tiene
rcosz+seny = xcosnt +seny = (—1)"z +seny = 0; (—1)"z + (—1)" =0,

por lo que x = £1. De hecho x = (—1)¥1=n,

Siz=0: zcos0+seny = 0 por lo que r = —seny.
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Un punto critico es: (1, g,ﬂ') (k=0,n=1).

ﬁ =0; ﬁ = —zseny; an = —xrsenz;
Ox? T Oy? T922 ’
l =0; Of = COS 2; @Qf = Ccosy
Oxdy " 0x0z T ydz '

Por lo tanto el hessiano en (1, g, 7r) de f es:

0 0 -1
Hyznf=1] 0 -7 0
-1 0 0

Se sigue que la forma cuadrética es: —2zxz — my? = D? ( g )

(,

s
cual no es ni positiva ni negativa semidefinida. Por lo tanto (1 '3 7r> es un
punto silla.

(4).- Sea f : R? — R, la funcién f(zy,...,x,) = e @i+ %) Ahora bien se
tiene que
0
6_56(95’) = oppe @) k=12 .. .p.

Por lo tanto Df(Z¥) = 0 <= & = (z1,22,...,%,) = 0. Se sigue que 0 es el
unico punto critico de f. Se tiene:

a2f . —(Cl72+"'+1'2) 2 —(.1,’2+~~~+$2)

W(z) = —2e 1 v+ Axie 1 oo k=1,2,...,p;

k
o2
8wj8ka (@) = —dwpzze ") para j £k,

Por lo tanto

Pf - 2f

0)=-2 k=1,..., 0) =0 £ k.

axk( ) = Py axjaxk( ) paraj #

Por lo tanto
-2
—2 0
Hsf = , =diag {—2,-2,...,—2}.
0 —2

Se sigue que Ay = det Ay = (—2)% = 22 > 0, Ay = det Aypyy =
(—2)%+1 = —2%+1 < (0. Por lo tanto Hyf es negativa definida. Asf 0 es
un maximo local de f.
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6.4 Ejercicios

1) a) Encontrar o sir= /2?2 +y?+ 22
Ox? B Y '

Su
0x0y0z
&) Hallar £,4(0,0), £oy(0.0) y £(0,0) si f(z,) = (14 2)"(1 + y)"

b) Calcular siu= 2%l

2
2) a) Encontrar a—xg siu= f(x,y, z), donde z = p(z,y).
Pz 0*2 0%z
0x?’ 0xdy’ Oy?
2z 0z 0%z
0x2’ dxdy’ Oy?

b) Hallar siz=f(u,v), u=2>+9*yv=uay.

c) Calcular

U(z,y).

si z = f(u,v), donde u = p(z,y) y v =

0? 0?
3) Demuestre que Vu = gu + 7% _ 0 donde u es la funcién
oxr?  Oy?

_ Y.
a) u = arctan =;
T

b) uzlog%,'r’: V(z—a)?+ (y—0b)2

4) Probar que la funcién z = f(z + ¢(y)) satisface la ecuacién

0: #x o oo
oxr 0x0y 0Oy 022

5) Encontrar la forma de la funciéon u = u(z,y) que satisface la ecuacion:

0%u

%) 0xdy =9
o
Ox?
6) Considerar la funcién u(z, g) = p(x - at) +1(z+at), donde p, 1) son funciones
de clase C2. Probar que % = aQ%.
O f O f

7) Verificar la igualdad para la funcién f dada por:

0x 0y B Oyox

a) f(z,y) = ya*(cos y?);
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b) fla,y) = (" )y’

8) Sea f:R? — R la funcién

-y ¥
0 si (z,y)=0
: of of 0*f 0*f
lcul — - —_— .
Calcular, cuando existan, x(0,0), o (0,0), 83/83:( ,0) y 50 (0,0)

9) a) Encontrar D*f donde:
)~ flz,y) = e
i)~ fla,y) = o(t), t = 2% + %
iii).- f(z,y) =u’, u= L= xy.
Y
b) Calcular D?f, donde

i)~ flz,y) = e”cosy;
ii).- f(z,y) =xcosy + ysenx.

10) Calcular Df(1,2) y D*f(1,2) si f(z,y) = 2> + 2y +y*> —4lnz — 10Iny.

11) Encontrar D%f(0,0,0)((z,y, 2))? si f(z,y, 2) = 224+ 2y*+32% —2zy+4rz+2y2.
Calcular también D?f.

12) Obtener la féormula de Taylor de segundo orden para

a) f(z,y) =sen(z + 2y) alrededor de (0,0).
b) f(x,y) = e* cosy alrededor de (0,0).

13) Obtener la féormula de Taylor de tercer orden para

a) f(z,y) = e**¥ alrededor de (2, 3).
b) f(z,y) = e@=D? cosy alrededor de (1, 0).

14) Aplicando la férmula de Taylor hasta el segundo orden, calcular aproximada-
mente:

a) v1.03;
b) /0.9
c) (0.95)%0L,

5 0
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15) Sea f:R?* — R la funcién
_ e s () £ (0,0)
T, - .
) { 0 s (o) - (0.0
Demostrar que f es de clase C* pero que no es analitica.

16) Determinar la naturaleza de los puntos criticos que se dan de las siguientes
funciones

a) f(z,y,2) =2 +y*+ 22 +ayz; (0,0,0).
b) flz,y) =2*+2zy+y*—1; (0,0).

17) Hallar los puntos criticos de las siguientes funciones y determinar la naturaleza
de los mismos:

v,y) =4 —y) —2® -y

x,y,2) = (v +y+2)*

)
z,y) =senx +y* — 2y + 1.
()
T,1y,2) = cos2wseny + 2.

18) Sea A un subconjunto de R? y sea f : A — R una funcién de clase C%. Se

]
supone que f tiene un punto critico en 7y € A. Sea

Pf,_ . f Pf .\
ai= i G - (5t @)

Entonces:
2
a) SIA>0y W(f{)) > 0 entonces f tiene minimo local en .
T

2
b) SIA>0y W(fo) < 0 entonces f tiene un maximo local en Zj.
Y

¢) Si A < 0 entonces Zy es un punto silla de f.
19) Sea A un subconjunto de R? y sea f : A — R una funcién de clase C?. Sea

o 2 2 2 2
Ty € A un punto critico de f. Sea A = %(f@) : g—y];(fo) - (881'5;(50)) .

a) Sea f(z,y) = z* +y*. Mostrar que Zy = (0,0) es un minimo de f y
A =0.

b) Sea f(x,y) = —x* — y*. Probar que %, = (0,0) es un maximo de f
y A=0.
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c) Sea f(z,y) = x* — y*. Demostrar que Zy = (0,0) es un punto silla

de fy A=0.
20) a) Sea f:R?* — R la funcién f(z,y) = z° + y* — 6zy — 392 + 18y + 20.
Probar que la funcién tiene un minimo local en (5, 6).
b) Sea f:R?*\ L — R, donde L = {(0,y) | y € R} U{(z,0) | z € R},
3 3
la funcién f(z,y) = 2* + 2y + y* + a4 a—, donde a # 0.
Zz )
Probar que f es de clase C* en su dominio y que tiene un minimo
a a
V3'V3)

21) Una funcién f : R*> — R de clase C? tiene un mdximo local en (g, yo).

local en

Supongamos que f es armonica, es decir, —= + —= = 0. Probar que todas
x

las segundas parciales de f se anulan en (xg, yo).
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Capitulo 7

Funciones inversas e implicitas

7.1 Teorema de la Funcion Inversa

Si tenemos una funcién f : [a,b] — [c,d] de una variable que es biyectiva, continua
y ademds diferenciable en un punto ¥, € (a,b) con f'(Z;) # 0, entonces la funcién
[t e, d] — [a,b] es diferenciable en yo = f(z0) € (¢,d) y se tiene

1y B 1 B 1
U w0) = 70 = 7o)

Los que nos proponemos en esta seccién es demostrar este mismo teorema en n-variables.
Empezamos con el siguiente

Lema 7.1.1 Sea A C R"™ un conjunto abierto convexo y sea f: A — R™ una funcion de

Of; (2)| < M para toda Z € A, donde
8xj

f={(f1,---, fa)- Entonces || f(ZT) — ()] < Mn?||Z — ¢|| para cualesquiera T,y € A.

clase C'. Supongamos que existe M > 0 tal que

Demostracion.  Aplicando el Teorema de Taylor a f; para 1 <1 < n, se tiene que

fi )
fld ai:z )

para algin 2 € [Z,y]. Por lo tanto

1) - £@ <3 |2

()
j=117"

lyj — ;] < MY |G — &) = Mnl|j - 2,
j=1

de donde se sigue que

1F (&) = f@)] < Z\fz — [i@)] <Y nM|j—F| = Mn?||j — Z|. 4

i=1



146 7 Funciones inversas e implicitas

Teorema 7.1.2 (Teorema de la Funcién Inversa) Sean A C R™ un conjunto abier-
to, f: A — R" una funcion de clase C?, ¢ > 1. Sea @ € A tal que det(f'(a)) =
det(Df(d)) # 0. Entonces existe un conjunto abierto V tal que @ € V y un con-
gunto abierto W tal que f(a@) € W con la propiedad de que f : 'V — W es biyectiva
y f71: W — V es de clase C1. Ademds, se tiene que

(@ =L@ paratoda §eW.

Equivalentemente,
Df (i) = [D(f ()" paratoda geW.

Demostracion. Pongamos A = Df(ad) la cual es no singular. Ahora bien, A por ser
transformacion lineal es de clase C'*°. Si suponemos que el teorema ha sido probado para
A lof, entonces si g es la inversa de Ao f, g es de clase C'? y se tiene que goA™to f = Idy,,
Ao fog=Idw,, porloque fogoA™ =Xoldw, oA~! =Id\w,) y Vi, Wi, A(W;) son
conjuntos abiertos. Se sigue que go A7! es la inversa de f y es de clase CY.

Ademés D(A o f)(@) = DN (f(@) o Df(@) = Ao =1d

Por lo anterior, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que D f(@) = Idg» = A.
L@+ ) — £@ = A Al

[[72] 17|

po @+ R) — f(@) = MB)|

h—0 12

Ahora si f(@+ h) = f(@) se tiene que

1, pero

por lo que existe una vecindad abierta U; = B(@, ;) > @, tal que f(Z) # f(d) para toda
zeU.

Ahora, puesto que f es de clase C*, Df es continua en @ y det Df(a) # 0. Por lo
tanto existe otro abierto Uy = B(d, d9) 3 @ tal que det D f(Z) # 0 para toda & € Us.

Maés atn, puesto que a—z(:z?) es continua en a, existe d3 > 0 tal que para toda ¥ €
Zj
B(ad, d3),
ofi . Ofi . 1
i) - @) < 55
T T 2n

afi

€L

para toda 1 < i < n y para toda 1 < j < n. Notemos que (@) = 0;5. Sea 6 =

1
§min{51,5g,5g} > 0ysealU = B(a,o).
Se tiene:

(1).- f(Z) # f(@) para toda Z € U, ¥ # d.
(2).- det(Df(¥)) # 0 para toda Z € U.



7.1 Teorema de la Funcién Inversa 147

(3)-

(5).-

ofi . Ofi .
5@ = 5@

Aplicamos el lema anterior a ¢g(Z) = f(¥) — @, esto es, ¢;(¥) = fi(Z) —z; y

1
<ﬁparatodaf€U,1§i,j§n.

I

D, (Z) = 7, (&) — 6;;. Por lo tanto
99 , fi Ofi .o Ofi 1
o, )| = |5, = 0| = |5, (D = 5, (@] < 5,5

Se sigue que, para toda I, 75 € U, se tiene

lg(71) — g(Z)|| = [(f(Z1) — 71) = (f(72)) — ) <

Por lo tanto

170 = @ = [[f(Z1) = f(@2)]| < (@) — @1 = f(22) + 2| =
— — ]' — —
= llg(@1) = g(@2)| < 51171 — 2|
Se sigue que
— — 1 — — —

Il f(Z1) — f(Z2)| > §||x1 — Io|| para toda x1, 75 € U.
Se tiene que FrU = 0U = S(d, ), la esfera con centro en @ y radio 6. Se
tiene que OU es compacto por lo que f(OU) es compacto y f(Z) # f(@) para
toda & € OU. Por lo tanto, existe d > 0 tal que || f(Z) — f(@)|| > d para toda

r € oU.

Sea W ={yeR" [ |ly — f(a)ll <d/2} = B(f(d).d/2).
Sigye W, e dU y se tiene:

. d
ly— fl@)l < 3 5 < || — f(Z)|. Por lo tanto

19— f(@)]l <lly— f@)| paratoda §eW, redl.

Se quiere probar ahora que para cada i € W, existe un unico ¥ € U tal que f(¥) =1.
Sea iy € W ysea g: U — R dada por

9(@) =l — f@* =D (' - fi(&).

=1
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Se tiene que ¢ es continua y ¢g(Z) > 0 para toda & € U. Por lo tanto, existe £ € U en el
cual g toma el valor minimo.

Si & € OU, por (5) se tiene que || — f(@)|| < ||¥ — f(Z)||. Por lo tanto g(@) < g(Z).
Recordemos que U es compacto pues U = B(@, ), por lo que ¥ € U \ OU = U.

Como & € U es el minimo de la funcién g, entonces a—g(f) =0paratodal <j<ny
Zj

n

g_i@) :;_Q(Qi—fi(f))‘ gi:;(f) =0 paratoda 1<j5<n.
Matricialmente, esto significa:
vi— h (@ 0
YET] e I
Yn — fn(f) 0

Por (2) se tiene det D f(Z) # 0 y por tanto (multiplicando por [Df(Z)]~!) se tiene que:

hn —fl(f) 0
Y2 — fa(T) _ 0
Yo — ful@) 0

esto es, f;(Z) = y;, 1 <i < n. Porlo tanto f(Z) = ¢.
Veamos que tal Z es tnico. Si hubiese otro @5 € U tal que f(Zy) = ¥, se tiene por (4)
7=

S S L L. . S
que || f(Z1) — f(@)|| =l — 9] =0> §Hx — Z]|. Por lo tanto 3.

Ahorasea V =UnN f~Y W), V es un conjunto abierto, f : V — W es biyectiva y por
tanto f~1: W — V existe.

Veamos que f~! es continua.

Sean 71,1 € W, f(Z1) = i, f(Z2) = . Porlo tanto f~'(in) = Z1 y f~ (%) = Ts.
Nuevamente por (4), se sigue que 2|/ f(71) — f(@2)|| > ||#1 — #2||. Esto implica que
171 = 2ol = 11 @) — f7H @)l < 20190 — 2]l = 2] f(21) — f(2)|| para toda g1, 5> € W.
Por lo tanto f~! es continua en W.

Probemos ahora que f~! es diferenciable.

Sea p = Df(Zy). Queremos probar que f~! es diferenciable en 4, = f(%) y que
Df~go) = p".

Sea (%) = f(¥) — f(Zo) — (& — Zp). Entonces se tiene

f(Z) = f(Zo) + (T — To) + (2)
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con lim ng( al =0.
2% 17— %ol
Despejando, se tendrd que p~'(f(Z) — f(qo)) = o + 1 (p(Z)). Ahora bien,

f . 1
poniendo f(Z) = 'y f(Zo) = go, se tiene u~ (F—40) = [~ (&) —f ' (5o) +1~ (o (f 71 (H)))-
Por lo tanto

_ -1 —1(
y ;11 es lineal. Asi, falta probar que lim I =n Egp(}i @)l = 0.
7o 17— %ol

Por ser ;1! transformacién lineal se tiene que existe M > 0 tal que ||u=(o(f~1(¥)))]| <

Mlle(f~HH)II-
Ahora

—

T

/—/A
le(f~ @I _ ||90(f ()) ) = Gl
7=l 1@l 17— %ol -
z Zo <2
(por lo anterior)
le@l ., .,
|| A

Por lo tanto

O 170 ) P 4 0 )]

Jim oA g A W)
T—o % — vol| 7o ||v— oll

Se sigue que f~! es diferenciable en o y Df(1o) = u~t.

Ahora para ver que f~! es de clase C?, pongamos f(Z) = 7, f'(¥) = Z, f =
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(fi,-- s fn), f71=1(g1,-..,9n), entonces:

[ Of1, . ofi, of1 .. ]
8_x1(x> 8—%(13) a—xn(x)
9, i: S 0 i: . 9, i: S
D@ = | G - @ - gh@ | =
o . o  Of
T e Sm@ e
[ g1, og1 , 091, ]
8_y1(y) a—yj(y) 8_yn(y)
L 091-: L 09; . 39; . _
Df~'(y) = 8y1(y) ayj(y) 8yn() =J' con
Ogr . g . g
a—i@) a—i@) a—in@)
[ Of1, . ofv . Ofi .. ofi o ]
a_xl(m) axj_l(l‘) P @) --- 8%(33)
3fz'—'1 S (9fz‘—:1 . 5’fi_:1 - Ofic1,_
(—1)*7 det da; (@) 0:6-71(96) 0:r'+1(x) Oz, (@
iy . Uiy Oiry . Oy
8ZE1 (9xj_1 8xj+1 8[En
3fn: . 3fn: . 8fn: . 3fn: .
o0 _ 8—%(16 axj,l(x) axm(w) amn(w) |
oy, ) = det (Df (@) -

hz)  _ hf(G)
det Df(Z)) ~ L(f~1())’

donde h y ¢ son funciones que se definen a partir de lo de arriba.
of,
—f(f’l(zj)) que es de clase C'. Por lo

Ahora bien h y ¢ son productos y sumas de

0,
tanto D f~1(¢) serd diferenciable. Al calcular D?f~!(#) obtendriamos derivadas parciales
02, .
que serian sumas y productos de g (f7'(9)), etc. Continuando asf se llegarfa a que
Ts0Ty

todas las derivadas parciales de orden ¢ de f~! existirfan y serdn continuas en . Por lo
tanto f~! es de clase C9. a
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Observaciones 7.1.3

(1).- Puede suceder que f~! exista atin cuando det(f’(@)) = 0. Por ejemplo
fiR=R, flz) =27 f(0)=3(02=0y f:R-R, f7i(z) =¥z

(2).- Sidet f/(@) = 0, entonces f~! no puede ser diferenciable en caso de existir
pues se tiene: (f~1 o f)(Z) = Id(Z), por lo que D(f~'o f)(@) = Df(f(a)) o
Df(@) = DId = Id.

Por lo tanto det[D(f o f)(a)] = det(Df~!(f(a))) det(Df(a)) = detld = 1 #
0.

Se sigue que det D f(d@) debe ser diferente de cero para que f~! sea diferenciable

en f(a)).

Copiando una gran parte de la demostracién del Teorema de la Funcion Inversa, se
puede demostrar el siguiente resultado, cuya demostracién se deja de ejercicio.

Teorema 7.1.4 (Teorema del Mapeo Abierto) Sea A C R™ un conjunto abierto de
R™ y sea f : A — R™ una funcion inyectiva tal que det Df(Z) # 0 para toda ¥ € A.
Entonces f(A) es un conjunto abierto en R™ y la funcién f~': f(A) — A es diferenciable.

Ademdas se tiene que para todo subconjunto B C A, abierto, f(B) es un conjunto abierto.
a

Ejemplos 7.1.5

4,4
(1).- Sea f: R?* — R? la funcién f(z,y) = (u,v) = (x +y ,sen:z:—f—cosy).
T

Se quieren encontrar puntos (zo, ¥o) tales que en una vecidad de ellos se puede
poner x y y en funcién de u y v. Sea

ou Ou
PERCCRO NS I i vl B st oyt |
_8(xy)_et f=det | g, g | =det 22 x =
’ — — cosxr  —seny
ov  Jy
43
= Szr;y(y"L —32%) — % COS T.

Por lo tanto J # 0 <= seny(y* — 3x?) # 423 cosz (z # 0).

Por ejemplo sea (xg, yo) = (ﬁ, z) Entonces existen una vecindad V' de (zo, yo)

y otra vecindad W de (ug,vp), donde f(xg,y0) = (uo,v0), tales que existe
LW — Vy f7! es de clase C* (pues f lo es) y por lo tanto en esa
vecindad se pueden despejar x y y en términos de u y v.
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Ademas:
or Ox Ju  du - ov ou
au v dr Oy 1 dy Oy
u Qu | — - - _
% 9dy | @ @ -~ (O(u,v) gv ou -
ou Ov or 0Oy o(z,y) or Ox
2 —4y°
- 4 2.4 _ Aya3 474
seny(y* — 3z4) —daydcosx | oS 1 3z" —y
3
Por lo tanto
or —z%seny ox — 43 ‘
ou  seny(y* —3x4) —dwydcosz’ v seny(yt — 3x) — dwydcosa’
oy —x%cosx Oy 3ot — o
ou  seny(y! —3x1) —daydcosz’ v seny(y* — 3z1) — dwydcosa

(2).- Sea f:R2 — R? dada por f(z,y) = (u,v) = (e*t¥, e32¥).

ou Ou
B % a_y B €x+y e:rer
J = @ @ - 3€3x—y _€3m—y )
Oy Oy

det J = "V (=3 ¥ — 33 7V) = —4e" eV £ (0 para toda (x,y) € R%

Sean (x9,%0) € R?y f(zo,y0) = (up,vg). Existen abiertos V de (g, y0), W de
(ug,vo) tales que f:V — Wy f~1: W — V son de clase C*™.

Se tiene:
oxr Ox .
@ @ _ eery eery _ 1 _€3zfy _ez+y _
9y 9y 3eHY ey —dertyedr—y | —3e¥TY ety
ou Ov
1] ey ey32
T 4| 3erY ey |
Por lo tanto
G_m = le—m—y- 8_3: = l y—3a. @ = § —T-y. @ = _1 y—3z
ou 4 ov 4 " ou 4 T Ov 4
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Para el calculo de derivadas de orden mayor, tenemos

Pr 9 (Ox o (1 .\ 1 _, ,0-x—y)
_—— _— = —_— —e = —€ _—_—m
ou?  Ou \ Ou Oou \ 4 4 ou

1 oxr Oy 1 1 3 1
Ty ) 9\ T ey ) T —ay Co—z—y{ —2(z+y).
1" {8u+6u} 1" {46 e } 1°

0w 0 (0Ox o (1 . _ 1 [0z Oy
= — _ = — —e =y = ——€ =y _ —|— —_ =
ovou  Ov \ Qu ov \ 4 4 ov  Ov
1 1 1
— _ o xmy ) Z y—3xz _ — y—3z | _
46 {46 46 } 0.

Para verificar lo anterior procedemos directamente, es decir:

Inu+ Inv
u= ety r+y=Inu rT= T
v=e¥"Y = 3r —y=Inv = 3Inu—1Inv
y frg T
Por lo tanto
or 11 9 1 1 09y 3 1 0y 11
ou 4 uw O 4 v Ou 4 u O 4 v
0%z 1 0%x

(3).- Sea f: R? = R?, f(x,y) = (2* — 32, 22y) = (u,v).

Se tiene que f no es globalmente invertible, es decir no existe f~! : f(R?) —
R? pues f no es 1 —1 debido a que f(—z,—y) = f(z,y) para toda (z,y) € R

Sin embargo f es localmente invertible para toda (xg,y0) # (0,0), pues

8u(x Yo) au(ﬂ': Yo)
a_ 0, 90 8_ 0, 90 20 _2y
J|(:vo7y0) = agj 8% = 2y2 2x00 = 4(3:3 + y(2)) # 0.

%(%ﬁyo) 8_y(~’17073/0)

(4).- Sea f:R? — R? la funcién f(z,y) = (u,v), donde u(z,y) = 23+ 2zy +y?;
v(z,y) = 22 +y. ;Es f localmente invertible en (x,y) = (1,1)? Calcular
aproximadamente f~'(4.1,1.8).

Solucién: f es de clase O en R? y se tiene:

322+ 2y 2x+2y

det Df(1,1) = o 1
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Por el Teorema de la Funcién Inversa, existen abiertos U, W tales que (1,1) €
U, f(1,1) = (4,2) e Wy f: U — W es una biyeccién. Ademds f~': W — U
es de clase C'*°. Se tiene

priw =t =[5 1| -

Wl N W =
W | Ot (GRS

Se sigue pues que f~H(u,v) & f71(4,2) + Df1(4,2)(u — 4,v — 2), para (u,v)
en una cercania de (4,2). En particular

f1(4,1,1.8) =2 (1,1) +

IR

0.1 0.8 0.2 1 09 1.2
(,)+<3 3,3+3> <,)+<3,3>

= (1,1) + (—0.3,0.4) = (0.7, 1.4).

Wl ot [GURIE

1
3
2
3

Ahora bien, si (u,v) = f(z,y), (z,y) = f~(u,v), es decir z,y aparecen en
términos de u,v. Se tiene:

Ox 1 Ox 4 0Oy 2 y 5
(4,2)=—=; Z=(4,2)=-; 2(4,2)=< —2(4,2) = —=.
8u< ? ) 37 81}( ? ) 37 au(7 ) 3 y av( Y ) 3

7.2 Teorema de la Funcion Implicita

Cuando tenemos la relacién 2% = y? = 25, se tiene, de hecho que y estd en funcién de z.

En este caso y = f(z) = v25—22 6 y = g(x) = —v/25 — 22, es decir se puede
“despejar y” y ponerla en funciéon de x, aunque este mismo ejemplo muestra que f no
necesariamente es tnica.

Maés generalmente, si se tiene una ecuacién F(z,y) = 0, uno se pregunta si se puede
poner y en funcién x.

La respuesta general a esta pregunta nos la da el:

Teorema 7.2.1 (Teorema de la Funcién Implicita) Sean f: A CR™ x R" un con-
gunto abierto, f: A — R™ una funcion de clase C? con q > 1. Sea (Zo,yo) € A tal que
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f(Zo,%0) = 0. Sea A la matriz:

g Lam  Laem) o D) |
83/1 ’ 8 Y2 ’ 6yj ’ 8ym ’
A= 8 1(x07y0) 6 2(x07y0) ay] (xOJyO) 8ym (x(]?y())
O fm Ofm . O . O,
e —— (%o, %o) D2 —— (%o, %o) A, (To, %0) S (To, %0) |

con f=(f1,-- s fm), (Z,9) = (T1, .., Zp, Y1, .-, Ym) € R® X R™.

St det A # 0, existen un conjunto abierto U de R™ tal que ¥y € U, un conjunto abierto
V' de R™ tal que ijo € V y una unica funcion g : U — 'V tal que f(x g(2)) = 0 para toda
7 e U. Ademds la funcion es de clase C? y g(Zy) = 4o.

Demostracion.
(o) = o y F(T,)
Sea F': A CR" x R™ — R™ x R™ la funcién dada por: F(Z,9) = x
de clase C'.
El Jacobiano de F' en el punto (7, 4o) es det H, donde H:

T 1 o0 0 |~ T )
0 1 0 0
Id,, — : : "
0 0 1 )
I R )
= 8561 ox
o . 0h
8:01 amn A m
U .
L Oy Oxy, 4 (&0,90) )

Por lo tanto det H = detId,, -det A =1 -det A = det A # 0.

Entonces, por el Teorema de la Funcion Inversa, se tiene que existen, un abierto U; X V3
que contine a (Zy, %) con Uy € R™, Vi, C R™ y un abierto W, de F(Zo, 7o) = (%o, 0) tales
que F': U; x Vi — W tiene una inversa h de clase C%, h: W7, — U; X V;.

Ahora sea h(Z, ) = ({(Z,7), k(Z,7) ). Se tiene

—— ——

€ R» € R™

(F'o h)(Z,9) = (Z,9) = (((Z, ), f(U(T, 9), k(Z, 7)),



156 7 Funciones inversas e implicitas

Por lo tanto (7, y) = &. Se sigue que h(Z,y) = (7, k(Z,¥)) con k una fucncién de clase
1.

Sea 7 : R" x R™ — R™ la proyeccion 7(Z,y) = ¢ donde 7 de clase C*°. Ahora bien
(o F)(Z,9) = f(Z,7).

Se tiene aue f(F, (%, 7)) = (f o h)(7.5) = (o F o h)(#.) = 7(#.) =
Definimos ¢(¥) = k(Z,0). Se tiene f(Z, g(¥)) = f(Z, k(#,0)) = 0.
la s in

Por el Teorema de la Funcién Inversa, se tiene que h e ica'y
hF(Z, ) = (Z,9) = MZ, f(Z,9)) = (Z,k(Z, [(Z,9))).
Se sigue que
k(Z, f(Z,9)) =¥
Por lo tanto si g; es tal que f(Z, (%)) = 0, entonces

91(Z) = k(Z, (7, 9:1(F)) = k(&,0) = g(2).

Se sigue que ¢ es Unica.

Ahora, g : U — V; = V, donde U = { € R" | (Z,0) € W,} = U, es un conjunto
abierto en R".

Entonces se sigue que U es un conjunto abierto conteniendo a &y en R™, V es un
conjunto abierto conteniendo a g en R™, f(Z, (%)) = 0 para toda & € U y g(Zo) = 7.
a

Observacién 7.2.2 Para calcular las derivadas de g, procedemos asi:

vere S9N puxyvcrexRe L Re
T — (7,9(7)) — f(@,9(%))
Se tiene (foh)(Z) = f(&, g(Z)) = 0. Por lo tanto para toda & € U, D f(h(Z))o Dh(Z) =
0.
Matricialmente tendremos:
matrliz Id,
m 10 0 ]
- — % — ~ 0 1 0
oh . O Oh . Oh - '
m S S P 90, | = O
% afm % % 8_91 8_91 e 891 matTriz
R 893'1 azn ayl aym > :.El :.EQ xn e
matrTiz M matrTiz N % % . agm
| Ox1  Oxo oz, |
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Es decir
Id,
8(917 7gm)
M N = |M+N—"—| =[0].
[ | j| a<g1>7gn) - (9(x1,...,acn) [ ]
8(171, e ,a:n)
Por lo tanto P
(gla'”agm) :—NilM,
(1, ..., %)
es decir se tiene:
Corolario 7.2.3 En el teorema de la funcion implicita se tiene:
8x1 al‘j axn
dg; dgi g |
83:1 8.17]' a-73'71 B
Ogn . om . Ogn
| Oy Oz, 0x, | @
[ Oh . 0h ORI [Oh 0 0h | Oh
o y; Y 0y Oz, oz,
_ | o o, of of, of, o}, .
N Oy1 0y, OYm oxy Oz, ox,,
L Oy 0y; OYm 1 (39 L 01 Oz Ofm 1 (&)

Ejemplos 7.2.4

(1).- Consideremos la ecuacion 1+ zy — log(e™ + e~*¥) = 0. Sea (z¢,yo) tal
que xo # 0, un punto que satisfaga a esta ecuacién. Veamos que y es funcion

implicita de x.

Consideremos F': R x R — R la funcién F(z,y) = 1+ xy —log(e™ + e~ ), F

es de clase C* en R x R y por hipétesis F'(xg,yo) = 0.

Se tiene
oF xoezoyo _ xoefwoyo

oF
A= [6_y(x0’y0)1 = a—y(xo,yo) =Ty — =

eroyo + e—ToYo

exoyo — e*fﬂoyo 267550?/0

eroyo + e—ToYo

I _—
eroyo + e—ToYo

#0 pues z¢#0.
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Por el Teorema de la Funcién Implicita existen U,V abiertas de R tales que
g € U, yo € V y una unica funcion f : U — V de clase C* tal que
F(z, f(x)) = 0 para toda « € U, es decir, y = f(x) para toda z € U.

2
Calculemos f'(x) = % y f(x) = % para x € U.
Sea h(x) := F(xz, f(z)) = 0 para toda x € U. Entonces, por la regla de la
cadena,
F F
) 0= () = 5o () + G (o f(0)) - (@), de donde.
, - a_x(xa f([)?)) B f(l‘) cof(@) 1 e—of(@) B f(ZL')
by fila) = - Qe R (G0}
o et @) 2 1 ’
0 ’ xexf(a:) —+ @_»"Cf(x)
Esto mismo, en términos de “y”, es:
) dy _ y
dx T
d? " d?
Para calcular — = f () = —5, usamos c¢) recordando que y es funcién de
) dz? dz?
x. Se obtiene:
dy y
dz? 2 x2 a2 x?

2
En términos de f: f"(x) = f(f)
x

(2).- Consideremos la ecuacién 23y +y>z — 2 = 0. En el punto (zg,y0) = (1,1)
esta ecuacién se anula. Sea f: R xR =R? - R, f(z,y) = 2%y + v’z — 2.

0 0
Entonces 8—f(x,y) = 2° + 3y’z, 8_f(1’ 1) =1+3+44 # 0. Por el Teorema

Y Y
de la Funcion Implicita, se tiene que existen vecindades U de 2o =1y V de
Yo = 1 y una funcién g : U — V tales que f(z,y(x)) = 0, es decir y es funcién
de z en una vecindad de 1.

Ahora
dg _ dy of - of | _ 3 2. N—1 2 3y 3y +y°
T dr [8_y 3g| = (@ T3ya) T Bty +yT) = 4 32

| dg 3a%g(x) + (g(x)* dy 32’y +y?
M3 te: = =g'(z) = — = -
as precisamente dr g (96) 3+ 3(g(;1:))2x © dx x3 + 3y2x
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(3).- Probemos que si 2% + y? + 22 — p(ax + by + cz) = 0, entonces

0z 0z
(cy — bz)% + (az — cx)a—y = bx — ay,

donde ¢ es una funcién de clase C*.

En efecto, sea F' : R? x R — R la funcién F(z,y,2) = 2? + 2% — ¢(ax +

by + cz). Se tiene que F es una funcién de clase C'. Supongamos ademés
oF

que F(z,y,z) = 0y que 8—(x,y,z) # 0 de tal suerte que podemos aplicar

z

el Teorema de la Funcién Implicita a la funcién F' para concluir que z esté

definida implicitamente como funcién de (z,y) en una vecindad del punto

(z,y, 2).

Sean z = z(x,y) v h(z,y) := F(x,y,2(z,y)) = 0 para toda (x,y) en algin

conjunto abierto.

Se tiene
0 = %_8_F+8_F% or tanto %__8}7/8@
~ 9z oz 0z 9x P dr  0F/dz’
oh OF OF 0z 0z OF /0y
0 = = por tanto =

3y oy 0z oy ay ~ OFjox

Se tiene que

OF , . OF ,
%—ZI—ago(aquby—i—cz), 8—y—2y b (ax +by+cz) y
oF ,
§—2z—cg0(ax+by+cz).
Luego
0z 0z OF/0x oF /oy
(cy—bz)ax—l—(az—cx)ax—(bz—cy)ap/az~|—(cx—az)aF/az—

(b2 = cy)(2x — ay'(ax + by + cz)) + (cx — az)(2y — by'(ax + by + cz))
B 2z — c¢'(ax + by + c2) B
(2bxz — 2cxy + 2cxy — 2ayz) + (—abz + acy — bex + abz)¢'(ax + by + cz)
2z — cp'(ax + by + cz)
_ (br —ay)2z + (~bx + ay)ey (azx + by + cz) b ay
2z — cp'(ax + by + c2) '

(4).- Consideremos las ecuaciones: 2%z + w?y® + 2zy = 0, xyzw — 1 = 0.

Queremos poner (z,w) en funcién de (z,y).
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Sea F : R? x R? — R? la funcién

F((z,y),
ofh

(z,w

3_f B 322 2wy? _A
gﬁgi _[aij myz]_’
Ow

) = (FPr+why’ + 2wy, ayw — 1) = (fi, f2);

det A = 322%y2® — 2zytw?.

Sea (x(J?yO) = <_17_1)7 (Zo,tdo) = (171) y F((_L_l)?(l?l)) = <O7O> Se
tiene que det A(—1,—-1,1,1) =3-1(-1)-1—-2(-1)-1-1=-3+2=—1#0.
Por lo tanto exite g : A C R? — R? tal que F((z,y), g(x,y)) = 0.

Se sigue que g(z,y) = (z,w). Por lo tanto (z,w) se puede despejar en funcién
de (z,y) alrededor de (zg,y0) = (—1,—1) y (20,wo) = (1, 1).

Ahora
9z 0z ofi 0fi 1T [ 9N OA
or Oy | _ 9> Ow Jr 0 _
ow os | =7\ 8k G| | ok ok |-
or 8y 0z Ow | Jdx Oy
| 322 2wy? ! . [ 2342y 3wy? + 2z
|ty wyz Yyzw TZWw '

En el punto ((—1,—1),(1,1)), tenemos

0z 0z

g_x(_la_l) gy( 1,-1) _ [ -3 -9 }_1 [ -1 1 _
w w 1 1 -1 -1
—(-1,-1) —(-1,-1
S (-1-1) (L)
1o 27[-1 1] [-3 -1
1 =3 || -1 -1 T4 2
Se sigue que
0z 0z ow 0
—(-1,-1)=-3; —(-1,-1)=—-1; —(—1,—-1 4 1,—1 2
az( ) ) 3? ay( ) ) ) 833( ? ) ’ a ( )
(5).- Consideremos el sistema ;j—yvv i 8 que definen implicitamente a u

y v como funciones de (z,y) en alguna vecindad de (z,y,u,v). Veremos que
condicion se debe cumplir en ese punto.
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Sea F : R? x R? — R? la funcién F(z,y,u,v) = (Fi(z,y,u,v), Fy(z,y,u,v)) =
(u+v—x,u—yv). La funcién F' es de clase C*°. Se supone que en el punto
(,y,u,v), F(x,y,u,v) = (0,0). Para que u y v estén definidos implicitamente
como funciones de (z,y) en alguna vecindad del punto (z,y, u,v) es suficiente

tener
oF oF,
ou Ov
A = det #0
0F, 0OF,

% % (1‘7y,u’y)

en virtud del Teorema de la Funcién Implicita. Si lo anterior no sucede, nada
nos garantiza tal teorema.

Se tienes pues

detA:det{i Ey}:—y—l#O — y#—L

Entonces u = u(x,y) y v = v(x,y) en alguna vecindad de (z,y), y # 1y de
(u,v).

Sea entonces (0,0) = h(z,y) = F(z,y,u(z,y),v(z,y)) para toda (z,y) en esta
primera vecindad.

Se tiene:

oh _OR OR ou OF o
or  Or ou Or Ov Oz’
8h2 8F2 " 8F2 ou 8F2 ov

O = S " ar Tau o T ar

De donde obtenemos

8F1 ou 8F1 ov (9F1 ) 0F2 ou 0F2 ov B ('3F2

Gu 0x ' ov 0z Oz Ou or Ov dr ox

ov
— tiene solucion unica porque su determi-

gu
ox’ Oz

Este sistema de ecuaciones
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nante, que resulta ser det A, no es cero. La solucion es:

R oR
or Ov
det
_OF, OB det[ ! 1]
@ g — 83: aU = g O _y = y = — y N
ox det A —y—1 —y—1 y+1
oR_on ]
ou ox
det ) )
8F2 8F2 dt -
R U, i R R B
Ox det A —y—1 y+1
Analogamente se calculan @ y @
Jy = Oy

7.3 Multiplicadores de Lagrange

Teorema 7.3.1 (Lagrange) Sea U C R" un conjunto abierto. Sea m < n y sean
fr01,. - gm : U — R funciones de clase C'. Sea Ty € U tal que ewiste una vecin-
dad V de Zy donde f(Z) < f(Zo) (6 f(Z) > [f(Zo)) para todos los & € V tales que
g1(Z) =+ = gu(Z) = 0 y tal que g1(Zo) = -+ = gm(Zo) = 0. Supongamos que el rango
de la matriz Dg(%y) es m, donde g = (g1, - -, Gm)-

Entonces existen constantes A1, Aa, ..., A\, tales que

V() = Z AiVgi(Zo) = MV g1 (Zo) + A2V ga (@) + - - - + A Vg (Zo).

=1

Es decir, para toda 1 < i < n, se tiene

of - a1, 992, Om o\ ~~ 095,
D, (To) = )\18% (7o) + )\28% (o) +--+ A D, (@o) = ; )\jﬁxl( 0)
Demostracion.  Puesto que el rango de Dg(Zy) es m, podemos suponer que la matriz
" Ogy I, og ]
0xy (%o) Ox; (%o) 0T, (%)
agi. - 391" 5 391'. 5
A= (9x1( 0) Oz, (%o) 0T (%)
g, g, g
] 0_x1(x ) 8_%(%) oz, (o)
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es tal que det A # 0. Sea Ty = (up, V), Up = (a1,...,am), Vo = (Ams1,---,a,). Ahora, se
tiene que g : A CR" =R™ x R*™™ — R™, ¢(ty, Vy) = g(Zo) = 0.

Por el Teorema de la Funcion Implicita tenemos que existe h : B C R"™ — R™ de
clase C! tal que h(¥) = i, h(ty) = iy y g(h(7),7) = 0 para toda ¥ € B.

Sea H: BCR"™ — R", H(¥) = (h(¥), 7). La matriz jacobiana de H es:

[ ahl ahl . . . . . . 8h1 |
0%, 0%, Oxy,
ohy' ohy Ol
0Tmi1  OTpmao Oz,
oh,,  Oh,, Oh,
OTpi1 OTimgo O0xy
1 0 .0
0 1 S0
0 0 SR

cuyo rango es (n —m). Sea S = {Z € R" | g(¥) = 0}, la cual es una superficie y &y € S.
Consideremos
Bcr ™ L scrr LR

Entonces f tiene un valor extremo en 7y € S. Por lo tanto f o H tiene un valor extremo
en vg. Se sigue que 0 = D(f o H)(th) = Df(H(vy)) o DH(vy) = D f(&o)DH ().

Ahora puesto que ¢(S) = 0, se sigue que (go H)(B) = 0. Por lo tanto D(go H)(ty) =
Dg(H()) o DH(ih) = Dy(i) o DH (i) = 0.

Sea L : R® — R™*! la transformacién lineal dada, en las bases candnicas, por la

matriz: _ _
of .. 9 - .
ox ox, S
In . O V@)
o0x ox,, = |—| =L.
o o || PO
| Ox 0x, | o - -

Ahora L anula a los vectores columna de la matriz DH () que es de rango n — m. Por
lo tanto dimker L > n — m.

Por otro lado se tiene que rango L + dimker L = dim R" = n.

Se sigue que rango L = n —dimker L < n — (n —m) = m. Por lo tanto rango L < m.

De esta forma obtenemos que las filas de L son linealmente dependientes. Por tanto
existen Gy, 01, ..., Om € R, no todos cero, tales que:

BoV f(Zo) + 51V g1 (Zo) + -+ + BV gm(Zo) = 0.
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Finalmente en el caso de que (5 = 0 se tendria que rango Dg(Zy) < m lo que implica
que det A = 0 lo cual es contradictorio. Se sigue que Gy # 0y

V(@) = Z —&Vgi(fo) = Z AiVgi(To). a

Ejemplos 7.3.2

1).- Encontremos el valor maximo de la funcion 1'2 + Yy + 2 +yz + 22 sujeto
a la condicion .2?2 -+ y2 + 22 =1.

Sean f, g : R® — R las funciones:
f(xvyaz) = $2+$?/+y2 +3/Z+2’27 g(l’,y,Z’) == ZEQ +y2 +22 — 1.

Se tiene que f y ¢ son funciones de clase C'. El problema consiste pues en
encontrar el valor maximo de f restringida a la superficie S definida por la
ecuacion g(z,y,z2) =2 +y* + 22— 1=0.

Se tiene Dg(z,y,2) = [ 2¢ 2y 2z |, luego Dg(x,y, z) tiene rango 1 <=
(x,y,2) # 0. Puesto que 0 & S, se tiene que Dg(x,y,z) tiene rango 1 para
toda (z,y,z) € S.

Asfi pues los candidatos a extremos de f sobre S son las soluciones del sistema:
Vf(x,y,z)+ AVg(z,y,2) =0, g(z,y,2z) = 0 es decir:
2v +y+ 2 z =0,
T+2y+ 2422y =0,
y+22+2Xz=0,
2+ oyt 422 =1,

equivalentemente,

21+ Nz +y =0,
r+z+2(1+ Ny =0,

y+2(1+X)z=0,

4y 422 =1,

0, equivalentemente,

2Nz +y =0, (1)
T+ 242Ny =0, (2)
Y+ 2Nz =0, (3)
=1 (4)
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Si A’ = 0 entonces (1), (2) implican que y = 0 y 2z = —x. Ahora bien, (3)
1
implica que r = =—— por lo que z = F——. Se sigue que si X' = 0, entonces
p q /2 b q /2 gue q

1 1 1 1
—,0,———= ——,0,— ) son candidatos a extremos de f sobre S.
(\/5 ﬁ) ' ( NG ﬂ) d

Ahora bien, si X' # 0, entonces (1) y (3) implican que y = —2Nz y y = —2N'z
por lo que x = z. Por otro lado, (2) implica que 2z — 4\?2 = 0 de donde se
sigue que (2 — 4\?)z = 0. Ademds, (4) implica que 22 4 4\%2? 4+ 22 = 1 por

lo que 2% = CEWIG # 0 de donde se sigue que 2 — 4\2 = 0. Por lo tanto
1

, 1 1
N2 = 3 De esta forma obtenemos x* = 7 es decir, x = j:§ =zyN =+—.

\/§
Por lo tant L 11 111 L1 1 1 1
orlotanto | —, ———, — - —. = _— == - _Z

T 11 27 \/572 ) 27\/572 ) 27\/57 9 y 27 \/57 92

son candidatos a extremos de f sobre S.

2

Los 6 puntos obtenidos son todos los posibles extremos de f sobre S.
Como f es continua y S es compacto, f alcanza su méximo en S.
Este maximo debe ser uno de estos seis puntos.

Primero observamos que si (z,y,z) € S, entonces f(x,y,2) = 2> + 2y + y* +
yz + 22 =1+ 2y +yz.

Se tiene:
1 1 1 1
_707__>: (__707_):1a

7 50.-—5) = /(- 505
1 1 1 1 1 1 1 1 1
15-753)=/(-57%3) e -
f(l 1 1>—f(—1—1 _1)_1+ 1 n 1 14 1
2'V2'2) 20 V2 2/ 8 VB 2

Por lo tanto el valor méximo de z? + zy + y? + yz + 2? con la condicién

1
224+t + 22 =1les 1+ —.

V2

(2).- Encontremos los valores extremos de f(x,y,2) = x + y + 2 sujetos a las
condiciones 22 +y* =2y x + 2 = 1.
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Sean g;(z,y,2) = 2>+ y* — 2, g2(,y,2) = v + z — 1. Entonces:

of .  Oq 992
of dg1 dga
ay 1y 1 ax + 2 8y’

of . . | O dgs
A

Por lo tanto

1
A2:17 y:2_)\17

2\ix =0 dedonde z =0,
gl(ZE,y,Z) - y2 —2=0,
por lo que y=+v2, z=1.

De esta forma obtenemos que los puntos criticos son (O, +4/2, 1).

Se tiene que

f(O, V2, 1) =142 es el méximo,
f((), —V/2, 1) =1—+2 es el minimo.

(3).- Losplanos x+y—z—2w =1y z—y+2z+w = 2 se cortan en un conjunto
F en R%. Encontremos el punto F m4s cercano al origen.

Sea g : R* — R? la funcién g = (g1, g2), donde
ey m) = by 22w 1y ey sw) =y s tw 2

Nuestro conjunto F es la superficie definida por las ecuaciones g1 (z,y, z, w) =
0; g2(w,y, z,w) = 0. Se tiene que g es de clase C'.

1 1 -1 =2 .
Entonces Dg(x,y, z,w) = L -1 1 1l Luego Dg(x,y,z,w) tiene
rango 2 para toda (x,y, z,w).
Encontrar el punto F maés cercano al origen equivale a minimizar la distancia
de los puntos de F al origen y esto equivale a minimizar el cuadrado de esta
distancia.
Sea pues [ : R* — R la funcién f(z,y, z,w) = 2% + y* + 22 + w?. Se tiene que
f es de clase C'. Se quiere encontrar el punto (z,y, z,w) donde f alcanza su
minimo valor, restringido a la superificie F.
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Asi pues los candidatos a extremos de f sobre F son las soluciones del sistema:

—

Vf(l’, Y, Z,U)) + /\lv.gl(‘ra Y, ZU)) + /\2V92(I7 Y, z, w) = 07
g1(x,y,Z,w) = 07 gz(l’,y, Z,UJ) =0.

Es decir:
20+ A+ A =0, (1)
20+ A — A =0, (2)
22 =M+ X =0, (3)
2w — 2\, + Ay = 0, (4)
r+y—z—2w=1, (5)
r—y+z+w=2. (6)

Se tiene que (1),(2),(3), (4) implican que 2z + 2y — 2z — 4w + 7T\ — Ay = 0.
Ahora bien (5) implica que 2 4+ 7A\; — 3X2 = 0. Por lo tanto 2z — 2y + 2z +
2w — 3\ +4Xe = 0. Por otro lado (6) implica 4 — 3A\; + 4As = 0. Obtenemos

-2 =3 7T =2
detl_4 4 } 50 det{_3 _4} a4
AL = =——5 A= = ——.
19 19 19 19
27 7 7 3
De (1), (2 4 L
e (1),(2),(3),(4) obtenemos que z 19’ Y 9’ z o’ w 19

De esta forma hemos obtenido que el Unico candidato a extremo de f sobre
2T 77 3

F es el punto <E’ 19’19’ —1—9> Ahora bien, f es continua no negativa y

||J|i|m f(%) = +o00. Como F es un cerrado en R, f debe alcanzar su minimo
2t T 7 3

en F. Este punto debe ser pues (1—9, ~19° T’ _E>

(4).- Encontremos el mayor volumen de una caja rectangular cuya area total
sea de 10m?.

Sea

Volumen =V =V(x,y,2) =zyz y
Area = A = 2zy + 22y + 22y = 2(xy + xz 4+ yz) = 10.

Sea g(z,y,z) = xy +xz +yz — 5.
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Se tiene
ov dg
%—yZ—)\(y—l—z)—%,
ov dg
oV dg
5, ~W=AeHY) =5,

Por lo tanto, si x = 0 entonces A\y = Az = 0 por lo que yz =0y yz =5 lo
cual es absurdo. Se sigue que x # 0. Analogamente y # 0, z # 0 y A # 0.

Obtenemos que

Yz = vy + A\rz;
= \zy + \yz;
= \rz + \yz.

Por lo tanto Azz = Ayz = Azy lo cual implica que z = y = 2. Se sigue que

)
g(z,y,2) =32%> —5 =0 por lo que v = + 3

De esta forma obtenemos que V' alcanza su maximo en

V5 V5 VB
(anymZO) = <ﬁa%>ﬁ)

el volumen méximo serd igual a V( ) (\/5 3 5\
y el volumen méximo serd igu o, Yo 20)=|—= ) =(=] -
V3 3

7.4 Ejercicios

1) Sean u(x,y) = 2% — y? v(x,y) = 2vy. Mostrar que la funcién (z,y) —
(u,v) es localmente invertible en todos los puntos (x,y) # (0,0) y calcular
Jr Oxr Oy Oy
ou’ dv’ du’ dv’

2) Investigador si el sistema

u(r,y,z) = x+axyz,

v(z,y,2) = y+ay,
w(z,y, 2) z + 2x + 327

puede ser resuelto para z,y, z en términos de u, v, w cerca de (0,0,0).
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3) Sea L : R™ — R” una transformacion lineal tal que det L # 0 y sea f(Z) =
L(Z) + g(¥), donde || g(Z)|| < M||Z||?, con f,g: R™ — R"™. Se supone que f es
de clase C'. Mostrar que f es localmente invertible en 0.

4) a) Coordenas Polares: Sean

r = rcosf,

y = rsenf.

. Cuando puede resolverse (r,6) en términos de (z,y)?

b) Coordenadas Esféricas: Sean

xr = rsenpcos,
= rsenysend,

Z = TrCcosp.

. Cuando puede resolverse (r, ¢, 0) en términos de (x,y, 2)?

c¢) Coordenadas Cilindricas: Sean

r = rcosé,
= rsenf,
z = z.

. Cuando puede resolverse (r,0, z) en términos de (z,y, 2)?

5) Sean
r = u+v+w,
= v+’ +u’
z = B+ +

Calcular % en la imagen (z,y, z) = (2,6,8) de (u,v,w) = (1,2, —1).
Y

6) Sea f:R? — R? la funcién f(u,v) = (uv? + v?v + 100, u + v?).
a) Demostrar que f tiene una inversa en una vecindad del punto (1,1).

b) Encontar el valor aproximado de f~1(11.8,2.2).

7) Demostrar que la funcién diferenciable F : R® — R3, dada por: F(z,y,z) =
(f(CC, Y, Z)7 g(l’, Y, Z)? f(xa Y, Z)+g(17, Y, Z))? donde f7 g: R? — R, no puede tener
una inversa diferenciable.
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8) Sean

Encontrar @ @ @ @
ox’ Oy’ Ox Y oy’
9) Sea f : R? — R? una funcién de clase C'! tal que D f(Z) # 0 para toda & € R%.
. . Oft _0fa Ofa  Of
Mostrar que si f satisface — = —, —= = ———_ entonces es localmente
ox Oy Ox Jy
091 _ 99> 992 _ O
oxr Oy Ox oy

invertible y la inversa ¢ también satisface

T 9 1 0
10) Seaf:ReRlafunciénf(a:):{§+Isen;  T#0
0

, =20
Probar que f/(0) # 0, pero que f no es invertible en ninguna vecindad de 0.
..Contradice esto el Teorema de la Funcion Inversa?
11) Sea f:R — R una funcién de clase C' y sean u = f(z), v = —y + zf(x).
Si f'(zo) # 0, mostrar que la funcién F(z,y) = (u,v) es invertible cerca de

(70,7), y € R y tiene la forma x = f~(u), y = —v +uf " (u).

12) Sea A un conjunto abierto en R y sea f : A — R™ una funcién inyectiva tal
que det f'(¥) # 0 para toda & € A. Probar que f(A) es un conjunto abierto
vy que f71: f(A) — A es diferenciable. Demostrar que f(B) es abierto para
cada subconjunto abierto B C A.

13) a) Sea f : R — R una funcién tal que f’(a) # 0 para toda a € R.
Demostrar que f es inyectiva en todo R.

b) Sea f:R? — R? la funcién f(z,y) = (e” cosy, e” seny). Demostrar
que el jacobiano de f(z,y) es diferente de 0 para todo (z,y) € R?
pero que f no es inyectiva.

14) Sea f:R?* — R una funcién de clase C'. Demostrar que f no es inyectiva.

0
Sugerencia: Si a—f(x,y) # 0 para toda (x,y) en un abierto, sea g : A — R?
x
la funcién g(z,y) = (f(z,y),y).
15) El punto (z,y,t) = (0,1, —1) satisface las ecuaciones
zyt +senzyt = 0, r+y+t=0.

/Estdn z y y definidas como funciones de ¢ en una vecindad de (0,1, —1)7
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16) Considerar la ecuacién (z — 2)%y + ze¥~1 = 0.
a) (Estd y definida implicitamente como funcién de x en una vecindad
de (z,y) = (0,0)?
b) ;En una vecindad de (2,1)7

¢) ;En una vecindad de (1,1)?
17) Discutir la resolubilidad del sistema:

3z +2y+ 22 +ut+v® = 0,
dr+3y+z+ui+v+w+2 = 0,
r+z+wt+u’+2 = 0

para u,v,w en términos de x,y,z cercanos a x =y = 2z = 0, u = v = 0,
w = —2. Es decir, “despejar” u,v,w en términos de (z,y, 2).

18) Discutir la resolubilidad del sistema y + = + wv = 0, uxy + v = 0 para u,v
en términos de x,y cerca de x = y = u = v = 0 y verificar directamente la

respuesta.
2 2
19) Sea y una funcién de = determinada por la ecuacién — + 32_2 = 1. Calcular
dy d*y d3y
dz’ da?’ E'

or Oy Ox Or Jy _
, _ 0 Probar aue 2% 0y Ox — 1y
0) Sea f(x,y, z) = 0. Probar que 7 - 50 5= Yoy o

. Que significan realmente estos resultados?
0z 0z 0%z 0%z 0%z 2% > 22

21) Calcular —, — = —:1.
) Calewlar 5, 5 5 away o S @ TR TG

22) Sea z = ¢(z,y) donde y es una funcién de = determinada por la ecuacién

dz
- leular &2
Y(z,y) = 0. Calcular T

23) Sea t una funcién de (z,y) determinada por la ecuaciéon F(z,y,t) = 0. Se
supone que y queda determinada implicitamente como una funciéon de x por
la ecuacién y = f(x,t). Comprobar que:

of OF 9f OF
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24) Sea f:R x R — R. Para cada z se define g, : R — R por ¢.(y) = f(z,y).
Se supone que para cada x existe una unica y con ¢.(y) = 0. Sea c¢(x) esta y.

2
a) Si ﬁ(m, y) # 0 para toda (z,y), probar que ¢ es diferenciable y

0y?
o0 f
 Gatg @)
o0 f '
a—yg(% C(x))

d(z) =

0
Sugerencia: ¢, (y) = 0 puede escribirse —f(x, y) = 0.

9y
b) Demostrar que si ¢/(x) = 0, entonces para algin y se tiene
>’f of
=0 N =0.
a{an(x,y) y ay(rc,y)

25) Probar que el Teorema de la Funcién Implicita implica el Teorema de la
Funcién Inversa.

26) Una caja rectangular sin tapa tiene un drea total de 16m?. Hallar las dimen-
siones que maximizan el volumen.

27) Consideremos un vaso cilindrico de metal de un litro de capacidad. ;Cuales
deben ser sus medidas para que se use el minimo de metal?

28) ;Cual es el punto del plano 2z + 3y — z = 5 maés cercano al origen?

29) Encontrar las dimensiones de la caja de volumen méximo que podemos meter
2 2 2
x z
en el elipsoide — + Z—Q + — = 1, suponiendo que cada lado de la caja es
a c
paralelo al eje coordenado.
30) a) Encontrar el maximo de la funcién f(xy,...,x,) = (z1---2,)* su-
jeto a la condicién z% + -+ + 22 = 1.

b) Mostrar que si {ay,...,a,} C RT, entonces

i o Gt an

(al"'an> < -

31) En los problemas siguientes encontrar los extremos de f sujetos a las condi-
ciones dadas.

a) f(x,y) =3z + 2y, 22 + 3y = 3;
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b) flz,y,2)=w—y+z 2’ +y°+22 =2
¢) flr,y,2)=ax+y+z 22—y =120 +2=1.

32) Mostrar que la funcién f(z,y) = (y — 22)(b — 22%) no tiene un extremo local
en (0,0), pero si un minimo local a lo largo de cualquier linea = = at, y = St.

33) Encontrar la minima distancia entre la elipse 22 +2y* = 1 y larecta x +y = 4
en R2.

34) Losplanos z +y — 2 —2w =1y . —y + 2z + w = 2 se cortan en un conjunto
F de R*. Encontrar el punto de F' mds cercano al origen.

35) Encontrar el punto sobre la pardbola 2% — 42y +2y* — x —y = 0 mds préximo
a la recta 9z — 7y + 16 = 0.
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Apéndice A
Desigualdad de Minkowski

1 1
Lema A.0.1 Seanp € R, p > 1 y q definido tal que — 4+ — =1. Sean a >0, b > 0.
p q

b
Entonces a/P - bt/1 < a + —.
b q

Demostracion. Sea f : [0,00) — R dada por f(t) =t*—at+a—1,0 < a < 1. Entonces
f'(t)=at* ' —a=a(t*! —1). Ademés f(1) =0y f'(1) =0.
N1

1 —a
Por otra parte f’(t) > 0 para 0 < t < 1 pues " >1y <¥) =t > 1y f(t)<0

1
sit>1yaque n < 1. Por lo tanto f(t) < 0 para t > 0 pues f es decreciente para t > 1
y f(1) =0, esto es, f tiene su maximo en ¢t = 1.

Ahora si b = 0 se sigue inmediatamente que la desigualdad se cumple. Supongamos
pues b > 0.

1 p 1 1
Sea t = 4 y sea o = —. Entonces f<g> = <E> _ ¢ + - —1< 0. Por lo tanto
b P b b pb p
b

a 1 a’ a b a
_— == b<__1>:—_———<O.S 1 Up. pta < = 4 = |
B + » b p g e sigue que a =5 + 7

al/p

1 1
Lema A.0.2 (Desigualdad de Hélder) Sip > 1 y — + — = 1, entonces para cua-
p q

lesquiera x1,...,%n, Y1,...Yn € R se tiene:

n n 1/p 1/q
S ol < {zw} {Z\ym}
i=1 i=1 i=1
n 1/p n 1/q
Demostracion. Sean X = {Z |:E7;|p} Y = {Z ’yi\q} .
i=1 i=1

Si X oY = 0 entonces el resultado se sigue inmediatamente. Supongamos pues que
X#0#Y, estoes, X >0,V >0.
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Seana-:|xj|p>0 bv:’yi‘q>0j:12 n
7 Xp_aj Yq_v g Ly ooyl
p /g % b : |y;]
Por el lema anterior se tiene que a; -b./" < —= 4+ —= o lo que es lo mismo, <
J D q X.Y
b;
% 4+ % Porlo tanto
p q
IR SOEFESES
P _ IS q Y :
pues Zaj sz| z;|P = —1yZb Yq,zl|yj| ZWZL Se sigue que
]:

n n l/p n l/q
Yyl < XY = {erilp} {Z\yi!q} : a
=1 =1

i=1

Teorema A.0.3 (Desigualdad de Minkowski) Parap > 1 y x1,...,Zn; Y1, ,Yn €

R se tiene:
n 1/p n 1/p n 1/p
{Z|l‘i+yi|p} < {Z|$z|p} +{Z|yi|p} :
i=1 i=1 i=1

Demostracion. Sip =1 esta no es mas que la desigualdad del tridngulo en R.

n 1/p n 1/p
Sea p > 1. Se tiene que {Z |z; +yi|p} < {Z(]JEJ + |yz|)p} )

i=1 i=1
Ahora bien
(sl + 1wsl)” = |l (il + TP+ Jwal (] + )P

por lo tanto

Z(vazlJrlyz p*Z{ll’z (il + lyi)"™ 1}+Z{|yz (Jzal + )P} <

1 Desigualdad
i= de Hélder

s{ZH} p[;{um\ymﬂ}q] q+{z|yirp} p[2{<rmir+|yi\>“}q]w:
T {(Z’x ) (ZL%V”) /,,} ' {Zl (Joil + L) ]Uq-

(p—1)g=pg—q=p ~ =1
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Entonces

n

> (il + lwil)” n 1-1/q n 1/p
[ﬁf }Uq[ixxi+ynﬂ = [t ir] <
(il + ] " =

1=1

1/p

[é;mmrm+[§;wm} | e

IN

n 1/p
Corolario A.0.4 La funcion |- |, =N, : R* — R dada por |7, = [Z |xi|p} , donde
i=1
= (x1,...,2,), p > 1 es una norma sobre R" llamada la norma p o norma p-ésima

Demostracion. Sip =1 ya se tiene asi como también para p = 2.
Sea p > 1.

. . . n 1/p
i).- |z;| > 0 para toda 1 < i < n. Por lo tanto ||Z]|, = [Z |xi|p} > 0.
i=1

n
i)- |7, =0 <= ||Z,|P=0= )|z < |z;|P =0paratodal <i<n <=
i=1
|z;l =0paratodal <i<n <= z;=0paratodal <i<n < 7=0.

- 1/p ° 1/p
iii)- Si @ €R, |lad]l, = [|(az1,...,az.)||, = [Z|o¢xi|p] - [Z|Q|P|xi|ﬂ -

=1 =1
- 1/p _ 1/p .
[l (il = () [ S il = il
i=1 =1

iv)- SiZ=(x1,....,2,), ¥ = (Y1, ---,yn) € R™, entonces aplicando la desigualdad
de Minkowski se tiene:

n

1/p
14 Gl = [+ 9ozt o)l = [ S Jo+uib] <
=1

- 1/p - 1/p . .
< [Stel] " [t = 1l + 1 e
=1 =1
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