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Capitulo 1

Teoria de conjuntos

1.1. Conjuntos

Un conjunto A es una coleccién de objetos que son los elementos de A.
Escribimos s € A para denotar que s pertenece a A o que s es elemento de
A. Escribimos s ¢ A en caso contrario.

Ejemplo 1.1.1 Sea N = {1,2,3,...} el conjunto de nimeros naturales o en-
teros positivos. Tenemos 2 € N, 126 € N, —5 ¢ N, % ¢ NVv2 ¢ N, ¢ N,
i=+/—1 ¢ N. Entre otros conjuntos de nimeros se encuentran los enteros
7 ={..,-2,-1,0,1,2,3,.. .}, los racionales Q = {f|a,b € Z,b # 0}, los
reales R y los complejos C = {a + bila,b € R}.

Definicién 1.1.2 Sean A, B conjuntos. Decimos que A es un subconjunto de
By escribimos A C Bsi s € A= s € B (lo cual leemos s € A implica s € B).
También lo podemos expresar como B D A.

Ejemplos 1.1.3
(1) Sean A = {s € N |s es muiltiplo de 3} y B = N. Tenemos A C B.
(2) Sea A cualquier conjunto. Tenemos A C A.

(3) Diagrama de Venn que ilustra A C B:
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Observacién 1.1.4 Tenemos A =B <= (siysélosi) AC By B C A.

El conjunto vacio no tiene elementos, se denota por () y cumple ) C A
para todo conjunto A.

Definicién 1.1.5 Sean A, B subconjuntos de un conjunto S. Definimos la
union de Ay Bpor AUB ={s € S|s¢€ Aos € B} Aqui o significa
que s pertenece a A, s pertenece a B o a ambos.

Diagrama de Venn que ilustra A U B:

Ejemplo 1.1.6 Sean A = {1,2,3,5,7} vy B = {1,4,6,8,9}. Tenemos AU B =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Definicién 1.1.7 Sean A, B subconjuntos de un conjunto S. Definimos la in-
terseccion de Ay Bpor ANB={se€S|seAyse B}

Diagrama de Venn que ilustra A N B:

Ejemplo 1.1.8 Como en el ejemplo anterior, sean A = {1,2,3,5,7} y B =
{1,4,6,8,9}. Tenemos AN B = {1}.

Observaciones 1.1.9 El conjunto S mencionado en la Definicién 1.1.5 puede
pensarse como un conjunto que contiene a todos los conjuntos bajo considera-
cién.
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Las definiciones de unién y de interseccién se pueden generalizar a més de dos
conjuntos, inclusive a una infinidad de conjuntos. Si {4, }acr €s una coleccién
de subconjuntos de S, tenemos

UAQ:{s€S|seAaparaalgﬁnaeI}y

acl

ﬂAa:{seS\seAaparatodanI}.
ael

Proposicion 1.1.10 Sean A, B, C' subconjuntos de un conjunto S. Tenemos:

(i) AUD = A,
(i) AUA = A,
(iil) AC AUB,
(iv) AUS =8,

)
)
)
)
(v) ACC,BCC = AUBCUC,
(vi) AUB=DBUA, (conmutatividad de la unidn)
(viil) (AUB)UC =AU (BUC)=AUBUDC, (asociatividad de la union)
(viii) ANQ =0,
)
)
)
)
)
)
)

(ix) ANA=A4,
(x) ANBC A,
(xi) ANS=A4,

(xii) CCA, CCB= CCANB,
(xiii) ANB = BNA, (conmutatividad de la interseccidn)
(ANB)NC =AN(BNC)=ANBNC, (asociatividad de la interseccion)

(xiv

(xv) AN(BUC) = (ANB)U(ANC), (distributividad de la interseccion respecto
a la union)

(xvi) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC). (distributividad de la unién respecto a
la interseccion)

Demostracion. Probaremos solamente (iii), (vi) y (xvi). El resto queda como
ejercicio para el lector.

(iii) re A = z€AdorxeB = z€ AUB. Luego AC AUB.

(vij x € AUB <= 2 € Aor€B < z€Boxec A < z€ BUA.
Por tanto AUB = BU A,
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(xvi) z € AUMBNC) <= € Aoz e (BNC) < z€ Ao (x €
Byzrze(C) < (r€AozxeB)y(zxcecAdoxel) < (z¢
AUB)y (r € AUC) < z2z€ (AUB)N(AUCQC). Por lo que tenemos
AUu(BNC)=(AUB)N(AUCQC). [ ]

Definicién 1.1.11 Sean A, B subconjuntos de un conjunto S. Definimos la
diferencia A menos B por AAB={se€S|se€ Ay s¢ B}.

Diagrama de Venn que ilustra A\B:

Ejemplo 1.1.12 Sean A = {1,2,3,5,7} y B = {2,5,9}. Tenemos A\B =
{1,3,7}.

Definicién 1.1.13 Sean A, B subconjuntos de un conjunto .S. Definimos el
producto cartesiano A cruz B por A x B={(a,b)|a€ Aybe B}.

2,5,9}. Tenemos A x B =
3,9),(5,2),(5,5),(5,9)}.

Definicién 1.1.15 Sea A un conjunto. Definimos el conjunto potencia de A,
denotado por P(A), como el conjunto de subconjuntos de A.

Proposicién 1.1.16 Si el conjunto A tiene n elementos, entonces P(A) tiene
2™ elementos, o lo que es lo mismo, A tiene 2™ subconjuntos.

Demostracion. Ver Ejemplo 1.4.8 (5) [ |
Ejemplo 1.1.17 Sea A = {a,b,c}. Entonces el conjunto potencia de A es
P(A) = {0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}, A}. La cardinalidad de A es 3 y
la de P(A) es 23 =8.

1.2. Relaciones de equivalencia

Definicién 1.2.1 Sea A un conjunto no vacio. Una relacion en A es un sub-
conjunto R de A x A.
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Escribimos a ~ b si (a,b) € R. También nos referimos a la relacién por ~.

Definicién 1.2.2 Una relacién en A se dice que es:
(i) reflexivasia~a Va€ A,
(ii) sitmétricasia~b = b~a Va,be A,

(iii) transitivasia~byb~c = a~c Ya,bce A

Definicién 1.2.3 Una relacién en A se dice que es una relacién de equiva-
lencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejemplos 1.2.4

(1) Sea A el conjunto de todos los articulos en un tienda. Se declara a ~ b
para a,b € A si a y b tienen exactamente el mismo precio. Esta es una
relacion de equivalencia.

(2) Sea A = 7. Sean a,b € A. Definimos que a y b tienen la misma paridad
si a y b son ambos pares o son ambos impares. Diremos que a y b estan
relacionados, a ~ b, si a y b tienen la misma paridad. Esta es una relacién
de equivalencia.

Observemos que a ~ b <= (=1)* = (=1)’ yquea ~b <= b—aes
par.

Sean m,n € Z. Decimos que m divide a n o que n es un maltiplo de m si
3 q € Z (existe g € Z) tal que n = mq. En este caso escribimos m | n.

(3) Sean € N. Para a,b € Z decimos que a es congruente con b médulo n
y escribimos a = b (méd n), si n | b — a. La congruencia médulo n es una
relacién de equivalencia. Cuando n = 2 tenemos el caso del Ejemplo (2).

(4) La relacién de orden usual < en Z no es una relacién de equivalencia, pues
aunque se cumplen la reflexividad (¢ < a V a € Z) y la transitividad (a < b
yb<c¢c = a<c¢ Va,b,ce€Z), nose cumple la simetria (3 < 4, pero
4 £ 3, basta con un ejemplo para probar que no se cumple la simetrfa).

(5) La semejanza de tridngulos es una relacién de equivalencia.
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(6) El paralelismo de rectas en el plano es una relacién de equivalencia (defi-
nimos que una recta es paralela a s{ misma)

(7) La contencién de conjuntos no es una relacién de equivalencia (N C Z,
pero Z ¢ N).

Definicién 1.2.5 Sea ~ una relacién de equivalencia en A. La clase de equi-
valencia de un elemento a € A es C = [a] = {x € A| x ~ a}. Los elementos
de [a] son los elementos de A que son equivalentes a a. Si C es una clase de
equivalencia, cualquier elemento de C es un representante de C.

Ejemplos 1.2.6 En las relaciones de equivalencia en los Ejemplos 1.2.4 tene-
mos:

(1) Sea a un producto de la tienda. Denotamos por P, su precio. La clase de
equivalencia de a es [a] = {b| b es producto de la tienda y P, = P,}.

@) [0]=1{...,~4,-2,0,2,4,...} = {2m | m € Z},

N={..,-3-1,1,3,5,...} ={2m+1 | m € Z} son las tinicas dos clases
de equivalencia.

(3) Pongamos n = 5:

0)=1{...,-10,-5,0,5,10,...} = {5m | m € Z},
1]={..,-9,-4,1,6,11,...} = {5m+ 1| m € Z},
., —8,-3,2,7,12,.. Y = {bm+2 | m € Z},

ce,—7,-2,3,8,13,...} = {bm+3 | m e Z},
4 ={..,-6,-1,4,9,14,..} ={bm+ 2| m € Z}
son las tnicas cinco clases de equivalencia.

(4) Considerando la congruencia médulo n en Z, hay n clases de equivalencia.

(5) En la medida del tiempo usamos médulo 12 y médulo 24 para las horas
del dia, médulo 7 para los dias de la semana, etc.

(6) En la medida de los dngulos, usamos médulo 360 para los grados y médulo
27 para los radianes.
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(7) La clase de equivalencia de un tridngulo dado consiste de los tridngulos
semejantes a €él, es decir, consiste de los tridangulos que tienen los mismos
angulos que el tridngulo dado. Por ejemplo, sea T el tridngulo de lados
1,1,v/2 y angulos T 1> 5- La clase de equivalencia de T' consiste de todos

los triangulos con dngulos 7, 7, 5, esto es, tridngulos rectdngulos isésceles.

(8) La clase de equivalencia de una recta dada en el plano consiste de todas
las rectas paralelas a ella (incluyéndola a ella misma). Se identifican por
su pendiente.

Teorema 1.2.7 Si~ es una relacion de equivalencia en A, entonces

A= {Jal

a€A
Ademds se tiene [a] # [b] = [a]N[b] = 0.
Demostracion.

(1) Sea a € A. Entonces a € [a]. Luego a € U [a]. Por tanto A C U [a].
acA acA

(2) Como [a] C AV a € A, tenemos U [a] C A.
acA

De (1) y (2), obtenemos A = U [a].
acA

(3) Probar [a] # [b] = [a]N[b] = 0 es equivalente a probar [a|N[b] # 0 =
[a] = [b]. Supongamos pues que [a] N [b] # 0. Sea ¢ € [a] N [b]. Tenemos
¢~ aycn~ b por tanto a ~ b. Por consiguiente, si © € [a], entonces
x ~ ay, como a ~ b, tenemos x ~ b. Luego = € [b]. Asi que [a] C [b].
Andlogamente [b] C [a], de donde [a] = [b]. |

Definicién 1.2.8 Sea A un conjunto no vacio. Una particion de A es una
coleccién {Ag, }aer de subconjuntos de A tal que

A=A,

acl

a#pf = AaﬂA[a:@.

Llamamos a los conjuntos A, elementos de la particion.

Observacién 1.2.9 Sea A un conjunto no vacio. Una relacién de equivalencia
en A nos da lugar a una particién de A, los elementos de la particién son
precisamente las clases de equivalencia. Reciprocamente, una particion de A
nos da lugar a una relacién de equivalencia, los elementos a y b de A estan
relacionados si y s6lo si pertenecen a un mismo elemento de la particién.
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Interpretacién 1.2.10 Supongamos que en los cajones de una cédmoda tene-
mos objetos. Burdamente, podriamos pensar que los objetos “son” los elementos
de la comoda, y que los cajones “forman” una particion de la comoda.

Definicién 1.2.11 Sean A un conjunto y R una relaciéon de equivalencia en A.
El cociente de A por R es el conjunto

A/R ={[d] | a € A)}.

Ejemplo 1.2.12 Sea n € N. Consideramos la congruencia médulo n en Z. El
cociente de Z por esta relacién se denota también por Z/nZ, por Z/n o por Z,,.
Tenemos:

Z/nZ = {[0],...,[n — 1]}

En particular:

z/2z = {[0], [1]},

z/52 = {[0], [1], 2], [3], [4]}-

Interpretacién 1.2.13 Si definimos en una liga de futbol la relacion de equi-
valencia dada por: los jugadores a y b estdn relacionados si pertenecen al mismo
equipo (estamos suponiendo aqui que cada jugador pertenece precisamente a un
equipo de la liga). Tendremos entonces que los equipos son las clases de equiva-
lencia, cualquier jugador del equipo es un representante y el conjunto de equipos
es el conjunto cociente.

1.3. Funciones

Sean A, B conjuntos no vacios. Una funcion de A a B es una regla que
asigna a cada elemento a € A un tnico elemento b € B. Escribimos:

f:A— B
a—b

f:A—B
fla)=b.
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Ejemplos 1.3.1

(1)

g: 7 — 7
n+—2n+1

g(O) =1, g(1> =3, g(—3) = —5.

ay

az

as

es funcién.

es funcién.
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es funcién.

(6)

es funcién.

a1
az

as

no es funcion.

(8)

Y

!

\

by
by
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A B
g

//' b1

al >~ bg

a9 >~ bS

no es funcién.

Definicién 1.3.2 Sea f: A — B una funcién. Llamamos a A el dominio de
la funcién y a B el contradominio de f. La itmagen de un elemento a € A
es f(a). La tmagen de la funcién f es

Imf = {f(a) | a € A}.
Ejemplos 1.3.3
(1)

f 1 Registro Federal de Electores — Conjunto de claves de los electores

elector — clave del elector

g : Humanidad — 7Z

ser humano — su edad en anos

h:Zx (Z\{0}) — Q

(a,b) — &

S
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(4) Sean A y B conjuntos no vacios. Las funciones

m:AXxB— A
(a,b) — a

m:AXB— B
(a,b) — b

se llaman proyecciones.

(5) Tomar rafz cuadrada, jes funcién? jqué raiz cuadrada?, ja qué?,
jen donde?

(i)
f1 . Rt — Rt
a— a,

donde RT denota el conjunto de niimeros reales positivos y y/a denota la rafz
cuadrada positiva de a es una funcién.

(i)
f2 1 — 7
no es funcién pues v/2 ¢ Z (aun si V2 denota la rafz cuadrada positiva de 2).
(iii)
f3 :R— R
no es funcién pues /-2 ¢ R.
(iv)
f4 : C—C
ar— \/a,

donde se elige precisamente una rafz cuadrada /a para cada a € C, es funcién.

(v)
f5: Rt —R
ar— \/a,

donde y/a denota la rafz cuadrada positiva de a, es funcién.

(6) Sacar raiz ctibica:
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g: R—R
a— va,

donde /a es la raiz cibica real de a, es funcién.

(7) Sean A y B conjuntos no vacfos. Escojamos un elemento by € B. Tenemos
la funcion constante

f:A—B
a'—>b0,

esto es f(a) = by Va € A (para todo a € A).

bo

(8) Sea A un conjunto no vacio. Tenemos la funcidn identidad

idA:AHA
ar—a,

esto es id4(a) = a Va € A.
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f+72—17
nr—2n
es funcién.
(10)
g:7Z — Z,donde
Z si n es par
g(n) = {21 . )

"5+ sin es impar

es funcién.

Definicién 1.3.4 Las funciones f y g son tguales si tienen el mismo dominio
y el mismo contradominio (estoes f: A — By g: A— B)y ademds

f(a) = g(a) Ya € A.
Ejemplos 1.3.5
(1) Las funciones:
f:2—27, g:7Z—Z
a —a?—1 a— (a+1)(a—1)

son iguales.
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(2) Las funciones dadas por

a2 -1

f@)=a+1 vy glw) =",

no necesariamente son iguales. Si precisamos dominios y contradominios:

f R— R, g:R\ {1} — R

a—a+1 a+—

De esta manera f y ¢ no son iguales pues tienen distintos dominios.

Definicién 1.3.6 La funcién f : A — B es tnyectiva o uno a uno o 1 - 1
si

aq 7é Ao —> f(al) 75 f(a2) Val,ag € A.

Equivalentemente, f es 1 - 1 si
flar) = f(az) = a1 = az Vay,as € A.

Con respecto a los Ejemplos 1.3.3 tenemos:

(1) La funcidn es inyectiva. (2) La funcién no es inyectiva. (3) La funcién no
es uno a uno. (4) Las proyecciones en general no son inyectivas. (5) Las funciones
f1, fa v f5 son inyectivas. (6) La funcién es inyectiva. (7) En general una funcién
constante no es inyectiva (lo es sélo cuando A = {a}). (8) La funcién identidad
es inyectiva. (9) La funcién f es inyectiva. (10) La funcién g no es inyectiva.

Definicién 1.3.7 La funcién f : A — B es suprayectiva o sobre si para
cada b € B existe al menos un elemento a € A tal que f(a) =b.

Equivalentemente, f : A — B es sobre si
Imf = B.

Con respecto a los Ejemplos 1.3.3 tenemos:

(1) La funcidén es suprayectiva. (2) La funcién no es suprayectiva. (3) La
funcién es sobre. (4) Las proyecciones son suprayectivas. (5) La funcién f; es
suprayectiva pero f4 v f5 no lo son. (6) La funcién es sobre. (7) En general una
funcién constante no es suprayectiva (lo es sélo cuando |B| = 1). (8) La funcién
identidad es suprayectiva. (9) La funcién f no es suprayectiva. (10) La funcién
g es suprayectiva.

Definicién 1.3.8 La funcién f : A — B es una funcién biyectiva o una
correspondencia biyectiva o una biyeccion si f es 1 - 1 y sobre.
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Con respecto a los Ejemplos 1.3.3 tenemos:

(1) La funcién es biyectiva. (2) La funcién no es biyectiva. (3) La funcién no
es biyectiva. (4) Las proyecciones en general no son biyectivas. (5) La funcién
f1 es biyectiva, las demds funciones no lo son. (6) La funcién es biyectiva. (7)
En general una funcién constante no es biyectiva (lo es sélo cuando A = {a}).
(8) La funcién identidad es biyectiva. 9) La funcién f no es biyectiva. (10) La
funcién g no es biyectiva.

Ejemplos 1.3.9

(1) La funcién

A B
f

aq > bl

a9 - bg

as - bg

es inyectiva y suprayectiva, luego es biyectiva.
(2) La funcién

es inyectiva pero no suprayectiva.
(3) La funcién

A L B
aq - bl
an — b2
as //

es suprayectiva pero no inyectiva.
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(4)

A , B
aq > bl
as // b2
as - b3

es una funcién que no es ni inyectiva ni suprayectiva.

Observacion 1.3.10 No siempre es posible definir la funcién inversa de f, pues
podria suceder que no estuviera definida para todo b € B (como sucede con by
en el Ultimo ejemplo), o bien podria suceder que para algin b € B hubiera dos
elementos distintos a; y ag de A tales que f(a1) = f(az) = b (como sucede con
b1 en el mismo ejemplo).

Sin embargo, sea f : A — B una funcién biyectiva. Precisamente en este
caso podemos definir la funcién inversa de f:

ff1:B— A
la cual estd dada por
f7H(b) = asiy solosi f(a) =b.
Ejemplos 1.3.11
(1)

f 1 Registro Federal de Electores — Conjunto de claves de los electores

elector — clave del elector

f~1:Conjunto de claves de los electores —s Registro Federal de Electores

clave de elector — elector
(2)
f Rt — RT
ar— \/a

donde +/a es la rafz cuadrada positiva de a.

FLRTY — R

Cl'—)(l2
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g: R—R
a— Ja

donde ¥/a es la rafz cibica real de a.

g':R—R
a+— a’

(4) Sea A un conjunto no vacio.

idAZA—>A
a+——a

id/:l:A—>A
a+— a,

es decir, id‘;x1 =ida.

()

b3

Proposicion 1.3.12 Si la funcion f : A — B es biyectiva, entonces su fun-
cién inversa f~1: B — A también es biyectiva y (f~1)"t = f.
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Demostracion. Queda como ejercicio para el lector. O

Definicién 1.3.13 Sean g : A — By f : B — C funciones. La composi-
cion de f y g, denotada por f o g es la funcion:

fog: A—C

definida por
(fog)(a) = f(g(a))
para todo a € A.

Ejemplo 1.3.14

g f
aq >~ bl > C1
as L, bg // .
as // ‘ .

Observaciones 1.3.15

(1) Para que podamos definir la composicién f o g hemos pedido que el dominio
de f sea igual al contradominio de g. De hecho, basta con que la imagen de g,
Img, esté contenida en el dominio de f.

(2) Un caso especial es A = B = C. En este caso podemos definir tanto f o g
como go f.

Ejemplos 1.3.16

(1) Sean
fTR— R, g:R—R
a— a? ar—a+1.
Tenemos
fog:R— R, gof:R—R
a— (a+1)? ar— a®+1.

Notamos que en este ejemplo (y en general)

Jog#golf.
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(2) Sean

fiR— R, g:R—R
ar—a+2 a—a—1.

Tenemos

fog:R— R, gof:R— R
a—a+1 a—a+ 1.

Notamos que en este ejemplo si tenemos
fog=golf.

Proposicién 1.3.17 (Asociatividad de la composicion de funciones)
Sean
h:A— B,g:B— C y f:C — D funciones. Entonces

(fog)oh=fo(goh).

Demostracion. Tenemos (fog)oh: A — Dy fo(goh): A— D. Luego
(fog)ohy fo(goh) tienen mismo dominio y mismo contradominio. Sea a € A.
Tenemos: ((f o g) o h)(a) = (f o g)(h(a)) = f(g(h(a))) y (f o (g0 h))(a) =
f((goh)(a)) = f(g(h(a))). Por lo que ((fog)oh)(a) = (fo(goh))(a) Vae A
Luego (fog)oh = fo(goh). |

Proposicion 1.3.18 Sean g: A— B y f : B — C funciones. Tenemos
(i) Si f, g son inyectivas, entonces f o g es inyectiva.

(ii) Si f, g son suprayectivas, entonces f o g es suprayectiva.

(iii) Si f, g son biyectivas, entonces f o g es biyectiva.

Demostracion. Se omite. Queda como ejercicio. O

Proposiciéon 1.3.19 Sean g: A— By f : B — C funciones. Tenemos
(i) fog inyectiva = g inyectiva.
(ii) Si f o g es inyectiva, no necesariamente f es inyectiva.
(iii) f o g suprayectiva = f suprayectiva.
(iv) Si f og es suprayectiva, no necesariamente g es suprayectiva.
)
)

(v) fog biyectiva = g inyectiva y f suprayectiva.

(vi) Si fog es biyectiva, no necesariamente f es inyectiva, ni g es suprayectiva.
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Demostracion. Probaremos solamente (i) y (ii). El resto queda como ejercicio
para el lector.

(i) Sean ay,as € A. Tenemos g(a1) = glaz) = f(9(a1)) = f(g(az)) =
fog(ar) = foglas) = a1 = as. Luego g es inyectiva.

(i) Sean
g:N— N f*N—N
o =nt =1 I
Observamos que f o g es inyectiva, mientras que f no lo es. |

Tenemos por un lado

Proposicién 1.3.20 Sean f : A — B una funcion biyectiva y f~' : B — A su
imversa. Entonces:

foft=idgy f'of=ida.

Demostracion.

(i) Notamos primero que fo f~': B — B eidg : B— B. Sea b € B. Por ser

f biyectiva, 3! a € A (existe un tinico a € A) tal que f(a) = b. Por la definicién

de funcién inversa tenemos f~1(b) = a. Asi pues, (fo f71)(b) = f(f71(b)) =

f(a) = b=1idg(b). Por lo que concluimos fo f~! = idp.

(ii) Observamos f~lof : A — Aeidy : A — A.Seaa € Ayseab= f(a). Por

ser f biyectiva y la definicién de funcién inversa tenemos f~!(b) = a. Por tanto

(f~tof)(a)=f"1(f(a)) = f~1(b) = a = ida(a). Concluimos f~1 o f = ida.
|

Por otro lado tenemos

Proposicién 1.3.21 Si f : A — B es funcion y existe g : B — A funcion
de manera que

gof=iday fog=idg.
Entonces f es biyectiva y f~1 = g.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 1.3.19. Queda como ejercicio proveer
los detalles. ]

Debido a este tltimo resultado, nos referimos a una funcién biyectiva también
como funcidén invertible.

Proposicién 1.3.22 Sea g : A — B funcion. Entonces:
foida=f y idpof=Ff

Demostracion. Se omite. Queda como ejercicio para el lector. O
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Proposicién 1.3.23 Sean g : A — B y f : B — C funciones biyectivas.
Entonces:

(fog) t=gtof Tl

Demostracion. Observamos primero que por la Proposicion 77, la funcién f o
g: A — C es biyectiva y (fog)™t : C — A. También observamos que

-1 :B*>Ayf’1 :C — B.Luego g tof71:C — A. Asf pues, (fog)™!
y g Yo f~! tienen mismo dominio y mismo contradominio.

Ahora bien, sea ¢ € C. Existe b € B tal que f( ) = cy existe a € A
tal que g(a) = b. Tenemos entonces que (f o g)(a flga)) = f(b) = ¢,
luego (f og)_l(c) = a. Por otro lado, f~1(c) = b y g 1(b) = a, por lo que
(97 0 F1)(0) = g1 (f71(c) = g71(b) = a. Asi (fog) ' =g 1o fL. u

Notacion 1.3.24 Sean f: A — B una funcién y A; C A. La imagen de A;
bajo f es
f(A) ={f(a) |a € Ar}.

Observaciones 1.3.25
(1) En la situacién anterior f(A;) C B.
(2) f(A) = Imf.

(3) La notacién f(A;) para A; C A puede ser ambigua, pues se puede confundir
con f(ay) para a; € A.

Definicién 1.3.26 Sea f: A — B una funcién.

(1) Sea By C B. La imagen inversa de By bajo f es

F7H(B) ={a€ Al f(a) € B}

(2) Sea b € B. La imagen inversa de b bajo f es
1) ={a€ A f(a) = b}.

Observacién 1.3.27 La notacién f~!(B;) para By C B y sobre todo la no-
tacién f~1(b;) para by € B pueden ser ambiguas, pues es posible confundirlas
con la funcién inversa de f, la cual recordamos que se puede definir inicamente
cuando f es biyectiva.

1.4. Buen orden e induccion matematica

Axioma 1.4.1 (Principio del Buen Orden) Si A es un subconjunto no
vacio de N (el conjunto de los nimeros naturales {1, 2, 3, ...} ), entonces existe
m € Atalquem < aVaéec A (mesel elemento minimo o primer elemento
de A).

Recordemos que un numero primo es un entero mayor que 1 tal que sus
Unicos divisores positivos son 1 y él mismo.
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Ejemplos 1.4.2
(a) 2,3,5,7,11,13,17,19, ... son primos,
(b) 1,4,6,8,9,10,12,14,15, ... no son primos.

Lema 1.4.3 (Lema de Euclides) Sean a y b nimeros enteros y p un nimero
primo tales que p | a-b. Entonces p|a o p|b.

Demostracion. Omitimos la demostracion (referimos a una basada en la Identi-
dad de Bézout: http://planetmath.org/alternativeproofofeuclidslemma).
O

Teorema 1.4.4 (Teorema Fundamental de la Aritmética) Todo nimero
entero m mayor que 1 se puede escribir de manera dnica (salvo el orden) como
producto de primos.

Demostracion.

(i) Probemos primero la existencia, esto es que todo nimero entero m mayor
que 1 se puede escribir como producto de primos. Supongamos que no es cierto
el enunciado. Entonces existe un entero m > 1 tal que m no es primo ni tampoco
es producto de primos. Asi, el conjunto

A ={m |m es entero,m > 1y m no es primo ni producto de primos}

es no vacio. Por el Principio del Buen Orden, A tiene un primer elemento,
digamos mg. Como mg € A, tenemos que mg no es primo. Luego my = a-b con
a, b enteros positivos, 1 < a <mgy 1 < b < mg. Puesto que a,b ¢ A, tenemos
que a y b o son primos o productos de primos. Por lo que mg es producto de
primos, lo que contradice que my € A. Esta contradiccién nos lleva a concluir
que la existencia de la factorizacién es cierta.

(ii) Probemos ahora la unicidad. Supongamos que el entero m mayor que 1 se
escribe como producto de primos

m:pl..‘p/r:ql...qs.

Como p; divide al segundo producto, por el Lema de Euclides, p; debe dividir a
alguno de g1, - - , ¢s, digamos a ¢ . Siendo p; y ¢; ambos primos, necesariamente
p1 = q1. Podemos cancelar a p; de ambos productos. Continuando de esta
manera, los factores primos de los dos productos deben coincidir precisamente.
De aqui se sigue la unicidad de la factorizacion de m. |

Observacién 1.4.5 La parte (i) de la demostracién anterior es un ejemplo de
una demostracién por contradicciéon o por reduccion a lo absurdo.

Teorema 1.4.6 (Principio de Induccion Matemdtica) Sea P(n) una afir-
macidn acerca de los nimeros naturales N (o enteros positivos) tal que

(i) P(1) es vdlida.
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(ii) Si P(k) es vdlida, entonces P(k + 1) es vdlida ¥V k € N.
Entonces P(n) es vdlida ¥ n € N.

Demostracion. Supongamos que no es cierto el teorema. Entonces existe una
afirmacién P(n) para la que se cumplen (i) y (#4) pero P(n) no es vélida para
todo n € N. Por el Principio del Buen Orden, existe un minimo natural m tal
que P(m) no es vélida. Puesto que se cumple (i), necesariamente m > 1. Por
la minimalidad de m tenemos que P(m — 1) es vélida. Por (ii) se sigue que
P(m) es valida, lo cual estd en contradiccién con que P(m) no es valida. Esta
contradiccién nos lleva a concluir que P(n) es vélida V n € N. n

Variaciones 1.4.7 En el Principio de Induccion Matemdtica podemos hacer
ligeras variaciones:
(1) Cambiar 1 por cualquier ng € Z (mayor o menor que 1).
Concluir que P(n) es vdlida ¥V n > ng.
(2) Supongamos
(i) P(1) es vdlida y
(i) (P(j) vdlida, ¥V j <k) = P(k) es vdlida, ¥V k € N.
Entonces P(n) es vdlida ¥V n € N.
(3) Supongamos
(i) P(ng) es vdlida y
(ii) (P(j) vdlida, ¥ j < k) = P(k) es vdlida, ¥V k > ny.

Entonces P(n) es vdlida ¥ n > ng.

Ejemplos 1.4.8

(1) Demostrar que para n € N se cumple:

n(n—&—l).

1+24...+n= 5

Demostracion. Por induccién sobre n.

(i) Paran = 1:

- 1(1+1)
2

(ii) Supongamos se cumple para k, esto es:

k(k+1)

1+2+...+k= 5
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Por demostrar para k + 1, esto es:

142+, +k+(k+1)= b+ D(E+D+1)

2
Ahora bien,
k(k+1
1424 +kt(k+1) = %Hkﬂ)
 k(E+1)+2(k+1)
B 2
(k1) (E+2)
S e—
Concluimos que
nn+1) L.
1+2+...+n:TesvahdaVneN. [ |
(2) Sea a € R,a # 1. Se tiene:
a™tl —1
1+a—|—a2+...+a”:71 VneN.
a—
Demostracion. Por induccién sobre n.
(i) Paran = 1:
a®—1
1 = .
ta a—1
(ii) Supongamos se cumple para k:
k+1 -1
l4+a+a®+..+ab=2—"=
a—1
Por demostrar para k + 1:
akFtt — 1
l+a+a*+...+d" +a"tt =
a—1
Veamos,
. k+1 _ 1
l+a+a®+...+d" + ! hut ail—&—a’”l
a—
B ab*tl — 14 a**l(a - 1)
N a—1
Akl 1 4 gh+2 _ ghtl
N a—1
a2 -1

29
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Concluimos que
an+1 _
1—|—a+a2—|—...—|—a”:ﬁsecumpleVneN. [ ]
a—

(3) Tenemos
2" l>spnV¥neZn>3.

Demostracion. Por induccién sobre n.

(i) Paran = 3:

2371 =22 >3
(ii) Supongamos se cumple para k > 3:
k=1 > k.
Por demostrar:
28 > k41

Veamos,

h.1.
k=221 S92 k=k+k>k+1.

Concluimos que
"l >snvneZn>3 N

Observamos que para n = 1 y para n = 2 no se cumple el enunciado anterior.

(4) Demuestre por induccién que todo nimero natural n mayor que 1 se escribe
como producto de primos.

Demostracion. Por induccién sobre n.



1.4. BUEN ORDEN E INDUCCION MATEMATICA 31

(i) Paran = 2:
Como 2 es primo, 2 se escribe como producto de primos (un solo factor).

(ii) Sea k € N,k > 2. Supongamos que el enunciado se cumple para j € N;2 <
Jj < k, es decir, j se escribe como producto de primos para j € N,2 < 5 < k.
Por demostrar el enunciado para k, esto es, que k es producto de primos.

Si k es primo, k se escribe como producto de primos (un solo factor) y si k no
es primo, k = j; - jo con 2 < ji,j2 < k. Por hipdtesis de induccion j; y jo se
escriben como productos de primos, luego k también se escribe como producto

de primos.
Por lo que concluimos: Todo niimero natural n mayor que 1 se escribe como
producto de primos. |

Notamos que esta aplicacién de la variacién (3) del Principio de Induccién Ma-
tematica corresponde precisamente a la parte de existencia del Teorema Funda-
mental de la Aritmética.

(5) Demuestre la Proposicién 1.1.16, la cual dice que si el conjunto A tiene n
elementos, entonces A tiene 2" subconjuntos.

Demostracion. Por induccién sobre n.

(i) Para n = 0:
Tenemos que en este caso A = ). El inico subconjunto de §§ es @, por lo que
A tiene 1 = 2° subconjunto, a saber A mismo.

(") Paran = 1:

Analizar este caso no es necesario, pero lo haremos de cualquier manera. En
este caso A = {a}. Luego A tiene como subconjuntos a §) y a {a}, por lo que A
tiene 2 = 2! subconjuntos.

(ii) Supongamos el resultado es cierto para n = k, esto es, que un conjunto con
n elementos tiene 2" subconjuntos y probémoslo para n =k + 1.

Sea A = {ay,...,ax,ars1}. Deseamos probar que A tiene 25! subconjuntos.
En efecto, hay dos tipos de subconjuntos de A, los que no contienen a a1
y los que si contienen a ari1. Los que no contienen a a4 son precisamente
los subconjuntos de A" = {ay,...,ax}, que es un conjunto con k elementos. Por
hiptesis de induccién, A’ tiene 2F subconjuntos. Por otro lado, cada subconjunto
de A que sf contiene a ag1q es precisamente la unién de un subconjunto de A’
con {ax11}, por lo que también hay 2* subconjuntos de A de este tipo. En total
A tiene 2F 4 2F = 2 x 2% = 25+ subconjuntos.

Asi pues, hemos probado que si el conjunto A tiene n elementos, entonces A
tiene 2" subconjuntos. |
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Capitulo

Espacios vectoriales

2.1. Espacios y subespacios

Iniciamos con la definicién de campo.

Definicién 2.1.1 Un campo (o cuerpo) es un conjunto K con dos opera-
ciones, adiciéon + : K x K — K y multiplicacién - : K x K — K tales
que:

(i
(i) a+B=F+a Va,p € K,

(@a+B)+y=a+(B+7) Ya,B,yveK,

)

)

(ili) 30e K talque a+0=a YackK,

(iv) Vae K,3 8 € K tal que a+ =0, tal 8 se denota por —a,

(v) (a-B)-y=a-(8-7) Vo,B8,7 € K,

(vi) a-B=8-a VYo, € K,

(vil) 31 e K,1#0talque a-1=a Va€eK,
) 1
) a

(viii) Va € K,aa 20,3 v € K tal que «-v =1, tal v se denota por a™*,

(b)) =a-BH+a-y Va,B,7 € K.

(ix
Ejemplos 2.1.2

(1) Los racionales Q, los reales R y los complejos C son campos.

(2) Campos finitos.

El campo més pequetio es el campo con 2 elementos Fo = {0,1}. Sus
tablas de adicién y multiplicaciéon son:

33
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+ 0 1 X 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1

(3) Campos de funciones. El campo de funciones racionales con campo de
constantes Fo es

/() ‘ f(z) y g(x) son polinomios con coeficientes en IFQ}.

Fo(z) = {

9(x)
Seran de nuestro interés principalmente los campos R y C.

Definicién 2.1.3 Un espacio vectorial sobre el campo K es un conjunto

V' con una adicién
+:VxV —V

y una multiplicacién por escalares

K xV —V

tales que:

(i) (w+v)+w=u+ (v+w) Vuv,weV (asociatividad),
(i) u+v=v+u Yu,veV (conmutatividad),
(iii) 30€V tal que v+0=v Vv €V (neutro aditivo),

)

(iv) Vv e V,3w e V tal que v+ w = 0, tal w se denota por —v (inversos
aditivos),

V) (a-B)v=a-(B-v) YveV, Va,p € K,

(Vi) (a+p)-v=a-v+8-v Yv eV, Va,p € K (distributividad),

(vil) - (u+v)=a-ut+a-v VYVuveV, Yae K (distributividad),

)yl v=v YVveV.

(viii

A los elementos de V' los llamamos vectores y a los elementos de K esca-
lares.

Ejemplos 2.1.4
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(1) Sea R? = {(x1,72) | #1, 72 € R}. Definimos

(1, 22) + (y1,y2) = (1 + Y1, 22 + Y2)

y si a € R,
a(x1,x2) = (ax1, 0x3).

R? es un espacio vectorial sobre R. En efecto:

(i) ((z1,22) + (Y1,92)) + (21, 22) = (w1 + Y1, 22 + ) + (21, 22) =
(1 +y1+ 21,02 +y2 + 22) = (21, 22) + (Y1 + 21,92 + 22) =
(xla (EQ) + ((ylayQ) + (21722>)a

(i) (z1,22) + (y1,92) = (@1 +y1, 22 +y2) = (Y1 + 21,92 + x2) =
(Y1, 92) + (21, 72),

(iii) 3 (0,0) € R? tal que (z1,22) + (0,0) = (z1,22) V (z1,22) € R,

(iv) V (z1,22) € R% 3 — (71,22) = (—21, —72) € R? tal que

((El,xz) + (_xlv _xQ) = (an)v
(v) (aB)(z1,22) = (@ B-w1, - B-72) = - (B-1, B-x2) = - (B-(21, 72)),
(vi) (@+p) - (z1,22) = ((a + B) -1, (a + B) - 22)) =

(

Q

1+ frx, o+ Bx2) = (- xr, 00 x2) + (B-a1, B x2) =
(1, 22) + B - (w1, 22),

-
(vii) a-((z1,22) + (y1,92)) = - (21 + Y1, 32 + y2) =
(- (1 +y1)a-(x2+9y2) = (@21 +a-y1,a- -2+ a-y) =
(a-zy, 0 m2) + (a-y1,a-y2) = - (x1,22) + - (y1,92),
(Viii) 1- (56‘1,1}2) = (1 '.’1?1,1 . 1‘2) = (1‘1,1}2) A (1‘1,1}2) € Rg.

(2) Sea C3 = {(x1, 72, 23) | 71,22, 23 € C}. Definimos

(71,72, 23) + (Y1,Y2,93) = (21 + Y1, T2 + Y2, 73 + y3)

ysiaeC,
a(x1, e, 23) = (ax1, Ax2, AX3).

C3 es un espacio vectorial sobre C,
(0,0,0)
es el neutro aditivo y
—(x1, 22, 23) = (—x1, —T2, —3).
(3) Sean K un campo y n € N, sea
K" ={(z1,...,2n) | 21, ,2n € K}.
Definimos

(X1, sxn) + (W1, Un) = (@1 + Y15+, T+ Yn)
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ysia€e K,
a(xy,...,xn) = (Qx1,. .., xy,).
K™ es un espacio vectorial sobre K,
0,...,0)
es el neutro aditivo y
—(x1,. .y n) = (=21, ..y —Tp).

4) R es un espacio vectorial sobre Q.

6) C es un espacio vectorial sobre Q.

(4)
(5) C es un espacio vectorial sobre R.
(6)
(7)

Si K es un campo cualquiera, K es un espacio vectorial sobre K.

Proposicion 2.1.5 Sea V' espacio vectorial sobre el campo K. Tenemos

(i) siu+v=u+w para algunos u,v,w € V, entonces v =w,

(i) «-0=0, YaeK,

(iv) st a-v =0 para algunos a € K yv € V, entonces « =0 0 v =0,

)
)
(i) 0-v=0, VveV,
)
) —

(v

Demostracion.

v=—v, YveV.

i) utv=ut+w = (—u)+(u+v)=(-u)+ut+w) = (—u+u)+v=
(—ut+u)+w = 0+v=04+w = v=w.

(i) 0+a-0=a-0=a-(04+0)=a-04+«-0.Por (i), 0 = a-0.
(iii) 0+0-v=0-v=(0+0)-v=0-v+0-v. Por (i), 0=0-v.

(iv) Supongamos a-v = 0. Si @ = 0, terminamos. Si & # 0, hemos de demostrar
que v = 0. Supongamos pues que a # 0. Entonces existe a~! y tenemos
v=1l-v=(at a) v=at (a-v)=a"l-0=0, por (ii).

M v+(-1)v=1-v+(-1)-v=(1+(-1) - v=0-v=0=v+ (—v), por
(iii). Luego, por (i), —=1-v = —wv. [ |

Definicién 2.1.6 Sea V un espacio vectorial sobre un campo K. Un subespa-
cto de V es un subconjunto no vacio W de V el cual es un espacio vectorial con
la adicién y multiplicacién por escalares de K, heredadas de V', es decir, si W es
cerrado bajo la adicién y la multiplicacién por escalares definidas originalmente
en V.
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Observacién 2.1.7 Para demostrar que un subconjunto W de V' es un subes-
pacio de V basta probar que W # 0 y que (wi,we € Wy aj,a3 € K =
aqwy + aswe € W).

Ejemplos 2.1.8
(1) Sea V espacio vectorial. Tenemos que V' y {0} son subespacios de V.
(2) Sea V = R3. Tenemos

(a) W1 = {(x1,0,23) | 1,23 € R} es un subespacio de V. En efec-
to, (0,0,0) € W, luego Wi 7£ @, (xlaoaxl%)a(ylvoayS) eWwW, =
($1,0,$3) + (ylvoay3) = (xl + y1,0, 23 +y3) e W y (x1707x3) €
Wi,a € R = «-(21,0,23) = (- 21,0, - 23) € W7.

(b) Wa ={(0,22,0) | z2 € R} es un subespacio de V.

(¢) W3 = {(21,0,0) | 1 € R} es un subespacio de V' y también es un
subespacio de W7j.

(3) Sea V = R2. Tenemos

(a) W
(b) W:

x,x) | * € R} es un subespacio de V.

={(
= {(x,1) | z € R} no es un subespacio de V. En efecto, tenemos
(0, ), (1,1) € Wa, pero (0,1) + (1,1) = (1,2) ¢ Wh.

Definicién 2.1.9 Sean Wy, W5 subespacios de V. Definimos la suma de su-
bespacios
Wi+ W, = {w1 + wo | wy € Wi, wy € WQ}.

Proposicion 2.1.10 Si Wy, Wy son subespacios de V. Entonces

(1) W1 N Wy es un subespacio de V.
(2) W1+ Was es un subespacio de V.

Demostracion.

(1) Como 0 € Wy y 0 € Wa, por ser Wy y Wa subespacios de V', 0 € Wi NWha,
luego W1 NWy # (. Sean «, § € K, w,w’ € Wiy NWs. Tenemos aw + Bw’ €
W1y aw + fw’ € Wy, por ser Wi y Ws subespacios de V. Concluimos
W1 N W5 es un subespacio de V.

(2) Como 0 € Wy y 0 € Wa, por ser Wy y Ws subespacios de V, tenemos
0 =040 € W1 +Ws, luego W1+Ws # . Sean o, 8 € K, w1 +wa, w|+wh €
W1 + Wy con wy,w)| € Wi y we,wh € Wa. Entonces « - (wy + wsa) + 5 -
(Wi +wh) = (a-wy+ B-w)) + (a-wa+ G- wh) € Wy + Wa, por ser Wy y
W3 subespacios de V. Luego W; + W5 es un subespacio de V. |

Observaciones 2.1.11



38 CAPITULO 2. ESPACIOS VECTORIALES

(1) Si {W4}aer es una coleccién de subespacios de V, tenemos que la inter-
seccién (), c; Wa también es un subespacio de V.

(2) La unién de subespacios en general no es subespacio. Por ejemplo W; =
{(z,0) | z € R},Wy = {(0,y) | y € R} son subespacios de R?, pero
W1 U W5 no es subespacio de R2.

Definicién 2.1.12 Sean V un espacio vectorial y Wy, W5 subespacios de V.
Diremos que la suma de los subespacios es suma directa y escribiremos

Wi & Wy

para denotar la suma Wy + Wa de Wy y Wy si Wi N Wy = {0}.

Ejemplos 2.1.13

(1) Sean V = R3, Wy = {(21,0,0) | 21 € R} y W = {(0,22,0) | 22 € R}.
Puesto que W1 N Wy = {(0, O 0)}, Wy @& Wo = Wy + Wa.

afg) | xr1,x3 € R} y Wy = {(07.232,0) | To € R}

(2) Sean V = R3, W; = {(z1,0,
= {(0,0,0)}, la suma es directa. Tenemos V =

Puesto que W1 N Wsy
Wi o Wy =Wy + Ws.

(3) Sean V = R3, Wy = {(x1,0,23) | 71,23 € R} y Wa = {(y1,0,0) | y1 €
R}.Tenemos

(a)

(b) W1 N Wg Wa.

(¢c) Wy + Wy =W y la suma no es directa.
(d)

)

(e) Sea v = (1,0,0). Tenemos v € Wy + Ws. De hecho v se escribe de
dos maneras distintas como suma de elementos de Wy y Wa:

En este caso W7 U Wy = Wy es subespacio de V.

1 1
v=(1,0,0)+(0,0,0) = (570,0) + (5,0,0).

Proposicion 2.1.14 Sean W1, Wy subespacios de V. La suma de Wy y Ws es
directa si y sélo si todo vector v de W1+ Wy se puede escribir de una y solamente
una manera v = wi + wg con wy € Wy y we € Wo.

Demostracion.

(a) Supongamos que la suma es directa, esto es Wiy N Wy = {0}. Sea v €
Wi + Wa,v = wy + we = w) + wh con wy,w] € Wi, wy, wh € Wo. Hemos
de probar w; = w} y we = w)h. De wy +ws = w] +wh, tenemos wy —wj =
we —wh € Wi N Wy = {0}. Luego w1 —wj = we —wh =0. Asi wy =wjy
wy = wh como se deseaba.
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(2) Supongamos que cualquier elemento v de Wy 4+ Wy se escribe de manera
tnica como v = wi + wy con wy € Wy y we € Ws. Debemos probar que la
suma es directa, esto es que W3 NWs = {0}. Sabemos que {0} C W; NWa.
Sea w € W1NW5. Entonces w = w+0 = 0+w como elemento de Wy +Ws.
Luego, por unicidad debemos tener w = 0. Asi WiNW, C {0}. Concluimos
que Wy N W, = {0}. |

2.2. Subespacio generado

Definicién 2.2.1 Sean V' espacio vectorial sobre el campo K y S C V. El
subespacio de V generado por S, denotado por L(S), es el minimo subes-
pacio de V' que contiene a S. Esto es

L(S) = N w.
W subesp. de V'
SCcw
Ejemplos 2.2.2

(1) Si W es un subespacio de V, entonces L(W) = W. En particular, para
{0} se tiene L({0}) = {0}.

(2) L(0) = {o}.
(3) SiV=R?y S={(1,1)}, entonces L(S) = {(x,z) | z € R}.
Proposicién 2.2.3 Si SCV y S # 0, entonces
L(S)={aiv1+ ...+ anv, | n €N, o; € K,v; € S parai € {1,...,n}}.

Demostracion. Sea U := {ayv; + ...+ apvn | n € Nyo; € K, v; € S parai €
{1,...,n}}. Hemos de probar L(S)="U.

(i) Sea v = ajvy + ...+ apv, € U. Sea W subespacio de V tal que S C W.

Como vy, ...v, € S, tenemos vy, ...v, € W.Luegov = ajv1+. . .+a,v, €
W. Por tanto v € (\w subesp. de v W = L(S). Concluimos que U C L(S).
SCW

(if) Veamos que S C U y que U es un subespacio de V.

(a) Sea s € S. Entonces s =1-s€ U. Luego S CU.

(b) Siendo S # (), tenemos U # 0. Sean ayv1 + ... + Qpun, ?jv] + ... +
alv, € Uy a,p € K. Entonces a(ajvy + ... + anvy,) + B(afv] +
coFahul) = v ..+ @, + Badul 4.+ Badul, € UL

Por tanto U es subespacio de V. Como ademds S C U, tenemos L(S) =
ﬂW subesp. de V' W Q U.
scw

De (i) y (ii) tenemos U = L(S5). |
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Definicién 2.2.4 Sean V un espacio vectorial sobre el campo K y v1,...,v, €
V. A una expresion de la forma ajv; + ... + apvu,, donde aq,...,a, € K la
llamamos una combinacion lineal de vy, ..., v,.

Definicién 2.2.5 Sea V espacio vectorial sobre el campo K. Decimos que los
vectores vy, ...,v, generan a V o que {vi,...,v,} genera a V si para cual-
quier v € V existen escalares ag,...,a, € K tales que

V=001V + ...+ apUy.

Observacion 2.2.6 Los vectores vy, ...,v, generan a V siy sélo si

V =L{v1,...,0.}).

2.3. Dependencia e independencia lineal
Definicién 2.3.1 Sea V espacio vectorial sobre el campo K.

(i) Decimos que los vectores vy, ...,v, son linealmente independientes
sobre el campo K (1. i.) o que {v1,...,v,} es linealmente indepen-
diente sobre K (l. i.) si para ai,...,an, € K

a1 +...+apv, =0 = a1 =...=q, =0.

(ii) Decimos que los vectores vy, ..., v, son linealmente dependientes so-
bre el campo K (l. d.) o que {vy,...,v,} es linealmente dependiente
sobre K (l. d.) si existen escalares aq, ..., a, no todos cero tales que

ajv; + ...+ apv, = 0.

Observaciones 2.3.2

1) Siv e V,v # 0, entonces {v} es l. i.

2) {0} esl. d.

(1)

(2)

(3) Convenimos en que 0 es L. i.

(4) Si0e€ {v1,...,v,}, entonces {vy,...,v,} es L. d.
()

5) Sean € N,n > 2. Los vectores vy, ..., v, son L. d. si y sélo si al menos uno

de ellos es combinacién lineal de los demas.
Ejemplos 2.3.3
(1) {(1,0),(1,1)} es L. i. y genera a R
(2) {(1,0),(2,0)} es L. d. en R2.
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(3) {(1,0)} es L i., pero no genera a R2.

(4) {(1,0),(1,1),(0,1)} genera a R2, pero no es L. i.
(5) {(0,1),(0,2)} no genera a R? ni es L. i.

(6) {(2,3),(1,1)} es L i. y genera a R%. En efecto:

(i) {(2,3),(1,1)} es L. i. pues
a(2,3) + B(1,1) = (0,0) = (20 + 8,3+ ) = (0,0)
= 2a+f=0y3a+=0 = a=p=0.

(i) {(2,3),(1,1)} genera a R? pues dado (a,b) € R?, existen a y § € R
tales que «(2,3) + 8(1,1) = (a,b). Tales o y B existen ya que el
sistema de ecuaciones lineales:

20+ 0
3a+

a
b

tiene como soluciébn a =b—a 'y = 3a — 2b.

2.4. Bases y dimension

Definicién 2.4.1 Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. Decimos que
un conjunto de vectores {vy,...,v,} de V es una base de V si es linealmente
independiente y genera a V.

Nota 2.4.2 Para algunos fines es importante el orden en que aparecen los ele-
mentos de una base.

Lema 2.4.3 Los vectores {v1,...,v,} distintos de cero son I. d. si sélo si uno
de ellos es una combinacion de los vectores anteriores a él.

Demostracion. Se omite. Ver [6, Lema 5.2]. O

Proposicién 2.4.4 Supongamos {vi,...,v,} genera a V y {wy,...,wn} es
linealmente independiente. Entonces m < n.

Demostracion. Se omite. Ver [6, Lema 5.4]. O
Corolario 2.4.5 Si{vy,...,v,} y{w1,...,wn} son bases de V, entonces m =
n.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 2.4.4. Queda al lector el llenado de los
detalles. m

Corolario 2.4.6 Sea V un espacio vectorial que puede ser generado por un
numero finito de vectores. Entonces
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(i) De todo conjunto de generadores {vi,...,v,} de V se puede extraer una
base.
(ii) Todo congunto linealmente independiente {w1, ..., wy} de V puede com-
pletarse a una base.
Demostracion.

(i)

(i)

Retiramos de {vq,...,v,} los vectores 0 y sucesivamente de derecha a iz-
b b y

quierda los vectores que dependan linealmente de los anteriores, quedando-

nos al final una base.

Sea {v1,...,v,} un conjunto de generadores de V. Consideramos el con-
junto {wy, ..., wm,v1,...,v,}. Este conjunto genera a V. Retiramos los
vectores 0 y sucesivamente, de derecha a izquierda, retiramos los vectores
que dependan linealmente de los vectores a su izquierda. Al final de este
proceso queda una base de V' la cual contiene a {wq, ..., wy,}. |

Ejemplos 2.4.7

(1)

(2)

Del conjunto de generadores de R? {(1,0),(1,1),(0,1)} retiramos (0,1)
quedando la base {(1,0),(1,1).

Al conjunto 1. i. {(1,0)} le anadimos el conjunto de generadores {(2,0),
(0,2),(—1,1)} obteniéndose {(1,0),(2,0),(0,2),(—1,1)}, retiramos suce-
sivamente (—1,1) y (2,0) quedando la base {(1,0), (0,2)}, la cual contiene
al conjunto original {(1,0)}.

Definicién 2.4.8 Si el espacio vectorial V' puede ser generado por un nimero
finito de vectores, diremos que V es de dimension finita.

Si V es de dimensién finita, al nimero de elementos de una base se le llama
la dimensidon de V y se le denota dim V' (o bien dimg V).

Ejemplos 2.4.9

(1)

(2)

Puesto que convenimos en que el conjunto vacio es 1. i. y que tenemos que
L(0) = {0}, tenemos que el conjunto vacio es una base para {0}. Luego
dim{0} = 0.

En R? = {(a,b) | a,b € R}, sean e; = (1,0) y ea = (0,1). Si (a,b) € R?,
tenemos (a,b) = ae;+bes. Luego {ey, €2} genera a R2. Veamos {ey, ez} es 1.
i. Suponemos aje; + ages = (0,0). Entonces (g, as) = (a1,0) + (0, a2) =
are; + ages = (0,0). Luego ay = ay = 0. Por lo tanto, {e1,ea} es 1. i.
Concluimos que {e, e2} es una base de R? y que dimR? = 2.

Sean K un campo y n € N. En K", sea ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) para
i€{l,...,n} (1 estd en el lugar 7). Tenemos {ey, ..., e, } es una base para
K™, llamada la base candnica de V y ademas tenemos dim K" = n.
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Obsérvese que la notacién anterior puede causar confusién pues, por ejem-
plo, e puede denotar tanto al vector (0,1) en R? como a (0,1,0) en R?, a
(0,1,0,0) en R%, etc. Del contexto habrd de deducirse a qué vector eq se
estd uno refiriendo.

(4) Considerando n = 1 en el ejemplo anterior tenemos dim¢c C = 1 y, por
otro lado, tenemos dimg C = 2 pues {1,i} es una base para C sobre el
campo R.

Observaciones 2.4.10

(i) No todos los espacios vectoriales son de dimensién finita. Por ejemplo, R
no es de dimensién finita como espacio vectorial sobre Q.

(ii) También se pueden definir independencia lineal de un conjunto infinito,
bases infinitas y espacios vectoriales de dimensién infinita.

Proposicién 2.4.11 Sea {v1,...,v,} una base de V. Siv € V entonces existen
Unicos aq,...,q, € K tales que

V=01V + ...+ apUy.

Demostracidn. Que los a; existen se tiene porque {vy,...,v,} genera a V. Vea-
mos que son Unicos. Supongamos que

v=aqv1 + ...+ apu, = B1v1 + ..o+ Buvg

para algunos ag,...,ay,01,...,0, € K. Nuestro objetivo es probar a; =
B, ... qn = By. Tenemos

(an — B1)vr + ...+ (an — Bn)vn = 0.

Como {v1,...,v,}eslia1—p1=...=a,—LF, =0. Luego a; = f1,...,a, =
Br como se deseaba y tenemos la unicidad para la expresiéon de v en términos
de vi,...,v,. |

Ejemplo 2.4.12 El conjunto {(2,0),(1,1),(1,3)} no es base de R? ya que
Jjemp ] ya q

(1,0) = %(2,0) +0(1,1) +0(1,3) = 0(2,0) + 2(1, D+ =2(1,3).

2
Definicién 2.4.13 Sean V un espacio vectorial, {v1,...,v,} una base de V
y v € V. Por la Proposiciéon 2.4.11 existen tnicos ag,...,a, € K tales que
v = ayv1+. . .4, v,. El vector coordenado de v respecto a la base {vy,...,v,}
es
(€3]
[V{o,} =

Qp
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Ejemplo 2.4.14

(i) El vector coordenado de v = (2,0) respecto a la base candnica {e; =

(1,0),e2 = (0,1)} de R? es
[U]{El,ez} = ( (2) )

(ii) Obtengamos ahora el vector coordenado de v = (2,0) respecto a la base
{(1,1),(1,3)} de R%:

(2,0) =a(1,1)+ 5(1,3) = (2,0) = (a+ B,a+30).
Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales:

a+p = 2
a+38 = 0

y obtenemos o = 3 y 8 = —1. Luego (2,0) = 3(1,1) + (—1)(1, 3), por lo

que
3
[Wla,,0,3) = < ] )

Proposicién 2.4.15 Sean V' un espacio vectorial de dimension finita y W un
subespacio de V. Entonces W también es de dimension finita y dim W < dim V.
Ademds

dimV =dimW < V=W.

Demostracion.

(i) Supongamos que dimV = n. Si W = {0}, entonces W es de dimensién
finita y dimW =0<n=dimV.

(1) Supongamos pues que W # {0}. Sea wy € W, w; # 0. Tenemos {w1 }
es Li. en V, luego 1 < n. Si L({w1}) = W, entonces dimW =1 <
n=dmV.

(2) Si L({w1}) € W, sea wy € W wy ¢ L({w1}). Tenemos {wy,wz} es
Li. en V, luego 2 < m. Si L({w1,w2}) = W, entonces dimW = 2 <
n=dmV.

(3) Si L{w1,we}) € W, sea wy € W,ws ¢ L({wy,ws}). Tenemos
{wy,wq, w3} es 1i. en V, luego 3 < n. Si L({wy,we,w3}) = W,
entonces dimW =3 <n=dimV.

Este proceso no puede continuar indefinidamente, debe parar a lo mas en
n pasos. Digamos que para en el paso r.
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(r) Puesto que L({wi,...,w,—1}) C W, sea w, € W de manera que
wy ¢ L({wy,...,w.—1}). Tenemos {wy,...,w,} es Li. en V, luego
r < n. Ademds L({wy,...,w.}) = W, por lo que dimW =r <n =
dim V.

(ii) Claramente V.= W = dimV = dimW. Supongamos W C V' y
dim W = dimV = n. Sea {w1, ..., w,} una base de W. Como {w, ..., w,}
es un subconjunto linealmente independiente de V' y dim V' = n, tenemos
que {wy,...,w,} es una base de V. Luego V = L({wy, ..., w,}) = W.

|
Teorema 2.4.16 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita. Sean Wy, Ws
subespacios de V. Se tiene
dim(W1 + Wg) =dim Wi + dim Wy — dim(W1 N Wg)

Demostracion.

Sean r = dimW; N Wy, n = dimW; y m = dim Ws. Sea {ws,...,w,}
una base de W7 N Wa. Entonces {ws,...,w,} es un subconjunto de Wi li-
nealmente independiente. Completamos {ws,...,w,} para obtener una base
{wy,...,Wp,Upy1,...,u,} de Wi. También completamos {w1,...,w,} para ob-
tener una base {w1, ..., Wr, Vpi1, ..., Uy} de Wy. Comprobemos que

{wi, .o Wy Up g1y oo UpVpg 1y e o U }
es una base de Wy + Wa.
(i) Supongamos

w1 + ...+ oWy + Bri1Upr1 + oo+ Butln + Yrgr1Vrg1 + oo - F YmUm =0

para algunos aq, ..., o, Brg1,y -+ By Yot1, - - -, Ym € K. Nuestro objetivo
esprobar a; = ... = = g1 = - = P = Y41 = ... = Ym = 0.
Tenemos

aqwy + ...+ pwy + Bri1tegr + oo+ Bpun =
—Yr1Urt1 — -« — YmUm € W1 N Wa.

Luego
=Y 1Urtl — -« — YmUm = 01W1 + ... + dp Wy,

para algunos d1,...,0, € K.

Por ser {w1, ..., Wr, Vpt1,...,0m} base de Wo, {w1,..., W, Vpy1,...,Um}
es l.i. Por tanto vp41 = ... =y =0 =... =9, =0.
Entonces

arwy + ...+ apwy + Bryitrgr + ..o+ Bpuy, = 0.

Como {wy, ..., Wr, Upt1,...,Upn}esbasede Wi, {wy, ..., wr, Ups1,...,Upn}
es l. i. Por tanto oy = ... = a, = Br41 = ... = B, = 0. Concluimos que
{wi, ..o, Wry Upg1y. ey UpUrgl, ..., Un} es linealmente independiente.
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(ii) Sea u+v € W1 + Wa, con u € Wy y v € Ws. Entonces existen aq, ..., a;,
Ay Brgty ooy By Yrg1y - - - Ym € K tales que

U =oiwi + ...+ aw, + Bry1tryr1 + ... + Bpuy

/ /
v=0qwy . W + Y1 Vg1 oo YU

Asi tenemos que

u+v=(a; +a))wy + ...+ ( + &)wy + Bry1tpi1 + .. + Boun
+ Yr+1Vr41 + - oo YU
Luego {w1, ..., Wy Upg1y-e s UpVpil,- .-, Um} genera a Wy + Wa.

De (i) y (ii) concluimos que {w1,...,Wr, Upi1,- s UpVpt1,-.-,Vm} €8 UNA
base para Wy 4+ Ws.
Por lo tanto,

dim(Wy +Ws) = n+m —r = dim Wy + dim Wa — dim(W; N Wa). [ ]
Corolario 2.4.17 SiV es de dimensidn finita y W1 N Wy = {0}, entonces

Demostracion. Puesto que W1 NWs = {0} se tiene que la suma es directa y que
dim(W;NW3) = 0. Se sigue del teorema que dim(W; @ W) = dim Wy +dim Wh.
|

Ejemplos 2.4.18

(1) En R? sean W; = {(z,0) | z € R} y Wa = {(0,y) | y € R}. Tenemos
dim(W; @ W) = dim(R?) = 2 = 1+ 1 = dim W; + dim Ws.

(2) En R?, sean Wy = {(21,22,0) | 21,22 € R} y Wa = {(0,42,¥3) | 42,43 €
R} Entonces Wi + Wy = R3, WinWs, = {(O,ZQ,O) | 29 € R} y dim(W1 +
Wg) =3=24+2—-1=dimW; +dim W5 — lel(Wl n WQ)

2.5. Espacio cociente

Sean V un espacio vectorial sobre un campo K y W un subespacio de V.
Definimos una relacién en V:

Para u,v € V, decimos que u y v estan relacionados (o mas precisamente,
que estdn relacionados mdédulo W) y escribimos u ~ v siu —v € W.

Esta relacion es una relacién de equivalencia en V, en efecto:

(i) Seav € V. Como v —v =0 € W, tenemos v ~ v.
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(ii) Supongamos u ~ v Entonces u —v € W. Luego v —u = —(u —v) € W.
Por tanto v ~ .

(iii) Supongamos vy ~ vy y v ~ v3. Entonces v; — vy € Wy vo —vg € W.
Luego v1 —v3 =v1 —ve + vy —w3 € W. Asi v1 ~ vs.

Puesto que la relacién es reflexiva, simétrica y transitiva, es una relacién de
equivalencia. Denotamos al conjunto cociente por

V/W.

Los elementos de V/W son las clases de equivalencia de los elementos de V.
Sea v € V. Tenemos

pl={uveV]|u~v}
={ueV|iu—veW}
={ueV|iu—v=weW}
={v+w|weW}
=v+ W

Recordemos que estas clases forman una particién de V.

Definimos en V/W una suma y una multiplicacién por escalares (elementos
de K):

Q) w+W)+@w+W)=(ut+v)+W, VuvelV,
(ii) a(v+W)=(aw)+ W, VwveV, VaeK.

La suma y la multiplicaciéon por escalares estan bien definidas, esto es, no
dependen de los representantes. En efecto:

(i)
ut+W=u+Wo+W=v,+W =
u—u EW,v—v €W =

(utv)—(ur4+v)=u—u)+@w—-—v1)eW =
(u+v)+W = (ug +v1)+W.

u+W=u+W =

u—u €W —

oau—au =a(u—u)) EW =
au+ W =au; + W.
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Con esta suma y multiplicacién por escalares V/W es un espacio vectorial
sobre el campo K llamado el espacio cociente. Sus elementos son de la forma

v+ W
con v € V. El neutro aditivo es la clase de 0:
0+ W.
El inverso aditivo de v + W es
(—v) + W.

Ejemplos 2.5.1
(1) Sean V =R? y W = {(z,z) | z € R}. Tenemos
V/W ={v+W |veR?}.
El subespacio W es la recta diagonal a 45° que pasa por el origen.

La clase de 0 es 0+ W € V/W.

Los elementos de V/W son de la forma v + W, son las rectas paralelas a
W (incluyendo a W).

El conjunto con un elemento {(1,0)+W} esl. i. Ademds genera a V/W, en
efecto: sea (a,b) + W € V/W. Entonces (a,b) — (a —b)(1,0) = (b,b) € W.
Concluimos que dim V/W = 1.

V/W

/|
&

(2) Sean V un espacio vectorial y W = {0}. Entonces
u+{0} =v+ {0} <=
U~V
u—v=0 <

u="v.
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Observamos que en este caso V/W y V son espacios vectoriales “muy
parecidos” (o isomorfos, concepto que se definird més adelante).

(3) Sean V un espacio vectorial y W = V. Sean u,v € V. Tenemos u—v € V,
luego u ~ v. Asi, todos los elementos de V estdn relacionados y hay una
sola clase de equivalencia y V/W es un espacio vectorial con un tnico
elemento, cero.

(4) Sean V =R3>y W = {(y1,92,0) | y1,y2 € R}. Tenemos
V/W = {(xl,.’ﬂz,l'g) + W | (l’l,xg,xg) S Rg}
:{(0,07I3)+W | T3 ER}
Luego una base para V/W es {(0,0,1) + W} y asi dim V/W = 1.

Lema 2.5.2 SiV es un espacio vectorial de dimension finita y W es un subes-
pacio de V', entonces V/W también es de dimension finita y

dim V/W < dim V.

Demostracion. Tenemos que un conjunto finito {v1,...,v,} de elementos de V’
genera a V. El conjunto {vy + W, ..., v, + W} genera a V/W y asi V/W es de
dimensién finita. Si {vy,...,v,} es una base de V, entonces {v1+W, ..., v,+W}
genera a V/W, luego dim V/W < dim V. |

Proposicion 2.5.3 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre el
campo K y sea W un subespacio de V. Tenemos

dimV = dim W + dim V/W.

Demostracion. Sea n = dim V. Por la Proposicién 2.4.15 tenemos que W tam-
bién es de dimensién finita y r = dimW < n. Por el lema V/W es de di-
mensién finita y s = dimV/W < n. Sean {wi,...,w,} una base de W y
{ur + W, ..., us + W} una base de V/W. Veamos que {wi,...,wy,u1,...,us}
es una base para V.

(i) Seav e V. Comov+W € V/W y {us +W,...,us + W} es una base de
V/W, existen ay,...,as € K tales que

v+ W =qai(ug + W) +...+ as(us + W).

Luego
v+ W= (ajuy + ...+ asus) + W.
Entonces
v—(aqur + ...+ asus) =w € W.
Puesto que {wy,...,w,} es una base de W, existen f1,..., 3, € K tales
que

w = frwy + ...+ Brw,.
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Por lo tanto
v=w+ aiul + ...+ agus = frwy + ...+ Brwy + aqug + ..+ agu.
Asi {wq,...,wp,u1,...,us} genera a V.
Supongamos
Sqwi + ...+ pwyr +y1u1 + . F Ysus = 0,
para algunos 61,...,0.,71,.--,7s € K. Entonces
S1(wy +W) .o+ Sp(wy + W) 4y (ug + W) 4o+ v (us + W) =0+ W.

Por tanto,
Yi(ur + W)+ ys(us + W) =0+ W.

Como {u1 + W, ..., us + W} es una base de V/W, es 1. i. sobre K. Por lo
que

Luego
owy + ...+ dpw, = 0.
Como {w1,...,w,} es una base de W, es 1. i. sobre K. Por lo que
01 =...=0,=0.

Ast {wq,...,wr ug, ..., us} es L. i. sobre K.

De (i) y (ii) concluimos {wy, ..., w,,u1,...,us} es una base de V. Asi,

dimV =r+s=dimW + dim V/W. [ ]

Ejemplos 2.5.4

(1)

(2)

3)

(4)

Sean V =R? y W = {(z,z) | * € R}. Tenemos
dimW =1y dim V/W = 1. Observamos

dmV =2=14+1=dimW + dim V/W.

Sean V' un espacio vectorial de dimensién finita n y W = {0}. Entonces
dimV =0+n=dimW 4+ dim V/W.

Sean V' un espacio vectorial de dimensién finita n y W = V. Tenemos
dimV =n+0=dim W + dim V/W.

Sean V =R3 y W = {(y1,%2,0) | y1,y2 € R}. Tenemos

dmW =2y dimV/W = 1.

Observamos

dimV =3=2+1=dimW + dim V/W.



Capitulo 3

Sistemas de ecuaciones
lineales

Definicién 3.0.1 Una ecuacidén lineal sobre el campo K es una expresién de
la forma:
a1x1 + asxo + ...+ ap,x, = b,

donde ay,a9,...,a,,b € Ky x1,22,...,x, son variables independientes.
Una solucidn de la ecuacion lineal es una n-ada (aq, o, . . ., ;) de manera
que:
aioq + agsais + ...+ apo,, = b.

Ejemplos 3.0.2
(1) Consideramos la ecuacién:
2x1 — 3x9 + x3 = 8.

Tenemos que (4,0,0) y (0,0,8) son soluciones de la ecuacién. Si damos
valores arbitrarios o = ag,x3 = ag y despejamos 1 = 8+3°‘+“3, obte-

nemos
8 4+ 3a —
{(O;%aaz,a?)) | 2,03 € K}

son todas las soluciones de la ecuacion.

(2) Para la ecuacién:
0-214+0-29=0

cualquier (aq,as) € K? es solucién. Luego
{(a1,02) | a1,a2 € K}
son todas las soluciones.

o1
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(3) La ecuacidn:
0-214+0-29=1
no tiene solucién.

Consideramos un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas:

a11T1 + a2 + ...+ a1nThn = by
211 + ag2xo + ...+ a2pnTh = by
Am1%1 + AmaT2 + ... + AT = bm;

donde a;j,b; € K parai € {1,...,m},j € {1,...,n} y 21,22,...,x, son varia-
bles independientes.

El sistema se dice que es homogéneo si by =b, = ... =b,, =0.

Una solucidn del sistema de ecuaciones lineales es una n-ada (a1, ae, ..., ay,)
de manera que:

a1 + arp + ...+ ajpom, = by
a2101 + aoo0i0 4+ ... + a2p iy, = bo
Am101 + Qo2 + ... + QGpnOn, = by

La solucion o solucion general del sistema consiste de todas las posibles
soluciones.

Si el sistema de ecuaciones lineales es homogéneo tenemos dos posibilidades,
que haya solamente la solucién trivial o bien, que haya més soluciones.

Si el sistema de ecuaciones lineales es no homogéneo tenemos dos posibili-
dades, que el sistema sea inconsistente (es decir, que no tenga soluciones), o
bien que sea consistente (que tenga soluciones), en este ultimo caso, hay dos
posibilidades, que haya solamente una solucién o bien, que haya maés soluciones.

Ejemplos 3.0.3 Sea K =R.

(1) Consideramos el sistema homogéneo:

T+ 2y — 3z
r+3y+z
20+ by —4z =
2z + 6y + 22z =

o o o o

Vaciamos los coeficientes en una matriz (objeto que se definird méas ade-
lante) y realizamos operaciones elementales (que también se prsentardn
més adelante):



1 2 -3

1 3 1

2 5 —4

2 6 2
1 0 -11
0 1 4
0 0 -2
0 0 0

El sistema

—Ri+Rs — R 1 2
0 1
—2R1+R3s — R3 O 1
—2R1+Rs — Ry 0 2
—1Rs 1 0 -11
0 1 4
0 0 1
0 0 0
1 0 0
01 0
0 0 1
0 0 O
z = 0
y = 0
z = 0

—2R2+R1 — Ry
.
—R2+R3 — R3

—2R2+Rs — Ra

11R3+R1 — Ry
_

—4R3+R2 — Ro2

53

es equivalente al sistema original. En este caso la tnica solucién es la

trivial.

(2) Consideramos ahora el sistema no homogéneo:

r+2y—3z = 4
z+3y+z = 11
20 +b5y—4z = 13
20 +6y+2z = 22.

Vaciamos los coeficientes en una matriz aumentada y realizamos opera-

ciones elementales:

1 2 -3 |
13 1 |
2 5 —4 |
2 6 2 |

—2Rs+R1 — Ry
.
—R2+R3 — R3

—2Ro+Rs — Ry

1 0 —11]
01 4
00 1]
00 0]

4 —R1+R2 — R2

11

13 —2R1+R3 — Rs3

22 —2R1 4Ry — Ru
10 —11|
01 4|
00 -2
00 0]

-10 11R3+R; — Ry
7
1 —4R3+R2 — Ro
0

OO O

NSRRI V]
[ SA NN

o O O
OO = O
—
O~ W
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El sistema
z = 1
y = 3
z = 1

es equivalente al sistema original. La tnica solucién es (1, 3,1).

El sistema:

z+y = 0
204+2y = 1

es inconsistente, no tiene solucién.

Vaciamos los coeficientes en una matriz aumentada, realizamos operacio-
nes elementales y obtenemos:

1] 0

0| 1)

1110 —2R1+Rs — R 1
2 2 | 1 0

De donde obtenemos

lo cual es una contradiccién.

Consideramos el sistema homogéneo:

o

r+y =
2z 4 2y

|
o

Como

1 1 —2R1+Rs — Ro> 1 1
2 2 0 0 /)"
El sistema original es equivalente a:
z+y = 0

Si damos cualquier valor a a z tenemos x = a y y = —x = —a. Luego
{(a,—a) [ a € R}

nos proporciona todas las soluciones del sistema original.
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(5) El sistema no homogéneo:

z+y = 1
2z 4 2y 2

es consistente, (1,0) es una solucién al sistema.

Vaciando los coeficientes en una matriz tenemos:

11 ] 1 —2R1+Rs — R
2 2 | 2

El sistema original es equivalente a: z+4+y = 1

S =

Si damos cualquier valor b a y tenemos z =1 —by y = b. Asi
{(1—-"0b,b) | beR}
nos proporciona todas las soluciones del sistema original.

Teorema 3.0.4 En un sistema de ecuaciones lineales homogéneo de m ecua-
ciones con n incognitas, si n > m, entonces el sistema tiene una solucion no
trivial en K.

Demostracion. Se omite. Ver [6, Teorema 2.3]. O

Ejemplo 3.0.5 Sea K = R. En el sistema homogéneo:

r—3y+4z—-2w = 0
204+5z+w = 0
y— 3z = 0,
damos un valor arbitrario a z, digamos z = a y obtenemos y = 3z = 3a,

2(3a) + 5a +w = 0, luego w = —11a y, finalmente, x = 3(3a) — 4a +2(—11la) =
—17a. La solucién general del sistema es:

{(—-17a,3a,a,—11a) | a € R}.

Una solucién no trivial es: (—=17,3,1, —11). La solucién trivial es: (0, 0,0, 0).
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Capitulo 4

Matrices

4.1. Preliminares

Definicién 4.1.1 Sea K € {R,C}. Sean n,m € N. Una matriz m x n con
entradas en K es un arreglo rectangular con m renglones (o filas) y n columnas
de elementos de K,

aii a12 e A1n
a1 a922 e agn
A =
aml Am2 ... (mn
Escribiremos también
A = (aij)i;-

Observaciéon 4.1.2 En general pueden definirse matrices con entradas en otros
conjuntos mas generales, como campos, anillos, matrices, etc.

Denotaremos por

Mpsen (K)

al conjunto de matrices m x n con entradas en K.

Podemos definir la suma o adicion de matrices y la multiplicacion de
un escalar por una matriz.

Sean A = (aij)i,j,B = (bij)i,j € Man(K) yceE K.

A+ B = (aij + bij)i;

cA = (caij)i,j-
Ejemplos 4.1.3

57
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(1) an a2\ bir bz \ _ [ ann+bu arz+bio
az1 @22 ba1  bao a1 +ba1 aga +bap )

(2) c ail a2 _ cail  Cai2
az1 Aa22 Caz21 Ca22

1 2 7 0
(3) Ssean K=C,A=| 3 4 | yB= 0 i
5 6 -5 —6

1+i 2 V2 2V2

Tenemos A + B = 3 4440 | yv2A=| 3v2 42

0 0 5v2 62

Con esta suma y esta multiplicacién por escalares, M., x,(K) es un espacio
vectorial de dimension m-n sobre K. Se deja como ejercicio verificar que la suma
es asociativa y conmutativa. El neutro aditivo es la matriz 0 = 0, = (0)45-
El inverso aditivo de la matriz A = (a;;)i; es —A = (—a;j)i,;- Queda como
ejercicio demostrar que M, «,,(K) cumple las restantes condiciones de espacio
vectorial. Una base para M, x,(K) es

donde E; ; es la matriz cuyas entradas son todas 0, excepto la 4,7 que es 1.

Ejemplo 4.1.4 Una base para Mzyxo(K) es

10 0 1 0 0 00 0 0 00
oo, fool,l1o],{o1],[oo],[o00
0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 1

Si A=(aij)i; € Mumxn(K)y B=(bjk)jr € Muxp(K), podemos definir el
producto de las matrices A y B como la matriz m x p C = AB, donde

n
Cik = E ai;bji.
i=1

Observaciones 4.1.5

(1) El orden del producto AB es importante. Cuando AB estd definido, no
necesariamente BA estd definido. Para que AB y BA estén definidas es
necesario y suficiente que m = p. Aun en este caso podria suceder que AB
y BA no sean del mismo tamano. Para que AB y BA estén definidas y
sean del mismo tamano, es necesario y suficiente que m = n = p. Aun asi,
no necesariamente se tiene AB = BA.
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(2) Siempre que las operaciones se puedan realizar A0 =0y 0B = 0.

Ejemplos 4.1.6

(1) Sean A = (

ABz(é)(—? 2 3):(‘8 g g)

y BA no puede definirse.

100 L2
(2) Sean A = yB=1] 0 1 |. Tenemos
0 2 1
1 0
1 2
100 1 2
()0 )
0 2 1 1 0 1 2
y
1 2 1 4 2
BA=1] 0 1 (ég?)z 0 2 1
10 1 00
1 0 0 0
(3)SeanA—<O 0) 1 0

)

N
oyl
I
7N
O =
N——
7N\
o o
N——
I
7N
o o
o o

Notese que en este ejemplo, aunque A # 0y B # 0 se tiene AB = 0.

(4) SeanA:(é g>yB:(g 2>.Tenemos

= (32)(30)-(3 )
= (10)(5 2)=(12)

Proposicion 4.1.7 Sean A, B, C matrices con entradas en K yc € K. Siempre
que las operaciones se puedan realizar, se tiene:
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(i
(ii

(i

) A(BC) = (AB)C

) A(B+C)=AB+ AC

) (A+ B)C = AC + BC
(iv) c(AB) = (cA)B = A(cB).

Demostracion. Se omite. Ver [6, Teorema 3.2]. O

Introducimos el simbolo d;; llamado delta de Kronecker definido por:

s o[ 1 sii=j
U0 siiA]

La matriz identidad 1,, € M, (K) es

1 0 ... 0
0 1 0
In = (dij)i =

Proposicién 4.1.8 Si A € Myxn(K) y B € Myux,(K), entonces:
Al,=A ¢ 1,B=B.
Demostracion. Se omite. Ver [2, Seccion 1.8]. O

Definicién 4.1.9 Una matriz A € M,,«,(K) es invertible si existe una matriz
B € M,xn(K) tal que
AB = BA=1,.

Observaciones 4.1.10

(1) Si tal matriz B existe, es dnica, se llama la tnversa de A y se denota
AL

(2) Si A es una matriz cuadrada n x n basta con que AB = I, (o con que
BA =1,) para alguna matriz B para que A sea invertible y su inversa sea
B (ver [4, Seccién 1.6]).

Proposicién 4.1.11 Si A € M, «,(K) es matriz invertible, entonces A~! tam-
bién es invertible y (A=1)~1 = A.

Demostracion. Puesto que A es invertible tenemos AA™' =1,y A"1A=1,, de
donde se sigue que A~! es invertible y que su inversa es A. |
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Proposicién 4.1.12 Si A, B € M, x,(K) son matrices invertibles, entonces
AB es invertible. Mds precisamente:

(AB)™' =B7'A™%
Demostracion. Tenemos AB(B~1A™1) = (AB)B~Y)A™!) = (A(BB™!))A~ ! =
(AL))A7l = AA~1 =1,. [ |
Proposicién 4.1.13 Si A € My «n(K) es matriz invertible y ¢ € K,c # 0,
entonces cA es invertible y

(cA)™ P =c71A7L

Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. O
nxn(K) sean matrices in-

Observaciéon 4.1.14 Puede suceder que A, B x )
0 1 . .
, ( 1 0 ) son invertibles

ceM
. . 1 0
vertibles pero A+ B no lo sea, por ejemplo: 1 9

LON, (0 1Y_(11 |
Y1 2 1 0) {2 2)noos

Ejemplos 4.1.15

1 (20 4 (1 -1
0 )yB—<11>.TenemosA —(0 1>y

7N\

— DN

= o

~~

N

IM\H

=

= O

N~

Il

7N

O =
— O
N~

Observamos
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Comprobamos (AB)™! = B~1A~1:

(T )0 D )

Finalmente, observamos que:

p1 (1 -1 0y _ (1 -1
= (o )08 V)=

no es la inversa de AB.

Definicién 4.1.16 Sea A = (a;;)ij € Mumxn(K). La traspuesta de A, A" es
la matriz n X m obtenida al cambiar los renglones de A por columnas.
Si

ail a12 . QA1n
a1 aszy ... aon
A= ,
Am1 Am2 cee Qmn
entonces
a1 as1 . Am1
ai12 aszy ... Am?2
At =
A1p  A2n ceo Qmn

En la entrada ij de A’ estd aj;. Se tiene

A" = (aji)ig-
Ejemplo 4.1.17 Sea A = ( 3 9 6 ) . Entonces A = 0 2
- 1
~1
2

Proposicion 4.1.18 Sean A, B matrices y ¢ € K. Siempre que las operaciones
se puedan realizar se tiene:

(i) (A+ B)t = At + B!

)
(ii) (cA)t = cA?
(iii) (AB)! = B*A?
)

(iv) Si A es invertible, entonces A® es invertible y (A?)~! = (A~1)%
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Demostracion. Probaremos (iii) y (iv). El resto es ejercicio para el lector.

(iii) Sean A = (ai;)i=1,m, B = (bjk)j=1,n. Entonces
j=1ln k=1,p
n
AB = (Z az]b_]k)i:Lm
j=1 k=1,p

Observemos que AB es matriz m x p, por lo que (AB)* es p x m. Por otro lado,
Btespxny Al es n x m, luego BtA? es p x m.
En la entrada ik de (AB)? estd el elemento 2?21 ag;bj;. El i-ésimo renglén
ak1
ax2

i de Bt es (b1ibz;...bmi) vy la k-ésima columna de A° es . Luego la

Qkn
entrada ik de B'A! es Z;.lzl bjiak; = Z?Zl agjbji. Asi pues (AB)" = B'A".
(iv) Supongamos A es matriz invertible n x n. Tenemos A/(A~1)t = (A~1A)!
=1! =1,,. Luego A? es invertible y su inversa es (A")~1 = (A7)t [ ]

4.2. Matriz de cambio de base

Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre K. Sean {vi,...,v,} ¥
{v{,...,v),} bases de V.
A {vy,...,v,} lo consideramos como base antigua y a {v},...,v,,} como

base nueva. Tenemos
n
v =Y cpvn, 1 <i <o,
h=1
para algunos cp; € K. La matriz P = (cp;)n,; €s la matriz de cambio de base
de la base antigua {v1,...,v,} a la base nueva {v],...,v,}.

Ejemplo 4.2.1 Sean V = R?, {e¢; = (1,0),e2 = (0,1)} base antigua y {v; =
(1,1),v2 = (2,—1)} base nueva. Como v; = (1,1) = 1(1,0) 4+ 1(0,1) = le; + les
y v2 = (2,-1) = 2(1,0) + (—=1)(0,1) = 2e1 + (—1)eq, la matriz de cambio de

base es
1 2
p-(12).

Consideremos ahora a {v],...,v,,} como base antigua y a {v1,...,v,} como
base nueva. Tenemos entonces

n
vy = Zdihvé,l <h<n,
i=1
para algunos d;;, € K.
Observamos que la matriz Q = (d;n )i, es la matriz de cambio de base de la
ahora de la base antigua {v],...,v,,} a la base nueva {v1,...,v,} .
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Ejemplo 4.2.2 Con referencia al ejemplo anterior. Sean V' = R? y, ahora,
{v1 = (1,1),09 = (2 -1} la base antigua y {e1 = (1 0), €2 = (0,1)} la base
nueva. Como e; = (1,0) = (1,1) + 3(2,-1) = 1e1 + 3e2 y e2 = (0,1) =
(2)(1,0) + (=$)(0,1) = (3)v1 + (- 5)1}2, la matriz de cambio de base es

(1 1)

En general, jqué relacién hay entre Py Q7
Observamos que para 1 < h < n,vp, = Y. dipvh = D din Doy ClivL =
> (X2 cuidin)ur, luego
n
> cudin = dun.
i=1

—

Wl o=
Wl

Por tanto PQ =1, y asi
Q=pr".
En particular, P es invertible.
Por otro lado, observemos que si v € V, entonces v = cyv; + ... + anvn =

> h_j anup, para algunos ap € K y v = ajv] + ...+ alvl, = Z? | vl para
algunos o, € K. Luego

n

n n n
!
= g ajv E g ChiVp = g g ChiQl )Up, = E AR,
i=1 i=1 h=1

h=1 =1

Por tanto

n
2 : /
a1 = C1:0;
i=1
n
_ /
ap = ChiQl;
i=1

n

_ /

o = CniQlj.
i=1

En términos de producto de matrices tenemos

o C11 C12 e Cin Oll
(6] C21 Coo ... Con, Qi

(07%% Cn1 Cp2 co. Cpn (0%
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Esto es,
[V (v} = Plv]guyy-
También tenemos

[y = P~ [V]go,y = Qvlfu,3-

Ejemplo 4.2.3 Sean V = R?, {e; = (1,0),e2 = (0,1)} la base antigua, {v; =
(1,1),v2 = (2,—1)} la base nueva y v = (3,4) € V. Tenemos

11 1 11 1

v=(3,4) = ?(15 1)+ (—g)(l—l) =gt (—g)w-

Entonces [v](,,} = ( 7%1 > . Por otro lado,
3
v = (3,4) = 361 —|—4€2.
Comprobamos
11

= (1 2)(4)-(2) -
Y 11 3 11

hea=(§ 1) (1)=(3) o

Observacion 4.2.4 Segun la definicién dada en esta seccién, la matriz de
cambio de base se obtiene al vaciar en columnas las coordenadas de los vectores
de la base nueva en términos de los vectores de la antigua. Es importante hacer
notar que esta definicién no es estandar, en algunos textos (por ejemplo en [1]
y en [2]) se define la matriz de cambio de base como la que se obtiene al vaciar en
columnas las coordenadas de los vectores de la base antigua en términos de los
vectores de la nueva. Esta falta de uniformidad en la definicién de la matriz de
cambio de base tiene como consecuencia falta de uniformidad en los enunciados
de los resultados que involucran matrices de cambio de base.

4.3. Meétodo de eliminacion de Gauss—Jordan

Se definen primero las operaciones elementales de renglén, después las ma-
trices elementales y més adelante se presenta la vinculacién entre ellas. También
se definen operaciones elementales de columna. Se presenta el método de elimi-
nacion de Gauss—Jordan y, como aplicacién, un método para, dada una matriz
cuadrada, determinar si es invertible o no y en su caso encontrar su inversa.

Definicién 4.3.1 Sea A = (a;;)i; € Mpmxn(K).

(I) Sean 4,5 € {1,...,m}. Una operacidn elemental de renglén del pri-
mer tipo R;; es la que a la matriz A le intercambia los renglones i y

J]-
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(II) Sea ¢ € K,c # 0y sea i € {1,...,m}. Una operacién elemental de
renglon del segundo tipo R;(c) es la que a la matriz A le multiplica
cada entrada del i—ésimo renglén por c.

(ITIT) Sea « € K y sean i,j € {1,...,m},i # j. Una operacion elemental de
renglon del tercer tipo R;;(a) es la que cambia el renglén ¢ de la matriz
A por [el renglén j multiplicado por o més el renglén ).

Ejemplos 4.3.2 Sea
a1l a2 13
A= | ax ax a3
aszy asz a3z

" ai; a2 613
23
(1) A azy azz2 a3

a21 Q22 a23

o) a11 a12 a13
(2) A 2¢ Cas1  Caga  Caos
asy @32 a3z

Ros(a) ail ai2 a13

23 (¢

3y A4 ™ aasy + a1 aazz +aze  oassz + ass
a31 a32 ass

Observacién 4.3.3 Se estd usando una notacién diferente (més simplificada)
para denotar a las operaciones elementales, a la que se usé en el tema sistemas
de ecuaciones lineales.

Definicién 4.3.4 Una matriz elemental es obtenida al realizar una opera-
cién elemental de renglon a la matriz identidad I = L,,.

1 ... 0 ... 0 ... 0
o ... 0 ....1 ... 0
i = . . . . , que tiene Intercambiados los ren-
) L i i biados 1
o ... 1 ... 0 ... 0
o ... 0 ... 0 ... 1

glones iy j de I,, es una matriz elemental del primer tipo .

1 ... 0 ... 0
I L(e=1 0 ... ¢ --- 0 , donde ¢ € K, c # 0 se encuentra en el
0O ... 0 ... 1

lugar 7,7 es una matriz elemental del segundo tipo.
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1 ... 0 ... 0 ... 0
o ... 1 ... a ... 0
(III) Lijj(e) = . . . . , que deja en el renglén 7, o
o ... 0 ... 1 ... 0
O ... 0 ... 0 ... 1

veces el renglén j (con i # j) sumado al renglén 4 de I, es una matriz
elemental del tercer tipo .

Observacion 4.3.5 Las matrices elementales son invertibles. Més precisamen-
te:

@D (L)' =1L
I1) (Ti(e)) ™t =Li(c™).

(II) (Tij(a)) ™! = Tij(—a).
Ejemplos 4.3.6

(I) Tenemos

1 0 0 1 00 100
Ipslos={ 0 0 1 001 |=0T1F0
0 1 0 010 0 0 1
(IT) Sea ¢ € K, c # 0. Entonces
1 00 1 0 0 100
L)L =10 ¢ 0 0 ¢c*o0f|=l010
0 01 0 0 1 0 01
(III) Tenemos
1 0 0 10 0 100
123(0)123(704) = 0 1 « 0 1 —«a = 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Proposicién 4.3.7 Sea A = (a;j)i,j € Mmxn(K). El efecto de realizar una
operacion elemental de renglon a la matriz A es equivalente a premultiplicar A
por la correspondiente matriz elemental.

Demostracion. Se omite. Ver [4, Seccion 1.5]. d
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Ejemplos 4.3.8 Sean m=n =3y
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ailr a2 a3
A=\ an ax azs
azi1 asz ass
ai1  aiz2 a13
(1) A Res aszl as2 ass &I
g as1 G2z  G23
100 a1l a2 a13 a1l a2 a13
IpsA=| 0 0 1 ag1 aze a3 | =| a3 aszx ass
010 as1 az2 as3 as1 G22 G23
a1 a2 a13
(2) A Ra(e) Cag1 Caz2 Cazs &
- az1  azx2  a33
100 ailr a2 a3 a1 a2 Q13
IL(ccA=1 0 ¢ 0 as1 Qo as3 = | cag1 cazy cass
0 0 1 azr asz ass azr  agzz  ass
a1 a12 a13
3) 4 F= aazy + a1 @azz +aze qagzt+as | &
- a3y asz ass
1 0 0 a1 a1z Q13
IQg(Oé)A: 0 1 « 21 Q22 0423
0 0 1 a3 as9 ass
a1 a2 a3
= | a21taaz a2+ aaszx a3+ oass
az1 a32 a33

Asi como se presentaron operaciones elementales sobre los renglones de una
matriz A, se pueden definir andlogamente operaciones elementales sobre
las columnas. Las denotamos por:

(I) Si¢,j € {1,...,n}, entonces C;; es la operacién que a la matriz A le
intercambia las columnas i y j.

(IT) Parac e K,c #0ei € {1,...,n}, Ci(c) es la operacién que a la matriz
A le multiplica cada entrada de la i—ésima columna por c.

(IIT) Sea o € K y sean 4,5 € {1,...,n},i # j. Se denota por C;;(a) a la
operacién que cambia la columna i de la matriz A por [la columna j
multiplicada por o més la columna 4].

Tenemos el siguiente anédlogo a la Proposicion 4.3.7. Obsérvese la traspuesta
en el punto (IIT).
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Proposicién 4.3.9 Sea A = (aij)i,j € Mmxn(K). El efecto de realizar una
operacion elemental de columna a la matriz A es equivalente a posmultiplicar
por una matriz elemental de la siguiente manera:

(I) Aplicar C;j a A corresponde al producto AlL;.
(I1) Aplicar Ci(c) a A corresponde al producto AI;(c)
(IIT) Aplicar Cij(a) a A corresponde al producto A(I;;(c))t.
Demostracion. Se omite. (|
Ejemplos 4.3.10 Sean m=n=3y
air a2 a3
A= az1 Q22 0423

az1 asz ass

c ay; a3 a2
23
(1) A a1 a23 a2 &

g a31 azz a3z
a1 aiz ais 100 ail1 a3 a2
Alos = | az1 a2 a3 0 0 1 |=| a1 a3 a2
as as2 ass 0 10 azy asz  as2
ail caiz a3
(2) A Ca(e) ( az1 Caz2 a3 &
- azy Cazz ass
a1l a2 a3 100 a1 cai2 ais
Aly(c) = | a21 a2 a3 0 ¢ 0 | =1 a1 cazx a3
az1 azz ass 0 0 1 azy cagz ass
a11  aaiz+ a2 as
(3) A Cas(a) ( a1 aa23+a22 a3
- azy «agz +asy ass

ail a2 ais
A(laz(@)! = | a21 a ass
a31 asz Ga33

a1 a1z +@aiz  aig
a1 a2 + ags a3
asy asz +aass  ass

O O -
&

Q = o
_ o O
|

Definicién 4.3.11 La matriz A = (a;)i ; € Mumxn(K) es reducida por ren-
glones si:

(i) Los renglones de ceros estdn debajo de los demds renglones.

(ii) 71 < jo < ... < jk, donde, para el renglén i, que no es de ceros, j; denota
el lugar del primer elemento no cero.

(iii) @iy, =1y ay;, =0sil#1.
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Sea A € My, xn(K). El método de eliminacién de Gauss—Jordan con-
siste en aplicaciones sucesivas de operaciones elementales de renglén con el fin
de llevar a la matriz original A a una matriz reducida por renglones.
Ejemplos 4.3.12

(1)<1 0) (1 0) <0 0) (0 1 0>y (1)(2)?;1
0 0 0 1 0 0 0 0 1 000 0

son reducidas por renglones.

01 0 2 0 0 1 0 0 1 0 0 0
(2) 0o 0 0], ( 01 0 >, 01 0Jy[ O 0 1 0 | noson
0 0 1 100 0 1 00O

reducidas por renglones.

Observacion 4.3.13 Toda matriz es equivalente por renglones a una tnica
matriz reducida por renglones (ver [6, Teorema 4.7]).

Sea A una matriz cuadrada n x n con entradas en el campo K. A continuacién
se presenta un método para determinar si A es invertible y, en su caso,
encontrar su inversa. Colocamos la matriz identidad I,, a la derecha de la
matriz A y obtenemos una matriz n X 2n que denotamos A : I,,. Realizamos
sucesivamente operaciones elementales de rengléon a la matriz A : I,, hasta obte-
ner una matriz reducida por renglones. Si A es invertible, esta matriz reducida
por renglones serd I,, : A~1. Esto es, leemos A™! en el segundo bloque, el lugar
donde estaba I,, al inicio del proceso. Si A no es invertible, entonces el primer
bloque de la matriz reducida por renglones no es I,,. Asi pues, al final del pro-
ceso, al llegar a la matriz n x 2n reducida por renglones, observamos al primer
bloque. Si este primer bloque es I,,, entonces A es invertible y A~! es el segundo
bloque. Si el primer bloque no es I,,, entonces A no es invertible.

Ejemplos 4.3.14

(1) SeaA:(i ;)

31110 my) (131 30 Ro (1)
42 101 4 2] 0 1

<1 3 |3, 0) Ra(3) (1 s | 3 g) Riz(~3
0 3 | -3 1 ., 0 1 | =2 5 o,

—
et
)
[0)¢]
o
s
¢)
]
5
<
@
=
[
=5
)
<
g
—
I
7N
|
o F
[SJ[°H |
N~
N~
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(2) Sea B = ( ; ;1 ) . Tenemos:

1 4 | 10 Ra(=2) (1 4 ] 1 0
28 | 0 1 00 | -2 1

Ra(—3) 14 | 1 0 Ry2(-1) L 4 ‘ 0 %
00| 1 -3 o0 | 1 -1 )
El primer bloque de la matriz reducida por renglones no es I, luego B no

es invertible, de lo cual nos pudimos dar cuenta desde el primer paso de
la reduccioén.

(3) Sea A= < Z ; ) como en el primer ejemplo.

N[

Sea,

1
0
1 -1 L0
=o32)(341)(
2 3
31\ _(10)_,
4 2 )~ \o 1 )7 2aue

triz reducida por renglones del pri-

_1
Observamos que DA = _12 2 )
2
corresponde al primer bloque de la ma
1
2

mer ejemploy DIy =D = ( j2 73 corresponde al segundo bloque.
2
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Capitulo 5

Transformaciones lineales

5.1. Preliminares

Definicién 5.1.1 Sean V y W espacios vectoriales sobre el campo K. Una
transformacion lineal de V en W es una funcién

T:V—W

que satisface:
(i) T(vy +v2) =T(v1) +T(v2) ¥V v1,u3 € V.
(ii) T(aw) =aT(w)VveV,VaeK.
Podemos sustituir las dos condiciones anteriores por:

T(qul + 042112) = OqT(Ul) + OQT(UQ) Vou,ve € V,Va,as € K.

Ejemplos 5.1.2

(1) Sea T : R? — R3 dada por:

T es una transformacién lineal pues:

T(ai(z1,y1) + az(22,92)) = T((aa21 + a2z, a1y1 + a2ys))
= (2(a121 + azw2) + 3(uy1 + aoyz), — (1 + agxa), 5(1yr + a2y2))
= (1 (2x1 + 3y1) + @2(222 + 3y2), —121 — @2xa, 15Yy1 + @2bys2)
= a1(2x1 + 3y1, —x1, 5y1) + a2(2x2 + 3y2, —22, 5y2)

=T ((z1,41)) + 2T ((z2,Y2))-

73
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(2) Sea T : R? — R dada por:
T((z,y)) = =*
T no es una transformacién lineal ya que:

T((1,0) + (1,0) = T((2,0)) =22 #2 =141 =T((1,0)) + T((1,0)).

(3) Sean V, W espacios vectoriales sobre el campo K. Sea O : V — W, la
funcién constante cero:

OWw)=0YveV.

Tenemos que O es una transformacién lineal.

(4) Sea V espacio vectorial sobre el campo K. La funcién identidad
idy : V—1V,
idy(v) =vVoveV.
También idy es una transformacion lineal.
(5) Consideramos R[z], el espacio vectorial sobre el campo R cuyos elementos

son los polinomios con coeficientes en R en la variable x, con la suma y la
multiplicacion por escalares de R usuales. Las funciones:

(a) D :Rl[z] — RJz], la derivada:
f(@) — f'(x)
(b) 7 : Rlz] — R, la integral definida:
f@) — [y f(a)de
son transformaciones lineales.
Proposicion 5.1.3 Sean V', W, U espacios vectoriales sobre el campo K. Sean

T,V — W, Ty : W — U transformaciones lineales. Entonces la composi-
cion To o1y : V. — U es una transformacion lineal.

Demostracion. Sean vi,v2 € V' 'y ay,as € K. Tenemos:
(T2 o Tl)(ozlvl + 042’02) = Tg(Tl (ozlvl + 042’02)) = T2(O¢1T1 (’Ul) + asTh (Ug))
= OélTQ(Tl (Ul)) —+ OégTQ(Tl (UQ)) = Oél(T2 [¢] Tl)(vl) =+ OLQ(TQ [¢] Tl)(’UQ).

Luego T, o T} : V — U es una transformacion lineal. [ |

Observaciéon 5.1.4 Sean V', W espacios vectoriales sobre el campo K. Supon-
gamos que V es de dimensién finita. Para definir (o conocer) una transformacién
lineal T : V. — W basta con definirla (o conocerla) en los elementos de una

base de V. En efecto, sea {v1,...,v,} una base de V. Si v € V, existen unicos
a1,...,ap, € K tales que v = aqvy + ... + a,v,. Para definir (o conocer) T'(v)
basta definir (o conocer) T(vy),...,T(v,) pues por linealidad

T(v) =T(av + ...+ apvn) = a1T(v1) + ... + o T(vy).
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5.2. Nicleo e imagen
Proposicion 5.2.1 Sea T : V — W transformacion lineal. Entonces
T(0) = 0.
Demostracion. Tenemos
0+ T(0) = T(0) = T(0 +0) = T(0) + T(0).
Luego, cancelando T'(0), tenemos T'(0) = 0. |

Definicion 5.2.2 Sea T : V — W transformacion lineal. Definimos el nicleo
o kernel de T por:
ker T ={v eV |T(v) =0}.

Proposicion 5.2.3 Sea T : V — W transformacion lineal. Entonces el nicleo
de T es un subespacio de V.

Demostracion.
(i) Por la Proposicién 5.2.1, T(0) = 0, luego 0 € ker Ty asi ker T' # {).
(ii) Sean v1,v2 € V y a1, a2 € K. Veamos que ajv1 + aove € ker T*:

T(Oéll}l + QQ'UQ) = OélT(Ul) + OégT(’Ug) =a1-04+a3-0=04+0=0.

Luego ayvy + agvs € ker T'.

Concluimos que el nicleo de T' es un subespacio de V. |

Ejemplos 5.2.4

(1) Sea T : R®* — R? dada por:
(z,y,2) — (2,9,0).
Queda a cuidado del lector probar que T' es una transformacién lineal.
kerT = {(z,9,2) € R®|T((z,y,2)) = (0,0,0)}
)

= {(z,y,2) € R’ | (z,y,0) = (0,0,0)}
Ex,y,z) ER3 |z =0,y=0}
(

{
= {
{

0,0,2) € R3}

0,0,2) | z € R}.

(2) Sea T : R? — R? dada por:
(z,y) — (z +y,2).

T es una transformacion lineal pues:
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T(a1(w1,y1) + az(z2,y2)) = T((a121 + a2, crys + aoy2))
= (121 + o + 1y1 + Y2, 01T + a2T2)
= (o (z1 +y1) + ao(xe + y2), 121 + anxa)
= (21 + 11, 21) + ao(x2 + Y2, 22)
= alT((mlayl)) + OéQT(((EQ, y2))
Obtenemos el nicleo de T':
kerT = y) € R?* | T((z,y,2)) = (0,0)}
z,y) € R? | (x +y,z) = (0,0)}
z,y) ER? |z +y =0,z =0}
0,00 eR? |2=0,y=0}
0,0

Il
ey e L
NN N N TN

Proposicion 5.2.5 Sea T : V — W transformacion lineal. Para que T sea
inyectiva es necesario y suficiente que ker T = {0}.

Demostracion.

(i) (necesidad) Supongamos que T es inyectiva y probemos kerT' = {0}.
Por la Proposicién 5.2.1, {0} C kerT. Sea v € ker T'. Entonces T'(v) =0 =
T(0). Puesto que T es inyectiva, v = 0, de donde ker T' C {0}. Por lo tanto
ker T = {0}.

(ii) (suficiencia) Supongamos kerT' = {0} y probemos que T es inyectiva.
Sean vy,vy € V tales que T'(vy) = T'(v3). Por probar v; = ve. Tenemos

T(Ul) = T('UQ) — T(’Ul) — T(’Ug) =0 = T('Ul — UQ) =0
= vy —v EkerT = v — vy =0 = v; = vs.
Luego T' es inyectiva. |

Ejemplo 5.2.6
Sea T : R? — R? dada por:
(z,y) — 2y, +y,0).
T es una transformacién lineal pues, por un lado:
T(ai(z1,y1) + a2(22,92)) = T((arz1 + 22, cryr + azyz))
= (2(a1y1 + azy2), (0171 + azr2) + (@1y1 + a2y2),0)
= a1(2y1, 21 + 91, 0) + @2 (2y2, T2 + y2,0)

y por otro lado:
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arT((z1,y1)) + 2T ((w2,92)) = @1(2y1, 71 + y1,0) + @2(2y2, 2 + 2, 0)

= (a12y1 + @22y, 11 + aq Y1 + a2 + Y2, 0)
= a1(2y1, 71 + y1,0) + @2 (2y2, T2 + ¥2,0).

Asf pues T'(a1(w1,y1) + az(z2,y2)) = a1 T((w1,91)) + 2T (22, y2))-
Tenemos:

ker T = {(z,y) e R* | T((z,y)) = (0,0,0)}
{(z,y) e R* | (2y, 2 +y,0) = (0,0,0)}

= {(z,y) eR*|2y=0,2+y =0}
{(z,y)
{(

ER?|z=0,y=0}

Por la Proposicién 5.2.5, T' es inyectiva.

Proposicion 5.2.7 Sea T : V. — W transformacion lineal. Entonces la ima-
gen de T, Im T = {T(v) |v € V}, es un subespacio de W.

Demostracion.

(i) Por la Proposicién 5.2.1, 0 = T(0) € Im T, luego 0 € Im T, por lo que
Im T # 0.

(ii) Sean T(v1),T(v2) € Im T y g, a9 € K. Tenemos 17T (v1) + T (v2) =
T(Oél’Ul + (12’02) e€lmT.

Concluimos que la imagen de T es un subespacio de W. |

Ejemplo 5.2.8
Sea T : R?® — R? dada por:
(z,y,2) — (z +,0).
Se deja al cuidado del lector verificar que T es una transformacién lineal. Tene-
mos:
ImT = {T(z,y,2)]| (x,y,2) € R®}
= {($+y70) | T,y € ]R}
= {(w,0)|weR}
es un subespacio de R2.

Observacién 5.2.9

Sea f : A — B una funcién. Tenemos, por definicién, que f es suprayectiva
si y sélo si Imf = B. En particular, si T : V — W es una transformacion
lineal, tenemos T es suprayectiva si y sélo si Im T'= W.
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Proposicién 5.2.10 Sean V' un espacio vectorial sobre el campo K y W un
subespacio de V. La funcion

7 V—V/W
v— v+ W
es una transformacion lineal. Ademds, T es suprayectiva.
Demostracion.

(i) Sean vy,v3 € V y a1, s € K. Tenemos 7(a1v1 + agve) = (@101 + aove) +
W = (Oq’Ul + W) + (OZQ’UQ + W) = Oq(’Ul + W) + OZQ(UQ =+ W) = OZ17T(1}1) +
as7(ve). Luego 7 es transformacién lineal.

(ii) Dado v+ W € V/W, tenemos v € V es tal que 7(v) = v+ W. Asi 7 es
suprayectiva. |

Teorema 5.2.11 Sean V' un espacio vectorial de dimension finita sobre el cam-
po K yT :V — U una transformacion lineal. Entonces

dimV =dimkerT + dimIm T.

Demostracion. Sean = dim V. Como ker T es un subespacio de V, por la Propo-

sicién 2.4.15, ker T' es de dimensién finita y 7 := dimker T' < n. Sea {wy, ..., w, }
una base para ker T'. Tenemos que {wy,...,w,} es un subconjunto de V' 1. i. so-
bre K. Completamos {wy,...,w,} a una base de V: {wy, ..., wy,v1,...0p_r}.

Probemos que {T{(v1),...T(v,—,)} es una base de Im T.

(i) SeaT(v) € Im T, conv € V. Tenemos existen oy ..., @, B1,...,Bn—r € K
tales que v = cywy + ... + a,w, + v + ... + Bp_rVp_r. Luego

T()=pT(v1) + ...+ BnrT(vn—r).
Ast {T'(v1),...T(vn—r)} genera a Im T.
(ii) Veamos que {T'(v1),...T(vn—r)} es L. i. Supongamos
NT(v1) + .o+ YT (Vp—r) =0

para algunos 71, ..., Y- € K. Tenemos, puesto que T es lineal, T'(y1v1 +
oo+ Yn—rtn—r) = 0, luego 11v1 + ... + Yn—pVn—r € kerT. Asi, existen
01,...,0, € K tales que y1v1 + ... + YnrUn_r = 01wy + ... + dpw,.

Por lo tanto —d 1wy — ... — dpwy + Y101 + ... + Vn—rVn—r = 0. Como
{wi,...,wp,v1,...0p_r} es una base de V, es l. i. Por lo que —0; = ... =
—0r=m1=.. = Ypn—r = 0. Asi, {T'(v1),... T(Vp—p)} es L. i.

Por lo tanto tenemos {T'(v1),...T(v,—r)} es una base para Im T y conclui-
mos que dimV =n=r+n —r =dimkerT + dimIm 7. [ |

Ejemplos 5.2.12
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(1) Sea T : R? — R? dada por:
(@, y) — (2y,2 +9,0).
Tenemos que 7' es una transformacién lineal, ker T’ = {(0,0)} e Im T =

{(w, 2,0) | w, z € R}. Comprobamos

dimR2=2=0+2=dimkerT + dimIm 7.

(2) Sea T : R? — R dada por:
T((z,y)) =z +y.

Tenemos que T es una transformacién lineal, ker T = L({(1,-1)}) e
Im T = R. Comprobamos

dimR2=2=1+1=dimkerT + dimIm7.

(3) Sea T : R? — R3 dada por:
T((x,y)) = (0,0,0).

Tenemos T es una transformacién lineal, ker 7 = R? e Im T = {(0,0,0)}.
Comprobamos

dimR? =2 =240 =dimker7T + dimIm 7.

Definicién 5.2.13 Sean V y W espacios vectoriales sobre el campo K. Un
isomorfismo T : V — W es una transformacién lineal biyectiva.

Proposicién 5.2.14 Sea T : V — W un isomorfismo. Entonces T~ : W =V
también es un isomorfismo.

Demostracion.

Sabemos que T-!' : W — V es una funcién biyectiva y tenemos que
T~ Y w) = v siy sélo si T(v) = w. Resta verificar que T~! es transformacién li-
neal. Sean wy,wy € Wy a1, a0 € K y sean vy, v9 € V tales que vy = T 1 (wy) y
vg = T~ (wy). Como T es lineal, tenemos T'(av1 + aavs) = a1 T(v1) + T (va).
Luego T~ (aywy +aows) = a1v;+agvy = a; T~ H(wy)+aoT 1 (ws). Concluimos
que T~! es transformacién lineal y por tanto 7! es también un isomorfismo.

Definicién 5.2.15 Decimos que los espacios vectoriales V' 'y W son isomorfos
si existe un isomorfismo de V en W. En este caso escribimos V = W.

Teorema 5.2.16 Sean V y W espacios vectoriales, ambos de dimension finita
sobre el campo K. Entonces V. y W son isomorfos si y sélo si dimV = dim W.

Demostracion.
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Supongamos que V' y W son isomorfos. Luego existe T': V' — W isomor-
fismo. Sea {v1,...,v,} base de V. Entonces {v1,...,v,} es 1. i. y genera a
V. Siendo T inyectiva y {v1,...,v,} L i., tenemos que {T'(v1),...,T(vn)}
es 1. i. Como T es suprayectiva y {vi,...,v,} genera a V, tenemos que
{T(v1),...,T(vy,)} genera a W. Luego dimW =n = dim V.

Supongamos ahora que dim V' = dim W = n. Sean {v1,...,v,} y {w1,...,
wy} bases de V' 'y W, respectivamente. Definimos T : V. — W por
T(v;) = w;, para 1 < i < n. Extendemos a T por linealidad, es decir: si
v € V, existen tnicos aq,...,a, € K tales que v = a1v1 + ... + apv,,
luego T (v) = a1 T(v1) + ... + @, T (vy,). Tenemos que la funcién T' es una
transformacién lineal, veamos que es biyectiva.

(a) Probemos que T es inyectiva. Sea v € kerT. Tenemos que existen
dnicos aq,...,q, € K tales que v = ayv1 +. ..+ a,v, y también que
T(v) = 0. Por tanto 0 = T(v) = T(aqvy + ... + apv,) = anT(v1) +
vt @, T(vn) = cqwy + ... + apwy,. Como {wy,...,w,} es base de
W,esl.i. Luegoo; =...=a, =0yasiv=0-v1+...0-v, = 0. Por
lo tanto tenemos kerT' C {0}. Como siempre se tiene {0} C ker T,
concluimos ker T' = {0}. Por lo tanto T es inyectiva.

(b) Veamos ahora que T es suprayectiva. Sea w € W. Como {w1, ..., wy}
es base de W, existen tnicos f1,...,3, € K tales que w = frw; +
... + Brwy. Entonces w = f1T(v1) + ... + BT (v,) = T(frv1 +
oo+ Bpon) = T(v), donde v := Brv1 + ... + Bpv, € V. Luego T es
suprayectiva.

Concluimos que T es un isomorfismo y asi V' y W son isomorfos. |

Ejemplos 5.2.17

1)

(2)

3)

5.3.

Sea V un espacio vectorial. La funcién identidad idy : V — V dada por:
idy (v) = v para todo v € V es un isomorfismo.

Sea T : R? — R? dada por:

T((z,y)) = (z+y,2 —y).
Tenemos 7' es una transformacién lineal y ker T = {(0,0)}, luego T es
biyectiva y por tanto un isomorfismo.

Sean W = {(z,z) |z €e R} CR? y T: R — W dada por:

T(xz) = (x,x). Observamos que T es un isomorfismo de R en W.

Operadores lineales

Definicién 5.3.1 Un operador lineal en el espacio vectorial V' es una trans-
formacion lineal

T:V—1V.
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Proposicién 5.3.2 Sean V' espacio vectorial de dimension finita yT : V — V.
un operador lineal. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) T es inyectivo.
(ii) T es suprayectivo.
(iii) T es biyectivo.

Demostracion.

(i) = (ii). Supongamos que T es inyectivo. Entonces kerT = {0}, luego
dimkerT = 0. Asi, como V es de dimensién finita, por el Teorema 5.2.11,
dimIm 7' = dimker T + dimIm 7" = dim V. Luego Im T'= V. Asi T es supra-
yectivo.

(il) = (iii). Supongamos ahora que T es suprayectivo. Tenemos Im 7' = V.
Luego dimIm 7" = dim V. Nuevamente, como V' es de dimensién finita, por el
Teorema 5.2.11, dimker 7' = dim V —dim Im 7" = 0. Por tanto, ker T' = {0}. As{
T es inyectivo. Como por hipétesis T' es suprayectivo, T es biyectivo.

(ili) = (i). Claramente, si T es biyectivo, T es inyectivo. |

Corolario 5.3.3 Sean V y W espacios vectoriales, ambos de la misma dimen-
sion finita, y T : V — W una transformacion lineal. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

(i) T es inyectiva.
(ii) T es suprayectiva.
(iii) T es biyectiva.

Demostracion. Es parecida a la anterior y se deja como ejercicio al lector. O

Ejemplos 5.3.4
(1) Sea T : R? — R? dado por:

(l',y) — (x+y,x7y)
Tenemos T es operador lineal y
ker T = {(,y) € R2 | T((z,y)) = (0,0)}

(z,

(x»y) R* | (z+y,z—y)=(0,0)}
Ex,y) R2|x+y—0x—y—0}
Yy

= A
= {
= {
= {(0,0)}.

Luego T es inyectivo y como R? es de dimensién finita, T es biyectivo.

(2) Consideremos ahora la funcién derivada D : R[z] — Rz| dada por:

D(f(x)) = f'(x).

Sabemos que T es un operador lineal, pero también que R[z] no es de
dimensién finita. Observamos que D es suprayectivo pero no es inyectivo,
en efecto:
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(i) Dado p(z) = ao+ a1z +...+a,a™ € Rz], existe ¢(z) = a,z+ Ya? +
o 2™t € Rla] tal que D(g(x)) = p(x).
(ii) Aunque 5z + 2 # 52 — 1, tenemos D(5x + 2) = D(5z — 1) = 5.
(3) Sea T : R? — R3 dada por:

T((x,y)) = (x,0,y).

Tenemos 7' es una transformacién lineal y ker 7' = {(0,0,0)}, luego T es
inyectiva, pero T no es suprayectiva. Observemos que las dimensiones de
dominio y contradominio son distintas.

(4) Sea T : R? — R dada por:

T((x,y)) ==

Tenemos T es una transformaciéon lineal y es suprayectiva, pero no es
inyectiva. Observemos que, también en este ejemplo, las dimensiones de
dominio y contradominio son distintas.

(5) Sea T : R? — R? dada por:
T((z,y)) = (x,0).
Observemos que R? es de dimensién finita y T es un operador lineal que
no es suprayectivo, por lo que tampoco es inyectivo, ni biyectivo.

(6) Consideremos las funciones:

e f:R—R
T — 22

e g:R— R
x—e”

e h:R—R
r— 3 —z

e u:R—R
zr—x+1

Aunque R es de dimensién finita, las funciones no son lineales. Tenemos
f noesnil—1nisobre, g es1—1 pero no es sobre, h es sobre pero no
esl—1ywues1l—1y sobre.

Definicién 5.3.5 Sean V' y W espacios vectoriales sobre el campo K. Definimos
el espacio de transformaciones lineales de V en W

LV,W):={T:V — W | T es transformacién lineal}.
Para T1,T5,T € L(V,W) y a € K definimos:

ThW+15:V—W ol :V—W
&
(Ty + To)(v) := T1(v) 4+ Ta(v) (aT)(v) := aT(v).
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Ejemplos 5.3.6
S:R?® — R2 T:R? — R2
Sean &
S((x,y,z)) = (y7m+z) T((ZL‘,y,Z)) = (22’,1‘—:1])

Tenemos S y T son transformaciones lineales. Calculemos:

(1)
S+T:RP — R?

(S+T)((:C’yaz)) = (y,fE+Z)+ (QZ’xfy)
= (y+2z,z2+z2+2-y)
= (y+2z2z—y+2).

(2)

38 —2T:R* — R?

(35 - 2T)((J,‘7 Y, Z))

3y, x4+ 2) —2(2z,2 — y)

(3y, 3z + 32) — (42, —2x + 2y)
By — 42,32 4 32 — 22 + 2y)
By —4z,2 4+ 2y + 3z).

Definicién 5.3.7 Sea V espacio vectorial sobre el campo K. Definimos el es-
pactio de operadores lineales de V por

LV): =LV, V)={T:V — V| T es operador lineal}.

Proposicién 5.3.8 Sean V, W espacios vectoriales sobre el campo K. Si Ty, To € L(V,W)
Yy oy, a9 € K, entonces

o T) + a1y € E(‘/, W)

Demostracion. Observamos primero que a1y +asTs : V. — W. Sean vy, v, € V
y a1,az € K. Tenemos

(OélTl + ang)(alm + agvg) =aTy (G1U1 + (LQUQ) + QQTQ(al’Ul + G/Q'UQ)

= ai(a1Th(v1) + a2Ti(v2)) + az(a1T2(v1) + axT>(vz))
= ara;Th(v1) + ara2Ti(v2)) + azaiTa(v1) + agaxTa(ve)
= ai(a1T1(v1) + a2Ta(v1)) + az(ai T1(v2) + 2T (v2))
= a1(a1Ty + axTs)(v1) + az (Tt + aoTy)(v2).
Concluimos que a1T7 + a1y € L(V,W). |

Proposicion 5.3.9 Sean V, W espacios vectoriales sobre el campo K. Entonces
L(V,W) es un espacio vectorial sobre K.
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Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector. Ver [4, Seccion 3.2]. g

Corolario 5.3.10 Sea V' espacio vectorial sobre el campo K. Entonces L(V)
es un espacio vectorial sobre K.

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 5.3.9 tomando W = V. ]

Proposicion 5.3.11 Sean V,W espacios vectoriales sobre el campo K. Si V
es de dimensidn n y W es de dimension m, entonces L(V,W) es de dimension
mn. Sean {vi,...,v,}, {wi,...,wy} bases de V' y W, respectivamente. Una
base para L(V,W) es

{Ti 11 <i<m,1 <5 <n},
donde Tj; : V — W estd dada por
Tij(vk) = Sjkwi.
Demostracion. Se omite. Ver [4, Seccion 3.2]. O

Corolario 5.3.12 Sea V' espacio vectorial sobre el campo K. Si 'V es de di-
mension n, entonces L(V) es de dimension n?. Sea {v1,...,v,} base de V. Una
base para L(V) es

{Ty 1<, <n},

donde T;; : V — V estd dado por
T;j(vk) = 6kv;-
Demostracion. Se sigue de la Proposicién 5.3.11 tomando W = V. ]

Teorema 5.3.13 Sea V espacio vectorial de dimension n sobre el campo K.
Entonces para todo T € L(V') existe un polinomio no cero q(x) € K|x] de grado
a lo mds n? tal que ¢(T) = 0.

Demostracion. Puesto que por el Corolario 5.3.12 dim £(V) = n?, el conjunto
{idy, T, ... ,T"2} es I. d. Luego existen ag, ay,...,a,2 € K, no todos cero, tales
que agidy +a1T+ .. .—I—CanT"2 = 0. El polinomio ¢(z) = ag+a1x+.. .—|—anzx"2
cumple lo requerido. |

5.4. Matriz asociada

Sean V, W espacios vectoriales sobre K. Sea T : V — W una transforma-
cién lineal. Sean {vy,..., v} v {w1,...,w,} bases de V'y W, respectivamente.
Asociamos a Ty a estas bases una matriz de la siguiente manera:

Existen a; ; € K, para 1 <i <m,1 < j <n tales que

m

T(vj) = Z%‘wu para 1 <j <n.
=1
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La matriz
ail ai12 e QA1n
a1 a2 . aon
A= (aij)i; =
Am1 Am?2 cee Qmn

es la matriz asociada a (o representacion matricial de) la transforma-
cién lineal T respecto a las bases {vy,...,v,}, {w1,...,wy}. Denotamos a esta
matriz por:

line
Cuando T es un operador lineal en V' y {vy,...,v,} es una base de V deno-
taremos a la matriz [T]gz]]: por
[T]qw:}-

Recordemos que si v € V y v = bivy + ... b,vy,, el vector coordenado de v
respecto a la base {vy,...,v,} es

by
[v]{vi} =
bn
Observaciones 5.4.1 Con la notacién anterior, si T € L(V,W) y v € V,
entonces:

[T]}Zi}} [W]oy = [T(0)]{w;}-
En particular, si T € L(V), tenemos

[T]{vl} [U]{vl} = [T(U)]{vz}

Ejemplos 5.4.2

(1) Sea T : R? — R3 dada por:
T((z,y)) = (x + 3y, 2z + 5y, Tx + 9y).
Tenemos
T(er) = T(1,0) = (1,2,7) = 1(1,0,0)+2(0,1,0)+7(0,0,1) = 1-e1+2-ea+T-e3,
T(es) = T(0,1) = (3,5,9) = 3(1,0,0)+5(0, 1,0)+9(0,0, 1) = 3-e1+5-e2+9-e5.
Luego

Mg =

~N N =
O ot w
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Observemos
1 3 .
s el = 25 ) (3)
79
T+ 3y
= 2x+ 5y
Tr + 9y

=[T((2,9)l (12,2}

(2) Sea T : R? — R? dada por:
T((z,y)) = (4o + 2y, 22 + y).
Consideramos las bases {e1,ea} v {(1,-2),(2,1)} de R% Tenemos:

T(ey) = (4,2) =4-e1+2-e5 T(1,-2) = (0,0) =0-(1,-2) +0-(2,1)
T(ez):(2,1):2~el+1.ef T(2,1) = (10,5) =0 (1,-2) +5- (2,1).

Luego

4 2 0 0
[T]{elaez} = < 2 1 ) Y [T}{(17—2)7(2,1)} = < 0 5 >

(3) Consideremos la funcién identidad idgs : R* — R? y sea {v1,v2,v3,v4}
una base cualquiera de R*. Tenemos:
idga(v1) =1-v1+0-v24+0-v3+0- vy,
(v2)=0-v1+1-v24+0-v3+0- vy,
idpa(v3) =0-v14+0-va+1-v5+0- vy,
(v) =0-v14+0-v3+0-v3+ 1 v4.

Luego

[idR4] {v;} =

SO O
o o = O
o~ OO
= O O O

(3) Consideremos la funcién idénticamente cero O3 : R3 — R? y sean
{v1,v2,v3} una base cualquiera de R3 y {w;, w2} una base cualquiera
de R2. Tenemos:

023(1}1) = (0,0) =0-w; +0-woy,
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023(’122) = (0,0) =0- w1 +0- w2,
023(7}3) = (0,0) =0-w; +0-ws.

Luego
w; 0 0 O
[Ozsﬁvi}} = ( 0 0 ) = O2xs.

Proposicion 5.4.3 Sean V, W, U espacios vectoriales, todos de dimension finita
sobre el campo K. Supongamos que T, Ty, T, : V — W y S : W — U son
transformaciones lineales y sean {v1,...,vn}, {w1,..., wm} y{ui,..., upy} bases
de V,\W y U, respectivamente y o € K. Entonces:

(1) [Tl _|_T2]{wi} _ [Tl}{wi} + [TQ]{Zi}

{vi} {vi} {vi}>’
2) [Tty = afr)iey),
@) [SoTlfd = 1S1fd ity
4) supongamos n = m. Tenemos T es isomorfismo si y solo si [T {wf'} es
{'Uz}
{vi} _[ ]{wi}_l

invertible y en este caso [T‘l]{wi} =T,

(5) supongamos V. = W. Tenemos T es isomorfismo si y sélo si [T],,y es
invertible y en este caso [T~ ],y = [T]{_vli}.

Demostracion. Probaremos sélo (3) y (4), el resto queda como ejercicio para el
lector.

(3) SoT :V — U, luego [SOT]E?} es una matriz p X n, mientras que, como

i}
[S]&}} es una matriz p x m y [T]‘{{Z)}} es m X n, tenemos que [S]&]i [T]gj}}

también es una matriz p x n.

Si T(vy) = 25, bjrw; y S(wy) = 377, ajju;, entonces
(SoT)(vk) = S(T(vr)) = SO bjw;) =Y bjrS(w;))
j=1 j=1

P P m

AUy = E aijbjk g«
1 1

i=1 \j=

m
=D _ bk
j=1 7

Tenemos, por un lado, que como la entrada ij de [S]g)l}} es a;; y la entrada

jk de [T]{2) es bji, la entrada ik de [S]Ee) (1)1 es:

m
E Clijbjk.
j=1
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Por otro lado, también la entrada ik de [S o T]gi es:

Z ai]‘bjk.

j=1m
Luego [S o Tﬁ;j;}} - [sﬁ;ﬁ[zrm]}}.

(4) e Supongamos que T es un isomorfismo. Entonces existe 77! : W — V
y se tiene T o T~! = idy. Por (3) tenemos

L, = fidw] = [T - [0

Asi [T]g’:}} es invertible y

—ydeid w7
Ty = My

e Supongamos ahora que [T]J{(:ff}} es invertible. Entonces existe una ma-

triz B = (b;);x tal que

[r1{ed B =1,

Definimos S : W — V por S(w;) = Y., b;jv; enlabase {w1, ..., wm}
y extendemos por linealidad. Entonces S es una transformacién li-
neal y [S]H}]ﬁ* = B. Sea w € W. Verifiquemos que T(S(w)) = w.

Nuevamente usando (3), obtenemos:

[T(S(W)lgw,y = [(T 0 S)(W)]gw,y = [T © Slgw,3 [wliw,y
= [T ST ]y = Talw] gy = (0] guy-
Luego T(S(w)) = w, como se deseaba probar. Concluimos que 7" es
sobre. Siendo V' y W de la misma dimensién finita y T una trans-
formacion lineal, por el Corolario 5.3.3, T es biyectiva, luego un iso-
morfismo. |

Ejemplo 5.4.4
Sea T : R? — R? dada por:

T((z,y)) = (z +y,2y).
Tenemos

~

5
I
~

((170)):<170):161 +O'€2,
(1,2):1'61+2‘€2.

1 1
[T]{Gl,ez} = ( 0 2 )

~
—~
D
)
~
Il
S
—~
—
P
—_
~—
~—
Il

Luego
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Observemos que

Mool = (o 5 ) (5)= (757 ) = E@

con lo cual “recuperamos” a T.
Con el objeto de obtener T~!, obtenemos la inversa de (Tt e01:

1 1]10 Re(ly (1 11 0 Ra(-1) (1 01 -1
0 2]0 1 0 1]0 1 o110 L )

- - 1 -3
Luego tenemos [T e, ey = (T](er,e01) ' = ( 0 2

Por lo tanto

- )=

De donde tenemos

T (e = T a0 (g F ) il

1
(@,y) — (& = ¥, 59)
Verifiquemos:
7! 11 T 1 1 1
Ty = L4 Ty 92q) =
(@,y) = (z =y, 5y) — (& 5y T2 5Y) = (2,y)
Y 1 1
T 7!
Equivalentemente:
—1 —1 1 1
(ToT ) ((z,y)) =TT ((z,y))) =T((z - 2% 3))
— (@ ot 2y 22y) = (2,y)
= 2% 2ya 2y =Ty
Yy

(T~ o T)((z,y) = T~ (T((z,))) = T~ ((x +y,2y))

11
=(x+y-— 329, §2y) = (z,9).

Observamos que también se puede obtener 7! usando la definicién de fun-
cién inversa y resolviendo un sistema de ecuaciones. En efecto:
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Tenemos
T~ ((x,y) = (a,b) <= T((a,b)) = (a +b,2b) = ().

Entonces hemos de resolver el sistema siguiente para a y b.

a+b = x
20 = y.
La tnica solucién es:
— _y
a = i g

Asi pues nuevamente obtenemos:
T7':R? — R?

yy
(Z‘,y) — (93 - 57 5)

Teorema 5.4.5 Sean V, W espacios vectoriales ambos de dimension finita sobre
el campo K y {v1,...,0,}, {w1,...,wy} bases de V,W, respectivamente. La
funcion:
D: LV, W) — Mypsn(K)
{w:}
T — [T]{vi} .

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. Se deja al cuidado del lector. Ver [4, Seccion 3.4]. O

Corolario 5.4.6 Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre el campo
K y sea {vi,...,v,} base de V. La funcidn:

D L(V) — Mpxn(K)
es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. Se sigue del teorema poniendo W = V. |

Observacion 5.4.7 De hecho, el isomorfismo del Corolario 5.4.6 es un isomor-
fismo de dlgebras pues L(V) y M,,«,,(K), ademds de ser espacios vectoriales,
tienen el primero la composicion de operadores lineales y el segundo el producto
de matrices cuadradas, mismos que son “respetados” por la funciéon @, esto es:

O(SoT)=1[S0oT] 3 =[Sl - [Tliv,y = 2(S) - (7).
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Teorema 5.4.8 Sean V, W espacios vectoriales ambos de dimension finita sobre
el campo K, {v1,...,v,}, {v/l, ... ,v;l}, bases de V', {wy, ..., wn}, {w/l, ... ,w;n}
bases de Wy T € L(V,W). Sean P la matriz de cambio de base de la base
{v1,...,vn} a la base {vll, ... ,v;l} de V y Q la matriz de cambio de base de la
base {wi, ..., wy} ala base {w),... ,w, } de W. Tenemos

Demostracion. Se omite. Ver [6, Teorema 7.11]. O

Corolario 5.4.9 Sea V' un espacio vectorial de dimensidn finita sobre el campo
K ysea {vi,...,vn}, {vy,...,v,}, bases de V y T € L(V). Sea P la matriz de
cambio de base de la base {v1,...,v,} a la base {vq,...,v,} de V. Tenemos

[T)¢y = P~ Ty P

{v;
Demostracion. Se sigue del teorema poniendo W = V. |

Ejemplos 5.4.10

(1) Como en el Ejemplo 5.4.2 (2), sea T : R? — R? dada por:

T((z,y)) = (4o + 2y, 2z +y)
y consideremos las bases {e1,ea} v {(1,-2),(2,1)} de R2.
(a) Sea A = [T, e,}- Como hicimos antes:

T(e1) =T((1,0)) = (4,2) =4-e1 + 2 - e,
T(e2) =T((0,1)) =(2,1) =2-e3+2-e2+9-es.

4 2
A= [T]{ehez} = < 9 1 >

(b) Ahora obtengamos P, la matriz de cambio de base de la base {e1, e2}
a la base {(1,-2),(2,1)}.

Luego

(1,-2) =1-e; + (~2) - g,
(2,1)22-61—|—1'€2.

Por lo que
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(¢) Calculemos la inversa de P:

R2(§)<12|219> 312(2)(10|§_1§>
. \No0o 1] £ 3 . \01 5 3

Se deja al cuidado del lector verificar que en efecto la matriz anterior
es la inversa de P.

(d) Sea B = [T]{(1,—2),(2,1)}- Como hicimos antes:
T((2,1)) = (8 +2,4+1) = (10,5) = 0(1,—2) + 5 - (2, 1).
Luego
0 0
B =[Tl{a,-2),c1)) = < 0 5 ) :

(e) Verifiquemos P~'AP = B.
1 1 -2 4 2 1 2
1 _
a0 V)2 1) (5 1)
_l/i1 =2 01w\ _ 170 0Y\_(00
5\ 2 1 0 5/ 5\0 25 ) \0 5
Es decir, se ha verificado:

P T (e ey P = [T]{1,-2).2.1)) -

Se observa en este ejemplo que, aunque la base {(1,—-2),(2,1)} es “mds
complicada” que la base canénica {ej, ea}, la matriz B asociada a T res-
pecto a la base {(1,—2),(2,1)} es “més sencilla” que la matriz A asociada
a T respecto a la base {e1,e2}.

(2) Sea T : R? — R3 dada por:
T((z,y)) = (x + 3y, 2z + 5y, Tz + 9y).

Consideramos las bases {e1,ea} v {(1,1), (1,—1)} de R? y las bases {e, e,
es} v {(1,0,1),(0,2,0),(0,0,~1)} de R®.
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{e1,ez2,e3}

(a) Obtengamos A = [T]{el o)
T(e) =T((1,0) =(1,2,7)=1-e1+2 €2+ T3
T(ez) =T((0,1)) =(3,5,9) =3-e1+5-e2+93.
Luego

1
A= = 2

(b) Ahora obtengamos P, la matriz de cambio de base de la base {ej, e}
a la base {(1,1),(1,—1)} de R%.
(1,1):1'61+1'62,
(1, 71) =1 e1 + (71) *€9.

1 1
(1),
(¢) Ahora @, la matriz de cambio de base de la base {e1, e2,e3} a la base

{(1,0,1),(0,2,0),(0,0,—1)} de R3.
(1,0,1) =1-e1 +0-eg + les,

Por lo que

(0,2,0)20'614-2'624-0'63,
(0,0,—1) = 0-e1 4+ 0-es+ (1) - e3.

Por lo que

10 0110 10 0] 1 00
02 01]0o10]) F=Y o2 o] 0o 10
10 -1]0 0 1 — \0 0 -1] -1 0 1
ey (1 00 ] 1 0 0
01004 0
Rs-1) \ 0 0 1 | 1 0 -1
Asi
1 0 0
Q'=[0 31 o0
10 -1

Se deja al cuidado del lector verificar que en efecto la matriz anterior
es la inversa de Q.
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1,0,1),(0,2,0),(0,0,—1
(e) Obtengamos B = [T]%El,l),()lffl)}) ( 28

1 3 4
(G- -(]
79 16
1 7 0 0
=4-10 +t3- 2 | +(-12)- 0
1 0 -1
y
1 3 -2
(-3
79 -2
1 3 0 0
=-2 0 +(—§)~ 2 | +0- 0
1 0 —1
4 =2
1,0,1),(0,2,0),(0,0,—1
PorloqueB:[T]Eél’l)y()lfil)})( )} = T -3
—12 0

Los coeficientes 4, %, —12y =2, —%, 0 fueron obtenidos planteando y
resolviendo sistemas de ecuaciones.

(f) Finalmente verifiquemos Q~'AP = B.

1 0 0 13 L1
Q'AP=10 3 0 2 5 (1 _1>
10 -1 79
1 0 0 4 -2 4 -2
=0 1 o0 7 -3 |= I -3 ]=B
10 -1 16 —2 -12 0

Es decir, se ha verificado:

_ {e1,e2,e3} o {(1,0,1),(0,2,0),(0,0,—1)}
QT vey™ P =Tl i.-1) :

Definimos una relacién en el conjunto

Mpxn(K) ={A| A es matriz n x n con entradas en K}

como sigue:
Si A, B € My, xn(K) diremos que A ~ B si existe P € M, x,(K), P inver-
tible tal que B = P~ AP. Veamos que esta relacién es de equivalencia:

(i) Sea A € My «n(K). Existe I,, € My un(K), I, matriz invertible tal que
A=1TI;1AIL,. Luego A ~ Ay la relacién es reflexiva.
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(ii) Si A, B € M« (K) son tales que A ~ B, entones existe P € M, x,(K),
P invertible tal que B = P~!AP. Tenemos entonces que existe P~! €
M (K), P71 invertible de manera que A = (P~1)~!BP~1. Por lo que
B ~ Ay asi tenemos que la relacién es simétrica.

(iii) Si A,B,C € M, x»(K) son tales que A ~ By B ~ C, entones existen
Py, Py, € Myyn(K), Pi, P, invertibles tales que B = Py 'AP, y C =
P{lBPg. Tenemos entonces que existe Py Py € M« (K), P Py invertible
de manera que

C =P;'BP, =P, 'P['APP, = (P, P,) ' A(P\ Py).
Luego A ~ C' y la relacién es transitiva.
Concluimos que la relacién ~ es una relacién de equivalencia en M, x, (K).

Esta relacién de equivalencia se llama semejanza o stmilaridad. Las matrices
equivalentes bajo esta relacién se dicen semejantes o similares.

Lema 5.4.11 Sean P = (cpi)ni € Mpxn, matriz invertible y {v1,...,v,} un
conjunto . i. Para 1 <1 < n, sea

n

’

v; = E ChiUh-
h=1

’ ’ ., )
Entonces {vy,...,v,} también es I. i.
Demostracion.

’ ’

Supongamos z1v; + ...+ z,v, = 0 para algunos z1,...,x, € R. Tenemos
n n n n n
’
0= E Tv; = E x; E ChiVn = E ( E ZiChi)Up.

i=1 i=1  h=1 h=1 i=1

Como {v1,...,v,} es L i, tenemos > 1 | z;¢p; = 0 para 1 < h < n. Lo cual nos

da un sistema de n ecuaciones con n incégnitas:

ci1r1 +ciero+...+cipxr, = 0
11+ Co9x0+ ...+ copxy, = 0
Cn1®1 + Cpoxo+ ...+ cpnxn, = 0.

La matriz asociada al sistema es P. Realizando operaciones elementales de
renglén se puede llevar a P a la matriz identidad y el sistema de ecuaciones es
equivalente al sistema
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T = 0
To = 0
z, = 0.
7 . .’ . . ’ / / .
Para el cual la tnica solucién es la trivial. Asi {vq,...,v,} es linealmente
independiente. ]

Definicién 5.4.12 Sean V espacio vectorial de dimensién n sobre el campo
K, T :V — V operador lineal y A € M,,x,(K). Diremos que la matriz A
representa a T si existe una base {v1,...,v,} de V tal que

[T]fv,} = A

Teorema 5.4.13 Sean A, B € M, xn(K) y V un espacio vectorial de dimen-
sion n sobre el campo K. Las matrices A y B representan al mismo operador
lineal T en V si y solo si A y B son semejantes.

Demostracion.

(a) Supongamos existen T € L(V) y {v1,...,0n}, {v;, R v;}, bases de V, de
manera que A = [T]q,, y B = [T]{Uf_}. Sea P la matriz de cambio de base

’ ’
de la base {v1,...,v,} ala base {vy,...,v,}.Tenemos

B=Pr AP

Luego A y B son semejantes.

(b) Reciprocamente, supongamos que A = (a;5)i; ¥y B son semejantes. En-
tonces existe P € Myxn,(K), P invertible tal que B = P~'AP. Sea
{v1,...,v,} base de V. Definimos T': V.— V en la base {vy,...,v,} por
T(vj) =Y i, a;jv; para 1 < j < ny extendemos por linealidad. Tenemos
T € L(V) y A representa al operador T respecto a la base {vy,...,v,}.
Por otro lado, si P = (¢p;)n,, sean, para 1 < i <mn, v; = > 7_, cnivp. Por
el Lema 5.4.11 {v},...,v,} es 1. i. Luego también es base de V. Tenemos

B=P 'AP = P ' [T];,, P = 71105

Asi también B representa a T ]

Observacion 5.4.14 Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre el cam-
po K. Por el Teorema 5.4.13, tenemos una correspondencia entre el conjunto
de operadores L(V) y el conjunto de clases de semejanza de matrices n X n con
entradas en K. Para un operador T nos interesan particularmente algunas re-
presentantes de la clase de matrices que le representan, como la forma candnica
de Jordan (en caso de existir) y la forma canénica racional.
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Ejemplo 5.4.15
Como en el Ejemplo 5.4.2 (2), sea T : R? — R? dada por:

T((z,y)) = (4z + 2y, 2z +y)

y consideremos las bases {e1,e2} v {(1,—2),(2,1)}. Recordemos

4 2
A: [T]{€1762} = ( 2 1 >

00
B =[T]{a.-2).1) = ( 0 5 )

La matriz A es la representacién del operador T respecto a la base candénica
mientras que, en este ejemplo, B es a la vez la forma candnica racional y la
forma canénica de Jordan de Ty de A.
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Capitulo 6

Permutaciones y
determinantes

6.1. Grupos de permutaciones

Sea X un conjunto no vacio. El grupo de permutaciones en X, deno-
tado por Sx, es el conjunto de las funciones biyectivas de Xen si mismo. Los
elementos de Sy se llaman permutaciones (de los elementos de X) .

Ejemplos 6.1.1

(1) Sea X = {z} un conjunto con un solo elemento. La tnica funcién biyectiva
de X en si mismo es la funcién identidad idx, por lo que en este caso

Sy = {idx}.

(2) Sea X = {x,y} un conjunto con dos elementos. Hay precisamente dos fun-
ciones biyectivas de X en s mismo, la funcién identidad idx y la funcién
o : X — X dada por o(z) = y y o(y) = z, por lo que en este caso
Sx = {idx,o}.

La siguiente proposicién justifica el uso de la palabra grupo en la definicién
anterior (pues las propiedades mencionadas son precisamente las que satisface
un grupo).

Proposicion 6.1.2 Sea X conjunto no vacio. Tenemos:
(i o,T€ESx = ooT € Sy.
(ii

(ii

)
) Yo,m,p€Sx tenemos(coT)op=oco(rop).

) FEziste idx € Sx tal que coidx =idxy oo =0 V o € Sx.

(iv) Dado o0 € Sx 3 7 € Sx (mds precisamente T = oc~') tal que 0 o T =
Too =idy.

99
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Demostracion.
(i) Se sigue de la Proposicién 1.3.18 (iii).
(ii) Se sigue de la Proposicién 1.3.17.

(i) Sean 0 € Sx y ¢ € X. Tenemos (0 oidx)(z) = o(idx(z)) = o(x) e
(idx o 0)(z) = idx(o(x)) = o(z). Luego o oidx = idx o 0 = o, como se
deseaba probar.

(iv) Se sigue de la Proposicién 1.3.20. [ |
Corolario 6.1.3 Sean o,7,p € Sx. Tenemos:
(i) coT=00p = T=p.

(ii) cop=To0p = o=1.

Demostracion.
(i) cor=00p = o lto(cor)=0"to(cop) = (0c7loog)or =
(c7'o0)op = idyor =idxop = T =p.
(ii) Andloga a (i), se deja como ejercicio. [ |

Proposicién 6.1.4 Si X es un conjunto finito con n elementos, entonces Sx
tienen! =1-2---n (n factorial) elementos.

Demostracion. Se omite la demostraciéon (se puede dar un argumento usando
induccién sobre n). O

Notacién 6.1.5 Si X es un conjunto finito con n elementos (por ejemplo, si
X ={1,2,...,n}), denotaremos a Sx también por S,,.

En este contexto, a veces nos referiremos a la composicién (de permutacio-
nes) como producto y denotaremos la composicién de permutaciones simple-
mente por yuxtaposicién (poniendo una a continuacién de la otra).

Notacién 6.1.6 Supongamos n > 1. Si X = {1,2,...,n} y ¢ € S,. Entonces
i es una biyeccion de X en si mismo. Digamos

p: X —X
1|—>i1

2+— 19

nv+—> i,
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. 1 2 ... n
L U AU S

Ejemplo 6.1.7 Consideramos n = 3. Sean

q_ (123 /12 3 /12 3
“=\123)" {231)77 21 3/

En notaciéon de ciclos, que se explicard un poco més adelante,

Escribimos

p=(1 2 3),0o=(1 2).

Tenemos:
id™! =id,
2 3 1 1 2 3
-1 __ _ _
p‘123_312_(132)’
2 1 3 1 2 3
-1 __ _ _ _
=1 23)7 21 3)=01 2)=0
También:

Il
7N
W =
N DO
— W
N~~~
I
—
—_
w
S—

/12 3 1 2 3
Pe=1 92 3 1 2 1 3

De otra forma: po=(1 2 3)(1 2)=(13)(2)=(1 3).
Finalmente,

co- (3G -(12 )=o)

De otra manera: p~lo=(1 3 2)(1 2)=(1)(2 3)=(2 3).
Observamos que S3 tiene 3! =1-2-3 = 6 elementos. De hecho,

S3 = {1d7P7 p_lao-v PO, p_la}'
También notamos que:
op=(12)(123)=(1)(23)=(23)+#p

En el ejemplo anterior usamos la siguiente:

Notacién 6.1.8 Sean n,k € N,k < n. Sean iy,1a,...,1; enteros distintos en
X ={1,2,...,n}. El stmbolo ( 41 43 ... i ) representa a la permutacién
o € S, dada por o(i1) = i2,0(i2) = i3,...,0(k—1) = ix,0(ix) = i1 y o(z) =

$V$EX,$¢ {il,iz,...,ik}.



102 CAPITULO 6. PERMUTACIONES Y DETERMINANTES

Ejemplo 6.1.9 En S; tenemos la permutacion
1 2 3 4 5 6 7
"_(1354)_(3 25 1 4 6 7)‘

Definicién 6.1.10 Una permutacién de la forma (i1 i ... i ) sellama ciclo
de orden k o k-ciclo. En el caso k = 2 tenemos un 2-ciclo al que llamamos
trasposicion.

Observacién 6.1.11 (1 3 54)=(3541)=(5413)=(4135).

Proposicion 6.1.12 Si o es un k-ciclo, entonces
O’kZUO...OUZidx.
Demostracion. Se omite. 0
Ejemplos 6.1.13
(12)2=(12)(12)=1)2) =id,
(123)¥=(123)(123)(123)=(132)(123)=1)(2)@3) =id
Observacién 6.1.14 (iy iy ... i )"t = (41 i ... i3 ).

Ejemplo 6.1.15 (1 2 3 4 5)7'=(15 4 3 2).

Definicién 6.1.16 Dados dos ciclos, diremos que son ciclos disjuntos o ci-
clos ajenos si no tienen ningiin elemento en comun.

Ejemplos 6.1.17

(1 2)y (35 4) son ajenos,

(1 23)y (35 4) noson ajenos,
(12),(354) y (7 8) son ajenos a pares,

(1 23),(354)y (7 8) noson ajenos a pares.

Lema 6.1.18 Sio y 7 € .S, son ciclos ajenos, entonces 0 oT = To0o0, es decir,
oy T conmutan.

Demostracion. Se omite. O

Teorema 6.1.19 Toda permutacion en S, es producto de ciclos ajenos a pares.
Esto es de manera unica salvo orden y 1-ciclos.
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Demostracion. Se omite. Se ilustra el procedimiento en el siguiente ejemplo.

O
Ejemplo 6.1.20
S (123456789)
39 4156 2 7 8
= (134)(2987)5)6)
= (134)(298T7).
Teorema 6.1.21 Toda permutacion en S, es producto de trasposiciones.
Demostracion. Se sigue del Teorema 6.1.19 y de la observacion siguiente. ]

Observaciones 6.1.22

Q) (i1 ds ... k) =(dir ix )iz i1 )... (i1 iz ).

(ii) En el teorema anterior la manera de escribir a la permutacién como pro-
ducto de trasposiciones no es tnica y las trasposiciones no son necesaria-
mente disjuntas.

Ejemplos 6.1.23

(123) = (13)12)
= (23)(13)
(13)(23)(23)(12)
= (13)(12)(23)(23)(23)(23),
(12)(34) = (34)12)

)
= (12)(34)(23)(23)(23)23).

Teorema 6.1.24 Cualquier permutacion en S, es producto de un numero par
de trasposiciones o bien es producto de un nimero impar de trasposiciones, pero
no ambas.

Demostracion. Se omite. Ver p. 50 de [5]. O

Definicién 6.1.25 Una permutacién o € S, es una permutacién par si es
producto de un ntimero par de trasposiciones y ¢ es una permutacién impar
si es producto de un ntmero impar de trasposiciones. A ser par o impar se le
llama paridad de la trasposicién.
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Ejemplos 6.1.26

n=2

Sy ={id, (1 2)},

id = (1 2)(1 2)es par,
(12) = (1 2)es impar.

Hay precisamente una permutaciéon par y una impar.

n=3

Sz ={id,(1 2),(13),(23),(123),(13 2)},

id = (1 2)(1 2)es par,
(12) = (1 2)es impar,
(13) = (1 3)es impar,
(2 3) = (2 3)es impar,
(1 23) = (13)(1 2)es par,
(132) = (12)(1 3)es par.

Hay precisamente tres permutaciones pares y tres impares.

n =4
54_{id7(1 2),(1 3)7(1 4)7(2 3)7(2 4)7(3 4)a
(12)(34),(13)(24),(14)(23),
(123),(132),(124),(142),(134),(143),(234),(243),
(1234),(1243),(1324),(1342),(1423),(1432)},
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Hay precisamente doce permutaciones pares y doce impares.

6.2. Determinantes

Sea o € Sy, el grupo de permutaciones de {1,...,n}. Definimos el signo de
o por

(1) =

1 sio espar,
—1 si o es impar.

Definicién 6.2.1 Sea A = (a;;)i; € Muxn(K). El determinante de A es

det(A) = Z (_1)0(110'(1)0‘20'2) *Qno(n)-
oSy
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Frecuentemente se denota el determinante de A también por |A| o por

a1 aig ... A1n
ag1 a9 N aA2n,
ap1 Ap2 ... Qpp

Ejemplos 6.2.2
(1) Seann =1y A= (as1). Tenemos S; = {id} y
|A| = ail-

(2) Sin=2y A= ( Z“ 212 ) , entonces Sy = {id, (12)} v
21 22

|A| = (=1)"ay1a90 + (=1)"Payza01 = ar1a92 — arzas;.

ai1  aiz2 a13
(3) Paran=3y A= | a2 a2 ass |, tenemos
a3l azz ass

S = {id, (123), (132), (12), (1), (23)} y
|A| = (=1)"Yay1a90a33 + (—1) P argag3a31 + (—1)P*Par3a01a30+
(=1)aypama33 + (=1)Payzagaz + (1) ayjag3a30 =

(11022033 + G1223031 + A13021a32 — (A12021a33 + 13022031 + A11a23032).

(4) det((—7)) = —T.

1
2
3

S RGN
© 00
I

(L)E)O) + @E)E) + (NR)6) — [(DER)O) + (M)E)B) + (1)(E)(6)] =
45+96 +84 —72—-105—-48=-3—-9+12=0.
Sea A = (a;j)i,j € Mpxn(K). Denotamos por

a la matriz (n —1) x (n — 1) que se obtiene quitando a A el i—ésimo renglén y la
j—ésima columna. El determinante |M;;| se llama menor del elemento a;; de
A. Definimos el cofactor de a;; por

Ajj = (=1)" | M)
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Teorema 6.2.3 El determinante de la matriz A = (a;5);; es igual a la suma
de los productos obtenidos multiplicando los elementos de cualquier renglon o
columna por sus respectivos cofactores.

Demostracion. Se omite.Ver [6, Teorema 8.7] O

Ejemplos 6.2.4

ail; a2 ais
(1) Sea A = as1 G2 Q23 . Desarrollamos respecto al segundo renglén:

asz1 asz a33

a12 Q13
My = (

az2 ass )

]\4—22 _ a11 a3
a3y ass

, Aoy = (—1)* ! (a12a33 — arzaze),
A22 = (—1)2+2(a11a3 — a130, )
; 3 —a13a31),

a a
Mas = ( 0 as ) , Agg = (=1)*"3(a11a32 — arzaz).
azy  as2

Luego |A| = a1 A1 + azaAzs + azz Az
= a21(71)(a12a337a13a32)+a22(a11a33*1113(131)+023(*1)(a11a32*‘112a31)

= (11022033 + Q12023031 + A13G21A32 — (@12021a33 + Q13022031 + A11G23a32).

(2) Desarrollamos respecto a la primera columna:

58 407 407
IR P

W N =
S O
© 0

= (45—48) —2(36 —42) +3(32—-35)=—-3+12—-9=0.
Proposicién 6.2.5 Sea A € M,xn(K). Tenemos det(A?) = det(A).
Demostracion. Se omite.Ver [6, Teorema 8.1] O
Definicién 6.2.6 Sea A = (a;;);; € Muxn(K).
(a) A es triangular superior si a;; = 0 siempre que 7 > j.
(b) A es triangular inferior si a;; = 0 siempre que i < j.
(¢) A es triangular si es triangular superior o triangular inferior.
(d) A es diagonal si a;; = 0 siempre que i # j.

Proposicion 6.2.7 El determinante de una matriz triangular es el producto de
sus entradas en la diagonal.
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Demostracion. Es consecuencia del Teorema 6.2.3. Se dejan los detalles al lector.

Corolario 6.2.8 El determinante de una matriz diagonal es el producto de sus
entradas en la diagonal.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 6.2.7 pues toda matriz diagonal es
triangular. |

Ejemplos 6.2.9

M 0 - 0
0 X --- 0
(1) Sea A= - . - . Obtenemos det(A) = Ay - Ag -+ A
0 0 A
1 0 0
0 1 0
(2) det(I,) =det | - - . =1
0 1
0 O 0
0 O 0
(3) det(0,xpn) = det . =0
0 O 0
A1
0 M\
A1
(4) det N 10 =A% s,
0 X 1
0 0 X

Proposicién 6.2.10 Sea A € M« (K).
(a) Si A tiene un renglon (o columna) de ceros, entonces det(A) = 0.
(b) Si A tiene dos renglones (o dos columnas) iguales, entonces det(A) = 0.

Demostracion. Se omite.Ver [6, Teorema 8.2] g

Proposicién 6.2.11 Sea A € M, xn(K).

(a) Si B se obtiene de A intercambiando dos renglones (o columnas), entonces
det(B) = —det(A).
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(b) Si B se obtiene de A multiplicando un renglon (o columna) por un escalar
¢, entonces det(B) = cdet(A).

(¢) Si B se obtiene de A sumando un maltiplo de un renglén (o una columna)
de A a otro (a), entonces det(B) = det(A).

Demostracion. Se omite.Ver [6, Teorema 8.3] O

Ejemplos 6.2.12

5 4 2 1

2 3 1 -2
-5 -7 -3 9

1 -2 -1 4
Con el propésito de obtener el determinante de A, realizamos operaciones
elementales de renglén:

(1) Sea A=

5 4 2 1 Ria(—2) 1 -2 0 5
. 2 3 1 -2 — 2 3 1 =2
-5 -7 -3 9 Ra(3) 1 2 0 3
1 -2 -1 4 Rus(1) 3 1 0 2
1 =2 5\ gmucy (1 -2 5
° 1 2 3 — 0 4 -2
Tenemos
5 4 2 1 1 -2 0 5
2 3 1 =2 2 3 1 =2
det()= 5 7 3 9 |7|1 2 0 3|~
1 -2 -1 4 3 1 0 2
1 -2 5 1 -2 5
-1 2 3|=-]0 4 —2—“;__123’:
3 1 2 0o 7 -13
—((4)(=13) — (=2)(7)) = —(—52+ 14) = 38.
-6 5 0 8
-7 1 0 6
(2) Sea B = 0 0 0 4
1 2 15
Realizando una operacién elemental del segundo tipo al tercer renglén,
tenemos
-6 5 0 8 —-6 5 0 8
-7 1 0 6 -7 1 0 6
detB)=1 o o o 4|=% 0 00 1|
1 2 15 1 2 15
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-6 5 0
-6 5
4| -7 1 0|=-4 =
1 21 ‘_7 1’
(=4)((=6)(1) = (5)(=7)) = (—4)(29) = —116.

5 0 8
3y SeaC=1]1 0 6
2 1 5

Realizando operaciones del primer y del tercer tipo sobre renglones tene-
mos

5 0 8 1 0 6
det(C)=|1 0 6 |=—|5 0 8 |=
2 1 5 2 1 5
10 6 10 6
-0 0 =22 |=]0 1 -7 |=-22
o1 -7 0 0 —-22
1 0 0 O
. 01 0 O
(4) Consideremos D = 00 1 1
1 01 2
El determinante de la matriz D es
1 0 0 O
01 00 100 1 1
det(D) = =101 1]|= =2-1=1
0 0 1 1 01 2 1 2
00 1 2

Observacion 6.2.13 El método de diagonales de Sarrus, que sirve para
evaluar el determinante de matrices 3 x 3, no se puede aplicar para matrices més
grandes. Esto se ilustra al tratar de usar el método para obtener el determinante
de la matriz D del ejemplo 6.2.12 (4) (se obtiene el valor 2, el cual no coincide
con el valor del determinante, que es igual a 1).

Teorema 6.2.14 FEl determinante es una funcion multiplicativa, es decir:

det : Myyyn(K) — K

A+— det(A),
satisface
det(AB) = det(A) det(B).
Demostracion. Se omite.Ver [6, Teorema 8.5] O

Corolario 6.2.15 Sea A € My, (K). Si A es invertible, entonces det(A) # 0

! det(A™1) = (det(A)) ™.
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Demostracion. Puesto que se estd suponiendo que A es invertible, tenemos
AAY =1, luego det(A)det(A~1) = detl, = 1. Por lo tanto det(A) # 0 y
det(A~1) = (det(A))~L. |

Corolario 6.2.16 Sean A, P € M, x,(K) y supongamos P es invertible. En-
tonces
det(P~'AP) = det(A).

Demostracion. Usando el teorema y el corolario anteriores, tenemos
det(P~'AP) = det(P~ ") det(A) det(P) = (det(P)) ™" det(A) det(P) =
(det(P)) ! det(P) det(A) = det(P~') det(P) det(A) = det I, det(A) =

1-det(A) = det(A).
|

Observacion 6.2.17 El ultimo corolario pemite definir el determinante de
un operador lineal T': V — V| donde V es un espacio vectorial de dimensién
finita sobre el campo K por det(T) = det(A), donde A es la matriz asociada a
T respecto a cualquier base de V.

Ejemplo 6.2.18
Como en el Ejemplo 5.4.2 (2), sea T : R? — R? dada por:

T((x,y)) = (4 + 2y, 22 + y)

y consideremos las bases {e1,e2} v {(1,—2),(2,1)}. Recordemos

4 2
A:[T]{el’62}2(2 1)

(S} S en)
N——

0
B = [Tla,-2),1) = ( 0

Tenemos det(T") = det(A) = det(B) = 0.

Definicién 6.2.19 Sea A = (ai;)i,; € Muxn(K). La matriz adjunta de A es
la traspuesta de la matriz de cofactores, es decir:

Ay Ay ... Ap

Ag Asa ... Apo
Adj(4) = | E

Aln A2n Ann

donde A;; es el coactor de a;;.
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Teorema 6.2.20 Sea A € M,,«,,(K). Entonces
A-Adj(A) = det(A) - 1,,.
Demostracion. Se omite.Ver [6, Teorema 8.8] g

Corolario 6.2.21 Sea A € M, x,(K). Entonces A es invertible si y sélo si
det(A) # 0. En este caso

-1 1 .
Al = det(A)AdJ(A).

Demostracion. Se sigue del Teorema 6.2.20 y el Corolario 6.2.15. Quedan los
detalles al cuidado del lector. |

Ejemplos 6.2.22
1 2
2

(1) Sea A= ( 1 ) . Tenemos det(A4) = 0,

A =2,A12 = —1,

Agp = —2,A9 =1

y
L (2 -2
Ad‘](A)—(_1 L )
Confirmamos
(12 2 2\ [0 0)\ _
A~AdJ(A)<12>(_1 1)<00)012
1 2 3
(2) SeaA=| 2 3 4 |.Tenemos
1 5 7
3 4 2 4 2 3
All_’5 7‘_171412__‘1 7’__107A15_’1 5‘_77
2 3 1 3 1 2
A21——’5 7‘21,1422—‘1 7‘2471423:—’1 5‘2—37
2 3 1 3 1 2
A31‘3 4‘17A32‘2 4‘2,1433‘2 3’1~
1 1 -1
Por tanto Adj(A)=| —-10 4 2
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Luego
1 2 3 1 1 -1 2 00
A-Adj(A)=1| 2 3 4 -10 4 2 =10 2 0 | =215
1 5 7 7T =3 -1 0 0 2

Concluimos det(4) =2y

T . 11 -1

A = ZAdj(A) == —10 4 2
g 2

7 -3 -1

Finalmente, consideramos un sistema de ecuaciones lineales con el mismo
ndmero, n, de ecuaciones que de incognitas:

a111 —+ a12%2 + ...+ A1ndp b1
2171 + a22%2 + ...+ axy, = by
(6.1)
Ap1x1 + Qpoo + ...+ apntn = by
ail a12 e QA1n
a1 a2 e aon
Sea A = (a;j)i; = . Llamamos a A la matriz de
an1 an2 . Ann

coeficientes del sistema de ecuaciones lineales (6.1). Sean A = det(A) y para
ie{i...,n}

air ... Q-1 b1 Q41 ... ain

a1 ... @21 by aziy1 ... az,
A; =

apl ... Gpi—1 bn Qpi+1  --- Qpn

Teorema 6.2.23 (Regla de Cramer) Si A # 0, entonces el sistema de ecua-
ciones lineales (6.1) tiene una unica solucidn y ésta viene dada por

A;

A )

Xr; =

para 1 < < n.
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Demostracion. Se omite.Ver [6, Teorema 8.9] O

Ejemplos 6.2.24

(1) Consideramos el sistema:

r + 2y + 3z = 1
2t + y + =z =1
zr + y + =z =0
Tenemos:
1 2 3
A=|2 1 1|=14246—-3+4+1)=9-8=1=#£0.
1 11

Luego la tinica solucién del sistema es:

1 2 3
1 1 1
_101 =14+3-2-1=1
x = A = =1,
1 1 3
2 1 1
_1t ol =141-3-2=-3
y= A =l+l-95-2=-9
1 2 1
2 11
1110 =242-1-1=2
z = A =24+2-1-1=2.
(2) El sistema
z + 2y = 0
20 4+ 4y = 0
tiene una infinidad de soluciones y
1 2
A= 9 4‘440.
(3) El sistema
r + 2y =
2 + 4y = 1
no tiene soluciéon y
1 2
A_‘2 4‘_4—4_0



Capitulo 7

Espacios euclidianos

7.1. Preliminares

Definicién 7.1.1 Sea V un espacio vectorial sobre R. Un producto interno
en V es una funcion < ,> : V x V — R que satisface:

(i) < aqug + ague,v > = a1 < u,v > + ag < ug,v >, V up,ug,v €
V,Vay,as € R.

(i) <u,v>=<v,u>VVuveV.
(i) <w,u>>0VueV& <uu>= 0 <<= u=0.

Un espacio vectorial V' sobre R con producto interno se llama espacio real
con producto interno o espacio euclidiano.

Definicién 7.1.2 Sea V un espacio vectorial sobre C. Un producto interno
en V es una funcién < ,> : V x V — C que satisface:

(i) < arur + ague,v > = a1 < u,v > + as < uUg,v >, V up,ug,v €
V,Vay,as € C.

(ii) <u,v> = <wv,u >, donde la barra indica complejo conjugado, V u,v €

V.
(iii) <w,u>>0VueV &<uu>= 0 < u=0.
Un espacio vectorial V' sobre C con producto interno se llama espacio com-
plejo con producto interno o espacio unitario.
Observaciones 7.1.3

(a) En el caso real: < u,aqv; + agve > = a3 < u,v1 > + as < u,vy >,
YV u,v1,v2 € V,Vag,as € R.

En efecto: < u,1v1 + asvg > = < a1v1 + asvo,u > = ag < v, u >
+ g <V, U > =001 < U,V >+ qy < U,V >.

115
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En el caso complejo: < u, v1v1 + aovg > = o < u,v1 > + ag < u, vy >,
YV u,v1,v9 € V,Vag,as € C.

Ejemplos 7.1.4

1)

En R" definimos para v = (ay,...,a,),v = (b1,...,b,) el producto in-
terno usual o producto punto de u 'y v por

u.v = a1by + ...+ apby,.

Este producto hace de R™ un espacio euclidiano. En R?: (3,0)-(1,4) =
3.140-4=3& (1,0)0(0,1) =1-04+0-1=0, en R3: (1,1,1)(1,1,0) =
1-1+1-1+1-0=2.

En M, «xn(R) definimos para A, B matrices

<A ,B> =tr(B'A), (7.1)

donde, en general, la traza de una matriz A = (a;;)i; € Mpxn(K) es la
suma de los elementos de la diagonal de A, esto es:

tI‘(A) = i Q.
i=1

Observemos primero que la funcién traza

tr : Mpxn(K) — K
es una transformacién lineal, es decir, tr(aA + bB) = atr(A) + btr(B)
V A B € Mpyn(K),Va,b € Ry que tr(A) =tr(A") V A € M, xn(K).

Probemos ahora que la funcién definida en (7.1) hace de M,,x,(R) un
espacio euclidiano.

(l) < OélAl +042Ag, B >= tI‘(Bt(OtlAl +042A2)) = tr(alBtAl +062BtA2)
= Olltl"(BtAl) +a2tr(BtA2) = a1 < Al,B > Hag < AQ,B >,
A4 Al,A27B S Man(R)7V a1, a € R

(i) < A,B>=1tr(B'A) =tr((B'A))! = tr(A'B) =< B,A>,VA Be€
Myxn(R).

(iii) Sea A = (aij)ij € Muxn(R). Tenemos: < A ;A > = tr(A'A) =

aipr a1 ... GQnpil aip a2 ... Qin
a2 as2 e An2 a1 a2 e aon

A1p A2n ... Qpn ap1 Ap2 ... Qpp
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3)

Z?:1 azzl e Z:‘L:l Ai1Qin
* . n n
g Sz
. . j=11i=1
Dt Qinlil - D1
VA€ Muun(R).

Ademas,

n n
SAA>=0 > > a;=0Vijl1<ij<n <
j=11i=1

aij =0Y14,5,1<i,j<n < A=0nxn-

Finalmente, ilustramos con un ejemplo:

2 3 1 3
SeanA—<5 7>yB—<2 4>.Tenemos.

<A,B>:tr(BtA):tr(<§ i)(g f;)):

12 17
tr( 2% 37 ) =124 37 = 49.

Sea V el espacio vectorial real de las funciones continuas, definidas en el
intervalo [a, b] y con valores reales (recordemos que la suma de continuas
es continua y que el producto de un escalar por una funcién continua es
una funcién continua). Definimos para f,g € V:

b
<f,9> =/ f(t)g(t)dt.

Queda como ejercicio al lector verificar que el anterior es un producto
interno en V.

Sea V. =ty = {{an}n | an € RVREN &) ;2 a? < oo}. Definimos
{an}n+{bn}n = {an+bn}n y a{an}n = a{an}n para {an}nENa {bn}neN €
V y a € R. Tenemos que V con estas operaciones es un espacio vectorial.

Se define en V:

< {Gn}n, {bn}n > = a1by + asbs + asbs + ...

La suma infinita anterior converge para {an fnen, {bntnen €V, < , > es
un producto interno y hace de V' un espacio euclidiano. Se deja al lector
verificar los detalles. Ver pdginas 65 y 66 de [8].

Definicién 7.1.5 Sean V un espacio euclidiano (o unitario) y u € V. Definimos
la norma de u por

lull = V< u,u>.
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Definicién 7.1.6 Un vector v € V es unitario si ||v|| = 1.

Observacion 7.1.7 Sea v € V,v # 0. Normalizamos a v considerando el

vector unitario vy = ”f—)” = ﬁ -v. En efecto,
2 1 1 1 1
lon||"=<ovn,on>=< 7 0, —= V> = —— <V, — V>
ol Tfol] ol < ol
1 1
=05 <V,0> = o> =1
loff2 = [lv][?

Teorema 7.1.8 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea V un espacio eu-
clidiano o unitario. Tenemos para todos u,v € V:

| <w, o> [ < |lul| - [Jo|-
Demostracion. Se omite.Ver [6, Teorema 1.3] O

Definicién 7.1.9 Sea V un espacio euclidiano.

(i) El teorema anterior nos permite, generalizando los conceptos para R? y
R3 con el producto interno usual, definir para u,v € V,u,v diferentes de
0, el coseno del dngulo que “forman” u y v:

<u,v >
cosl = ————.
[lwl] - [v]]

(ii) Decimos que los vectores u,v € V son ortogonales si

< u,v>=0.

Observaciones 7.1.10 Sea V un espacio euclidiano.
(1) <0v>=<0-0,bv>=0<0,v>=0VveV.

(2) Supongamos que < u,v > = 0V v € V. Veamos que entonces u = 0.
Como < u,v>= 0V w €V, en particular < u,u > = 0, de donde u = 0.

Definicién 7.1.11 Sean V un espacio euclidiano y W un subespacio de V. El
complemento ortogonal de W es:

Wt={veV|<vw>= 0YweW}.

Proposicién 7.1.12 Sean V un espacio euclidiano y W un subespacio de V.
Tenemos que W+ es un subespacio de V.
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Demostracion.

(i) Wt # () pues 0 € W.

(ii) vi,v9 € W = < vy +v9,w > =< v +vg,w >+ < v +vg,w > =
0+0=0YweW = v, +vo € Wt

(iii) ve WhaeR = <av,w>= a<v,w>=a-0=0VweW =
av e W,

Concluimos que W+ es un subespacio de V. |

Definicién 7.1.13 Sea V' un espacio euclidiano.

(1) Un conjunto de vectores {uq,...,u,} de V es ortogonal si sus elementos
son ortogonales a pares, esto es:

<wug,u; > = 0sii#j.

(2) Un conjunto de vectores {u1,...,u,} de V es ortonormal si sus elementos
son ortonormales a pares, es decir:

< Uj,Uj > = (5,']'.

Ejemplos 7.1.14

(1) En R? tenemos:

(1,0,0):(1,0,0) = 1-1 = 1
(1,0,0) (0,1,0) = 0
(1,0,0):(0,0,1) = 0
(0,1,0):(1,0,0) = 0
(0,1,0)-(0,1,0) = 1-1 = 1
(0,1,0)-(0,0,1) = 0
(0,0,1):(1,0,0) = 0
(0,0,1):(0,1,0) = 0
(0,0,1):(0,0,1) = 1-1 = 1
Luego la base canénica en R? es ortonormal respecto al producto interno
usual.
(2) EnR" consideramos el producto interno usual y la base candnica {eq, ..., e }.

Tenemos e;.e; = §;;. Luego la base candnica es ortonormal.

(3) En R? el conjunto {(2,0,0), (0,—1,0}) es ortogonal pero no es ortonormal
pues tenemos:
(2,0,0)°(0,~1,0) = 2-0+0-(-1)+0-0 = 0
1(2,0,0)[] = 1/(2,0,0)"(2,0,0) = VETRE T2 =
H( 17 )|| \/( _1,0)(07—1,0) = 02+(_1)2+02 — 1.
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7.2. Proceso de Gram-Schmidt

Lema 7.2.1 Sea {uq,...,u,} un conjunto ortogonal de vectores, todos diferen-
tes de 0, del espacio euclidiano V. Entonces:

(i) {u1,...,un} es linealmente independiente.
(ii) Siv eV, el vector

<wv,u; > < v,Uz > <V, Up >

w="v Uy — Uy e ———u
|| |[? ||uz|[? lunl> "

es ortogonal a u; V 1.

Demostracion.

(i) Supongamos aju; + ... + ayu, = 0 para algunos ai,...,a, € R. Sea
1 €{1,...,n}. Entonces

0=<u;,0>=<wu;,a1u; + ...+ apu, >=
n
_ 2
Za]‘ < U, Uj > —CL1||ULH y
j=1

luego a; = 0. Asf {uq,...,un} es linealmente independiente.

(ii) Sea ¢ € {1,...,n}. Entonces < u;,u; > = 0 para j # i. Luego

=l ||l [?
=< u;,v> — <vu>= 0.
Asi w es ortogonal a u; V i. |

El Proceso de Ortogonalizacion de Gram-Schmidt que se describe a
continuacién es un algoritmo que, dada una base {vi,...,v,} de un espacio
euclidiano V', con ayuda del Lema 7.2.1 nos proporciona una base ortogonal
{u1,...,u,} del mismo espacio V, de modo que la matriz de cambio de base, de
la base antigua {v1,...,v,} ala base nueva {us, ..., u,}, es triangular superior.

(1) Sea u; = v;. Entonces {u;} es ortogonal y L({u1}) = L({v1}).

<|T7i’j‘|12> up. Por el Lema (7.2.1), ug es ortogonal a wu;.

Ademds us # 0 pues {ug,va} es L. i. Tenemos {uj,uz} es ortogonal y
L({ul, UQ} = L({’Ul,vg}).

(2) Sea uz = vy —
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(3) Sea uz = vz — |Tuﬁ\12> Uy — <|T22’ff2> us. Por el Lema (7.2.1), us es ortogonal

auy y a u. Ademés uz # 0 pues L({uj,us} = L({v1,v2}). Tenemos
{uy,u2,us} es ortogonal y L({u1,us,us} = L({v1,va,v3}).

En general, después de haber obtenido:

(r) {u1,us2,...,u,} es ortogonal y L({us,ug...,u,} = L{v1,v2...,0.}).

<Ury1,up> <Urg1,ug> <Urg1,ur>
(r+1) Sea u,41 = Vg1 — ””;1“’21 - UHZ;H? Uy — ... — % Por el
Lema (7.2.1), u,+1 es ortogonal a uj, a ug, ...y a u,. Ademds u,11 # 0
pues L({u1,ug...,u.} = L({v1,vs...,v,}). Tenemos {uy,uz,...,urq1}
es ortogonal y L({uy,ug,...,ur11} = L{{v1,v2...,0.41}).

De esta manera, por induccién, obtenemos un conjunto ortogonal {uy, ua, . . .,
un} que, por el Lema (7.2.1), es L. i. y por tanto es una base de V. Observamos
que la matriz de cambio de base es triangular superior.

Finalmente, si se desea obtener una base ortonormal, normalizamos cada
uno de los vectores obtenidos con el proceso anterior.

Ejemplos 7.2.2

(1) Consideremos la base {v; = (1,1,1),v2 = (0,1,1),v3 = (0,0,1)} de R3.
Usaremos el Proceso de Ortogonalizacién de Gram-Schmidt para trans-
formar esta base en una base ortogonal:

(i) Sea u; = vy = (1,1,1). Calculamos ||u;||? = 3.

(i) Sea up = vy — Sty = (0,1,1) — SOLUMLD> (3 9 1) =
(0,1,1) — 2(1,1,1) = (-2, 3, 5)- Calculamos [[ug||> = & = 2.

373
(iii) Sea uz = vz — <|TZ’T‘12> up — <‘TZ;T|22> ug =
0,0,1),(1,1,1 <(0,0,1),(— 2,1 L)>
(0.0,1) — CROILUZ (1, 1,1) — SOORLERD2 (-2 4 1) =
00030103253 = (0.0.)-3(LLD)-3(-3.3.5) =
(07_%7%):(07 %7%)
Puesto que
u1:v1:1~v1+0'v2+0~v3,
2 2
u2:112*§01:*5'01+1'U2+0'”03Y
1 1 1 1 2 1
U3:U3—§U1—§U2:113—5’01—5(112—3’01):—§U1+§U1—§’U2+’03:

1
0'1}1—§~1}2+1'U3,

la matriz de cambio de base de la base antigua {vi, v, v3} a la base nueva
{u1,u2,uz} es:
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1 -2 0
P=|l0 1 -4
0 0 1

Para obtener la base ortonormal {ws, wa, w3} correspondiente calculamos:

1 1
w1 = -ulz—-(l,Ll)
[ || 3
1 3 211 1
Wy = U = —— (=2, 2, 2) = —(=2,1,1
=l =% 558 T )y
1 V2 -1 1 1
w3 = —— uz = —= - (0, —, =) = — (0, —1, 1).
S T O T Y

En este caso la matriz de cambio de base de la base antigua {v1, v, v3} a
la base nueva {wy, wa, w3} es:

03 —b
V2

0 0

Py =

Finalmente, si se prefiere una base ortogonal con entradas enteras, toma-
mos z1 = (1,1,1),22 = (=2,1,1) y 23 = (0,—1,1). La matriz de cambio
de base de la base antigua {v1,vq,v3} a la base nueva {21, 22, 23} es:

1 -2 0
Ps=10 3 -1
0 0 2
Observemos que las tres matrices de cambio de base son triangulares su-
periores.
(2) Encontremos una base ortonormal para el subespacio W = L({v; =

(1,-1,0),v2 = (1,2,—1)}) de R3. Usaremos el Proceso de Ortogonaliza-

cién de Gram-Schmidt para transformar esta base en una base ortogonal:
(i) Sea u; = v; = (1,—1,0). Calculamos ||us||? = 2.

(ll) Sea ug = vy — <|1|}12,,’1T‘12>u1 _ (172’ _1) _ <(172,—1)é(17—1,0)> (1, _170) —

(1,2,-1) — 3(1,-1,0) = (3,3, 32).

272772

La base {u1,u2} de W es una base ortogonal. Calculamos ahora ||us||? =
22 _ 11

1 2
Una base ortonormal para W es:

1 1
{w1 = E . (1,—1,0),w2 = E : (3,37—2)}.
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La matriz de cambio de base de la base antigua {vy,v2} a la base nueva
{w1,ws} es la matriz triangular superior:

Teorema 7.2.3 Sea W subespacio del espacio euclidiano de dimension finita
V. Entonces

1

g
|
—
SN
Bl

V=Waow
Demostracion.

(i) (a) Claramente W + W+ C V.

(b) Por el Proceso de Ortogonalizacién de Gram-Schmidt podemos ga-
rantizar que W tiene una base ortogonal {wy,...,w,}. Sea v € V.
Por el Lema 7.2.1,

<v,wp > < v,ws > <V, Wy >

Uu=v— w, — wg —
[|ws 2 [lw2][?

T

es ortogonal a w; V 7. Luego si w € W,w = aywy + ... + a,w, para
algunos aq,...,a, € R, tenemos

<u,w > = <'LL,ZO¢Z'U)Z'> = Zai < U, Wi > = Zai~0:0.
i=1 i=1 i=1
Luegou € W+, dedonde v =w+ueW+WL. Asi VC W + W+,
Concluimos que V =W 4+ W+,
(i) (a) Claramente {0} C W N W,
(b) Sea v € W N W+, Entonces < v,v > = 0, luego v = 0. Por lo que
Wnw+ C{o}.

Concluimos que W N W+ = {0}. Por lo tanto, V =W @ W+. |

Ejemplo 7.2.4 Con referencia al Ejemplo 7.2.2 (2), tenemos V =R3 y W =
L({v1 =(1,-1,0),v2 = (1,2,—1)}). Puesto que dim V' = 3 y dim W = 2, hemos
de tener dim W+ = 1. El vector u = (1,1, 3) es ortogonal a v; y a va, por lo que
Wt = L({u}).
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